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1 Einleitung

Im Jahre 1770 wurde eine Arbeit des Mathematikers und Physikers Albrecht Meister
(1724-1788) verdttentlicht, aus der ersichtlich wird, dass er sich unter anderem bereits
mit geschlossenen ebenen Kurven auseinandergesetzt hat (|7]). Insbesondere beschreibt
er eine schwéchere Version der Aussage, dass Kurven ineinander verformt beziehungswei-
se. zueinander homotopiert werden konnen, wenn sie denselben Rotationsindex haben.
Ein handfester Beweis dieser Aussage wurde jedoch erst im Jahre 1937 von Hassler Whit-
ney (1907-1989) und William Caspar Graustein (1888-1941) présentiert (|9]). Der erste
Schritt zur Klassifikation ebener Kurven war getan. Allerdings konnen unter generischen
Homotopien drei Desaster auftreten, welche Vladimir Igorevich Arnold (1937-2010) né-
her untersucht hat. In seinem 1993 verfassten Paper konnte er beweisen, dass es drei
Invarianten gibt, welche unter je zweien der drei Desaster invariant bleiben (|1]). Mit
Hilfe dieser Invarianten konnte man nun Kurven bis auf generische Homotopien von-
einander unterscheiden. Da die Bestimmung der Invarianten nicht immer ganz einfach
ist, suchte man bald nach einer Mdoglichkeit, die Invarianten direkt aus einer Kurve zu
bestimmen. Emmanuel Ferrand fand eine solche schliefslich 1997 mit Hilfe von Doppel-
tangenten ([4]).

Im Folgenden werden nun zunéchst die Grundlagen der ebenen Kurven vorgestellt und
das Whitney-Graustein Deformations-Theorem sowie ein weiteres Theorem von Whit-
ney bewiesen (Kapitel 2). Danach betrachten wir besagte Desaster und fithren Arnolds
Basis-Invarianten ein (Kapitel 3). In Kapitel 4 werden mit Hilfe von Doppelpunktindices
weitere Invarianten definiert und ein Zusammenhang dieser mit den Basis-Invarianten
bewiesen, aus welchem die Additivitdt der Invarianten gefolgert werden kann. Zuletzt
wird das Konzept der Doppeltangenten eingefiihrt und ein Theorem bewiesen, welches
es ermoglicht, die Basis-Invarianten direkt aus einer Kurve zu bestimmen (Kapitel 5).



2 Ebene Kurven

In diesem Kapitel beginnen wir mit grundlegenden Definitionen zur ebenen Kurve und
werden den Rotationsindex sowie das Whitney-Graustein Deformation-Theorem ken-
nenlernen. Danach betrachten wir die sogenannte Whitney-Funktion und deren Zusam-
menhang mit dem Rotationsindex. Inhalt und Aufbau orientieren sich an [5] (Kapitel 2
und 4) sowie an [2] (S. 4-10).

2.1 Definitionen zur ebenen Kurve

Definition. Eine geschlossene ebene Kurve ist eine Immersion v : ST — R?, deren
Ableitung ~' nirgends verschwindet.

Beispiel.

Abbildung 2.1: ebene Kurve Abbildung 2.2: keine ebene Kurve

Abbildung 2.1 zeigt die einfachste eben Kurve; bei Abbildung 2.2 handelt es sich nicht
um eine ebene Kurve, da die Ableitung an der Spitze verschwindet.

Definition. Ein Doppelpunkt ist das Bild zweier verschiedener Punkte auf S* mit der
FEigenschaft, dass die Tangentenvektoren verschieden sind.

Beispiel.

DA
Abbildung 2.3: Kurve mit Doppelpunkt

Definition. Fine ebene Kurve heifit generisch, wenn sie sich selbst nur in Doppelpunk-
ten schneidet.



Beispiel.

Abbildung 2.4: generische Kurve Abbildung 2.5: nicht generische Kurve

Die Kurve in Abbildung 2.5 ist nicht generisch, da sie sich in einem Dreifachpunkt
schneidet.

Im Folgenden ist eine Kurve stets eine generische geschlossene ebene Kurve, sofern nicht
anders vermerkt.

2.2 Der Rotationsindex

Definition. Der Rotationsindex (kurz: Index) ind(vy) einer ebenen Kurve vy ist die
Anzahl der Umdrehungen des Tangentenvektors ~' in positiver Richtung.

Der Rotationsindex lédsst sich leicht mit der so genannten Seifert-Zerlegung bestim-
men, welche nun erldutert wird.

Definition. Sei y(tp) fir tp € S' ein Doppelpunkt der Kurve v. Die Auflésung des
Doppelpunkts ist eine Verdnderung des Doppelpunkts in einer kleinen Umgebung, die
wie folgt aussieht:

~ \

ylEp) =

Abbildung 2.6: Auflésung eines Doppelpunkts

Die Orientierung der beiden Aste bleibt erhalten und der Doppelpunkt wird aufgeldst.

Lost man nun alle Doppelpunkte der Kurve v auf, so bleiben nur einfach geschlossene
Kurven (i.e. Kurven ohne Selbstschnitte) tibrig; diese heiften Seifert-Kreise.

Beispiel.

Abbildung 2.7: Beispiel einer Auflésung von Doppelpunkten



Insbesondere gilt fiir einfach geschlossene Kurven der Hopf’sche Umlaufsatz:

Satz 1 (Hopf’scher Umlaufsatz). Die Gesamtinderung der Tangentenrichtung bei ein-
maligem Durchlaufen der einfach geschlossenen Kurve v betrigt £27, i.e. die Anzahl
der Umdrehungen des Tangentenvektors ~' ist +1.

Die grobe Idee des Beweises besteht darin, ein Dreieck zu definieren, welches aus Wer-
tepaaren von Zeiten einer Kurve besteht. Nun kann man von diesem Dreieck aus eine
wohldefinierte stetige Sekantenfunktion nach S! finden. Da alle Werte dieser Funktion
auf S! liegen, existiert eine Winkelfunktion, durch welche sich die Sekantenfunktion dar-
stellen lisst. Betrachtet man diese genauer, so erkennt man, dass diese bei einmaligem
Durchlaufen der Kurve genau +27 ergibt.

Fiir einen ausfiihrlichen Beweis siehe [6] (S.53-55).

Mit Hilfe dieses Satzes und der Seifert-Kreise erhalten wir eine einfache Methode, den
Index einer Kurve zu bestimmen.

Satz 2. Der Index einer orientierten Kurve ist gleich der Differenz zwischen der Anzahl
der positiv und negativ orientierten Seifert- Kreise.

Beweis. Sei v eine Kurve mit mindestens einem Doppelpunkt. Zunéchst 16sen wir einen
dieser Doppelpunkte auf:

‘ ! [ )
. ‘| E—d ,\ L
- N /3

Abbildung 2.8: Doppelpunktauflosung

Es gilt: ind(y) = ind(a) + ind(B).!
Wenn wir nun alle Doppelpunkte von + auflésen, so erhilt man folgende Gleichung,
wobei S; die entstehenden Seifert-Kreise bezeichnet:

n

ind(y) =) ind(S;) .

=1

Nach dem Hopf’schen Umlaufsatz (Satz 1) gilt ind(S;) = £1 und daraus folgt die Aus-
sage.
[

Diesen Beweis findet man auf das Wesentliche reduziert auch in [5] (S.60).

Der Index der Kurve im obigen Beispiel (sieche Abb. 2.7) ist dann also gleich 2, da wir
nach dem Auflésen aller Doppelpunkte zwei positiv orientierte Seifert-Kreise haben.



2.3 Das Whitney-Graustein Deformations-Theorem

Nun konnen wir das Deformations-Theorem von Whitney-Graustein formulieren.

Theorem 3 (Whitney-Graustein Deformations-Theorem?). Zwei ebene Kurven v und
n sind genau dann homotop, wenn ind(y) = ind(n) gilt.

Erickson schreibt, dass ein gewisser Werner Boy dieses Theorem bereits 30 Jahre zuvor
bewiesen hat ([2] (S. 10)). Auferdem konnte dieses Resultat — zumindest in einer schwé-
cheren Version — bereits im 18. Jahrhundert bekannt gewesen sein.?

Bevor wir das Theorem beweisen kénnen, bendtigen wir noch den Begriff der Umlaufzahl
und ein Lemma aus [9] (S. 3).

Definition. Die Umlaufzahl (auch: Windungszahl) wind(vy,p) € Z gibt an, wie oft
eine Kurve vy in R?*\ {p} einen Punkt p € R? in positiver Richtung umlduft.

Bemerkung 4. Mit dieser Definition kinnen wir den Rotationsindex einer Kurve ~y als
die Umlaufzahl seines Tangentenvektors v um den Ursprung auffassen, i.e. ind(y) =
wind(+',0).

Lemma 5. Sei o/(t) eine stetige Vektorfunktion auf S mit o/(t) # 0 fir alle t € S*
und sei p € R%. Dann ist a(t) = p+ f(f o/ (t)dt genau dann eine Kurve, wenn gilt:

Die zweite Bedingung kann man auch so auffassen, dass der Mittelwert von o/(t) gleich
0 st.

Diese Aussage ist evident, da die erste Bedingung jede Kurve erfiillen muss (die Kurve
wire sonst nicht glatt) und die zweite Bedingung folgt aus der Geschlossenheit einer
Kurve (a(0) = a(1)):

a(0)=p +/0 dt)dt=p=p+ /0 d(t)dt = a(l) < /0 o (t)dt = 0.

Mit diesem Riistzeug sind wir nun fiir den Beweis von Theorem 3 gewappnet. Dieser
fithrt den Beweis von Erickson (|2| S.10) genauer aus, welcher sich im Wesentlichem
nicht besonders vom urspriinglichen Beweis in [9] (S. 4) unterscheidet, und verwendet
Beispiele aus [8] zur Veranschaulichung.

Beweis von Theorem 3. 7 = 7 : Seien v und n homotope Kurven; 0.B.d.A. beide nach
Bogenlinge parametrisiert, i.e. || = ||7/|| = 1 Vt € SL.

Dann existiert eine stetige Homotopie H : [0,1] x S* — R?, (s,t) — H(s,t), sodass H fiir
alle (s,t) eine ebene Kurve ist. Insbesondere existiert ein eindeutiger Index ind(H (s, t))
fiir alle s € [0,1]. Des Weiteren sind ' und 7’ (frei) homotop via %—Ij und, da H eine

ebene Kurve ist, gilt insbesondere %—? # 0; man erhdlt also:

y~nin R = ~ 7' in R*\ {0}.



Daraus folgt wind(v/,0) = wind(n',0), day' und 7’ beide auf S* liegen (v und 7 sind nach
Bogenlange parametrisiert) und dieselbe Umlaufzahl um den Ursprung haben miissen,
weil sie homotop auf S sind.

Mit Bemerkung 4 folgt:

ind(v) = wind(v',0) = wind(n',0) = ind(n).
Damit ist diese Richtung bewiesen.

< 7 : Seien nun vy und 7 zwei Kurven mit ind(y) = ind(n); wieder 0.B.d.A. nach
Bogenlinge parametrisiert. Mit Bemerkung 4 folgt:

wind(y',0) = wind(1n', 0).

Ergo sind 7/ und 7’ homotop auf S*.

Sei 1/ :[0,1] x ST — S eine Homotopie von 7/ zu 7.

Wir halten zunéchst fest, dass kein A/(s, -) konstant sein kann, falls ind(y) = wind(n’,0) #
0. Denn gébe es ein s € [0, 1] mit konstantem A'(s, -), so wire wind(h'(s,-),0) = 0 fiir
dieses s. Da die Homotopie h’' die Windungszahl erhélt, kann dies jedoch nicht sein.

Ist hingegen ind(y) = 0, so kann ein h/(s, ) konstant sein. In diesem Fall ist die zu die-
sem h'(s,-) gehorende Kurve eine Gerade, was zu einem Problem fiihrt. Dieses werden
wir umgehen, indem wir A’ derart stéren, dass es fiir alle s nicht konstant ist. Bevor wir
uns diesem Spezialfall widmen, betrachten wir zunéchst nur Kurven mit ind(y) # 0.

Fall 1: ind(y) # 0

Wir wollen nun mit Hilfe von Lemma 5 aus der Homotopie h’' eine Homotopie von 7 zu
1 konstruieren, welche zu jedem Zeitpunkt eine ebene Kurve ist.

Wir beginnen mit dem naiven Versuch die Kurve lediglich aus h/(s, ) zu rekonstruieren.
Dieser scheitert daran, dass es Zeitpunkte geben kann, bei denen man keine geschlossene
Kurve erhilt.*

Wir miissen unser A’ also derart modifizieren, dass wir zu allen Zeitpunkten eine ge-
schlossene Kurve erhalten.

Dazu definieren wir ¢(s) := fol B (s,t)dt ; fiir dieses ¢ gilt offensichtlich ¢(0) = ¢(1) = 0.
Da c(s) der Mittelwert von I/(s,t) ist, muss c(s) im Inneren des Kreises S! liegen. Ins-
besondere folgt daraus: 1/(s,t) # c(s) Vs € [0, 1],Vt € S'.

Nun definieren wir uns folgendermafen eine neue Homotopie 1’ von + zu 7';

R 10,1] x ST — R2\ {0}, (5,1) = B/ (5,1) := (5, ) — c(s).

Damit haben wir nun eine Homotopie von +' zu 7’ via Ableitungen von ebenen Kurven
(denn —c(s) annulliert den Abstand zwischen Start- und Endpunkt der Kurve) und
konnen aus dieser nun mit Lemma 5 eine Homotopie h von v zu 71 rekonstruieren, welche
zu jedem Zeitpunkt eine ebene Kurve ist:®

t
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Fall 2: ind(y) =0
Whitney (beziehungsweise Graustein) gibt in seinem Beweis an, was in diesem Fall zu
tun ist:5
Wir miissen h/(s,t) derart storen, dass es fiir kein s konstant ist; dann kénnen wir die
Homotopie aus Fall 1 anwenden.
Dazu wéhlen wir ein ¢ty mit A'(1,%9) = 7/(to) # 0 und verformen A'(0,¢) = +/(¢) in
einer Umgebung von ¢y zu h'(1,t) = n/(t) in dieser Umgebung. Dann kénnen wir das so
verdnderte 7/ wie in Fall 1 homotopieren, da nun kein A/'(s,t) konstant ist, was daran
liegt, dass +/(t) bereits in einer Umgebung zu /() # 0 verformt worden ist und dieser
Teil sich wihrend 1/ nicht veriindert und insbesondere # 0 ist).”
Ergo haben wir auch die andere Richtung und somit das Theorem bewiesen.

O

Im néchsten Kapitel widmen wir uns der sogenannten Whitney Funktion und deren
Zusammenhang mit dem Index einer Kurve.

2.4 Die Whitney Funktion

Definition. Sei v eine Kurve und x ein beliebiger Startpunkt von ~, von dem aus wir
die Kurve durchlaufen. Fin Doppelpunkt von ~ heifit positiv/negativ beziglich «x,
wenn die beiden Aste (1,2), die den Doppelpunkt verlassen, die Ebene positiv/negativ
orientieren.

Bemerkung 6. Die Orientierung der Ebene kann mithilfe einer einfachen ,rechten Hand
Regel” bestimmt werden. Zeigen die Finger der rechten Hand in Richtung 1, so st die
FEbene positiv/negativ orientiert, falls der Daumen in dieselbe/entgegengesetzte Richtung
zeigt wie Richtung 2.

Bevor wir die Whitney Funktion definieren, schauen wir uns ein Beispiel zu jener etwas
sperrigen Definition an.

Beispiel.

= b
X Der Doppelpunkt a ist negativ
bzgl. x, wihrend der Doppelpunkt
b positiv bzgl. = ist.
G 2

Abbildung 2.9: Kurve mit negativem und
positivem Doppelpunkt



Definition. Die Whitney Funktion w(z) fir einen Startpunkt x einer Kurve ist die
Differenz zwischen der Anzahl der positiven Doppelpunkte wy(x) beziglich x und der
Anzahl der negativen Doppelpunkte w_(x) beziglich x:

w(z) = wy(zr) —w_(x) .

Definition. Ein Punkt einer Kurve heifst GufSerer Punkt, falls eine Linie von diesem
Punkt aus gefunden werden kann, welche, ins unendliche verlingert, die Kurve in keinem
anderen Punkt schneidet oder beriihrt.

Theorem 7. Sei v eine Kurve mit einem dufleren Startpunkt x, dann gilt:
ind(y) = p—w(x), mit p==+1 .

Wenn die Kurve v so verschoben und gedreht wird, dass sie oberhalb der x-Achse liegt
und die x-Achse die Tangente am Startpunkt x ist, dann ist p = +1, falls der Tangen-
tenvektor von x in die positive x-Richtung zeigt, und p = —1, falls dieser in die negative
x-Richtung zeigl.

Bevor wir dieses Theorem beweisen, wollen wir uns dessen Aussage anhand eines Bei-
spiels klarmachen.

Beispiel.

Diese Kurve hat zwei positive, sowie
zwet negative Doppelpunkte, also gilt
w(x) = 0. Der Tangentenvektor am
Startpunkt zeigt in positive x-Richtung,
i.e. i = 1. Also folgt mit Theorem 7
nd = 1, was offensichtlich der Fall ist.

Abbildung 2.10: Beispiel zu Theorem 7

Whitney gibt in [9] (S.6-9) einen Beweis dieses Theorems mit Hilfe des Hopf’schen Um-
laufsatzes an. Dabei geht er genau wie Hopf von einem Dreieck aus Wertepaaren von
Zeiten einer Kurve aus und definiert eine leicht modifizierte Abbildung von diesem Drei-
eck aus. Da hier die Kurve nicht einfach geschlossen ist, miissen deren Doppelpunkte
betrachtet werden. Dazu legt Whitney innerhalb des Dreiecks ein Quadrat um die Wer-
tepaare, die einen Doppelpunkt der Kurve beschreiben. Beim Umlaufen dieser Quadrate
dreht sich die obige Abbildung um den Winkel 27 bei einer negativen /positiven Kreu-
zung. Den Rest des Dreiecks fiillt Whitney mit kleinen Dreiecken und weist nach, dass
sich beim Umlaufen dieser Dreiecke obige Abbildung insgesamt nicht dreht. Danach zeigt
er, dass der Winkel, um den sich obige Abbildung beim Umlaufen des Dreiecks dreht,
derselbe ist, wie wenn man die Winkel beim Umlauf der inneren Quadrate und Dreiecke
summiert. Aus dieser Gleichheit folgt nach weiteren Uberlegungen das Theorem.

10



Da dieser Beweis allerdings etwas langwierig ist, werden wir das Theorem mittels Induk-
tion iiber die Anzahl der Doppelpunkte und der Auflésung eines Doppelpunkts beweisen,
wie auch bei Erickson ([2] S. 8/9).

Beweis von Theorem 7. Sei ~y eine Kurve mit n Doppelpunkten und duflerem Startpunkt
x. Wir verschieben v so, wie in Theorem 7 beschrieben. Die Whitney Funktion w(z)
fassen wir wie folgt auf:

w(z) = Z w; ().

Dabei ist ¢ der i-te Doppelpunkt vom Startpunkt z aus und

w;(x) ==

+1 , falls 1 ein positiver Doppelpunkt.
—1 , falls i ein negativer Doppelpunkt.

INDUKTIONSANFANG: n = (

Eine Kurve v mit n = 0 Doppelpunkten ist einfach geschlossen und hat damit nach
Satz 1 ind(y) = £1. Auferdem gilt offensichtlich w(z) = 0 und man erkennt leicht, dass
= +£1 bei ind(vy) = £1.

Die linke Kurve hat
p =ind = 1, die rech-
te p =1ind = —1.

Abbildung 2.11: 1 = ind bei einfach geschlossenen Kurven

Also ist die Behauptung fiir n = 0 erfiillt, denn:

ind(y) =+£1=%x1-0=p—w(z).

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG:
Fiir n gelte ind(y) = p— > 1, w;(z).

INDUKTIONSSCHRITT: n —n + 1

Habe v nun n + 1 Doppelpunkte. Wir nehmen 0.B.d.A. den Doppelpunkt ¢ = 1 mit
wy(x) = £1 und 16sen diesen auf. Wie wir im Beweis von Satz 2 gesehen haben, erhilt
man dadurch zwei Kurven o und g und es gilt ind(y) = ind(a) + ind(S) (sieche Abb.
2.8). Insbesondere haben « und 8 beide weniger als n + 1 Doppelpunkte. Daher kénnen
wir die Induktionsvoraussetzung fiir diese anwenden. Es bezeichne n, beziehungsweise

11



ng die Anzahl der Doppelpunkte von a beziehungsweise 3. Sei Z ein dufierer Startpunkt
von f3; 0.B.d.A. enthalte a den dufseren Startpunkt x.

& ind(y ij + g — Zwk (2.1)

Beachte: Die Punkte, an denen sich a und 3 schneiden, tragen nicht zu dieser Gleichung
bei, da sie keine Doppelpunkte einer der beiden Kurven sind.

Insbesondere kénnen wir die beiden Kurven so verschieben, dass sie sich nicht schneiden.
Dies miissen wir bedenken, wenn wir die Whitney Funktion von + betrachten:

n+1 ng m

Zwl( = wi(z —i—Zw] )+ > wi(x) + Y w(w). (2.2)

=1

Dabei steht m fiir die Anzal der Schmttpunkte von « und . Jeder der Doppelpunkte
von v kann eindeutig einem der vier Summanden zugeordnet werden.

Behauptung 1.

Zwl(x) =0

1=1
denn:
Wir betrachten nur die Schnittpunkte von o und 8 und zerlegen g in Seifert Kreise.
Da z ein duflerer Startpunkt von « ist, liegt dieser auch auferhalb von 5. Wenn nun «
einen der Seifert Kreise der Kurve [ schneidet, so ist a ab diesem Punkt innerhalb des
Kreises. Um nun aber wieder zu ihrem &ufserem Startpunkt z zuriickkehren zu konnen,
muss « den Kreis ein zweites Mal schneiden.
= m ist gerade und es gibt die beiden folgenden Fille:

q/—:@z/, y@’b’
i) (ii)

Abbildung 2.12: Die beiden Fille beim Schneiden eines Seifert Kreises

Beide Fille liefern 377 w;(z) = 0. Das gilt fiir alle Seifert Kreise und fiir alle geraden
Anzahlen von Schnitten von a mit einem dieser Kreise.

= > w(z)=0.

Behauptung 1

Damit konnen wir (2.2) umformen zu:

iwj(x) + Zwk(x) = sz(iﬂ) — wy (). (2.3)

12



Wenn wir nun (2.3) in (2.1) einsetzen, so erhalten wir:

n+1
ind(y) = fo + pg — Z w;(x) + wy(x (2.4)

Da der dufere Startpunkt x von v zu a gehort, gilt p, = p, = p.
Betrachten wir nun ug + wi(x).

Behauptung 2.
pg +wi(z) =0

denn:
Fall 1: Der Doppelpunkt i = 1 ist positiv
Es gilt wy(z) =1 und an folgendem Bild erkennen wir pg = —1:

Abbildung 2.13: positiver Doppelpunkt ¢ = 1

= pg +wy(z) = 0.

Fall 2: Der Doppelpunkt ¢ = 1 ist negativ
Es gilt wy () = —1 und an folgendem Bild erkennen wir pg = 1:

d

Abbildung 2.14: negativer Doppelpunkt ¢ = 1

Behauptung 2
Und somit folgt die Behauptung.

Folglich ergibt sich aus (2.4):

n+1

ind(y Z w;(x

Damit ist das Theorem bewiesen.

13



Nun konnen wir noch zwei einfache, aber interessante Korollare aus Theorem 7 ziehen.
Korollar 8. |ind(y)| < n+ 1, wobei n die Anzahl der Doppelpunkte der Kurve -y ist.

Beweis.
—1—n<ind(y) =41 —-w(r) <1+n,

denn es gilt w(z) < £n, da bei n Doppelpunkten maximal alle n positiv beziehungsweise
negativ sein kénnen.

[l
Korollar 9. Es gilt: ind(y) —n =1 mod 2.

Beweis. Ist ind(y) gerade/ungerade, so muss w(x) ungerade/gerade sein und dies ist
genau dann der Fall, wenn n ungerade/gerade ist.
[

14



3 Die Basis-Invarianten

Inhalt und Aufbau dieses Kapitels haben [1| (Kapitel 1) sowie [5] (Kapitel 3) zum Vor-
bild.

3.1 Die drei Desaster

Wir haben gesehen, dass der Rotationsindex eine Invariante von Kurven unter Homoto-
pien ist. Allerdings konnen bei solchen Homotopien folgende drei Desaster auftreten:

2. direkte Beriihrung:

~_ 7
P

3. inverse Beriihrung:

~_ 7
/\—>><—>><><

1. Dreifachpunkt:

Definition. (i) Das Durchlaufen einer Beriihrung ist positiv/negativ, wenn die An-
zahl der Doppelpunkte steigt/fillt (jeweils um 2).

(i) Das Durchlaufen eines Dreifachpunkts ist positiv/negativ, wenn das neue Dreieck
positiv/negativ ist (und das verschwindende negativ/positiv).

15



Dreiecke

Definition. Das neue/verschwindende Dreieck ist das Dreieck, welches von den
drei Asten einer Kurve vor/nach dem Dreifachpunkt gebildet wird.

Um nun das signum des Dreiecks zu finden, sei x ein Startpunkt auf der Kurve, welcher
nicht auf dem Dreieck liegt. Laufen wir von diesem = aus die Kurve entlang, so wird das
Dreieck durch die Reihenfolge unseres Besuchs der drei Seiten orientiert. Die Seiten des
Dreiecks sind jeweils durch die Richtung der Kurve orientiert.

Definition. Sei q die Anzahl der Seiten, deren Orientierung mit der des Dreiecks tiber-
einstimmt. Das signum eines Dreiecks ist (—1)9.

Beispiel.

Abbildung 3.1: Beispiel des Durchlaufens eines Dreifachpunkts

Beim verschwindenden Dreieck stimmt lediglich die Orientierung von Seite 1 mit der des
Dreiecks tiberein, i.e. ¢ = 1 und das signum ist somit —. Beim neuem Dreieck stimmen
die Orientierungen der Seiten 2 und 3 mit der Orientierung des Dreiecks iiberein, i.e.
q = 2 und das signum ist dann +. Also ist das Durchlaufen des Dreifachpunkts positiv.

Bemerkung 10. Kehrt man die Orientierung der Kurve um, so dndert sich q nicht,
denn sowohl die Reihenfolge unseres Besuchs als auch die Richtung der Seiten wird
umgekehrt.

3.2 Die Standardkurven

Definition. Die Standardkurve K; ist die einfachste Kurve mit Index i = |ind).®

OOO@@@

e Koo

Abbildung 3.2: Die Standardkurven mit Indices 0, +1, 42, ... (aus [1])
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Bemerkung 11. Das signum von ind gibt lediglich die Orientierung der Kurve an.

Bemerkung 12. Wie man leicht sieht, erhdlt man fir die Standardkurven mit i > 0
folgenden Zusammenhang: # Doppelpunkte =n =1 — 1.

3.3 Die Invarianten

Arnold hat in [1] (§2) bewiesen, dass drei Invarianten existieren, welche je unter zwei
der drei Desaster invariant bleiben. Diese werden in diesem Abschnitt vorgestellt.

Definition. Die Invariante St (von ,strangeness®) bleibt unverandert unter den Beriih-
rungsdesastern, aber steigt/fallt um 1 bei einem positiven/negativen Dreifachpunkt. St
wird durch folgende Bedingungen normalisiert:

St(Kop) =0, St(K;) =i—1 (i € Ny).
Den Grund fiir die Normalisierung beschreibt Arnold ebenfalls in [1] (§5).

Definition. Die Invariante J* bleibt unverdindert unter der inversen Beriihrung und
dem Dreifachpunkt, aber steigt/fillt um 2 bei einer positiven/negativen direkten Beriih-
rung. J© wird durch folgende Bedingungen normalisiert:

JH(Ko) =0, JH(K) = —2(i—1) (i € Ny).

Definition. Die Invariante J~ bleibt unverdindert unter der direkten Beriihrung und dem
Dreifachpunkt, aber steigt/fdllt um -2 bei einer positiven/negativen inversen Berihrung.
J™ wird durch folgende Bedingungen normalisiert:

J (Ko)=-1, J(K;)=-3(i—1) (i€ Np).
Bemerkung 13. Die Invarianten sind unabhdingig von der Orientierung der Kurve.

Bemerkung 14. Mit Bemerkung 12 erhdlt man folgenden Zusammenhang zwischen den
Invarianten der Standardkurven K; mit © > 0 und deren Doppelpunktanzahl n:

SHK) =i—1=mn, JN(K;)=—2(i—1)=—2n, J(K;) = —3(i — 1) = —3n.

Die Definitionen und Normalisierungen der Basis-Invarianten lassen sich in folgender Ta-
belle zusammenfassen, wobei a(-) einen positiven Ubergang beim Desaster (-) bezeichnet.

a3 ata®) o0 O @ @ G ..
st| 1 o ¢o| 0 ¢ 1 2 3
*lo 2 0| o0 0 -2 -4 -6
J1 0 0 -2 -1 g -3 -6 -9

Abbildung 3.3: Die Definition der Basis-Invarianten (aus [1])
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Bemerkung 15. Die Werte von J* und J~ wurden so gewdhlt, dass J* — J~ =n
wobei n = # Doppelpunkte, denn:

JH(Ko)—J (Ky) =04+1=1=ng, und J"(K;)—J (K;) = =2(i—1)4+3(i—1) =i—1 =
nk,;, wie man aus den Definitionen und Bemerkung 12 entnehmen kann. Auferdem
steigt/fallt J© — J~ bei positiver/negativer Selbstberihrung um 2, genau wie die Anzahl
der Doppelpunkte. O

Bemerkung 16. Korollar 9 folgt auch aus der Definition der Standardkurven K; und
der Tatsache, dass die Anzahl der Doppelpunkte n immer um 2 steigt oder fillt, denn
st © gerade, so ist n ungerade und vice versa.

Um nun die Werte der Invarianten einer Kurve zu bestimmen, geht man von der Stan-
dardkurve mit demselben Index aus und betrachtet die Desaster, die auftreten, wenn
man diese Standardkurve zur betrachteten Kurve homotopiert.

Beispiel. Wir wollen die Basis-Invarianten der folgenden Kurve bestimmen:

¥

Abbildung 3.4: Beispielkurve v

Diese Kurve hat den Index 3. Daher miissen wir zur Berechnung der Invarianten Ks in
v umformen:

K3 @ j“,j @
13
(@ < (@

Abbildung 3.5: Verformung von K3 zu vy

In Schritt 1) durchlaufen wir eine positive inverse Berihrung, i.e. J= sinkt um 2.
In Schritt 2) durchlaufen wir einen Dreifachpunkt; wir betrachten die zugehdorigen Drei-

ecke:
v Das werschwindende Drei-
eck ist negativ (q = 1), das

neue positiv (q = 2).
Abbildung 3.6: Dreiecke in Schritt 2)
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Wir haben also ein positives Durchlaufen des Dreifachpunkts, i.e. St steigt um 1.
In Schritt 3) durchlaufen wir eine negative Berihrung, i.e Jt sinkt um 2.
Insgesamt erhalten wir:

St(7) = St(Ks) +1=3
JH(y) = JH(K3) —2=—6
J () = J(Ks) —2= -8 .
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4 Neue Invarianten

Nachdem wir im letzten Kapitel die drei Basis-Invarianten kennengelernt haben, wol-
len wir nun eine weitere Invariante definieren, untersuchen, wie diese mit den Basis-
Invarianten zusammenhangt, und aus diesem Zusammenhang die Additivitat unter der
zusammenhingenden Summe von J* schliefen. Aufbau und Inhalt orientieren sich an
[1] (Kapitel 3 und 4) sowie [5] (Kapitel 5 und 6.1).

4.1 Die I* Invarianten

Zunichst homotopieren wir unsere Kurven oder wahlen eine Metrik derart, dass sich die
beiden Aste bei einem Doppelpunkt immer orthogonal schneiden. Dann wihlen wir eine
Anordnung der Richtungen der abgehenden Aste (1, 2) an jedem Doppelpunkt so, dass
diese die Ebene positiv orientiert.

Definition. Der Halbindex i; eines Doppelpunkts ist der Rotationswinkel des Vektors,
welcher den Doppelpunkt mit einem Punkt verbindet, welcher sich entlang des Astes j
vom Doppelpunkt zu selbigem bewegt, geteilt durch 3.

Der Index eines Doppelpunkts ist 1 = 11 — io.

Bemerkung 17. Der Index eines Doppelpunkts hingt nicht von der Orientierung der
Kurve ab, denn:

Angenommen wir haben einen Doppelpunkt mit Index i = i1 — i und dndern nun die
Orientierung der Kurve, so dndert sich auch die Richtung der ausgehenden Aste:

W X

Abbildung 4.1: Doppelpunktindex bei Orientierungsumkehr

Dann ist der Index des Doppelpunkts i = 1, — i und wir erkennen, dass i, = —is und
lg = —17.
:>2221—22:—22—(—21)211—22 O

Definition. Sein die Anzahl der Doppelpunkte der Kurve und i; der Index des Doppel-
punkts a. Dann sind die Invarianten It wie folgt definiert:

S ia£2n
] .

I* =
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Beispiel.

n n=1 i, =3 ig=1 =i=2
! = [t=11T =0

Abbildung 4.2: Beispielkurve (i) zum Doppelpunktindex

n =2
K fiir den oberen Doppelpunkt gilt: i1 = —1, 15 =
g . 1 =i=-2
(i1) fiir den unteren Doppelpunkt qilt: i, = 3, iy =
1l =1=2
el =]t = 1, I—=-1

Abbildung 4.3: Beispielkurve (i) zum Doppelpunktindex

4.2 Der Zusammenhang mit den Basis-Invarianten

Nachdem wir im letzten Abschnitt I* eingefiihrt haben, kénnen wir nun einen interes-
santen Zusammenhang dieser Invariante mit den Basis-Invarianten beweisen.

Theorem 18. Die Invarianten J* und St sind mit den Invarianten I wie folgt ver-
kndipft:
I* = J* + 38t

Folgender Beweis orientiert sich an [1] (S.13-15), fithrt den Beweis fiir die Standardkurven
ndher aus und verwendet jeweils eine Fallunterscheidung um die gleiche Verdnderung der
Invarianten unter den Desastern zu beweisen statt jeweils eines Lemmas.

Beweis. Wir definieren I+ := J* 4+ 35t und (I*) := M
Wir zeigen nun in zwei Schritten, dass = = (/%) gilt.

Schritt 1: Beweis fiir die Standardkurven K;

Ko: Es gilt n = 1, ind(Ky) = 0 und fiir die drei Basis-Invarianten nach Definition
St=0,J"=0,J" = —1. Der Index des Doppelpunkts ergibt sich wie folgt:

=1, g =1 =>i=—2
a2

Abbildung 4.4: Doppelpunktindex von K|
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Man erhélt also:

—2+2 —4

If=0=———=(" A =-1=—=(.

Ki: Es gilt n = 0, ind(Ky) = 1 und fiir die drei Basis-Invarianten nach Definition:
St =0,Jt =0,J° = 0. Nachdem wir keine Doppelpunkte haben, gibt es auch keine
Doppelpunktindices.
Wir sehen:

It=0=IY ANT"=-1=(").

Ky: Es gilt n = 1, ind(Ky) = 2 und fiir die drei Basis-Invarianten nach Definition:
St = 1,Jt = —2,J° = —3. Den Index des Doppelpunkts haben wir bereits oben in
Beispiel (i) berechnet (sieche Abb. 4.2). Wir erhalten:

4 0
If=-243=1= =" AN =-3+3=0=_=().

Die restlichen Standardkurven K; fiir |ind| > 2 sind von der selben Gestalt wie Ky nur
mit mehr Doppelpunkten beziehungsweise Loops (n > 1). Diese Doppelpunkte bezie-
hungsweise Loops sind alle von der gleichen Form:

"

Abbildung 4.5: Loop mit Anordnung (1,2) der abgehenden Aste

Jeder solche Doppelpunkt hat den Index ¢ = 2. Des Weiteren gilt fiir die Standardkurven
mit |ind| > 2 Folgendes fiir die Basis-Invarianten (siche Bemerkung 14):

St(K;)=n, J" =—-2n, J~ = —3n.

4 242
4 4
0 n2-2
[_:—3n+3n:0:Z:—Z“:14 n:(l_)’.

Insgesamt gilt ergo I*(K;) = (I*)'(K;) fiir die Standardkurven und damit ist Schritt 1
gezeigt.

=) A

Schritt 2: I* und(I*)’ veriindern sich unter den drei Desastern gleich, i.e. A(I[*) =
A((IF))
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Sei 7 eine beliebige Kurve mit n Doppelpunkten. Wir betrachten jeweils eine Umgebung
um ein Desaster.

Direkte Beriihrung:
Nach Definition steigt/féllt J* um 2 und die anderen Basis-Invarianten bleiben unver-
dndert; die Anzahl der Doppelpunkte n steigt/fillt ebenfalls um 2.

= [T=J'%2+3St A I =J +38t.
= AN =+2 A A7) =0.

Um A((I*)’) zu erhalten, miissen wir die Doppelpunktindices der neuen beziehungsweise
verschwindenden Doppelpunkte A und B betrachten:

A ><:><‘ 5
4?
Abbildung 4.6: Doppelpunkte bei direkter Beriihrung

Es gibt vier Moglichkeiten, wie die Enden verbunden werden koénnen, damit wir eine
Kurve erhalten. Diese werden wir nun einzeln betrachten.

Fall 1:

: . At dp=—1, ig=—3 = i4=2
B : ilz—l, 22:—3 = ’iB:

Abbildung 4.7: Doppelpunktindices bei Fall 1

Wir sehen: 14 +ip = 4.
0.B.d.A. seien nun n und n — 1 beziehungsweise n 4+ 1 und n + 2 die Doppelpunkte A
und B.
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= (I+)/ — ZZifZa—f—Q(n:tQ)

4
n+2 .
w , ber positiver direkter Berthrung
— n—2 ;
%2(”_2) , bei negativer direkter Berihrung

7 ) e
S ia—ia—ip+2n—4
1 ) e

{ S it 2nt8
B . s

> iaj+2n—8
=4y e

= (1) £2

{ > tatiat+ip+2n+4

= A((IM)) =+2

Yatiia—2(n£2)
4

Sotlia—2(nt2)
4

n—2 .
w , bet negativer direkter Beriihrung

{ Son L iatiatip—2n—4

= (I7) =

, bei positiver direkter Bertuhrung

7 R
S ia—ia—ip—2n+4
1 ) e

Fall 2:
2 . A i1=3,1s=-3 = i4=6

¢ B:ij=—-1,ip=1 = ig=—2

Abbildung 4.8: Doppelpunktindices bei Fall 2
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Wieder gilt i4 + i = 4 und wir erhalten genau wie in Fall 1 A((I7)") = +2 und
A((I)) = 0.

Die restlichen beiden Fille gehen analog.

Fall 3:
2 2 A2i1:3,i2:1:>iA:2
- B:i=3 =1 = ig=2
A A
Abbildung 4.9: Doppelpunktindices bei Fall 3
Fall 4:
- - A iy=—=1,dp=1 = iy =—2
], B:iy=3,iy=-3 = ip=6

Abbildung 4.10: Doppelpunktindices bei Fall 4

Offensichtlich gilt jeweils 14 +i5 = 4.
Fiir die direkte Selbstberiihrung gilt also A(IF) = A((IF)').

Inverse Beriihrung:
Nach Definition steigt/féllt J~ um 2 und die anderen Basis-Invarianten bleiben unver-
dndert; die Anzahl der Doppelpunkte n steigt/fillt ebenfalls um 2.

= It=J"+3St N I"=J +(-2)+ 35t
= A(IT)=0 A A7) =T2

Um A((I%)') zu erhalten, miissen wir wieder die Doppelpunktindices der neuen bezie-
hungsweise verschwindenden Doppelpunkte A und B betrachten:
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) B
DTSR
“ 2

Abbildung 4.11: Doppelpunkte bei indirekter Beriihrung

Es gibt wieder vier Moglichkeiten, wie die Enden verbunden werden koénnen, damit wir
eine Kurve erhalten.

Fall 1:

g A ip=—1,dg=1 = i4=—2
Ay a B:iv=—1,ia=1 = ig=—2
4
Abbildung 4.12: Doppelpunktindices bei Fall 1

Wir sehen: ¢4 +1i1p = —4.
Seien nun wieder 0.B.d.A. n und n—1 beziehungsweise n+ 1 und n+2 die Doppelpunkte
Aund B.

n+
= (I-‘r)l:Za f2a+2(nj:2)
4

{ a1 tatiatip+2n+4d

1 , ber positiver direkter Bertihrung
S ia—ia—ip+2n—4
1

>y tat2n
o T g eee
- 2a—1iat2n

= ("

, bet negativer direkter Beriihrung

= A(UT))=0

S — Q(n + 2)

—/_ a=1

za+2A+zB 2n—4

, ber positiver direkter Berthrung

za 2n—8
y e
a 1Za 2n+8
y e

. 2n-+4 . : . .
{ Lozt “ tp2n , bei negativer direkter Beriihrung

=(I")

S A(Y)) =2
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Fall 2:

: g A: iy =—1,i9,=5 = i4=—6
A B B:iy=3,iy=1 = ig=2

Abbildung 4.13: Doppelpunktindices bei Fall 2

Wieder gilt i4 + i = —4 und wir erhalten genau wie in Fall 1 A((/*)) = 0 und
A((I+)) = 72

Die restlichen beiden Fille gehen wieder analog.

Fall 3:
B, "Ry A: iy =3, 0p=1 = iy =2
A 3 ) B:ij=-1,i,=5 = ip=—6
Abbildung 4.14: Doppelpunktindices bei Fall 3
Fall 4:
. . .
4 A: i1=3,0iy=5 = i,=-2
A B:iy=3,is=5 = ig=—2

Abbildung 4.15: Doppelpunktindices bei Fall 4

Offensichtlich gilt jeweils 14 + ig = —4.
Fiir die indirekte Selbstberiihrung gilt also A(I%) = A((I%)').
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Dreifachpunkt:
Nach Definition steigt/fillt St um 1 und die anderen Basis-Invarianten bleiben unver-
andert; die Anzahl der Doppelpunkte n bleibt erhalten.

= [T=J"+3(St+1) A I"=J +3(St+1)
IT=Jt+35t+3 AN - =J +3St+3
= A" =AI")=43.

Um A((I*)’) zu erhalten, miissen wir die Doppelpunktindices der drei Doppelpunkte A,
B und C und deren Verdnderung beim Durchlaufen eines Dreifachpunkts betrachten:

A4
Abbildung 4.16: Doppelpunkte beim Dreifachpunkt

Da es fiir jede Seite des Dreiecks zwei verschiedene Moglichkeiten zur Orientierung gibt,
miissen wir insgesamt acht verschiedene Dreiecke betrachten. Wie wir allerdings feststel-
len werden, gehoren davon je zwei ,,zusammen® in dem Sinne, dass sie beim Durchlauf
eines Dreifachpunkts ineinander iibergehen. Wir gehen nun alle Mdoglichkeiten durch
und betrachten die jeweils dazugehorigen Moglichkeiten, das Dreieck zu einer Kurve zu
machen.

Fall 1:

2

Abbildung 4.17: Orientierung Fall 1

Fiir diese Orientierung gibt es folgende Moglichkeiten, die Enden zu einer Kurve zu
verbinden:

Abbildung 4.18: mogliche Kurven
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Wir untersuchen bei beiden die Verdnderung von St und sehen, dass unser Startdreieck
durch Drehen in ein anders orientiertes {ibergeht:

>

= )

A
o A o W

Wir gehen von einem negativen
Dreieck tiber zu einem positiven,
i.e. St steigt um 1.

Wir gehen von einem positiven
Dreteck tiber zu einem negativen,
i.e. St steigt um 1.

Abbildung 4.19: Verdnderung von St bei den moglichen Kurven

Durch Drehen des neuen Dreiecks erhalten wir das Dreieck mit folgender Orientierung:

Abbildung 4.20: Orientierung des neuen Dreiecks

Unser Startdreieck und diese Dreieck gehen also durch die St-Bewegung ineinander iiber.
Wir betrachten nun zunichst die Doppelpunktindices von Kurve (i) vor und nach dem

Durchlaufen des Dreifachpunkts:

A111:—5, a=1 = 14=—6
A Biilz—l, =1 = 1g=-2
CIZl——l, =1 = igc=-2

i) vor der St-Bewegung

=1, iy=-3 = iz=2
h=—1,iy=1 = iz=—2
=1, iy =—3 = i5=2

Abbildung 4.22: Kurve (i) nach der St-Bewegung
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Wir sehen: is + ip +ic = —10 und iz + iz + iz = 2. Damit wollen wir nun (I%)] .

und (I%),. berechnen. Seien dazu 0.B.d.A. n —2,n — 1,n die Doppelpunkte A, B,C
beziehungsweise A, B, C.

STV iatip +ic£2n

[i / _
( )’UO?" 4
S Tri;—10+2n
— 1 )
(Ii)/ :ijlzj—i_ZA—’_ZB—'_Zéj:Qn
nach 4
S i +2+2n
— 1 ]
Damit berechnen wir nun A((Ii)’):
A((Ii)/) = (Ii):mch - (Ii)g)or
12
4
= +3.

Da wir einen positiven Durchlauf des Dreifachpunkts haben, gilt dann A(/*) = +3 =
A((I%)).

Um den negativen Durchlauf zu iiberpriifen, gehen wir bei obigen Kurven einfach von
Abbildung 4.22 zu Abbildung 4.21, i.e. wir miissen bei der Berechnung von A(/*) einfach
(I%)] o, und (I%)! - vertauschen:

nac vor

A((I#)) = (1) — (I7),

vor nach

12

4
- -3

Wir erkennen A(/%) = —3 = A((I*)’) beim negativen Durchlauf des Dreifachpunkts.
Betrachten wir nun Kurve (ii):
Aiy=—1, ip=1 = ig=—2

BZZ'1:3, w=1 = ig=2
Ciiy=3, ip=1 = ic—=2

Abbildung 4.23: Kurve (ii) vor der St-Bewegung
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Ariy=—1, iy =1 = i;=—2
v Biiy=—-1,is=5 = is=—6
Ciiy=1,dg=—1 = iz=—2

1 2

Abbildung 4.24: Kurve (ii) nach der St-Bewegung

Wir sehen: ig+ip+ic =2und iz +i5+is = —10. Eine zu Kurve (i) analoge Rechnung
ergibt wieder A(I%) = £3 = A((I%)').

Die restlichen drei Fille ergeben wieder durch analoge Rechnung dasselbe Ergebnis;
der Vollstindigkeit wegen werden noch die Bilder der restlichen Fille angeben.

Fall 2:
Das Dreieck vor und nach Durchlaufen des Dreifachpunkts:

A A

Abbildung 4.25: Orientierung der Dreiecke in Fall 2

Fiir diese Orientierung gibt es folgende Moglichkeiten, die Enden zu einer Kurve zu

verbinden:
() A i)

Abbildung 4.26: mogliche Kurven

Fall 3:
Das Dreieck vor und nach Durchlaufen des Dreifachpunkts:

A A

Abbildung 4.27: Orientierung der Dreiecke in Fall 3
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Fiir diese Orientierung gibt es nun folgende Moglichkeiten, die Enden zu einer Kurve zu
verbinden:

(i) (ii)

Abbildung 4.28: mogliche Kurven

Fall 4:
Das Dreieck vor und nach Durchlaufen des Doppelpunkts:

A

Abbildung 4.29: Orientierung der Dreiecke in Fall 4

Hier gibt es folgende Moglichkeiten fiir die Orientierung, die Enden zu einer Kurve zu
verbinden:

(i) (i)
Abbildung 4.30: mogliche Kurven

Insgesamt gilt dann die Gleichheit A(I*) = A((I*)") auch fiir Dreifachpunkte und
Schritt 2 ist damit beendet.

Aus beiden Schritten zusammen erhalten wir I* = (/%) und das Theorem ist bewiesen.
[

Bemerkung 19. Fs gilt I™ — I~ = J" — J~ = n = #Doppelpunkte.
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4.3 Die Additivitat der Invarianten

Wir wollen in diesem Abschnitt die Additivitat der Invarianten untersuchen und starten
dazu mit der Definition der Summe zweier Kurven.

Definition. Die zusammenhdngende Summe zweier Kurven, eine in der linken, eine
wn der rechten Halbebene, erhalten wir, indem wir die beiden Kurven durch eine Briicke
verbinden, welche die Orientierung der beiden Kurven erhdlt.

Beispiel.

Wy Y3 kL,
@ - = - @
Abbildung 4.31: zusammenhingende Summe von K5 und Kj

Bemerkung 20. Die zusammenhdngende Summe ist keine Operation auf den Kurven-
klassen, denn manche Kurven kénnen nicht durch eine Briicke verbunden werden und be:
manchen Kurve gibt es mehrere Briicken, welche zu unterschiedlichen Kurven fiihren.

Beispiel. Zwer unterschiedlich orientierte K1 Kurven kénnen nicht zusammenhdngend

summiert werden:

Abbildung 4.32: nicht zusammenhéngend summierbare Kurven

Fir folgende beiden Kurven existieren zwei Briicken:

Abbildung 4.33: zwei verschiedene Briicken moglich

Theorem 21. Die Invariante St ist additiv (unter der Voraussetzung, dass eine Briicke
zwischen den beiden Kurven existiert), i.e.

St(y +n) = St(y) + St(n).

Der folgende Beweis orientiert sich an [5] (S. 68).
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Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir die Standardkurven und dann fiir allge-
meine Kurven.

Schritt 1:

Zuerst betrachten wir die Standardkurven. Wie man aus Abbildung 3.3 erkennen kann,
erhilt man die Standardkurven K; mit ¢ > 2, indem man (i — 1) Ky Kurven addiert; es
gilt also: K; = Ky - (i — 1).

Mit der Definition von St sehen wir St(K;) = (1 —1) - St(K,).

= K; mit ¢ > 2 sind additiv.

Fiir K gilt offensichtlich: St(K;+K;) = St(K;) =i—1 =i—1+0 = St(K;)+St(K;) Vi,
denn die Addition einer Kurve mit K; verdndert die Kurve nicht.

= K ist additiv.

Es fehlt noch K. Fiir die Addition mit K gilt obiges; daher miissen wir nur die Addition
mit K5 betrachten. Schauen wir uns also die Kurve K, + K5 etwas genauer an:

C>w<)+ @ o) = (O

Q

Abbildung 4.34: zusammenhéngende Kurve von K, und Ko

Nun betrachten wir folgendes Teilstiick und beobachten die Verdnderung von St:

— - @

Abbildung 4.35: Auflésung zweier benachbarten entgegengesetzt orientierter Loops
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Wir betrachten die St-Bewegung im Schritt * néher:

2 E»t
- <
/I’:i; —>
2 3

Abbildung 4.36: Dreiecke bei der St-Bewegung

Das verschwindende Dreieck ist positiv (¢ = 2), das neue negativ (¢ = 1), i.e. St sinkt
um 1.

Beachte: Um St von Ky + K5 zu erhalten, miissen wir von K; ausgehen und diese Se-
quenz riickwéarts durchlaufen, i.e. St steigt dann um 1.

Insgesamt sehen wir: St(Ky+ Ky) =1 =0+ 1= St(Ky) + St(K,).

= K| ist additiv.

Folglich ist St fiir die Standardkurven additiv.

Schritt 2:

Nun wollen wir die Additivitit fiir allgemeine Kurven zeigen. Seien dazu v und n zwei
Kurven mit ind(y) = i, ind(n) = j.

Sei ¢ := v+ n mit ind(¢{) = k. Dann gilt fiir die drei Kurven:

St(y) = St(K;) + ASt(K;),
St(n) = SH(K;) + ASH(K),
St(C) = St(Ky) + ASH(K).

Da St unter den Standardkurven additiv ist, erhalten wir aus der letzten Gleichung:

St(y+n) = St(K; + K;) + ASt(Ky)
= SU(K;) + SH(K;) + ASt(Ky)
= St(7) — ASH(K;) + St(n) — ASHK;) + ASt(K})
= St(y) — ASt(K;) + St(n) — ASH(K;) + ASH(K;) + ASt(K;)
= St(y) + St(n)

1 Es gilt ASt(Ky) = ASt(K;) +ASt(K;), da ASt(K},) die Verdnderung von St bei der
Umformung von K = K; + K; zu ( = 7 + 7 ist und eine St-Bewegung lokal ist. Somit
betrifft sie je nur einen Teil (K; oder K;) der Kurve K.

O]
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Damit kénnen wir nun folgendes Korollar aus Theorem 18 ziehen.

Korollar 22. Die Invarianten J* sind additiv beziiglich der zusammenhdingenden Sum-
me zweter Kurven.

Beweis. Es ist evident, dass die Anzahl der Doppelpunkte n additiv ist, und nach Theo-
rem 21 ist auch St additiv.
Wir zeigen nun, dass die Summe {iber die Indices der Doppelpunkte additiv ist, denn
dann ist I* additiv. Die Additivitit von J* folgt dann aus der Additivitit von I* und
St und aus J* = I+ — 35t.
Sei ( = v + n. Die Addition erhilt die Halbindices an jedem Doppelpunkt von « bezie-
hungsweise 1, denn der Rotationswinkel des Vektors dndert sich insgesamt beim zusétzli-
chen Durchlaufen von n beziehungsweise v nicht. Ergo ist der Index eines Doppelpunkts
additiv und damit auch die Summe iiber die Indices der Doppelpunkte.

m
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5 Doppeltangenten

In diesem finalen Kapitel werden wir das Konzept der Doppeltangenten einfiihren und
mit deren Hilfe eine Moglichkeit finden, die Basis-Invarianten direkt aus einer gegebenen
Kurve zu berechnen. Inhaltlich orientieren wir uns hier lose an [4] (Kapitel 3 und 4.1).
Ferrand setzt sich dort primér mit sphéarischen Wellenfronten auseinander. Fiir ebene
Kurven ergeben sich einige Vereinfachungen, jedoch kénnen wir Ferrands Beweisideen
nicht iibernehmen.

5.1 Doppeltangenten

Definition. Eine Tangente t an einem Punkt p der Kurve vy ist eine Doppeltangente
d, falls t auch die Tangente eines anderen Punkts p # p von -y ist.

Wir nehmen an, dass alle Doppeltangenten einfach sind, i.e. jede Doppeltangente hat
nur zwei verschiedene Kontaktpunkte mit der Kurve. Des Weiteren nehmen wir an, dass
keine Doppeltangente tangential zu einem Wendepunkt der Kurve ist.

[») [

Abbildung 5.2: nicht einfache Doppeltan-

Abbildung 5.1: einfache Doppeltangente gente

Definition. Fin Wendepunkt einer Kurve v ist ein Punkt p = ~(t), welcher Krim-
mung k(t) = 0 hat und bei dem die Krimmung in [t — €,t + €] das signum dndert.
Die Anzahl der Wendepunkte einer Kurve wird mit f bezeichnet.

Bemerkung 23. f st stets gerade, denn:

Angenommen wir starten bei einem Punkt mit positiver/negativer Krimmung und durch-
laufen einen Wendepunkt; danach ist die Kriimmung negativ/positiv. Also muss es einen
weiteren Wendepunkt geben, um wieder zur Ausgangskrimmung zurickzukommen. Das
gilt fiir alle Wendepunkte, die das signum der Krimmmung derart verindern, dass es
vom signum der Kriimmung des Ausgangspunkts verschieden ist.

Folglich muss f gerade sein. O
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Klassifikation von Doppeltangenten

Definition. Finer Doppeltangente d ordnen wir drei grundlegende signa €, .; zu. Diese
sind wie folgt definiert:

- €5(d) ist positiv (negativ), wenn die Tangentenvektoren an den beiden Kontakt-
punkten von d mit der Kurve Gber die Doppeltangente (nicht) tbereinstimmen

- €.(d) ist positiv (negativ), wenn die Kurve lokal (nicht) auf der selben Seite der
Doppeltangente d liegt

- €(d) ist positiv (negativ), wenn die Normalenvektoren der Kurve an den beiden
Kontaktpunkten mit d dber die Doppeltangente (nicht) ibereinstimmen

Wir nennen eine Doppeltangente direkt/entgegengesetzt, falls €;(d) = +/—.

Bemerkung 24. Fir ebene Kurven gilt: €; = €5, denn:

Der Normalenvektor ist immer orthogonal zum Tangentenvektor und es gibt nach der
Wahl der Richtung des Normalenvektors keine Maglichkeit, dass sich diese Richtung beim
Durchlaufen einer Kurve dndert. ]

Definition. Das signum einer Doppeltangente d, egal ob direkt oder entgegengesetzt,
st definiert durch:
o(d) :=€5(d) - €.(d)

Definition. Mit TS bezeichnen wir die Anzahl der Doppeltangenten von Typ (o, €;) einer
Kurve.

7JT7-“¢ + m -
N2 FT_&Z +
Abbildung 5.3: Die Signa direkter und entgegengesetzter Doppeltangenten

Bemerkung 25. o(d) zeigt an, ob der Normalenvektor sich an den beiden Kontakt-
punkten der Kurve mit d in dieselbe Richtung dreht oder nicht (siehe Abb. 5.3).

5.2 Der Zusammenhang mit J*

In diesem Abschnitt werden wir den Zusammenhang von 77 und J* beweisen, womit
wir dann J* und auch St direkt aus einer Kurve berechnen konnen. Auferdem wird die
Fabricius-Bjerre Formel aus diesem Zusammenhang folgen.

Wir beginnen mit einem vorbereitenden Lemma.
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Lemma 26. Die folgende Relation gilt fiir jede Doppeltangente d einer ebenen Kurve:
o(d) = (~1) = (-1

Dabei ist f; beziehungsweise fl; die Anzahl der Wendepunkte auf den beiden Sticken der
Kurve, welche durch die Kontaktpunkte mit d getrennt werden.

Beweis. Da f = f;+ f; nach Bemerkung 23 gerade ist, miissen f; und f} die gleiche
Paritit haben. Damit folgt (—1)f¢ = (—1)%.
Wir betrachten nun die beiden Kontaktpunkte einer Kurve mit d.
Drehen sich die Normalenvektoren an diesen beiden Punkten in dieselbe Richtung, so
ist das signum der Kriimmung an beiden Punkten gleich. Damit muss zwischen diesen
beiden Punkten eine gerade Anzahl von Wendenpunkten f; liegen und es gilt o(d) = +1
in Ubereinstimmung mit Bemerkung 25.
Drehen sich die Normalenvektoren in unterschiedliche Richtungen, so ist das signum der
Kriimmung an beiden Punkten verschieden und daher muss f; ungerade sein. Es folgt
o(d) = —1 in Ubereinstimmung mit Bemerkung 25.

O

Beispiel.

Die einzige Doppeltangente der Kurve
K5 unterteilt die Kurve in das gepunk-
tete und das durchgezogene Stiick.

Abbildung 5.4: Beispiel zur Trennung einer Kurve durch die Kontaktpunkte mit einer
Doppeltangente

Definition. Eine Kurve heift lokal konvex, falls sie tuberall positive Krimmung hat.
Bemerkung 27. Eine lokal konvere Kurve hat keine Wendepunkte.
Bemerkung 28. Die Standardkurven fir |ind| > 0 sind lokal konvet.

Bemerkung 29. Nach Lemma 26 gilt fir lokal konvere Kurven o(d) = +1 fir alle
Doppeltangenten d.

Theorem 30. Fir eine ebene Kurve vy gilt:

DO [~

JHR) = TF = T7 +1— ind(3)? -
J () =TT =T~ +1—ind(y)

Y

Ferrand verwendet in seinem Beweis (|4] (S. 230)) seine Ergebnisse von der Betrachtung
sphérischer Wellenfronten; daher wird hier ein neuer Beweis dieses Theorems angegeben.
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Beweis. Wir gehen wie beim Beweis von Theorem 18 vor und definieren Jt = Th —
T +1—ind(y)*— % und J= =T+ — T~ 4+ 1 —ind(y)%

Allerdings kénnen Doppeltangenten auch unter generischen Homotopien entstehen. Da-
her miissen wir dies in einem weiteren Schritt untersuchen.

Schritt 1: Beweis fiir die Standardkurven

&:

Abbildung 5.5: Ky mit Doppeltangenten

Ky hat f = 2 Wendepunkte und die beiden Doppeltangenten d; und ds, deren Typ wir
nun herausfinden wollen.

Fiir beide Doppeltangenten gilt €. = +, da die Kurve jeweils lokal auf derselben Sei-
te der Doppeltangente liegt. Auferdem stimmen jeweils die Tangentenvektoren an den
Kontaktpunkten nicht iiberein, i.e. beide Doppeltangenten haben e, = ¢; = —.

= o = — fiir beide Doppeltangenten.

= Beide Doppeltangenten sind vom Typ (—, —), i.e. TZ = 2.

) 2
= JHK) =0-0+1-0-3=0=J"(K),

J(Kg)=0-241-0=—-1=J(Kp).

K: hat offenbar weder Wendepunkte noch Doppeltangenten.

. 0
= JHE)=0-0+1-1-2=0=J"(K),
J(K)=0-0+1-1=0=J(K,).

Abbildung 5.6: Ky mit Doppeltangente
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Die Doppeltangente d ist vom Typ (+,+), i.e. T{ = 1, und nach Bemerkung 28 gilt
f=0.

" 0
= JHE)=1-0+1-4—7

O — J+(K2),
J(K)=0—-0+1—-4=0=J (K>).

Wir betrachten nun die K; mit ¢ > 2:

N ad 1 MZ.

M,

Abbildung 5.7: K; fiir ¢ > 2 mit Doppel- und Multitangenten

Mehr als die hier eingezeichneten Doppel- beziehungsweise Mehrfachtangenten gibt es
offenbar nicht.

Wir betrachten zunéchst die zwei Multitangenten M; und M,. M; hat m und Ms hat
m — 1 Beriihrungspunkte mit der Kurve. Nun storen wir die Kurve so, dass sich die
beiden Multitangenten in mehrere Doppeltangenten aufteilen:

= = = @

Abbildung 5.8: Stérung der Multitangenten

Wir erkennen:

- jeder der m Beriihrungspunkte von M; bildet m — 1 Doppeltangenten (je einen
mit den restlichen Berithrungspunkten)

- jeder der m — 1 Beriihrungspunkte von My bildet m — 2 Doppeltangenten (je eine
mit den restlichen Berithrungspunkten)

Nach den Bemerkungen 28 und 29 ist o = +1 fiir alle diese Doppeltangenten. Auferdem
gilt ¢, = +1, wie wir Abbildung 5.7 entnehmen.
Ergo sind alle diese Doppeltangenten vom Typ (4, +) und deren Anzahl ergibt sich wie
folgt:

m-(m—1) (m—1)-(m—2)

T = 5 + 5 = (m—1)%
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Betrachten wir nun die schriagen Doppeltangenten.

Jeder der m — 2 ,Ubergiinge* zwischen den Loops bildet je m — 3 Doppeltangenten mit
den Spitzen der restlichen Loops, wobei die beiden benachbarten Loops nicht getroffen
werden. Die beiden ,,Ubergiinge* aufen bilden je m —2 Doppeltangenten mit den Spitzen
der Loops; der benachbarte Loop wird auch hier nicht getroffen.

Fiir alle diese Doppeltangenten gilt wie oben ¢ = +1; jedoch stimmen die Normalen-
vektoren nicht iiber die Doppeltangente iiberein, i.e. ¢, = —1. Also sind die schriagen
Doppeltangenten vom Typ (4, —) und deren Anzahl erhélt man wie folgt:

TH=m—-2)-(m—=3)+2-(m—2)=(m—1)(m—2).

Die Standardkurve K; hat ¢ — 1 Loops und M5 hat m — 1 Beriihrungspunkte, i.e. m = i.

Damit erhalten wir:

JHEK) = (i -1 +1-?=2>i—1) = JT(K,),
J(K)=(i—1)-(i—-2)+1—-®==3(—1)=J (K)).

Und damit ist Schritt 1 bewiesen.
Schritt 2: J* bleibt auch unter generischen Homotopien erhalten

Wir homotopieren nun die Kurve in einer Umgebung; es gelten folgende drei Aquivalen-
zen:

(i) es entsteht/verschwindet ein Paar Wendepunkte in der Umgebung < eine Dop-
peltangente vom Typ (+, +) entsteht /verschwindet in der Umgebung

(++)
- ~ P C ol |
/
\/L T ( [
~ / ! J

Abbildung 5.9: Aquivalenz (i)

(ii) es entsteht/verschwindet eine Doppeltangente vom Typ (4, +) mit dem Rest der
Kurve < eine Doppeltangente vom Typ (—,+) mit dem Rest der Kurve ent-
steht /verschwindet
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(-+) (+.+)

Abbildung 5.10: Aquivalenz (ii)

(iii) es entsteht/verschwindet eine Doppeltangente vom Typ (+, —) mit dem Rest der
Kurve < eine Doppeltangente vom Typ (—,—) mit dem Rest der Kurve ent-

steht /verschwindet
R
\

4 |
/ - 7 Py
{
e

S &

Abbildung 5.11: Aquivalenz (iii)

Damit folgt A(J*) = 0= A(J*) fiir generische Homotopien und Schritt 2 ist gezeigt.
Schritt 3: J* und J* verindern sich unter den Desastern gleich, i.e. A(J*) = A(J*)

Sei v eine Kurve mit je 77 Doppeltangenten der Art (o, ¢;).

O.B.d.A. betrachten wir die Desaster in einer Umgebung, in welcher die Kurve keine
Doppeltangenten mit aukerhalb der Umgebung hat (wir konnen die Kurve immer so
homotopieren, dass das der Fall ist). Des Weiteren homotopieren wir die Beriithrungsde-
saster 0.B.d.A. so, wie in Kapitel 3.1 dargestellt.

Im Falle einer St-Bewegung verdndert sich offenbar kein 7.

Betrachten wir nun zun#chst die J™-Bewegung:

A
— e
>

Abbildung 5.12: Doppeltangenten bei J™-Bewegung
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Beide Doppeltangenten haben ¢, = — und €, = ¢; = +, i.e. beide sind vom Typ (—, +).
Bei der positiven JT-Bewegung verschwinden diese beiden Tangenten.

= A<j+) - t]NJrnachher - j+vorher

:Tj—(T;—2)+1—ind(7)2—i—Tf%—T;—l—l—md(”y)Q—l—

2
— 2= A(J?).

N [~

Ahnlich sieht es bei der J~-Bewegung aus:

Y
s > O<
V8

Abbildung 5.13: Doppeltangenten bei J~-Bewegung

Beide Doppeltangenten haben €. = — und ¢, = ¢, = —, i.e. beide sind vom Typ (4, —).
Bei der positiven J~-Bewegung verschwinden diese beiden Tangenten.

= A(j_) - j_nachher - J_vorher
=(TT—=2) =T~ +1—ind(y)* =TT+ T~ —1+ind(y)*
=—-2=A(J").
Fiir die negativen Bewegungen erhilt man analog A(J+) = —2 = A(JT) und A(J-) =

2=A(J7).
Und damit ist Schritt 3 vollendet.

Das Theorem folgt aus den drei Schritten.
O

Mit diesem Theorem konnen wir nun J und J— direkt aus der Kurve bestimmen. Da
I* auch direkt aus der Kurve bestimmt werden kann, ist es uns mit Theorem 18 auch
moglich, St direkt zu bestimmen.

Definition. S := Anzahl der Doppeltangenten, bei welchen die Kurve lokal auf der selben
Seite liegt (i.e. €, = +).

O := Anzahl der Doppeltangenten, bei welchen die Kurve lokal nicht auf der selben Seite
liegt (i.e. .= —).

Nach Bemerkung 24 gilt dann also:
S=T{+T- N O=T;+T".

Damit kénnen wir nun mit Hilfe von Theorem 30 und Bemerkung 15 die Fabricius-Bjerre
Formel herleiten, welche Fabricius-Bjerre zuerst in [3] bewiesen hat.
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Korollar 31 (Fabricius-Bjerre Formel).

S—0=n-+ g

Beweis.

n=J"—J,

n:Tj—T++1—md2—g—T++T—1+z’nd2,

n=T+T" —(T++T+)—g,

S—0=n+ g
O

Bemerkung 32. Im Fualle einer lokal konvexen Kurve folgt aus Bemerkung 27 und
Bemerkung 29, dass T, =T~ = 0, und damit erhalten wir aus Theorem 30 und Korollar
31:

Jt=Tr+1—ind* =T +n+1—ind*
J =T +1—ind* =T —n+1—ind.
Nun kann man sich die Frage stellen, fiir welche lokal konvexen Kurven mit einer fe-

sten Anzahl an Doppelpunkten n die Anzahl der Doppeltangenten minimal ist. Da
TH =T* + n gilt, miissen wir also 77 minimieren.

Folgende Kurve erfiillt dies beispielsweise:

Abbildung 5.14: Die allgemeine A,, Kurve (aus [1] (S. 31))

Die A,, Kurve hat n Doppelpunkte und den Index ind(A,) = n + 1. Des Weiteren hat
sie nur Doppeltangenten vom Typ (+, +), wie wir in folgendem Beispiel sehen:’
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Beispiel.

Abbildung 5.15: Die A, Kurve (aus 4] (S. 232))

Fiir die A,, Kurven gilt dann:

Jr=n+1l—ind>=n+1-(n+1)?>=—-n(n+1),
J =1—-ind*=1—(n+1)*=-n(n+2).

Insgesamt kénnen wir nun die Basis-Invarianten direkt aus einer gegebenen Kurve be-
stimmen. Auferdem haben wir eine lokal konvexe Kurve gefunden, welche die Werte von
JT und J~ fiir eine vorgegebene Anzahl n an Doppelpunkte minimiert.
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Anmerkungen

'Beweisen lisst sich dies mit Hilfe der Umlaufzahl und deren Zusammenhang mit dem
Rotationsindex (siehe Kapitel 2.3). Man beachte, dass sich die Summe der Umlaufzahlen
durch das Auflosen eines Doppelpunkts nicht verdndert.

2Dieses Theorem hat W. C. Graustein H. Whitney zusammen mit einem Beweis
vorgeschlagen. Letzterer hat es in seinem Paper [9](S. 4) verdffentlicht.

3Im Jahre 1770 wurden die ,novi commentarii societatis regiae scientiarum gottin-
gensis® veroffentlicht. Darin befindet sich ein Beitrag des Mathematikers und Physikers
Albrecht Ludwig Friedrich Meister mit dem Titel ,,generalia de genesi figurarum pla-
narum et inde pendentibus earum affectionibus“([7]). Es geht darin wohl um Vielecke.
Jedoch findet sich in Abschnitt V folgender Abschnitt (aus dem Lateinischen vom Ver-
fasser dieser Arbeit):
Der Kiirze wegen werden wir den Umlauf des Umfangs unterscheiden, indem wir ihn zuerst
positiv und spéter negativ nennen; und wir werden nicht diese Figuren selbst betrachten, son-
dern Kurven, die durch diese begrenzt sind. Und zuerst ist es offensichtlich, dass die positiv
umlaufenen Umfénge zu den allgemeinen Formen der Kurven in den Abbildungen 20 und 21, je
nach Anzahl der Umldufe, gemacht werden kénnen und dass die negativ umlaufenen Umfénge
zur Form der Kurve in Abbildung 22 gemacht werden konnen. Diese (Abb. 22) unterscheidet
sich bei gleicher Anzahl an Umldufen von der Kurve in Abbildung 20 nur darin, dass auch
die dufleren und inneren Winkel beriicksichtigt worden sind. Ferner ist es offenkundig, dass
sich positive Umléufe und negative Umléufe bei gleicher Anzahl aufheben; sodass, wenn in der
gesamten Kurve in Abbildung 23 die Anzahl von beiden gleich war, jene zur einfachen Figur
iibergeht und die Summe der Winkel hervorbringt, welche auf die gewohnte Weise aus der An-
zahl der Seiten berechnet werden kann. Und ich fiige auch dies hinzu: dass, wenn der Bogen
(Anmerkung des Ubersetzers; sinus kann auch Kriimmung“oder ,Sinus‘heifen) der Summe aus
den Bogen der einzelnen Winkel der Figur gesucht wird, es dasselbe sein wird, wie wenn man
alle Figuren berticksichtigt, die die gleiche Anzahl an Seiten haben, wenn der Umfang entweder
mehr oder weniger umlaufen wird.

Fig.41
Abbildungen 20-23 aus |7]

Im ersten Teil dieses Abschnitts schreibt Meister, dass alle Kurven zu den allgemeinen
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Formen der Kurven von Abbildung 20, 21 und 22 umgeformt werden kénnen (die Kurven
sind stets positiv orientiert); allerdings ohne diese Aussage in irgendeiner Weise zu be-
weisen. Des Weiteren gibt Meister keine Regeln an, welche beim Verformen von Kurven
einzuhalten sind. Deshalb ist es fragwiirdig, ob wir es hier mit einer friihen schwachen
Version des Deformations-Theorems zu tun haben.

Allerdings muss man fairerweise auch sagen, dass es bislang keine vollstéindige Uberset-
zung von Meisters Paper gibt; es ist also durchaus vorstellbar, dass in den vorherigen
Kapiteln Regeln fiir die Verformung von Kurven angegeben und Ergebnisse prisentiert
werden, mit denen jene Aussage offensichtlich wird.

Weiterhin beschreibt er, dass sich positive und negative Umléufe (gemeint sind positiv
und negativ durchlaufene Loops) bei gleicher Anzahl aufheben.

Den letzten, etwas unverstiandlichen Teil interpretiert Erickson ([2] (S. 18)) so, dass die
Summe der integralen Winkel stets ein Vielfaches von 7 ist, also sein Sinus stets 0 ist.
Jedoch kann das lateinische Wort sinus auch Bogen oder Kriimmung bedeuten und es
ist folglich nicht ganz klar, was Meister tatsichlich damit meint; auch hier kénnte eine
vollstindige Ubersetzung des Papers aufschlussreich sein.

1Folgendes Beispiel aus [8] illustriert dies gut:
Wir betrachten die folgenden zwei nach Bogenldnge parametrisierten Kurven + und 7
mit ind(y) = 1 = ind(n):

| | 8
Beispielkurven v und 7

7' und 71’ liegen beide auf S!, verlaufen jedoch unterschiedlich, wie folgende Diagramme,
die den Verlauf der Umlaufzahlen um 0 darstellen, zeigen:

1 1
0,75 0,75
0,5 05
0,25 0,25
0 0
0 0,25 05 0,75 1 0 0,25 0,5 0,75 1
t t

Verlauf der Umlaufzahlen von 4" und ' um 0

ind(y)
ind(n)

Wenn wir nun die Homotopie h' zum Zeitpunkt s = % betrachten, erhalten wir folgendes
Diagramm:
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Verlauf der Umlaufzahl von A’ zum Zeitpunkt s = % um 0

Die aus b/ (%, t) rekonstruierte Kurve ist allerdings nicht geschlossen:

Die aus 1/(3,t) rekonstruierte Kurve

Insgesamt sieht die rekonstruierte Homotopie so aus:

@»D *"p>D-—>8
Die rekonstruierte Homotopie

Wir haben also nicht zu jedem Zeitpunkt eine geschlossene Kurve
®Um zu verstehen, was diese neue Homotopie anders macht, betrachten wir wieder
obiges Beispiel:

Fiir s =  erhalten wir ¢(3) = h(3,1) — h(3,0). Das ist der Vektor vom Startpunkt zum
Endpunkt der Kurve:

e

Der Vektor ¢(3)
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Damit erhalten wir fiir die rekonstruierte Homotopie:
1 LR L RN LN R L RN 1
h(—,t):/ h’(—,t)dt:/ h’(—,t)dt—/ c(—)dt:/ R (=, t)dt —t-c(3).
2 0 2 0 2 0 2 0 2 2

Das bedeutet, obige nicht geschlossene Kurve wird zu jedem Zeitpunkt um das —t-fache

des Vektors ¢(3) verschoben. h(3,t) sieht also so aus:

-1 c(d)

Die rekonstruierte Kurve h(3,¢)

SWir wollen das Problem bei diesem Fall wieder mit einem Beispiel aus |8] veran-
schaulichen und betrachten dazu die folgenden beiden 8-er Kurven:

X > 1)

Beispiel 8er Kurven v und 7

Deren Verlauf der Umlaufzahl um 0 sieht folgendermafsen aus:

0,5
v _———
0,25 / \ /,_ \
/ \
2 h(%,1) \
\ //
0,25 \
\\_ —_—— _/r] \__/
0,5
0 0,25 0,5 0,75 1

Verlauf der Umlaufzahl um 0 von +/, 7/ und »/(3,t)

Die rekonstruierte Homotopie sieht wie folgt aus:
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Die rekonstruierte Homotopie

Wir sehen, dass //(3,t¢) konstant ist. Wenn wir nun wie in Fall 1 daraus die Kurve
rekonstruieren mochten, erhalten wir nur einen Punkt, da c(%) dann genau der Gerade

von fot W(L,1)dt entspricht und damit h(1,t) stets am Startpunkt bleibt. Das ist unter
Homotopien jedoch nicht erlaubt.

"In obigem Beispiel kénnen wir dies folgendermafen anwenden:

0,5
deformiertes y*

0,25

S}
(=]
N
0
e
"
(=]
N
v
=

Das deformierte +/

Dann gibt es kein konstantes h'(s,t) mehr und die aus rekonstruierte Homotopie sieht
SO aus:
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Die rekonstruierte Homotopie

SN =
=

Die wie in Fall 1 modifizierte Homotopie sieht damit folgendermafen aus:

S - -
%%

C\_ D " , > =<2 -

Die modifizierte Homotopie

-

»
- &
:

8Interessanterweise ist die erste Kurve von Meister in Anmerkung 3 auch eine Stan-
dardkurve und im iibersetzten Abschnitt schreibt Meister auch von der allgemeinen Form
dieser Kurve. Also konnte Meister bereits die Standardkurven gekannt haben.

YInteressant ist, dass die zweite Kurve von Meister in Anmerkung 3 dieselben Eigen-
schaften wie die Ay Kurve (n = 4, ind = 5 und nur Doppeltangeten vom Typ (+, +))
hat.

Die allgemeine Form jener Kurve von Meister minimiert also ebenfalls 7.
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