


❚❛❣ ❞❡r ♠ü♥❞❧✐❝❤❡♥ Prü❢✉♥❣✿ ✷✳ ❏✉❧✐ ✷✵✶✾

❊rst❡r ●✉t❛❝❤t❡r✿ Pr♦❢❡ss♦r ❉r✳ ❘❛❧❢ ❲❡r♥❡r

❩✇❡✐t❡r ●✉t❛❝❤t❡r✿ Pr♦❢❡ss♦r ❉r✳ ❏ör❣ ❋❧✐❡❣❡

✐✐



❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣

❉✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ③✇❡✐ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤

❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣✳ ❉❡r ❡rst❡ ❚❡✐❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❜❡❤❛♥❞❡❧t ❞❛s ❚r❛♥s♣♦rt✲

♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✐♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡s Pr♦❜❧❡♠ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣❀ ❡✐♥❡ ❛✉s✲

❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ✐♠ ❡rst❡♥ ❑❛♣✐t❡❧✳ ❉✐❡ ❡rst❡♥

❜❡❞❡✉ts❛♠❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ▲♦❣✐st✐❦ ❡♥tst❛♥❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❡rst❡♥ ❍ä❧❢t❡

❞❡s ✷✵✳ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rts ✉♥❞ ♠♦t✐✈✐❡rt❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡✐trä❣❡ ③✉r ❧✐♥❡✲

❛r❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ◆❡t③✇❡r❦✢✉sst❤❡♦r✐❡ ✈♦♥ ❚♦❧st♦✐✱ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤✱ ❍✐t❝❤✲

❝♦❝❦✱ ❑♦♦♣♠❛♥s✱ ❉❛♥t③✐❣✱ ❋♦r❞ ✉♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥✳ ❉❛③✉ ❦♦♠♠t ❤❡✉t❡ ❡✐♥ st❛r❦

❛♥st❡✐❣❡♥❞❡s ■♥t❡r❡ss❡ ❛✉s ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✇✐❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣s✐♥❞✉str✐❡✱ ■♥❢♦r♠❛t✐❦✱ ❇✐❧❞✲

✈❡r❛r❜❡✐t✉♥❣✱ ❉❛t❡♥❛♥❛❧②s❡ ✉♥❞ ♠❛s❝❤✐♥❡❧❧❡♠ ▲❡r♥❡♥✳ ❉✐❡ ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❛♠

❤ä✉✜❣st❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❢ür ❞❛s ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦❜❧❡♠ ✐st ❞❡r ✉r✲

s♣rü♥❣❧✐❝❤ ✈♦♥ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❚r❛♥s♣♦rts✐♠♣❧❡①✳ ❉❛s ❍❛✉♣t③✐❡❧

❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❡s s❡✐♥✱ ❑♦♥③❡♣t❡ ❞❡r ❙♣❛❧t❡♥❣❡♥❡r✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❆❧✲

❣♦r✐t❤♠✉s ❛♥③✉✇❡♥❞❡♥✳ ❯♥s❡r❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❱❡rö❢✲

❢❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ✉♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ✉♥❞ ❢ü❤rt ▲♦✇✲▲❡✈❡❧✲

➘♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rts✐♠♣❧❡① ❡✐♥✳ ◆❛❝❤ ✉♥s❡r❡♠

❜❡st❡♥ ❲✐ss❡♥ ❡①✐st✐❡rt ❞✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t✳ ❲✐r ❜❛✉❡♥

❛✉❢ ❡✐♥❡r ❡✣③✐❡♥t❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❚r❛♥s♣♦rts✐♠♣❧❡① ❛✉❢✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ♥✉✲

♠❡r✐s❝❤ ✇❡tt❜❡✇❡r❜s❢ä❤✐❣❡ ❱❡rs✐♦♥ ❞❡s ❙♣❛❧t❡♥❣❡♥❡r✐❡r✉♥❣s❛♥s❛t③❡s ③✉ ❡♥t✲

✇✐❝❦❡❧♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡ss❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ✇✐r ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❤❡✉r✐st✐s❝❤❡ ❆♥sät③❡ ❢ür

❞❛s ❚r❛♥s♣♦rt♣r♦❜❧❡♠✱ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❙t❛rt❧ös✉♥❣❡♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥

✉♥❞ ❡✐♥❡♥ s✐❣♥✐✜❦❛♥t❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ●❡s❛♠t❧❛✉❢③❡✐t ❞❡s ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❤❛❜❡♥✳

❆❧s ◆❡❜❡♥♣r♦❞✉❦t ✉♥s❡r❡r ❆♥❛❧②s❡ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ✇✐r ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s

❚r❛♥s♣♦rts✐♠♣❧❡① ♠✐t ❞❡♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r❡♥ ◆❡t③✇❡r❦s✐♠♣❧❡①✳ ❲ä❤r❡♥❞ ✇✐r ✐♥

t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ s♦✇♦❤❧ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❛s②♠♠❡tr✐s❝❤❡

❚r❛♥s♣♦rt♣r♦❜❧❡♠❡ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✱ ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s❡ ❛✉❢

❞❡♥ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧✳

■♠ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡✱ s♣❡③✐❡❧❧ ③✉❣❡s❝❤♥✐tt❡♥❡

❙♣❛❧t❡♥❣❡♥❡r✐❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ ❧❛♥❣❡ ❜❡st❡❤❡♥❞❡s Pr♦❜❧❡♠ ❛✉s ❞❡r ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡♥

❙t❛t✐st✐❦✱ ❞❛s ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ Prü❢✉♥❣ ❡✐♥❡r ▼❛tr✐① ❛✉❢ ❩✉❣❡✲

❤ör✐❣❦❡✐t ③✉r ❋❛♠✐❧✐❡ ❞❡r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲▼❛tr✐③❡♥ ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡♥ ❆♥✲

✐✐✐



✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ❞❡r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❱❡❦t♦r❡♥ ✐♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✇✐❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥st❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡✱

❋✐♥❛♥③❡♥✱ ▼❡❞✐③✐♥ ✉♥❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✈♦♥ ❤♦❤❡r ♣r❛❦t✐s❝❤❡r ❘❡❧❡✈❛♥③✳

❉✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ ✐st ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❡♥❣ ✈❡r✇❛♥❞t ♠✐t ❞❡r Prü❢✉♥❣ ❛✉❢ ❩✉❣❡❤ör✐❣❦❡✐t

③✉♠ ✕ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❜❡ss❡r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ✕ ❑♦rr❡✲

❧❛t✐♦♥s♣♦❧②t♦♣ ✉♥❞ ✐st ❞❛♠✐t ◆P✲✈♦❧❧stä♥❞✐❣✱ ✈❣❧✳ P✐t♦✇s❦② ✭✶✾✾✶✮✳ ❋ür ✉♥s❡r❡♥

❆♥s❛t③ ✈❡r✇❡♥❞❡♥ ✇✐r ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❀ ❞❡r ❞❛❜❡✐ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❡①♣♦✲

♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥ ♣r✐♠❛❧❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡❣❡❣♥❡♥ ✇✐r ♠✐t ❙♣❛❧t❡♥❣❡♥❡r✐❡r✉♥❣

✉♥❞ ❡✐♥❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥✱ ❛❜❡r ♥❡✉❛rt✐❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ❢ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥

❚❡✐❧♣r♦❜❧❡♠❡✳

❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐r ❞❛r❛✉❢ ❤✐♥✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ✐♥ ▼❛t❧❛❜

r❡❛❧✐s✐❡rt s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ✉♥❞ ✻ ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥

❙❝❤✇✐♥♥ ✉♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮ ✉♥❞ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❜❛s✐❡r❡♥✳

✐✈



❆❜str❛❝t

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱

❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠❀ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst

❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ♠♦t✐✈❛t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❧✐♥❡❛r

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ♣r❛①✐s

t♦ t❤✐s ❞❛②✳ ❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❧♦❣✐st✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❚♦❧st♦✐✱

❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤✱ ❍✐t❝❤❝♦❝❦✱ ❑♦♦♣♠❛♥s✱ ❉❛♥t③✐❣✱ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst

❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦✇ ❛❧s♦ ❛ttr❛❝t✐♥❣ r❡♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st

✐♥ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✐♥❞✉str②✱ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱

❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s t♦ ❛♣♣❧②

t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♣♦♣✉❧❛r s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✲

✈✐s❡❞ ❜② ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r

❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

❖✉r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❜② ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r

✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s✲

♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♦♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥ t❤✐s ❝♦✉rs❡✱ ✇❡

❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✸✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠✲

♣❧❡① ❛♥❞ ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❆s ❛ ❜②✲♣r♦❞✉❝t ♦❢

♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧

◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r s②♠♠❡tr✐❝ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛s②♠♠❡tr✐❝ tr❛♥s✲

♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✐s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥♦t❤❡r s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❢♦r ❛ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st❛t✐st✐❝s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r

✻✳ ❚❡st✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛tr✐① ❢♦r ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ✐♥ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❛tr✐❝❡s

✐s ♦❢ ❤✐❣❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

✈❡❝t♦rs ✐♥ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✜♥❛♥❝❡✱ ♠❡❞✐❝✐♥❡ ❛♥❞ ♦♣❡r❛✲

t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥

✈



t♦ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡✱ ❝❢✳ P✐t♦✇s❦②

✭✶✾✾✶✮✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❜② ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ♠❛♥②

♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ②❡t ♥♦✈❡❧✱ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r✐s✲

✐♥❣ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s✳

❆s ❛ ✜♥❛❧ ♥♦t❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ❛♥❞ t❤❛t

❈❤❛♣t❡rs ✸ ❛♥❞ ✻ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮

❛♥❞ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

✈✐



❉❛♥❦s❛❣✉♥❣

❖❤♥❡ ❞✐❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡r P❡rs♦♥❡♥ ❤ätt❡ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❉✐ss❡rt❛✲

t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❋♦r♠ ♥✐❝❤t r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ✐❝❤ ♠✐❝❤ ❢ür ❞✐❡

✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡ ❍✐❧❢❡ ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡ ❣❛♥③ ❤❡r③❧✐❝❤ ❜❡❞❛♥❦❡♥ ♠ö❝❤t❡✳

▼❡✐♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❉❛♥❦ ❣✐❧t ③✉♥ä❝❤st ♠❡✐♥❡♠ ❉♦❦t♦r✈❛t❡r Pr♦❢✳ ❉r✳ ❘❛❧❢

❲❡r♥❡r✱ ❜❡✐ ❞❡♠ ✐❝❤ ❡✐♥❡ ❤❡r✈♦rr❛❣❡♥❞❡ ❆✉s❜✐❧❞✉♥❣ ❣❡♥✐❡ÿ❡♥ ❞✉r❢t❡✳ ❉❛♥❦❡

❢ür ❞✐❡ ❣✉t❡ ❇❡tr❡✉✉♥❣ ✉♥❞ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t s♦✇✐❡ ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ■❞❡❡♥ ✉♥❞ ❆♥r❡✲

❣✉♥❣❡♥✳

▼❡✐♥❡♥ ❑♦❧❧❡❣✐♥♥❡♥ ✉♥❞ ❑♦❧❧❡❣❡♥ ✕ ❑❛t❤r✐♥✱ ❆r♠✐♥✱ ❈❤r✐st✐❛♥✱ ❉❛♥✐❡❧✱ ❏❛♥

✉♥❞ ▼❛① ✕ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤ ❢ür ❞r❡✐ s❡❤r s❝❤ö♥❡ ❏❛❤r❡ ❛♠ ▲❡❤rst✉❤❧✳ ❉❛♥❦❡ ❢ür ✈✐❡❧❡

❛♥r❡❣❡♥❞❡ ✉♥❞ ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ✈✐❡❧❡ ✇❡♥✐❣❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡ ✉♥❞

✉♥t❡r❤❛❧ts❛♠❡ ●❡s♣rä❝❤❡✳

❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❣❡❜ü❤rt ❞❡r ❣röÿt❡ ❉❛♥❦ ♠❡✐♥❡r ❋r❛✉ ❉❛♠❛r✐s✱ ❢ür ❛❧❧ ✐❤r❡ ♣r❛❦✲

t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♠♦r❛❧✐s❝❤❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r❡♥ ✉♥❞ ♠❡✐♥❡♠ ❙♦❤♥

❏♦❡❧✱ ❞❡r s❡✐♥❡♥ P❛♣❛ ❛♥ s♦ ✈✐❡❧❡♥ ❆❜❡♥❞❡♥ ✉♥❞ ❲♦❝❤❡♥❡♥❞❡♥ ❤❡r❣❡❣❡❜❡♥ ❤❛t✳

P❤✐❧ ✶✿✻

✈✐✐



❈♦♥t❡♥ts

✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✶

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷

✶✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹

✶✳✸ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶

✶✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✻ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✶✳✼ ❘❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼

✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✹✶

✷✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✉s❡❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✷✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷

✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
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tr✐❝❡s ❢r♦♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✶

✻✳✼ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

✻✳✽ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

✻✳✾ P❡r❝❡♥t❛❣❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t②♣❡s ❢♦r t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞

❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻

①✐



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✸✳✶ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✶ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

✹✳✷ ❯♣❞❛t❡❞ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✹✳✸ ❇❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❙❖▲●❊◆ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹

✹✳✹ ❇❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❙❖▲●❊◆ ♣✐✈♦ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺

✹✳✺ ❇❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❯◆■❋❖❘▼ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻

✹✳✻ ❇❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❯◆■❋❖❘▼ ♣✐✈♦ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✼

✹✳✼ ❇❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❉❖❚▼❆❘❑ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✽

✹✳✽ ❇❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❉❖❚▼❆❘❑ ♣✐✈♦ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾

✹✳✾ ❇❛s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❙❖▲●❊◆ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✹✳✶✵ ❇❛s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❙❖▲●❊◆ ♣✐✈♦ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✶

✹✳✶✶ ❇❛s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❯◆■❋❖❘▼ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✹✳✶✷ ❇❛s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❯◆■❋❖❘▼ ♣✐✈♦ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✹✳✶✸ ❇❛s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❉❖❚▼❆❘❑ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✹

✹✳✶✹ ❇❛s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❉❖❚▼❆❘❑ ♣✐✈♦ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✹✳✶✺ ❆s②♠♣t♦t✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❝♣✉ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✹✳✶✻ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✹✳✶✼ ▲❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s②♠♠❡tr✐❝ t❡st✿ ❙❖▲●❊◆ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✷

✺✳✶ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ❝♣✉ t✐♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✺✳✷ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ♣✐✈♦ts ❙❖▲●❊◆ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✺✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ♣✐✈♦ts ❉❖❚▼❆❘❑ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✺✳✹ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ✸✷×✸✷ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷
✺✳✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ❉❖❚▼❆❘❑ ❛✈❡r❛❣❡ ✻✹×✻✹ ✳ ✳ ✶✺✸

✺✳✻ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ✻✹×✻✹ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹

①✐✐



▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✺✳✼ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ❉❖❚▼❆❘❑ ❛✈❡r❛❣❡ ✶✷✽×✶✷✽ ✳ ✶✺✻

✺✳✽ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✿ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ✶✷✽×✶✷✽ ✳ ✶✺✼

✻✳✶ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❝❧❛ss ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✻✳✷ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❝❧❛ss ✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✻

✻✳✸ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✻✳✹ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❡①❛♠♣❧❡s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

①✐✐✐



▲✐st ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

✶ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✷ P✐✈♦t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✸ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✹ ●❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✺ P✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✻ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲Pr♦❜❧❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

①✐✈



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮ ♦r ●❛ss ✭✶✾✾✵✮✮✳ ■t ❤❛s ❛♥ ❡❛r❧② ❤✐s✲

t♦r② t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▼♦♥❣❡ ✭✶✼✽✶✮ ✇❤♦ st✉❞✐❡❞ ❛ ❝✐✈✐❧

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✏❝✉tt✐♥❣ ❛♥❞ ✜❧❧✐♥❣✑✱ ♣♦s❡❞ ❜② t❤❡ ❋r❡♥❝❤ ❆❝❛❞❡♠②

♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✳ ❙❡✈❡r❛❧ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ✐t ♣❧❛②❡❞ ❛ ❦❡② r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣✲

♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ✭✶✾✻✵✮✶✱ ❍✐t❝❤❝♦❝❦ ✭✶✾✹✶✮ ❛♥❞

❑♦♦♣♠❛♥s ✭✶✾✹✾✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ✐♥✈❡♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✱

❝❢✳ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✻✸✮✱ ❛♥❞ ✐ts s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❜②

❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧② ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜②

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❧♦❣✐st✐❝s✱ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦❞❛② ❡①t❡♥❞ t♦ ♠❛♥② ❛r❡❛s✱

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✱ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✜♥❛♥❝❡✱ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡✲

s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❧✐♥❣✉✐st✐❝s✳

❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s t♦✇❛r❞s t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s r❡❝❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻ ❛♥❞

✶✳✼✳

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐ts ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡r✲

s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢r❡q✉❡♥t❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❍✐t❝❤❝♦❝❦ ✭✶✾✹✶✮✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤✐s

✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ ✜♥✐t❡ s❡ts ♦❢ ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ st✉❞②

t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞

❛♥❞ ❞❡♥s❡ ✇✐t❤♦✉t r❡str✐❝t❡❞ ✭✐♥❛❞♠✐ss✐❜❧❡✮ ❝❡❧❧s ♦r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ✐♠♣♦s❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s s❡♣❛r❛t❡s ♦✉r ✇♦r❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❛♥❞ ✐♥

✶❚❤✐s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❊♥❣❧✐s❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✶✾✸✾ ✐♥ ❘✉ss✐❛♥✳

✶



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦r ❊❛rt❤ ▼♦✈❡r✬s ❞✐st❛♥❝❡✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❘❛❝❤❡✈

❛♥❞ ❘üs❝❤❡♥❞♦r❢ ✭✶✾✾✽✮✱ ❱✐❧❧❛♥✐ ✭✷✵✵✾✮ ❛♥❞ ❘✉❜♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ♦❢ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s

t❤❡s✐s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✷ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧✮ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ✇♦r❦✳

✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❖✉r ♣r✐♠❛r② ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐s t♦ ❛♣♣❧② ❝♦♥❝❡♣ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦

t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❆s ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✱ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡ ❢♦r t❤✐s ✐s ❛♥

❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ✕ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡❝♦♥❞❛r②

❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✐s ❛r❣✉❛❜❧② t❤❡ ❜❡st ❦♥♦✇♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❏✉❞❣✐♥❣ ❜② ❜♦t❤ ♦❧❞❡r ❛♥❞ ♠♦r❡

r❡❝❡♥t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✷✮✱ ●❧♦✈❡r

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮ ❛♥❞ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✮✱ ✐t ②✐❡❧❞s ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❛♥❞ s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ❛❞❡♣t ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✭●❛ss ✭✶✾✾✵✮✮✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♠❜✐❣✉✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r s✉♣♣♦rt ♦✉r ♠♦t✐✲

✈❛t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✉s❡❞ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡①

♠❡t❤♦❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✿ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✈✐s❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥✲

❡❛r ♣r♦❣r❛♠s✱ ❝❢✳ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✻✸✮❀ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ▲P ❙✐♠♣❧❡①

♦r ▲P❙ ❢♦r s❤♦rt✳ ❋♦r t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st

✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡①✷ ✭◆❙✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st

✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❞✐r❡❝t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤

t❤❡ ▲P❙ ❛♥❞ t❤❡ ◆❙ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡❀ ♠♦r❡♦✈❡r✱

✷❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐st ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ❢♦r ♦t❤❡r ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱

❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ♦r s❤♦rt❡st ♣❛t❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛

❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s r❡❢❡r t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡①

❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳

✷



✶✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ◆❙ ❛❧r❡❛❞② ②✐❡❧❞s ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ♦❢

❈❤❛♣t❡rs ✹ ❛♥❞ ✺ ✈❡r✐❢②✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝✉st♦♠✐③❛t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡✳ ❚❤❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❝❛❧❧❡❞ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ♦r ❚P❙✸✳

■t ✐s ♥♦t❡✇♦rt❤② t❤❛t t❤❡ ✜rst ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮ ✇❛s

♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥

✇❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✲

♦✉s ❙✐♠♣❧❡① ❝♦❞❡s ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞✲

✇❛r❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❝❢✳ ❈❤❛r♥❡s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❢t❡r t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡✱

t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ s❤✐❢t❡❞❀ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇✐❞❡r r❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡♦r❡t✲

✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲P❙ ❛♥❞ t❤❡ ◆❙✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱

❡①❝❡❧❧❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛r❡ ❡❛s✐❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡s❡ ❞❛②s✱

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ t♦❞❛②✬s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❆♥♦t❤❡r r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇♦r❦

s✉✣❝✐❡♥t❧② ✇❡❧❧ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ❝❢✳ ●❛ss ✭✶✾✾✵✮✱ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❙❝❤r✐❡❜❡r

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ r❡❝❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✳❣✳ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✱ ♦r ✇❡r❡ t❛r❣❡t✐♥❣

s♣❡❝✐✜❝ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡

❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✐♠❛❣❡s ❛s ✐♥ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞

❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

❆❧❧ t❤✐s ❝♦♥tr✐❜✉t❡s t♦ ♦✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t

s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✱ ❜♦t❤ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧✲✇♦r❧❞

♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s✱

✇❡ ❡①t❡♥❞ ❛ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❆rt❤✉r ❛♥❞ ❋r❡♥❞❡✇❡② ✭✶✾✾✹✮ ❢♦r ❝❛♣❛❝✐t✐✈❡

♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❜② ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❛ ❝❧❛ss

✸◆♦t❡ t❤❛t ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧♦♥❣ ❡①✐st❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛♥② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❝♦✉rs❡ ♦❢

t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✱ s❡✈❡r❛❧ ♥❛♠❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❚P❙✳ ❆♠♦♥❣ ♠❛♥② ♦t❤❡rs

t❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡✿ t❤❡ ▼❖❉■ ✭▼♦❞✐✜❡❞ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ▼❡t❤♦❞✱ t❤❡ ❙t❡♣♣✐♥❣✲❙t♦♥❡ ▼❡t❤♦❞

♦r t❤❡ ❘♦✇✲❈♦❧✉♠♥ ❙✉♠ ▼❡t❤♦❞✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ t❡r♠

❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ r❡s❡♠❜❧❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❙ ❛♥❞ t❤✉s

t❤❡ ▲P❙✳
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✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❜❡♥✲

❡✜ts ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✈❡rs✉s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ◆❙✱ ✇❤✐❝❤

✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❧✈❡r✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✐t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧

t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s t❤❡② ❛r❡

✉s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❚P❙✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞♦♥❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞

❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❚P❙ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts

❢r♦♠ ❝♦❧✉♠♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤✐s ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ t❤❡♥

❛❣❛✐♥ ❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❛❧②③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ❛❧r❡❛❞②

♠❡♥t✐♦♥❡❞✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ❜② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣

t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡✉♣♦♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✲

s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞

t♦ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡♥ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❛❧✲

②s✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s♦♠❡

♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠♦st

✐♠♣♦rt❛♥t ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇

♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤✳

✶✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

▲❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❛ ♠❛❥♦r ♣❛rt ♦❢

t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♥♦♥✲❢♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❜② st❛t✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ❡❝♦♥♦♠✐❝ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❢♦r ❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞

❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✮✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ t❡r♠✐♥♦❧♦❣②

❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② t❤❡

❝♦♥❝❡♣ts tr❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② st❛t❡ s♦♠❡ ❜❛s✐❝

✹



✶✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

✶✳✷✳✶ ❊❝♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥

❚❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❝♦♠♠♦❞✐t② t❤❛t ✐s

✐♥ st♦❝❦ ❛t m ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✐t❡s ❛♥❞ ✐♥ ❞❡♠❛♥❞ ❛t n ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢❛❝✐❧✐t✐❡s✳ ❚♦

✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛s ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞

❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♦r✐❣✐♥ i ♣r♦✈✐❞❡s ❛ s✉♣♣❧② ai > 0 ♦❢ t❤❡

❝♦♠♠♦❞✐t② ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ j ❤❛s ❛ ❞❡♠❛♥❞ bj > 0 ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐t②✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t♦t❛❧ s✉♣♣❧②

❡q✉❛❧s t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡♠❛♥❞✳ ❚❤❡ t❛s❦ ♦❢ ❞✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♠♠♦❞✐t② ✐s ❡♥tr✉st❡❞

t♦ ❛ ❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ❝♦♠♣❛♥②✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛♥② ✐♥❝✉rs ❝♦sts ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ♦♥❡

✉♥✐t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦❞✐t② ❢r♦♠ i t♦ j ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛r❜✐tr❛r② ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts

cij ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C ✳✳= (cij)
m,n
i,j=1✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

t❛s❦ ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ ✐t✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ❞❡✈✐s❡s ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✭tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♠❛tr✐①✮ X ✳✳= (xij)
m,n
i,j=1 ❜② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛♠♦✉♥t xij ≥ 0 ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✉♥✐ts

❜❡t✇❡❡♥ ♦r✐❣✐♥ i ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ j✳ ❙✉❝❤ ❛ ♣❧❛♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ ✐❢ ❛❧❧ s✉♣♣❧✐❡s

ai ❛r❡ ❢♦r✇❛r❞❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞s bj ❛r❡ s❛t✉r❛t❡❞✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞❡r

✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦sts ✇❤✐❝❤✱ ❜② ✈✐rt✉❡

♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✳✷✳✷ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥

▼♦r❡ ❢♦r♠❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ st❛t❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✿

min
x∈Rmn

∑m
i=1

∑n
j=1 cijxij

s✳t✳
∑n

j=1 xij = ai ∀i ∈ I
∑m

i=1 xij = bj ∀j ∈ J

xij ≥ 0 ∀(i, j) ∈ I × J

✭❚P✮

✇❤❡r❡ I ✳✳= {1, . . . ,m} r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ J ✳✳= {1, . . . , n} t❤❡

s❡t ♦❢ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts
∑n

j=1 xij = ai ❢♦r i ∈ I

✺





✶✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

❱❡❝t♦r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ r❡s❤❛♣❡ C ❛♥❞ X t♦ ✈❡❝t♦rs

c ✳✳= (c11, c12, . . . , c1n, c21, . . . cmn)
⊤

x ✳✳= (x11, x12, . . . , x1n, x21, . . . xmn)
⊤

❛♥❞ s❡t

a ✳✳= (a1, . . . , am)
⊤

b ✳✳= (b1, . . . , bn)
⊤

✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

min
x∈Rmn

〈c, x〉
s✳t✳ Ax = a

Bx = b

x ≥ 0

✭❚PAB✮

✇❤❡r❡ 〈a, b〉 ✳✳= a⊤b ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ r♦✇

❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ r♦✇ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐①

A ✳✳=













1 1 . . . 1

1 1 . . . 1 . . .

1 1 . . . 1













∈ Rm×mn

❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ m ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❜❧♦❝❦s ♦❢ s✐③❡ m× n✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲

③❡r♦s ♦❢ t❤❡ i✲t❤ ❜❧♦❝❦✱ i ∈ I✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts i✲t❤ r♦✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛

✈❡❝t♦r ♦❢ ♦♥❡s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❛t✱ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡

❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐①

B ✳✳=













1

1
✳ ✳ ✳

1

1

1
✳ ✳ ✳

1

. . .

1

1
✳ ✳ ✳

1













∈ Rn×mn

✼



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❣✐✈❡♥ ✐♥ m ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ n × n✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐❧❧ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❢♦r ♥♦t❛t✐♦♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡s t♦ ❢♦r♠

t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐① M ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ e

M ✳✳=

(

A

B

)

❛♥❞ e ✳✳=

(

a

b

)

✇❤✐❝❤ ❡♥t❛✐❧s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✭❚P✮✿

min
x∈Rmn

〈c, x〉
s✳t✳ Mx = e

x ≥ 0.

✭❚PM✮

◆♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡❞

❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ s♦♠❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ st❛t❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❍❡r❡❜②✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡✱ ✇✳❧✳♦✳❣✳✱ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐① M ✐♥ ✭❚PM✮

t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❢✉❧❧ r❛♥❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡♥tr② ✐♥

e✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❞❡❧❡t❡ ♦♥❡ ❝♦❧✉♠♥✱ ✐✳❡✳ s❡t t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦

③❡r♦ ❢♦r t❤❡ ❞✉❛❧ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳

❘❡♠❛r❦s ♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s ♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ st②❧❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❚❤❡

♥♦t❛t✐♦♥s (C,X) ❛♥❞ (c, x) ❛r❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜✉t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t

♥♦t❛t✐♦♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✳ ❙✐♥❝❡ ♠♦st t❡①t❜♦♦❦s ❛♥❞ ♣✉❜✲

❧✐❝❛t✐♦♥s s❡❡♠ t♦ ♣r❡❢❡r t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝♦st ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣❧❛♥s✱ ✐✳❡✳ (C,X)✱ ✇❡ ✇✐❧❧ tr② t♦ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤✐s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ❍♦✇✲

❡✈❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s✇✐t❝❤ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❢❡❡❧ t❤❛t ♦♥❡ ❛❧❧♦✇s ♠♦r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥

♦r s❤♦rt❡r ♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r✳

✽



✶✳✷ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧

✶✳✷✳✸ Pr❡♣❛r❛t♦r② ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✭✐♥♣✉t✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b) ❛♥❞ ♣r♦✈❡ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶

❲❡ ❛ss✉♠❡ C ∈ Rm×n✱ a ∈ Rm
>0✱ b ∈ Rn

>0 ❛♥❞ m ≥ n✳

❚❤✐s ❤♦❧❞s ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② s✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡

❢♦r ai < 0 ♦r bj < 0 ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ♦❜t❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❧♦✇❡r

❞✐♠❡♥s✐♦♥ s❛t✐s❢②✐♥❣ a > 0 ❛♥❞ b > 0 ❜② ❧❡❛✈✐♥❣ ♦✉t ③❡r♦ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r♦❧❡s ♦❢ t❤❡ a ❛♥❞ b ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②

✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛ss✉♠❡ ✕ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✕ t❤❛t

t❤❡ ✈❡❝t♦r a ✐s ❛❧✇❛②s ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♦r ❡q✉❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t❤❛♥ b✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ m ≥ n ✇❤❡♥ st❛t✐♥❣ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❲✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤✐s ❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✿ ■♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡m ≈ n ❛r❡

❝❛❧❧❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❤♦❧❞s

❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝✳ ▼♦r❡ r✐❣♦r♦✉s❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶

❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s②♠♠❡tr✐❝✱ ✇❤❡♥ m = O(n) ❤♦❧❞s ❛♥❞

❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

✈❡❝t♦rs a ❛♥❞ b✿

❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ ✐✳❡✳
∑m

i=1 ai =
∑n

j=1 bj✳

■❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♥♦t ❜❛❧❛♥❝❡❞✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤✲

✾



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

♥✐q✉❡s✱ s❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ●❛ss ✭✶✾✻✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡s ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡

✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝❢✳ ●❛ss ✭✶✾✻✾✮✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷

■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❤♦❧❞✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②✱ ✐✳❡✳ S 6= ∅✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡tt✐♥❣

xij ✳✳=
ai · bj
∑

k∈I

ak

✇❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣❡t xij > 0 s✐♥❝❡ ❞✉❡ t♦ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ❛❧❧ t❤❡ ai ❛♥❞ bj ❛r❡

♣♦s✐t✐✈❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ❛❧s♦ ❤♦❧❞s
∑

i∈I

xij =
∑

i∈I

ai · bj
∑

k∈I ak
= bj

∑

i∈I ai
∑

k∈I ak
= bj

✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❢✉rt❤❡r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞

∑

j∈J

xij =
∑

j∈J

ai · bj
∑

k∈I ak
= ai

∑

j∈J bj
∑

k∈I ak
= ai

s✐♥❝❡ ❜② ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✷ ✇❡ ❤❛✈❡
∑

k∈I

ak =
∑

j∈J

bj✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸

❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ S ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✳

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❜② q✉✐❝❦ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✭❚P✮✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

✇❤❡♥❡✈❡r ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹

■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❤♦❧❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

S∗ 6= ∅✳

✶✵



✶✳✸ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠

Pr♦♦❢✳ ❇② ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ♥♦♥✲

❡♠♣t② ❞✉❡ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❛♥❞

❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸ ❛♥❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱ ✭❚P✮ ❛❞♠✐ts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❲❡✐❡rstr❛ss✬ ❚❤❡♦r❡♠✮✳

✶✳✸ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢

❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐①M ✐s ♦❢ r❛♥❦ m+n−1✱ ❝❢✳ ❉❛♥t③✐❣

✭✶✾✺✶✮ ♦r ●❛ss ✭✶✾✻✾✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❛ s❡t B (
{

(i, j) | i ∈ I, j ∈ J
}

✇✐t❤

❝❛r❞✐♥❛❧✐t② |B| = m + n − 1 ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥❡✈❡r

t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s✹ Min+j ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① t✉♣❧❡s ✐♥ B ❛r❡ ❧✐♥❡❛r❧② ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❜❛s✐s ♠❛tr✐① MB
✳✳= (Min+j | (i, j) ∈ B) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦❧✉♠♥s ❢r♦♠ M t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ B✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ x ✇✐t❤ Mx = e ❛ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ B✱ ✇❤❡♥❡✈❡r xij 6= 0 ✐♠♣❧✐❡s (i, j) ✐s ✐♥ B✳ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡

✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ❜② MBx = e✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉✲

t✐♦♥s ✐❢ x ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❛t✐s✜❡s x ≥ 0✳ ❲❡ s♣❡❛❦ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✱

✇❤❡♥❡✈❡r xij = 0 ❢♦r ❛ ❧❡❛st ♦♥❡ (i, j) ✐♥ B✳

✶✳✸✳✶ ❚❤❡ ❞✉❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❉✉❛❧✐③✐♥❣ ✭❚P✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✿

max
u∈Rm

v∈Rn

〈u, a〉+ 〈v, b〉

s✳t✳ ui + vj ≤ cij ∀(i, j) ∈ I × J.

✭❉P✮

■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ s❡t ❜②

Y (c)✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② (u∗, v∗) ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡

❜② f ∗ ❛♥❞✱ ❧❛st❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② Y ∗(c, a, b)✳

✹❚❤❡ ♥✉♠❜❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs

x ❛♥❞ c✳

✶✶



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ ✈❡r✐❢② ❜② q✉✐❝❦ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ t❤❛t t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧✇❛②s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ r❡❣✐♦♥ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜✉t ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥

t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚♦ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡ r❡❧② ♦♥ t❤❡

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶

■❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❤♦❧❞✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❇② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts ❛♥ ♦♣✲

t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡♥ ✇❡

❤❛✈❡ ❜② str♦♥❣ ❧✐♥❡❛r ❞✉❛❧✐t② ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱ t❤❛t ✭❉P✮ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❛❞♠✐ts ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✸✳✷

❆ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶ ✐s t❤❛t ✭❉P✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ✇❤❡♥❡✈❡r

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳

✶✳✸✳✷ ▲✐♥❡❛r ❞✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✇❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ❧✐♥❡❛r ❞✉❛❧✐t②✱ t❤❛t ✐s✱ ❢♦r ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s x ∈ S ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s (u, v) ∈ Y ✐t ❤♦❧❞s

〈c, x〉 ≥ 〈u, a〉+ 〈v, b〉 ✭✶✳✶✮

❛♥❞ ♦♣t✐♠❛❧ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s x∗ ∈ S∗ ❛♥❞ (u∗, v∗) ∈ Y ∗ s❛t✐s❢②

〈c, x∗〉 = 〈u∗, a〉+ 〈v∗, b〉. ✭✶✳✷✮

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✭❚P✮ ❛♥❞ ✭❉P✮ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② s❛t✐s❢② t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❍❡r❡❜②✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ♠✐♥✐♠✉♠

❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts✱ ❝❢✳ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳

✭✶✾✾✸✮✱ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (u, v)✿

cuvij
✳✳= cij − ui − vj. ✭✶✳✸✮

✶✷



✶✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

❚❤❡r❡❜②✱ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s x ∈ S ❛♥❞ (u, v) ∈ Y ❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❤♦❧❞s

xij > 0 ⇒ cuvij = 0

cuvij > 0 ⇒ xij = 0
✭✶✳✹✮

❢♦r ❛❧❧ (i, j) ∈ I × J ✳

✶✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣❡r♠✐t ❛ ❜❡tt❡r ✐♥✲

t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ ✕ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s ✕ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡

❣r❛♣❤✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❛❝❝❡♣t ❛ ❜✐t ♦❢ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❛s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✭❧✐♥❡❛r✮✺ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❛♣♣❧② s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r②✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦

❜❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ t❡r♠s ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ❑♦rt❡ ❛♥❞ ❱②❣❡♥ ✭✷✵✵✼✮ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞

✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳

✶✳✹✳✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st

✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇s✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐♣❛r✲

t✐t❡ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤

Gtp
✳✳= (Vtp, Etp) ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ■ts ✈❡rt❡① s❡t Vtp ✳✳= S ∪̇ T ✐s ❣✐✈❡♥

❜② t❤❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts S = {1, . . . ,m} ❛♥❞ T = {1′, . . . , n′}. ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✺❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ❧✐♥❡❛r

❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ ♣r❡✜① ✏❧✐♥❡❛r✑ ✐♥

t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s t❤❡ ✏♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st

✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✑✳

✶✸



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥❣ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡✻ s❡t Etp
✳✳= {ij | i ∈ S, j ∈ T} ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❣r❛♣❤ ✐s

❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ s❡ts t♦ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r s❡t✳ ❚❤❡

i

1

m

j

1′

n′

...

...

...

...
x i1

| c i1

xij | cij

x
in | cin

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp ✇✐t❤ t❤❡ s♦✉r❝❡s S ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡

❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦s T ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ✳

♥♦❞❡s i ∈ S r❡♣r❡s❡♥t s♦✉r❝❡s ✇✐t❤ s✉♣♣❧② ai ❛♥❞ t❤❡ ♥♦❞❡s j ∈ T s✐♥❦s ✇✐t❤

❞❡♠❛♥❞ bj r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐❢② ❝♦sts cij ❛♥❞ ❛ ✢♦✇ xij ✇✐t❤

❡❛❝❤ ❡❞❣❡ ij✳

❖❜s❡r✈❡✱ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉s❡❞ ♥♦t❛t✐♦♥ ❜② ❧❛❜❡❧✐♥❣ t❤❡

s✐♥❦s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ T ✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r✐♠❡✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡

♥♦❞❡s ✐♥ S ❛♥❞ T ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤✉s ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♠❛t❤❡✲

♠❛t✐❝❛❧❧② s♦✉♥❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s❡ts S ❛♥❞ T ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s

❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♠♣♦rt❛♥t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s

♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✲

❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✇❤❡♥ ✐♥❞✐❝❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡

✉s❡ j ✐♥st❡❛❞ ♦❢ j′✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐s ❛❧✇❛②s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢

❡❞❣❡s ❛♥❞ ✢♦✇ ♦r ❝♦st ✈❛r✐❛❜❧❡s s✐♥❝❡ ❤❡r❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐s ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❞❡r

✻■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s ❛s ❡❞❣❡s ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡♠

❜② ❛ ❜❛r✱ ✐✳❡✳ ij✱ ✇❤❡r❡❛s ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ❡❞❣❡s ❛s ❛r❝s ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤♦s❡ ❜② ❛♥

❛rr♦✇✱ ✐✳❡✳ ~ij✳

✶✹



✶✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✜rst ✐♥❞❡① ✐s ❛❧✇❛②s ✐♥ S ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛❧✇❛②s

✐♥ T ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✇r✐t❡ ij✱ xij ❛♥❞ cij ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ij′✱ xij′ ❛♥❞ cij′ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡✳❣✳ 11✱

x11 ❛♥❞ c11 ✐♥st❡❛❞ ♦❢ 11′✱ x11′ ❛♥❞ c11′ ✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧② ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♠✐t t❤❡ ♣r✐♠❡ ✐♥

t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✐♥❝❡ ❡✳❣✳ u1 ❝❧❡❛r❧② r❡❢❡rs t♦ 1 ✐♥ S ✇❤✐❧❡ v1 ✐s

✉♥✐q✉❡❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ 1′ ✐♥ T ✳

◆♦✇✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✢♦✇s xij
❛t ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦sts s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ s✉♣♣❧② ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✐s tr❛♥s♣♦rt❡❞ t♦ t❤❡

s✐♥❦s ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦r❡❣♦✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱

t❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐♥ ✭❚P✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥

t❤❛t t❤❡ s❡ts I ❛♥❞ J ❛r❡ ♥♦✇ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② S ❛♥❞ T ✱ ✐✳❡✳

min
x∈Rmn

∑

ij∈Etp

cijxij

s✳t✳
∑

j∈T

xij = ai ∀i ∈ S

∑

i∈S

xij = bj ∀j ∈ T

xij ≥ 0 ∀ij ∈ Etp.

✭✶✳✺✮

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ✢♦✇ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥

❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ai ❛♥❞ bj✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ♦t❤❡r r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

✢♦✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈✐t② ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥♦ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ✐♠♣♦s❡❞

♦♥ t❤❡ xij✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞✳

✶✳✹✳✷ ❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✭✶✳✺✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st

✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ −bj
❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✈✐❛ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s✐♥❦s ❜② ❛ −1 ✐♥

t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

min
x∈Rmn

∑

ij∈Etp

cijxij

s✳t✳
∑

j∈T

xij = ai ∀i ∈ S

∑

i∈S

−xij = −bj ∀j ∈ T

xij ≥ 0 ∀~ij ∈ Etp.

✭✶✳✻✮

✶✺



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp✱ t❤❡ ✭✶✳✺✮ ❛♥❞

✭✶✳✻✮ ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✼ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ tr❛♥✲

s✐t✐♦♥ t♦ ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ✐♠♣❧✐❡s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ✐✳❡✳

max
u∈Rm

v∈Rn

〈u, a〉 − 〈v, b〉

s✳t✳ ui − vj ≤ cij ∀~ij ∈ Etp.

✭✶✳✼✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r ❛♥ ❛r❝ ~ij✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (u, v) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ ~ij ✐♥ ✭✶✳✼✮✱ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

cuvij
✳✳= cij − ui + vj. ✭✶✳✽✮

❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ♦✛❡rs s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦

t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡①✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳

✶✳✹✳✸ ❇❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s ♦♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❧❧ st❛t❡♠❡♥ts

♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✷✱ ❝❛♥

❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ♣r♦✈❡♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇s ♦♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❣r❛♣❤s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱

✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s✉❧ts ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡

♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ r❡❢❡r

t❤❡ r❡❛❞❡r ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢

♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❧♦✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✭❚P✮ ❛s ❛ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s❡s ❛s s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s ♦♥ t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ Gtp✳ ■♥

♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

✼❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❛❧❧ ✢♦✇ ♣r❡s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥str❛✐♥ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ b ❜② −1✳

✶✻



✶✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✹✳✶

▲❡t Gtp ❜❡ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❆ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ Gtp ✐s ❛ ♠❛①✐♠✉♠

❛❝②❝❧✐❝ s✉❜s❡t T ⊆ Etp✱ t❤❛t ✐s✱ ❛ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦❞❡s ✐♥ Vtp✱ ✇❤✐❧❡

♥♦♥❡ ♦❢ ✐ts s✉❜s❡ts ❢♦r♠ ❛ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ Gtp✳

1

2

3

1

2

















✶ ✶ 0 ✵ 0 ✵

✵ ✵ 1 ✶ 0 ✵

✵ ✵ 0 ✵ 1 ✶

✶ ✵ 1 ✵ 1 ✵

✵ ✶ 0 ✶ 0 ✶

















❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❢♦r ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤m = 3 s♦✉r❝❡s ❛♥❞

n = 2 s✐♥❦s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐①M ✳ ❊❛❝❤ ❡♥tr②

1 ✐♥ t❤❡ ✜rst t❤r❡❡ r♦✇s ♦❢ M r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♦✉r❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❡❛❝❤ ❡♥tr②

1 ✐♥ t❤❡ ❧❛st 2 r♦✇s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s✐♥❦✳ ❚❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❛r❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡s

21 ❛♥❞ 31 ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡

❜❧❛❝❦ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ M ✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐① M ❛♥❞

r❡✈✐s✐t ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr②

✐♥ t❤❡ ✜rst m r♦✇s ♦❢ M ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛t❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐❡s t♦ t❤❡ ❧❛st n r♦✇s ♦❢ M ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ ♥♦❞❡s✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥Min+j ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡❞❣❡ ij ♦❢ Etp ❛♥❞

✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ❛r❡ t✇♦ ♦♥❡s❀ t❤❡

✜rst ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s♦✉r❝❡ ♥♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ m+ j

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✐♥❦ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ij✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❣r❛♣❤

✶✼



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

t❤❡♦r②✱ t❤❡ ♠❛tr✐① M ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ✭♦r ♥♦❞❡✲❡❞❣❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡

♠❛tr✐① ✮✳

❈❧❡❛r❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② r❡❧❛t❡ ✐♥❞❡① t✉♣❧❡s✱ ❡❞❣❡s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s✱ ✐✳❡

φ : I × J → Etp

(i, j) 7→ ij

ψ : Etp → {❈♦❧✉♠♥s ♦❢ M}
ij 7→ Min+j

✭✶✳✾✮

✇❤❡r❡ φ ❛♥❞ ψ ❛r❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣s✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ ✭❚P✮ ✐s ❛♥ ✐♥❞❡①

s❡t B ( I × J ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐♥❡❛r ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s

{Min+j | (i, j) ∈ B} ♦❢M ✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ❜❛s❡s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡

♠❛①✐♠✉♠ ❛❝②❝❧✐❝ ❡❞❣❡ s❡ts✱ ✐✳❡✳ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s✱ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤

Gtp✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✷

❇② ♠❛♣♣✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ✈✐❛ t❤❡ ❜✐s❡❝t✐♦♥ ✭✶✳✾✮ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡s ♦❢ M ❛♥❞ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤

Gtp✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ❢♦r t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

❆♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦♣❡rt② r❡❣❛r❞✐♥❣ ❛ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s

♠❛tr✐① ✇❛s ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞ ✐♥ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✻✸✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✸

●✐✈❡♥ ❛ ❜❛s✐s B ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠✱ t❤❡ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♠❛tr✐①MB ❝❛♥ ❜❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ t♦ ❜❡ ✉♣♣❡r

✭♦r ❧♦✇❡r✮ tr✐❛♥❣✉❧❛r✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❇r❛❞❧❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✼✮✳

✶✽



✶✳✹ ▼✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡s❡ t❤❡♦r❡♠s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r ❝❛❧❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♣❛♥✲

♥✐♥❣ tr❡❡ TB ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❛s✐s B t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ♦❢ B✳

●❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s

❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss ❛♥❞ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

❙✐♠♣❧❡① ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❧❡t ✉s ❛❧s♦ st❛t❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ s♦♠❡ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❞✐r❡❝t❡❞✽ ❣r❛♣❤ G = (V, ~E) ✇✐t❤ ✈❡rt❡① s❡t V ❛♥❞ ❛r❝ s❡t ~E✱ ✇❤❡r❡ |V | =
n ❛♥❞ | ~E| = m✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✱ ❡❛❝❤

❛r❝ ~ij ∈ ~E ❤❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ ♥♦❞❡ i t♦ ♥♦❞❡ j✳ ❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢

t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡ts ♦❢ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❛♥❞ ♦✉t❣♦✐♥❣ ❛r❝s Ik =

{i ∈ V | ~ik ∈ ~E} ❛♥❞ Ok = {j ∈ V | ~kj ∈ ~E} ❛t ♥♦❞❡ k ∈ V ✳ ❆s ✐♥

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦sts ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛r❝
~ij ∈ ~E ❜② cij ❛♥❞ xij✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡①❝❡ss ek ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✢♦✇ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢

❛ ♥♦❞❡ k ∈ V ✳ ■♥ ❝❛s❡ ek > 0✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❛ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r

ek < 0 ✐t r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞❡♠❛♥❞✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠

❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

min
x∈R

∑

~ij∈ ~E

cijxij

s✳t✳
∑

j∈Ok

xkj −
∑

i∈Ik

xik = ek ∀k ∈ V

xij ≥ 0 ∀~ij ∈ ~E.

✭▼❈❋u✮

■❢ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s oij > 0 ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡

❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✿

min
x∈R

∑

~ij∈ ~E

cijxij

s✳t✳
∑

j∈Ok

xkj −
∑

i∈Ik

xik = ek ∀k ∈ V

0 ≤ xij ≤ oij ∀~ij ∈ ~E.

✭▼❈❋c✮

◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❧♦♦s❡ ❛♥② ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❡①♣❧✐❝✐t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s lij
✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ xij ❜② x′ij ✇❤❡r❡ x

′
ij = xij−lij

✽❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② ❛ ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② s✐♥❝❡ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s✱ ❝❢✳ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

✶✾



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

②✐❡❧❞s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❜② ③❡r♦✱

✐✳❡✳ x′ij ≥ 0✱ ❝❢✳ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

❈❧❡❛r❧②✱ ✭▼❈❋u✮✱ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✭▼❈❋c✮✱ ✇❤❡r❡❜② ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s oij ❛r❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✭✶✳✺✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛❧s♦ ✭❚P✮✱ ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ✭▼❈❋u✮✳

❘❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ▲❛st❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s πk ❢♦r k ∈ V ❛r❡ ♦❢t❡♥

❝❛❧❧❡❞ ♥♦❞❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ✐♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❞✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r ✭▼❈❋u✮ ❛♥❞ ✭▼❈❋c✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② cπij = cij − πi + πj✳

✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)

❆❢t❡r ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❜❛s✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b) ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✱ ✇❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss ❝♦♥s❡✲

q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② tr✐✈✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢♦r

t❤❡ r❡❛❞❡r✬s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣r♦♦❢s✳

❆✉①✐❧✐❛r② ♥♦t❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❜❡❣✐♥✱ ❛ ❜r✐❡❢ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞✿ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡

❜② ✶k t❤❡ k✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦♥❡s✱ ✐✳❡✳

✶k ∈ Rk ❛♥❞ ∀i ∈ {1, . . . , k} : ✶k
i = 1

❛♥❞ ❛t t✐♠❡s ✉s❡ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ❛ ✈❡❝t♦r ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛

s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ s✉♠ s✐❣♥✱ ❡✳❣✳
mn
∑

i=1

xi = 〈x,✶mn〉.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ w′ = w + β ❢♦r t✇♦ ✈❡❝t♦rs w ❛♥❞ w′ ♦❢ ❡q✉❛❧

❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❛♥❞ ❛ s❝❛❧❛r β ∈ R ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ w ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞

❜② β✱ ✐✳❡✳

∀i ∈ {1, . . . , d} : w′
i = wi + β.

✷✵



✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)

✶✳✺✳✶ ❋❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ st❛t❡ t✇♦ s✐♠♣❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶

❚❤❡ s✉♠ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ x ∈ S ♦❢ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ (c, a, b) ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧② a ♦r t❤❡

❞❡♠❛♥❞ b✱ ✐✳❡✳

〈x,✶mn〉 = 〈a,✶m〉 = 〈b,✶n〉.

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✷

▲❡t λ > 0 ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r✳ ❚❤❡♥ ✈❡❝t♦rs x ❛♥❞ x̂ ✐♥ Rm×n✱ a ❛♥❞ â ∈ Rm
≥0

❛♥❞ b ❛♥❞ b̂ ∈ Rn
≥0 s❛t✐s❢②

x ∈ S(a, b) ⇐⇒ λx ∈ S(λa, λb)

x ∈ S(a, b) ❛♥❞ x̂ ∈ S(â, b̂) =⇒ x+ x̂ ∈ S(a+ â, b+ b̂).

✶✳✺✳✷ ■♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s

▲❡t ✉s ❛❞✈❛♥❝❡ t♦ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛✲

t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱

✏✐♥✈❛r✐❛♥t✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ❡s✲

s❡♥t✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❡t✱ t❤❛t ✐s✱ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

✈❛❧✉❡ ❡✐t❤❡r r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❡❞✱ ❡✳❣✳ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛♥

❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛❢t❡r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✸

❆ ♠❛♣♣✐♥❣ (c, a, b) 7→ (c̃, ã, b̃) ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ (c, a, b) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❛✣♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ (c̃, ã, b̃) ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡✲

✷✶



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ❡①✐st s❝❛❧❛rs α ∈ R ❛♥❞ β ∈ R s✉❝❤ t❤❛t

S∗(c, a, b) = α · S∗(c̃, ã, b̃) + β

❛♥❞ s❝❛❧❛rs γ ∈ R ❛♥❞ δ ∈ R s✉❝❤ t❤❛t

f ∗(c, a, b) = γ · f ∗(c̃, ã, b̃) + δ.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ (c̃, ã, b̃) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

(c, a, b)✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✹

▲❡t α > 0 ❛♥❞ β ∈ R ❜❡ t✇♦ s❝❛❧❛rs✳ ❚❤❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ x ∈ Rm×n ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ (c, a, b) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts (αc+ β, a, b)✱ ✐✳❡✳

S∗(c, a, b) = S∗(αc+ β, a, b).

❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡

s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ❛s ✇❡❧❧✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✺

▲❡t λ > 0 ❜❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ s❝❛❧❛r✳ ❚❤❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ x ∈ Rm×n ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ (c, a, b) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ λx ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ s❝❛❧❡❞

♣r♦❜❧❡♠ (c, λa, λb)✱ ✐✳❡✳

λS∗(c, a, b) = S∗(c, λa, λb).

Pr♦♦❢✳ ▲❡t λ > 0 ❛♥❞ λx∗ ∈ S∗(c, λa, λb) ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ 〈λx∗, c〉 ≤ 〈y, c〉
❢♦r ❛❧❧ y ∈ S(λa, λb). ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ y t❤❡r❡ ❡①✐sts x s✉❝❤ t❤❛t x = y

λ

✷✷



✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)

✇❡ ❝❛♥ s✉❜st✐t✉t❡ y ❜② λx ❛♥❞ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✷ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡

〈λx∗, c〉 ≤ 〈y, c〉 ∀y ∈ S(λa, λb)

⇐⇒ 〈λx∗, c〉 ≤ 〈λx, c〉 ∀λx ∈ S(λa, λb)

⇐⇒ 〈λx∗, c〉 ≤ 〈λx, c〉 ∀x ∈ S(a, b)

⇐⇒ 〈x∗, c〉 ≤ 〈x, c〉 ∀x ∈ S(a, b)

✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ x∗ ∈ S∗(c, a, b)✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✺✳✹ ❛♥❞ ✶✳✺✳✺ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♦♣t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❜② tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛r❜✐tr❛r② ❝♦st ✈❡❝t♦rs c ∈ Rm×n

❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡❞ s✉♣♣❧✐❡s a > 0 ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s b > 0 t♦ st✉❞② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s

✇✐t❤ ❡✳❣✳ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ [0, 1] ❛♥❞ 〈a,✶m〉 = 〈b,✶n〉 = 1✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s

❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢

❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❝❧❛ss❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❚❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦r♦❧❧❛r②✿

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✺✳✻

▲❡t c ∈ Rm×n ❜❡ s♦♠❡ ❝♦st ✈❡❝t♦r✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

c 7→ c̃ ∈ [0, 1]m×n ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♦♣❡r❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❙❡t ĉ ✳

✳= c− β ✇❤❡r❡ β ✳

✳= min{0, min
(i,j)∈I×J

cij}✳

✷✳ ❙❡t c̃ ✳

✳= 1
α
· ĉ ✇❤❡r❡ α ✳

✳= max
(i,j)∈I×J

cij✳

Pr♦♦❢✳ ❖❜s❡r✈❡✱ t❤❛t ❛❢t❡r ✶✳ ✇❡ ❤❛✈❡ ĉ ≥ 0 ❛♥❞ t❤✉s ✷✳ ②✐❡❧❞s 0 ≤ c̃ ≤ 1✳

✶✳✺✳✸ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ❛♥❞ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st

❝♦❡✣❝✐❡♥ts

❚♦ s✉♣♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)✱ ❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛

✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ②❡t ✉♥❞❡rr❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✭✐♥ t❡❛❝❤✐♥❣✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❧✐t❡r❛✲

t✉r❡✮ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡

✷✸



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st ♠❛tr✐❝❡s

C ≥ 0✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡❧❛① t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣

t❤❡ ❢♦r✇❛r❞❡r t♦ ♦♣t✐♦♥❛❧❧② tr❛♥s♣♦rt ♠♦r❡ t❤❛♥ ai ♦r bj ❢r♦♠ ❣✐✈❡♥ ♦r✐❣✐♥s

i ♦r t♦ ❣✐✈❡♥ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s j ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❛❧❧ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ ✭❚P✮ ❜②

✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts✿

min
x∈Rmn

〈c, x〉
s✳t✳ Ax ≥ a

Bx ≥ b

x ≥ 0.

✭❚P≥✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛❞❞ ❛♥ ❛❞❞✐✲

t✐♦♥❛❧ s✉❜s❝r✐♣t ≥✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡

(C, a, b)≥, S≥, S
∗
≥, x

∗
≥ ❛♥❞ f ∗

≥

t♦ r❡❢❡r t♦ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡

r❡❧❛①❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

max
u∈Rm

v∈Rn

〈u, a〉+ 〈v, b〉

s✳t✳ ui + vj ≤ cij ∀(i, j) ∈ I × J

ui ≥ 0 ∀i ∈ I

vj ≥ 0 ∀j ∈ J.

✭❉P≥✮

❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞❛♣t❡❞ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❉P✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐✳❡✳

Y≥, Y
∗
≥ ❛♥❞ (u∗, v∗)≥.

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✭❉P✮✾✱ t❤✐s r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ ♥✐❝❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡

r❡❣✐♦♥ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✼

❋♦r ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t (C ≥ 0, a, b)✱ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ Y≥(c) ♦❢ ✭❉P≥✮ ✐s ♥♦♥✲❡♠♣t②

✾❚❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✭❉P✮ ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦✉♥t❡r❡①✲

❛♠♣❧❡ m = n = 1✱ a = b = 1 ❛♥❞ c ∈ R1 ✇❤❡r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡

❧✐♥❡ u+ v = c✳

✷✹



✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)

❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✐♥❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

0 ≤ ui ≤ min
1≤j≤n

cij ∀i ∈ I

0 ≤ vj ≤ min
1≤i≤m

cij ∀j ∈ J.

Pr♦♦❢✳ ❋♦❧❧♦✇s ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✭❉P≥✮✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❞✐s❝✉ss✱ ❤♦✇ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✭❚P✮ ❛♥❞ ✭❚P≥✮ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✳

❈❧❡❛r❧②✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥② ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥t cij < 0✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❚P≥✮

✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝♦♥str❛✐♥ts ❛❧❧♦✇ ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢

xij ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛r❜✐tr❛r② ♥❡❣❛t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ cij · xij < 0✳

❚❤✉s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ C ≥ 0 ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✸✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡

✇♦✉❧❞ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❢♦r ❣✐✈❡♥ ✐♥♣✉t ❞❛t❛ (C ≥ 0, a, b)✱ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢

✭❚P✮ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❚P≥✮✱

s✐♥❝❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ♦♥❧② t♦ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢

tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✉♥✐ts ✐s ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✉♥✐t ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹

s❤♦✇s t❤❛t t❤✐s ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❡t ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚♦ ♣✉t ✐t ❜r✐❡✢②✱ ✐♥

t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❝♦sts

❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✉♥✐ts✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s

❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❢♦r q✉✐t❡ s♦♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ♦r ♠♦r❡✲❢♦r✲❧❡ss ♣❛r❛❞♦①✳ ❋♦r♠❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✽

❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❢♦r ✜①❡❞ ✐♥♣✉t ❞❛t❛

(C, a, b)✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭❚P≥✮ ✐s str✐❝t❧② ❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡

♦❢ ✭❚P✮✱ ✐✳❡✳

f ∗
≥(C, a, b) < f ∗(C, a, b).

❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❛r❛❞♦① ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧

♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ s✐♥❝❡ ✐t ♠❛② ❡♥❛❜❧❡ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦✲

❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ❜② ❡①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ s❤✐♣♠❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱

✷✺



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

1

a1 = 2

2

a2 = 1

1

b1 = 2

2

b2 = 1

xij | cij

1 | 3

1 | 1

1
| 1

0 | 1

1

a1 = 2

2

a2 = 1

1

b1 = 2

2

b2 = 1

xij | cij

0 | 3

2 | 1

2
| 1

0 | 1

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❖♥ t❤❡ ❧❡❢t s✐❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ✭❚P✮ ✐s ❞❡✲

♣✐❝t❡❞ ✇❤❡r❡ 3 ✉♥✐ts ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ❝♦sts ♦❢ 5✳ ❖♥ t❤❡

r✐❣❤t s✐❞❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ✭❚P≥✮ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡

✐♥♣✉t ❞❛t❛ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇❤❡r❡ 4 ✉♥✐ts ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✇✐t❤ t♦t❛❧

❝♦sts ♦❢ 4✳ ❚❤✉s t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ♦❝❝✉rs✳

✷✻



✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)

✐✳❡✳ r❡❧❛①✐♥❣ ✭s♦♠❡✮ ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❲❤✐❧❡ s♦♠❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳

❙❝❤r❡♥❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✮ st❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❞♦① ✐s ❞✉❡ t♦ ❈❤❛r♥❡s ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥

✭✶✾✼✶✮ ❛♥❞ ❙③✇❛r❝ ✭✶✾✼✶✮✱ ✐t ✐s ❤✐♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛r♥❡s ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥ ✭✶✾✼✶✮ ❛♥❞

❉❡✐♥❡❦♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮ t❤❛t ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❦♥♦✇♥ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❆✳ ❈❤❛r♥❡s ❛♥❞

❲✳❲✳ ❈♦♦♣❡r ❢♦r q✉✐t❡ ❛ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t ❛♥❞ ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✉s❡❞ ❛s

❛♥ ❡①❛♠ ♣r♦❜❧❡♠ ❜② ❆❧✐s♦♥ ❉♦✐❣ ❛t t❤❡ ▲♦♥❞♦♥ ❙❝❤♦♦❧ ♦❢ ❊❝♦♥♦♠✐❝s ❜② ✶✾✺✾✳

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❞♦①✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡r t❤✐♥❣s✱ ✐s ❧✐♥❦❡❞

t♦ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✐♥

❉❡✐♥❡❦♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✐♠♠✉♥❡ ❝♦st ♠❛tr✐❝❡s ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✾

❆ ❝♦st ♠❛tr✐① C ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♠♠✉♥❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①✱ ✐❢ ❢♦r

❛r❜✐tr❛r② s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s ✈❡❝t♦rs a ∈ Rm
>0 ❛♥❞ b ∈ Rn

>0 t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣❛r❛❞♦① ❞♦❡s ♥♦t ♦❝❝✉r✳

❚❤❡✐r ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ C ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ✐♠♠✉♥❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✵

❆ ❝♦st ♠❛tr✐① C ∈ Rm×n ✐s s❛✐❞ t♦ ❤❛✈❡ ✐♠♠✉♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ❢♦r

❛❧❧ 1 ≤ i, r ≤ m ❛♥❞ ❢♦r ❛❧❧ 1 ≤ j, s ≤ n ✇❤❡r❡ i 6= r ❛♥❞ j 6= s ✐t ❤♦❧❞s

cij ≤ cis + crj.

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ②✐❡❧❞s ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

✐♠♠✉♥✐t② ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ (C, a, b) t♦ t❤❡ ♣❛r❛❞♦①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ s✉♣♣❧② ✈❡❝t♦rs a ❛♥❞ b✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✶✶

❆ ❝♦st ♠❛tr✐① C ≥ 0 ✐s ✐♠♠✉♥❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧②

✐❢ C ❤❛s ✐♠♠✉♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✹ ✐♥ ❉❡✐♥❡❦♦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳

✷✼



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛♥②

❝♦st ♠❛tr✐① C s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ♠❛tr✐① ✐s ✐♠♠✉♥❡✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✷

▲❡t C ∈ [0, 1]m×n ❜❡ ❛ ❝♦st ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ [0, 1]✳ ❚❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✲

❢♦r♠❡❞ ♠❛tr✐① C̃✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

c̃ij ✳

✳=
1

3
(cij + 1)

❢♦r ❛❧❧ (i, j) ∈ I × J ✱ ✐s ✐♠♠✉♥❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①✳

Pr♦♦❢✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ✐♥✈❛r✐❛♥t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✹ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ❣r❡❛t❡r ♦r ❡q✉❛❧ t❤❛♥

③❡r♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❧❡t i, r ❛♥❞ j, s ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t 1 ≤ i, r ≤ m ❛♥❞ 1 ≤ j, s ≤ n

✇❤❡r❡ i 6= r ❛♥❞ j 6= s✳ ❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

c̃ij ≤ c̃is + c̃rj

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦
1

3
(cij + 1) ≤ 1

3
(cis + 1 + crj + 1).

❘❡❞✉❝✐♥❣ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥

cij + 1 ≤ cis + crj + 2,

✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r C ∈ [0, 1]m×n✳ ❍❡♥❝❡✱ C̃ ≥ 0 ❤❛s ✐♠♠✉♥❡

❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♠♠✉♥❡ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ❜② ❚❤❡♦r❡♠

✶✳✺✳✶✶✳

❚❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✳✺✳✹ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ [0, 1]✲❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r ❛r❜✐✲

tr❛r② ❝♦st ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡s❡ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥

✶✳✺✳✶✷ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ✐s ✐♠♠✉♥❡ ❛❣❛✐♥st

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①✳

❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✺✳✶✸

▲❡t C ∈ Rm×n ❜❡ ❛ ❝♦st ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡♥ ❈♦r♦❧❧❛r② ✶✳✺✳✻ ❛♥❞ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✷

♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ✐♥✈❛r✐❛♥t tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ C 7→ C̃ s✉❝❤ t❤❛t C̃ ✐s ✐♠♠✉♥❡ ❛❣❛✐♥st

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①✳

✷✽



✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♠♠✉♥❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐♥st❛♥❝❡s

(C, a, b)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛r❛❞♦① ❛r✐s❡s ✈✐❛ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ✇❛s ✜rst ❞♦♥❡ ❜②

❙③✇❛r❝ ✭✶✾✼✶✮✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t ❢♦r♠

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✮ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✶✹

❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ (C, a, b) t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ❛r✐s❡s

✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐♥ ❡✈❡r② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (u∗, v∗) ∈ Y ∗ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♥♦♥✲r❡❞✉♥❞❛♥t

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✐✳❡✳

∃i ∈ I : u∗i < 0 ∨ ∃j ∈ J : v∗j < 0.

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✐♥ ❙③✇❛r❝ ✭✶✾✼✶✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t ✕ ❛♣❛rt

❢r♦♠ ✐ts t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣❡❛❧ ✕ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦① ❣✐✈❡s ❛ ❧♦t ♦❢ ❞❡s✐r❛❜❧❡

♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✶✹ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥✲

t❡r❡st✐♥❣ ♦♣t✐♦♥ t♦ ♣r❛❝t✐t✐♦♥❡rs ✇❤♦ ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ r❡❧❛① ✭s♦♠❡✮ ❝♦♥str❛✐♥ts

♦❢ t❤❡✐r tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ s❡✈❡r❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❙③✇❛r❝ ✭✶✾✼✶✮✱ ❈❤❛r♥❡s ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥ ✭✶✾✼✶✮✱

❋✐♥❦❡ ✭✶✾✼✽✮ ❛♥❞ ❙❝❤r❡♥❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ❞♦♥❡ ❜② ❋✐♥❦❡

✭✶✾✼✽✮ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜②

♣♦st✲♦♣t✐♠❛❧ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❞♦①✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❆✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥st❛♥❝❡s✱ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ✶✽✳✻✪ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢

tr❛♥s♣♦rt❡❞ ✉♥✐ts ✇❛s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✷✵✳✺✪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s✐❞❡ ❢r♦♠ ✐♠♣r♦✈✐♥❣

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✶✶ ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥st❛♥❝❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ♦r ♣r❡✈❡♥t✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛❞♦①✱ ✐❢ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠✐ts s♦♠❡

❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥♣✉t (C, a, b)✳ ▲❛st❧②✱ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❤❛s ♥♦ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥✲

♣✉t ♦r t❤❡ ♦♣t✐♦♥ t♦ r❡❧❛① ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❦♥♦✇✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ✭❚P✮ ❛♥❞ ✭❚P≥✮ ❤❛✈❡

t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ♦♥❡ ✐s tr②✐♥❣ t♦ s♦❧✈❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✼ ②✐❡❧❞s

t❤❛t t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ✭❉P≥✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞✳

✷✾



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✶✳✺✳✹ ■♥t❡❣❡r ✐♥♣✉t ❞❛t❛

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ st❛t❡ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤♦❧❞✐♥❣ ❢♦r ✐♥t❡❣❡r ✐♥♣✉ts✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✺

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s a ❛♥❞ b t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛❞♠✐ts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞

❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❍❡r❡❜②✱ t❤❡ r❡s✉❧t ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜②

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❛ ❝②❝❧❡✲❝❛♥❝❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖t❤❡r ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡

t❤❡ ✉♥✐♠♦❞✉❧❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❈r❛♠❡r✬s r✉❧❡ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❑♦rt❡ ❛♥❞ ❱②❣❡♥ ✭✷✵✵✼✮✮ ♦r tr✐❛♥❣✉❧❛r

r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐①✱ ❝❢✳ ●❛ss ✭✶✾✻✾✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✺✳✶✻

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts C t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❞♠✐ts

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥t❡❣❡r s♦❧✉t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤✐s st❛♥❞❛r❞ r❡s✉❧t ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❛❧s♦

❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ✐t ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥

✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ ✐♥t❡❣❡r ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs

✐♥ ❡✈❡r② ✐t❡r❛t✐♦♥ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡ ❝♦sts ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳

✶✳✺✳✺ ❙♣❛rs✐t②

❙♣❛rs✐t② ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t

♠❛tr✐① ♦❢ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❛ss✉♠❡ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✳ ❋♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❡

❞❡♥s✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦s t♦ ③❡r♦s✱ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐①M ✐s ❣✐✈❡♥

❜②

2(m+ n)

mn(m+ n)
=

2

mn
,

✸✵



✶✳✺ Pr♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b)

✇❤✐❝❤ ✕ ❢♦r ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m ❛♥❞ n ✕ ✇✐❧❧ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s

s♣❛rs❡✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❧❛t❡r ✐♥

t❤✐s t❤❡s✐s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐① M ✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C

✐s ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜✉t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❞❡♥s❡

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①✱ t❤❛t ✐s C ✐s ♥♦t s♣❛rs❡ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤❡

r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ✐s t✇♦❢♦❧❞✿

• ❙♣❛rs✐t② ✐♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭❝♦st ♠❛tr✐①✮ ✇✐❧❧ ✕ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡

✕ ♥♦t ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♥❡❝❡ss✐t② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

❜❡❝❛✉s❡ ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ♦♥ r♦✉t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ③❡r♦ ❝♦sts ♠✐❣❤t

st✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ tr❛♥s♣♦rt ♦♥ r♦✉t❡s ✇✐t❤ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦sts✳ ❚❤✉s✱ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥

♦❢ s♣❛rs✐t② ❣♦❡s ❤❛♥❞ ✐♥ ❤❛♥❞ ✇✐t❤ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡

❝♦st ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳

• ■❢ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡

❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❝s ✐s ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ✭♦r t♦ ✉s❡ ❛♥♦t❤❡r

t❡r♠✐♥♦❧♦❣②✿ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛r❝s ✐s r❡str✐❝t❡❞✮✱ ❛ ❧♦t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧

str✉❝t✉r❡ ♠♦t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧♦st✳ ❆s ♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧

✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t t❤❡

❡ss❡♥t✐❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❛t ♦♥❡ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥

❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ✐♠♣♦s❡s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② str✉❝t✉r❡

✭s❡❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ✭♦r ✐♥❝✐❞❡♥❝❡✮ ♠❛tr✐①M✮ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢r♦♠

❣❡♥❡r❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ❥✉st✐✜❡s ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ tr❡❛t♠❡♥t ❛♥❞ ✐♥

♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠❛❦❡s ✐t ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ s♣❡❝✐❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s♣❛rs❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣❧② ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✲

✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ s♦❧✈❡rs ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r s♣❛rs❡ ♣r♦❜❧❡♠s s✐♥❝❡ ✕ ❞✉❡ t♦ t❤❡

✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✕ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ t❤✐s ❛r❡❛ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦r❡

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❡❛s✐❡r t♦ ❛❝q✉✐r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❡①✐st tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✸✶



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛r❝s✱ ❡✳❣✳ ❑❧❡✐♥s❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❙❝❤❛♥♥❛t❤ ✭✶✾✾✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✷ ❛♥❞ ♠❛② ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳

✶✳✺✳✻ ❉❡❣❡♥❡r❛❝②

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✳ ❆s st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ ❛

❣✐✈❡♥ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ x ✇✐t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s✐s B ❞❡❣❡♥❡r❛t❡✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t

❤♦❧❞s xij = 0 ❢♦r s♦♠❡ (i, j) ∈ B✳ ❖❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ♥♦t ♦♥❧② ♦❢

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❡st ❜✉t ❛ ♠❛❥♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦♥❝❡r♥ s✐♥❝❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s

❝❛♥ ♥❡❣❛t✐✈❡❧② ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥

t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❝②❝❧✐♥❣✱ t❤❛t ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ r❡♣❡t✐t✐✈❡

s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣✐✈♦ts✶✵ ♠❛② ♣r❡✈❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢r♦♠ t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❛❢t❡r

❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ♦❜st❛❝❧❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜②

♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡

♦❢ ❇❧❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✭❝❢✳ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ❛♥❞ ❨❡ ✭✷✵✶✺✮✮ ♦r ✐♥tr♦❞✉❝❡

str♦♥❣❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s ✐♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ✭❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✮✳ ❆

♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ✐♥♣✉t ✈❡❝t♦rs a ❛♥❞ b ✐s ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳✶✼

❆ ❣✐✈❡♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ (C, a, b) ❛❞♠✐ts ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✐❢ ❛♥❞

♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐st ♥♦♥✲❡♠♣t② s✉❜s❡ts I ′ ⊆ I ❛♥❞ J ′ ⊆ J s✉❝❤ t❤❛t

∑

i∈I′

ai =
∑

j∈J ′

bj.

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦♦❢ ♦r ❙❝❤✇✐♥♥ ✭✷✵✶✺✮ ❢♦r ❛ ♣r♦♦❢

✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ❝♦♥❝❡♣ts✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡♠✱ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮ st❛t❡s ❛ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❛✈♦✐❞ ✑❞❡❣❡♥✲

✶✵❆ ♣✐✈♦t ✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ▼❡t❤♦❞ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❜❛s✐s ❜✉t ♥♦t t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡s❡ st❡♣s ❞♦

♥♦t ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✳

✸✷



✶✳✻ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❡r❛❝②✏ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡

❡ss❡♥t✐❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ♣❡rt✉r❜ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ a ❛♥❞ b ❜② s♠❛❧❧

✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✈❛❧✐❞ ❞❡❝✐♠❛❧ ♣❧❛❝❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❡q✉❛❧ ♣❛rt✐❛❧ s✉♠s

♦❢ ai ❛♥❞ bj✳

✶✳✻ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

■♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡

❤❛❞ ❛ ❞✐r❡❝t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐ts❡❧❢

❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t ♠❛❥♦r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ s✉❜✲❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱

♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇s ♦r ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧s♦ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡

♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❝❡♥t✉r②✳ ❍❡♥❝❡✱ t♦ ❞♦ ❥✉st✐❝❡ t♦ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ st♦r✐❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇♦✉❧❞ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢

t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐s ♦♥❧② ❛ ❜r✐❡❢ ❛❝❝♦✉♥t

♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ❡✳❣✳ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✻✸✮✱ ❈❤❛r♥❡s

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✺✮✱ ●❛ss ✭✶✾✾✵✮ ❛♥❞ ❙❝❤r✐❥✈❡r ✭✷✵✵✷✮ ❢♦r ♠♦r❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✳

✶✳✻✳✶ ❊①❛❝t s♦❧✈❡rs

❚❤❡ ✜rst ❢♦r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s

❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❛s ❡❛r❧② ❛s t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✶✽t❤ ❝❡♥t✉r② ❜② ●❛s♣❛r❞ ▼♦♥❣❡✱ ✇❤♦

st✉❞✐❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ s♦✐❧ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❋r❡♥❝❤

❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s✱ s❡❡ ▼♦♥❣❡ ✭✶✼✽✶✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

st❛t❡ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✱ t❤❡ ✜rst ❦♥♦✇♥ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ ❛❧♠♦st ✶✺✵ ②❡❛rs ❧❛t❡r ✐♥ ✶✾✸✵✳ ❆t t❤❛t t✐♠❡ ❆✳ ◆✳ ❚♦❧✲

st♦✐ st✉❞✐❡❞ s❡✈❡r❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt✐♥❣

❣♦♦❞s ✐♥ t❤❡ r❛✐❧✇❛② ♥❡t✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ❙♦✈✐❡t ❯♥✐♦♥ ❛♥❞ ✇❛s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ✜rst

t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ♥♦✇ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❝②❝❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧✐t②✶✶✱ ❝❢✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r

✶✶❆♥ ♦♣t✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❝②❝❧❡ ♦❢

♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦sts ✐♥ ✐ts r❡s✐❞✉❛❧ ❣r❛♣❤✳
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✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✭✷✵✵✷✮✳ ❍✐s ✇♦r❦ ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤

✭✶✾✻✵✮✶✷✱ ✇❤♦ st❛t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❜② ❍✐t❝❤❝♦❝❦ ✭✶✾✹✶✮✳

❆r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ❑♦♦♣♠❛♥s

✭✶✾✹✾✮ ✇❤♦✱ ❛s ❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤ ✭✶✾✺✽✮✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❛ ❝②❝❧❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳

❚❤❡r❡❜②✱ ❍✐t❝❤❝♦❝❦ ✭✶✾✹✶✮ ❛♥❞ ❑♦♦♣♠❛♥s ✭✶✾✹✾✮ r❡♣r❡s❡♥t ♥♦t ♦♥❧② s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ✜rst ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❜✉t ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♠❛♥②

❝♦♥❝❡♣ts t❤❛t ♣r❡s❛❣❡❞ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♣r♦♣♦s❡❞

❜② ●✳❇✳ ❉❛♥t③✐❣ ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✹✵s ✭❝❢✳ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✾✵✮✮✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥

❛t t❤✐s t✐♠❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ ❝❧❡❛r❡r ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮ ❛❞❛♣t❡❞ ❤✐s

♠❡t❤♦❞ s❤♦rt❧② t❤❡r❡❛❢t❡r ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥✐t✐❛t❡❞

t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠♦❞❡r♥ ✈❡rs✐♦♥

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ✐t ❛s t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ♦r ❚P❙ ✐♥ s❤♦rt✳

■t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❆❢t❡r ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❡ ❚P❙ ✇❛s r❡✈✐❡✇❡❞ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥

s❡✈❡r❛❧ ♣❛♣❡rs✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❉❡♥♥✐s ✭✶✾✺✽✮✱ ●❧✐❝❦s♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✻✵✮ ✇❤♦ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡❞ ❝♦❞✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ ✇❤♦ ❛♥❛❧②③❡❞

❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣✐✈♦t ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✲

✉❧❛r✱ s♦♠❡ ♠❛❥♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ✏❝♦♥tr✐❜✉t❡❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣

t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✑✭●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮✮ ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤

r❡❣❛r❞ t♦ ❜❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ❑❧✐♥❣✲

♠❛♥ ✭✶✾✼✷✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✷✮✱ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✷✮✱ ●❧♦✈❡r

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞ ❇r❛❞❧❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❚❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧

✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❈❤❛r♥❡s

❛♥❞ ❈♦♦♣❡r ✭✶✾✺✹✮ ♠❛❞❡ ❛ ♣❡❞❛❣♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① t♦ ❛ ❜r♦❛❞❡r ❛✉❞✐❡♥❝❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞

❙t❡♣♣✐♥❣ ❙t♦♥❡ ▼❡t❤♦❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❚P❙ ✇❛s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦✇❛r❞s ❣❡♥❡r❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❚❤✐s

❜r♦✉❣❤t ✇✐t❤ ✐t ❛ ♠✉❝❤ ✇✐❞❡r ✜❡❧❞ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛ ❧♦t ♦❢

✶✷❚❤✐s r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❊♥❣❧✐s❤ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡✱ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✶✾✸✾ ✐♥ ❘✉ss✐❛♥✳

✸✹



✶✳✻ ❍✐st♦r② ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳ ❆ ❣♦♦❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ❛ r❡❝❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞② ✐♥ ❑♦✈á❝s

✭✷✵✶✺✮✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ ❜✐♣❛rt✐t❡

❣r❛♣❤ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✱ s❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✉s✐♥❣ ❝♦♠❜✐♥❛✲

t♦r✐❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❡r❡ ♠❛❞❡✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇s ✐s ♣❡r❤❛♣s ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ ❜❡st ❜② t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t ✐t r❡♣❡❛t❡❞❧② ❤❛s ❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ▲✳❘✳ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❉✳❘✳

❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭❝❢ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭✶✾✺✻✮✱ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭✶✾✺✼❛✮✱ ❋♦r❞

❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭✶✾✺✼❜✮ ❛♥❞ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭✶✾✻✷✮✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s✱

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛①✐♠❛❧ ✢♦✇s ✐♥ ♥❡t✇♦r❦s ✭❋♦r❞ ❛♥❞

❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭✶✾✺✼❜✮✮✱ t❤❡ ❖✉t✲♦❢✲❑✐❧t❡r ▼❡t❤♦❞ ✭❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭✶✾✺✼❛✮✮

♦r ❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❍✉♥❣❛r✐❛♥ ▼❡t❤♦❞ ❜② ▼✉♥❦r❡s ✭✶✾✺✼✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋♦r❞ ❛♥❞

❋✉❧❦❡rs♦♥ ✭✶✾✺✻✮✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❡❛

♦❢ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✇❛s ♠❛❞❡ ❜② ◆✳❩✳ ❙❤♦r ✐♥ t❤❡ ✶✾✻✵s ✭❝❢✳ ❙❤♦r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✺✮✶✸✮✱

✇❤♦ ✕ ❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡ ✕ ❛♣♣❧✐❡❞ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s t♦ s♦❧✈❡

❤✐❣❤❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤ ❝❡♥t✉r②✱ ♠♦st❧②

❜② ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✭❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥st✐t✉t❡s

❛♥ ▲P✮✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛✲

t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❆♠♣❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦♠♣✉t❡r s②st❡♠s ✇❡r❡ ♥♦t ❛s st❛♥✲

❞❛r❞✐③❡❞ ❛s t♦❞❛② ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣

✐t ❢♦r s♣❡❝✐✜❝ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❞❡s ✇❛s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ s❡❡

❈❤❛r♥❡s ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✭❡✳❣✳ ❋♦r❞ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥

✭✶✾✻✷✮✮ t❤❛t ✐♥❞✐❝❛t❡❞ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♣✐♥✲

✐♦♥ ✭❝❢✳ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✮ ❛t t❤❛t t✐♠❡ s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s

✇❡r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤✐s

♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡ ♣❛♣❡r ♦❢ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ✇❤♦ ❛✐♠❡❞ ❛t ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✐❞

❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ❛♥❞ r❡❢✉t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s t❤❛t ❤❛❞ ❜❡❝♦♠❡ ✏♣❛rt ♦❢ t❤❡

✶✸❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦ ✇❛s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❘✉ss✐❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ t✐t❧❡✿ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥t ❞❡s❝❡♥t t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✸✺



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❢♦❧❦❧♦r❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✑✱ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ ❞✐✛❡r✲

❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ t❤❡✐r

✇♦r❦ ✏r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❧❛♥❞♠❛r❦✑ ✭●❛ss ✭✶✾✾✵✮✮ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r✲❜❛s❡❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■t ❡st❛❜❧✐s❤❡❞

t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭♠❡❛♥✇❤✐❧❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♣❡❞ ✉♣ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢

♠♦❞❡r♥ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ❜❛s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s✮ ❛s st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt s♦❧✈❡r✳ ❆♥

❡①❝❡❧❧❡♥t ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ✷✵t❤

❝❡♥t✉r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ●❛ss ✭✶✾✾✵✮✳

✶✳✻✳✷ ❍❡✉r✐st✐❝s

❆♣❛rt ❢r♦♠ ❡①❛❝t s♦❧✈❡rs✱ s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✲

♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♠♦♥❣st t❤❡s❡ ❛r❡ s✉❝❤ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ♥❛♠❡s ❛s t❤❡ ◆♦rt❤✲

❲❡st ❈♦r♥❡r ❘✉❧❡ ✭❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮✮✱ ❱♦❣❡❧✬s ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞ ✭❘❡✐♥❢❡❧❞

❛♥❞ ❱♦❣❡❧ ✭✶✾✺✽✮✮ ♦r ❘✉ss❡❧✬s ▼❡t❤♦❞ ✭❘✉ss❡❧❧ ✭✶✾✻✾✮✮✳ ❚❤❡ ■♥t❡r❡st ❢♦r st✉❞②✲

✐♥❣ t❤❡s❡ ✭♣r✐♠❛❧✮ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❛s t✇♦❢♦❧❞✿ ❲❤✐❧❡ t❤❡② ✇❡r❡ ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦

❞✐r❡❝t❧② t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ s❤✐❢t❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡✐r ♣♦t❡♥✲

t✐❛❧ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❢♦r t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞

❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t✉r②✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇✐♥❣

s✉❝❝❡ss ♦❢ ❡①❛❝t s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st ✐♥ ✈❛r✐♦✉s

▼✐♥✐♠✉♠ ❈♦st ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ✇❡r❡ r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡

❜❡st ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ ❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② r✉♥ ❡①❛❝t

s♦❧✈❡r✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✳

❚❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s ❝♦♥st✐t✉t❡ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r

✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✲

st❛♥❝❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐♠❛❣❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❙❤♦rt✲

❧✐st ▼❡t❤♦❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r✐♠❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

t✐♠❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐❞❡rs ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❛t

✐s ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ❜♦t❤ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ r❡❛❧ ✇♦r❧❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛rt✐✲

✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r✐♠❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦

❞✐r❡❝t❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ❣❛♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❡rt✐✜✲

❝❛t❡ ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✕ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

✸✻



✶✳✼ ❘❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

✕ t❤✐s ♣❛♣❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✳✻✳✸ ❉✐✛❡r❡♥t ♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s t♦✇❛r❞s t❤❡ ✈❛r✐♦✉s

♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐ts ❧♦♥❣ ❤✐st♦r②✱ ❛ ♠✉❧t✐✲

t✉❞❡ ♦❢ ❞❡s✐❣♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢

t✐♠❡✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧✮ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡s❡

✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛❧♠♦st ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉r♥❛♠❡s ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ✇❤♦ ♠❛❞❡

✜rst ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❝❤r♦♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦r❞❡r✿ ●✳ ▼♦♥❣❡✱

❆✳ ◆✳ ❚♦❧st♦✐✱ ▲✳ ❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤✱ ❋✳ ▲✳ ❍✐t❝❤❝♦❝❦✱ ❚✳ ❑♦♦♣♠❛♥s ❛♥❞ ●✳ ❉❛♥t③✐❣

✭s❡❡ ❛❜♦✈❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ✇❡st❡r♥

✇♦r❧❞✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦st❧② r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧✮ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

♦r t❤❡ ❍✐t❝❤❝♦❝❦ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♥❧② ❧❛t❡r✱ ❛s t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ✇♦r❦s ♦❢

❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤ ❛♥❞ ▼♦♥❣❡ ❜❡❝❛♠❡ ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤

t❤❡✐r ♥❛♠❡s✳

✶✳✼ ❘❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❚♦❞❛②✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧

♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠ ✕ ❛r❡ ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❣r♦✇ ✐♥ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✜❡❧❞s ✐♥❝❧✉❞❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤✱ ✜♥❛♥❝✐❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✱

❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ❧✐♥❣✉✐st✐❝s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡✲

s❡❛r❝❤✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❚♦❧st♦✐ ✭s❡❡ ❙❝❤r✐❥✈❡r ✭✷✵✵✷✮✮ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤✐s ♠❡t❤♦❞s t♦ t❤❡

❙♦✈✐❡t r❛✐❧✇❛② ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❑♦♦♣♠❛♥s ✭✶✾✹✾✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♥❣ ❡♠♣t② ❝❛r❣♦ s❤✐♣s ✐♥ ♦✈❡rs❡❛s tr❛❞❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳ ❲❤✐❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s

♦❢ t❤✐s ♥❛t✉r❡ r❡♠❛✐♥ r❡❧❡✈❛♥t t♦❞❛②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s

❜❡❡♥ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡✳

✸✼





✶✳✼ ❘❡❝❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐s

r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❘❛❝❤❡✈ ❛♥❞ ❘üs❝❤❡♥❞♦r❢ ✭✶✾✾✽✮

❛♥❞ ❱✐❧❧❛♥✐ ✭✷✵✵✾✮✳ ■♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r s❝✐❡♥❝❡ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❊❛rt❤

▼♦✈❡r✬s ❞✐st❛♥❝❡✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡♠✐♥❛❧ ✇♦r❦ ♦❢ ❘✉❜♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ❍❡r❡✱ t✐♠❡

❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ♠♦t✐✈❛t❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞✐❡s ✭❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✮✱ ✇❤❡r❡ s♦♠❡

♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡✳❣✳ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st

▼❡t❤♦❞ ♦❢ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s ✐♥❝❧✉❞❡ ❤✐❣❤❧② r❡❧❡✈❛♥t t❛s❦s✿ ❡✳❣✳ ✈✐s✉❛❧ ♦❜❥❡❝t tr❛❝❦✐♥❣✱ s❤❛♣❡ ♠❛t❝❤✲

✐♥❣✱ ✐♠❛❣❡ r❡tr✐❡✈❛❧ ❛♥❞ ✜♥❣❡r♣r✐♥t r❡❝♦❣♥✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❧✐st ♦❢ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✳

■♥✐t✐❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❈✉t✉r✐ ✭✷✵✶✸✮✱ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r②

♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt ❤❛✈❡ ❛❧s♦ t❛❦❡♥ t❤❡✐r ✇❛② ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♠✲

♠✉♥✐t②✿ Pr♦❣r❡ss ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✐♥ ♠❛♥② ❛r❡❛s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs t❤❡

✇♦r❦ ♦❢ ❙❝❤♠✐t③ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ❈❛rr✐èr❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ✐♥ ✭s❡♠✐✲✮s✉♣❡r✈✐s❡❞

❧❡❛r♥✐♥❣✱ ❆r❥♦✈s❦② ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛❞✈❡rs❛r✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ✭●❆◆s✮✱

❙t❛✐❜ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ ❙r✐✈❛st❛✈❛ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮ ✐♥ ❇❛②❡s✐❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡✱ ▼♦♥✲

t❛✈♦♥ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ♦♥ r❡str✐❝t❡❞ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ▼❛❝❤✐♥❡s ♦r ❋r♦❣♥❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✺✮

❢♦r ❧❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦♥ r❡❝❡♥t

r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❑♦❧♦✉r✐ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❤✐❣❤❧② ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✕ ❡✳❣✳

t❤❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❱❙▲■ ❝❤✐♣s ✭❇r❡♥♥❡r ❛♥❞ ❙tr✉③②♥❛ ✭✷✵✵✺✮✮ ✕ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲

♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡

✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ❜② ❑❧❡✐♥s❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❙❝❤❛♥♥❛t❤ ✭✶✾✾✺✮✱ ❚♦❦✉②❛♠❛

❛♥❞ ◆❛❦❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❇r❡♥♥❡r ✭✷✵✵✽✮✳

❇❡②♦♥❞ t❤❛t✱ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦r❡

❣❡♥❡r❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ s✐♥❝❡ ❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤✐s ❛r❡❛ ❣❡♥✲

❡r❛❧❧② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡✳ ❘❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✱ ❡✳❣✳

❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✱ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ♠♦❞❡r♥ s♦❧✈❡rs ❢r♦♠

t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✜❡❧❞✳ ❆❞❛♣t❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❑❧❡✐♥s❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❙❝❤❛♥♥❛t❤ ✭✶✾✾✺✮ ❛♥❞ ❚♦❦✉②❛♠❛

❛♥❞ ◆❛❦❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❖r❧✐♥ ✭✶✾✽✽✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛✲

✸✾



✶ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇s ❛r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❀ ❡①❡♠♣❧❛r② ❧✐sts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ♦r ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥❞✉❝❡❞ t❤❡✐r

♦✇♥ ❛r❡❛s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳ ❍❡r❡❜②✱ ♣r♦♠✐♥❡♥t ❝❛s❡s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠

✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❇✉r❦❛r❞ ❛♥❞ ➬❡❧❛ ✭✶✾✾✾✮✮ ♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛❞♠✐tt✐♥❣ ▼♦♥❣❡

❙❡q✉❡♥❝❡s✱ s❡❡ ❍♦✛♠❛♥ ✭✶✾✻✸✮✳

▲❛st❧②✱ ❛♥♦t❤❡r ♥❛t✉r❛❧ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ❢♦r ♦♥❣♦✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♦t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❧✐❦❡

t❤❡ tr❛✈❡❧✐♥❣ s❛❧❡s♣❡rs♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ✇❛r❡❤♦✉s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r t❤❡ ❢r❛❝✲

t✐♦♥❛❧ ❦♥❛♣s❛❝❦ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts✱ ❝❢✳ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ❇r❡♥♥❡r ✭✷✵✵✽✮

❛♥❞ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✳

✹✵



✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

■♥ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❈❤❛♣t❡rs ✸✱ ✹ ❛♥❞ ✺✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t✇♦ ❡①❛❝t✶ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s

❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ P❛rt ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✲

✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✺ ❛♥❞ ✺✳✸✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t

♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡st s❡t✉♣ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋✐rst✱

✇❡ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ■❉❊ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ s♦❢t✇❛r❡ ✉s❡❞

❛♥❞ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♦✉r t❡st s②st❡♠✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst r❡❢❡r✲

❡♥❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥

♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✕ ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✕ s❡✈❡r❛❧ ❝❧❛ss❡s ♦❢ t❡st

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳

✷✳✶ ❙♦❢t✇❛r❡ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✉s❡❞

■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✶ ❛♥❞ ✺✱ ❛❧❧

♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ✷✵✶✺❜✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ▲P

✐♥t❡r❢❛❝❡s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r ▼❛t❧❛❜ ❜② ■❧♦❣ ❈♣❧❡① ✶✷✳✻✳✷ ❛♥❞ ●✉r♦❜✐ ✼✳✵✷ t♦

r❡♣r❡s❡♥t ❡①t❡r♥❛❧ ▲P s♦❧✈❡rs✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ♦❢

❈♣❧❡① ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ✐s ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✴❈✰✰ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ✐t ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r

♦✉r ▼❛t❧❛❜ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛

st❛♥❞❛r❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✭♣r♦❝❡ss♦r✿ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✹✵✾✵✱ ✸✳✸✵ ●❍③✱ ❘❆▼✿

✶✻●❇✮✳

✶■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧

s❡r✈❡ ❛s s✉❜r♦✉t✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳

✹✶



✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

✷✳✷ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢✉rt❤❡r ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ❡①❛❝t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❖✉r ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ✐s t✇♦❢♦❧❞✿ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞✱ s❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r✉❧❡ ♦✉t ❝❡rt❛✐♥

❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡

✇✐❧❧ ✕ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✕ ❝♦❧❧❡❝t ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st str♦♥❣❧②

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

❛ss✉♠❡ ✐♥t❡❣❡r ✐♥♣✉t ❞❛t❛✳

❋♦r s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣❧✐❡s ❡q✉❛❧s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✲

♠❛♥❞s✱ ✐✳❡✳ m = n✱ t❤❡ ❜❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s O(m3 logm) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❖r❧✐♥ ✭✶✾✽✽✮ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞

❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ m > n✱

t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s❡t ♦❢

♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❧♦✐t❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❛❧❣♦✲

r✐t❤♠s t❤❛t ♣r♦✈✐❞❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❛t✐♦s ♦❢ m
n
✭s❡❡ ❇r❡♥♥❡r

✭✷✵✵✽✮✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❑❧❡✐♥s❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❙❝❤❛♥♥❛t❤ ✭✶✾✾✺✮ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ r✉♥♥✐♥❣

t✐♠❡ ♦❢ O
(

m logm(k + n log n)
)

✇❤❡r❡ k ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❛r❝s ❜②

❝✉st♦♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦❢ ❖r❧✐♥ ✭✶✾✽✽✮ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s

♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✺ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s✲

❡♥❝❡ ♦❢ s♣❛rs✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ k = m · n ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥

✶✳✷✮ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(m2n logm) ❢♦r t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

♦❢ ❑❧❡✐♥s❝❤♠✐❞t ❛♥❞ ❙❝❤❛♥♥❛t❤ ✭✶✾✾✺✮✳ ❋♦r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ m
n
✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

♠❡t❤♦❞s ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r ✕ ❡✳❣✳ ❚♦❦✉②❛♠❛ ❛♥❞ ◆❛❦❛♥♦ ✭✶✾✾✺✮

❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ✇♦rst✲❝❛s❡ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ O(mn2 log2m) ❛♥❞ ❇r❡♥♥❡r ✭✷✵✵✽✮ ♦❜✲

t❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O
(

mn2(logm+n log n)
)

❜② r❡♣❡❛t❡❞❧② s♦❧✈✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠

❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✐❞❡✱ ✐✳❡✳ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ n✳ ❚❤❡

♠♦st ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ✐♥m✱ ❜✉t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧

✐♥ n✱ s❡❡ ❇r❡♥♥❡r ✭✷✵✵✽✮✳

✹✷



✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

❇❡❢♦r❡ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ t♦ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s ✉s❡❞ t♦

♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ❜② st❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❛t ❛♣♣❧② t♦ ❛❧❧ t❡st

✐♥st❛♥❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❛♥❞ ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✇❛② r❛♥❞♦♠

♥✉♠❜❡rs ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✳ ❖♥ t❤✐s ❜❛s✐s ✇❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❛r✲

t✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛❧❧❡❞ ❯◆■❋❖❘▼ ❛♥❞ ❙❖▲●❊◆✳ ❚❤❡

✜rst ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ❆❤r❡♥s

❛♥❞ ❋✐♥❦❡ ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞ ❙❛♥❞✐ ✭✶✾✽✻✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✇❡

❢✉rt❤❡r ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss✱ ❛s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜✲

❧❡♠s t❡♥❞ t♦ ❜❡ ♦❢ ❛ ❧❡ss ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ str✉❝t✉r❡✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ ❛♥❞

t❤❡r❡❢♦r❡ ♣♦s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ s♦❧✈❡rs✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥✐❝❡ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss ✐s t❤❛t ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥✲

str✉❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡s❡ t✇♦

❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ❛r❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡ ❢r♦♠

♠♦❞❡r♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❉❖❚▼❆❘❑✱ ❛ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ♦✛❡rs ✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠

❝❧❛ss❡s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

✷✳✸✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s

❆ s✐♥❣❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥♣✉t

tr✐♣❧❡ (C, a, b)✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤✉s✱ ❜❛s❡❞ ♦♥

❆ss✉♠♣t✐♦♥s ✶ ❛♥❞ ✷ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦r❝❡

∑

i∈I

ai =
∑

j∈J

bj, ✭✷✳✶❛✮

ai ≥ 0 ∀i ∈ I, ✭✷✳✶❜✮

bj ≥ 0 ∀j ∈ J, ✭✷✳✶❝✮

✹✸



✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

∃i ∈ I : ai > 0. ✭✷✳✶❞✮

❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✳

❖♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐s r❡❧❛①❡❞ ❢♦r ♦✉r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s✐♥❝❡

t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ③❡r♦ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞

ǫ = 10−12 ❛s ③❡r♦s✳ ❲❤✐❧❡ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s ③❡r♦ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s

✐♥ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ❛s ✇❡❧❧✱ t❤❡✐r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❛s ♥❡❣❧✐✲

❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ❞✐r❡❝t❧②

q✉❛❧✐❢② ❛s t❡st ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡♥s✉r✐♥❣ ✭✷✳✶❛✲❞✮ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣

✇❤✐❧❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ st❛t✐st✐❝❛❧ s♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r a ❛♥❞ b✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡❧❛❜♦r❛t❡

♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳

✷✳✸✳✷ ❙❛♠♣❧✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ♥✉♠❜❡rs

❍✐st♦r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥

❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ❆❤r❡♥s ❛♥❞ ❋✐♥❦❡ ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞

❙❛♥❞✐ ✭✶✾✽✻✮✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs (C, a, b) ✇❛s t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❘♦ss ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✺✮✱ ✇❤♦ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥s ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❤❛r❞❡st ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ♦✉r t❡st ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤✐s

♠♦t✐✈❛t❡❞ ✉s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛❧❧ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❢r♦♠ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

✐♥t❡r✈❛❧ [a, b] ❜② U([a, b])✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❧✐❦❡ t♦ ❡♥s✉r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡✲

♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs a ❛♥❞ b✳ ❍❡r❡✱ ❢♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ s❡t

∑

i∈I

ai =
∑

j∈J

bj = 1 ✭✷✳✷✮

❢♦r ♦✉r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❜② ❆❤r❡♥s ❛♥❞ ❋✐♥❦❡ ✭✶✾✽✵✮✱ st❛t✐st✐❝❛❧❧②
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✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

s♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ a ❛♥❞ b s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥✲

❞❛r❞ (m−1)✲s✐♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ (n−1)✲s✐♠♣❧❡①✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t♦ ❢✉rt❤❡r

s❛t✐s❢② ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶❜✲❞✮✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s✉♣♣❧② ❛♥❞ ❞❡✲

♠❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ❢r♦♠ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞

✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 1
m

❛♥❞ m−1
m2(m+1)

❢♦r a ❛s

✇❡❧❧ ❛s 1
n
❛♥❞ n−1

n2(n+1)
❢♦r b✱ ❝❢✳ ❇❛❧❛❦r✐s❤♥❛♥ ❛♥❞ ◆❡✈③♦r♦✈ ✭✷✵✵✺✮✳ ❲❡ ♣r♦❝❡❡❞

✇✐t❤ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✳

✷✳✸✳✸ ❯◆■❋❖❘▼

❚❤❡ ✜rst ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❣❡♥✲

❡r❛t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞

❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ❆❤r❡♥s ❛♥❞ ❋✐♥❦❡ ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞ ❙❛♥❞✐

✭✶✾✽✻✮✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s a

❛♥❞ b ❢r♦♠ m✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥❞ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s t♦ ❡♥s✉r❡

✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ st❛♥❞❛r❞ s✐♠♣❧✐❝❡s✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cij ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [0, 1]✱

✐✳❡✳ U([0, 1])✱ s✐♥❝❡✱ ❛s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✲

♣♦rt❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ r❛t❤❡r ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳

✷✳✸✳✹ ❙❖▲●❊◆

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❣❡♥❡r❛t♦r✱

❝❛❧❧❡❞ ❙❖▲●❊◆✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐✲

♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ❝❛♥

❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s t❡♥❞

t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❤✐❣❤ ❝♦sts✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ♣r♦❜❧❡♠

str✉❝t✉r❡ t❤❛t ✐s ❧❡ss ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❜② ❝❡rt❛✐♥ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♥✐❝❡❧②

❝♦♠♣❧❡♠❡♥ts ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✳ ❚♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡

✉s❡ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣ts ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆rt❤✉r ❛♥❞ ❋r❡♥❞❡✇❡② ✭✶✾✾✹✮ ❢♦r ❝❛♣❛❝✲

✐t✐✈❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤♦ r❡♣♦rt t❤❛t t❤❡✐r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r♦❞✉❝❡s

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ✏❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❞✐✣❝✉❧t②✑ t♦ ✐♥st❛♥❝❡s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ◆❊❚✲

✹✺



✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

●❊◆ ✭❑❧✐♥❣♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹✮✮✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

❣❡♥❡r❛t♦r✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦❧❧♦✇s ❛ r❡✈❡rs❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✲

❝❡ss✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥♣✉t tr✐♣❧❡s (C, a, b) ✇✐t❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜✉t ✉♥❦♥♦✇♥

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✮✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛♥ ♦♣✲

t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❜❛s✐s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞

❞✉❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❤♦♦s❡ (C, a, b) s✉❝❤ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝♦♥✲

❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆rt❤✉r ❛♥❞

❋r❡♥❞❡✇❡② ✭✶✾✾✹✮ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ ❛ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢

t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡♠♣❧♦② r❛♥❞♦♠

✇❛❧❦s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♣❛♥✲

♥✐♥❣ tr❡❡s✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦❧❡❧② ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ✭❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞✮ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞ ❢✉rt❤❡r st❛t✐st✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡♣❧✐❝❛t❡

❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② st❛t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ r❛♥❞♦♠❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✳

◆♦✇✱ ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥

✇✐t❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❣❧❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚♦

s✉♣♣❧❡♠❡♥t ♦✉r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❢♦r ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r②

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✷✳✶✱ ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✸✳

■♥ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛ r❛♥❞♦♠ ❜❛s✐s B ✐s ❝r❡❛t❡❞✿

✶✳ ●❡♥❡r❛t❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❛s✐s B = {(i1, j1), . . . , (im+n−1, jm+n−1)}✳

❍❡r❡❜②✱ ♦♥❡ ♠❛❦❡s ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡s ❛♥❞

s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s ♦♥ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤s ✭t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❤❡♦✲

r❡♠ ✶✳✹✳✷✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱ ❆rt❤✉r ❛♥❞ ❋r❡♥❞❡✇❡② ✭✶✾✾✹✮

♣r♦♣♦s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❛s❡s B ✈✐❛ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s✉❝❤ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s✳ ❚♦

t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡② ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ st❛t✐st✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❛r❡ ♣r♦✈❡♥✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛❞❞ t♦ t❤❡✐r ✇♦r❦ ❜② r❡❛❧✐③✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♣❛♥✲

♥✐♥❣ tr❡❡s ✭❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❜❛s❡s✮ ✈✐❛ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✳

❋♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s

✹✻



✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✇❛❧❦s ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❣r❛♣❤s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❇r♦❞❡r ✭✶✾✽✾✮✳

❆s ❛ ♥❡①t ✭♦r ♣♦ss✐❜❧② ♣❛r❛❧❧❡❧✮ st❡♣✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s u ❛♥❞ v

✷✳ ❙❡t ui ✳✳= U([−0.5, 0.5]) ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . ,m✳

✸✳ ❙❡t vj ✳✳= U([−0.5, 0.5]) ❢♦r ❛❧❧ j = 1, . . . , n✳

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ [−0.5, 0.5]✳

❚❤❡s❡ ✜rst t❤r❡❡ st❡♣s ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱

1

u1 = −0.3

2

u2 = −0.2

3

u3 = 0.1

1

v1 = 0.4

2

v2 = 0.1

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❉❡♣✐❝t❡❞ ❛r❡ st❡♣s ✶✳ t♦ ✸✳ ♦❢ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢

❙❖▲●❊◆ ❢♦r m = 3 ❛♥❞ n = 2✳ ■♥✐t✐❛❧❧② ❛ r❛♥❞♦♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡

✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞✳

✇❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② s❛♠♣❧❡ ❛ ♣♦✐♥t p = (p1, . . . , pm+n−1)
⊤ ♦♥ t❤❡ (m+n−2)✲s✐♠♣❧❡①

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t❡r❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ✐♥❞❡① t✉♣❧❡s

(i, j) ✐♥ I × J t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡

♣r♦❜❧❡♠✿

✹✳ ❙❛♠♣❧❡ p = (p1, . . . , pm+n−1)
⊤✳

✺✳ ❙❡t cij ✳✳=







u(i) + v(j) ❢♦r (i, j) ∈ B

u(i) + v(j) + U([0, 1]) ♦t❤❡r✇✐s❡

✹✼



✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

✻✳ ❙❡t xij ✳✳=







pk ❢♦r t❤❡ k✲t❤ ❡♥tr② (ik, jk) ✐♥ B

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

❍❡♥❝❡✱ ✇❡ s❛♠♣❧❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞

t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥❞❡① t✉♣❧❡s ✐♥ B ❛r❡ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ t❤❡

r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛r❡ ❛❝t✐✈❡✳ ❉✉❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜②

s❡tt✐♥❣ cij ✳✳= ui + vj ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✷✳

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ✇❡ s❡t ❛❧❧ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ③❡r♦ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡

✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢

❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② s❡tt✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ③❡r♦✸✳ ❆t

t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥s✉r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮

❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r x ❛♥❞ (u, v)✳ ❲❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡①❡♠♣❧❛r②

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ❛❢t❡r t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡s a ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s b ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s✐❝

❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ x ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❣✉❛r❛♥t❡❡ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞

✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭✷✳✶❛✮✱ ✐✳❡✳
∑m

i=1 ai =
∑n

j=1 bj✿

✼✳ ai ✳✳=
∑

i:(i,j)∈B

xij✳

✽✳ bj ✳✳=
∑

j:(i,j)∈B

xij✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡
∑m+n−1

k=1 pk = 1 ❢♦r t❤❡ ✈❡❝t♦r p ❝r❡❛t❡❞ ✐♥ ❙t❡♣ ✹✱ ✐t

❢✉rt❤❡r ❤♦❧❞s ✭✷✳✷✮✱ ✐✳❡✳
∑m

i=1 ai =
∑n

j=1 bj = 1✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡

✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ (C, a, b) t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛✐r x ❛♥❞ (u, v)✱ s✐♥❝❡ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♣r✐✲

♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥s✉r❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✷✳✶❛✲❞✮ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✭✷✳✷✮ ❢♦r

♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❣❡♥❡r✲

❛t❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤r❡❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✭✐✳❡✳ ❛♥ ■r✇✐♥✲❍❛❧❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮✱

❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✉♥✐❢♦r♠❧②

s❛♠♣❧❡❞ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳

✷u(i) + v(j) + U([0, 1]) = cij ❢♦r ❜❛s✐❝ ✐♥❞❡①✲t✉♣❧❡s ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ③❡r♦✳
✸❆s ✐♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ❝❛s❡✱ pk = 0 ❢♦r s♦♠❡ k ♦❝❝✉rs ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ③❡r♦✳

✹✽



✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

1

u1 = −0.3

2

u2 = −0.2

3

u3 = 0.1

1

v1 = 0.4

2

v2 = 0.1

c21 = 0.5, x21 = 0

c31 = 1.1, x31 = 0

c11 = 0.1

x11 = 0.1
c
12 = −0.2

x
12 =

0.3

c22 = −0.1

x22 = 0.2

c 32
=
0.2

x 32
=
0.4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❉❡♣✐❝t❡❞ ❛r❡ st❡♣s ✹✳ t♦ ✻✳ ♦❢ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢

❙❖▲●❊◆ ❢♦r m = 3 ❛♥❞ n = 2✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐✲

❛❜❧❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢♦r t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♣r✐♠❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ s❡t

s✉❝❤ t❤❛t ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s

❢❡❛s✐❜❧❡✳

✹✾



✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

1

a1 = 0.4

2

a2 = 0.2

3

a3 = 0.4

1

b1 = 0.1

2

b2 = 0.9

c21 = 0.5, x21 = 0

c31 = 1.1, x31 = 0

c11 = 0.1

x11 = 0.1
c
12 = −0.2

x
12 =

0.3

c22 = −0.1

x22 = 0.2

c 32
=
0.2

x 32
=
0.4

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❉❡♣✐❝t❡❞ ❛r❡ st❡♣s ✼✳ t♦ ✽✳ ♦❢ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

♦❢ ❙❖▲●❊◆ ❢♦r m = 3 ❛♥❞ n = 2✳ ■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❡♣s✱ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡s

❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣r✐♠❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡s✳

✺✵



✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✿

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s

✶✳ ●❡♥❡r❛t❡ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❛s✐s B = {(i1, j1), . . . , (im+n−1, jm+n−1)}✳

✷✳ ❙❡t ui ✳✳= U([−0.5, 0.5]) ❢♦r ❛❧❧ i = 1, . . . ,m✳

✸✳ ❙❡t vj ✳✳= U([−0.5, 0.5]) ❢♦r ❛❧❧ j = 1, . . . , n✳

✹✳ ❙❛♠♣❧❡ p = (p1, . . . , pm+n−1)
⊤✳

✺✳ ❙❡t cij ✳✳= .







u(i) + v(j) ❢♦r (i, j) ∈ B

u(i) + v(j) + U([0, 1]) ♦t❤❡r✇✐s❡

✻✳ ❙❡t xij ✳✳=







pk ❢♦r t❤❡ k✲t❤ ❡♥tr② (ik, jk) ✐♥ B

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

✼✳ ai ✳✳=
∑

i:(i,j)∈B

xij✳

✽✳ bj ✳✳=
∑

j:(i,j)∈B

xij✳

✷✳✸✳✺ ❉❖❚▼❆❘❑

❚❤✐s ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢

✶✵ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❜❧❛❝❦✲❛♥❞✲✇❤✐t❡ ✐♠❛❣❡s✳ ❊❛❝❤ ❝❧❛ss ❝♦♥t❛✐♥s ✶✵ ✐♠❛❣❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✷×✸✷ t♦ ✺✶✷×✺✶✷✳ ❆s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss❡s ✼ t♦ ✶✵ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹❀ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣✲

t✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✹✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ ✐s

♣✉❜❧✐❝❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ✻ ✐♠❛❣❡ ❝❧❛ss❡s ❛r❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧②

❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s st✐❧❧ ❤❛✈❡

s♣❡❝✐✜❝ ❝♦st ♠❛tr✐❝❡s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❞✐st❛♥❝❡✱ t❤❡② st✐❧❧ r❡♣r❡s❡♥t

❛ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss t♦ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❛♥❞ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss❡s✳

✹❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳st♦❝❤❛st✐❦✳♠❛t❤✳✉♥✐✲❣♦❡tt✐♥❣❡♥✳❞❡

✺✶





✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

✐✳❡✳

cij = (pi1 − pj1)
2 + (pi2 − pj2)

2

✇❤❡r❡ pi ∈ N2 ❛♥❞ pj ∈ N2 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ i ✐♥ P ❛♥❞ j ✐♥ P ′✳

❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ✈❡r② s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C ✇❤✐❝❤ ♥✐❝❡❧②

s✉♣♣❧❡♠❡♥ts ♦✉r ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❜② ❞❡s✐❣♥✱ ❛❧❧

❡♥tr✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ C ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣✐①❡❧s

❛t t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ③❡r♦✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑

✐♥st❛♥❝❡s ♠❛② ❝♦♠❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s✳

❆s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s

❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✼✮ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ s②♠♠❡tr✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢r♦♠ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡

s❛♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❧❛ss ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ tr❛♥s✲

♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❛❞❛♣t t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❢♦r ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦✲

❧✉t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s ❞❡♠❛♥❞s r❡s❝❛❧✐♥❣ t❤❡ ♦❢ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡s ♦r ❞❡♠❛♥❞s✱

✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ✐♥t❡❣❡r ✐♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♠♦❞✐✲

✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❆ss✉♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ P ❤❛s ❛ ❤✐❣❤❡r✻ r❡s♦❧✉t✐♦♥

d×d t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ P ′ ✇✐t❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ d′×d′✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s

❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ t❤❛t b ✐s s❝❛❧❡❞ t♦

b′✱ ✐✳❡✳

b′ ✳✳=

d2
∑

i=1

ai

(d′)2
∑

j=1

bj

· b

t♦ ❡♥s✉r❡ ✭✷✳✶❛✮✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C ∈ Nd2×(d′)2

❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❣r♦✉♣ t❤❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ P ✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡t

✻❇② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P ✐s ❛❧✇❛②s ❤✐❣❤❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ P ′✱

✇❡ s❛t✐s❢② m ≥ n ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❆ss✉♠♣t✐♦♥ ✶

✺✸



✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣

δ ✳✳= d
d′
∈ N ❛♥❞ s❡ts ∆k ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛s

∀k ∈ {1, . . . , d} : ∆k = {(k − 1)δ + 1, . . . , kδ}.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♣✐①❡❧ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ p = (p1, p2) ✐♥ t❤❡ ✜♥❡r ✐♠❛❣❡ P ✐s s❛✐❞ t♦

❤❛✈❡ ❝♦❛rs❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (k, l)✱ ✇❤❡♥❡✈❡r

p1 ∈ ∆k ❛♥❞ p2 ∈ ∆l

❢♦r s♦♠❡ k ❛♥❞ l ✐♥ {1, . . . , d}✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡t t❤❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s

i ✐♥ P t♦ t❤❡✐r ❝♦❛rs❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❝♦sts cij✱ j ∈ J ✳ ❚❤✐s

❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦sts ❛♥❞ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❛t

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ③❡r♦✱ ✐❢ ✐t ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳

2(k − 1) + 1

2(l − 1) + 1

2k

2(l − 1) + 1

2(k − 1) + 1

2l

2k

2l

k

l

k

l

k

l

k

l

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❝♦❛rs❡ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ r❛t✐♦

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐s δ = 2✳ ❚❤❡ ♣✐①❡❧s ❛r❡ ❝❧✉st❡r❡❞ ✐♥t♦

❣r♦✉♣s ♦❢ ❢♦✉r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛♣♣❡❞

t♦ t❤❡ ❝♦❛rs❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳

Pr♦❜❧❡♠ s✐③❡s

❲❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t✼

✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t♦t❛❧ ♦❢
(

10
2

)

= 45 tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

✼❈❧❡❛r❧②✱ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡s ❛s

✇❡❧❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② t♦ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ ✇❡ ♦♥❧② ❝♦♠♣❛r❡❞

❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s✳

✺✹



✷✳✸ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

♣r♦❜❧❡♠s ♣❡r ❝❧❛ss ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✜①❡❞✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜✲

❧❡♠s✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♠❛❣❡s ♦❢ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✷×✸✷✱ ✐✳❡✳ m = n = 1024 ❛♥❞ ✻✹×✻✹✱

✐✳❡✳ m = n = 4096 ❢♦r ❛❧❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r r❡s✲

♦❧✉t✐♦♥ ✶✷✽×✶✷✽✱ ✐✳❡✳ m = n = 16384 ♦♥❧② ✇✐t❤ ♦✉r ❚P❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡

t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦❧✈❡r ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ♦✉r s②st❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s

❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❖✉r t❡st s②st❡♠ ✭❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮ ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦

❣❡♥❡r❛t❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✷✺✻×✷✺✻

♦r ❤✐❣❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❢♦❝✉s ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜✲

❧❡♠s✱ ✇❡ r❡str✐❝t❡❞ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛❧❧ ♣❛✐rs ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥

❝❧❛ss ✐♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✻✹×✻✹ ❛❣❛✐♥st ✸✷×✸✷ t♦ ❝r❡❛t❡
(

10
2

)

= 45 ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥✲

st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m = 4096 ❛♥❞ n = 1024✳ ❆❧❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s

❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳

✺✺



✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❛❞✈❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ❧❡t ✉s

✐♥❝❧✉❞❡ ❛ s❤♦rt tr❡❛t✐s❡ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ♦❜t❛✐♥s ❛ ❢❡❛✲

s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ■♥

❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ ♠❡t❤♦❞s ✐s

t✇♦❢♦❧❞✿ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱

✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✇❤❡r❡ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥

❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ P❤❛s❡ ■ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥

✹✳✸✳✷✮✳

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r

✭✷✵✶✽✮ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦r✳ ❚❤✐s st✉❞② ✐♥s♣❡❝ts t❤❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐✲

♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦ ♦❜t❛✐♥ q✉❛❧✐t② ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✇❡❛❦ ❞✉❛❧✐t②✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡

❢♦r t❤❡ ✜rst t✐♠❡✱ s❡✈❡r❛❧ s✐♠♣❧❡ ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ✇❛② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡

❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♣♦✐♥ts✱ ❜✉t ♥♦

s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❛♥❞ ❉❖❚▼❆❘❑ ♣r♦❜✲

❧❡♠s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s ❛t ♠♦st

✶✵ ✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✈❡r✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞❡❝✐❞❡ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

❛❢t❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡t❤❡r ❛♥ ❡①❛❝t s♦❧✈❡r ✐s ✉s❡❞✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✱ s✐♥❝❡ ✐♥

❛♥② ❝❛s❡ ❛ ♣r✐♠❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛st❧②✱ t❤✐s

✺✻



st✉❞② s❤♦✇s ✭❛❣❛✐♥✮ t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧②

♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❝❧❛ss ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡

s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡✐r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✐♥▼❛t❧❛❜ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲

t❡r ✹✳ ❆s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✻✱ ❛ ❜r♦❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❤❛s ❜❡❡♥

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ♣✉r♣♦s❡s ✇❤✐❝❤ ♦✛❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✭❜❛s✐s✮ s♦❧✉✲

t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♣✉ t✐♠❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣r♦①✲

✐♠✐t② t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①❛♠✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛rt✐♥❣

❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥❡✇ t②♣❡s ♦❢ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❙✐♥❝❡

t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ st❛rt✲

✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ ♦r ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ✇❡

tr② t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ❤❡✉r✐st✐❝s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦

❡♥s✉r❡ ❝❧❛r✐t② ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡❧❡❝t❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✿

• ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❡①❛❝t s♦❧✈❡rs ❛♥❞ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤✲

♦❞s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧

r❡❧❡✈❛♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❛♥② ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❤❡✉r✐st✐❝s t❛❦❡s ❛ ❞✐s♣r♦♣♦rt✐♦♥❛t❡❧② ❧♦♥❣ t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✐t

t❛❦❡s t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷ t❤✐s ❛♣✲

♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦ ❛♥② ♠❡t❤♦❞ ✇❤♦s❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ✇❛s ✇♦rs❡

t❤❛♥ O(m2 log(m))✳ ❍❡✉r✐st✐❝s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❜② t❤✐s ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♠❡t❤✲

♦❞s s✉❝❤ ❛s ❘✉ss❡❧❧✬s ♠❡t❤♦❞✱ ❘✉ss❡❧❧ ✭✶✾✻✾✮✱ ❍♦✉t❤❛❦❦❡r✬s ♠❡t❤♦❞ ♦❢

♠✉t✉❛❧❧② ♣r❡❢❡rr❡❞ str❡❛♠s✱ ❍♦✉t❤❛❦❦❡r ✭✶✾✺✺✮✱ ❛♥❞ ❱♦❣❡❧✬s ❛♣♣r♦①✐♠❛✲

t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❘❡✐♥❢❡❧❞ ❛♥❞ ❱♦❣❡❧ ✭✶✾✺✽✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t

❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ♦❢ ✐t✳

• ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t s❡✈❡r❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❡♠♣❧♦②❡❞ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞

t♦ ✉s❡ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s t❤❡ ❜❡st r❡✲

s✉❧ts ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♣✉ t✐♠❡ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❛❧✐t②✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡r❡❜② ❡①❝❧✉❞❡❞

♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ t❤❡ ❚✇♦ ❙♠❛❧❧❡st ✐♥ ❛ ❘♦✇ ▼❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✭❆❧t❡r♥❛t✐♥❣✮

❘♦✇ ❈♦❧✉♠♥ ❘✉❧❡✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡♣r❡✲

s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❘♦✇ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❘♦✇ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡

✺✼



✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦❧✉♠♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❚r❡❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡✳

• ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❙❝❤✇✐♥♥

❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ▼❛tr✐① ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡✱ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞

❘✉ss❡❧✬s ▼❡t❤♦❞✱ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛r❣❡

❆♠♦✉♥t ▲❡❛st ❈♦st ❘✉❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲❡❡✶ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜② ✐t❡r✲

❛t✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ s♦rt❡❞ ❧✐sts ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥s♣❡❝t✐♥❣

❛ ❣r❛❞✉❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛tr✐①✳

• ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❛t ✐s✱ ❤❡✉r✐s✲

t✐❝s ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ✭❚P✮ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡

q✉❛❧✐❢② ❛s st❛rt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✳

❆❧❧ ♠❡t❤♦❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡②

❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ❛ ♥❡✇ ❡❧❡♠❡♥t (i, j) ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xij ✉♥t✐❧ ❛ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s

❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥

❜❡ s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ ❝❧❛ss❡s✿ ❚❤❡ ✜rst ❝❧❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡

❛s ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥s♣❡❝t✐♥❣ ✐♥ ❡❛❝❤ st❡♣ ❛ ❝❡❧❧✱

r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ ✭s❡✈❡r❛❧✮ ♥❡✇ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥t✭s✮

(i, j)✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❛❧✉❡✭s✮ ♦❢ xij ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛ r♦✇ ♦r

❝♦❧✉♠♥ ❢r♦♠ ❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❡✛♦rt t♦ ❝♦♠♣✉t❡

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜❛s✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐s✲

t✐❝s ✇❤✐❝❤ ✐♥s♣❡❝t t✉♣❧❡s (i, j) ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭♠♦❞✐✜❡❞✮ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts cij✱

s♦rt❡❞ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t (i, j) ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠

♣♦ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ xij✳ ■♥ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡

❝❛s❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ s✉❜r♦✉t✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s r✉♥

❛❢t❡r t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❛❞❞s ❜❛s✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ③❡r♦ ✢♦✇ ✉♥t✐❧ ❛ ❜❛s✐s

✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❛♥❞ ❧❛st ❝❧❛ss ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❝❛❧❧❡❞

❞✉❛❧✲t♦✲♣r✐♠❛❧ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞

❛ ♣r✐♠❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ✇✐t❤ ❢❡❛s✐❜❧❡

✶❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ❛ ▼❛st❡r✬s t❤❡s✐s s✉❜♠✐tt❡❞ ❛t t❤❡ ●r❛❞✉❛t❡ ❙❝❤♦♦❧

♦❢ ❇✉s✐♥❡ss ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛ ✐♥ ✶✾✻✽ s❡❡✱ ❡✳❣✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥

✭✶✾✼✸✮✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦r ✇❛s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❣❛✐♥ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✇♦r❦✳

✺✽



✸✳✶ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s

❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳

✸✳✶ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣✲

s♦♥ ✭✶✾✼✷✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞

❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✮ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r st✉❞②✳

• ❚❤❡ ◆♦rt❤✲❲❡st ❈♦r♥❡r ❘✉❧❡ ✭◆❲❈❘✮✱ s❡❡ ❉❛♥t③✐❣ ✭✶✾✺✶✮✳

• ❚❤❡ ❘♦✇▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ✭❘▼❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ✭❈▼❘✮✱

s❡❡ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✷✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✳

• ❚❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❘♦✇ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ✭▼❘▼❘✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❈♦❧✲

✉♠♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ✭▼❈▼❘✮✱ s❡❡ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✷✮ ❛♥❞

●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ◆❲❈❘ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t st❛rt✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❝♦♠✲

♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡

t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥

r✉❧❡ st❛t❡❞ ✐♥ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛s✐s

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✸✳✶✳

❚r❡❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♦✉r ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ✏❣♦♦❞✑

✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ❦❡② t♦ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢

t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥tr✐❝❛t❡ ❜❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❳❚■

♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❜❛s✐s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✮✱ ✐t ✐s s❡♣❛r❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

❛❢t❡r ✐t ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤✐s

♠♦t✐✈❛t❡❞ ❛ ❢✉rt❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❚r❡❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ✭❚▼❘✮ ♣r♦♣♦s❡❞

✺✾



✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤✲

s❡❛r❝❤ s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❛❧❧♦✇s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡

t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ r✉❧❡s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✭▼❘▼❘✮✱ ✭▼❈▼❘✮ ❛♥❞

t❤❡ ❣r❡❡❞② ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ t♦t❛❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥st❛♥❝❡s ✭❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✷✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞ ●❛ss

✭✶✾✾✵✮✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❚▼❘ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡✐r s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✐✳❡✳

✐t ✐❞❡♥t✐✜❡s ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr✐❡s ✐♥ r♦✇s ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥s

♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①✳

❚r❡❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ✭❚▼❘✮ ■♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❚▼❘ t❤❡ t✉♣❧❡ (i, j)✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr② cij ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①✱ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✳ ❆❢t❡r✲

✇❛r❞s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢♦✇ min{ai, bj} ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ xij ❛♥❞ a ❛♥❞ b ❛r❡

✉♣❞❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✐✳❡✳

✶✳ xij ✳✳= min{ai, bj},

✷✳ ai ✳✳= ai − xij✱

✸✳ bj ✳✳= bj − xij.

◆♦✇✱ ❛ss✉♠❡ ✇✳❧✳♦✳❣✳ t❤❛t ai < bj❀ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ r♦✇ i ✐s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠

❢✉rt❤❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s✉♣♣❧② ✐s ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t

st❡♣✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡❧❡♠❡♥t ckj✱ k 6= i ✐♥ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ j ❛♥❞

❧✐❦❡✇✐s❡ ❛ss✐❣♥s ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s a ❛♥❞ b✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②

❝❛s❡✱ ✐✳❡✳ ai ≥ bj
✷✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts cik✱ k 6= j

♦❢ t❤❡ r♦✇ i✳ ■♥ t❤✐s ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧t❡r♥❛t❡❧② s❡❧❡❝ts ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥tr✐❡s

♦❢ ❛ r♦✇ ♦r ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉♣♣❧② ♦r ❞❡♠❛♥❞

✐s ❡①❤❛✉st❡❞✳ ❆❢t❡r m + n − 1 ❛ss✐❣♥♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝

s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡ t❤❡ r✉❧❡ s❡❧❡❝ts m ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ❛

s✐♥❣❧❡ r♦✇ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ✐♥s♣❡❝t✐♥❣
∑m

k=1 k ❡❧❡♠❡♥ts

✷■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ai = bj ✱ t❤❡ r♦✇ i ✐s st✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✇❤❡r❡ ❛ ③❡r♦ ✢♦✇

✐s ❛ss✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❛ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡

❝❛s❡✳

✻✵



✸✳✶ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❤❡✉r✐st✐❝s

❛♥❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ O(m2)✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ t❤❛t✱ ❛s ✐♥t❡♥❞❡❞✱ t❤❡ ❜❛s✐s ❡♥tr✐❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡♣t❤✲s❡❛r❝❤

s❡q✉❡♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡✳

▲❛st❧②✱ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s✿ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t♦ ❛❝❝❡❧✲

❡r❛t❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜② ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❧✐sts ♦❢ ♥♦t ②❡t ❡①❤❛✉st❡❞ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡✲

♠❛♥❞s✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮ ❛♥❞ ❙❝❤✇✐♥♥

❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✳

1

2

3

1′

2′

C =







1 2

3 4

2 3







a =







1

2

1






b =

(

3

1

)

c11 = 1

c 11
=
3

c 1
1
=
2

c11 = 3

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ ❣✐✈❡♥

✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs C, a ❛♥❞ b ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m = 3 ❛♥❞ n = 2✳ ■♥❞✐✲

❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❛rr♦✇s ✐s t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❚▼❘ s❡❧❡❝ts

✐ts ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ t✉♣❧❡ (1, 1)✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡

♦r❛♥❣❡ ❛rr♦✇s ❞❡✜♥❡ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

❜❛s✐s tr❡❡ st❛rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ 1✳

✻✶



✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✸✳✷ ●r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝s

❋r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss ♦❢ ❣r❡❡❞② ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤r❡❡ ♠❡t❤♦❞s✱ ❝❢✳

❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✳

• ❚❤❡ ▼❛tr✐① ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ✭▼▼❘✮✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥

✭✶✾✼✷✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✳

• ❚❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❘✉ss❡❧✬s ❘✉❧❡ ✭▼❘❯❘✮ ❜② ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r

✭✷✵✶✹✮✳

• ❚❤❡ ▲❛r❣❡ ❆♠♦✉♥t ▲❡❛st ❈♦st ✭▲❆▲❈✮ ❜② ▲❡❡✸✳

✸✳✸ ❚❤❡ ❉✉❛❧✲❚♦✲Pr✐♠❛❧ ❘✉❧❡

❆s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❡♠♣❧♦② ❛ ❤❡✉r✐st✐❝

t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢

❛ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ▼❛tr✐① ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s

t♦ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣❧♦② ❛ ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (u, v)

❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ▼▼❘ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦st ♠❛tr✐① Cuv ✳✳= (cuvij )
m,n
i,j=1

t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
∑m

i=1

∑n
j=1 xijc

uv
ij . ❖♥ t❤❡ ❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r

✭✷✵✶✽✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ P✉❧❧ P✉s❤ ▼❡t❤♦❞ ✭PP▼✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ✐✳❡✳

t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼▼❘ t♦ ❛ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ PP▼✱ ✇✐❧❧ ❜❡

❝❛❧❧❡❞ ❉✉❛❧✲❚♦✲Pr✐♠❛❧ ❘✉❧❡ ♦r ❉✷P❘ ❢♦r s❤♦rt✳

✸❙❡❡ ❢♦♦t♥♦t❡ ✶✳

✻✷



✸✳✹ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s

✸✳✹ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s

❋✐♥❛❧❧②✱ t❛❜❧❡ ✸✳✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s✳

❍❡✉r✐st✐❝s ❆❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥ ❈♦♠♣❧❡①✐t②

◆♦rt❤✲❲❡st ❈♦r♥❡r ❘✉❧❡ ◆❲❈❘ O(m)

❘♦✇ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡s ❘▼❘✱ ▼❘▼❘ O(mn)

❈♦❧✉♠♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡s ❈▼❘✱ ▼❈▼❘ O(m2)

❚r❡❡ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ❚▼❘ O(m2)

▼❛tr✐① ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡ ▼▼❘ O(mn logm)

▼♦❞✐✜❡❞ ❘✉ss❡❧✬s ❘✉❧❡ ▼❘❯❘ O(mn logm)

▲❛r❣❡ ❆♠♦✉♥t ▲❡❛st ❈♦st ❘✉❧❡ ▲❆▲❈ O(m logm)

❉✉❛❧✲❚♦✲Pr✐♠❛❧ ❘✉❧❡ ❉✷P❘ O(mn logm)

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s✱

❝❢✳ ❙❝❤✇✐♥♥ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❉✷P❘ t❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ PP▼ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ▼▼❘✳

✸✳✺ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❛t❧❛❜

❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❢❡✇ ♥♦t❡s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s

✐♥ ▼❛t❧❛❜✿ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ♥♦t❡ t❤❛t▼❛t❧❛❜ ✉s❡s ❝♦❧✉♠♥✲♠❛❥♦r ♠❡♠♦r②✱ t❤❛t

✐s✱ ✐♥ ❛ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②✱ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t✲♠♦st ✐♥❞❡① ❛r❡ st♦r❡❞

❞✐r❡❝t❧② ♦♥❡ ❛❢t❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡

❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✐♥❞✐❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❢❛st❡r ✐t❡r❛t✐♦♥

♦✈❡r ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♠❛tr✐① t❤❛♥ ♦✈❡r r♦✇s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜②

♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✱ t❤❡ ❘♦✇ ▼✐♥✐♠✉♠ ❘✉❧❡s ❘▼❘ ❛♥❞ ▼❘▼❘ ❛r❡ ♠♦st

❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s t❤❡✐r ❝♦❧✉♠♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱

✐✳❡✳ ♦♥ (C⊤, b, a) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (C, a, b)✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t

t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡

❛ss✉♠♣t✐♦♥ m ≥ n st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❡s✳

✻✸



✸ ❍❡✉r✐st✐❝s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛❧❧ ♠❡t❤♦❞s ✇❡r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧✲

❡❞❣❡✱ ❢♦r t❤❡ ▲❛r❣❡ ❆♠♦✉♥t ▲❡❛st ❈♦st ▼❡t❤♦❞ ✇❡ ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ O(m2 logm) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ O(m logm)✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❡✣❝✐❡♥❝② ❧♦ss ✐s ❞✉❡

t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦✐♥t❡rs ✐♥ ▼❛t❧❛❜✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❡❞❡s ❛ ♣r♦♣❡r ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r✐♦r✐t② ❧✐sts ❛s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❋✐❜♦♥❛❝❝✐ ❍❡❛♣s✳

✻✹



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❚P❙✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■t ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❡

♣r❡❝❡❞❡ ♦✉r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❜② r❡✈✐❡✇✐♥❣ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡①

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s ✭▲P❙✮✳ ❚❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ❝♦♠♣r❡✲

❤❡♥s✐✈❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡

❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❚P❙ ❛♥❞ ◆❙ ❛r❡ ✈❡r② s✉❜t❧❡✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♣♦✐♥t ♦✉t ❤♦✇ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛

❣❡♥❡r❛❧ ◆❙ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳

✹✳✶ ❙t❛♥❞❛r❞ ❙✐♠♣❧❡① ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

✭▲P❙✮

▲❡t ✉s ❜r✐❡✢② r❡❝❛❧❧ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ▲P❙✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❢♦r t❤❡ s♦❧❡

♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❜② t❤❡

◆❙ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❚P❙✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ✐♥tr♦✲

❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s❤♦rt tr❡❛t✐s❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

❋♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ❛♥❞ ❨❡

✭✷✵✶✺✮✳

▲❡t ✉s ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✭▲P✮ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡

❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡s✿ ❋✐rst✱ ❛♥

✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛❧❧❡❞ P❤❛s❡ ■ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ▲P ♦r ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱

✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ P❤❛s❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐s ✐♥✈♦❦❡❞ t♦ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦r

✻✺



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✉♥❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ ✭▲P✮ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛❢t❡r P❤❛s❡ ■ ♦r ✉♥❜♦✉♥❞❡❞♥❡ss ♦❢

t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛❢t❡r P❤❛s❡ ■■✱ ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✳ ◆♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t

t❤❡s❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭❚P✮✱ s✐♥❝❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s

♠❛❞❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤✉s✱

❛s t❤❡ s♦❧❡ ✐♥❝❡♥t✐✈❡ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✐s ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ✭❚P✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧

❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡str✐❝t ♦✉r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝❛s❡✳

✹✳✶✳✶ P❤❛s❡ ■

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ▲P❙ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ❜❛s✐s B ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣r✐♠❛❧

❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ x ❛♥❞ ❛ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (u, v) s✉❝❤

t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts cuvij ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❜❛s✐❝ ✐♥❞❡① t✉♣❧❡s (i, j) ∈ B ❛r❡

③❡r♦✳ ❙✐♥❝❡ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛❧❧ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥

❛r❡ ③❡r♦✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❢♦r

x ❛♥❞ (u, v) ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡r❡❜② (u, v) ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ cuv ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛

❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ x✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ P❤❛s❡

■■✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t (u, v) ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ✭❝❢✳ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ❛♥❞ ❨❡

✭✷✵✶✺✮✮❀ ❤❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ (u, v) ❛s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ x t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t

t❤❛t (u, v) ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❛t✉r❛❧❧②

r❡❢❡r t♦ (u, v) ❛s t❤❡ ❞✉❛❧ ✭❜❛s✐❝✮ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ (x, u, v) ❛s t❤❡ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧

✭❜❛s✐❝✮ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳❡✳ P❤❛s❡ ■ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

P❤❛s❡ ■■✱ x ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡r❡❛s (u, v)

✐s ❛ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ♣r♦❜❧❡♠

✇✐t❤ P❤❛s❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t ❛♥

✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞s ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

✻✻



✹✳✶ ❙t❛♥❞❛r❞ ❙✐♠♣❧❡① ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✭▲P❙✮

✹✳✶✳✷ P❤❛s❡ ■■

❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣✐✈♦t st❡♣s

✐♥ P❤❛s❡ ■■✳ ■♥ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣✐✈♦t st❡♣✱ ✐♥✐t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧✲

❞✉❛❧ ♣❛✐r (x, u, v) ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞

❝♦sts ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs (u, v) ❛r❡ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱

t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❢♦✉♥❞✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❝❛s❡✱ ❛ ♥♦♥✲

❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥t✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t✶ (ie, je) ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts

cuvie,je < 0 ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❜❛s✐s B✳ ■♥ ❝❛s❡ t❤❡r❡ ❡①✐st ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡

❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣✐✈♦t r✉❧❡✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❧② ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t (il, jl) ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② (ie, ie)

✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s B ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♣❛✐r (x, u, v) ✐s ✉♣❞❛t❡❞

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ♥❡✇ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞

s✉❝❤ t❤❛t

MBx = e ❛♥❞ xij > 0 ⇒ (i, j) ∈ B

✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧✐❡s xie,je > 0 ❛♥❞ xil,jl = 0 ❛♥❞ t❤❡ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs

(u, v) ❛r❡ ❛❞❛♣t❡❞ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❛r❡

❛❣❛✐♥ s❛t✐s✜❡❞✳ ❲r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❢♦r♠✱ t❤❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢

❛ ♣✐✈♦t st❡♣ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✳

❚❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s

✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❆ss✉♠✐♥❣

❛ ❝❛r❡❢✉❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✷✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ s✉❝❤ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ✜♥✐t❡

t✐♠❡ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❝②❝❧✐♥❣✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✻ ❛♥❞

✶■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ t❡r♠s ❡♥t❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞✱

❜✉t ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ (i, j) ✇✐❧❧ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ ❡❞❣❡ (i, j) ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❧❡❛r❡r✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠s

❡♥t❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ▲P❙✳
✷❋♦r t❤❡ ▲P❙✱ ✜♥✐t❡♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ♦❢

❇❧❛♥❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ str♦♥❣❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✳

✻✼



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷ P✐✈♦t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡①

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts cuvij ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥

(x, u, v) ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✿

✐✮ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t (ie, je) ✇✐t❤ cuvie,je < 0✳

✐✐✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ cuvij ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I ❛♥❞ j ∈ J ❛♥❞

t❤❡r❡❜② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t (il, jl)✳

✸✳ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❜❛s✐s B✱ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ x ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs (u, v)✳

❡✳❣✳ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r ❛♥❞ ❨❡ ✭✷✵✶✺✮✳

✹✳✷ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s

❙✐♥❝❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❞❡✜♥❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❝❧❛ss ♦❢ ❧✐♥❡❛r

♣r♦❣r❛♠s✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❛❝❦❧❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❞✐r❡❝t❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ ▲P❙✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❛♥❞ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t♦ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ s♦❧✈❡rs ✭❝❢✳ ❆❤✉❥❛

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✮✳

❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ✐s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐♥ P❤❛s❡

■■✳ ■♥ t❤❡ ▲P❙✱ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ ♣✐✈♦t st❡♣ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛

♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s ♠❛tr✐①MB✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ✐♥tr✐❝❛t❡ ✉♣❞❛t❡ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐s

♠❛tr✐①MB ✭♦r ✐ts ✐♥✈❡rs❡✮ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✐t st✐❧❧ r❡♠❛✐♥s t❤❡ ♠♦st

❡①♣❡♥s✐✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ r❡❢❡r t♦ ▲✉❡♥❜❡r❣❡r

❛♥❞ ❨❡ ✭✷✵✶✺✮✳

❚❤❡ ♠❛❥♦r str✉❝t✉r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥✲

✻✽



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

st✐t✉t❡s t❤❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡s ❛♥❞ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s✳ ❇②

♠❡❛♥s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✷✸ ♦♥❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ♠❛tr✐①

❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s✐s tr❡❡ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣ ♦♣❡r✲

❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤✳ ■❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s st♦r❡❞

✐♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s✱ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r✲

❛t✐♦♥s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦ s♣❛♥✲

♥✐♥❣ tr❡❡s ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ P❤❛s❡ ■■ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷

❜✉t ♦♥❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞❡✲

s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛s ❣r❛♣❤✲t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ❜❡❣✐♥✱ ❧❡t

✉s ❣✐✈❡ ❛ ❜r✐❡❢ ♦✉t❧✐♥❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡

❚P❙ ❛♥❞ t❤❡ ◆❙ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡❀ ❛♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P❤❛s❡ ■ ❛♥❞ t❤❡

❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ✈❡r② s✉❜t❧❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡

❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ◆❙ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡❡

❡✳❣✳ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ♦r ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱

✇❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❚P❙ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ ❝♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ◆❙ ❧❛t❡r ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ ♠❛✐♥✲

t❛✐♥ ❛ ❝❧❡❛r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ♦♠✐t ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣r♦♦❢s ♦❢ ❝♦rr❡❝t♥❡ss

❢♦r t❤❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❝♦♥st✐t✉t❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡✐r ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts ❢♦r t❤❡

◆❙ ❛♥❞ t❤✉s ❛r❡ ♣r♦✈❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✉s❡ ▲P t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❛♥❞ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦

✸❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ✐s ♦♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

✇❡r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r ✭❚P✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞ ❢♦r ✭▼❈❋u✮ ❛♥❞ ✭▼❈❋c✮ ❛♥❞ ❛r❡ st❛t❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❆❤✉❥❛

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

✻✾



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ r❡❛❞❡r ♠❛② ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp✳ ▲❛st❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦

❡①♣❧✐❝✐t❧② ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ❛❧❧ ❢✉rt❤❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✶✳✼✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✷✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✶✳✽✮✱ t❤❛t ✐s ✇❡ ❛ss✉♠❡

cuvij
✳✳= cij − ui + vj.

❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❤♦✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳

✇❡ ❜❡❣✐♥ ♦✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝♦✈❡r P❤❛s❡ ■ ❛♥❞ P❤❛s❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞ ✇✐t❤

❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ❛ ♠❡❛s✉r❡ t♦ ♣r❡✈❡♥t

❝②❝❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛♥❞ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡

❚P❙ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳

✹✳✸✳✶ ❇❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❆s st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✷ ❛❧❧♦✇s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛s✐s ♠❛tr✐① MB ❜②

t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ TB ✐♥ t❤❡ ❚P❙✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ st♦r❛❣❡ s❝❤❡♠❡ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡

✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦❢ TB ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

x ❛♥❞ (u, v) r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ▲P❙✳ ❚♦

t❤✐s ❡♥❞✱ r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❝❢✳ ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥

✭✶✾✼✷✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✷✮✱ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✷✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳

✭✶✾✼✹❜✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞ ❇r❛❞❧❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✼✮ ♦r ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮

❢♦r ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇✳ ❘❡❝❡♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ❜② ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮

❢♦r t❤❡ ◆❙ r❡♣♦rt❡❞ ❛ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s✉♣❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ✭❡❳t❡♥❞❡❞

❚❤r❡❛❞❡❞ ■♥❞❡①✮ ❧❛❜❡❧✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ♦✈❡r t❤❡

♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❆❚■ ✭❆✉❣♠❡♥t❡❞ ❚❤r❡❛❞❡❞ ■♥❞❡①✮ ♠❡t❤♦❞ ✭●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳

✭✶✾✼✷✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❝✮✮ ❢♦r ❜❛s✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❚P❙✱ ❛s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ❛♥❞

❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ✐t✱ ✐✳❡✳ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥

✼✵



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

t❤❡ ❚P❙ ❛♥❞ t❤❡ ◆❙✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥

❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❳❚■ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜❡❧♦✇✳

❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❳❚■ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❧❡t ✉s ❣✐✈❡ s♦♠❡

♣r❡♣❛r❛t♦r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❛❧❧

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp
✳✳=

(Vtp, Etp)✳

❚❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥

r♦♦t❡❞ tr❡❡s ✭❝❢✳ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✮✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❞❡s✐❣✲

♥❛t❡❞ r♦♦t ♥♦❞❡ q ∈ Vtp ❢♦r t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥ ♦✉r

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t q ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r♠♦st ♥♦❞❡ ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❡❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ m + n − 1 ♥♦❞❡s ❛♥❞ m + n − 1 ❡❞❣❡s

❤❛♥❣✐♥❣ ❜❡❧♦✇✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡

❛✉①✐❧✐❛r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s✉❜tr❡❡s ❀ t❤✉s✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ❚(w) ⊆ Vtp t❤❡ s✉❜tr❡❡

r♦♦t❡❞ ✐♥ w ∈ Vtp✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ❛ ♥♦❞❡ w′ ∈ Vtp ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❚(w) ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢

w ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ w′ ❛♥❞ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ q ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

✐♠♣❧✐❡s w ∈ ❚(w)✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

◆♦✇ ❧❡t ✉s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ❜❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✿

• ❚❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ TB ✐s st♦r❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r

❢✉♥❝t✐♦♥ ♣ : Vtp → Vtp ∪ {0} ✇❤❡r❡ ♣(w) = w′ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t w′ ✐s t❤❡

s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ ✭❛❢t❡r w ✐ts❡❧❢✮ ♦♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤ ❢r♦♠ w t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡

q✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ w′ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♥♦❞❡ ♦❢ w✳ ❙✐♥❝❡✱ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡

❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ q ❤❛s ♥♦ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ ♦♥❡ s❡ts ♣(q) ✳✳= 0✳

• ❚❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ x ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ① : Vtp → R+
0 ✇❤❡r❡

①(w) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✢♦✇ ❢r♦♠ w t♦ ♣(w)✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✱ ♦♥❡ s❡ts

①(q) = 0✳

• ❚❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (u, v) ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ② : Vtp → R ✇❤❡r❡ ②(w)

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦❞❡ w✱ ✐✳❡✳

✼✶



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

1q ✳✳=

2

3

4

1′

2′

3′

4′

❚(1′)

❚(3)

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥s✐❞❡r ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ❢♦r ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp ✇✐t❤ ✹ ♦r✐✲

❣✐♥s ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s ❡❛❝❤✱ ✐✳❡✳ m = n = 4✳ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ❛ss✉♠❡

t❤❛t t❤❡ ♥♦❞❡ 1 ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡

❚(3)✱ r♦♦t❡❞ ✐♥ 3✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s 3, 3′, 4 ❛♥❞ 4′✳ ❚❤❡ s✉❜tr❡❡

❚(1′) ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥♦❞❡ 1′ ✐ts❡❧❢✳

✼✷



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

uw ✐❢ w ∈ S ❛♥❞ vw ✐❢ w ∈ T r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

• ❚❤❡ t❤r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s : Vtp → Vtp ❞❡✜♥❡s ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧✹

(

q, s(q), s2(q), . . . , sm+n−1(q)
)

st❛rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ q ❛♥❞ ❝②❝❧✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ r♦♦t ❛❢t❡r ❛❧❧ ♥♦❞❡s

♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ sm+n ✳✳= q✳ ❚❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡✲

s❡♥ts ❛ ❦❡② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ r❛♣✐❞❧②

❞❡t❡r♠✐♥❡ ♦t❤❡r ❳❚■ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ▼♦r❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱

✐t ❞❡✜♥❡s ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✇❤❡r❡ ✕ ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✐s ❞r❛✇♥ ❛❝✲

❝♦r❞✐♥❣❧② ✕ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✐s tr❛✈❡rs❡❞ ❡①❛❝t❧②

♦♥❝❡ ✐♥ ❛ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ t♦♣ t♦ ❜♦tt♦♠ ♦r❞❡r st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡

❛♥❞✱ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈✐s✐t❡❞✱ r❡t✉r♥s t♦ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✳

• ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ tr❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♦❢

●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ❛♥❞ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② st♦r❡ t❤❡ r❡✈❡rs❡

t❤r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ r : Vtp → V t♦ ❢✉rt❤❡r ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♦❢

t❤❡ ♦t❤❡r ❳❚■ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ s ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②

✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② s(r(w)) = w✳ ■ts ❡①♣❧✐❝✐t st♦r❛❣❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡ss✱ s❡❡✳ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮✳

• ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t : Vtp → {1, . . . ,m+n} ❞❡♥♦t❡s ❢♦r ❡❛❝❤ w ∈ Vtp t❤❡ ♥✉♠✲

❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ❚(v) ♦❢ TB✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❧❛t❡r✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s

t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ♠❡t❤♦❞✳

• ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢ : Vtp → Vtp ♠❛♣s ❡❛❝❤ w ∈ V ♦♥ t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡

✐♥ ❚(w) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t❤r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s✱ t❤❛t ✐s✱ ❢(w) r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥ ❚(w) ✇✐t❤ t❤❡ r✐❣❤t♠♦st ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✉♣❧❡
(

q, s(q), s2(q), . . . , sm+n−1(q)
)

.

• ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ q ♦❢ TB ✐s st♦r❡❞ s✐♥❝❡

t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ♠❛② ❜❡ r❡r♦♦t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛❧❧ ❳❚■ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡✱ ✐s

t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦❞❡s Vtp ✳✳= S ∪̇ T ✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮

✹❲❡ s❡t s
2(w) ✳✳= s(s(w)), s

3(w) ✳✳= s(s(s(w)))✱ ❡t❝✳

✼✸



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❛♥❞ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✱ t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢

✼ ❛rr❛②s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ (m + n)✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜rst m ❡❧❡♠❡♥ts st♦r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡

♥♦❞❡s ✐♥ S ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st n ❡❧❡♠❡♥ts t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✐s ❛rr❛② r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱

❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ♣✱ s✱

r✱ t ❛♥❞ ❢✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ❛♥❞ ❛ ❢✉❧❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r

t❤❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❳❚■ ✉♣❞❛t❡

▲❡t ✉s ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡

♦❢ t❤❡ ❳❚■ ♠❡t❤♦❞ ✐s t♦ ❡♥❛❜❧❡ ❛ q✉✐❝❦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t♦

t❤❡ ♥❡①t✳ ❆ ❦❡② ❢❛❝t♦r ❢♦r ✐ts ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛❧r❡❛❞②

♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❆❚■ ♠❡t❤♦❞ ❜② ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✷✮✱ t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡

✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ♣✐✈♦t st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r

♦❢ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜tr❡❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡✳ ❚♦ q✉✐❝❦❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤✐s s✉❜tr❡❡✱

❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✷✮ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❆❚■ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡

❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐sts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s ✐♥ ❛ s✉❜tr❡❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛✐♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛st ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✉❜tr❡❡ ✇❡r❡

❧❛r❣❡❧② ❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ✉♣❞❛t✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇

❢✉♥❝t✐♦♥ t ✐ts❡❧❢✳

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ✐s ❛ r❡❧❛✲

❜❡❧❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❛❧❧♦✇s t t♦ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡

❛ s❡❛♠❧❡ss ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❆❚■ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s ②✱ ♣✱

s ❛♥❞ r✱ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥❞❡① ❢ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮

s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢ ❛❧❧♦✇s t♦ ❢✉rt❤❡r str❡❛♠❧✐♥❡ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❆❚■ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♠❛❦❡ t❤❡ ❳❚■

♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t✇✐❝❡ ❛s ❢❛st ❛s t❤❡ ❆❚■ ♠❡t❤♦❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts

❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ●❧♦✈❡r ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥ ✭✶✾✽✷✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s

❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠✲

♣❧❡①✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✼✹



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

1

♣(1) = 0

t(1) = 8

❢(1) = 4′

2

♣(2) = 2′

t(2′) = 1

❢(2′) = 2

3

♣(3) = 2′

t(3) = 4

❢(3) = 4′

4

♣(4) = 3′

t(4) = 2

❢(4) = 4′

1′
♣(1′) = 1

t(1′) = 1

❢(1′) = 1′

2′
♣(2′) = 1

t(2′) = 6

❢(2′) = 4′

3′
♣(3′) = 3

t(3′) = 3

❢(3′) = 4′

4′
♣(4′) = 4

t(4′) = 1

❢(4′) = 4′

s

s

s

s

s

s

s

s

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡

❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ s✱ st❛rt✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ 1✱ ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞

❜② t❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❛rr♦✇s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡s❡

❛rr♦✇s ❞❡✜♥❡s t❤❡ r❡✈❡rs❡ t❤r❡❛❞ r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ w ∈
{1, 2, 3, 4, 1′, 2′, 3′, 4′} t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♣(w)✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦❞❡s

t(w) ✐♥ ✐ts s✉❜tr❡❡ ❚(w) ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♥♦❞❡ ❢ ✐♥ ✐ts s✉❜tr❡❡ ❚(w)

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

✼✺



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

Pr♦❝❡❞✉r❡ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❳❚■

✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s

♣✱ s✱ r✱ t✱ ❢ ❛♥❞ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ q✱ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ st❡♣s✿

✭✶✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

✭✷✮ ■❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜tr❡❡s ❜② ❡❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡

❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡✳

✭✸✮ ❘❡r♦♦t✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✉❜tr❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐♥❝✐❞❡♥t t♦ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡✳

✭✹✮ ❏♦✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ s✉❜tr❡❡s ❜② t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡✳

❊❛❝❤ st❡♣ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❙t❡♣ ✭✹✮ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ❢♦r♠❡r r♦♦t ✇❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✉❜tr❡❡✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❚❤❡

❛❞❛♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐s ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥ st❡♣s ✭✶✮ ❛♥❞ ✭✸✮✳ ❈♦♥❝❡r♥✲

✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t Pr♦❝❡❞✉r❡ ✹✳ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞

✐♥ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮✱ t❤❛t ✐s✱ ✇❡ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡r

s✉❜tr❡❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❢t❡r st❡♣s ✭✶✮ t♦ ✭✹✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❡①✲

❛❝t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ P❤❛s❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❦❡ ❢✉❧❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣✱

t❤❡ ❳❚■ ✉♣❞❛t❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❡①♣❧♦✐t❛✲

t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ❡✛❡❝ts ❜❡t✇❡❡♥ st❡♣s ✭✶✮ t♦ ✭✹✮ ❛♥❞✱ ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✱

t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ❛♥❞ q✉✐t❡

t❡❝❤♥✐❝❛❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s

♣♦ss✐❜❧❡ r❡r♦♦t✐♥❣ ♦❢ s✉❜tr❡❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❢❡r t♦ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮ ❢♦r t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡

✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡✱ ✐✳❡✳ ♣✱ s✱ t✱ ❢ ❛♥❞ r✳

✼✻



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

1

2

3

1′

2′

6
6
6

❙t❡♣ ✭✶✮

1

2

3

1′

2′

❙t❡♣ ✭✷✮

1

2

3

1′

2′

❙t❡♣ ✭✸✮

1

2

3

1′

2′

❙t❡♣ ✭✹✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡ st❡♣s ✭✶✮ t♦ ✭✹✮ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ❢♦r

❛ ❜❛s✐s tr❡❡ T ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m = 3

❛♥❞ n = 2✳ ■♥ ❙t❡♣ ✭✶✮✱ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ 21 ❛♥❞ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣

❡❞❣❡ 12✱ ❝r♦ss❡❞ ❜② s❤♦rt r❡❞ ❧✐♥❡s✱ ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞✳ ■♥ ❙t❡♣ ✭✷✮ t❤❡

r❡s✉❧t✐♥❣ t✇♦ ❞✐s❥♦✐♥t s✉❜tr❡❡s T \ ❚(2′) ❛♥❞ ❚(2′) ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞✳

❚❤❡ s♠❛❧❧❡r tr❡❡ T \ ❚(2′) ✐s t❤❡♥ r❡r♦♦t❡❞ ✐♥ ♥♦❞❡ 2 ✐♥❝✐❞❡♥t t♦

t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✸✮✳ ❋✐♥❛❧❧② t❤❡ t✇♦ tr❡❡s ❛r❡ ❥♦✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐♥ ❙t❡♣ ✭✹✮ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s tr❡❡ ✇❤✐❝❤

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❤❛s t❤❡ r♦♦t 2✳

✼✼



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✹✳✸✳✷ P❤❛s❡ ■

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ P❤❛s❡ ■ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ x ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs (u, v)✳

■♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙✱ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t❧② ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤✐s ♦❢✲

❢❡rs ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❞❡❝✐s✐✈❡

❝r✐t❡r✐❛✿ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦ts t❤❡

❙✐♠♣❧❡① s✉❜s❡q✉❡♥t❧② r❡q✉✐r❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲

❛❧❧②✱ ❢♦r♠❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s

❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ ♦r ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✇✐t❤

t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❆♥

❡①❡♠♣❧❛r② ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳

■♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛♥❞ t❤❡ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ P❤❛s❡ ■ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♦t❤❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ♠❡t❤♦❞ ❞✉❡ t♦ ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❳❚■ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✱

❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✱ s✱ r✱ t ❛♥❞ ❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

t❤✐s ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛st❡r ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣✐✈♦t st❡♣s✳

◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤❡ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ st❡♣ ❛❢t❡r t❤❡

♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❜❛s✐❝ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ▼♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤✐s ❡♥✲

t❛✐❧s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ TB ✐♥ ♦r❞❡r t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣✱ s r✱ t ❛♥❞ ❢✳ ❚❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s

❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮❀ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✱

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡✐r ♠❡t❤♦❞ ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s ❛ str♦♥❣❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡✱ ❝❢✳

✼✽



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

❲❤❡♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs (u, v) ❛r❡ ❞❡✲

t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r♦♦t

♥♦❞❡ q ✐s ❝✉st♦♠❛r✐❧② s❡t t♦ ③❡r♦✳ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤✲✜rst s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡✲

✜♥❡❞ ❜② s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ✐♥ ❛ ❝❛s❝❛❞✐♥❣ ❢❛s❤✐♦♥ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣

ui ✳✳= ci♣(i) + v♣(i)

❢♦r ❡❛❝❤ i ✐♥ S ❛♥❞

vj ✳✳= u♣(j) − c♣(j)j

❢♦r ❛❧❧ j ✐♥ T ✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❢♦r x ❛♥❞ (u, v) ✇✐❧❧ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ♥♦❞❡s

✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢

t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s❡t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦❞❡ ✐s ✈✐s✐t❡❞✳ ❆♥

✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✳

■♥t❡❣r❛t❡❞ ❳❚■ ❤❡✉r✐st✐❝s

❋♦r ❝❡rt❛✐♥ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❳❚■ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉r✲

t❤❡r str❡❛♠❧✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❲❈❘✱ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡

❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❳❚■ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦

t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ◆❲❈❘ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s

✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t st❛rt✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s✱ t❤❡ ❚▼❘ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ❚❤✐s

❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❤❡✉r✐st✐❝ t❤❛t ❞❡✜♥❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♥✐t✐❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧✳ ✇❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞

❤❡✉r✐st✐❝s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ◆❲❈❘❳❚■ ❛♥❞ ❚▼❘❳❚■ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳

✹✳✸✳✸ P❤❛s❡ ■■

Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❛r❡ ✉s❡❞✱ t❤❡ ❚P❙ ♣❡r❢♦r♠s

t❤❡ s❛♠❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛s t❤❡ ▲P❙ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ P❤❛s❡ ■■✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✼✾



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❧✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❳❚■ r❡♣✲

r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r

❡①♣❧♦✐t❡❞ ❜② ❝❤♦♦s✐♥❣ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝✉rr❡♥t ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ x ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧

♠✉❧t✐♣❧✐❡rs (u, v) ❛♥❞ ❛♥ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ TB ❛r❡ ❣✐✈❡♥✱

✇❡ ♥♦✇ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❚P❙ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❡①❡❝✉t❡❞ ✐♥ t❤❡

♣✐✈♦t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ▲P❙ ✭❝❢✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ✈✐❡✇ t❤❡ ❜❛s✐s ❡❧❡♠❡♥ts

(i, j) ❛s ❡❞❣❡s ij ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp ❛♥❞ ❛❞❛♣t t❤❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ t❤r❡❡ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥st✐t✉t❡✿

✶✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡✳

✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡✳

✸✳ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s✳

✇❡ s✉♣♣♦rt ♦✉r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❜② ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ♣✐✈♦t st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✹ t♦ ✹✳✽ ❛♥❞ s❤♦✇ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✹✳✶ ❛♥❞

✹✳✷✳

◆♦❞❡s ♣ ① ② s r t ❢

✶ ✵ ✵ ✵ ✶✬ ✹✬ ✽ ✹✬

✷ ✷✬ ✵✳✷ ✵✳✺ ✸ ✷✬ ✶ ✷

✸ ✷✬ ✵✳✶ ✵✳✷ ✸✬ ✷ ✹ ✹✬

✹ ✸✬ ✵✳✶ ✵✳✹ ✹✬ ✸✬ ✷ ✹✬

✶✬ ✶ ✵✳✶ ✲✵✳✶ ✷✬ ✶ ✶ ✶✬

✷✬ ✶ ✵✳✸ ✲✵✳✷ ✷ ✶✬ ✻ ✹✬

✸✬ ✸ ✵✳✶ ✵✳✶ ✹ ✸ ✸ ✹✬

✹✬ ✹ ✵✳✶ ✲✵✳✶ ✶ ✹ ✶ ✹✬

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❆♥ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✳✹❀ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ 1 ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ sq✉❛r❡✳

✽✵



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

1

u1 = 0

a1 = 0.4

2

u2 = 0.5

a2 = 0.2

3

u3 = 0.2

a3 = 0.2

4

u4 = 0.4

a4 = 0.2

1′

v1 = −0.1

b1 = 0.1

2′

v2 = −0.2

b2 = 0.6

3′

v3 = 0.1

b3 = 0.2

4′

v4 = −0.1

b4 = 0.1

C =













0.1 0.2 0.6 0.3

0.8 0.7 0.1 0.7

0.6 0.4 0.1 0.4

0.8 0.9 0.3 0.5













X =













✵✳✶ ✵✳✸ 0 0

0 ✵✳✷ 0 0

0 ✵✳✶ ✵✳✶ 0

0 0 ✵✳✶ ✵✳✶













B =











(1, 1′), (1, 2′), (2, 2′),

(3, 2′), (3, 3′), (4, 3′),

(4, 4′)











x11 = 0.1

x
12 =

0.3

x22 = 0.2

x 32
=
0.1

x33 = 0.1

x 43
=
0.1

x44 = 0.1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❲❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✷✱ t❤❛t ✐s✱

✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❛ ❜❛s✐s B s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♣❛♥♥✐♥❣

tr❡❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ TB ❛♥❞ ❛❞❞ ❝♦sts C ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✉♣✲

♣❧✐❡s a ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s b ❢♦r ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

m = n = 4✳ ❋♦r t❤❡s❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♠❛❧

❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ x ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧

♠✉❧t✐♣❧✐❡rs (u, v) ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳

✽✶



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

1

u1 = 0

2

u2 = 0.5

3

u3 = 0.2

4

u4 = 0.4

1′

v1 = −0.1

2′

v2 = −0.2

3′

v3 = 0.1

4′

v4 = −0.1

C =













0.1 0.2 0.6 0.3

0.8 0.7 0.1 0.7

0.6 0.4 0.1 0.4

0.8 0.9 0.3 0.5













Cuv =













✵ ✵ 0.7 0.2

0.2 ✵ −0.3 0.1

0.3 ✵ ✵ 0.1

0.3 0.3 ✵ ✵













X =













✵✳✶ ✵✳✸ 0 0

0 ✵✳✷ 0 0

0 ✵✳✶ ✵✳✶ 0

0 0 ✵✳✶ ✵✳✶













c11 = 0.1

c
12 =

0.2

c22 = 0.3

c 32
=
0.4

c33 = 0.1

c 43
=
0.1

c44 = 0.3

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ss✐❣♥❡❞

✈❛❧✉❡s t❤❛t s❛t✐s❢② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss✱ ✐✳❡✳ ✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts

♦♥ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❞❣❡s s❛t✐s❢② cuvij ✳✳= cij−ui+vj = 0✳ ■❢ u1 ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② s❡t

t♦ ③❡r♦✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ✉♥✐q✉❡❧② ❞❡✜♥❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✉❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❡❛s✐❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣

t❤❡ tr❡❡ ✈✐❛ s✱ ✐✳❡✳ 1
s→ 1′

s→ 2′
s→ 2

s→ 3
s→ 3′

s→ 4
s→ 4′✳

❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ♦♥❧② ✈✐s✐t❡❞ ♦♥❝❡ ❛♥❞ ✇❤❡♥❡✈❡r ❛

♥♦❞❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ✐s ❛❧r❡❛❞②

❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ❡❞❣❡s ❛r❡

s❤♦✇♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s X ❛♥❞

Cuv ✐♥❞❡❡❞ s❛t✐s❢② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ②❡t ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❡❞❣❡ 23 ✐s t❤❡ ♦♥❧②

❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❢♦r ❛♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❛r❡

♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳

✽✷



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

P✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✶✿ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡

❆s ✐♥ t❤❡ ▲P❙✱ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r ❛ s✉❜s❡t✺ ♦❢ ❛❧❧ ❡❞❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♠❛♥② s✉✐t❛❜❧❡

r✉❧❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s st❡♣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ✇❤❡r❡ ✇❡

❝♦♥s✐❞❡r s❡✈❡r❛❧ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥s t❤❛t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠✳

P✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✷✿ ❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡

❚❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ ❛ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥❧❛r❣❡❞

❜❛s✐s tr❡❡ TB ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✢♦✇ ♦♥ t❤❡ ✈✐s✐t❡❞ ❡❞❣❡s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱

t❤✐s ❝②❝❧❡✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❛s✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛t❤✱ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣

❡❞❣❡ ieje✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✶✱ t♦ TB ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ■t

❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② r❡tr❛❝✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t ♣❛t❤s ❢r♦♠ ie

❛♥❞ je t♦ t❤❡ r♦♦t ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣ ✉♥t✐❧ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❡❞❣❡ ieje
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs ❛❧❧ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡❞❣❡s ✐♥

t❤❡ ❝②❝❧❡✱ ✐✳❡✳ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ij ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜rst ✈✐s✐t❡❞ ♥♦❞❡ ✐s j✱ ✐❢ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡s

❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ ieje ❢r♦♠ ✐ts ♦r✐❣✐♥ t♦ ✐ts ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛✈❡rs❡s

t❤❡ ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✱

❛♥ ❡❞❣❡ iljl ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ✢♦✇ xiljl ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❡❞❣❡s ✈✐❛ ♣ ❛♥❞ ①✳

❲❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ❡❞❣❡ v♣(v) ✭✇✳❧✳♦✳❣✳ v ✐s ✐♥ S ❛♥❞ ♣(v) ✐s ✐♥ T ✮ ✐s ❝r♦ss❡❞ ✈✐❛ ♣✱

✐ts ✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ✐s ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ s✐♥❝❡ ①(v) st♦r❡s ❡①❛❝t❧② xv♣(v)✳ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡

♦♣❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✸ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ t❤✐s ❡❞❣❡ t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡✳

P✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✸✿ ❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛t❤ ✭❝②❝❧❡✮ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✷ ❛♥❞ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❳❚■ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

✺■♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡ t❤❡ s✉❜s❡t ✇✐❧❧ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t✳

✽✸



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

1

2

3

4

1′

2′

3′

4′

x11 = 0.1

x
12 =

0.3

x22 = 0.2

x 32
=
0.1

x33 = 0.1

x 43
=
0.1

x44 = 0.1

1

2

3

4

1′

2′

3′

4′

x11 = 0.1

x
12 =

0.3

x22 = 0.1

x 32
=
0.2

x33 = 0.0

x 43
=
0.1

x44 = 0.1

x
23 =

0.1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡ 23 t♦ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ TB✱ ❛ ❝②❝❧❡✱

t❤❛t ✐s t❤❡ ❜❛s✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛t❤✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡

✈✐❛ t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣ ❜② r❡tr❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s ❢r♦♠ 2 ❛♥❞

3′ t♦ t❤❡ r♦♦t ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳ 2
♣→ 2′ ❛♥❞

3′
♣→ 3

♣→ 2′✱ s✐♥❝❡ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ✜rst ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♥♦❞❡ ✐s 2′✳

❲❤✐❧❡ r❡tr❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤s✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✢♦✇ ♦♥ ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡❞❣❡

✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞ ❡❞❣❡s ❛r❡ 22 ❛♥❞ 33 ❛♥❞

t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✢♦✇ ✐s ❤❡♥❝❡ x33 = 0.1✳ P✉s❤✐♥❣ 0.1 ✉♥✐ts ♦❢ ✢♦✇

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝②❝❧❡ ✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ t❤❡ ❡❞❣❡ 33 t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❜❛s✐s ✇❤✐❧❡

23 ❡♥t❡rs ✐t✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♥❡✇ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝

s♦❧✉t✐♦♥✳

✽✹



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❞❥✉st❡❞ ❜② s❡♥❞✐♥❣ xiljl ✉♥✐ts ♦❢ ✢♦✇ ✐♥

t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✮

❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♣ ❛♥❞ ① ❛♥❞

✇✐❧❧ ❝❛✉s❡ iljl t♦ ❧❡❛✈❡ ❛♥❞ ieje t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥

♦❢ ① ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ② ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ r❡st♦r❡

t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❢♦r t❤❡ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♣❛✐r x ❛♥❞

(u, v) ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♣❛r❛❣r❛♣❤✳

■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❛t ✐s ♣✱ s✱ r✱ t ❛♥❞ ❢✱ ❛r❡ ✉♣❞❛t❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s

tr❡❡✳ ❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ st❡♣s ♦❢ t❤✐s ✉♣❞❛t❡ ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❆s ❛❧r❡❛❞②

♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❡①❡♠♣❧❛r② ♣✐✈♦t st❡♣✱ t❤❛t ✐s t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐s

✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳

❯♣❞❛t❡ ♦❢ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡t ✉s ❡❧❛❜♦r❛t❡ ♦♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ ❦❡② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❳❚■

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❛❧❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡

r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♦❢ t✇♦ s✉❜tr❡❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥❧② t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤✐s s✉❜tr❡❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡

✉♣❞❛t❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳

■♥ ❡✈❡r② ♣✐✈♦t st❡♣ ✈❛r✐❛❜❧❡s (u, v) ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②

s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❝♦sts ♦♥ ❜❛s✐❝ ❡❞❣❡s ❛r❡ s❡t t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳

∀ ij ∈ TB : cuvij
✳✳= cij − ui + vj = 0.

❉r♦♣♣✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ✐❞❡♥t✐✜❡s t✇♦

❞✐s❥♦✐♥t s✉❜tr❡❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r s✉❜tr❡❡✱

✐✳❡✳ t❤❡ s✉❜tr❡❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♠♦r❡ ♥♦❞❡s✱ ❜② T1 ❛♥❞ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❜② T2

✇❤❡r❡ t✐❡s ❛r❡ s♣❧✐t ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳

▲❡t ✉s ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ T1 r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣❞❛t❡

♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ♣ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥♦t ②❡t ✉♣❞❛t❡❞ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s✳
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✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❚❤✉s✱ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ T1 ❛r❡ ③❡r♦ ❜② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

♣✐✈♦t st❡♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ieje ❞❡♠❛♥❞s ❛

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ T2✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♥♦❞❡ ie
♦❢ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐s ✐♥ T1 ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♥♦❞❡ je ✐s ✐♥ T2✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱

❦❡❡♣✐♥❣ uie ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡t vje t♦ cieje − uie t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ cuviegge = 0✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ vje ✇❛s s❡t t♦ c♣(je)je −u♣(je) t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t vje ❤❛s

t♦ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜②

δ ✳✳= uie − ciegge − u♣(je) + c♣(je)je .

■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡ je ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ T1✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t u♣(je)
♠✉st ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜②

δ′ ✳✳= ciegge + vje − cie♣(ie) − v♣(ie).

■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ T2 ❝❛♥ ❜❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜② tr❛✈❡rs✐♥❣ T2

✈✐❛ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ t❤r❡❛❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ s ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❡❛❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t✉r♥ ❜② δ

✭♦r δ′✮✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦st ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

cuvij
✳✳= cij − ui + vj

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♦♥❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡❞❣❡ ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦✉t ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ♦t❤❡r ❡❞❣❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

cuvij
✳✳= cij − ui − vj,

❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❢♦r ✭❚P✮✱ ❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡✐t❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜②

δ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❡♥t❛✐❧ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥q✉✐r② ❢♦r

❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ♦❢ T2✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r t❤❡ ✉♣❞❛t❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥

❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳

✹✳✸✳✹ P✐✈♦t r✉❧❡s

❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❙✐♠♣❧❡①

▼❡t❤♦❞✳ ■ts t❛s❦ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥t ✭❡❞❣❡✮ ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞

✽✻



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

1

u1 = 0

2

u2 = 0.5

3

u3 = 0.2

4

u4 = 0.4 → 0.7

1′

v1 = −0.1

2′

v2 = −0.2

3′

v3 = 0.1 → 0.4

4′

v4 = −0.1 → 0.2

c
23 =

0.1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❊❧✐♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡ 33 ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ r❡s✉❧ts ✐♥ t✇♦

❞✐s❥♦✐♥t s✉❜tr❡❡s t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ❥♦✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ 23 t♦ ❢♦r♠

t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s tr❡❡✳ ■♥ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ tr❡❡ ❚(3′) ✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣✮ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡r s✉❜tr❡❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✉❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ V \❚(3′) r❡♠❛✐♥ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ ❥♦✐♥✐♥❣ 2 ❛♥❞ 3 ✐♠♣❧✐❡s ❛♥

✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ v3 t♦ s❡t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts t♦ ③❡r♦✱ ✐✳❡✳ cuv23 −u2+v3 = 0✳

❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts✱ ✐t s✉✣❝❡s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ t❤❡ s✉❜tr❡❡ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✱ ✐✳❡✳

✵✳✸✱ s✐♥❝❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥

③❡r♦ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♣✐✈♦t✳ ❆❢t❡r✇❛r❞s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥❡✇ ❜❛s✐s tr❡❡✳

✽✼



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

1

u1 = 0

2

u2 = 0.5

3

u3 = 0.2

4

u4 = 0.7

1′

v1 = −0.1

2′

v2 = −0.2

3′

v3 = 0.4

4′

v4 = 0.2

C =













0.1 0.2 0.6 0.3

0.8 0.7 0.1 0.7

0.6 0.4 0.1 0.4

0.8 0.9 0.3 0.5













Cuv =













✵ ✵ 1.0 0.5

0.2 ✵ ✵ 0.4

0.3 ✵ 0.3 0.4

0 0 ✵ ✵













X =













✵✳✶ ✵✳✸ 0 0

0 ✵✳✶ ✵✳✶ 0

0 ✵✳✷ 0 0

0 0 ✵✳✶ ✵✳✶













x11 = 0.1

x
12 =

0.3

x22 = 0.1

x 32
=
0.2

x 43
=
0.1

x44 = 0.1

x
23 =

0.1

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡

r♦♦t ♥♦❞❡ ✐s st✐❧❧ 1 s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ s✉❜tr❡❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ❡❞❣❡s ❛r❡

❛❧❧ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥

❛tt❛✐♥❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❞✉❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ❡❞❣❡s 41 ❛♥❞ 42✱ ✐✳❡✳ cuv41 = cuv41 = 0✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❳❚■

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡

r♦♦t ♥♦❞❡ ♦❢ TB ✐s st✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② 1 s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

❧❛r❣❡r s✉❜tr❡❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✉♣❞❛t❡✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳
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✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

◆♦❞❡s ♣ ① ② s r t ❢

✶ ✵ ✵ ✵ ✶✬ ✸ ✹✬ ✸

✷ ✷✬ ✵✳✶ ✵✳✺ ✸✬ ✷✬ ✹ ✹✬

✸ ✷✬ ✵✳✷ ✵✳✷ ✶ ✹✬ ✶ ✸

✹ ✸✬ ✵✳✶ ✵✳✼ ✹✬ ✸✬ ✷ ✹✬

✶ ✶ ✵✳✶ ✲✵✳✶ ✷✬ ✶ ✶ ✶✬

✷ ✶ ✵✳✸ ✲✵✳✷ ✷ ✶✬ ✷✬ ✸

✸ ✷ ✵✳✶ ✵✳✹ ✹ ✷ ✸ ✹✬

✹ ✹ ✵✳✶ ✵✳✷ ✸ ✹ ✶ ✹✬

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❚❤❡ ✉♣❞❛t❡❞ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽❀ t❤❡ r♦♦t ♥♦❞❡ 1 ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② ❛ sq✉❛r❡✳

❝♦sts✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❛s t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♣❡r ♣✐✈♦t

st❡♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❜✉t ❧♦✇❡r r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts

♦❢ t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐✈♦t ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❧② t❤❛t ❢❡✇❡r ♣✐✈♦t st❡♣s

❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦✈❡r❛❧❧✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❜② ❛ ❧❛r❣❡r ♠❛r❣✐♥

✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t✇♦ ❞❡❝✐s✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢♦r t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡

❝❛♥ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞✿ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ P❤❛s❡ ■■ ❛♥❞

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡

♣✐✈♦t st❡♣✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡✱ ❡✈❡r② ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❤❛s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r

❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t Etp✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t ❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❛r❡

♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡s ✉s❡❞ t♦ st♦r❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

❢♦r t❤❡ ▲P❙✱ ◆❙ ❛♥❞ ❚P❙✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥❝❡ss✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

✐s t♦ ❝❤♦♦s❡ s♣❡❝✐✜❝ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✇❤♦s❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ❜❡tt❡r ❡①♣❧♦✐ts t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠

str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s✉❝❤ r✉❧❡s✳

❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s

❜❡❡♥ t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞

❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✮✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s

t♦ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣✐✈✲
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✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

♦t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✱ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ r❡✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❤✐t❤❡rt♦ t❡st❡❞

r✉❧❡s✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r✉❧❡s ❧✐st❡❞ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠❡❞ ♠♦st

♣r♦♠✐s✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ●❧♦✈❡r

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❧❛t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ x ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧

♠✉❧t✐♣❧✐❡rs (u, v) s❛t✐s❢②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮ ❛r❡

❣✐✈❡♥✳

▼♦❞✐✜❡❞ ❘♦✇ ▼♦st ◆❡❣❛t✐✈❡ ✭❘▼◆✮ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙r✐♥✐✲

✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮✱ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮ ❛♥❞ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤✲

♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✱ t❤✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❚P❙

✐❢ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❚❤✐s r✉❧❡ ❝②❝❧✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡s r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts cuvij = cij − ui + vj ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t

t♦ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C ❛♥❞ ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ❡❛❝❤ ♣✐✈♦t

st❡♣✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳

❋♦r ❛ r♦✇ i✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts cuvij ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛❧❧ ♥♦♥✲❜❛s✐s

❡❧❡♠❡♥ts (i, j) /∈ B✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡s❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s✱ t❤❡ ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✱ ♦r ✐♥

t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱ ♦♥❡ ♣r♦❝❡❡❞s ❜② ✐♥s♣❡❝t✐♥❣

t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t r♦✇✳ ❚❤❡ ♥❡①t r♦✇ ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ r♦✇ i ✐s t❤❡r❡❜② t❤❡ r♦✇ i+ 1 ♦r

1 ✐♥ ❝❛s❡ t❤❛t i = m✳

❇❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ❛ s❧✐❣❤t ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✿ ■♥st❡❛❞ ♦❢ st❛rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥s♣❡❝✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r♦✇ i + 1✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r♦✇ i ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❧❛st ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ r♦✇ i ❛❣❛✐♥✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ r❡❞✉❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶✵✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣♦ss✐❜❧②

❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❆ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❘▼◆ ✐s t❤❛t ❛t ♠♦st ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢

❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ r♦✇ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s ❛♥❞ ❛ r♦✇ ✐s ♦♥❧② ✐♥s♣❡❝t❡❞ ❛❣❛✐♥ ❛❢t❡r

t❤❡ r✉❧❡ ❤❛s tr❛✈❡rs❡❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♠❛tr✐① ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ♥❡❛r

t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠✱ ✐t ♠❛❦❡s s❡♥s❡ t♦ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ♠♦r❡ ❡❧✐❣✐❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s r❡♠❛✐♥ ✐♥ ❛

r♦✇ ❛❢t❡r t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ ❡❧❡♠❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥t✐♥✉✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t r♦✇✳
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✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

▼♦❞✐✜❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ▼♦st ◆❡❣❛t✐✈❡ ✭❈▼◆✮ ❚❤✐s r✉❧❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡

❝♦❧✉♠♥✲❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘▼◆ r✉❧❡✱ t❤❛t ✐s ♦♥❡ ❡①❡❝✉t❡s t❤❡ ❘▼◆ r✉❧❡ ♦♥

C⊤✳

❘♦✇ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ ✭❘❇▲❑✮ ❚❤✐s r✉❧❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ●r✐❣♦r✐❛❞✐s ✭✶✾✽✻✮

❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮

❢♦r t❤❡ ◆❙ ♦♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ❡❞❣❡

♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ✐♥s♣❡❝ts s❡q✉❡♥❝❡s

♦❢ ❡❞❣❡s ij ❛♥❞ s❡❧❡❝ts t❤❡ ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts cuvij ✳ ■♥

❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼◆✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ♥♦t ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ r♦✇

♦r ❝♦❧✉♠♥✱ ❜✉t r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝②❝❧✐❝ r♦✇✲✇✐s❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ ♦❢ pblk ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢

t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛r❡ ♥♦♥✲

♥❡❣❛t✐✈❡✱ t❤❡ r✉❧❡ ❝♦♥t✐♥✉❡s tr❛✈❡rs✐♥❣ C ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇❛s

❢♦✉♥❞✱ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t ✐t ❞✐r❡❝t❧② st♦♣s ✐ts ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ♦r ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ✐♥s♣❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳

❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r pBLK ✱ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s s✉♣♣♦rt❡❞ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥✲

❞❛t✐♦♥ ✐♥ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮ t♦ s❡t pBLK
✳✳= ⌊√mn⌋ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛①✲

✐♠✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ❚❤✐s ❛❧s♦ r❡♥❞❡rs t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r✉❧❡s ♦❜✲

s♦❧❡t❡✱ ♥❛♠❡❧② t❤❡ ♠❛tr✐① ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ♥❡❣❛t✐✈❡ r✉❧❡✱ s❡❡

●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡

❘❇▲❑ r✉❧❡ ❢♦r pBLK
✳✳= mn ❛♥❞ pBLK

✳✳= 1✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢♦r pBLK
✳✳= ⌊√mn⌋✱

t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❘▼◆ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡

❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❈♦❧✉♠♥ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ ✭❈❇▲❑✮ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✲

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❇▲❑ r✉❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① C ✐s tr❛✈❡rs❡❞ ❝♦❧✉♠♥✲✇✐s❡✳ ■❢

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❘❇▲❑ ❛♥❞ t❤❡ ❈❇▲❑ ❛s t❤❡ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤

r✉❧❡s✳

❘♦✇ ❙❤♦rt❧✐st ✭❘❙▲✮ ❆ ♥❡✇ ❛♥❞ ✭♦♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✮ ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧

t②♣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❚P❙ ✈❛r✐❛♥t ❜② ●♦tts❝❤❧✐❝❤

❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ▼❡t❤♦❞✳
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✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

■ts ❦❡② ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✜rst s♦❧✈❡ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ P❤❛s❡ ■■ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜✲♣❤❛s❡s❀ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❜✲♣❤❛s❡✱ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❧✐♠✐ts t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡s t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✇❤♦ ❛r❡

♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✉s r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❡✛♦rt

♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✳ ❖♥❧② ✇❤❡♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❡t ♦❢ ❡❞❣❡s Etp✳

❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r♦✇ i ✐♥ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C✱ ❛ s❤♦rt❧✐st Li ⊆ J ✐s ❝r❡❛t❡❞✳

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ r♦✇ i ♦❢ C ✐s s♦rt❡❞ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥

✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡st lSL ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✭t❤❡ lSL ❡❞❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦sts✮ ❛r❡

st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❤♦rt❧✐st Li✳ ■♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲♣❤❛s❡✱ ♦♥❧② t❤❡s❡

s❤♦rt❧✐sts Li✱ i ∈ I✱ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡s ✐♥ ♣✐✈♦t

♦♣❡r❛t✐♦♥ ✶✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s lSL ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ n ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱

●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ s❡❧❡❝✲

t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❢♦r t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ✐♥ t❤❡ ✜rst s✉❜✲♣❤❛s❡✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡❢❡rr❡❞

t♦ ❛s ❙❤♦rt❧✐st s❡❧❡❝t✐♦♥✿ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣✐✈♦t st❡♣✱ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ❛r❡ ❝♦♥✲

s❡❝✉t✐✈❡❧② tr❛✈❡rs❡❞ ✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r kSL ❡❞❣❡s ✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❤❛✈❡

❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ♦r pSL ♣❡r❝❡♥t ♦❢ ❛❧❧ s❤♦rt❧✐sts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❡❛r❝❤❡❞✳ ❆s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐✲

♦✉s❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ r✉❧❡s✱ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ♦❢ t❤❡

✐♥s♣❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❝❤♦s❡♥✳ ■❢ ♥♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❝♦♥✲

t✐♥✉❡s ✉♥t✐❧ t❤❡ ✜rst ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ♦r ❛❧❧ s❤♦rt❧✐sts ✇❡r❡ s❡❛r❝❤❡❞✳

■♥ t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ st❛rts ✇✐t❤ s❤♦rt❧✐st ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

st❡♣✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❛❧❧ ❝❤❡❝❦❡❞ ❡❞❣❡s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts✱ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ❜✉t ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧②

✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ ❡❞❣❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ♠✐❣❤t

❧❡❛❞ t♦ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r ❡❞❣❡s ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❚❤❡r❡✲

❢♦r❡✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜✲♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s

❛❧❧ ❡❞❣❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥❞ t❤✉s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

✭♦r✐❣✐♥❛❧✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡t lSL✱ kSL ❛♥❞ pSL ✐s

❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✈❛❧✲

✉❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛s ✏❛ ✜rst st❡♣ t♦ ❣♦♦❞

✾✷



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

✉♥✐✈❡rs❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✑✱ ✐✳❡✳

lSL ✳✳=







min{15, n} ❢♦r n ≤ 200,

15 + ⌊15 · log2(n/200)⌋ ❢♦r n > 200,

kSL ✳✳= lSL,

pSL ✳✳= 5%.

▲❛st❧②✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲♣❤❛s❡

♦❢ P❤❛s❡ ■■✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ♦❢ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r

✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❛♣♣❧② t❤❡ ❘▼◆ r✉❧❡ st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❘❙▲ ✐♥ t❤❡

❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❚P❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡✉r✐s✲

t✐❝ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ st❛rt✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❘▼❘✻ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✐t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❘❙▲ ✐♥✲

❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ▼❡t❤♦❞✳

❈♦❧✉♠♥ ❙❤♦rt❧✐st ✭❈❙▲✮ ❆s ✐♥ t❤❡ t✇♦ r✉❧❡s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡✲

♠❡♥t❡❞ ❛ ❝♦❧✉♠♥✲✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ♣✐✈♦t r✉❧❡✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ s❤♦rt❧✐sts Lj

❢♦r t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s j ∈ J ✱ ❛s ✇❡❧❧✳ ❍❡r❡ ✇❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ✉s❡ t❤❡ ❈▼◆ ❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧

♣✐✈♦t r✉❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜✲♣❤❛s❡ ♦❢ P❤❛s❡ ■■✳ ■❢ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts

r❡❢❡r t♦ ❜♦t❤ t❤❡ ❘❙▲ ❛♥❞ t❤❡ ❈❙▲✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✳

■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ ♥♦t❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ▼❛t❧❛❜ ✉s❡s ❝♦❧✉♠♥✲♠❛❥♦r ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐t❡r❛t❡s

❢❛st❡r ♦✈❡r t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① t❤❛♥ ♦✈❡r ✐ts r♦✇s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚P❙✱ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

✐♥ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛s ❢♦r t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ t❤❡ r♦✇ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s

✻❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦❢ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❘▼❘ ❤❛❞ ♥♦

♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳
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✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❛r❡ ♠♦st ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s t❤❡✐r ❝♦❧✉♠♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥ts ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞

♣r♦❜❧❡♠✱ ✐✳❡✳ ♦♥ (C⊤, b, a) ✐♥st❡❛❞ ♦❢ (C, a, b)✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ▼❛t❧❛❜ ❝♦❞❡ ❢♦r ❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼◆ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧②

✈❡❝t♦r✐③❡❞✼✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❢❡r✐♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡

❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ ❘✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts

cuvij = cij − ui + vj ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✉❛❧ ✈❡❝t♦rs

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r s❡q✉❡♥❝❡s ✭❜❧♦❝❦s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣

s❡✈❡r❛❧ r♦✇s ✭♦r ❝♦❧✉♠♥s✮ ♦❢ C✳ ❚❤❡ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉t✇❡✐❣❤s

t❤❡ t✐♠❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ✈❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡

✐♥s♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦r❞❡r ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤

t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✈❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s ♥♦t ♣r❛❝t✐❝❛❜❧❡✳ ❚❤✐s

❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ▼❛t❧❛❜✲s♣❡❝✐✜❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❘▼◆ ❛♥❞ t❤❡ ❈▼◆✳

✹✳✸✳✺ ❈②❝❧✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐s t❤❡ ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❝②❝❧✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✺✳✻✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✱ ❝②❝❧✐♥❣

r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✱ r❡♣❡t✐t✐✈❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ♣✐✈♦ts✱ t❤❛t ✐s ♣✐✈♦t

♦♣❡r❛t✐♦♥s t❤❛t r❡♣❧❛❝❡ ❛ ❜❛s✐s ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❝❤❛♥❣❡

t❤❡ ❜❛s✐s✱ ❜✉t ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦❜❥❡❝t✐✈❡

✈❛❧✉❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ■♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢r♦♠ t❡r♠✐✲

♥❛t✐♥❣ ❛❢t❡r ❛ ✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s

♦❢ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♥♦t t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ❜✉t

♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ♣✐✈♦t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚P❙ ❛♥❞ t❤❡

▲P❙ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✳ Pr♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✉s❡❞ ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡② ✇✐❧❧ ✈✐s✐t ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡

❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ P❤❛s❡ ■■✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❚P❙ ✐♥❤❡r✐ts t❤❡

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❜② ❞❡s✐❣♥✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐t ✐s st❛t❡❞ ✐♥ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳

✭✶✾✾✸✮ t❤❛t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ st✉❞✐❡s ♦♥ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① r❡♣♦rt t❤❛t ✉♣ t♦

✼❤tt♣s✿✴✴❞❡✳♠❛t❤✇♦r❦s✳❝♦♠✴❤❡❧♣✴♠❛t❧❛❜✴♠❛t❧❛❜❴♣r♦❣✴✈❡❝t♦r✐③❛t✐♦♥✳❤t♠❧

✾✹



✹✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

✾✵✪ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❣❡♥❡r❛t❡ ✭♥♦t ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐♥ ✑❝♦♠♠♦♥♣❧❛❝❡✏ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② ❡♥❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡s t♦ ❜❡

str♦♥❣❧② ❢❡❛s✐❜❧❡ ✈✐❛ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡ r✉❧❡ ✭❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✮✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✐♥

t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ ❡❞❣❡s q✉❛❧✐❢② ❛s ❛ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡✱ ✐✳❡✳ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❜❛❝❦✇❛r❞

❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛t❤ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✢♦✇ ✈❛❧✉❡✱ ♦♥❡ s❡❧❡❝ts

t❤❡ ❡❞❣❡ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❛st ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✇❤❡♥ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t❡❞ ❝②❝❧❡ ✐♥

t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡ ✜♥✐t❡♥❡ss ♦❢

t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱

s❡❡ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳

✹✳✸✳✻ ❋✐♥❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❍❛✈✐♥❣ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❚P❙ ✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡ t❤❛t

✐s r✉♥ ❜❡❢♦r❡ P❤❛s❡ ■ ❛♥❞ ■■ ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❛♥❞ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❚❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ r♦✉t✐♥❡ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞

✉♥♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❛❧❧ ♦r✐❣✐♥s i ✇✐t❤ s✉♣♣❧② ai < 10−12

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s j ✇✐t❤ ❞❡♠❛♥❞ bj < 10−12 ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛❞❛♣t t❤❡

✈❛r✐❛❜❧❡s x ❛♥❞ ❝♦sts c ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❧♦✇❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧

♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ a ❛♥❞ b ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② 1
m
❛♥❞ m−1

m2(m+1)

♦r 1
n
❛♥❞ n−1

n2(n+1)
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s m,n ∈ [103, 16 · 103]✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡

♦❢ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ a ❛♥❞ b ✐s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐✳❡✳

✾✺



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✸ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡① ✭❚P❙✮

Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

✶✳ ❉❡❧❡t❡ ③❡r♦ ❡♥tr✐❡s ✐♥ a ❛♥❞ b ❛♥❞ ❛❞❛♣t x ❛♥❞ c ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳

P❤❛s❡ ■

✷✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ ❛ ♣r✐♠❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ x ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣r✐♠❛❧ ❜❛s✐❝

❤❡✉r✐st✐❝ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

✸✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❳❚■ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs

(u, v)✳

P❤❛s❡ ■■

✹✳ ❈♦♠♣✉t❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts cuvij ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹

r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s✿

❛✮ ❙❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡ ieje ✇✐t❤ cuvie,je < 0✳

❜✮ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t②✱ ✐✳❡✳ cuvij ≥ 0 ❢♦r ❛❧❧ ij ∈ Etp ❛♥❞ t❤❡r❡❜②

t❤❡ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✺✳ ❉❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❡❛✈✐♥❣ ❡❞❣❡ iljl ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❜② s❡♥❞✐♥❣

✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❛s✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♣❛t❤✳

✻✳ ❯♣❞❛t❡ t❤❡ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣♦ t♦ ✹✳

t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ s♦❧✈✐♥❣ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

♣❧❛②s ❛ ❞❡❝✐s✐✈❡ r♦❧❡ ❢♦r t❤❡ s✉❜❝❧❛ss❡s ✏❙❤❛♣❡s✑ ❛♥❞ ✏▼✐❝r♦s❝♦♣②■♠❛❣❡s✑ ♦❢

❉❖❚▼❆❘❑ ✇❤❡r❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜②

✉♣ t♦ ✸✵✪✳

▼❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ st❛t❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱

r❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t ♣❛r❛♠❡t❡rs C✱ a ❛♥❞ b ✐s ✐♥ O(mn)✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠

✾✻



✹✳✹ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ✭◆❙✮

t❤✐s✱ t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ st♦r❡❞ ✐s t❤❡ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ O(m + n)✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① C ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡

t♦t❛❧ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❛♠♦✉♥ts t♦ O(mn)✳

✹✳✹ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ✭◆❙✮

❆❢t❡r t❤❡ ❚P❙ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❚P❙ ❛♥❞ t❤❡ ◆❙ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✭▼❈❋u✮

❛♥❞ ✭▼❈❋c✮ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ♠♦❞❡r♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

◆❙ ✐s ✈❡r② ✇❡❧❧ ❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞

❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

❣❡♥❡r❛❧ ◆❙ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❣✐✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇✐t❤

r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❚P❙✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♣♦✐♥t ♦✉t ✇❤✐❝❤ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ◆❙ ❛r❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t❧②✳

✹✳✹✳✶ P❤❛s❡ ■

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❛♥❞ t❤❡ ◆❙ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②

❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❚P✮✳ ❲❤✐❧❡

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ t♦ ✭▼❈❋u✮ ❛♥❞ ✭▼❈❋c✮✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳

✭✶✾✼✹❛✮✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ s✉❝❤

t❤❛t ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ r♦♦t ♥♦❞❡ ✇✐t❤

❛r❝s ♦❢ ✐♥✜♥✐t❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦sts ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ♥♦❞❡s ✐s ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡❞✱ ❝❢✳ ❇r❛❞❧❡② ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✼✮✱ ❆❤r❡♥s ❛♥❞ ❋✐♥❦❡ ✭✶✾✽✵✮ ❛♥❞ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✳

❚❤❡ ◆❙ t❤❡♥ ❝♦♥t✐♥✉❡s ✇✐t❤ P❤❛s❡ ■■ ❛♥❞ s♦❧✈❡s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ■❢✱ ✐♥

t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❝❛s❡✱ ❛❧❧ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛r❝s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✱ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s

✐♥❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❛r❝s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

❛ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝♦st ❝②❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ❝❛s❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙✱ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❜♦✈❡ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡st r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡

✾✼



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

◆❲❈❘ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✭❡❛❝❤ ♥♦❞❡ ✐s ❡①❛♠✐♥❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡✮

✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❛♥❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇❤♦s❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✐♥ ♣✐✈♦t st❡♣s✮ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❆ ♠✐♥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡

❛rt✐✜❝✐❛❧ ❡❞❣❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ❛t ❧❡❛st t❤❡s❡ ♠✉st ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐s

❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✭❢♦r ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠s✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ s❡❡♠s

t♦ ❜❡ ❧❡ss ❝♦♠♠♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝❢✳ ❑♦✈á❝s ✭✷✵✶✺✮✳

❈♦♠♣✉t❡ ❳❚■ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

❆❢t❡r t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡ ❳❚■ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ❚P❙✱ ✐✳❡✳ ❜② ✐❞❡♥t✐❢②✲

✐♥❣ ❛ ❞❡♣t❤✲✜rst tr❛✈❡rs❛❧ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ❛♥❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡

r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

✹✳✹✳✷ P❤❛s❡ ■■

❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ P❤❛s❡ ■■ ❛r❡ ♠♦r❡ s✉❜t❧❡✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥❝❛✲

♣❛❝✐t❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐✳❡✳ ✭▼❈❋u✮✱ ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳

❚❤❡ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❝❛s❡

❆ss✉♠❡ ❛ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭▼❈❋u✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤ G = (V, ~E)✱ ❝❢✳

❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ P❤❛s❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ t❤❡ ◆❙ ✐♥ t❤✐s

❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❋✐rst❧②✱ r❡❝❛❧❧ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✭✶✳✽✮ ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❢♦r ✭❚P✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t

❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✉s✱

✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✶✳✻✮ ♦❢ ✭❚P✮ ❛♥❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✱ t❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✭✶✳✻✮ ❛♥❞ ✭▼❈❋u✮ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣

❣r❛♣❤ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞

❜② t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳✷✱ t❤❡ ♦♥❡✲t♦✲♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❛s❡s

✾✽



✹✳✹ ❉✐✛❡r❡♥❝❡s t♦ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ✭◆❙✮

♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛♥❞ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠

❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❖❜s❡r✈❡ ❢✉rt❤❡r t❤❛t ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❳❚■ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ✉♣❞❛t❡✱ ♥♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤

✇❡r❡ ♠❛❞❡ ❛♥❞✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✇❛s ♥♦t r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣r❛♣❤ ✐s ❜✐♣❛rt✐t❡✳

❚❤❡r❡❜② t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✐♥ ✭▼❈❋u✮ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r

✭❚P✮✱ ✐✳❡✳ ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ✭st♦r❡❞ ❜② t❤❡ ❳❚■ ♠❡t❤♦❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s✐♥❝❡ ❛❧❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s

tr❡❡✱ ✐✳❡✳ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✷ ❛♥❞ ✸✱ ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛s✐s tr❡❡ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞ t❤❡

❡♥t❡r✐♥❣ ❡❞❣❡✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛❧♠♦st ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡

✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ ❚P❙ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢

t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥♦❞❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② st♦r❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧

♥❡t✇♦r❦s✳

❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ♦♥❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ P❤❛s❡ ■■

❢♦r t❤❡ ◆❙ ✐s ✐♥ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✶ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✮✳ ❍❡r❡ ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣

t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥✳ ■♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ✇❡ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡❜②

✇✐t❤ t❤❡ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ ❘✉❧❡s ✇❡ ❛❧s♦ ❛♣♣❧② ❛ r✉❧❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❢♦r

❣❡♥❡r❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ●r✐❣♦r✐❛❞✐s ✭✶✾✽✻✮✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡

t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜✐♣❛rt✐t❡ ❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛✲

t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① C

❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉♣♣❧✐❡s a ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s b✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ st♦r❡✱ ✇❤✐❝❤

♥♦❞❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛r❝s ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❝s ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧

✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳

▲❛st❧②✱ P❤❛s❡ ■■ ②✐❡❧❞s ❛♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✭▼❈❋u✮ ✐s ♥♦t ❣✉❛r✲

❛♥t❡❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠

✐s ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ❞✐r❡❝t❡❞ ❝②❝❧❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❛r❝

❝♦sts ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡ ✭❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❛♣❛❝✐t② ♦♥ t❤❡ ❛r❝s✱

✉♥❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ s❡♥t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝②❝❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛r❜✐tr❛r②

s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✳

✾✾



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❚❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❝❛s❡

❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛r❝s ❡♥t❛✐❧s ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛✲

t✐♦♥s ✐♥ P❤❛s❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ◆❙✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✭▼❈❋c✮

✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤❡ ❣r❛♣❤ G = (V, ~E)✱ ❝❢✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳✸✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♥❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❝❛s❡ ❛♣♣❧② ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦sts cij✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s oij ♦❢ t❤❡ ❛r❝s

♠✉st ❜❡ st♦r❡❞✳ ■t ❛❧s♦ ✐♠♣❧✐❡s ❛ s❧✐❣❤t ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t♦

❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛r❝s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✢♦✇ ✐s s❛t✉r❛t❡❞✱ ✐✳❡✳ xij = oij✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❛s✐❝

s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ tr✐♣❧❡ ♦❢ s❡ts (T , Z, O) ✇✐t❤ T ∪̇ Z ∪̇ O = ~E ✇❤❡r❡

✐t ❤♦❧❞s
0 < xij < oij ⇐⇒ ~ij ∈ T

xij = 0 ⇐⇒ ~ij ∈ Z,

xij = oij ⇐⇒ ~ij ∈ O.

❛♥❞ T ✐s ❛ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❣r❛♣❤✳

❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ T ❛r❡ ❜❛s✐❝ ❛r❝s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ O ❛♥❞ Z ❛r❡ ♥♦♥✲

❜❛s✐❝ ❛r❝s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♥♦♥✲❜❛s✐❝ ❛r❝s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ ✢♦✇ ✐♥ O ②✐❡❧❞s

t❤❛t ❛r❝s ✇✐t❤ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡

❝✉rr❡♥t ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡✐r ✢♦✇ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡② ❡♥t❡r t❤❡ ❜❛s✐s✳ ❚❤✐s

s❧✐❣❤t❧② ❛❧t❡rs t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✶ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❢r♦♠ ♦♥❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥❡①t ✐♥ ♣✐✈♦t ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✷✳ ❋♦r ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❞

❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ❛♥❞ ❳❚■ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r

✭▼❈❋c✮✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❆❤✉❥❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✾✮✳

✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❚P❙✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡

♠❡t❤♦❞ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦✲

♥❡♥ts ❜❡✐♥❣ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ ♦✉r

❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝♦♥❝✐s❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❚P❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲

t✐♦♥s ❜② t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✉s❡❞✱ ❡✳❣✳ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❚P❙ ✇✐t❤ t❤❡

◆❲❈❘❳❚■ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ❘▼◆ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❛s ◆❲❈❘❳❚■✴❘▼◆✳

✶✵✵



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ❞♦✐♥❣ s♦✱ ✇❡ ♣✉rs✉❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s

❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❡st ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱

✇❡ ❛♥❛❧②③❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❛♥ t❡st t❤❡♠

♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ t❤❡♥ s❡r✈❡ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥

❈❤❛♣t❡r ✺ ✇❤✐❝❤ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚P❙✳ ❆s

❢♦r♠❡r st✉❞✐❡s r❡❝♦♠♠❡♥❞ t♦ t❡st ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s t♦❣❡t❤❡r✱ ❝❢✳ ❙r✐♥✐✲

✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛❧❧

❤❡✉r✐st✐❝s ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✸ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹ ✐♥

♦✉r ❛♥❛❧②s✐s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ◆❲❈❘ ❛♥❞ t❤❡ ❚▼❘✱ ✇❡ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡✲

❣r❛t❡❞ ✈❛r✐❛♥ts✱ ✐✳❡✳ ◆❲❈❘❳❚■ ❛♥❞ ❚▼❘❳❚■✱ ❛s t❤❡② ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧②

❢❛st❡r✳

❆s ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❛ ◆❡t✲

✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ✭t❤❡ ❚P❙✮✱ ♦✈❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ◆❙ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

❙✐♠♣❧❡① ♦❢ ■❧♦❣ ❈♣❧❡① ✶✷✳✻✳✷✱ ❤❡♥❝❡❢♦rt❤ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈P▲❳✱ ✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧✲

②s✐s✳ ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❤✐❣❤❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❙ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✕

❛s ❛ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❧✈❡r ✕ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts

t♦ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❝❧❡❛r❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❈♣❧❡① ❛♥❞

●✉r♦❜✐ ▲P✲s♦❧✈❡rs ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠✱ ✇❡ r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ▲P✲s♦❧✈❡rs✳

❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s✐♠✐❧❛r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ✐♥

❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ■♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞

◆❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ◆❲❈❘

st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♣♦♦r r❡s✉❧ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s

❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✱ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣♦♦❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✉s✐♥❣

❛ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥ P❤❛s❡ ■✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❜❛s✐❝ t❡sts ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s

❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳

✶✵✶



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✹✳✺✳✶ ❇❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❋✐rst✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥✐t✐❛❧ t❡sts ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t

✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❛♥❞ ❛❧❧ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✹✳✸✳✹✱ ❡①❝❡♣t t❤❡ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ ❘✉❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞

❘♦✇✴❈♦❧✉♠♥ ❘✉❧❡s ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♠✐tt❡❞✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ 103 ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = n = 1024 ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ❙❖▲●❊◆ ❛♥❞ ❯◆■❋❖❘▼ ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛❧❧

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss ❢♦r t❤❡ ✜①❡❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✷×✸✷✱
✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s 450 ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡

m = n = 1024✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❛❝❤ s♦❧✈❡❞ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❚P✮ ✐♥❝❧✉❞❡❞ 2 · 1024 ≈ 2 · 103 ♥♦❞❡s ✭❝♦♥str❛✐♥ts✮

❛♥❞ 10242 ≈ 106 ❡❞❣❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳

❲❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈P▲❳ ♦✈❡r ❛❧❧ s♦❧✈❡❞

♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾

❛s ✇❡❧❧ ❛s ❚❛❜❧❡s ✹✳✸✱ ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✼✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥❞✱ ✐❢ r❡❧❡✈❛♥t✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✇❤✐❝❤

✇❡r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✹✳✹✱ ✹✳✻ ❛♥❞ ✹✳✽✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n = 1024 ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❈P▲❳ ♦♥

❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ✐s s❤♦✇♥✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡

♦❢ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s r❛t❤❡r ❝♦♥st❛♥t ❢♦r t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡

❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s r❡q✉✐r❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ ♠♦r❡ ❝♣✉ t✐♠❡ t❤❛♥ t❤❡

❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ✐s

s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❚P❙ s♦❧✈❡rs

❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s✉♣❡r✐♦r ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱ t❤❡ ❈P▲❳ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ s✉❜✲

❥❡❝t t♦ ❧❡ss ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❝♣✉ t✐♠❡✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ▼❛t✲

❧❛❜✬s ❝♦♠♣❛❝t st②❧❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❜♦①♣❧♦ts✳
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◆❲❈❘❳❚■ ✵✳✼✾ ✵✳✼✽ ✵✳✼✻ ✵✳✼✺

❚▼❘❳❚■ ✵✳✺✽ ✵✳✺✽ ✵✳✺✽ ✵✳✺✽

❘▼❘ ✵✳✻✺ ✵✳✻✷ ✵✳✻✹ ✵✳✻✸

❈▼❘ ✵✳✻✸ ✵✳✻✹ ✵✳✻✹ ✵✳✻✸

▼❘▼❘ ✵✳✺✺ ✵✳✺✸ ✵✳✺✹ ✵✳✺✹

▼❈▼❘ ✵✳✺✸ ✵✳✺✹ ✵✳✺✹ ✵✳✺✸

▼▼❘ ✵✳✻✶ ✵✳✻✶ ✵✳✻✷ ✵✳✻✶

▼❘❯❘ ✵✳✹✹ ✵✳✹✸ ✵✳✹✺ ✵✳✹✺

▲❆▲❈ ✵✳✼✼ ✵✳✼✼ ✵✳✼✼ ✵✳✼✻

❉✷P❘ ✵✳✺✵ ✵✳✹✾ ✵✳✺✷ ✵✳✺✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦♥ 103 s②♠♠❡tr✐❝ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

m = n = 1024✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞

♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❋♦r ❈P▲❳ ✇❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ r✉♥♥✐♥❣

t✐♠❡ ♦❢ ✶✳✻✺ s❡❝♦♥❞s ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜♦✉t ❢♦✉r t✐♠❡s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜❡st

❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ▼❘❯❘✴❈▼◆ ✇✐t❤ ✵✳✹✸ s❡❝♦♥❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❘❯❘ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ ❛❧❧

♣✐✈♦t r✉❧❡s ❛♥❞ ❤❛❧✈❡s t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❧♦✇❡st ❤❡✉r✐s✲

t✐❝s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❛ s✉r♣r✐s✐♥❣❧②

s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧✳
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◆❲❈❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s / 103 ✶✼✳✽✻ ✶✼✳✽✻ ✶✻✳✺✽ ✶✻✳✺✾

❙▲ st❡♣s ✐♥ ✪ ✕ ✕ ✷✼ ✷✼

❚▼❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s ✶✷✳✷✺ ✶✷✳✷✺ ✶✶✳✼✷ ✶✶✳✼✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✼ ✶✼

❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✸✳✵✹ ✶✷✳✽✶ ✶✷✳✹✽ ✶✷✳✷✽

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✺ ✷✽

❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✷✳✽✶ ✶✸✳✵✺ ✶✷✳✷✻ ✶✷✳✹✻

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✷✽ ✶✺

▼❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✵✳✺✶ ✶✵✳✷✾ ✾✳✽✷ ✾✳✽✺

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✷✽ ✷✽

▼❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✵✳✷✾ ✶✵✳✺✶ ✾✳✽✸ ✾✳✽✵

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✷✽ ✷✽

▼▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✾✳✺✽ ✾✳✺✽ ✾✳✸✸ ✾✳✸✶

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✽ ✶✽

▼❘❯❘ P✐✈♦t st❡♣s ✺✳✸✼ ✺✳✸✻ ✺✳✵✷ ✺✳✵✸

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✸✵ ✷✾

▲❆▲❈ P✐✈♦t st❡♣s ✶✶✳✼✽ ✶✶✳✼✽ ✶✶✳✵✶ ✶✶✳✵✶

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✸✵ ✸✵

❉✷P❘ P✐✈♦t st❡♣s ✺✳✼✸ ✺✳✼✹ ✺✳✹✶ ✺✳✹✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✷✾ ✷✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n = 1024 ♦❢ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ ❛❝❝♦r✲

❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ▼❘❯❘ ❛♥❞ ❉✷P❘ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♣✐✈♦t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❞♦ ♥♦t s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛♥❞ ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛

♠❛①✐♠✉♠ s❤❛r❡ ♦❢ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐✈♦ts✳
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❈▼❘ ✵✳✾✼ ✶✳✵✶ ✵✳✻✷ ✵✳✻✷

▼❘▼❘ ✵✳✾✶ ✵✳✾✵ ✵✳✺✽ ✵✳✺✼

▼❈▼❘ ✵✳✾✵ ✵✳✽✾ ✵✳✺✽ ✵✳✺✼

▼▼❘ ✵✳✾✾ ✵✳✾✽ ✵✳✻✼ ✵✳✻✻

▼❘❯❘ ✶✳✵✵ ✶✳✵✵ ✵✳✻✽ ✵✳✻✼

▲❆▲❈ ✵✳✾✶ ✵✳✾✵ ✵✳✻✼ ✵✳✻✼

❉✷P❘ ✵✳✾✽ ✵✳✾✼ ✵✳✻✽ ✵✳✻✽

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦♥ 103 s②♠♠❡tr✐❝ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥m = n = 1024✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮

❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ ❢♦r t❤❡

s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✶✳✽✹ s❡❝♦♥❞s✳ ❲❤❡r❡❛s t❤❡

❤❡✉r✐st✐❝s ✭❡①❝❡♣t t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■✮ ♣❡r❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥ t❤❡

s❛♠❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❝❧❡❛r❧② ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ♦t❤❡r ♣✐✈♦t

r✉❧❡s ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❡st ❝♣✉ t✐♠❡ ✇✐t❤ ✵✳✺✼ t♦ ✵✳✺✽ s❡❝♦♥❞s ✐♥

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❈▼❘ ❛♥❞ t❤❡ ▼❘▼❘✳

✶✵✻



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❯◆■❋❖❘▼ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s / 103 ✹✻✳✾✹ ✹✻✳✾✵ ✷✷✳✻✷ ✷✷✳✻✶

❙▲ st❡♣s ✐♥ ✪ ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

❚▼❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s ✶✾✳✼✾ ✶✾✳✽✵ ✾✳✷✹ ✾✳✷✸

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✵✳✹✷ ✶✾✳✶✵ ✾✳✶✷ ✽✳✽✹

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✾✳✶✷ ✷✵✳✹✹ ✽✳✽✺ ✾✳✶✺

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

▼❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✼✳✻✻ ✶✼✳✻✼ ✽✳✵✻ ✽✳✵✺

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

▼❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✼✳✻✵ ✶✼✳✻✸ ✽✳✵✸ ✽✳✵✸

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

▼▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✼✳✸✸ ✶✼✳✸✶ ✼✳✽✼ ✼✳✽✼

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

▼❘❯❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✼✳✹✷ ✶✼✳✹✶ ✼✳✾✷ ✼✳✾✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

▲❆▲❈ P✐✈♦t st❡♣s ✶✸✳✸✺ ✶✸✳✸✺ ✻✳✵✼ ✻✳✵✽

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

❉✷P❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✻✳✵✹ ✶✻✳✵✺ ✼✳✷✸ ✼✳✷✸

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✵✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✻✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n = 1024 ♦❢ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

♦❢ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ ❧✐♥❡

✇✐t❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s✐❣✲

♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s

♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ❙❤♦rt❧✐st ♣✐✈♦ts ❛❧✇❛②s ❛♠♦✉♥t t♦ ✶✵✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦✲

t❛❧ ♣✐✈♦ts✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦♣t✐♠❛❧

✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳

✶✵✼



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❉❖❚▼❆❘❑ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ ✶✳✼✹ ✶✳✼✼ ✶✳✹✵ ✶✳✹✺

❚▼❘❳❚■ ✶✳✻✷ ✶✳✼✶ ✶✳✷✾ ✶✳✸✻

❘▼❘ ✷✳✻✻ ✶✳✽✾ ✶✳✽✷ ✶✳✺✶

❈▼❘ ✶✳✽✼ ✷✳✽✵ ✶✳✹✽ ✶✳✽✼

▼❘▼❘ ✶✳✸✵ ✶✳✸✵ ✶✳✵✼ ✶✳✶✶

▼❈▼❘ ✶✳✷✷ ✶✳✷✾ ✶✳✵✻ ✶✳✵✽

▼▼❘ ✶✳✼✷ ✶✳✽✷ ✶✳✸✽ ✶✳✹✹

▼❘❯❘ ✶✳✶✻ ✶✳✶✹ ✵✳✾✾ ✵✳✾✽

▲❆▲❈ ✶✳✸✺ ✶✳✹✺ ✶✳✶✺ ✶✳✶✾

❉✷P❘ ✶✳✻✼ ✶✳✼✷ ✶✳✹✵ ✶✳✹✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✼✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 450 ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n = 1024 ♦❢ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✶✳✺✻

s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❜❡st ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼❘❯❘ ❛♥❞ t❤❡

❘❙▲✴❈❙▲ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ✵✳✾✾ ❛♥❞ ✵✳✾✽ s❡❝♦♥❞s✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱

t❤❡ ▼❘❯❘ ❛♥❞ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss✳

✶✵✽



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❉❖❚▼❆❘❑ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s / 103 ✸✹✳✹✸ ✸✹✳✽✾ ✷✺✳✽✾ ✷✼✳✵✺

❙▲ st❡♣s ✐♥ ✪ ✕ ✕ ✺✺ ✺✹

❚▼❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s ✷✾✳✸✺ ✸✶✳✼✻ ✷✸✳✷✷ ✷✹✳✾✾

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✺✾ ✺✽

❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✺✶✳✽✻ ✸✻✳✶✻ ✸✸✳✼✾ ✷✼✳✹✼

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✺✹ ✺✻

❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✸✺✳✼✶ ✺✺✳✷✷ ✷✻✳✾✵ ✸✺✳✻✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✺✽ ✺✺

▼❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✸✳✹✶ ✷✹✳✷✷ ✶✽✳✺✶ ✶✾✳✽✵

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✻✷ ✻✷

▼❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✷✳✷✺ ✷✸✳✹✺ ✶✽✳✸✼ ✶✾✳✶✾

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✻✸ ✻✷

▼▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✾✳✵✻ ✸✶✳✻✹ ✷✷✳✹✼ ✷✹✳✷✼

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✺✾ ✺✽

▼❘❯❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✽✳✸✻ ✶✽✳✹✹ ✶✹✳✵✼ ✶✹✳✷✹

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✺✺ ✺✺

▲❆▲❈ P✐✈♦t st❡♣s ✷✷✳✶✶ ✷✹✳✶✸ ✶✼✳✶✻ ✶✽✳✸✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✻✸ ✻✷

❉✷P❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✽✳✹✵ ✷✾✳✶✾ ✷✷✳✵✾ ✷✸✳✸✺

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✺✻ ✺✺

❚❛❜❧❡ ✹✳✽✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 450 ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n = 1024 ♦❢ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢

st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✐t

r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✶✹✵✵✵ ❢♦r

▼❘❯❘ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s t♦ ✺✺✵✵✵ ❢♦r ❈▼❘✴❈▼◆✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s ❤✐❣❤❡r

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛♠♦✉♥ts t♦ ✺✹✪ ✕ ✻✸✪✳

✶✵✾



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❘❡s✉❧ts

❇❡❢♦r❡ ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② r❡✈✐❡✇ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡

t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❡ ❣✐✈❡ ♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤✱ ❢♦r r❡❛s♦♥s ♦❢

❝❧❛r✐t②✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ ✐♥t♦ ♠❛❥♦r ❛♥❞ ♠✐♥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿

▼❛❥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

✶✳ ❲❤✐❧❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞

t❤❛t ♥♦ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❜❡st ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✱ t❤❡

❤❡✉r✐st✐❝s ▼❘❯❘✱ ▼❘▼❘ ❛♥❞ ▼❈▼❘ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ♦♥ ❛❧❧ ♣r♦❜✲

❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣r❡s❡❧❡❝t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥

✹✳✸✳✹✱ ❛❧❧ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t ❛ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛

s✐❣♥✐✜❝❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♣✉ t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡

❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❛♥❞ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✳

✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❚P❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❢❛✈♦r❛❜❧② t♦ ❈P▲❳ ✐♥ t❤✐s ✜rst ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✸ t♦ ✹ t✐♠❡s

❢❛st❡r ♦♥ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ✶✳✺ t✐♠❡s ❢❛st❡r ♦♥ t❤❡ ❉❖❚✲

▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆s ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢

▼❘❯❘✴❈❙▲ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P▲❳ ❜❡❧♦✇✿

❚✐♠❡s ✐♥ s ❙❖▲●❊◆ ❯◆■❋❖❘▼ ❉❖❚▼❆❘❑

▼❘❯❘✴❈❙▲ ✵✳✹✺ ✵✳✻✼ ✵✳✾✽

❈P▲❳ ✶✳✻✺ ✶✳✽✹ ✶✳✺✻

❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ ❈P▲❳ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♠♦r❡ r♦❜✉st ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥❡❞

❧❡ss ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳ ■♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡

♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❤♦✇ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣s ✐♥

❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ▲❛st❧②✱ ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❛t ❉❖❚✲

▼❆❘❑ ♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❡❛s✐❡st ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ❢♦r ❈P▲❳✱ ✇❤✐❧❡

t❤❡② ✇❡r❡ t❤❡ ❤❛r❞❡st t♦ s♦❧✈❡ ❢♦r ❚P❙ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇

t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❈P▲❳ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛✲

t✐♦♥ ❡♥t✐r❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ r❡❛s♦♥ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❈P▲❳✱

✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ♠❡t❤♦❞s s✉✛❡rs ❢r♦♠ s♦♠❡ ♦✉t❧✐❡rs✱

s❡❡ ✹✳✾✳

✶✶✵



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✸✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡✱ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦

t❤❡ ❧❛r❣❡st ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡❛s✐❡st

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s

✐♥ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✇❤❡r❡❜② t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s ✭♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✮

❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❲❡

✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✳

✹✳ ❲❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ♦✉r st✉❞② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧

✐♠♣❛❝t ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ◆❙ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✳✶✳

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❜❡st r✉♥t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛❧❧ st❛rt✐♥❣

❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ♦❢ t❤✐s ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■✱ t❤❡

❝♣✉ t✐♠❡ ✇❛s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ✷✺✪ t♦ ✺✵✪ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ✜rst

❛r❣✉♠❡♥t t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❚P❙ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ◆❙ ✇❤❡♥ s♦❧✈✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P▲❳✳

✺✳ ❲❤✐❧❡ ❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼◆ s❤♦✇❡❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s

♣r♦✈❡❞ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡② ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡✲

s✉❧ts ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❯◆■❋❖❘▼ ❛♥❞ ❉❖❚▼❆❘❑✱ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ s♣❡❝✐❢✲

✐❝❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦st str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst s✉❜✲

♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✱ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛ s✉❜s❡t

♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✮✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❢❡✇❡r ♣✐✈♦t st❡♣s t♦ ♦♣✲

t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❜② ❞❡s✐❣♥✱ t❤❡ ❙❤♦rt✲

❧✐st ❘✉❧❡ ❡①❝❡❧s ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡

s❤♦rt❧✐sts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛s✲

s✉♠❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❛❧❧ ❜❛s✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✮✱ t❤❡ s❤♦rt❧✐st s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧

s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧②

r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡s t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ♣✐✈♦t st❡♣s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱

✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s

❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡

s❤♦rt❧✐sts ✐s ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s

✶✶✶



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❢❡✇❡r ♣✐✈♦t st❡♣s✱

✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ♣✐✈♦t st❡♣s t♦ ❜❡ s♠❛❧❧❡r✳ ❚❤❡

❝❧♦s❡r✽ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ✐s t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❡✇❡r

♣✐✈♦t st❡♣s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦sts ♦❢ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss

❣❡♥❡r❛t❡ s✉❝❤ ❛ str✉❝t✉r❡✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡

s❤♦rt❧✐sts ❢♦r ❡✈❡r② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✹✳✺ ❛♥❞ ✹✳✻✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱

t❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ❛❧s♦ ❧✐❦❡❧② ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

♦r✐❣✐♥s i ❛♥❞ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s j ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣✐①❡❧s ✐♥ t✇♦ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞

t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦sts cij ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣✐①❡❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣✐①❡❧✱ t❤❡

❛❞❥❛❝❡♥t ❛♥❞ ❝❧♦s❡ ♣✐①❡❧s ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ②✐❡❧❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢

❧♦✇ ❝♦sts✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ♣✐✈♦ts ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛ ❤✐❣❤ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡

❜❡t✇❡❡♥ ✺✹✪ ❛♥❞ ✻✸✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐✈♦ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✽✳ ❚❤❡ ❧❡❛st s❤❛r❡ ♦❢

❙❤♦rt❧✐st ♣✐✈♦ts✱ ✐✳❡✳ ✉♣ t♦ ✸✵✪✱ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱

✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ t❡♥❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛

❧❛r❣❡r s❤❛r❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❤✐❣❤ ❝♦sts ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ t❤❡s❡

✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉t❡s

t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢

❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

✻✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❢❛❝t t❤❛t ❢❛st❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ❝♦♠❜✐♥❡ ❢❛✈♦r❛❜❧②

✇✐t❤ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❢♦r ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✭❛❧✲

♠♦st✮ ♦♣t✐♠❛❧❧② s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥② s✐❣♥✐✜❝❛♥t

❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛st

t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r st✉❞✐❡s ♦❢ ❙r✐♥✐✈❛s❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠♣s♦♥ ✭✶✾✼✸✮ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r

❡t ❛❧✳ ✭✶✾✼✹❜✮ ✐s ❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡❧❡❝t✐♦♥ ✭❛♥❞ t❤✉s t❤❡ s♠❛❧❧

♥✉♠❜❡r✮ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r♦✇

❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s

✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼◆ ♦♥ t❤❡

✽❍❡r❡ t❤❡ t❡r♠ ❝❧♦s❡ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt

t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡✳

✶✶✷



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s✳ ❍❡r❡✱ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢

t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ②✐❡❧❞s ♠✉❝❤ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ✉s✐♥❣

t✇♦ r♦✇s ♦r ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥ts ✐♥ ♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✲

t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ❜❡❧♦✇✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡①t❡♥t ❢♦r ❘▼◆✱ ❈▼◆✱ ▼❘▼❘

❛♥❞ ▼❈▼❘✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥t❡rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ r❡✲

s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼◆ ✐♥ ❣❡♥✲

❡r❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣♦♦r r❡s✉❧ts ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❢♦r t❤❡ ▼❘▼❘ ❛♥❞ ▼❈▼❘ ✐s

♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝

♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

▼✐♥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

✶✳ ❚❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ▼❘❯❘ ❛♥❞ ❉✷P❘ ❛♣♣❧② ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡

♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss t♦

❛ ❣✐✈❡♥ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❉✷P❘ ✐s

❢❡❛s✐❜❧❡✱ t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼❘❯❘ ✐s ❝❤♦s❡♥ t♦ ♠✐♠✐❝ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐✲

❡rs ✐♥ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t ❢❡❛s✐❜❧❡✳ ❚❤✐s t❤✐s s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s

r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥

t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❡ ▼❘❯❘ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧② ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❜❡tt❡r t❤❛♥ t❤❡ ❉✷P❘✳

✷✳ ❆ ♥♦t❡ ♦♥ ▲❆▲❈✿ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳ ❚❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛✲

❜❧❡s ✹✳✶✷ ❛♥❞ ✹✳✶✹ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ st❛rt✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥s r❡q✉✐r❡

t❤❡ ❢❡✇❡st ♣✐✈♦t st❡♣s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥

❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❧♦✇ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s

❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡

❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦t❤❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳

✸✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ❳❚■ ✐♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚▼❘❳❚■ ❤❡✉r✐st✐❝ r❡s✉❧ts ✐♥

❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❛ ✺✪ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ✐s

❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜❛s✐s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❚▼❘❳❚■✱ ✇❤✐❝❤

♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ❆❝✲

❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤

✶✶✸



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❧❡❛❞s ✉s t♦ ♥♦t ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥② ❢✉rt❤❡r✳

✹✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥✲♠❛❥♦r ♠❡♠♦r② ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ▼❛t❧❛❜✱ ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

r♦✇ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡✐r ❝♦❧✉♠♥

❡q✉✐✈❛❧❡♥ts ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✺ ❛♥❞

✹✳✸✳✹✳ ❚❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r♦✇

✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ C ❛♥❞ t❤❡ s✇❛♣♣✐♥❣ ♦❢

a ❛♥❞ b✳

❙❖▲●❊◆ ▲❡t ✉s ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✿ ❚❤❡

❜❡st ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡✱ ✐✳❡✳ ✵✳✹✸ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ▼❘❯❘✴❈▼◆ ❝♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❛❜♦✉t ❢♦✉r t✐♠❡s ❛s ❢❛st ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ ✇❤✐❝❤

❛♠♦✉♥t❡❞ ✶✳✻✺ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✇❛s ✉♥❞❡r❝✉t ❜② ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣✐✈♦t r✉❧❡s

❛♥❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇♦rst ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■✴❘▼◆

✇✐t❤ ✵✳✼✾ s❡❝♦♥❞s✳

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✉s❡❞✱

✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡✐♥❣ ✵✳✵✹ s❡❝♦♥❞s ❜❡t✇❡❡♥ ◆❲❈❘✴❘▼◆ ❛♥❞

◆❲❈❘✴❈❙▲✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥

t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ ❝♦♥✲

tr❛st t♦ t❤❛t✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❛t❤❡r s✉r♣r✐s✐♥❣ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❘❯❘ r✉❧❡

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢

✵✳✹✸ t♦ ✵✳✹✺ s❡❝♦♥❞s ❢♦r ❛❧❧ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜❡st t✐♠❡ ❜② t❤❡ ❉✷P❘✱

r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ✵✳✹✾ s❡❝♦♥❞s t♦ ✵✳✺✷ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ▼❘▼❘ ❛♥❞

▼❈▼❘ ✇✐t❤ ❝♣✉ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺✸ ❛♥❞ ✵✳✺✺ s❡❝♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❚▼❘❳❚■ ✇✐t❤

✵✳✺✽ s❡❝♦♥❞s✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✺✵✵✵ t♦ ✶✽✵✵✵✳ ■♥

❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡✱ t❤❡ ▼❘❯❘ r❡❛❧✐③❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t

st❡♣s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❞✐❞ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

r❡❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦ts st❡♣s✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

✉♣ t♦ ✸✵✪ ♦❢ ❛❧❧ ♣✐✈♦ts✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s s❤❛r❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❢♦r t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st

❘✉❧❡s ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✳

✶✶✹



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❯◆■❋❖❘▼ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ s♦♠❡✇❤❛t

♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t❤❛♥ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❊①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■✱ ❛❧❧

st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ✇✐t❤ t♦t❛❧ ❝♣✉

t✐♠❡ r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✺✼ ❛♥❞ ✶✳✵✷ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❜❡st ♦✈❡r❛❧❧ t✐♠❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞

❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❘▼❘ ❛♥❞ ▼❈▼❘ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❛♥❞ ❛♠♦✉♥ts

t♦ ✵✳✺✼ ♦r ✵✳✺✽ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳✱ ✶✳✽✹ s❡❝♦♥❞s✱ ❡①❝❡❡❞❡❞ t❤✐s

❜② ❢❛❝t♦r ✸ ❛♥❞ ✇❛s ❛t ❧❡❛st ✽✵✪ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❛❧❧ ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s t❤❛t

❞✐❞ ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❣❛✐♥

t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✉♣ t♦ ✹✺✵✵✵ st❡♣s✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❧❧ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ❛❝❤✐❡✈❡

♥✉♠❜❡rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✻✵✵✵ t♦ ✷✵✵✵✵✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ r❛t❤❡r ❞♦♠✐♥❛♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✱

✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧❧ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ✇❛s ❛❧♠♦st t✇✐❝❡

❛s ❢❛st ❛s t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❢❛❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❚❛❜❧❡

✹✳✻✱ ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ ❢❛❝t ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞ ♦♣t✐♠❛❧❧② ❜② t❤❡

❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✱ ✐✳❡✳ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛❧✈❡❞✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❝♦♥✲

tr❛r② s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✭s♦♠❡✇❤❛t✮ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞

❤❡✉r✐st✐❝s ❜✉t str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✉s❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✐s ❛ ♠✐♥♦r ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss✿ ❆s t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐s q✉✐❝❦❧② s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✱ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

❤❡✉r✐st✐❝s ♣❧❛②s ❛ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ❢❛st❡r ❤❡✉r✐st✐❝s ❣❡♥❡r❛❧❧②

♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ❜❡tt❡r ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ▲❆▲❈ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♠♦♥❣

t❤❡ ❜❡st ❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼◆ r✉❧❡s ❜✉t ②✐❡❧❞s s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ✇♦rst r❡s✉❧ts ✭✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆❲❈❘❳❚■✮ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✳

❉❖❚▼❆❘❑ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✿

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ❝❧❛ss r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t

st❡♣s ❛s ✐t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❜❡st ❚P❙

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❣❛✐♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ▼❘❯❘✴❈❙▲ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢

✶✶✺



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✵✳✾✽ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✺✵✪ ❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ✶✳✺✻ s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❈P▲❳✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s

❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ▼❘❯❘ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♦t❤❡r st❛rt✐♥❣

❤❡✉r✐st✐❝s ✇✐t❤ ❝♣✉ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵✳✾✽ ❛♥❞ ✶✳✶✻ s❡❝♦♥❞s✳ ❈♦♠♣❛r❛❜❧② ❣♦♦❞

r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ▼❘▼❘ ❛♥❞ ▼❈▼❘ ✇✐t❤ ❝♣✉ t✐♠❡ r❛♥❣✐♥❣

❢r♦♠ ✶✳✵✻ t♦ ✶✳✸✵ s❡❝♦♥❞s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

♦♥ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❉✷P❘ ♣❡r❢♦r♠s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡

▼❘❯❘ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛♣♣❧② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣ts✱ s❡❡ ♠✐♥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✶✳

❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✇♦rst ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ◆❲❈❘♠❡t❤♦❞ ❜✉t ❛r❡

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘▼❘✴❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼❘✴❈▼◆✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♣✲

♣❧②✐♥❣ ❛ r♦✇ ✭❝♦❧✉♠♥✮ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❛❢t❡r ❘▼❘ ✭❈▼❘✮ ❞❡❧✐✈❡rs ✇♦rs❡ r❡s✉❧ts t❤❛♥

❝♦♠❜✐♥✐♥❣ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❘▼❘✴❈▼◆ ❛♥❞ ❈▼❘✴❘▼◆

♣❡r❢♦r♠ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❜❡tt❡r ✭❜✉t st✐❧❧ ✇♦rs❡ t❤❛♥ t❤❡ ◆❲❈❘ ❤❡✉r✐st✐❝s✮✱ t❤✐s

✐s t❤❡ ♦♥❧② ❝❛s❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥s ♦r

r♦✇s ❤❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼♦r❡

✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠❛t❝❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼❘▼❘ ❛♥❞ ▼❈▼❘ ✇❤✐❝❤

♣❡r❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r t❤❡ r♦✇ ❛♥❞ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢

t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❘▼◆ ✭❈▼◆✮ ❞✐str✐❜✉t✲

✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✉♣♣❧② ✭❞❡♠❛♥❞✮ ♦❢ ♦♥❡ ♦r✐❣✐♥ ✭❞❡st✐♥❛t✐♦♥✮ ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡

♥❡①t ♦♥❡✳

❚❤✐s ❝❧❛ss r❡q✉✐r❡❞ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s✱ ✐✳❡✳ ✶✹✵✵✵ ✇❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✲

✐♥❣ t❤❡ ▼❘❯❘ ✇✐t❤ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❛♥❞ ✺✺✵✵✵ ❢♦r ❈▼❘✴❈▼◆✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s ❤✐❣❤❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦

t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛♠♦✉♥ts t♦ ✺✹✪ ✕ ✻✸✪✳

✹✳✺✳✷ ❇❛s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

❚♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r ❜❛s✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❡sts ♦♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s

♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤

r✉❧❡s ❘❇▲❑ ❛♥❞ ❈❇▲❑✱ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✮✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❛❧r❡❛❞② ❛♣♣❧✐❡❞

✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳

❋♦r ❉❖❚▼❆❘❑✱ ✇❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 4096

✶✶✻



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❛♥❞ n = 1024✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐♠❛❣❡s ♦❢ s✐③❡ ✻✹×✻✹ ❛♥❞ ✸✷×✸✷✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s ❛♣♣r♦①✳ 5 · 103 ♥♦❞❡s ✭❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✳ 4 · 106 ❡❞❣❡s

✭✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✐♥ ✭❚P✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❧❧ ✹✺ ✐♥st❛♥❝❡s

❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✶✵ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡s❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❆s t❤❡ r❡st ♦❢

t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ tr② t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝

❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥❝✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝❧❡❛r✱

✇❡ ❣♦ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧

♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✳ ❙♦ ✇❡ ❣❡♥❡r❛t❡ ✶✵✵✵ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s✐③❡ m = 4096 ❛♥❞

n = 64✱ ✐✳❡✳ m = n2✱ ❢♦r ❙❖▲●❊◆ ❛♥❞ ❯◆■❋❖❘▼✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② r❡s✉❧ts

✐♥ ❛♣♣r♦①✳ 4 · 103 ♥♦❞❡s ✭❝♦♥str❛✐♥ts✮ ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✳ 2.61̇05 ❡❞❣❡s ✭✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✐♥

✭❚P✮✳ ❲❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❡❛❝❤ ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈P▲❳ ♦✈❡r ❛❧❧ s♦❧✈❡❞

♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❧❛ss✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♣✉

t✐♠❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✹✳✾✱ ✹✳✶✶✱ ✹✳✶✸ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐♥

❚❛❜❧❡s ✹✳✶✵✱ ✹✳✶✷ ❛♥❞ ✹✳✶✹✳

❘❡s✉❧ts

▲❡t ✉s s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆s ❡①✲

♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛s

t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡

❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❛s✱ ❛s ✐♥ t❤❡

s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲

✐♥❣ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ ✇❛s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐♥

❣❡♥❡r❛❧✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❛r❡ ♠♦r❡

❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ t❤❡✐r r♦✇ ❝♦✉♥t❡r♣❛rts✳ ❚❤✐s ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s

✇✐t❤ ❤✐❣❤❡r ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛s②♠♠❡tr② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞

✐s ❝❧❡❛r❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥ts ❝♦♥s✐❞❡r ❧❛r❣❡r s❡✲

q✉❡♥❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣ ✭s✐③❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ m✮ t❤❛♥ t❤❡ r♦✇

✈❛r✐❛♥ts ✭s✐③❡ ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ n✮✳ ❆s ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ t❤❡ ▼❘❯❘ ❛♥❞

▼❈▼❘ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❈❙▲ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t❤❡ ❜❡st ♦✈❡r❛❧❧ r❡s✉❧ts✳ ❙✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡

❚▼❘❳❚■✴❈❙▲ ❛❝❤✐❡✈❡❞ t❤❡ ❜❡st ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❚P❙ ✇❛s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t♦ ❈P▲❳✱ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

✇♦rs❡ t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❇❧♦❝❦

✶✶✼



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❙❡❛r❝❤ r✉❧❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ r❡❛s♦♥❛❜❧②

✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥✈❡❝t♦r✐③❡❞

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈▼◆ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ✐s ♦♥❧② t♦ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❡①t❡♥t ❝❛✉s❡❞

❜② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥▼❛t❧❛❜✱ ❜✉t ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

t❤❡ r✉❧❡✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✱ t❤❡✐r ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

t♦ ❘▼◆ ❛♥❞ ❈▼◆ ✐s s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱

✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs lSL, kSL ❛♥❞ pSL ❤❛s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢♦r

✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧

❝❛s❡✱ s❡❡ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❛

♠♦r❡ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ s✉✐t❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s

♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣✐✈♦t

r✉❧❡s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧❡❧② ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✹✳✺✳✸ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s

❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞r❛✇ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s

❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✿

✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ r✉❧❡s ❞✐❞ ♥♦t ②✐❡❧❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r② r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✇❡

r❡❢r❛✐♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s t♦ s②♠✲

♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛s t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s♣❡❝✐❢✲

✐❝❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♦♠✐t t❤❡ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ r✉❧❡s ✐♥

❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳

✷✳ ❆s t❤❡② ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❢❛st❡r✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥

✈❛r✐❛♥ts ♦❢ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✕ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✹✳✸✳✹ ❛♥❞ ♠✐♥♦r

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✹ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✸✳ ▲❛st❧②✱ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ s❡❧❡❝t t❤❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ▼❘❯❘ ❛♥❞

▼❈▼❘ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❈▼◆ ❛♥❞ ❈❙▲ ❢♦r ❢✉rt❤❡r st✉❞②✳

✶✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ m = 4096 ❛♥❞ n = 64 ❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡

❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ m = 4096 ❛♥❞ n = 1024 ❢♦r t❤❡ ❉❖❚✲

▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r

t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛s t❤❡② ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦r❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❚P❙ s♦❧✈❡rs ♣❡r❢♦r♠ ✇♦rs❡ ❤❡r❡ t❤❛♥ ♦♥

t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❈P▲❳ ✐♥ ❛✈❡r❛❣❡

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✱ ❜✉t ❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss r♦❜✉st✳

✶✶✾



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❙❖▲●❊◆ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❇▲❑ ❈❇▲❑ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ ✷✳✵✺ ✵✳✼✽ ✶✳✼✻ ✵✳✾✼ ✶✳✻✸ ✵✳✻✸

❚▼❘❳❚■ ✶✳✶✺ ✵✳✺✸ ✶✳✶✵ ✵✳✻✷ ✶✳✵✵ ✵✳✺✷

❘▼❘ ✶✳✺✺ ✵✳✻✶ ✶✳✸✸ ✵✳✼✺ ✶✳✸✸ ✵✳✺✺

❈▼❘ ✶✳✷✻ ✵✳✻✹ ✶✳✷✵ ✵✳✼✹ ✶✳✵✾ ✵✳✻✷

▼❘▼❘ ✶✳✺✸ ✵✳✻✶ ✶✳✸✷ ✵✳✼✹ ✶✳✸✷ ✵✳✺✺

▼❈▼❘ ✵✳✸✽ ✵✳✷✸ ✵✳✸✹ ✵✳✷✽ ✵✳✸✺ ✵✳✷✹

▼▼❘ ✵✳✽✽ ✵✳✹✻ ✵✳✽✹ ✵✳✺✸ ✵✳✽✷ ✵✳✹✺

▼❘❯❘ ✵✳✷✾ ✵✳✷✵ ✵✳✷✺ ✵✳✷✹ ✵✳✷✼ ✵✳✷✵

▲❆▲❈ ✶✳✷✺ ✶✳✵✽ ✶✳✷✸ ✶✳✶✸ ✶✳✷✸ ✶✳✵✽

❉✷P❘ ✵✳✸✹ ✵✳✷✹ ✵✳✷✾ ✵✳✷✽ ✵✳✸✷ ✵✳✷✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✾✿ ❚❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss

✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = n2 = 4096 ❛♥❞ n = 64✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✵✳✹✾

s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ▼❘❯❘ ✐s ❛❣❛✐♥ ❝❧❡❛r❧② ❞♦♠✐♥❛♥t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❈▼◆ ❛♥❞

❈❙▲ ♣❡r❢♦r♠ ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r ❧❡✈❡❧✳

✶✷✵



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❙❖▲●❊◆ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❇▲❑ ❈❇▲❑ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s / 103 ✷✻✳✻✺ ✶✵✳✷✻ ✷✼✳✼✸ ✶✹✳✻✹ ✷✸✳✶✾ ✽✳✽✹

❙▲ st❡♣s ✐♥ ✪ ✕ ✕ ✕ ✕ ✹✼ ✸✻

❚▼❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s ✶✺✳✼✷ ✻✳✹✵ ✶✺✳✾✸ ✽✳✷✷ ✶✹✳✶✽ ✻✳✸✾

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✹✶ ✷

❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✼✳✾✽ ✻✳✸✹ ✶✽✳✽✵ ✾✳✶✼ ✶✻✳✵✸ ✺✳✾✵

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✹✶ ✸✺

❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✺✳✽✸ ✻✳✹✺ ✶✻✳✶✵ ✽✳✷✶ ✶✸✳✾✹ ✻✳✹✻

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✹✼ ✸

▼❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✼✳✼✽ ✻✳✷✼ ✶✽✳✹✸ ✽✳✾✽ ✶✺✳✾✷ ✺✳✽✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✹✷ ✸✺

▼❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✳✾✹ ✵✳✾✺ ✷✳✹✶ ✶✳✷✶ ✶✳✽✵ ✵✳✾✻

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✶ ✶✼

▼▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✾✳✻✾ ✸✳✾✹ ✶✵✳✸✷ ✺✳✶✷ ✾✳✸✷ ✸✳✾✺

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✸✺ ✼

▼❘❯❘ P✐✈♦t st❡♣s ✵✳✻✸ ✵✳✹✸ ✵✳✼✻ ✵✳✺✹ ✵✳✺✼ ✵✳✹✶

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✷ ✸✶

▲❆▲❈ P✐✈♦t st❡♣s ✷✳✽✵ ✶✳✸✶ ✸✳✹✹ ✶✳✻✽ ✷✳✻✻ ✶✳✸✸

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✹ ✶✹

❉✷P❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✳✵✼ ✵✳✼✹ ✶✳✸✷ ✵✳✾✵ ✵✳✾✽ ✵✳✼✵

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✹✾ ✸✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✵✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n2 = 4096 ❛♥❞ n = 64 ♦❢ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡

♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s s❤♦✇♥ ❜❡✲

❧♦✇✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❝♣✉ t✐♠❡✱ t❤❡ ▼❘❯❘ ♠❡t❤♦❞ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ♣✐✈♦t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❡✉r✐st✐❝s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❞♦ ♥♦t

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛♥❞ ♦♥❧② ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r

❛ ♠❛①✐♠✉♠ s❤❛r❡ ♦❢ ✸✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐✈♦ts✳

✶✷✶



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❯◆■❋❖❘▼ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❇▲❑ ❈❇▲❑ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ ✽✳✾✶ ✶✳✸✹ ✷✳✸✼ ✷✳✵✽ ✶✳✾✾ ✶✳✶✷

❚▼❘❳❚■ ✶✳✺✽ ✵✳✼✵ ✵✳✽✹ ✶✳✵✻ ✵✳✻✺ ✵✳✻✻

❘▼❘ ✸✳✸✵ ✵✳✼✸ ✶✳✷✻ ✶✳✶✸ ✵✳✽✺ ✵✳✼✶

❈▼❘ ✶✳✻✼ ✵✳✽✵ ✵✳✾✹ ✶✳✶✼ ✵✳✼✺ ✵✳✼✼

▼❘▼❘ ✸✳✵✾ ✵✳✼✷ ✶✳✶✼ ✶✳✶✶ ✵✳✽✷ ✵✳✼✵

▼❈▼❘ ✶✳✺✶ ✵✳✼✷ ✵✳✽✻ ✶✳✵✺ ✵✳✻✽ ✵✳✼✷

▼▼❘ ✶✳✺✶ ✵✳✼✸ ✵✳✽✼ ✶✳✵✻ ✵✳✻✾ ✵✳✼✸

▼❘❯❘ ✶✳✺✶ ✵✳✼✸ ✵✳✽✼ ✶✳✵✻ ✵✳✻✾ ✵✳✼✷

▲❆▲❈ ✶✳✸✾ ✶✳✶✹ ✶✳✷✸ ✶✳✷✻ ✶✳✶✺ ✶✳✶✺

❉✷P❘ ✶✳✼✸ ✵✳✼✺ ✵✳✾✶ ✶✳✶✵ ✵✳✼✷ ✵✳✼✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✶✿ ❚❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss

✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = n2 = 4096 ❛♥❞ n = 64✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❆s ❢♦r t❤❡

❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦ ✵✳✹✾ s❡❝♦♥❞s✳

✶✷✷



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❯◆■❋❖❘▼ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❇▲❑ ❈❇▲❑ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s / 103 ✶✹✼✳✾✷ ✶✽✳✹✶ ✸✽✳✸✺ ✸✸✳✺✾ ✸✹✳✶✽ ✶✻✳✵✹

❙▲ st❡♣s ✐♥ ✪ ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✹

❚▼❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s ✷✸✳✼✷ ✽✳✻✶ ✶✷✳✸✶ ✶✺✳✸✶ ✾✳✸✷ ✽✳✹✽

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✼

❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✹✾✳✵✷ ✽✳✵✷ ✶✼✳✽✽ ✶✺✳✷✼ ✶✶✳✸✼ ✽✳✵✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✽

❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✸✳✼✷ ✽✳✺✼ ✶✷✳✸✸ ✶✺✳✷✻ ✾✳✸✶ ✽✳✺✵

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✼

▼❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✹✺✳✼✻ ✼✳✽✹ ✶✻✳✸✽ ✶✹✳✾✷ ✶✵✳✽✾ ✼✳✾✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✽

▼❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✵✳✼✾ ✼✳✹✼ ✶✶✳✵✹ ✶✸✳✸✾ ✽✳✶✶ ✼✳✽✶

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✵

▼▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✵✳✼✼ ✼✳✹✺ ✶✶✳✵✸ ✶✸✳✸✽ ✽✳✶✵ ✼✳✼✾

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✵

▼❘❯❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✵✳✼✸ ✼✳✹✺ ✶✶✳✵✸ ✶✸✳✸✼ ✽✳✶✵ ✼✳✼✶

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✷✶

▲❆▲❈ P✐✈♦t st❡♣s ✺✳✶✺ ✷✳✶✼ ✸✳✼✶ ✸✳✻✼ ✷✳✵✶ ✷✳✸✹

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✻

❉✷P❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✸✳✾✵ ✼✳✺✼ ✶✶✳✹✷ ✶✸✳✼✺ ✽✳✸✺ ✼✳✼✼

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✶✵✵ ✶✽

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✷✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ m = n2 = 4096 ❛♥❞ n = 64 ♦❢ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss✱

❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s

✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s

s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳ ■♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ❝♣✉ t✐♠❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s

❣❡♥❡r❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❢♦r ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ ♣❛r✲

t✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❛❧❧ ♣✐✈♦ts ❛r❡ ❙❤♦rt❧✐st ♣✐✈♦ts✱ t❤❛t ✐s✱

t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♦♣t✐♠❛❧ ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳

✶✷✸



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❉❖❚▼❆❘❑ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❇▲❑ ❈❇▲❑ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ ✶✷✳✹✸ ✾✳✺✻ ✶✹✳✷✸ ✶✷✳✹✶ ✾✳✸✵ ✽✳✺✽

❚▼❘❳❚■ ✶✷✳✷✹ ✾✳✸✶ ✶✹✳✾✻ ✶✷✳✼✾ ✾✳✾✾ ✽✳✶✽

❘▼❘ ✷✵✳✶✾ ✶✵✳✾✸ ✷✸✳✽✵ ✶✼✳✵✻ ✶✹✳✺✵ ✶✵✳✵✺

❈▼❘ ✶✸✳✺✽ ✶✼✳✹✺ ✶✼✳✹✻ ✷✸✳✷✶ ✶✶✳✹✹ ✶✸✳✾✶

▼❘▼❘ ✶✷✳✻✷ ✼✳✽✷ ✶✻✳✹✹ ✶✷✳✼✷ ✾✳✵✸ ✻✳✽✻

▼❈▼❘ ✾✳✸✵ ✼✳✵✷ ✶✶✳✹✽ ✶✶✳✶✶ ✼✳✺✷ ✻✳✸✼

▼▼❘ ✶✷✳✻✽ ✾✳✽✵ ✶✺✳✶✾ ✶✸✳✷✶ ✶✵✳✶✷ ✽✳✺✽

▼❘❯❘ ✼✳✽✹ ✼✳✵✽ ✶✷✳✼✾ ✶✷✳✷✻ ✻✳✻✸ ✻✳✶✻

▲❆▲❈ ✶✵✳✷✼ ✼✳✹✺ ✶✷✳✹✺ ✶✶✳✺✸ ✽✳✵✷ ✻✳✽✸

❉✷P❘ ✶✷✳✾✵ ✾✳✽✽ ✶✺✳✵✷ ✶✸✳✶✵ ✶✵✳✺✻ ✽✳✽✹

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✸✿ ❚❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss

✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 4096 ❛♥❞ n = 1024✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢

st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡

❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♠♦✉♥t❡❞ t♦

✽✳✶✷ s❡❝♦♥❞s✳

✶✷✹



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❉❖❚▼❆❘❑ ❘▼◆ ❈▼◆ ❘❇▲❑ ❈❇▲❑ ❘❙▲ ❈❙▲

◆❲❈❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s / 103 ✶✷✽✳✽✼ ✼✷✳✼✷ ✺✶✳✺✹ ✹✼✳✵✺ ✽✶✳✼✶ ✻✻✳✵✻

❙▲ st❡♣s ✐♥ ✪ ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✻ ✸✾

❚▼❘❳❚■ P✐✈♦t st❡♣s ✶✶✵✳✺✻ ✻✺✳✼✹ ✹✻✳✻✻ ✸✾✳✼✷ ✽✹✳✽✷ ✻✸✳✽✸

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✾ ✹✼

❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✷✵✶✳✼✻ ✽✵✳✼✽ ✼✾✳✸✹ ✹✾✳✻✸ ✶✸✵✳✵✽ ✼✼✳✾✺

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✾ ✹✹

❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✸✶✳✼✾ ✶✸✺✳✷✼ ✺✻✳✶✵ ✻✸✳✹✸ ✾✾✳✹✼ ✶✶✶✳✻✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✾ ✸✾

▼❘▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✶✺✳✶✹ ✺✸✳✾✽ ✹✽✳✾✹ ✸✼✳✸✾ ✼✺✳✼✾ ✺✶✳✼✾

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✾ ✹✽

▼❈▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✽✷✳✷✻ ✹✻✳✺✸ ✸✼✳✷✾ ✸✸✳✺✼ ✻✵✳✻✽ ✹✼✳✹✾

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✻✸ ✺✷

▼▼❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✵✾✳✽✺ ✻✺✳✼✸ ✹✺✳✹✷ ✸✽✳✸✼ ✽✶✳✼✽ ✻✷✳✻✷

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✾ ✹✼

▼❘❯❘ P✐✈♦t st❡♣s ✻✸✳✼✾ ✹✼✳✵✺ ✸✾✳✼✸ ✸✷✳✵✽ ✹✼✳✶✵ ✹✶✳✾✼

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✺ ✸✾

▲❆▲❈ P✐✈♦t st❡♣s ✽✶✳✾✽ ✹✸✳✸✹ ✸✻✳✻✸ ✸✶✳✻✺ ✺✺✳✾✺ ✹✸✳✹✽

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✻✸ ✺✶

❉✷P❘ P✐✈♦t st❡♣s ✶✶✺✳✷✵ ✻✻✳✷✻ ✹✺✳✷✷ ✸✽✳✼✸ ✽✺✳✷✸ ✻✸✳✺✶

❙▲ st❡♣s ✕ ✕ ✕ ✕ ✺✻ ✹✷

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✹✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r 103 s❛♠♣❧❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = 4096 ❛♥❞ n = 1024 ♦❢ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss✱ ❢♦r ❛❧❧ ❝♦♠✲

❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s✱ ✇❤❡r❡❛s

t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐s s❤♦✇♥

❜❡❧♦✇✳

✶✷✺



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✹✳✺✳✹ ❆s②♠♣t♦t✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥

▲❡t ✉s ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❝♦♠✲

♣❛r❡❞ t♦ ❈P▲❳ ♦♥ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✱

✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s t♦ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✻✹×✻✹✱
✐✳❡✳ m = n = 4096✱ ❢♦r ❈P▲❊❳ ❛♥❞ ✶✷✽×✶✷✽✱ ✐✳❡✳ m = n = 16384 ❢♦r t❤❡

❚P❙✳ ❙②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✷✺✻×✷✺✻ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ♦♥ ♦✉r

t❡st s②st❡♠ ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②

t❤r❡❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s❀ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡

r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡r❡ ♠♦r❡ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝❛♥ ❜❡

❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❙❖▲●❊◆ ❛♥❞ ❯◆■❋❖❘▼ ✉♣ t♦

❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ m = n ≤ 1.5 · 104✳

❘❡s✉❧ts ❢♦r ❉❖❚▼❆❘❑

❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡s

✹✳✶✶ ❛♥❞ ✹✳✶✷✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❚P❙ ✭▼❘❯❘✴❈❙▲✮ ✇❛s s✉♣❡r✐♦r ✐♥ ❛❧❧ ❉❖❚▼❆❘❑

❝❧❛ss❡s ✐♥ ♦✉r ❜❛s✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✮ ❢♦r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✷×✸✷ ❛♥❞

m = n = 1024✱ ❈P▲❳ ✐s ❢❛st❡r ♦♥ ✻ ♦✉t ♦❢ ✶✵ ❝❧❛ss❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

m = n = 4096✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈P▲❳ ✐s ❛❣❛✐♥ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇✐t❤ ❚P❙✱

✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✺✵ s❡❝♦♥❞s ♦r ❧❡ss✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡

❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✈❛r✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❛♥❞ ✶✺✵ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤❡r❡ ▲♦❣●❘❋

✇❛s t❤❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ■❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞♦t♠❛r❦ ❝❧❛ss❡s

❛r❡ s♦rt❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡✐r s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❚P❙✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡

r❡s✉❧ts ❛s ❢♦r t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s✳

❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❛♥❞ r❡✐t❡r❛t❡ t❤❡ ❛❞✲

✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ✉s✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ st❛rt ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ t❤❡ ❚P❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜② t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t✿ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P▲❳ ✐s ♥♦t ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧✲

❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r tr❛♥s✲

♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❤✐❣❤ ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞

✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✹✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❣♦♦❞ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❢♦r m = n = 1024 ❛r❡

✶✷✻



✹✳✺ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

♠♦st ❧✐❦❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡

✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣✐✈♦t st❡♣s ✐♥❝r❡❛s❡s✳

▲❛st❧②✱ t❤❡ ❧♦✇ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡♣♦rt t❤❡ ❝♣✉

t✐♠❡ ❢♦r m = n = 16384 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥st❛♥❝❡s s♦❧✈❡❞ ❢♦r

t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t♦ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✵ s❡❝♦♥❞s

t♦ ✻✵✵ s❡❝♦♥❞s✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❝❧❛ss❡s❀ ▲♦❣●❘❋ ✐s ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ❝❧❛ss✳

❘❡s✉❧ts ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s

❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P▲❳✱ ✇❡ s♦❧✈❡❞ ✶✵✵

✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❛♥❞ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s m ≤ 6 · 106✳
❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✺ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ t = k · mα ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ t ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s✉♣♣❧✐❡s m✱ ✇❡ ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❜② ❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥✿

■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❙❖▲●❊◆✱ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥ts α ✇❡r❡ ❡✐t❤❡r 2.16 ♦r 2.17 ❢♦r ❛❧❧ ❚P❙

✈❛r✐❛♥ts✱ ✇❤✐❧❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ α = 2.3 ❢♦r ❈P▲❳✳ ❖♥ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss ✇❡

♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❧❛r❣❡r ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ❚P❙ ❡①♣♦♥❡♥ts r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 2.29 t♦ 2.36 ✕

t❤❡ ❜❡st ✈❛r✐❛♥t ❜❡✐♥❣ ▼❘❯❘✴❈❙▲✳ ❆❧❧ ❚P❙ ✈❛r✐❛♥ts ✇❡r❡ ❛❣❛✐♥ ❛❜❧❡ t♦ ❜❡❛t

❈P▲❳ ✇❤✐❝❤ ❛❝❤✐❡✈❡❞ α = 2.56 ✕ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✻ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❞✐s♣❧❛②

♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ ❝❧❛ss❡s✳

▲❛r❣❡st s♦❧✈❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❋♦r ♦✉r ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ r❡str✐❝t ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡s❡

❝♦✉❧❞ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢❛st❡st ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t s♦❧✈❡ s②♠♠❡tr✐❝

✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤ ❈P▲❳✱ ✇❤❡r❡m ✇❛s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ 6·103 ❞✉❡ t♦ ♠❡♠✲

♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✾✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ▼❘❯❘✴❈❙▲✶✵

❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ 103 ≤ m ≤ 1.5 · 104 ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ❚❤❡r❡❜②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥

❡✈❡♥ ❜❡tt❡r r❡❣r❡ss✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t ♦❢ α = 2.13 ❢♦r ▼❘❯❘✴❈❙▲ ❢♦r ❙❖▲●❊◆✳

✾❚❤✐s ✐s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳
✶✵❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡✳

✶✷✼
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CPLX

MRUR/CSL

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n = 4096 ♦❢ ❚P❙ ❛♥❞ ❈P▲❳ ♦♥ ❛❧❧ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s

✐s s❤♦✇♥✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t② ✐s r❛t❤❡r

❝♦♥st❛♥t ❢♦r ❈P▲❳✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❚P❙ ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛

❤✐❣❤❡r ✈❛r✐❛♥❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❈P▲❳ ✐s ♥♦✇ ❝❧❡❛r❧② s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡

❚P❙ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♣✉ t✐♠❡✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡

✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❧❛ss❡s ❢♦r ❚P❙ ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ❛♥❞ ✐♥ ❛❝✲

❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

✶✷✽
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MRUR/CSL

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✿ ❆ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥✲

s✐♦♥ m = n = 16384 ♦♥ ❛❧❧ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ✐s s❤♦✇♥✳ ❉✉❡

t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ♦♥❧② ❚P❙ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r t❤✐s

♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

❝❧❛ss❡s ✐s ❛❣❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✳

✶✷✾



✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❙❖▲●❊◆

♠ / 103 ✵✳✶ ✵✳✺ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

❈P▲❳ ✵✳✵✶ ✵✳✷✺ ✶✳✷✺ ✺✳✾✹ ✶✺✳✶✹ ✸✵✳✽✻ ✹✾✳✽✵ ✼✻✳✼✹

▼❈▼❘✲❈▼◆ ✵✳✵✶ ✵✳✶✸ ✵✳✹✽ ✷✳✸✷ ✹✳✾✼ ✾✳✽✼ ✶✾✳✼✵ ✷✼✳✹✺

▼❈▼❘✲❈❙▲ ✵✳✵✶ ✵✳✶✷ ✵✳✹✼ ✷✳✸✻ ✺✳✵✺ ✾✳✽✽ ✶✾✳✶✺ ✷✻✳✻✼

▼❘❯❘✲❈▼◆ ✵✳✵✶ ✵✳✶✵ ✵✳✸✽ ✶✳✽✷ ✹✳✵✼ ✼✳✽✷ ✶✺✳✵✸ ✷✶✳✵✹

▼❘❯❘✲❈❙▲ ✵✳✵✶ ✵✳✶✵ ✵✳✸✾ ✶✳✾✸ ✹✳✷✽ ✽✳✶✼ ✶✺✳✷✸ ✷✶✳✵✶

❯◆■❋❖❘▼

♠ / 103 ✵✳✶ ✵✳✺ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻

❈P▲❳ ✵✳✵✶ ✵✳✷✽ ✶✳✹✾ ✽✳✷✻ ✷✹✳✶✵ ✺✸✳✻✶ ✾✹✳✾✷ ✶✺✽✳✽✹

▼❈▼❘✲❈▼◆ ✵✳✵✶ ✵✳✷✵ ✵✳✼✻ ✹✳✹✾ ✶✵✳✶✾ ✷✵✳✾✼ ✹✺✳✹✸ ✻✹✳✸✻

▼❈▼❘✲❈❙▲ ✵✳✵✶ ✵✳✶✶ ✵✳✺✶ ✸✳✶✽ ✼✳✷✸ ✶✸✳✶✺ ✷✹✳✹✼ ✸✹✳✺✷

▼❘❯❘✲❈▼◆ ✵✳✵✶ ✵✳✷✷ ✵✳✽✻ ✹✳✽✽ ✶✶✳✶✵ ✷✷✳✺✾ ✹✽✳✵✹ ✻✼✳✾✼

▼❘❯❘✲❈❙▲ ✵✳✵✶ ✵✳✶✹ ✵✳✻✶ ✸✳✺✽ ✽✳✷✶ ✶✹✳✾✵ ✷✼✳✶✽ ✸✽✳✹✵

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✺✿ ●✐✈❡♥ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦♥ ✶✵✵ s②♠♠❡tr✐❝

✭✐✳❡✳ m = n✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❚P❙ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❈P▲❳ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss❡s ❙❖▲●❊◆ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❯◆■❋❖❘▼

✭❜♦tt♦♠✮✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s m ❛♥❞ n ❛r❡ ❣✐✈❡♥

✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s✳ ❆ ❧♦❣✲❧♦❣ ♣❧♦t ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡✲

s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✻✳

✶✸✵





✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❊♠♣✐r✐❝❛❧ ❈♦♠♣❧❡①✐t② ❈P▲❳ ▼❈▼❘ ▼❈▼❘ ▼❘❯❘ ▼❘❯❘

❈▼◆ ❈❙▲ ❈▼◆ ❈❙▲

❙❖▲●❊◆ α ✷✳✸✵ ✷✳✶✻ ✷✳✶✼ ✷✳✶✻ ✷✳✶✼

k · 106 ✵✳✶✺ ✵✳✶✼ ✵✳✶✺ ✵✳✶✹ ✵✳✶✸

❯◆■❋❖❘▼ α ✷✳✺✻ ✷✳✸✻ ✷✳✸✸ ✷✳✸✸ ✷✳✷✾

k · 106 ✵✳✵✸ ✵✳✵✼ ✵✳✵✻ ✵✳✶✵ ✵✳✵✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✻✿ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ t = k ·mα ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ t ✐♥ s❡❝♦♥❞s

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡ m = n✱ ✇❡ ❞❡♣✐❝t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs k ❛♥❞ α✳

❖♠✐tt✐♥❣ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s m ≤ 100✱ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❛

❧✐♥❡❛r r❡❣r❡ss✐♦♥ ♦♥ log(t) = α · log(m) + log(k)✳ ❆❧❧ p✲✈❛❧✉❡s ✇❡r❡

❧❡ss t❤❛♥ 0.3 · 10−6✳

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ✇❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦♠❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✜♥❞✲

✐♥❣s✿ ❆s s❤♦✇♥ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❉❖❚▼❆❘❑ ✭❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧✮ ❝❧❛ss s♦❧✈❡❞ ✇❛s ♦❢

❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 1.6384 · 104 ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t ❝❧❛ss ▲♦❣●❘❋ ✇❛s s♦❧✈❡❞

✐♥ ✻✵✵ s❡❝♦♥❞s ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t✶✶ m · n✱ t❤✐s ✐s s❡✈❡♥ t✐♠❡s

❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥st❛♥❝❡ ✭m = 6 · 103✮ s♦❧✈❡❞ ❜② ❈P▲❳✳

❙❖▲●❊◆

♠ / 103 ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✽ ✶✵ ✶✷ ✶✺

▼❘❯❘✲❈❙▲ ✵✳✸✾ ✷ ✹ ✽ ✶✺ ✷✶ ✸✺ ✺✽ ✽✶ ✶✷✸

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✼✿ ❉✐s♣❧❛②❡❞ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦❢ ▼❘❯❘✴❈❙▲ ♦♥

s②♠♠❡tr✐❝ ✭✐✳❡✳m = n✮ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss✳ ❚♦

♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ s♦❧✈❡❞ ✶✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦rm ≤ 6 ·103
❛♥❞ ✶✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r m > 6 · 103✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣❧✐❡s m ❛♥❞

❞❡♠❛♥❞s n ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s✳

✶✶❚❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① C ∈ Rm×n ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡

O(mn)✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳

✶✸✷





✹ ❚❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❧❡❛r❧② s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛♥❞ ♣✐✈♦t

r✉❧❡s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❘❯❘✱ ▼❘▼❘ ❛♥❞

▼❈▼❘ r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧❧② ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡ ❛♥❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈▼◆✱

❘▼◆ ♦r ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st r✉❧❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ❝♦✈❡r❡❞

♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✳ ■♥ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡

♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✇❛s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ t♦ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ♦❢ ❈♣❧❡① ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❈✴❈✰✰✳ ❚❤✐s s♦❧✈❡r ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❈P▲❳ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢

t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②

❧♦✇❡r ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ✐♥st❛♥❝❡s

s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❚P❙ ✇❡r❡ s❡✈❡♥ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❈P▲❳ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐①✳ ❚❤✉s ✇❡ ❤❛✈❡ ❝r❡❛t❡❞ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❜❛s✐s ❢♦r ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s

✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r✳

■♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❛s✐❝ t❡sts ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✇❛s st✐❧❧ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ ❈P▲❳ ♦♥ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✇❛s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❡❢t t♦ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳

❖♥ ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m,n ≈ 103✱ ♦✉r

s♦❧✈❡r ✇❛s s✉♣❡r✐♦r ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❈P▲❳ r❛♥❣❡❞

❢r♦♠ ✶✺✵✪ t♦ ✹✵✵✪ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥❞ ❜② t❤❡ ❚P❙✳ ❚❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡

❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❡r❡ st✉❞✐❡❞ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ❆ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧✲

②s✐s ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐♦♥ t = k ·mα

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ t ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡ m = n✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❡①♣♦♥❡♥ts α ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [2.13, 2.17] ❢♦r t❤❡ ❚P❙ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ 2.3 ❢♦r ❈P▲❳

❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ r❡❣r❡ss✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ②✐❡❧❞❡❞ ❡①♣♦♥❡♥ts ✐♥

t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [2.29, 2.36] ❢♦r t❤❡ ❚P❙ ❛♥❞ 2.56 ❢♦r ❈P▲❳ ♦♥ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥✲

st❛♥❝❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r❝✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ ❛ str✐❝t❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s

O(m3 logm)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡ ✐♥ s♦♠❡ ❝♦♥tr❛st

t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♥♦♥✲❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❚P❙ ✇❛s s✉♣❡r✐♦r ♦♥

✶✸✹



✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ❉❖❚▼❆❘❑ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐t ✇❛s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❈P▲❳ ♦♥ ✻ ♦✉t ♦❢ ✶✵

♥♦♥✲❛rt✐✜❝✐❛❧ ❝❧❛ss❡s ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m,n ≈ 4 · 103✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❚P❙

✇❛s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ s✐③❡ m,n ≈ 1.5 ·104 ✇❤✐❧❡ ❈P▲❳ ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② s♦❧✈❡

✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ m,n ≤ 6 · 103 ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳

❲❤✐❧❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ❢♦r ❈P▲❳✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡

❛ss✉♠❡❞ t❤❛t P❤❛s❡ ■■ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✱

✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✲s♣❡❝✐✜❝

♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥ P❤❛s❡ ■ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡✳

❚❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ t②♣❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❛♥❞ ❛r❡ ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐♥

❈P▲❳ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❣r♦✇s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥

❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♠❛② ❜❡ ❡✈❡♥ ♠♦r❡

✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐❢ t❤❡ s❛♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ✐s ✉s❡❞✳ ❆

❝❧❡❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s♦❧✈❡r ❈P▲❳ ✐s t❤❛t ✐t ❤❛s ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡

♠✉❝❤ ♠♦r❡ r♦❜✉st ♦♥ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❖♥❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❤✐❣❤❡r

✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② t❤❛t t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❛♥❞

st❛rt ❤❡✉r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡✱

❜✉t ❞❡♣❡♥❞ str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛r❡

t❤❡r❡❢♦r❡ ♠♦r❡ ♣r♦♥❡ t♦ ♦✉t❧✐❡rs✳ ❙✐♥❝❡ ❈P▲❳ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞

s♦❧✈✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ✐t s❡❡♠s r❡❛s♦♥❛❜❧❡

t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡② ♠❛❦❡ ❧❡ss ✉s❡ ♦❢ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❜❧❡♠s✱

✇❤✐❝❤ ❛❧✐❣♥s t❤❡ t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ❜② ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥

❢♦r ♠❡❞✐✉♠✲s✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ❜❡♥❡✜t ♦❢ ✉s✲

✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧✐③❡❞ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠♦♥ P❤❛s❡ ■ ♦❢ t❤❡ ◆❡t✇♦r❦

❙✐♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡st ❛♥❞ ✇♦rst st❛rt ❤❡✉r✐st✐❝s

✇❛s ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺✪ ❛♥❞ ✺✵✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

✶✸✺
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❲❡ ❝❧♦s❡ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❜② ❧✐st✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✿ ❲❤✐❧❡ ♦✉r

▼❛t❧❛❜✲✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✱

t❤❡s❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r q✉❛♥t✐✜❡❞ ❜② ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥

❛ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐♥❣ ❈♣❧❡① ✐♥t♦▼❛t❧❛❜✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♠✐♥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✷✱ t❤❡ ▲❆▲❈ ♠❛② ❝♦♥st✐t✉t❡

❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ st❛rt✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝ ✇❤❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❧❛♥❣✉❛❣❡✳

❆s ❜r✐❡✢② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❚P❙ ✇❛s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ❢♦r s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠

✐♥st❛♥❝❡s✱ ♦✉r s❤♦t ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ✇❛s ❧❡ss ♣r♦♠✐s✐♥❣✳ ❲❤❡t❤❡r

t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♦r t❤❡

✐♥❤❡r❡♥t str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡♠❛✐♥s ♦♣❡♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦

❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ♦✉r ❛tt❡♠♣t t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♣✐✈♦t r✉❧❡

❜② t❤❡ ❇❧♦❝❦ ❙❡❛r❝❤ ♠❡t❤♦❞ ❤❛s ❢❛✐❧❡❞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✲

✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ r❡❢r❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st

❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✐♥st❡❛❞ ✉s❡❞ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮ ❢♦r tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❝r❡❛t❡❞ ❢♦r

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❆ r❡✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r

❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r✲

❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳

▲❛st❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t ❛♥♦t❤❡r s♦❧✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡

✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ❜✉t ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞♦❝t♦r❛❧ t❤❡s✐s✳

▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙❤♦r ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✽✺✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦❢

❜✉♥❞❧❡✲♠❡t❤♦❞s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲s♠♦♦t❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡r✐✈❡❞

❢r♦♠ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✉❛❧ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿

max
λ∈Rn

Θ(λ) := min
x∈Rmn

〈c, x〉 − 〈λ,Bx− b〉
s✳t✳ Ax = a

x ≥ 0.

❚❤❡ ✐♥♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✭❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② t♦

✶✸✻
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♦❜t❛✐♥ ❛♥ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r

♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ −Θ(λ)✳ ❚❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥♦♥✲

s♠♦♦t❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ✈❛❧✉❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❢♦r ❤✐❣❤ ❞❡❣r❡❡s ♦❢

❛s②♠♠❡tr②✱ ✐✳❡✳ m ≫ n✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ✉s✐♥❣ ❛ ❜❛s✐❝✱

♥♦♥✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✳

✶✸✼



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡

❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥❡✇ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ❢♦r t❤❡ ❚P❙✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣✲

r❡s❡♥ts ❛ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖✉r

♠❡t❤♦❞ ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ♦❢ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✱

s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✱ ❛♥❞ t❤❡ ❚P❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❆s ✇❡

✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❢♦r s②♠♠❡t✲

r✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ s✐♥❝❡ ✐t ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛r❣❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

✈❡rs✉s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇✐❧❧

❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡

✐♥ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ st❡♠s ❢r♦♠ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❛♥❞ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ♠❛❥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✳

■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ♣✐✈♦t r✉❧❡s ❡①❝❡❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❛♥❞ ❉❖❚✲

▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♣✐✈♦t r✉❧❡s ♦♥

t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❜❛s✐❝ s②♠♠❡tr✐❝ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ t❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s

♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❖♥ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ✶✵✵✪ ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼

✐♥st❛♥❝❡s✱ ✺✹✪ t♦ ✻✸✪ ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ❛♥❞ ✉♣ t♦ ✸✵✪ ❢♦r t❤❡

❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✹✳✹✱ ✹✳✻ ❛♥❞ ✹✳✽✳ ■❢ t❤✐s s❤❛r❡ ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② r❡❞✉❝❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t♦t❛❧ ♣✐✈♦t st❡♣s

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣❧② ❜❡❝♦♠❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❯◆■✲

❋❖❘▼ ❝❧❛ss✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦ts ✐s ❤❛❧✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧❡❛r❧② r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥

t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡✳ ❚❤✉s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ✐t ❝♦✉❧❞

✶✸✽



✺✳✶ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡

♣♦ss✐❜❧② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r ❉❖❚▼❆❘❑ ❛♥❞ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳

❈❧❡❛r❧②✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡❛❞❥✉st t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡✱ ❡✳❣✳ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ lSL ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧✐♠✐t t❤❡ tr❛♥s❢❡r❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts t♦ ❢✉rt❤❡r ♣r♦❜❧❡♠

❝❧❛ss❡s✱ ❛s t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s st✉❞✐❡❞✳ ■♥st❡❛❞✱

✇❡ str✐✈❡ ❢♦r ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣ts t♦ ❣✐✈❡♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛r❛❜✐❧✐t② t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts

♦❢ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮ ❛♥❞ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ✐s ❧❡ss ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ❛♥❞✱ ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❡♥s✉r❡s

t❤❛t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss ✐s ❛t ❧❡❛st ❛s ❣♦♦❞ ❛s t❤❛t ♦❢

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥✳ ❲✐t❤ ❉❖❚▼❆❘❑ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛

❧❛r❣❡ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢

t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s t❡♥❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② ❤✐❣❤ ❝♦sts✱ ✇❤✐❝❤

❛r❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢

t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t r❡s✉❧ts ❢♦r

t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❆s

✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳✶✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢

♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ✐t ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳

✺✳✶ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ❆s ❢♦r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥

❢♦r t❤❡ r♦✇ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥

❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r s❤♦rt❧✐sts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ❛♥❞ st❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣✐✈♦t

r✉❧❡s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ❇❡❢♦r❡ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞✱ s♦♠❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥✿

❍❡r❡✐♥❛❢t❡r t❤❡ t❡r♠ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❘❙▲ ❛♥❞ ❈❙▲ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛❧❧

✶✸✾



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ r✉❧❡s ♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♦♣❡r❛t❡s

♦♥ ❛ s❤♦rt❧✐st ❜❡❢♦r❡ ✐t ✉❧t✐♠❛t❡❧② ✐♥✈♦❦❡s ❛ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ r❡❢❡r ❡①♣❧✐❝✐t❧② t♦ t❤❡ ❘❙▲ ❛♥❞ ❈❙▲✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ t❡r♠ ♦r✐❣✐♥❛❧

❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥st❛♥t

❛♥②♠♦r❡✱ ✇❡ ❤❡r❡✐♥❛❢t❡r ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐st Li ⊆ J ✱

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ i✲t❤ r♦✇ ♦❢ C✱ ❜② li ≤ n✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✭r❡♣❡❛t❡❞❧②✮ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ s✐③❡ li ♦❢ t❤❡

s❤♦rt❧✐sts ✇❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❡❢♦r❡ s✉❝❤ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ✇❡ ✈❡r✐❢② ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✉r✲

r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥ t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

s❤♦rt❧✐sts✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❘❙▲ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠❛✐♥✲

t❛✐♥s t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s r✉❧❡ ❢♦r s✉❝❤ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞✳

❈❧❡❛r❧②✱ ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ❢✉rt❤❡r ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝♦sts✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝♦sts✱ t❤❡ ❜❡st ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❢✉rt❤❡r s❡❧❡❝t ✈❛r✐❛❜❧❡s

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts✳

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t❤❛t ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ❝♦sts ❜✉t st✐❧❧ ❛ss✉♠❡

♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳

✺✳✶✳✶ ❊①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡

❆❧❧ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ✐♥ ❝♦♠♠♦♥ t❤❛t ✜rst t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱

✐✳❡✳ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❧❡♥❣t❤s li =

lSL ❢♦r ❛❧❧ i✳ ❆s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡

t❤❛t s✉❝❤ ❛ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (x, u, v) ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ (C, a, b)✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦

t❤r❡❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ st❡♣s✿

❖♣t✐♠❛❧✐t② ❝❤❡❝❦✿ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦st ♠❛tr✐① Cuv ✇✐t❤ r❡✲

s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ♥♦ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s
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✺✳✶ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡

✇✐t❤ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ❛r❡ ❢♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳ Cuv ≥ 0✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♦♣t✐✲

♠❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❚P❙ st♦♣s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❝❛s❡✱ t❤❡

❝❛♥❞✐❞❛t❡ (ie, je) ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts✱ ✐✳❡✳

(ie, je) = argmin
(i,j)∈I×J

cuvij ,

✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ je ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❤♦rt❧✐st

Lie ✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ t♦ ❘❙▲✱ ✐♥ ❝❛s❡ ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❤♦rt❧✐sts Li✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱

t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡♥tr② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts

✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ❝❛s❡✳

■♥ t❤❡ ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ❛r❡ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✿

❊①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✶✿ ❋♦r t❤❡ ✜rst ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ ✇❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t❤❡

♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ♣✐✈♦t r✉❧❡✿ ❋♦r ❡❛❝❤ s❤♦rt❧✐st Li✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ∆c

❡❧❡♠❡♥ts j ∈ J ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦sts ✐♥ t❤❡ r♦✇ i ♦❢ C ✇❤✐❝❤

❛r❡ ♥♦t ②❡t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐st✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✱ ❛ss✉♠❡ σi t♦

❜❡ ❛ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣
σi : {1, . . . , n} → J

k 7→ j

s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❤♦❧❞s ciσi(1) ≤ ciσi(2) ≤ · · · ≤ ciσi(n) ✇❤❡r❡✱ ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ t✐❡s ❛r❡

s♣❧✐t ❛r❜✐tr❛r✐❧②✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ✜rst ∆c ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥

(

σ−1
i (1), . . . , σ−1

i (n)
)

✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ②❡t ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ Li✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ ∆c ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡

❡❧✐❣✐❜❧❡✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♦✉r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ t❤✐s ✇❛s ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r s♠❛❧❧ n ≤ 200✳

❊①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✷✿ ❚♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❧♦✇

❝♦st✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r ❡❛❝❤ i ∈ I✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ i✲t❤ r♦✇ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞

❝♦st ♠❛tr✐① Cuv ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ♠❛♣♣✐♥❣ σi ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
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✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❛❞❞ t❤❡ ✜rst ∆uv ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡

❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r

(

cuviσi(1)
, . . . , cuviσi(n)

)

✉♥t✐❧ ❡✐t❤❡r ∆uv ❡❧❡♠❡♥ts cuviσi(k)
✳✳= ciσi(k)−ui+vσi(k) < 0, k ∈ J ✱ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ♦r

t❤❡ ✈❡❝t♦r ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❡✈❡♥t t❤❛t ❧❡ss t❤❛♥ ∆uv ♥❡❣❛t✐✈❡

❡❧❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞✱ ✇❡ ❛❞❞ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥✉♠❜❡r✳ ❍❡r❡❜②✱ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✱ (u, v) ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛❧❧ j ∈ Li ❛♥❞✱ ❤❡♥❝❡✱ ✐t

❤♦❧❞s cuvij ≥ 0 ❢♦r t❤❡s❡ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ cuviσi(k)
< 0 ✐♠♣❧✐❡s σi(k) /∈ Li✱

✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦t ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❝❡✳

❆ ❝❧❡❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❛t ✐t ✉s❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ ❢♦r♠

♦❢ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐s ♥♦t ❡①❝❧✉s✐✈❡❧②

❜❛s❡❞ ♦♥ ❧♦✇ ❝♦st✳ ❚❤❡ ❤♦♣❡ ✐s t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts t❤❛t

❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ❝♦sts ❜✉t ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞

t❤❡r❡❜② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t✇♦ ✈❛r✐❛♥ts ♦❢

t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ ❢♦r

❛ ❣✐✈❡♥ r♦✇ i✱ ✇❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ i✲t❤ r♦✇ ♦❢ Cuv✳

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ tr✐❡❞ s♦rt✐♥❣ t❤✐s r♦✇ ✐♥ ❛s❝❡♥❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ ✐✳❡✳ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts

✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣❧②✱ t❤❡

✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❜❡tt❡r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

✺✳✶✳✷ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s

❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② st❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ ♣✐✈♦t r✉❧❡s✳ ❆s

❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ t❤❡ r♦✇ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✿

❊♥❤❛♥❝❡❞ ❘♦✇ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✭❊❘❙▲✮ ❯♥t✐❧ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡

s❤♦rt❧✐sts ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ r✉❧❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❘❙▲✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱

✶✹✷



✺✳✷ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

✐t ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳

lSL ✳✳=







min{15, n} ❢♦r n ≤ 200,

15 + ⌊15 · log2(n/200)⌋ ❢♦r n > 200,

kSL ✳✳= lSL,

pSL ✳✳= 5%,

❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② li ✳✳= lSL ❢♦r ❛❧❧ i ∈ I✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r eSL ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱

✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✱ ❛s ✇❡❧❧

❛s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ∆c ❛♥❞ ∆uv✱ ✇❤✐❝❤ ❧✐♠✐t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts t❤❛t ❛r❡

❛❞❞❡❞ ♣❡r s❤♦rt❧✐st ✐♥ ♦♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳

❲❤❡♥❡✈❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (x, u, v) ✇❛s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✱ ❛♥❞ ❧❡ss

t❤❛♥ eSL ❡①t❡♥s✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ r✉❧❡ ✐s st♦♣♣❡❞ ❛♥❞ ✕

❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✕ ❛ s❡❝♦♥❞ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✐s ✐♥✈♦❦❡❞ ♦✈❡r

t❤❡ ❢✉❧❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ ✉❧t✐♠❛t❡❧② s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

▲❛st❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙❤♦rt✲

❧✐st ❘✉❧❡s ❞♦ ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚P❙✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st♦r❛❣❡ s♣❛❝❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐sts✱ t❤✐s

✐s ❛t ♠♦st t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦st ♠❛tr✐① ✭✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡

♠❡♠♦r② ❧♦❛❞✮ ❛♥❞ ♦♥ ❛✈❡r❛❣❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r✳

❊♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✭❊❈❙▲✮ ❆s ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡s

♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥t

♦❢ t❤❡ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡✳

✺✳✷ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❚P❙ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✭✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❊❘❙▲ ♦r ❊❈❙▲✮ ✉s❡s ❝♦♥❝❡♣ts s✐♠✐❧❛r t♦ ❈♦❧✲

✶✹✸



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❜r✐❡✢② ❞✐s❝✉ss ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡♥ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

✺✳✷✳✶ ●❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s ✐♥

st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠

❈♦♥s✐❞❡r ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧

✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❧✐♥❡❛r

♣r♦❣r❛♠s ✐♥ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠✱ ✐✳❡✳ ❛ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

v(K) := min
x∈R|K|

∑

k∈K

ckxk

s✳t✳
∑

k∈K

❞kxk = ❜

xk ≥ 0 ∀ k ∈ K

✭PK✮

✇✐t❤ ❜ ∈ Rp ❛♥❞ ❞k ∈ Rp ❢♦r ❛❧❧ k ∈ K ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠

v(K) = max
y∈Rp

❜⊤②

s✳t✳ 〈❞k,②〉 ≤ ck ∀ k ∈ K

② ≤ 0.

✭DK✮

❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡rs ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ❚♦ ❛✈♦✐❞ s♦❧✈✐♥❣ (PK) ❢♦r t❤❡ ❝♦♠✲

♣❧❡t❡ s❡t K✱ ♦♥❡ s♦❧✈❡s r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s (PKl
) ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢

s✉❜s❡ts K0 ( K1 ( . . . ( KL ⊆ K✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠s ♦♥❡ ❛♣✲

♣❧✐❡s ❛♥ ▲P s♦❧✈❡r ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛✐r s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛❧

❛♥❞ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ s❛t✐s❢② ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❧❛❝❦♥❡ss ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✶✳✹✮✳ ❚❤❡ ♠♦st

❝♦♠♠♦♥ ✈❛r✐❛♥t ✐s t❤❡ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ r❡✲

str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ (PKl
)✱ ♦♥❡ ❡✐t❤❡r ✈❡r✐✜❡s t❤❛t ✐t ✐s ❛❧r❡❛❞② ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r (PK)

♦r ❛❞❞s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ Kl t♦ ❣❡t Kl+1 ❛♥❞ ♣r♦❝❡❡❞s ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡①t

r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠(PKl+1
)✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ①∗

Kl
✐s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉✲

t✐♦♥ ♦❢ (PKl
) ❛♥❞ ②∗

Kl
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦♠♣✉t❡s

hk ✳✳= 〈❞k,②
∗
Kl
〉 − ck ❢♦r ❛❧❧ k ✐♥ K✳ ■❢ h ✳✳= (h1, . . . h|K|)

⊤ ≤ 0✱ ②∗
Kl

✐s ❢❡❛s✐❜❧❡

❢♦r (DK) ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ①∗
Kl

❛♥❞ ②∗
Kl

❛r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢♦r (PK) ❛♥❞ (DK)✱ s❡❡

✶✹✹



✺✳✷ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✳ ■♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡✱ ❛❧❧ k ✇✐t❤ hk > 0 q✉❛❧✐❢② ❛s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥❞✐❝❡s

❢♦r Kl+1 ❛♥❞ (①∗
Kl
,②∗

Kl
) ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ (PKl+1

)✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ✐t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝❤♦♦s❡ K0 s✉❝❤ t❤❛t (PK0) ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳

✺✳✷✳✷ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✈❛r✐❛❜❧❡s |K| ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts p✱ ❡✳❣✳ |K| ✐s
❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ p✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ p = m + n

❛♥❞ |K| = m·n✱ ✐✳❡✳ |K| = (p/2)2 ❢♦rm = n✳ ❋♦r ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❡ r❛t✐♦

❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❜❡❝♦♠❡s ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ✉♣ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡

p > |K| ❢♦r ❡①tr❡♠❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❧❡❞ ✉s t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤

s♦❧❡❧② ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❝❛s❡ ❛♥❞ ♠❛❦❡ ♦♥❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡

❣❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡♥t❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡

✈✐❛ ❛ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛❧❧ ❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥ts

❛♥❞ ❛❧❧♦✇ |Kl+1 \Kl| > 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠

❢❡✇✶ ❜✉t ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛❞❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❡r ✐t❡r❛t✐♦♥✳

■♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤✐s ❛❞❥✉st♠❡♥t✱ t❤❡ ❚P❙ ❢♦❧❧♦✇s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡❞

❛❜♦✈❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥t❡r✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✐s r❡str✐❝t❡❞✳

❆❞❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥❞❡① k t♦ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❣❡♥❡r❛❧❧② r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥ ❞k✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐① ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ▲P s♦❧✈❡r✳ ❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✱ t❤❡ ❚P❙ ✉s❡s t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❣r❛♣❤ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡✣❝✐❡♥t ♣✐✈♦t st❡♣s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♠❛tr✐① ✐s ♥❡✈❡r

❡①♣❧✐❝✐t❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❛s ❡❞❣❡s ✐♥ ❛ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡

♦♥❧② st♦r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡s✐❞❡s ❝♦sts✱ s✉♣♣❧✐❡s ❛♥❞ ❞❡♠❛♥❞s ✐s ✇❤✐❝❤ ❡❞❣❡s✱

✐✳❡✳ ✐♥❞❡① t✉♣❧❡s✷✱ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❛s✐s ❛♥❞ ♥❡✇ ❡❞❣❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✈✐❛

t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢

✶■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥✳
✷❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s xij ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

t✉♣❧❡s (i, j) ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡ ❡❞❣❡s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ Gtp✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✳✹✳

✶✹✺



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✐♥❞❡① t✉♣❧❡s✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞✸ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✹✳

❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❜② r❡str✐❝t✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥

♣r♦❝❡ss t♦ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ■♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s✱

❛ t✇♦✲st❡♣ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❛♥t✐t② K0

❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ K = I × J ❛❢t❡r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✳ ❋♦r t❤❡ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✇❡

♣❡r❢♦r♠ eSL + 1 ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ st❡♣s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡ts Kl✱ l = 0, . . . , eSL✱

❛r❡ ❣r❛❞✉❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳

✺✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ✇❡ s♦❧✈❡❞ ❛

s❡r✐❡s ♦❢ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✷✳✶✱ ✇❡ ❧✐♠✐t ♦✉r

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ t♦ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✐✳❡✳m = n ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❛r✐❛♥t ❊❈❙▲✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼❘❯❘ ✇❛s t❤❡ ❜❡st ❤❡✉r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞

♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❡ ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ▼❘❯❘✴❊❈❙▲✳

❚❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r✉❧❡s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡s ❢♦r t❤❡ ❯◆■✲

❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s✱ s✐♥❝❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧

s❤♦rt❧✐sts ✭❝❢✳ ♠❛❥♦r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✺ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✶✮ ❛♥❞ ♥♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐sts

✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❙❖▲●❊◆ ❛♥❞ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s

❛♥❞ r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❢♦r t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ❝❧❛ss✳

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❛❣❛✐♥ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♣❛rts✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♣❛✲

r❛♠❡t❡r s❡t ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 322 = 1024✳ ❚❤❡♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥

t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❧✐♠✐t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛✲

t✐♦♥s ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❧❛r❣❡r ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 642 = 4096 ❛♥❞

m = 1282 = 16384✺✳

✸❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡✜♥❡s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣r♦❜❧❡♠✳
✹❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞❡① t✉♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛s✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ P❤❛s❡ ■ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥

t❤✐s s✉❜s❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t② t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s❡ts✳
✺❚❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ♣r♦❜❧❡♠s✳

✶✹✻



✺✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

✺✳✸✳✶ ❇❛s✐❝ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ ♦✉r ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❡ s♦❧✈❡ ✶✵✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s

❛❧❧ ✹✺✵ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❉❖❚▼❆❘❑ ❢♦r m = 1024✱ ✐✳❡✳ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✸✷×✸✷ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢

t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❡ t❡st❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✿

∆c ∈ {0, lSL

2
, lSL},

∆uv ∈ {0, lSL

2
, lSL},

eSL ∈ {1, 2, 3}.

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷✱ ✺✳✸✱ ❛♥❞ ✺✳✹✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡

t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r✉❧❡✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❡❛❝❤ t❛❜❧❡s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❝❤❛♣t❡r✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳s

❚❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r✉❧❡s ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ♦♥ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐t

✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤✐t❤❡rt♦ ❜❡st ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

▼❘❯❘✴❈❙▲ ❜② ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✶✪✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉✲

r❛t✐♦♥ ∆c = 0✱ ∆uv = lSL ❛♥❞ eSL = 1✳ ❇♦t❤ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s s✉❝❝❡❡❞❡❞

✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢

♣✐✈♦t st❡♣s ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡tt✐♥❣ ∆c > 0 ❤❛❞ ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ✐♥✢✉✲

❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦ts✱ s♦ t❤❛t t❤✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✇❛s ♥✉❧❧✐✜❡❞ ❜② t❤❡

❝♣✉ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠✲

❡t❡r ∆uv ❧❡t t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦♥ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✱

s❡❡ ❚❛❜❧❡s ✺✳✶✱ ✺✳✷ ❛♥❞ ✺✳✸✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t❡✲

♠❡♥t ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❡ ❢✉rt❤❡r

❛❞❞ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❍❡r❡ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❞✉❝❡s

t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s ❡①❝❡♣t ❲❤✐t❡◆♦✐s❡ ❛♥❞ ●❘❋r♦✉❣❤ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❡s

❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❝❧❛ss❡s✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣✉t❛✲

t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤✐s ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡

❜❡st ❝♣✉ t✐♠❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❢♦r ∆c = 0 ❛♥❞ ∆uv = 1✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

∆c = 1 ❛♥❞ ∆uv = 1 ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ r✉❧❡s ❢❛✐❧❡❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡

▼❘❯❘✴❈❙▲ ♦♥ t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥

✶✹✼



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ∆uv

r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❛r❣❡r s❤❛r❡ ♦❢ s❤♦rt❧✐sts ♣✐✈♦ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t

r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♣✐✈♦ts ♦♥ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡

✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ∆c ❛♥❞ ∆uv ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② r❛✐s❡❞ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦ts ♦♥ t❤❡

s❤♦rt❧✐sts ❛♥❞ ❡✈❡♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦ts ❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss✳

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ♦✉r ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✱ ✇❡ ❢❛✐❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❝r✐t✐❝❛❧

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ♣r♦❣r❡ss❡s ❡✈❡♥ s❧♦✇❡r

t♦✇❛r❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ♦♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳

▲❛st❧②✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ eSL > 3 ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts

❢♦r ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✱ ❛s ✐s ❛❧r❡❛❞② ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡

❢♦r eSL = 1 ✐s t❤❡ ❜❡st ✐♥ ❛❧❧ ❝❛s❡s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❤❛✈❡

s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ∆c ❛♥❞ ∆uv ❣r❡❛t❡r

t❤❛♥ lSL✳

✺✳✸✳✷ ▲❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s

❙✐♥❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❊❈❙▲ ♦♥ ❧❛r❣❡r ❙❖▲●❊◆ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦

t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✐♥❢❡r✐♦r r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❝♣✉ t✐♠❡✱ ✇❡

❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝❧❛ss ❢r♦♠ ❢✉rt❤❡r ❛♥❛❧②s✐s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢

t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ✜① t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥ st❡♣s t♦ eSL = 1✱ t❤❛t ✐s✱

✇❡ r❡str✐❝t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s t♦

∆c ∈ {0, lSL

2
, lSL},

∆uv ∈ {0, lSL

2
, lSL},

eSL = 1,

❢♦r m = 4096✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦✈❡r ❛❧❧ ✹✺✵ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥

❚❛❜❧❡s ✺✳✺ ❛♥❞ ✺✳✻✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡

❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤✐s ❧❛r❣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥❀ ✐t ❜❡❛ts t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ♦♥ ❛❧❧

s✉❜❝❧❛ss❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ❜② ✺✵✪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐t

❝❧♦s❡s t❤❡ ❣❛♣ t♦ ❈P▲❳ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❜✉r❞❡♥✱ ✇❡ ✜① ∆c = 0 ❛♥❞ eSL = 1✱ ❢♦r

✶✹✽



✺✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❙❖▲●❊◆ ❉❖❚▼❆❘❑

eSL = 1

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✵✳✹✸ ✵✳✹✼ ✵✳✹✼

✵✳✺ ✵✳✹✺ ✵✳✹✼ ✵✳✹✽

✶ ✵✳✹✺ ✵✳✹✽ ✵✳✹✽

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✵✳✾✼ ✵✳✽✼ ✵✳✽✻

✵✳✺ ✶✳✵✶ ✵✳✽✽ ✵✳✽✼

✶ ✶✳✵✶ ✵✳✾✵ ✵✳✽✾

eSL = 2

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✵✳✹✸ ✵✳✺✶ ✵✳✺✸

✵✳✺ ✵✳✹✼ ✵✳✺✷ ✵✳✺✹

✶ ✵✳✹✾ ✵✳✺✸ ✵✳✺✺

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✵✳✾✼ ✵✳✽✾ ✵✳✽✾

✵✳✺ ✶✳✵✻ ✵✳✾✸ ✵✳✾✸

✶ ✶✳✵✽ ✵✳✾✼ ✵✳✾✼

eSL = 3

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✵✳✹✸ ✵✳✺✼ ✵✳✺✾

✵✳✺ ✵✳✺✶ ✵✳✺✾ ✵✳✻✶

✶✵ ✵✳✺✸ ✵✳✻✶ ✵✳✻✸

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✵✳✾✼ ✵✳✾✷ ✵✳✾✷

✵✳✺ ✶✳✶✸ ✵✳✾✽ ✵✳✾✼

✶ ✶✳✶✽ ✶✳✵✸ ✶✳✵✶

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✭s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 1024 ♦❢

▼❘❯❘✴❊❈❙▲ ♦♥ 1000 s②♠♠❡tr✐❝ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ❛❧❧

✹✺✵ s②♠♠❡tr✐❝ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ✭r✐❣❤t✮✳ ❊❛❝❤ r♦✇ ♦❢ t❛❜❧❡s

r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ eSL ∈ {1, 2, 3}✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧ t❛❜❧❡s✱

t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ∆c ✭r♦✇s✮ ❛♥❞ ∆uv ✭❝♦❧✉♠♥s✮ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s ♠✉❧t✐♣❧❡s

♦❢ lSL✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t ❝❡❧❧ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

r❡s✉❧t✱ ✇❤❡♥ ♥♦ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ❡①❡❝✉t❡❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐✲

♥❛❧ ▼❘❯❘✴❈❙▲ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r✐♦r ❈❤❛♣t❡r✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆

✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt✲

❧✐st ❘✉❧❡s ♦♥ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ∆uv > 0 ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡

t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✐❢ ✇❡ s❡t ❛ ∆c > 0✳

✶✹✾



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

❙❖▲●❊◆

eSL = 1

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✺✳✵✾ ✸✹✪ ✺✳✷✵ ✹✾✪ ✺✳✷✷ ✺✻✪

✵✳✺ ✺✳✶✶ ✸✽✪ ✺✳✷✵ ✺✷✪ ✺✳✷✸ ✺✽✪

✶ ✺✳✶✷ ✹✷✪ ✺✳✷✵ ✺✹✪ ✺✳✷✷ ✻✵✪

eSL = 2

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✺✳✵✾ ✸✹✪ ✺✳✸✷ ✻✸✪ ✺✳✸✹ ✼✹✪

✵✳✺ ✺✳✶✷ ✹✷✪ ✺✳✸✶ ✻✽✪ ✺✳✸✺ ✼✼✪

✶ ✺✳✶✻ ✹✽✪ ✺✳✸✵ ✼✷✪ ✺✳✸✹ ✽✵✪

eSL = 3

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✺✳✵✾ ✸✸✪ ✺✳✹✶ ✼✸✪ ✺✳✹✺ ✽✺✪

✵✳✺ ✺✳✶✹ ✹✹✪ ✺✳✹✸ ✼✾✪ ✺✳✹✺ ✽✾✪

✶ ✺✳✶✽ ✺✷✪ ✺✳✸✾ ✽✸✪ ✺✳✹✶ ✾✶✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡

✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆ ❝❧❛ss✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦ts

st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t

st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❲❤✐❧❡ ❛❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✱

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦✈❡r❛❧❧ ♣✐✈♦ts ✐s ❛❧s♦ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❢♦r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r

❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢❛✐❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❖▲●❊◆

✐♥st❛♥❝❡s✳

✶✺✵



✺✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❉❖❚▼❆❘❑

eSL = 1

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✶✹✳✷✹ ✺✹✪ ✶✵✳✻✻ ✽✸✪ ✶✵✳✷✶ ✽✻✪

✵✳✺ ✶✸✳✺✺ ✻✻✪ ✶✵✳✸✾ ✽✼✪ ✾✳✾✵ ✾✵✪

✶ ✶✷✳✼✾ ✼✸✪ ✶✵✳✶✺ ✾✵✪ ✾✳✼✵ ✾✷✪

eSL = 2

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✶✹✳✷✹ ✺✹✪ ✾✳✾✼ ✾✻✪ ✾✳✼✸ ✾✽✪

✵✳✺ ✶✸✳✶✻ ✼✹✪ ✾✳✽✹ ✾✼✪ ✾✳✺✾ ✾✾✪

✶ ✶✷✳✶✷ ✽✹✪ ✾✳✼✶ ✾✽✪ ✾✳✹✼ ✾✾✪

eSL = 3

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✶✹✳✷✹ ✺✹✪ ✾✳✾✹ ✾✾✪ ✾✳✼✺ ✶✵✵✪

✵✳✺ ✶✷✳✾✸ ✽✵✪ ✾✳✽✷ ✾✾✪ ✾✳✻✵ ✶✵✵✪

✶ ✶✶✳✽✶ ✾✵✪ ✾✳✻✾ ✶✵✵✪ ✾✳✹✽ ✶✵✵✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣✐✈♦t st❡♣s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐♥ ❚❛✲

❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ❝❧❛ss✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣✐✈♦ts st❡♣s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤♦✉s❛♥❞s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢

♣✐✈♦t st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✳ ❆❧❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡s

s✉❝❝❡❡❞ ✐♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts

❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆c ❤❛s ♦♥❧② ❛ ♠✐❧❞ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢

♣✐✈♦t st❡♣s✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣✐✈♦t

st❡♣s ✐s ♦✉t✇❡✐❣❤❡❞ ❜② t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡

❡①t❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st ❢♦r ∆uv > 0✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s

♦♥ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ✐♥❝r❡❛s❡s ❡♥♦✉❣❤ t♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ t♦t❛❧

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ❛♥❞ t❤❡r❡❜② s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞✳

✶✺✶



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

❲❤✐t❡◆♦✐s❡ ✵✳✺✺ ✵✳✺✻ ✵✳✺✻

●❘❋r♦✉❣❤ ✵✳✺✽ ✵✳✺✾ ✵✳✺✾

●❘❋♠♦❞❡r❛t❡ ✵✳✾✶ ✵✳✽✺ ✵✳✽✻

●❘❋s♠♦♦t❤ ✶✳✷✽ ✶✳✶✶ ✶✳✶✷

▲♦❣●❘❋ ✶✳✻✼ ✶✳✹✺ ✶✳✹✵

▲♦❣✐t●❘❋ ✶✳✸✷ ✶✳✶✷ ✶✳✶✵

❈❛✉❝❤②❉❡♥s✐t② ✶✳✸✼ ✶✳✷✷ ✶✳✶✾

❙❤❛♣❡s ✵✳✹✸ ✵✳✸✻ ✵✳✸✷

❈❧❛ss✐❝■♠❛❣❡s ✵✳✽✺ ✵✳✽✶ ✵✳✽✶

▼✐❝r♦s❝♦♣②■♠❛❣❡s ✵✳✽✾ ✵✳✼✶ ✵✳✼✵

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❲❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ ❢♦r t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑

❝❧❛ss❡s ❛♥❞ m = 1024✿ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆uv ✐s ❣✐✈❡♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦

t❤❡ t❛❜❧❡s ❛❜♦✈❡ ❛s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ lSL ✇❤✐❧❡ ∆c = 0 ❛♥❞ eSL = 1 ❛r❡

✜①❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✜rst ❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼❘❯❘✴❈❙▲✳

■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡

▼❘❯❘✴❊❈❙▲ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ ❜✉t t❤❡ ✜rst t✇♦

❝❧❛ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ✐t st✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

❛♣♣r♦❛❝❤ ▼❘❯❘✴❈❙▲✳

✶✺✷



✺✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

❝♣✉ t✐♠❡

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✼✵✳✹✵ ✸✾✳✾✵ ✸✺✳✷✸

✵✳✺ ✻✼✳✷✷ ✹✵✳✸✼ ✸✺✳✽✵

✶ ✻✹✳✶✸ ✹✶✳✹✹ ✸✼✳✵✽

♣✐✈♦t st❡♣s

∆c\∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✵ ✷✶✵✳✵✵ ✸✺✪ ✶✵✵✳✹✼ ✽✻✪ ✽✺✳✼✸ ✾✹✪

✵✳✺ ✶✽✸✳✽✶ ✺✸✪ ✾✻✳✸✼ ✽✾✪ ✽✸✳✹✶ ✾✻✪

✶ ✶✻✹✳✺✶ ✻✷✪ ✾✸✳✽✾ ✾✶✪ ✽✷✳✶✻ ✾✻✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✺✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t st❡♣s ✭❜♦tt♦♠✮ ♦❢

▼❘❯❘✴❊❈❙▲ ♦♥ ❛❧❧ ✹✺✵ s②♠♠❡tr✐❝ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ m = 4096✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ∆c ❛♥❞ ∆uv ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s ✐♥

t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ eSL = 1 ✐s ✜①❡❞✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧❡❢t

❝❡❧❧ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼❘❯❘✴❈❙▲✳ ❋♦r t❤✐s ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ❊❈❙▲ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❢♦r m = 1024✱ s❡❡

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st

❘✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❤❛❧✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤

✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ∆c = 1 ❛♥❞ ∆uv = 1 ❧❡❞ t♦

t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣✐✈♦ts ❜✉t ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❝♣✉ t✐♠❡ t❤❛♥

∆c = 0 ❛♥❞ ∆uv = 1✳

✶✺✸



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

❲❤✐t❡◆♦✐s❡ ✶✺✳✷✽ ✶✺✳✷✷ ✶✺✳✶✼

●❘❋r♦✉❣❤ ✶✼✳✸✽ ✶✼✳✶✼ ✶✼✳✶✽

●❘❋♠♦❞❡r❛t❡ ✼✶✳✻✾ ✹✹✳✽✼ ✹✸✳✹✶

●❘❋s♠♦♦t❤ ✶✷✵✳✹✷ ✽✵✳✻✾ ✼✵✳✼✼

▲♦❣●❘❋ ✶✻✵✳✾✻ ✶✶✾✳✽✻ ✶✵✹✳✽✹

▲♦❣✐t●❘❋ ✶✵✾✳✹✸ ✼✵✳✾✾ ✻✶✳✺✵

❈❛✉❝❤②❉❡♥s✐t② ✶✵✵✳✼✶ ✼✷✳✾✸ ✻✺✳✽✷

❙❤❛♣❡s ✸✹✳✼✼ ✷✼✳✼✹ ✷✺✳✵✵

❈❧❛ss✐❝■♠❛❣❡s ✻✸✳✽✾ ✹✸✳✸✻ ✸✾✳✾✵

▼✐❝r♦s❝♦♣②■♠❛❣❡s ✶✶✳✸✶ ✽✳✸✻ ✼✳✽✼

❚❛❜❧❡ ✺✳✻✿ ❉❡♣✐❝t❡❞ ✐s t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✺ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❖❚▼❆❘❑

❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥ m = 4096✿ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆uv ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛

♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ lSL ✇❤✐❧❡ ∆c = 0 ❛♥❞ eSL = 1 ❛r❡ ✜①❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✜rst

❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼❘❯❘✴❈❙▲✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞

❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✭▼❘❯❘✴❊❈❙▲✮ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡

♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s✳

✶✺✹



✺✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

0

50

100

150

200

250

300

350

ti
m

e
in

s

W
h
it
e
N

o
is

e

G
R

F
ro

u
g
h

G
R

F
m

o
d
e
ra

te

G
R

F
s
m

o
o
th

L
o
g
G

R
F

L
o
g
it
G

R
F

C
a
u
c
h
y
D

e
n
s
it
y

S
h
a
p
e
s

C
la

s
s
ic

Im
a
g
e
s

M
ic

ro
s
c
o
p
y
Im

a
g
e
s

CPLX

MRUR/CSL

MRUR/ECSL

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❉❡♣✐❝t❡❞ ✐s ❛ ❜♦①♣❧♦t ♦❢ ❈P▲❳✱ ▼❘❯❘✴❈❙▲ ❛♥❞ ▼❘❯❘✴❊❈❙▲

❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 4096✳ ❍❡r❡✱

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❊❈❙▲ ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ❈❙▲ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❲❤✐❧❡ t❤❡ ❚P❙ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❈P▲❳ ♦♥ ✻ ♦✉t ♦❢ ✶✵ ❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ s❤♦rt❧✐st ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✉s❡❞✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r r❡❞✉❝❡s t♦ ✸ ♦✉t

♦❢ ✶✵ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ ❝❧❛ss ▲♦❣✐t●❘❋ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❞r❛✇✳

❚❤✐s ❧❡❛✈❡s t❤❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ●❘❋s♠♦♦t❤✱ ▲♦❣●❘❋ ❛♥❞ ❈❛✉❝❤②✲

❉❡♥s✐t②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s st✐❧❧ s❧♦✇❡r t❤❛♥ ❈P▲❳

r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♣✉ t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉

t✐♠❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❚P❙

t❛❦❡s r❡❛❧❧② ❧♦♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛❧s♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❛♥❝❡

✐♥ ❝♣✉ t✐♠❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢❛st❡r t❤❛♥

❈P▲❳ ♦♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❝❧❛ss❡s ❛s ✇❡❧❧✳

✶✺✺



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

♦✉r ❧❛r❣❡st ♣r♦❜❧❡♠ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ m = 16384✿

∆c = 0,

∆uv ∈ {0, lSL

2
, lSL},

eSL = 1.

❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✺✳✼ ❛♥❞ ✺✳✽ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❍❡r❡✱ ❈P▲❳ ✐s

❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡

t❤❛t t❤❡ ❊❙❈▲ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣r♦✈❡s ✉♣♦♥ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡✳ ❋✉rt❤❡r✲

♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r

❜② s❡tt✐♥❣ ∆uv > lSL ♦r eSL > 1✳

❝♣✉ t✐♠❡
∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✷✺✽✻ ✷✵✸✽ ✶✽✺✺

♣✐✈♦t st❡♣s
∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

✹✶✾✻ ✷✷✪ ✷✾✽✶ ✸✾✪ ✷✺✽✶ ✹✹✪

❚❛❜❧❡ ✺✳✼✿ ❆✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ♣✐✈♦t st❡♣s ✭❜♦tt♦♠✮ ♦❢

▼❘❯❘✴❊❈❙▲ ♦♥ ❛❧❧ ✹✺✵ s②♠♠❡tr✐❝ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥m = 16384✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs∆c ❛♥❞ eSL = 1 ❛r❡ ✜①❡❞✳ ◆♦t❡

t❤❛t t❤❡ ❧❡❢t ❝❡❧❧ ♦❢ ❡❛❝❤ t❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼❘❯❘✴❈❙▲✳

❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❊❈❙▲ ❝❧❡❛r❧② ✐♠♣r♦✈❡s ✉♣♦♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡✱

❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦t ❛s ❧❛r❣❡ ❛s ❢♦r m = 4096✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r

t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥

t❤❡ s❤♦rt❧✐sts ✇❤✐❝❤ ✐s ✹✹✪ ❛t t❤❡ ♠♦st✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❝❧❡❛r ✐♥❞✐❝❛t♦r✱

t❤❛t ❡✐t❤❡r ∆uv ♦r eSL s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳

✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❣r❛♣❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ♣r♦✜t❛❜❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❝♦♥❝❡♣ts ❢r♦♠ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①✳ ❲❤✐❧❡ ♦✉r

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ♦❢ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮✱

✶✺✻



✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

∆uv ✵ ✵✳✺ ✶

❲❤✐t❡◆♦✐s❡ ✷✷✹ ✷✷✾ ✷✸✵

●❘❋r♦✉❣❤ ✻✸✻ ✹✹✸ ✹✹✹

●❘❋♠♦❞❡r❛t❡ ✷✻✻✺ ✶✼✻✽ ✶✻✵✺

●❘❋s♠♦♦t❤ ✹✺✻✸ ✸✺✼✷ ✸✶✶✷

▲♦❣●❘❋ ✺✸✻✷ ✹✼✹✸ ✹✹✶✶

▲♦❣✐t●❘❋ ✹✶✽✻ ✸✸✵✷ ✷✾✽✸

❈❛✉❝❤②❉❡♥s✐t② ✸✶✶✾ ✷✺✺✸ ✷✸✺✷

❙❤❛♣❡s ✶✼✶✻ ✶✹✺✸ ✶✸✺✵

❈❧❛ss✐❝■♠❛❣❡s ✷✺✶✶ ✶✻✵✸ ✶✹✸✻

▼✐❝r♦s❝♦♣②■♠❛❣❡s ✽✽✸ ✼✶✾ ✻✸✸

❚❛❜❧❡ ✺✳✽✿ ❉❡♣✐❝t❡❞ ✐s t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉❖❚▼❆❘❑

❝❧❛ss❡s ✇❤❡♥ m = 16384✿ ❆s ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ∆uv ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛

♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ lSL ✇❤✐❧❡ ∆c = 0 ❛♥❞ eSL = 1 ❛r❡ ✜①❡❞✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✜rst

❝♦❧✉♠♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ▼❘❯❘✴❈❙▲✳ ❆s ❢♦r m = 4096✱ t❤❡

❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✭▼❘❯❘✴❊❈❙▲✮ r❡❞✉❝❡s

t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦❢ ❛❧❧ ❝❧❛ss❡s✳

✶✺✼



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ▼❘❯❘✴❈❙▲ ❛♥❞ ▼❘❯❘✴❊❈❙▲

❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥m = 16384✳ ❈P▲❳

✐s ❡①❝❧✉❞❡❞✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦✉❧❞ ♥♦t s♦❧✈❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✉❡

t♦ ♠❡♠♦r② r❡❛s♦♥s✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ❊❈❙▲ ❝❧❡❛r❧② ✐♠✲

♣r♦✈❡s t❤❡ ❈❙▲ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡

❧❡ss ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❢❡✇❡r ♦✉t❧✐❡rs✳

✶✺✽



✺✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❢❛✐❧❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ♦♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞

♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s✉❧ts ♦♥ ❉❖❚▼❆❘❑✱ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐s

s♦❧✈❡❞ r❡❣✉❧❛r❧② ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ●♦tts❝❤❧✐❝❤ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r ✭✷✵✶✹✮

❛♥❞ ❙❝❤r✐❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡❞ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❜② ✶✵✪

t♦ ✺✵✪ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ s✐③❡s m = n = 1024✱ m = n = 4096 ❛♥❞

m = n = 16384✳ ❚❤❡r❡❜②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝♦♠♣❛r❡s ❢❛✈♦r❛❜❧② t♦ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧

◆❡t✇♦r❦ ❙✐♠♣❧❡① ♦❢ ❈♣❧❡① ✭❈P▲❳✮✳ ❲❤✐❧❡ ❜♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❝♦♠♣❛✲

r❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ❝♣✉ t✐♠❡✱ t❤❡ ❚P❙ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤

s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss ♠❡♠♦r② ❧♦❛❞✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳✹✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts✿ ■♥ t❡r♠s ♦❢

❙❖▲●❊◆✱ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② ❢❛✐❧❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡♥♦✉❣❤ r❡❧❡✈❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t♦ t❤❡ s❤♦rt✲

❧✐sts t♦ ♠❛❦❡ ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❡✣❝✐❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s s♦♠❡✇❤❛t s✉r♣r✐s✐♥❣✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❙❖▲✲

●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❡❛s② t♦ s♦❧✈❡✱ s❡❡✳ ❡✳❣✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺ ❛♥❞ ❙❝❤✇✐♥♥

❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✽✮✳ ❲❤✐❧❡ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡

❝♦sts ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥✱ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❯◆■❋❖❘▼ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r✐❣♦r♦✉s ❡①♣❧❛♥❛✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢❛❝t r❡♠❛✐♥s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥✳

❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✲

✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❚P❙ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥ t❤❡ ❉❖❚▼❆❘❑ ✐♥✲

st❛♥❝❡s✳ ■♥✐t✐❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦✇❛r❞s ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡✱

❜✉t ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ❛♥❛❧②s✐s r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r✲

❡st✐♥❣ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥st❛♥❝❡s ♣r♦❞✉❝❡ ♦✉t❧✐❡rs ❛♥❞ ✇❤❡t❤❡r t❤✐s ❝❛♥ ❜❡

tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❝❡rt❛✐♥ str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳

❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣✉rs✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢

s❤♦rt❧✐sts ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡❞✉❝❡❞ ❝♦sts ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❝t✉❛❧

❝♦sts✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♦♥❡ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❘❯❘

❤❡✉r✐st✐❝✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❛ s✐♠✐❧❛r str❛t❡❣②✱ ♦♥ ❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s✱ s❡❡

❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✹✳✺✳

❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦rt❡r ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡

❙❖▲●❊◆ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♣✐✈♦t r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡ ✇❛s

r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❘▼◆ ♦r ❈▼◆✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛❧t❡r✐♥❣ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss

✶✺✾



✺ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙✐♠♣❧❡①

✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙❤♦rt❧✐st ✐t❡r❛t✐♦♥s ♠❛② ❜❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛❧✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❡ r❡❢r❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❙❤♦rt❧✐st ❘✉❧❡✳ ❆s t❤❡s❡ ✇❡r❡ ♦♣t✐✲

♠✐③❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❧❡♥❣t❤ lSL ♦❢ t❤❡ s❤♦rt❧✐sts✱ ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s ♦❢

t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤✐s ♠❛② ②✐❡❧❞ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣

t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦t❤❡r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✭❡✳❣✳ eSL > 1✱

∆c > 0✱ ∆uv > lSL✮ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ❜❡tt❡r ♦♥ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ✇❤❡♥ t❤❡

♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ✐s ❝❛♥❝❡❧❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣✐✈♦t st❡♣s✳ ❚❤✐s

✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜② t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✼✳

✶✻✵



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

■♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝❤❛♣t❡r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

t♦ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ✐♥ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ st❛t✐st✐❝s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮❀ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

r❡s✉❧ts ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❙❡❝t✐♦♥s ✻✳✷✱ ✻✳✸✳✶✱ ✻✳✸✳✷✱

✻✳✸✳✻✱ ✻✳✸✳✼ ❛♥❞ ✻✳✺ ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✱ ✇✐t❤ ♠✐♥♦r ❝❤❛♥❣❡s✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝❤❛♥❣❡s

✐♥ t❤❡ t❡①t ❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✳

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛tr✐① B ∈ Rd×d

❞❡❝✐❞❡ ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❛tr✐① ✇❤✐❝❤ ✕ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ ✕ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❡st✐♥❣ ✐❢ B ✐s ❛ ♠❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐

♣♦❧②t♦♣❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❡①t❡♥❞s ❛❝r♦ss s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s r❛♥❣✲

✐♥❣ ❢r♦♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤ t♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐s❝✐✲

♣❧✐♥❡s❀ s❡❡ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡st ✐❧❧✉str❛t❡❞

❜② t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst

✐s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t✿

✏❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ✭t❤❡✲

♦r❡t✐❝❛❧❧② ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❜✐tr❛r② ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡✱

sq✉❛r❡ ♠❛tr✐① ✐s ❛ t❛✐❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐①✳ ❚♦ t❤❡ ❜❡st

♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳✑

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ d✱

✐t ✐s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ◗❛q✐s❤ ✭✷✵✵✸✮ t❤❛t

✶✻✶



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✏❍♦✇❡✈❡r✱ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ p ❜❡❝♦♠❡s ✐♠♣r❛❝t✐❝❛❧ ❢♦r n ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

❛❜♦✉t 15✳✑✶

❚❤❡s❡ t✇♦ st❛t❡♠❡♥ts ❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r❡s✉❧ts t❤❛t ♦r✐❣✐♥❛t❡

✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐s ❦♥♦✇♥

❛s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ t❤❡ ♣♦❧②t♦♣❡ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞

❜② P✐t♦✇s❦② ✭✶✾✾✶✮ ✇❤♦ ❛❧s♦ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ◆P✲

❝♦♠♣❧❡t❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥

❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ ❉❡③❛ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ✭✶✾✾✼✮ ✐♠♣❧②✐♥❣ t❤❛t ❛♥② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧

❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ ✇♦✉❧❞ ✐♥✲

❞✉❝❡ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❜✐♥❛r② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❇◗P✮ ✇❤✐❝❤ ✐s

❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❤❛r❞✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ P❛❞❜❡r❣ ✭✶✾✽✾✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞

t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛♥② ♠❡t❤♦❞ t❤❛t s♦❧✈❡s t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❧❛r❣❡ d ✭✐✳❡✳ d > 40✱ ❝❢✳

❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✮ ✐♥ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t✐♠❡ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠✲

♣✉t❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ ❜✐♥❛r② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥

t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t s♦❧✈❡s ❛t ❧❡❛st ♠❡❞✐✉♠

s✐③❡❞ ✐♥st❛♥❝❡s ✭✐✳❡✳ 20 ≤ d ≤ 40✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ♦❢ ❝♣✉ t✐♠❡✳ ▼♦r❡

♣r❡❝✐s❡❧②✱ ❜♦t❤ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❛♥❞ ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r

d ≥ 20✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡ ❇◗Ps ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❛s

s✉❜♣r♦❜❧❡♠s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s str✉❝t✉r❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ■♥ t❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦✲

❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛

♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥

t✉r♥✱ ②✐❡❧❞s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐✲

t✉t❡s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ▲P✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ❛ ❣❡♥❡r✐❝

❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ ❝✉st♦♠✐③❡❞ t♦ ♦✉r

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❚❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s✉❜♣r♦❜❧❡♠

❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❛s ❛ ❇◗P ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞

❢♦r ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❡①♣❧♦✐t s♣❡❝✐✜❝ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t

❛♥❞ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ♦✉r ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡

♦✉r ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✼ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳

✶❖✉r ♣❛r❛♠❡t❡r d ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r n ✐♥ ◗❛q✐s❤ ✭✷✵✵✸✮✳

✶✻✷



✻✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✻✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥✿ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ s②♠✲

♠❡tr✐❝ ♠❛tr✐① B ∈ Rd×d✱ ❞❡❝✐❞❡ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝✲

t♦r X ♦♥ s♦♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω,A,P) s✉❝❤ t❤❛t ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t Xi✱

i = 1, . . . , d ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ s✉❝❤ t❤❛t

B = EP[XX
⊤]. ✭❇✮

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ B ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❛tr✐① ✐♥ s❤♦rt✮✱

♦t❤❡r✇✐s❡ B ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐❞❡❛s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✷ ✐♥ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ♦r ❋✐❡❜✐❣ ❡t ❛❧✳

✭✷✵✶✼✮✱ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❧❡♠✱

s✐♥❝❡ ✐t ❝❧❡❛r❧② ❤♦❧❞s

EP[XX
⊤] =

∑

♣∈{0,1}d

P[X = ♣]♣♣⊤

♦♥ ❡❛❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ (Ω,A,P)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶

❆ ♠❛tr✐① B ∈ Rd×d ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ B ∈ Bd✱ ✇❤❡r❡ Bd

❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

Bd := conv
(

{♣♣⊤ |♣ ∈ {0, 1}d}
)

.

✻✳✶✳✶ Pr❡♣❛r❛t♦r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s

❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✱

❧❡t ✉s ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣r❡♣❛r❛t♦r② ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❞❡♥♦t❡ ❜② ♣(i)

t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ✐♥t❡❣❡rs ❢r♦♠ ✵ t♦ 2d−1 ❛♥❞ ❛❧❧ {0, 1}✲✈❡❝t♦rs
♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✱ ✐✳❡✳

♣ : {0, . . . , 2d − 1} → {0, 1}d,

✶✻✸



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥

✐ : {0, 1}d → {0, . . . , 2d − 1}

p 7→
d
∑

j=1

pj · 2j−1,

♠❛♣♣✐♥❣ {0, 1}✲✈❡❝t♦rs ❜✐❥❡❝t✐✈❡❧② ♦♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡rs {0, . . . , 2d−1}✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✸✳✼ ❢♦r ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ r❛♥❦✲♦♥❡ ♠❛tr✐❝❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞②❛❞✐❝

♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ❜② ❇i
✳✳= ♣(i)♣(i)⊤ ❢♦r ❛❧❧ i ✐♥ {0, . . . , 2d−1} t♦ ♦❜t❛✐♥

❛♥ ✭♦r❞❡r❡❞✮ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡✳

✻✳✶✳✷ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ❜② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❇② ✈✐rt✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✐t ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ Pr♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶ t❤❛t t❡st✐♥❣ B ∈ Bd ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿

vp(B) := min
a∈Λ

2d

|||
2d−1
∑

i=0

ai❇i − B|||∞, ✭✻✳✶✮

✇❤❡r❡ |||A|||∞ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♠❛tr✐① ♠❛①✲♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✱ Λm
✳✳= {λ ∈

Rm
+ |λ⊤✶m = 1} ❛♥❞ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs ✶m ✳✳= (1, . . . , 1)⊤✳ ❚❤✐s ❛♣✲

♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ▲❡❡ ✭✶✾✾✸✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊♠❜r❡❝❤ts

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮❀ t❤❡ ✐♥t❡♥t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ❇i

♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛s ❝❧♦s❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❛tr✐① B

✐♥ ♠❛tr✐① ♠❛①✲♥♦r♠✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ♣r♦❜❧❡♠ ✭✻✳✶✮ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠✿

vp(B) = min
a ∈ Λ

2d

α ∈ R

α

s✳t✳ B ≤
2d−1
∑

i=0

ai❇i + αE

2d−1
∑

i=0

ai❇i − αE ≤ B,

✭P❇✮

✶✻✹



✻✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

✇❤❡r❡ E = ✶d(✶d)
⊤
✳ ❆s ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡

❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✭P❇✮✿

vd(B) := max
Y, Z ∈ Sd

Y, Z ≥ 0

γ ∈ R

〈B,Z − Y 〉+ γ

s✳t✳ 〈❇i, Z − Y 〉+ γ ≤ 0 i = 0, . . . , 2d − 1

〈E,Z + Y 〉 = 1

✭❉❇✮

✇❤❡r❡ Sd ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ r❡❛❧ s②♠♠❡tr✐❝ d × d ♠❛tr✐❝❡s

✇✐t❤ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t 〈G,H〉 := tr❛❝❡(G⊤H) ❛♥❞ ✐ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❋r♦❜❡♥✐✉s

♥♦r♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ❲❤❡♥❡✈❡r ✇❡ ❤❛✈❡

vp(B) = vd(B) > 0✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ✭❉❇✮ r❡♣r❡s❡♥ts

❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① G = Z − Y ✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛tr✐① B

❢r♦♠ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t vp(B) = vd(B) = 0 ♥♦ s✉❝❤

❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ❡①✐sts✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❤♦❧❞s✿

❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳✷ ✭▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ❜② ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❛t❡♠❡♥ts ❤♦❧❞ ❢♦r ❛♥② ♠❛tr✐① B ∈ Sd ✇✐t❤ B ∈ [0, 1]d×d✿

✶✳ Pr♦❜❧❡♠s ✭P❇✮ ❛♥❞ ✭❉❇✮ ❛r❡ ❜♦t❤ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ❤♦❧❞s 0 ≤ vd(B) ≤
vp(B) ≤ 0.5✳

✷✳ Pr♦❜❧❡♠s ✭P❇✮ ❛♥❞ ✭❉❇✮ ♣♦ss❡ss ❛ ♣r✐♠❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (a∗, α∗) ❛♥❞

❛ ❞✉❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ (Y ∗, Z∗, γ∗)✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ str♦♥❣ ❞✉❛❧✐t② ❤♦❧❞s

❢♦r ✭P❇✮ ❛♥❞ ✭❉❇✮✱ ✐✳❡✳ vp(B) = |||∑2d−1
i=0 a∗i❇i−B|||∞ = 〈B,Z∗−Y ∗〉+

γ∗ = vd(B)✳

✸✳ B ∈ Bd ⇐⇒ vp(B) = 0 ⇐⇒ vd(B) = 0✳

✹✳ vd(B) > 0 ⇐⇒ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ G∗ = Z∗−Y ∗ str✐❝t❧② s❡♣❛r❛t❡s

B ❢r♦♠ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s B ∈ Sd ❛♥❞ B ∈ [0, 1]d×d ❛r❡ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♥❡❝❡s✲

s❛r② ❢♦r ❛♥② ♠❛tr✐① B t♦ ❜❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ❝❢✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✱ ❤❡♥❝❡✱

✶✻✺



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ s✉❝❤ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡♦r❡♠✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✸ ✭❊❛r❧② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ❢♦r ✭❉❇✮✮

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳✷✳✭✹✮ ✐s t❤❛t ❛♥② ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ♣♦✐♥t

✇✐t❤ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛✲

tr✐① B ✐s ♥♦t ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❣r❛♠ ❞♦❡s ♥♦t

♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ t♦ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❢♦r t❡st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✹ ✭❊①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡✮

▲❡t ✉s ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭P❇✮ ❤❛s 2d ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱

t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❉❇✮ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s

t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t ✭❉❇✮ ❝❛♥♥♦t ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧❡ss

❝♦♥str❛✐♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❑❛✐❜❡❧ ❛♥❞ ❲❡❧t❣❡ ✭✷✵✶✺✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❡❛s✐❧②

❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇❛② t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ ❖(1.5d) ❝♦♥str❛✐♥ts✳

✻✳✶✳✸ ❙♣❛rs❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✈❡❝t♦rs

■♥ s♦❧✈✐♥❣ ✭P❇✮ ✈✐❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♣r♦✲

✈✐❞❡ ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ B ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s✐♠✉✲

❧❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❋♦r B ∈ Bd✱

✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ B ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s ❛t ♠♦st

d(d+ 1)/2 + 1 ✈❡rt✐❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r②✳ ❋✉r✲

t❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞

✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❜❛s✐❝ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ a ❢♦r ✭P❇✮✱ ✇❤✐❝❤ ✕ ❜② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✕ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

❛t ♠♦st d(d+1) ♦❢ t❤❡ ai ✇✐❧❧ ❜❡ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ t❤♦r♦✉❣❤ ✐♥s♣❡❝✲

t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❛t ✐♥❞❡❡❞ ❛ ♠❛①✐♠✉♠

♦❢ d(d + 1)/2 + 1✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ♥✉♠❜❡r ❛s ✐♥ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r②✬s ❚❤❡♦r❡♠✱ ❡♥✲

tr✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦s✳ ❚❤❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❝♦r♦❧❧❛r②✿

✶✻✻



✻✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✳✺ ✭❙♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✮

▲❡t B ∈ Bd✳ ❚❤❡♥ ✐t ❤♦❧❞s✿

✶✳ ❚❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ B =
∑2d−1

i=0 ai❇i ✇✐t❤ |{i | ai > 0}| ≤
d2 + d✳

✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✭P❇✮ ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s ❛ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✳

Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ ✜rst st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❈❛r❛t❤é♦❞♦r②✳ ❚❤❡

s❡❝♦♥❞ st❛t❡♠❡♥t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜✉✐❧❞s ✉♣♦♥

r❡♣❡❛t❡❞ ❝❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❙✐♠♣❧❡① ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❜❛s✐❝

s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✻ ✭❊✣❝✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✈❡❝t♦rs✮

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✳✺ ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ st❛♥❞❛r❞ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧

t♦ t❤❡ s♣❛rs❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

✻✳✶✳✹ ❆ ✜rst ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤

❙✐♥❝❡ ▲Ps ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠♦st ❡❛s②✲t♦✲s♦❧✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠s✱ t❤❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛♣♣❧② st❛♥❞❛r❞ ▲P✲s♦❧✈❡rs t♦ s♦❧✈❡

♣r♦❜❧❡♠s ✭P❇✮ ❛♥❞ ✭❉❇✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ■❇▼✬s ■❧♦❣ ❈♣❧❡① ❢♦r

✈❛r✐♦✉s ▲P✲❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✭P❇✮ ❛♥❞ ✭❉❇✮✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✳✷✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡

t❤❡ ❝♣✉ t✐♠❡ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧✷ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳ ❋♦r s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱

✐✳❡✳ d ≤ 17✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛❧❧ ✐♥st❛♥❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦

♠❡♠♦r② ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡ ❢♦r d > 20✳

❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷■t ✐s ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①❛❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛t ❛♥②

❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ t❤✉s ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✭s❧✐❣❤t❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡❞ ❢♦r s♠❛❧❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✮

✈❛❧✉❡s ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✳

✶✻✼





✻✳✷ ●❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❆s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ s❤♦✇s ❞✐r❡❝t❧② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡

❜❡②♦♥❞ n ≈ 106 ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛✉s❡s ♠❡♠♦r② ✐ss✉❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ♠✉st r❡s♦rt t♦ ✐t❡r❛t✐✈❡❧② s♦❧✈✐♥❣ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠s

(PIk) ❢♦r k = 1, . . . , K✿

v(Ik) := min
x∈Rn

∑

j∈Ik

cjxj

s✳t✳
∑

j∈Ik

❞jxj ≤ ❜

xj ≥ 0 ∀ j ∈ Ik.

✭PIk✮

❚❤❡ s❡ts Ik ⊂ J ✱ ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ✐♥♥❡r s❡ts✱ r❡♣r❡s❡♥t s✉❜s❡ts ♦❢ ✐♥❞✐❝❡s ✭✐✳❡✳

♣r✐♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✕ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❛r❡ s✐♠♣❧② s❡t t♦ 0 ❛♥❞ t❤✉s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥

✐♥✐t✐❛❧ ✐♥♥❡r s❡t I0✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝♦❧✉♠♥s✮ ❛r❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ ✭❣❡♥❡r❛t❡❞✮ t♦ ✐♠♣r♦✈❡

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❤❡♥ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ❢r♦♠ Ik t♦ Ik+1✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡

❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛ ✜♥✐t❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭s♠❛❧❧✮ s✉❜s❡ts I0 ( I1 ( . . . (

IK ⊆ J ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱

t❤❡r❡ ❛❧✇❛②s ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r PJ ❛♥❞✱ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠

❛s s♦♦♥ ❛s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ ❛ s❡t Ik✳ ❚❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ s✉❝❤ ❛ ❜❛s✐s ✐s m✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r

t❤❛♥ n✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ IK ✇✐❧❧ ❤♦♣❡❢✉❧❧② ❜❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ J

❢♦r t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❋♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤✐s ✐s ✐♥❞❡❡❞ t❤❡

❝❛s❡✱ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ st❡♣s

❣r♦✇s ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ ✼✵✵ ✐♥ ❛❧❧

♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s ❢♦r d ≤ 30✳

✻✳✷✳✶ ❚❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠

■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ❛❞❞❡❞ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ s✉❜♣r♦❜✲

❧❡♠✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❞❡♥♦t❡ ❜② ①∗
Ik

❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ (PIk) ❛♥❞ ❜② ②∗
Ik

t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ①∗
Ik

✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r (PJ)✱ ①∗
Ik

✐s ❛♥

♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ ②∗
Ik

✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r (DJ)✳

✶✻✾





✻✳✷ ●❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ●❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

✶✳ ❈❤♦♦s❡ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s✉❜s❡t I0 ⊂ J s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠

✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞ ❛♥❞ s❡t k := 0✳

✷✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ (PIk) t♦ ♦❜t❛✐♥ ①∗
Ik

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ②∗
Ik
✳

✸✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ (SPk) t♦ ♦❜t❛✐♥ h∗Ik ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❡r

j∗Ik ✳

✹✳ ■❢ h∗Ik ≤ 0✿ ①∗
Ik

s♦❧✈❡s (PJ)✱ st♦♣✳

❊❧s❡✱ s❡t Ik+1 := Ik ∪ {j∗Ik}✱ k := k + 1 ❛♥❞ ❣♦ t♦ ✷✳

❘❡♠❛r❦ ✻✳✷✳✶

▲❡t ✉s ❡♠♣❤❛s✐③❡ ❛ ❢❡✇ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✿

✭✐✮ ❋♦r ✜♥✐t❡ J ✱ ✐❢ (PI0) ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❡❞✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥❤❡r✐ts t❤❡

✜♥✐t❡♥❡ss ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t♥❡ss ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❝❢✳ ▲ü❜❜❡❝❦❡

✭✷✵✶✵✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ ❢♦r s♦♠❡ K ≤ n✱ t❤❡ ✐t❡r❛t❡ x∗IK ❤❛s t♦ ❜❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r (PJ)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❝❛s❡ t❤✐s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ IK = J ✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✐t❡r❛t✐♦♥s ♦♥❧② ✐♥❝r❡❛s❡s r❛t❤❡r ♠✐❧❞❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d✳

✭✐✐✮ ❇② ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❛♥② t✇♦ r❡str✐❝t❡❞ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ①∗Ik ❛♥❞ ①∗Il ✇✐t❤

k < l s❛t✐s❢② ❝⊤①∗Ik ≥ ❝⊤①∗Il✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞

♣r♦❜❧❡♠s ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠✳

✭✐✈✮ ■t ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤

t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ▲P ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡

♠♦st ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■♥ ♠♦st s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❛♣✲

♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ s♦❧✈✐♥❣ ❜② ❢✉❧❧ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s

♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♥t❡①t ❧❡t ✉s

r❡❢❡r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳

✶✼✶



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭P❇✮

❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s♣❡❝✐✜✲

❝❛❧❧② t❛✐❧♦r❡❞ t♦ t❤❡ ♠❡♠❜❡rs❤✐♣ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥ ✐ts ❧✐♥❡❛r

❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭P❇✮✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ st❛rt ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s✉❜✲

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ s❤✐❢t✐♥❣ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧

✐t❡r❛t❡s t♦✇❛r❞s ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥✐✲

t✐❛❧ s❡ts I0 ❛♥❞ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ s♣❡❝✐✜❝ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❋✐♥❛❧❧②✱

✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✺ ❛♥❞ ✻✳

✻✳✸✳✶ ❊✣❝✐❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭SPk✮

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ✭SPk✮ ✐s s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥

♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥str❛✐♥ts✱ ❧❡t ✉s ♥♦✇ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ✭❉❇✮✿ ●✐✈❡♥ ❛

❞✉❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡ ② = (Y, Z, γ) ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ❞✉❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s

❢♦❧❧♦✇s✿

max
j∈J

hj(②) = max
j∈J

γ + 〈❇j, Z − Y 〉

= γ +max
j∈J

〈♣(j)♣(j)⊤, Z − Y 〉

=γ + max
♣∈{0,1}d

♣⊤(Z − Y )♣

❚❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✐♠✐③❡r ♣∗ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❝♦♠♣✉t❡❞

✈✐❛ ✭✻✳✶✳✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ❜♦✐❧s ❞♦✇♥ t♦ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❛r② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠

max
♣∈{0,1}d

♣⊤G♣, ✭❙P✲❇◗P✮

✇✐t❤ G = Z−Y ✳ ❋♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐t ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s ◆P✲❤❛r❞✱ ❛s ❧♦♥❣

❛s ♥♦ s♣❡❝✐❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥ G ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞✱ s❡❡✱ ❡✳❣✳✱ P❛❞❜❡r❣ ✭✶✾✽✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❯♥t✐❧ t♦❞❛②✱ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s s❡❡♠ t♦

❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛t ♠♦st✱ s❡❡✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r

✶✼✷





✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ s♣❡♥t ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛s✲

t❡r ♣r♦❜❧❡♠ r♦✉❣❤❧② ❡q✉❛❧s t❤❡ t✐♠❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✈✐♦❧❛t✐♥❣

❝♦♥str❛✐♥t✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢

❝♣✉ t✐♠❡✱ ✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ▲Ps ❛♥❞ t❤❡ ❜✐♥❛r② q✉❛❞r❛t✐❝ s✉❜♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞

♠✉❝❤ ❢❛st❡r✳

✻✳✸✳✷ ❉✉❛❧ ❜♦✉♥❞

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✸✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❝❛♥ ❜❡ t❡r♠✐♥❛t❡❞ ❡❛r❧② ✐♥ ❝❛s❡

❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐s ❢♦✉♥❞✳ ❇② ❧✐♥❡❛r ❞✉❛❧✐t② ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❛♥② ❢❡❛s✐❜❧❡

s♦❧✉t✐♦♥ t♦ (DJ) ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (PJ)✳ ❯♥❢♦rt✉✲

♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ②∗
Ik
♣r♦✈✐❞❡❞ ❛t st❡♣ k ✐s ✖ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ ❡①❝❧✉❞✐♥❣

t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❛s❡ ✖ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r (DJ)✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❣✐st ♦❢ ❉❛✉♠

❛♥❞ ❲❡r♥❡r ✭✷✵✶✶✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶

▲❡t ② ❜❡ ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ❢♦r (DJ)✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t ②s ❜❡ ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t ❢♦r (DJ)✱

✐✳❡✳ h∗(②s) < 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts s♦♠❡ µ̄ ∈]0, 1[ s✉❝❤ t❤❛t ②̄ = µ②+ (1− µ)②s

✐s ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t✱ ✐✳❡✳ h∗(②̄) < 0✱ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ µ < µ̄✳ ❆ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r µ̄ ✐s

❣✐✈❡♥ ❜②

µ̄ =
−h∗(②s)

h∗(②)− h∗(②s)
.

❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❤✐❢t ❛♥② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐t❡r❛t❡ ②∗
Ik
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡ t♦✇❛r❞s

t❤❡ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t ②s t♦ ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐t❡r❛t❡ ②̄Ik
✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ②̄Ik

❤❛s ❛ ❞✉❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥

✈❛❧✉❡ str✐❝t❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ③❡r♦✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡

s❡♥s❡ ♦❢ ❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✸✳ ❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✉❛❧

❜♦✉♥❞ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛ ♠✉❝❤ ❡❛r❧✐❡r t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞

t❤✉s ❞❡❝r❡❛s❡s ❝♣✉ t✐♠❡ ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳

✶✼✹



✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭P❇✮

❢❡❛s✐❜❧❡ r❡❣✐♦♥

✳
②s

✳
②̄Ik

✳
②∗
Ik

❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❇② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t ②s✱ s❤r✐♥❦ ✐t❡r❛t❡ ②∗
Ik

t♦ ❛ ❞✉❛❧ ❢❡❛s✐✲

❜❧❡ ✐t❡r❛t❡ ②̄Ik
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡✳

✻✳✸✳✸ ◆❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

❚❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t s♦❧✉t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ▲Ps ✭P❇✮ ❛♥❞ ✭❉❇✮ ❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ t✐♠❡ s❛✈✐♥❣s

❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ ❡❛s②✲t♦✲✈❡r✐❢② ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① B ❛r❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s

✻✳✸✳✸ ❛♥❞ ✻✳✸✳✹ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ❝❡♥tr❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ s✉✐t❛❜❧❡ st❛rt✐♥❣

♣♦✐♥ts ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡

✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥✹ ♦❢ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝r✐t❡r✐❛ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥

t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❀ ❢♦r ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦♠❡

♥♦✈❡❧ r❡s✉❧ts ♦♥ ❜♦✉♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❛♥❞ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❡ ❛❣❛✐♥ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❲❡ st❛rt ❜② ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❡❛s②✲t♦✲✈❡r✐❢② ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ✭◆❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮

▲❡t B ∈ Rd×d✳ ❚❤❡♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r B t♦ ❜❡

❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

✶✳ B ∈ Sd✳

✷✳ B ∈ [0, 1]d×d✳

✹❚❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ❛r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮✱ ❋✐❡❜✐❣

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✱ ❛♥❞ ❉❡③❛ ❡t ❛❧✳ ✭✶✾✾✸✮❀ ❉❡③❛ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t ✭✶✾✾✼✮✳

✶✼✺



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✸✳ B ✐s ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐❞❡✜♥✐t❡✳

✹✳ B s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❋ré❝❤❡t✕❍♦❡✛❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s✱ ✐✳❡✳

max(0, Bii +Bjj − 1) ≤ Bij ≤ min(Bii, Bjj).

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✭❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✮ ♦r ❋✐❡❜✐❣

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♥♦✈❡❧✱ ❜✉t ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❛❜❧❡✱ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ B ♠❛tr✐①✳ ❲✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✱

❛ ❞✉❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✱ ❛s

✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✇❛② t♦ ❝♦♠♣✉t❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥ts ❢♦r s❤✐❢t✐♥❣ ❞✉❛❧

✐t❡r❛t❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳

❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ k ∈ {0, . . . , d} ❛♥❞ i ∈ {0, . . . , 2d−1} ✇❡

❤❛✈❡

(✶d)
⊤
♣(i) = k =⇒ trace(❇i) = k

〈E,❇i〉 = k2
✭✻✳✷✮

❚❤❡♥ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs ✈✐❛ ✭✻✳✷✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞

♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿ ❲❤❡♥❡✈❡r B ∈ Rd×d ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ✐✳❡✳

∃a ∈ Λ2d : B =
2d−1
∑

i=0

ai❇i,

✇❡ ❤❛✈❡

∃b ∈ Λd+1 :
trace(B) =

d
∑

k=0

bk · k

〈E,B〉 =
d
∑

k=0

bk · k2.

❚❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❞✉❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ✈❡r②

s✐♠♣❧❡ ✭❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✮ str✉❝t✉r❡✱ ✐✳❡✳

Y = αY I + βYE ❛♥❞ Z = αZI + βZE,

✇❤❡r❡ I ✐s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢

✶✼✻



✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭P❇✮

✭❉❇✮ t♦ O(d)✿

min
αY ,βY ,αZ ,βZ ,γ∈R

(αZ − αY ) trace(B) + (βZ − βY )〈B,E〉+ γ

s✳t✳ βY ≥ 0, βZ ≥ 0,

αY + βY ≥ 0, αZ + βZ ≥ 0,

d(αY + βY + αZ + βZ) + (d2 − d)(βY + βZ) = 1,

k(αZ − αY ) + k2(βZ − βY ) + γ ≤ 0, k = 0, . . . , d.

✭❉❇l✮

❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✸ ✭◆❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✈✐❛ ❞✉❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮

▲❡t B ∈ Rd×d s❛t✐s❢② ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✳ ❚❤❡♥ ✐t

❤♦❧❞s✿

✭✐✮ ❆♥② ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ (αY , αZ , βY , βZ , γ) ♦❢ ✭❉❇l✮ ②✐❡❧❞s ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉✲

t✐♦♥ (Y, Z, γ) ❢♦r ✭❉❇✮ ✇✐t❤ Y = αY I + βYE ❛♥❞ Z = αZI + βZ✳

✭✐✐✮ ❆ str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✭❉❇l✮ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t B ✐s ♥♦t ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ✭❉❇✮✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛s

s❤♦✇♥ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ s❧✐❣❤t❧② s❤✐❢t✐♥❣ t❤❡s❡ s♦❧✉t✐♦♥s ②✐❡❧❞s

❡✛❡❝t✐✈❡ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥ts ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧

s❡tt✐♥❣s ✈✐❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ✐♥ ♦✉r

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳

❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ✇✐t❤ ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✹ ✭◆❡❝❡ss❛r② ❛♥❞ s✉✣❝✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮

▲❡t B ∈ Rd×d✳ ❚❤❡♥ B ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ⇐⇒ ❡❛❝❤ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜✲♠❛tr✐①

♦❢ B ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

Pr♦♦❢✳ ❙❡❡ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

✶✼✼



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

■♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s

■♥ ♦r❞❡r t♦ ✜♥❞ I0 s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ x∗I0 ❤❛s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ s♠❛❧❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡

❛♣♣❧② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣✐❡s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚♦

❢♦st❡r ❡❛s② s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥

●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❦❡❡♣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s❡ts Iblk ⊂ J

❛♥❞ Iind ⊂ J ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ O(d2)✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ s❡t I0 ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✉♥✐♦♥

I0 ✳✳= Iblk ∪ Iind✳

❇❧♦❝❦ ❤❡✉r✐st✐❝ ❚❤❡ ✜rst ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ②✐❡❧❞s t❤❡ s❡t

Iblk✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥s♣❡❝t❡❞ ♠❛tr✐① B ∈ Rd×d✱ ❛s ✐t ❡♠♣❧♦②s ❛

str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ 1 ♦❝❝✉r

✐♥ ❜❧♦❝❦s✱ ✐✳❡✳

Iblk = {j | ∃1 ≤ l ≤ u ≤ d : ♣(j)i =







1 ❢♦r l ≤ i ≤ u

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

}

∪ {0}.

❖❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡r❡❢♦r❡ Iblk 6= ∅✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡✲

str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❢♦r d = 4 ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✼✳

■♥❞✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠❡t❤♦❞✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝✱ ❝♦♥✲

str✉❝ts ❛ s❡t Iind ❜② ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜❛s❡❞ ♦♥ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳ ■♥ t❤❡

❝❛s❡ t❤❛t d > 14✱ ✇❡ s♦❧✈❡ ✭P❇✮ ❢♦r Ak✱ t❤❡ ✜rst ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✉❜✲♠❛tr✐① ♦❢

❞✐♠❡♥s✐♦♥ k ✳✳= 14 ♦❢ B✳ ❋♦r t❤✐s ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ▲P ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞

✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧②✳ ■❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t Ak ✐s ♥♦t ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r B ❞✉❡ t♦ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✹ ❛♥❞ ✇❡ st♦♣ ♦✉r

✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② t❡st ❛ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡

❝❛s❡✱ t❤✐s ✏❧♦❝❛❧✑ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ❢❡❛s✐❜❧❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r

t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ▲P✿ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ Ak ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣✲

❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❛ ❝♦♥✈❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

Ak =
2k−1
∑

j=0

λj❇
k
j , λ ∈ Λ2d ,

✶✼✽



✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭P❇✮

✇❤❡r❡ t❤❡❇k
j ∈ Rk×k ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ ❢♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥

d = k✱ s❡❡ ❈♦r♦❧❧❛r② ✻✳✶✳✺✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝♦❧❧❡❝t t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ✇✐t❤

str✐❝t❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② s❡t Sk ✳✳= {0 ≤ j ≤ 2d−1 | λj > 0}
❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ Iind ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✿

✶✳ ■❢ k = d st♦♣❀ ♦t❤❡r✇✐s❡ s❡t Iind ✳✳= ∅✳

✷✳ ❋♦r ❡❛❝❤ j ∈ Sk✿ ❆❞❞ j ❛♥❞ j + 2k t♦ Iind✳

✸✳ ❋♦r Iind = {j1, . . . , jl}❀ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r Iind ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥✈❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ Ak+1✱ ✐✳❡✳ ❝❤❡❝❦ ✐❢ ∃λ ∈ Λl s✉❝❤ t❤❛t Ak+1 =
l
∑

i=1

λi❇
k+1
ji

✳

❛✮ ■♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❛s❡✱ s❡t Sk+1 ✳✳= {ji ∈ Iind | λi > 0} ✱ k ✳✳= k+1 ❛♥❞

❣♦t♦ ✶✳

❜✮ ■♥ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❝❛s❡✱ st♦♣✳

❆ ❢❡✇ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✿ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛❞❞✐♥❣ j ❛♥❞ j + 2k ✐♥ ❙t❡♣ ✷ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

t♦ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s ♦❢ t✇♦ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡❝t♦rs ♦❢ ♣j s✐♥❝❡

j = ✐
(

(♣j, 0)
⊤
)

❛♥❞ j + 2k = ✐
(

(♣j, 1)
⊤
)

❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ✐ ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡rs

❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥✈❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥

✐♥ ❙t❡♣ ✸❛✮✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❛t |Iind| ∈ O(d2)✳

✻✳✸✳✹ ❙t♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ st♦♣♣✐♥❣

❝r✐t❡r✐❛ ❢♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✻✳✶✳✷✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛s

✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❧✇❛②s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡✱

✇❡ ❝❛♥ st♦♣ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ✐s

♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿ v(Ik) = 0 ❢♦r s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ k ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ①∗
Ik
s♦❧✈❡s

(PJ)✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♠❛tr✐① B ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉rt❤❡r st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❡❣❛t✐✈❡

❝❡rt✐✜❝❛t❡✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✸ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t ys ✇❤✐❝❤

✶✼✾



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ ✐t❡r❛t❡s ②̄Ik
✈✐❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✶✳ ❲❤❡♥❡✈❡r ✇❡

❤❛✈❡ ❜⊤②̄Ik
> 0✱ ❢♦r s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ k✱ t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s B ✐s ♥♦t ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡

❜② ❘❡♠❛r❦ ✻✳✶✳✸✳

✻✳✸✳✺ ❆❧❣♦r✐t❤♠s

❲❡ s✉♠♠❛r✐③❡ ♦✉r ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ✺ ❛♥❞ ✻✳ ■♥

♦r❞❡r t♦ t❤♦r♦✉❣❤❧② ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ✐♥ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡ ✇❡

❦❡❡♣ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♥♦t r❡❧❛t❡❞ t♦ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ t♦ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❋♦r t❤✐s

♣✉r♣♦s❡✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛❞❥✉st♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹ ❛r❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ (BQP ) ❛♥❞ t❤❡ ❝♣✉ ♦❢

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t I0 ❜② t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❤❡✉r✐st✐❝ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t Iblk 6= ∅

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ P✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲Pr♦❜❧❡♠

✶✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t I0 = Iblk ❛♥❞ s❡t k := 0✳

✷✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ (PIk) t♦ ♦❜t❛✐♥ ①∗
Ik

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ②∗
Ik
✳

✸✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ (SPBQPk) t♦ ♦❜t❛✐♥ h∗Ik ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✲

✐♠✐③❡r j∗Ik ✳

✹✳ ■❢ h∗Ik ≤ 0✿ ①∗
Ik

s♦❧✈❡s (PJ)✱ st♦♣✳

❊❧s❡✱ s❡t Ik+1 := Ik ∪ {j∗Ik}✱ k := k + 1 ❛♥❞ ❣♦ t♦ ✷✳

✐♥ ❙t❡♣ ✶ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t (PI0) ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡✳

■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✲s♣❡❝✐✜❝ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ ❆❧✲

❣♦r✐t❤♠ ✻✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✱ ✇❡ t❡st t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷

❜❡❢♦r❡ ✐♥✈♦❦✐♥❣ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❙t❡♣ ✷ ❜②

❛♣♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❤❡✉r✐st✐❝ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✸

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛ ♠♦r❡ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t I0 ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✶✽✵



✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭P❇✮

♠❛tr✐① B✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✉s❡ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✸ ✭❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤t s✉❜s❡q✉❡♥t s❤✐❢t✮

t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t ❢♦r ✭❉❇✮✳ ❚❤✐s ✐♥ t✉r♥ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣

s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ❙t❡♣ ✹✱ s❡❡ ❙❡❝✲

t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐❛ ✐♥ ❙t❡♣s

✺ t♦ ✻ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡❛r❧② ❝❡rt✐✜❝❛t❡s ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✭✐♥✮❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛✲

tr✐❝❡s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✹✳ ❖❜s❡r✈❡ t❤❛t ❙t❡♣ ✷ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ❊♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲Pr♦❜❧❡♠

✶✳ ❈❤❡❝❦ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✻✳✸✳✷✳

✷✳ ❈♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t I0 = Iblk ∪ Iind ❛♥❞ ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t ys ❛♥❞ s❡t

k := 0✳

✸✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠ (PIk) t♦ ♦❜t❛✐♥ ①∗
Ik

t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤

❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ②∗
Ik
✳

✹✳ ❙❤✐❢t ②∗
Ik

t♦ ②̄Ik
✳

✺✳ ■❢ v(Ik) = 0✱ B ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ st♦♣✳

✻✳ ■❢ ❜⊤②̄Ik
> 0✱ B ✐s ♥♦t ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ st♦♣✳

✼✳ ❙♦❧✈❡ t❤❡ s✉❜♣r♦❜❧❡♠ (SPBQPk) t♦ ♦❜t❛✐♥ h∗Ik ❛♥❞ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛①✲

✐♠✐③❡r j∗Ik ✳

✽✳ ■❢ h∗Ik ≤ 0✿ ①∗
Ik

s♦❧✈❡s (PJ)✱ st♦♣✳

❊❧s❡✱ s❡t Ik+1 := Ik ∪ {j∗Ik}✱ k := k + 1 ❛♥❞ ❣♦ t♦ ✸✳

✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✻✳✸✳✹ ❛♥❞ ✻✳✸✳✸✳

▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ I0✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐✲

t✐✈❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ❢♦r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ❛❢t❡r ❙t❡♣ ✷✱ ✇❡ st♦♣ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✶✽✶



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✻✳✸✳✻ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❧✐st s♦♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣✲

♣r♦❛❝❤✳

❍❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ❝❤♦✐❝❡

❆s ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❤❛♣t❡rs ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛❧❧ t❡sts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ❛ st❛♥❞❛r❞

♣❡rs♦♥❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✭♣r♦❝❡ss♦r✿ ■♥t❡❧ ❈♦r❡ ✐✺✲✹✵✾✵✱ ✸✳✸✵ ●❍③✱ ❘❆▼✿ ✶✻●❇✮✳ ❚❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥▼❛t❧❛❜

✷✵✶✺❜ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ ■❇▼✬s ■❧♦❣ ❈♣❧❡① ✶✷✳✻✳✷ ❢♦r ▼❛t❧❛❜ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡

❛r✐s✐♥❣ ▲Ps ❛♥❞ ❇◗Ps✳ ❆❧❧ ▼❛t❧❛❜ ❝♦❞❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜② ❡♠❛✐❧ r❡q✉❡st t♦

t❤❡ ❛✉t❤♦r✳

❈②❝❧✐♥❣ ♦❢ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

❖♥❡ t②♣✐❝❛❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡ ✐♥ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

♣r♦❜❧❡♠s✱ s♦♠❡ ❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❞❡① i ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r s❡t Ik
♠✐❣❤t ❜❡❝♦♠❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ s♦♠❡ ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t②

♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✐s ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ r❡♣❡❛t❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥❞❡①

i t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r s❡t ❛♥❞ t❤✉s ❝②❝❧✐♥❣✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t②✲t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

♦❢ ❈♣❧❡①✱ ✇❡ ❛✈♦✐❞❡❞ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ❜② ❢♦r❝✐♥❣ t❤❡ ▲P s♦❧✈❡r t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛

✏❢❡❛s✐❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤✑ s♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝✉r❛❝②

■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ r❡❧❛t✐✈❡

❛❝❝✉r❛❝② ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❝❧❛ss✐❢②✐♥❣ ❛ ♠❛tr✐① B ❛s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇❤❡♥❡✈❡r

vp(B) < 10−6✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t tr❛❝❡(B) ✐s r❛t❤❡r s♠❛❧❧✱ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝②

♦❢ 10−6 ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♥❞ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ t❡st t❤❡ r❡s❝❛❧❡❞ ♠❛tr✐①
1

tr❛❝❡(B)
B ✐♥st❡❛❞ ♦❢ B✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❑r❛✉s❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳

✶✽✷



✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭P❇✮

◆✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭❙P✲❇◗P✮

❲❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ s♦❧✈❡❞ ✭❙P✲❇◗P✮ ❞✐r❡❝t❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ▼■◗P s♦❧✈❡r ♦❢ ❈♣❧❡①✱ ❛s

✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✭❇◗P✮ ✭❝❢✳ P❛❞❜❡r❣ ✭✶✾✽✾✮✮ ✈✐❛ t❤❡ ▼■▲P s♦❧✈❡r ♦❢

❈♣❧❡①✳ ❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥

t❤❡ ▼■◗P s♦❧✈❡r ❢♦r t❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞✐❡s✳

❖♥❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts ✇❛s t❤❛t✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ✭❙P✲❇◗P✮ ❡①✲

❛❝t❧②✱ ✐t ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t♦ r❡❛s♦♥❛❜❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥❧②

❝♦♠♣✉t❡ ❡①❛❝t s♦❧✉t✐♦♥s ✐❢ ♥♦ ♠♦r❡ ✈✐♦❧❛t❡❞ ❝♦♥str❛✐♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡

❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ▼■P t♦❧❡r❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❈♣❧❡①

s♦❧✈❡r✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② r❡❝❡♥t ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ ❇◗Ps✱ s❡❡ ❢♦r

❡①❛♠♣❧❡ ❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✹✮✳

✻✳✸✳✼ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r✲

❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠ ✹✮✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤✱ ❧❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✭♦r❞❡r❡❞✮

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ 2d − 1 ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥

❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❛t t❤❡ j✲t❤ ✈❡rt❡① ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②

❇j
✳✳= ♣(j)♣(j)⊤, j = 0, . . . , 2d − 1,

✇❤❡r❡ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs ♣(j) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♣ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥

✻✳✶✳✶✱ ✐✳❡✳

♣(0) =



















0

0

0
✳✳✳

0



















,♣(1) =



















1

0

0
✳✳✳

0



















,♣(2) =



















0

1

0
✳✳✳

0



















, . . . ,♣(2d − 1) =



















1

1

1
✳✳✳

1



















.

❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① ❇j ✇✐t❤ s♦♠❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ aj✳

❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r✈❡ ✕ ✐❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ✕ ❛s ✇❡✐❣❤ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡①

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♠❛tr✐① B✳

✶✽✸



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

■♥✐t✐❛❧✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ st❛rts ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛s✲

t❡r ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥ s♦♠❡ s✉❜s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s I0 ✳✳= Iblk ∪ Iind✳ ❆s t❤❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡

❤❡✉r✐st✐❝ ✐s ♦♥❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r d > 14 ✐t ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦♥ ♣❛♣❡r✱

❤❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ I0 = Iblk ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ d = 4 ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱

t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✐♥❞✐❝❡s

Iblk = {0, 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 7, 14, 15}

❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❤❡✉r✐st✐❝✳ ❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

s❡t ♦❢ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦rs ✭t❤❡ ❧♦❣✐❝ ❜❡❤✐♥❞ ✐s t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✏❜❧♦❝❦s ♦❢ ♦♥❡s✑ ✇✐t❤

✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s✐③❡✮



































0

0

0

0













,













1

0

0

0













,













0

1

0

0













,













0

0

1

0













,













0

0

0

1













,













1

1

0

0













,













0

1

1

0













,













0

0

1

1













,













1

1

1

0













,













0

1

1

1













,













1

1

1

1



































.

■t❡r❛t✐♦♥✿ ■♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ st❡♣ k✱ ❛ ♥❡✇ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r

s❡t Ik ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❛❣❛✐♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❡t I0 ❛❜♦✈❡✱ ✐♥

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✱ t❤❡ ✜rst ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ ❡♥t❡r t❤❡ ✐♥♥❡r s❡t ❤❛s ✐♥❞❡① 9 ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ❜✐♥❛r② ✈❡❝t♦r












1

0

0

1













.

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❞❡♣✐❝t❡❞ ❢♦r ❢♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✻✳✶✱ ✻✳✷✱

✻✳✸✱ ❛♥❞ ✻✳✹✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥

●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳

❊①❛♠♣❧❡s✿ ■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r✲

❛t✐♦♥ ♦♥ ❢♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✳ ❋✐rst✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ♣r♦❜❧❡♠

❝❧❛ss ✶ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✹✮ ✇✐t❤ d = 4 ❛♥❞ 2d − 1 = 15 ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡

♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ✜rst ♠❛tr✐① ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

✶✽✹



✻✳✸ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ✭P❇✮

❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ ❊♠❜r❡❝❤ts ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✻✮ ✇❤♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ q✉❡st✐♦♥✿

❋♦r ✇❤✐❝❤ β ∈ [0, 1] ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①

Γd(β) =



















1 0 · · · 0 β

0 1 · · · 0 β
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

0 0 · · · 1 β

β β · · · β 1



















❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ♣❛✐r✇✐s❡ ✭❡✐t❤❡r ❧♦✇❡r ♦r ✉♣♣❡r✮ t❛✐❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts❄ ❚❤✐s

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r Γd(β)/d ✐s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ❝❢✳ ❑r❛✉s❡

❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ ♦✉r ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✇❡

❦❡❡♣ d = 4✿ ■♥ ❚❛❜❧❡s ✻✳✸ ❛♥❞ ✻✳✹ ✇❡ s❡t β = 1
8
❛♥❞ β = 1

2
✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆s

❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ♠❛tr✐① t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✭♥♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ✜♥❛❧ α ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ ✐s ③❡r♦✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ♥♦t✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❢♦r β = 1
2

t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s st✐❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ s❡♠✐✲❞❡✜♥✐t❡✳

❲❡ ❢✉rt❤❡r ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s t❤❡ ♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

❝❤❛♥❣❡ ❢♦r t✇♦ ✭♦r ♠♦r❡✮ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞❡①

❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧❧② ✈✐♦❧❛t❡❞ ❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❤❛s ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡

♣r✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ❞♦❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛❞❞ ♦♥❡ ♠♦r❡ ❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t t♦ t❤❡ ✐♥♥❡r

♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ t❤❡r❡❜② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✉❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡rs ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ i✲t❤ r♦✇ ❛♥❞ j✲t❤ ❝♦❧✉♠♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst 2d − 1 = 15 ❝♦❧✉♠♥s✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡

♦❢ aj ♦❢ t❤❡ ✈❡rt❡① ❇j ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ ✐♥ t❤❡ i✲t❤ ✐t❡r❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥✳

❍❡r❡✱ ❡♠♣t② ❝❡❧❧s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥♦t ②❡t ❛❞❞❡❞ t♦

t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦♥✲❡♠♣t② ❝❡❧❧s ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲

r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t t❤❡

❝✉rr❡♥t ✐t❡r❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❝♦❧✉♠♥s s❤♦✇ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦❜✲

❥❡❝t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ α ❛♥❞ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥✳

✶✽✺
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✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✻✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ r❡♣♦rt ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ s❡t✉♣ ♦❢ ♦✉r ❝❛s❡ st✉❞② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❡❧❡❝t❡❞

t❡st ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ♠❛✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✜♥❞✐♥❣s✳ ■♥ s✉♠♠❛r②✱ ♦✉r

♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✭❆❧❣♦r✐t❤♠

✺✮ ✐s q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ✉♣ t♦ d = 30✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❡st ❢♦r

❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✉♣ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ d = 40 ✉s✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✲

s♣❡❝✐✜❝ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳

✻✳✹✳✶ ❚❡st ♣r♦❜❧❡♠s

❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❢♦r t❡st✐♥❣ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♠♦♥ t❡st

❧✐❜r❛r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ✜✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ t❡st

♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ t❡sts✳ ❚❤❡ ✜rst t✇♦ r❡♣r❡s❡♥t s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s❡❧❡❝t❡❞

♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss❡s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ r❛♥❞♦♠

❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡ Bd✳ ❆❧❧ t❡st ❝❛s❡s s❛t✐s❢②

t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢r♦♠ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷✱ ❜❡s✐❞❡s ❛ ❢❡✇ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❢♦r

d < 6✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s ✐♥ ❝❧❛ss ✶ ✇❤✐❝❤ ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡

❋ré❝❤❡t✕❍♦❡✛❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡s ✻✳✺ ❛♥❞ ✻✳✾✳

Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✶✿ ❚❤❡ ♠❛tr✐❝❡s B ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝❧❛ss ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

B ✳✳= (η − η2κ)I + κη2E,

❢♦r s♦♠❡ 0 ≤ η ≤ 1 ❛♥❞ 0 ≤ κ ≤ 1✱ ✇❤❡r❡ I ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✳

■♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♦r ♥♦t✱ ❞❡✲

♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳

Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✷✿ ▼❛tr✐❝❡s B ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❧❛ss ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Bii =
p

p+ q
, i = 1, . . . , d,

Bij =
p

p+ q

p+ 1

p+ q + 1
, 1 ≤ i 6= j ≤ d,

✶✽✽
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✭❛✮ d = 3
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✭❜✮ d = 6
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✭❝✮ d = 9

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1  
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1  
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✭❞✮ d = 12

❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛tr✐❝❡s ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✶✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣

♦♥ η ❛♥❞ κ ❢♦r d = 3, 6, 9 ❛♥❞ 12✳ ❇❧❛❝❦ ❛r❡❛s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s❀ ❣r❛② ❛r❡❛s ✐♥❞✐❝❛t❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐♥✲

st❛♥❝❡s t❤❛t ✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ❋ré❝❤❡t✕❍♦❡✛❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❛r❡❛s

✐♥❞✐❝❛t❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s t❤❛t s❛t✐s❢② t❤❡ ❋ré❝❤❡t✕

❍♦❡✛❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s✳

✶✽✾



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

❢♦r s♦♠❡ 0 < p < 1 ❛♥❞ 0 < q < 1✳ ■♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ❛r❡

❛❧✇❛②s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✿ ❉r❛✇ (U1, . . . , Ud) ❢r♦♠ ❛ ❝♦♣✉❧❛ t❤❛t ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ 1/(p + q + 1) t✐♠❡s t❤❡ ❝♦♠♦♥♦t♦♥✐❝✐t② ❝♦♣✉❧❛

❛♥❞ (p + q)/(p + q + 1) t✐♠❡s t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❝♦♣✉❧❛✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❧❡t Xi :=

1Ui≤p/(p+q) ❢♦r i = 1, . . . , d✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❡❛s✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ ✭❜② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✐♥❣✮ t❤❛t

E[XiXj] = p(1+p)
(1+p+q)(p+q)

❢♦r i 6= j✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ E[X2
i ] = p

p+q
❜② t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠

♠❛r❣✐♥s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛ ❝♦♣✉❧❛✳

Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✸✿ ❚❤❡ t❤✐r❞ ❝❧❛ss ❝♦♥st✐t✉t❡s r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♠❛tr✐❝❡s

B ✳✳=
n
∑

k=1

λik ·❇ik .

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡r♠s n ✐s ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ [d2, d4] ❛♥❞

t❤❡ ✈❡rt✐❝❡s Bik ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ Bd✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡

♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λi1 , . . . , λin ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐s✲

tr✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ (n)✲s✐♠♣❧❡①✱ ✐✳❡✳ s❛♠♣❧❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❞✐str✐❜✉✲

t✐♦♥✳ ❆s ❛ ❝♦♥✈❡① ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❡♠❛❧ ♣♦✐♥ts ♦❢ Bd✱ B ✐s ❛❧✇❛②s ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✹✿ ❇❛s❡❞ ♦♥ ❝❧❛ss ✸✱ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s B ♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✹ ❛r❡

❣✐✈❡♥ ❜②

B := A+
1

10
❇j,

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛s ✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✸✳ ❖♥❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥❞❡① j

✇✐t❤ λj > 0 ✐s r❛♥❞♦♠❧② ❝❤♦s❡♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❜② ✵✳✶✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ✉s✉❛❧❧②

❧❡❛❞s t♦ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r d > 14✳

Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✺✿ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✇❤✐❝❤ ✐s s✉♣♣♦s❡❞

t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ✏❤❛r❞✑ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s✱ ❜② s❡tt✐♥❣

B := A+
1

d
❇j.

◆♦✇✱ t❤❡ ♠❛tr✐① B ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢❛s❤✐♦♥ ❛s ✐♥ ❝❧❛ss ✹✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

s❤✐❢t ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❜♦t❤

✶✾✵





✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡

✻✳✹✳✷ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞

✐♥ t✇♦ st❡♣s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛✲

t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳✺ t♦ st❛♥❞❛r❞ ▲P

s♦❧✈❡rs✳ ■♥ ❛ s❡❝♦♥❞ st❡♣✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠✲s♣❡❝✐✜❝

❡①t❡♥s✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥② ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✭P❇✮ ❛♥❞ ✭❉❇✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞

❞✐r❡❝t❧② ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ▲P s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ t❡st❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s

♦❢ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ▲P s♦❧✈❡rs ♦❢ ❈♣❧❡①✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t

✕ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ❥✉st ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛♥② s♦❧✉t✐♦♥ ✕ t❤❡ ♠♦st ❡✣❝✐❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s t♦

s♦❧✈❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✭P❇✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ❙✐♠♣❧❡① ♦❢ ❈♣❧❡①✳ ◆♦♥❡

♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ❝♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r d > 20 ❞✉❡ t♦ ♠❡♠♦r② ✐ss✉❡s✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ♦♠✐tt❡❞ ❢♦r d > 20 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✐ts ♣✉r❡ ❢♦r♠ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✺✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✇❤❡r❡

✐t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐s ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✉♣ t♦

d = 30✱ ✇❤❡r❡❛s ❛❧❧ ❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢❛✐❧ t♦ s♦❧✈❡ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❤❡r❡ d > 20✳ ❚❤❡

❝♣✉ t✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✲

s♣❡❝✐✜❝ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞

✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❋♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✹✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r d > 10

♦♥❧② ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ ✐♥st❛♥❝❡s

❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✈✐❛ ❞✉❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r

r❡s✉❧ts ❛s ❢♦r t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋♦r d ≥
15✱ t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ st❛rts t♦ ♦✉t♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t

s♦❧✈❡rs✱ ❛s ❢♦r ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥st❛♥❝❡s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ▲Ps ❝❛♥

❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❝❧❡❛r❧②

❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❚❤✐s

✐s ❢✉rt❤❡r ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❤♦✇

♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ✇❡r❡ s♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛t❡❣♦r✐❡s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞✿

• ✏◆❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✑ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✸✳✷ ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞✳

✶✾✷







✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

• ✏❉✉❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✑ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ s❡♣❛r❛t✐♥❣ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞✱

✐✳❡✳ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐♥ ❙t❡♣ ✻ ♦❢ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✻ ✇❛s s❛t✐s✜❡❞✳

• ✏I0 ♦♣t✐♠❛❧✑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ✐♥♥❡r s❡t I0 ✳✳= Iblk∪Iind ②✐❡❧❞s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥✳

• ✏❈♦❧✉♠♥ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✑ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝❡rt✐✜❝❛t❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜②

r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✳

• ✏❚✐♠❡ ❧✐♠✐t✑ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ✸✵ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r t❤❡ ❈♦❧✉♠♥

●❡♥❡r❛t✐♦♥ ✇❛s r❡❛❝❤❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ s❤♦✇s t❤❛t ♠♦st ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s♦❧✈❡❞ ❜②

♣r✐♠❛❧ ♦r ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s ❛s ❧♦♥❣ ❛s d ✐s s♠❛❧❧ t♦ ♠❡❞✐✉♠ s✐③❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

❧❛r❣❡ d ❛♥❞ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥st❛♥❝❡s ❛r❡ ✉❧t✐♠❛t❡❧②

s♦❧✈❡❞ ❜② ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s ♠♦st ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐❝❡s

❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ ❞✉❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s t♦ ♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❡st

✇❤❡t❤❡r ❛ ♠❛tr✐① B ∈ Rd×d ✐s ❛ ❇❡r♥♦✉❧❧✐✲❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠❛tr✐① ♦r ♥♦t✳ ❚❡❝❤✲

♥✐❝❛❧❧②✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r

♣r♦❣r❛♠✱ ❛s ♣✐♦♥❡❡r❡❞ ❜② ▲❡❡ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥✲

t✐❛❧❧② ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛❧ ▲P✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ ❧❛r❣❡r ▲Ps ✇✐t❤

❛ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦❧✉♠♥

●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✐t ✇❛s ❝r✉❝✐❛❧ t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ❢✉❧❧ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✲

✐♥❣ t❤❡ ♠♦st ✈✐♦❧❛t✐♥❣ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱

t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡

♠❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✈❡r②

♣r♦♠✐s✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉♣ t♦ ❞✐✲

♠❡♥s✐♦♥ d = 30 ♦♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ t❡st ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡

♦❢ t❤❡ ♣✉r❡ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❜② ❛

♥♦✈❡❧ ❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❡❛r❧② t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ q✉✐t❡ ❡✛❡❝t✐✈❡✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣r✐♠❛❧ ❛♥❞ ❞✉❛❧ ❤❡✉r✐st✐❝s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② t❡st❡❞ ❜❡❢♦r❡

✶✾✺



✻ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣ t❡st✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ♣♦❧②t♦♣❡
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✭❛✮ Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✶
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✭❜✮ Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✷
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✭❝✮ Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✸
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✭❞✮ Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✹
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✭❡✮ Pr♦❜❧❡♠ ❝❧❛ss ✺
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✭❢✮ ❆✈❡r❛❣❡

❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ■♥ ❡❛❝❤ s✉❜♣❧♦t✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ s❤❛r❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥

t②♣❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳

❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ✶✵✵ ✐♥st❛♥❝❡s ❢♦r ❡❛❝❤ d✳

✶✾✻



✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉t❧♦♦❦

❛♣♣❧②✐♥❣ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ❢✉rt❤❡r s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢

♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❋♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❜②♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❡❞ ♠✐①t✉r❡

♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①♣❧♦✐t ✐t ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢

❇❡r♥♦✉❧❧✐ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛t ♠♦st O(d2) ✈❡rt✐❝❡s ✐s

✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♠❛❦❡s t❤✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t✳

▲❛st❧②✱ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s ♦♥ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✿ ❆s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛r✐s✐♥❣ ▲Ps

❛♥❞ ❇◗Ps ❛r❡ r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s♣❡❡❞ ✉♣ ♦❢ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧

♦♥❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢❛st❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦

r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡

❣✐✈❡♥ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❜✐♥❛r② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ✭❡❛r❧②✮ ✐t❡r❛t✐♦♥s

✇✐t❤ ❤❡✉r✐st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❛❞❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞

♠❛st❡r ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆s ❢♦r ♦✉r ♠❡t❤♦❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✉❛❧ ✐t❡r❛t❡s ✈✐❛ s❤✐❢t✐♥❣

t♦✇❛r❞s ❛ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥t✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ s❡❡ ✐❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡

tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ♦t❤❡r ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❙❧❛t❡r ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳

✶✾✼



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❆❤r❡♥s✱ ❏✳ ❍✳ ❛♥❞ ❋✐♥❦❡✱ ●✳ ✭✶✾✽✵✮✳ Pr✐♠❛❧ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛♥ss❤✐♣♠❡♥t

❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✹✭✶✮✿✶✕✸✷✳

❆❤✉❥❛✱ ❘✳✱ ▼❛❣♥❛♥t✐✱ ❚✳✱ ❛♥❞ ❖r❧✐♥✱ ❏✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ◆❡t✇♦r❦ ❋❧♦✇s ✕ ❚❤❡♦r②✱ ❆❧✲

❣♦r✐t❤♠s✱ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✳

❆r❥♦✈s❦②✱ ▼✳✱ ❈❤✐♥t❛❧❛✱ ❙✳✱ ❛♥❞ ❇♦tt♦✉✱ ▲✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛❞✲

✈❡rs❛r✐❛❧ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ Pr❡❝✉♣✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚❡❤✱ ❨✳ ❲✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡

✸✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✵ ♦❢ Pr♦❝❡❡❞✲

✐♥❣s ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ♣❛❣❡s ✷✶✹✕✷✷✸✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥✈❡♥t✐♦♥

❈❡♥tr❡✱ ❙②❞♥❡②✱ ❆✉str❛❧✐❛✳ P▼▲❘✳

❆rt❤✉r✱ ❏✳ ▲✳ ❛♥❞ ❋r❡♥❞❡✇❡②✱ ❏✳ ❖✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ♠✐♥✐✲

♠✉♠ ❝♦st ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❦♥♦✇♥ ♦♣t✐♠❛❧

s♦❧✉t✐♦♥s✳ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✷✹✭✽✮✿✹✹✺✕✹✺✹✳

❇❛❧❛❦r✐s❤♥❛♥✱ ◆✳ ❛♥❞ ◆❡✈③♦r♦✈✱ ❱✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❉✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✻✾✕

✷✼✻✳ ❲✐❧❡②✲❇❧❛❝❦✇❡❧❧✳

❇r❛❞❧❡②✱ ●✳ ❍✳✱ ❇r♦✇♥✱ ●✳ ●✳✱ ❛♥❞ ●r❛✈❡s✱ ●✳ ❲✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❉❡s✐❣♥ ❛♥❞ ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ♣r✐♠❛❧ tr❛♥ss❤✐♣♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t

❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✹✭✶✮✿✶✕✸✹✳

❇r❡♥♥❡r✱ ❯✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❆ ❢❛st❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞ ❍✐t❝❤✲

❝♦❝❦ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❖♣❡r✳ ❘❡s✳ ▲❡tt✳✱ ✸✻✭✹✮✿✹✵✽✕✹✶✸✳

❇r❡♥♥❡r✱ ❯✳ ❛♥❞ ❙tr✉③②♥❛✱ ▼✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋❛st❡r ❛♥❞ ❜❡tt❡r ❣❧♦❜❛❧ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❜②

❛ ♥❡✇ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s✳ ✹✷♥❞ ❉❡s✐❣♥ ❆✉t♦♠❛t✐♦♥

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ✷✵✵✺✳✱ ♣❛❣❡s ✺✾✶✕✺✾✻✳

✶✾✽
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❇r♦❞❡r✱ ❆✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ s♣❛♥♥✐♥❣ tr❡❡s✳ ■♥ ✸✵t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❙②♠✲

♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✹✹✷✕✹✹✼✳

❇✉r❦❛r❞✱ ❘✳ ❊✳ ❛♥❞ ➬❡❧❛✱ ❊✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ▲✐♥❡❛r ❛ss✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❞ ❡①t❡♥✲

s✐♦♥s✳ ■♥ ❉✉✱ ❉✳✲❩✳ ❛♥❞ P❛r❞❛❧♦s✱ P✳ ▼✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t ❱♦❧✉♠❡ ❆✱ ♣❛❣❡s ✼✺✕✶✹✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❯❙✱ ❇♦st♦♥✱

▼❆✳

❈❛rr✐èr❡✱ ▼✳✱ ❈✉t✉r✐✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❖✉❞♦t✱ ❙✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❙❧✐❝❡❞ ❲❛ss❡rst❡✐♥ ❦❡r♥❡❧

❢♦r ♣❡rs✐st❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠s✳ ■♥ Pr❡❝✉♣✱ ❉✳ ❛♥❞ ❚❡❤✱ ❨✳ ❲✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ Pr♦❝❡❡❞✲

✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✹t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣✱ ✈♦❧✉♠❡ ✼✵

♦❢ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ▼❛❝❤✐♥❡ ▲❡❛r♥✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ♣❛❣❡s ✻✻✹✕✻✼✸✱ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❈❡♥tr❡✱ ❙②❞♥❡②✱ ❆✉str❛❧✐❛✳ P▼▲❘✳

❈❤❛r♥❡s✱ ❆✳ ❛♥❞ ❈♦♦♣❡r✱ ❲✳ ❲✳ ✭✶✾✺✹✮✳ ❚❤❡ st❡♣♣✐♥❣ st♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❡①✲

♣❧❛✐♥✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼❛♥✲

❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✭✶✮✿✹✾✕✻✾✳

❈❤❛r♥❡s✱ ❆✳✱ ❑❛r♥❡②✱ ❉✳✱ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳✱ ❙t✉t③✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ●❧♦✈❡r✱ ❋✳ ✭✶✾✼✺✮✳ P❛st✱

♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♦❢ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ tr❛♥ss❤✐♣♠❡♥t ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡rs ✫ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✭✷✮✿✼✶✕✽✶✳

❈❤❛r♥❡s✱ ❆✳ ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✼✶✮✳ ❚❤❡ ♠♦r❡✲❢♦r✲❧❡ss ♣❛r❛❞♦① ✐♥ t❤❡ ❞✐s✲

tr✐❜✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❈❛❤✐❡rs ❞✉ ❈❡♥tr❡ ❞✬❊t✉❞❡s ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥❡❧❧❡✱

✶✸✿✶✶✕✷✷✳

❈✉t✉r✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙✐♥❦❤♦r♥ ❞✐st❛♥❝❡s✿ ▲✐❣❤ts♣❡❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧

tr❛♥s♣♦rt✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✻t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉✲

r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✷✱ ◆■P❙✬✶✸✱ ♣❛❣❡s ✷✷✾✷✕✷✸✵✵✱

❯❙❆✳ ❈✉rr❛♥ ❆ss♦❝✐❛t❡s ■♥❝✳

❉❛♥t③✐❣✱ ●✳ ❇✳ ✭✶✾✺✶✮✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❝t✐✈✐t② ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❆❧❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✸✺✾✕✸✼✸✳

❉❛♥t③✐❣✱ ●✳ ❇✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ▲✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ❊①t❡♥s✐♦♥s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✲

✈❡rs✐t② Pr❡ss✱ Pr✐♥❝❡t♦♥✳
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❉❛♥t③✐❣✱ ●✳ ❇✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❖r✐❣✐♥s ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡① ♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ◆❛s❤✱ ❙✳ ●✳✱ ❡❞✐t♦r✱

❆ ❍✐st♦r② ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✶✹✶✕✶✺✶✳ ❆❈▼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱

❯❙❆✳

❉❛✉♠✱ ❙✳ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r

❧✐♥❡❛r s❡♠✐✲✐♥✜♥✐t❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❜❛s❦❡t ♦♣t✐♦♥ ♣r✐❝✐♥❣✳ ❖♣t✐♠✐③❛✲

t✐♦♥✱ ✻✵✭✶✵✕✶✶✮✿✶✸✼✾✕✶✸✾✽✳

❉❡✐♥❡❦♦✱ ❱✳ ●✳✱ ❑❧✐♥③✱ ❇✳✱ ❛♥❞ ❲♦❡❣✐♥❣❡r✱ ●✳ ❏✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❲❤✐❝❤ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡

✐♠♠✉♥❡ ❛❣❛✐♥st t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞♦①❄ ❉✐s❝r❡t❡ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱

✶✸✵✭✸✮✿✹✾✺✕✺✵✶✳

❉❡♥♥✐s✱ ❏✳ ❇✳ ✭✶✾✺✽✮✳ ❆ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❝♦♠♣✉t❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❏✳ ❆❈▼✱ ✺✭✷✮✿✶✸✷✕✶✺✸✳

❉❡③❛✱ ▼✳✱ ●r✐s❤✉❦❤✐♥✱ ❱✳ P✳✱ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t✱ ▼✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ❚❤❡ ❤②♣❡r♠❡tr✐❝ ❝♦♥❡

✐s ♣♦❧②❤❡❞r❛❧✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❝❛✱ ✶✸✭✹✮✿✸✾✼✕✹✶✶✳

❉❡③❛✱ ▼✳ ▼✳ ❛♥❞ ▲❛✉r❡♥t✱ ▼✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❈✉ts ❛♥❞ ▼❡tr✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r

P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ■♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ ✶st ❡❞✐t✐♦♥✳

❊♠❜r❡❝❤ts✱ P✳✱ ❍♦❢❡rt✱ ▼✳✱ ❛♥❞ ❲❛♥❣✱ ❘✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❇❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♥❞ t❛✐❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡

❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳ ❆♥♥✳ ❆♣♣❧✳ Pr♦❜❛❜✳✱ ✷✻✭✸✮✿✶✻✸✻✕✶✻✺✽✳

❋✐❡❜✐❣✱ ❯✳✲❘✳✱ ❙tr♦❦♦r❜✱ ❑✳✱ ❛♥❞ ❙❝❤❧❛t❤❡r✱ ▼✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠

❢♦r t❛✐❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊①tr❡♠❡s✱ ✷✵✭✶✮✿✶✷✶✕✶✻✽✳

❋✐♥❦❡✱ ●✳ ✭✶✾✼✽✮✳ ❆ ✉♥✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡s❤✐♣♠❡♥t✱ ♦✈❡rs❤✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ♣♦st✲

♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ■♥ ❙t♦❡r✱ ❏✳✱ ❡❞✐t♦r✱ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♣❛❣❡s

✷✵✶✕✷✵✽✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❋♦r❞✱ ▲✳ ❘✳ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥✱ ❉✳ ❘✳ ✭✶✾✺✻✮✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳

▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✭✶✮✿✷✹✕✸✷✳

❋♦r❞✱ ▲✳ ❘✳ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥✱ ❉✳ ❘✳ ✭✶✾✺✼❛✮✳ ❆ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡

❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❤✐t❝❤❝♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ◆❛✈❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲♦❣✐st✐❝s ◗✉❛rt❡r❧②✱ ✹✭✶✮✿✹✼✕

✺✹✳

✷✵✵



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❋♦r❞✱ ▲✳ ❘✳ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥✱ ❉✳ ❘✳ ✭✶✾✺✼❜✮✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♠❛①✲

✐♠❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇s ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❤✐t❝❤❝♦❝❦ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❈❛♥❛❞✐❛♥

❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✾✿✷✶✵✕✷✶✽✳ ❙✉♣♣❧❡♠❡♥t✿ ❘❡♣♦rt ♦❢ t❤❡ ❲❛s❤✐♥❣t♦♥

▼❡❡t✐♥❣✳

❋♦r❞✱ ▲✳ ❘✳ ❛♥❞ ❋✉❧❦❡rs♦♥✱ ❉✳ ❘✳ ✭✶✾✻✷✮✳ ❋❧♦✇s ✐♥ ◆❡t✇♦r❦s✳ Pr✐♥❝❡t♦♥ ❯♥✐✲

✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

❋r♦❣♥❡r✱ ❈✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❈✳✱ ▼♦❜❛❤✐✱ ❍✳✱ ❆r❛②❛✲P♦❧♦✱ ▼✳✱ ❛♥❞ P♦❣❣✐♦✱ ❚✳ ✭✷✵✶✺✮✳

▲❡❛r♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ✇❛ss❡rst❡✐♥ ❧♦ss✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✽t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ✲ ❱♦❧✉♠❡ ✷✱ ◆■P❙✬✶✺✱

♣❛❣❡s ✷✵✺✸✕✷✵✻✶✱ ❈❛♠❜r✐❞❣❡✱ ▼❆✱ ❯❙❆✳ ▼■❚ Pr❡ss✳

●❛ss✱ ❙✳ ■✳ ✭✶✾✻✾✮✳ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✿ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✴ ❙❛✉❧ ■✳

●❛ss✳ ▼❝●r❛✇✲❍✐❧❧ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✸r❞ ❡❞✳ ❡❞✐t✐♦♥✳

●❛ss✱ ❙✳ ■✳ ✭✶✾✾✵✮✳ ❖♥ s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡

❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✶✭✹✮✿✷✾✶✕✷✾✼✳

●❧✐❝❦s♠❛♥✱ ❙✳✱ ❏♦❤♥s♦♥✱ ▲✳✱ ❛♥❞ ❊s❡❧s♦♥✱ ▲✳ ✭✶✾✻✵✮✳ ❈♦❞✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ◆❛✈❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ▲♦❣✐st✐❝s ◗✉❛rt❡r❧②✱ ✼✭✷✮✿✶✻✾✕✶✽✸✳

●❧♦✈❡r✱ ❋✳✱ ❑❛r♥❡②✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ❚❤❡ ❛✉❣♠❡♥t❡❞ ♣r❡❞❡❝❡ss♦r

✐♥❞❡① ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❧♦❝❛t✐♥❣ st❡♣♣✐♥❣✲st♦♥❡ ♣❛t❤s ❛♥❞ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ❞✉❛❧ ♣r✐❝❡s ✐♥

❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚r❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✭✷✮✿✶✼✶✕✶✼✾✳

●❧♦✈❡r✱ ❋✳✱ ❑❛r♥❡②✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✼✹❛✮✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠✲

♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ♦❢ ♣r✐♠❛❧✱ ❞✉❛❧ ❛♥❞ ♣r✐♠❛❧✲❞✉❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦❞❡s ❢♦r

♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ◆❡t✇♦r❦s✱ ✹✭✸✮✿✶✾✶✕✷✶✷✳

●❧♦✈❡r✱ ❋✳✱ ❑❛r♥❡②✱ ❉✳✱ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ◆❛♣✐❡r✱ ❆✳ ✭✶✾✼✹❜✮✳ ❆ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

st✉❞② ♦♥ st❛rt ♣r♦❝❡❞✉r❡s✱ ❜❛s✐s ❝❤❛♥❣❡ ❝r✐t❡r✐❛✱ ❛♥❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✭✺✮✿✼✾✸✕✽✶✸✳

●❧♦✈❡r✱ ❋✳ ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✼✷✮✳ ❉♦✉❜❧❡✲♣r✐❝✐♥❣ ❞✉❛❧ ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜❧❡ st❛rt ❛❧✲

❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ✭❞✐str✐❜✉t✐♦♥✮ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♣♣❧✐❡❞

▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❢♦r ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❆▼▼✲✷✵✳

✷✵✶



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

●❧♦✈❡r✱ ❋✳ ❛♥❞ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳ ✭✶✾✽✷✮✳ ❘❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ✐♠✲

♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ■◆❋❖❘✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❙②st❡♠s ❛♥❞ ❖♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✷✵✭✹✮✿✹✸✸✕✹✺✷✳

●❧♦✈❡r✱ ❋✳✱ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❇❛rr✱ ❘✳ ✭✶✾✼✾✮✳ ❊♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ♦❢ s♣❛♥♥✐♥❣

tr❡❡ ❧❛❜❡❧❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱

✶✼✿✶✻✕✸✹✳

●❧♦✈❡r✱ ❋✳✱ ❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❙t✉t③✱ ❏✳ ✭✶✾✼✹❝✮✳ ❆✉❣♠❡♥t❡❞ t❤r❡❛❞❡❞ ✐♥❞❡①

♠❡t❤♦❞ ❢♦r ♥❡t✇♦r❦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✳ ■◆❋❖❘✿ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❖♣❡r✲

❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤✱ ✶✷✭✸✮✿✷✾✸✕✷✾✽✳

●♦tts❝❤❧✐❝❤✱ ❈✳ ❛♥❞ ❙❝❤✉❤♠❛❝❤❡r✱ ❉✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ s❤♦rt❧✐st ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❢❛st

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛rt❤ ♠♦✈❡r✬s ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ✜♥❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s t♦

tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ P▲❖❙ ❖◆❊✱ ✾✭✶✵✮✿✶✕✶✵✳

●r✐❣♦r✐❛❞✐s✱ ▼✳ ❉✳ ✭✶✾✽✻✮✳ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ s✐♠♣❧❡①

♠❡t❤♦❞✳ ■♥ ●❛❧❧♦✱ ●✳ ❛♥❞ ❙❛♥❞✐✱ ❈✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ◆❡t✢♦✇ ❛t P✐s❛✱ ♣❛❣❡s ✽✸✕✶✶✶✳

❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ❇❡r❧✐♥✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❍✐t❝❤❝♦❝❦✱ ❋✳ ▲✳ ✭✶✾✹✶✮✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦❞✉❝t ❢r♦♠ s❡✈❡r❛❧ s♦✉r❝❡s t♦

♥✉♠❡r♦✉s ❧♦❝❛❧✐t✐❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❛♥❞ P❤②s✐❝s✱ ✷✵✭✶✕✹✮✿✷✷✹✕✷✸✵✳

❍♦✛♠❛♥✱ ❆✳ ❏✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ❖♥ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❈♦♥✈❡①✐t②✱ Pr♦✲

❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ ❙②♠♣♦s✐❛ ✐♥ P✉r❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✼✿✸✶✼✕✸✷✼✳

❍♦✉t❤❛❦❦❡r✱ ❍✳ ❙✳ ✭✶✾✺✺✮✳ ❖♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥

♣r♦❜❧❡♠✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛✱ ✸✭✷✮✿✷✶✵✕

✷✶✹✳

❑❛✐❜❡❧✱ ❱✳ ❛♥❞ ❲❡❧t❣❡✱ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❆ s❤♦rt ♣r♦♦❢ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①✐t②

♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡ ❣r♦✇s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✳ ❉✐s❝r❡t❡ ✫ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

●❡♦♠❡tr②✱ ✺✸✭✷✮✿✸✾✼✕✹✵✶✳

❑❛♥t♦r♦✈✐❝❤✱ ▲✳ ❱✳ ✭✶✾✻✵✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ ❛♥❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣

♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✻✭✹✮✿✸✻✻✕✹✷✷✳

✷✵✷
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❑❛♥t♦r♦✈✐t❝❤✱ ▲✳ ✭✶✾✺✽✮✳ ❖♥ t❤❡ tr❛♥s❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss❡s✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱

✺✭✶✮✿✶✕✹✳

❑❧❡✐♥s❝❤♠✐❞t✱ P✳ ❛♥❞ ❙❝❤❛♥♥❛t❤✱ ❍✳ ✭✶✾✾✺✮✳ ❆ str♦♥❣❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❢♦r t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✻✽✭✶✮✿✶✕✶✸✳

❑❧✐♥❣♠❛♥✱ ❉✳✱ ◆❛♣✐❡r✱ ❆✳✱ ❛♥❞ ❙t✉t③✱ ❏✳ ✭✶✾✼✹✮✳ ◆❡t❣❡♥✿ ❆ ♣r♦❣r❛♠ ❢♦r ❣❡♥❡r✲

❛t✐♥❣ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡ ❝❛♣❛❝✐t❛t❡❞ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✱ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st

✢♦✇ ♥❡t✇♦r❦ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✭✺✮✿✽✶✹✕✽✷✶✳

❑♦❝❤❡♥❜❡r❣❡r✱ ●✳✱ ❍❛♦✱ ❏✳✲❑✳✱ ●❧♦✈❡r✱ ❋✳✱ ▲❡✇✐s✱ ▼✳✱ ▲ü✱ ❩✳✱ ❲❛♥❣✱ ❍✳✱ ❛♥❞

❲❛♥❣✱ ❨✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❤❡ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜✐♥❛r② q✉❛❞r❛t✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♣r♦❜✲

❧❡♠✿ ❛ s✉r✈❡②✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ✷✽✭✶✮✿✺✽✕✽✶✳

❑♦❧♦✉r✐✱ ❙✳✱ P❛r❦✱ ❙✳ ❘✳✱ ❚❤♦r♣❡✱ ▼✳✱ ❙❧❡♣❝❡✈✱ ❉✳✱ ❛♥❞ ❘♦❤❞❡✱ ●✳ ❑✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❖♣✲

t✐♠❛❧ ♠❛ss tr❛♥s♣♦rt✿ ❙✐❣♥❛❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❝❤✐♥❡✲❧❡❛r♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■❊❊❊ ❙✐❣♥❛❧ Pr♦❝❡ss✐♥❣ ▼❛❣❛③✐♥❡✱ ✸✹✭✹✮✿✹✸✕✺✾✳

❑♦♦♣♠❛♥s✱ ❚✳ ❈✳ ✭✶✾✹✾✮✳ ❖♣t✐♠✉♠ ✉t✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ s②st❡♠✳

❊❝♦♥♦♠❡tr✐❝❛ ✭♣r❡✲✶✾✽✻✮✱ ✶✼✿✶✸✻✳

❑♦rt❡✱ ❇✳ ❛♥❞ ❱②❣❡♥✱ ❏✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❈♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✿ ❚❤❡♦r② ❛♥❞

❆❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❙♣r✐♥❣❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ■♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✱ ✹t❤ ❡❞✐t✐♦♥✳

❑♦✈á❝s✱ P✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ▼✐♥✐♠✉♠✲❝♦st ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡✱ ✸✵✭✶✮✿✾✹✕✶✷✼✳

❑r❛✉s❡✱ ❉✳✱ ❙❝❤❡r❡r✱ ▼✳✱ ❙❝❤✇✐♥♥✱ ❏✳✱ ❛♥❞ ❲❡r♥❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✶✽✮✳ ▼❡♠❜❡rs❤✐♣

t❡st✐♥❣ ❢♦r ❜❡r♥♦✉❧❧✐ ❛♥❞ t❛✐❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ▼✉❧t✐✈❛r✐❛t❡

❆♥❛❧②s✐s✱ ✶✻✽✿✷✹✵✕✷✻✵✳

▲❡❡✱ ❆✳ ❏✳ ✭✶✾✾✸✮✳ ●❡♥❡r❛t✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ❜✐♥❛r② ❞❡✈✐❛t❡s ❤❛✈✐♥❣ ✜①❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧

❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♥❞ s♣❡❝✐✜❡❞ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ❙t❛t✐st✐❝✐❛♥✱

✹✼✭✸✮✿✷✵✾✕✷✶✺✳

▲ü❜❜❡❝❦❡✱ ▼✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❈♦❧✉♠♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥✱ ✈♦❧✉♠❡ ✽ ♦❢ ❲✐❧❡② ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❊❖❘▼❙✮✳ ❲✐❧❡②✳

✷✵✸
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▲✉❡♥❜❡r❣❡r✱ ❉✳ ●✳ ❛♥❞ ❨❡✱ ❨✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ▲✐♥❡❛r ❛♥❞ ◆♦♥❧✐♥❡❛r Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✳

❙♣r✐♥❣❡r P✉❜❧✐s❤✐♥❣ ❈♦♠♣❛♥②✱ ■♥❝♦r♣♦r❛t❡❞✳

▼♦♥❣❡✱ ●✳ ✭✶✼✽✶✮✳ ▼❡♠♦✐r❡ s✉r ❧❛ t❤❡♦r✐❡ ❞❡s ❞❡❜❧❛✐s ❡t ❞❡s r❡♠❜❧❛✐s✳ ❍✐st♦✐r❡

❞❡ ❧✬❆❝❛❞❡♠✐❡ ❘♦②❛❧❡ ❞❡s ❙❝✐❡♥❝❡s ❞❡ P❛r✐s✳

▼♦♥t❛✈♦♥✱ ●✳✱ ▼ü❧❧❡r✱ ❑✳✲❘✳✱ ❛♥❞ ❈✉t✉r✐✱ ▼✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❲❛ss❡rst❡✐♥ tr❛✐♥✐♥❣

♦❢ r❡str✐❝t❡❞ ❜♦❧t③♠❛♥♥ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ■♥ ▲❡❡✱ ❉✳ ❉✳✱ ❙✉❣✐②❛♠❛✱ ▼✳✱ ▲✉①❜✉r❣✱

❯✳ ❱✳✱ ●✉②♦♥✱ ■✳✱ ❛♥❞ ●❛r♥❡tt✱ ❘✳✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ◆❡✉r❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

Pr♦❝❡ss✐♥❣ ❙②st❡♠s ✷✾✱ ♣❛❣❡s ✸✼✶✽✕✸✼✷✻✳ ❈✉rr❛♥ ❆ss♦❝✐❛t❡s✱ ■♥❝✳

▼✉♥❦r❡s✱ ❏✳ ✭✶✾✺✼✮✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲

❧❡♠s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙♦❝✐❡t② ❢♦r ■♥❞✉str✐❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱

✺✭✶✮✿✸✷✕✸✽✳

❖r❧✐♥✱ ❏✳ ✭✶✾✽✽✮✳ ❆ ❢❛st❡r str♦♥❣❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦st ✢♦✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥

Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t✐❡t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠✲

♣✉t✐♥❣✱ ❙❚❖❈ ✬✽✽✱ ♣❛❣❡s ✸✼✼✕✸✽✼✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ◆❨✱ ❯❙❆✳ ❆❈▼✳

P❛❞❜❡r❣✱ ▼✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❚❤❡ ❜♦♦❧❡❛♥ q✉❛❞r✐❝ ♣♦❧②t♦♣❡✿ ❙♦♠❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱

❢❛❝❡ts ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡s✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✹✺✭✶✮✿✶✸✾✕✶✼✷✳

P✐t♦✇s❦②✱ ■✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣♦❧②t♦♣❡s✿ ❚❤❡✐r ❣❡♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳

▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✺✵✭✶✮✿✸✾✺✕✹✶✹✳

◗❛q✐s❤✱ ❇✳ ❋✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛t❡ ❜✐♥❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r s✐♠✉✲

❧❛t✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜✐♥❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ s♣❡❝✐✜❡❞ ♠❛r❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥s ❛♥❞ ❝♦rr❡✲
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