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Einleitung

Der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit ist die Frage nach einer unendlich-
dimensionalen Version eines klassischen Satzes von Myers und Steenrod 7], der
folgendes besagt: Die Isometriegruppe I(M) einer Riemannschen Mannigfaltig-
keit M ist eine Lie-Transformationsgruppe beziiglich der kompakt-offen Topo-
logie. Zum Beweis wird I(M) in das n + 1-fache kartesische Produkt M™*!
von M eingebettet, wobei n die Dimension von M ist. Die Autoren weisen
nach, dass fiir Punkte xq,...,x, € M in allgemeiner Lage, die Abbildung f —
(f(x0), .-, f(zn)) von I(M) nach M™ ! injektiv ist und dass das Bild eine abge-
schlossene Untermannigfaltigkeit von M"*! ist. Beziiglich der dadurch induzier-

ten differenzierbaren Struktur wird /(M) zu einer Lie-Transformationsgruppe von
M.

Diese Beweisidee von Myers und Steenrod eignet sich nicht, um den Fall ei-
ner unendlich-dimensionalen Riemann-Hilbertmannigfaltigkeit M zu behandeln.
Stattdessen beweisen wir zunéichst eine unendlich-dimensionale Version eines Re-
sultates von Kobayashi [5]. Dieses besagt, dass die Automorphismengruppe einer
1-Struktur, d.h. einer Parallelisierung, auf einer endlich-dimensionalen Mannig-
faltigkeit N eine Lie-Transformationsgruppe ist. Im Beweis von Kobayashis Satz
werden strikt endlich-dimensionale Konzepte wie Koordinatensysteme der 2. Art
und lokale Kompaktheit von N verwendet. Unter der zusétzlichen Annahme,
dass alle Vektorfelder auf N, die mit der 1-Struktur kommutieren, vollstandig
sind, konnen wir Kobayashis Satz im Unendlich-dimensionalen beweisen. Dazu
verwenden wir insbesondere ein kiirzlich publiziertes Resultat von Abouqateb
und Neeb [1].

Im zweiten Kapitel wenden wir das Hauptresultat des ersten Kapitels an,
um zu zeigen, dass die Gruppe der affinen Transformationen A einer Banach-
mannigfaltigkeit mit Zusammenhang eine Lie-Transformationsgruppe von M ist,
sofern M geoditisch vollstandig ist. Dazu geben wir eine 1-Struktur auf dem
Rahmenbiindel N = LM von M an und zeigen, dass die Automorphismen dieser
1-Struktur genau den affinen Transformationen von M entsprechen. Wir zeigen
ferner, dass die Liealgebra von A aus den infinitesimalen affinen Transformatio-
nen besteht.

Analog dazu betrachten wir im letzten Abschnitt eine Riemann-Hilbertmannig-
faltigkeit M. Anstelle des Rahmenbiindels LM tritt hier das Biindel der orthogo-
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6 FEinleitung

nalen Rahmen OM. Wir erkldren wieder eine 1-Strukur auf OM und weisen nach,
dass die Isometrien von M den Automorphismen der 1-Strukur entsprechen. Aus
dem Hauptresultat des ersten Kapitels erhalten wir schliesslich eine Version des
Satzes von Myers und Steenrod im Fall einer unendlich-dimensionalen Riemann-
Hilbertmannigfaltigkeit M unter der Annahme, dass M geodétisch vollstiandig
ist. Die Liealgebra der Isometriegruppe I(M) von M besteht hierbei aus den
infinitesimalen Isometrien.

Ich bedanke mich bei Prof. Dr. Ernst Heintze und bei Dr. Bogdan Popescu.
Fiir die finanzielle Unterstiitzung danke ich dem Graduiertenkolleg “Nichtlineare
Probleme in Analysis, Geometrie und Physik” und der Universitit Augsburg.



Kapitel 1

Die Automorphismengruppe einer
1-Struktur

Im Folgenden sei N eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit, die iiber einem
Banachraum F' modelliert ist.

In diesem Kapitel wird gezeigt, dass die Automorphismengruppe einer 1-
Struktur auf N eine Lie-Transformationsgruppe ist, unter der Voraussetzung,
dass alle Vektorfelder auf N, die mit der 1-Struktur kommutieren, vollstindig
sind. Im Endlich-dimesionalen (d.h. F' = R"™) wurde dies (ohne die Vollstéin-
digkeit obiger Vektorfelder vorauszusetzen) von Kobayashi [5] gezeigt. Fiir eine
sorgfiltige Ausarbeitung von Kobayashis Beweis sei auf 3] verwiesen.

Definition 1.1. Eine 1-Struktur auf N ist ein Diffeomorphismus ¢ : N x F' —
TN, so dass
o(p,:): F - T,N (1.1)

fiir alle p € N ein topologisch linearer Isomorphismus ist.

Bemerkung 1.2. Eine 1-Struktur auf N definiert eine lineare Abbildung F' —
X(N), bei der jedem Element z € F' das Vektorfeld Z := ®(-, z) zugeordnet wird.
Man nennt Z das konstante Feld zu z.

Definition 1.3. Sei N eine Mannigfaltigkeit mit 1-Struktur ®. Dann heisst die
Menge aller Diffeomorphismen f : N — N fiir die gilt

DfoZ=Zof (1.2)
fiir alle konstanten Felder Z, die Automorphismengruppe von ®, kurz Aut(®).

Offenbar ist Aut(®) tatsichlich eine Gruppe beziiglich der Komposition. An-
ders als in der endlich-dimensionalen Situation versehen wir Aut(®) nicht mit
der kompakt-offen Topologie. Die Toplogie wird durch einen Atlas, den wir kon-
struieren werden, gegeben sein.
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Wir bezeichnen die maximale Integralkurve des konstanten Feldes Z mit An-
fangswert p € N zur Zeit t mit ¢(p, z,t). Eine 1-Strukur definiert eine Schar
von Vektorfeldern, die differenzierbar von dem Parameter z € F abhéngen.
Aus der Theorie gewohnlicher Differentialgleichungen mit Parameter folgt, dass
der Definitionsbereich O von ¢ eine offene Teilmenge von N x F' x R ist mit
N x F x {0} C O. Der Fluss ¢ ist differenzierbar auf O.

Lemma 1.4. Fir alle « € R und alle f € Aut(®) gilt

o(p,az,t) = @(p, 2, at) (1.3)
flp(p, 2,t) = o(f(p),21) (1.4)

Beweis: Die erste Gleichung folgt aus der Linearitdt der Abbildung z — Z. Die
zweite Gleichung gilt wegen (1.2). O

Zur Abkiirzung schreiben wir ¢, (p) := ¢,(2) := ¢(p, z,1) und bezeichen die
zugehorigen maximalen Definitionsbereiche von ¢, und ¢, mit D, C N bzw.
D, C F. Dabei kann D, auch leer sein, D, ist eine offene Umgebung von 0 € F.
Wir schreiben

A={y=9p,0...00. |z € F, meN}

fiir die Menge der lokalen Diffeomorphismen ¢, o...0p,, . Wegen ¢ ! = p__ ist A
eine Gruppe beziiglich der Komposition. Den Definitionsbereich von v bezeichnen
wir mit D.,.

Lemma 1.5. Sei f € Aut(®) und vy € A. Dann gilt fory =~of und f(D,) = D,.
Beweis: Das folgt sofort aus Gleichung (1.4). O

Lemma 1.6. Zu p € N gibt es offene Umgebungen U von p in N und V wvon 0
in I, so dass fiir jedes ¢ € U die Abbildung ¢, : V — M ein Diffeomorphismus
auf eine offene Umgebung von ¢ in N ist.

Beweis: Wir betrachten die Abbildung g : NxW — N x N, (p,z) — (p, ¢.(p)),
wobei W eine offene Umgebung von 0 in F ist, so dass ¢, (p) fiir alle z € W erklért
ist. Fiir die partielle Ableitung D g¢,0) von g in (p,0) gilt offensichtlich

Digpo) : T,N — T,N x T,N, X, — (X,, Xp).

Zur Berechnung der zweiten Komponente von Dg, o) sei c(t) eine differenzierbare
Kurve in I der Form ¢(t) = A(t)z. Dabei ist A(t) eine differenzierbare Kurve in
R mit A(0) = 1 und A(0) = 0 und z € F. Dann ist wegen (1.3)

d d

G| e )= 21 ez A0) = A0)Z, = 2,



Damit ist Dag(p02 = (0,Z,). Fiir die Ableitung von g in (p,0) gilt insgesamt
Dgpo)(X,2) = Digpo)X + Dagpoyz = (X, X) + (0, 2,). Da z = Z,, F — T,N
ein topologisch linearer Isomorphismus ist, folgt, dass auch Dg(, ¢ ein topologisch
linearer Isomorphismus ist. Wir kénnen nun auf g im Punkt (p, 0) den Umkehrsatz
anwenden und erhalten so die Behauptung. 0

Lemma 1.7. Zu je zwei Punkten p,q € N gibt es v € A mit y(p) = q.

Beweis: Sei p € N gegeben. Wegen Lemma 1.6 ist der Orbit A(p) = {v(p)| v €
A} offen in N. Da A eine Gruppe ist, liefern die Orbits eine disjunkte Zerlegung
von N und der Orbit A(p) ist als Komplement der Vereinigung aller anderen
Orbits, abgeschlossen. Da N zusammenhéngend ist, folgt A(p) = N. O

Proposition 1.8. (i) Sei f : N — N eine Abbildung mit fo~y =yo f fir alle
v € A. Dann ist [ differenzierbar und es gilt f € Aut(P).

(i1) Sei X ein (nicht notwendigerweise differenzierbares) Vektorfeld auf N mit
Xoy=DvyoX firalley € A. Dann ist X ein differenzierbares Vektorfeld
und es gilt [X, Z] = 0 fir alle konstanten Felder Z. Ist ferner X vollstindiyg,
so ist der zugehdrige Fluss o Element von Aut(®) fir alle t € R.

Beweis: (i) Sei p € N und V die Umgebung von 0 € F' aus Lemma 1.6. Fiir
jeden Punkt ¢ in einer Umgebung von p gibt es ein z € V mit ¢ = ¢,(z). Wegen
flep(2)) = @pp(2) folgt die Differenzierbarkeit von f in p. Zum Beweis der
zweiten Aussage setzen wir v = ¢, mit z € F und ¢t € R. Nach Voraussetzung
gilt f(¢i(p)) = wi(f(p)). Das ist dquivalent zu f(o(p,z,t)) = @(f(p), 2, 1).
Ableiten nach t in t = 0 liefert Df o Z = Z o f, wobei Z das konstante Feld zu z
bezeichnet.

(ii) Die Differenzierbarkeit zeigt man wie in (i). Mit v = ¢, = ¢(, 2,t)
gilt nach Voraussetzung X o o7 = DyZ o X, wobei ¢? den Fluss von Z zur
Zeit t bezeichnet. Dann gilt wegen der Definition der Lieklammer [X,Z] =
lim; o %(D%Z(X((pgt(p)) — X,) = 0 fiir alle p € N. Fiir die letzte Behauptung

nehmen wir nun an, dass X zusétzlich vollstindig sei. Aus [X,Z] = 0 folgt
o opZ = pZ oy fiir alle s in einer Umgebung von 0 € R. Wie in (i) sicht man,
dass X € Aut(®P) fiir alle t € R. O

Wir bezeichnen die Menge aller Vektorfelder auf N die mit der 1-Struktur
kommutieren mit [, d.h.

[:={X € X(N)| [X, Z] = 0 fiir alle konstanten Felder Z}.

Es folgt sofort aus der Jacobi-Identitdt und der Linearitat der Klammer, dass
[ eine Liealgebra ist.

Lemma 1.9. Die lineare Abbildung i, : | — T,N, X — X,,, fiir ein festesp € N,
15t injektiv.
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Beweis: Wegen [X,Z] = 0 fiir X € [ und ein konstantes Feld Z gilt fiir die
Fliisse

e (92 (p) = ©Z (7 (p)) (1.5)

fiir alle |s|, |¢| hinreichend klein. Um die Injektivitit von 4, zu zeigen, nehmen wir
X, = 0 an. Wir wollen zeigen, dass daraus X = 0 folgt. Gleichung (1.5) impliziert
dann wegen X (p) = p fiir alle t € R

o (0Z(p)) = ¢Z(p) fiir alle |s|, |[t| hinreichend klein.

Also gilt X, = 0 fiir alle ¢ in einer Umgebung von p. Die Menge der Ruhelagen
von X ist also offen. Sie ist ebenfalls abgeschlossen und da N zusammenhéngend
ist, folgt X = 0 und damit die Behauptung. 0

Proposition 1.10. Der lineare Unterraum U, := i,(l) ist abgeschlossen in T,N
und damit ein Banachraum.

Beweis: Sei (X") eine Folge in [ mit X' — Y fiir n — oo. Wir zeigen,
dass es ein Vektorfeld X € [ gibt mit X, = Y. Sei ¢ € N gegeben, dann
gibt es nach Lemma 1.7 ein v € A mit ¢ = v(p). Definiere X, := Dv,X,.
Dies ist unabhingig von der Wahl von 7, denn sei ¥ € A mit ¢ = F(p), so
gilt X, = DX, = DylimX) = lim Dy X = limX;l(p) = limX’;(p) =
lim D7, X} = D7, lim X} = D7, X,,. Es gilt ferner X, = lim X fiir jedes ¢ € N
nach obiger Gleichung. Wir erhalten weiter fiir alle 4 € A und alle ¢ € N die
Gleichung X o 1u(q) = X,(q) = lim XZ(q) = lim Dp X} = Dy lim X' = Dp,X,.
Aus Proposition 1.8 (ii) folgt, dass X ein differenzierbares Vektorfeld ist mit
[X, Z] = 0 fiir alle konstanten Felder Z und somit gilt X € [. O

Mittels ¢, konnen wir [ mit [, identifizieren und somit [ als Banachraum an-
sehen.

Proposition 1.11. Die Klammer |[-,:] : [ x [ — [ ist eine stetige Abbildung.
Somit ist [ (und 1,) eine Banach-Liealgebra.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dass X, — X, [, — [eine Schar von Vektorfeldern
erklart, die differenzierbar von X, abhéngen. Sei dazu ¢ € N beliebig vorgegeben.
Dann gibt es ein v € A mit v(p) = ¢. Dabei hat v die Form v = ¢,, 0...0¢p,, .
Es gilt X, = Dv,X, = Dy, o...0 Dy, X,. Die Abbildung z; — ¢z o ¢,, o
...0@, (p), F — N ist ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung von z;.
Somit gibt es eine Umgebung U von g, so dass fiir jedes ¢ € U gilt ¢ = ¢z, (5 0¢.,0°
...0@;,. (p), wobei Z,(q) differenzierbar von ¢ abhéngt. Ferner gilt X; = Dz (g 0
Dy,,o0...0Dy, X,. Alsoist durch X, — X, [, — [eine Schar von Vektorfeldern
auf N gegeben, die differenzierbar von dem Parameter X, abhidngen. Aus der
Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen mit Parameter folgt, dass der
zugehorige Fluss o} (p) differenzierbar von X, € [, und damit von X € [ abhiingt,
wobei wir [ als Banachraum ansehen mittels der Identifikation durch 7,,.



11

Nach der bekannten Formel fiir die Klammer (Exercise 4.2-4 in [2]) gilt

d d

X Y], == — X 00) o (p).
X, Y], e t:szoso_tosas op; (p)

Da nach dem oben Gezeigten die Fliisse differenzierbar von X bzw. Y abhangen,

folgt, dass auch [X, Y], und damit [X, Y] differenzierbar und somit insbesondere
stetig von X bzw. Y abhéngen. OJ

Wenn wir nun annehmen, dass alle Vektorfelder aus [ vollstindig sind, dann
ist die Exponentialabbildung exp : [ — Aut(®), exp(X) := o7 definiert. Genauer
gesagt benotigen wir fiir das Weitere, dass exp auf einer offenen Umgebung von
0 € lerklart ist, was ohne die Vollstdndigkeit der Vektorfelder aus [ nicht gegeben
ist. Fiir den zu konstruierenden Atlas auf Aut(®) werden wir eine beliebige Karte
auf die Exponentialabbildung, eingeschrinkt auf eine offene Umgebung von 0 € [,
zurlickfithren. Zu diesem Zweck zeigen wir zunéchst, dass exp in einer offenen
Umgebung von 0 injektiv ist. Dazu verwenden wir folgenden Satz.

Satz 1.12. Seien E und F' Banachriume und f : U C E — F eine C'-Abbildung,
wobei D f,,(E) abgeschlossen in F' ist und D f,, € GI(E, D f,,(E)). Dann gibt es
eine Umgebung V- C U wvon ug, so dass f|y injektiv ist.

Beweis: Theorem 2.5.10 in [2]. O

Wir betrachen die Abbildung f : [, — N, X, — ©(p). Zur Berechnung
der Ableitung von f in 0 sei c(t) = A(t)X), eine Kurve in [, mit A\(0) = 0 und
A(0) = 1. Damit gilt fiir die Ableitung von f in 0

_ 4
Cdt

D)= 0 e =0 X=X, (L6)

DfO(Xp) A(t)
t=0

p)

1
t=0
fir alle X, € [,. Es gilt also Dfy : [, = T,N, X, — X,,.

Proposition 1.13. FEs gibt eine offene Umgebung V von 0 in F, so dass exp |y
injektiv ist.

Beweis: Nach obiger Rechnung ist D fy([,) = [, und daher abgeschlossen in
T,N nach Proposition 1.10. Somit sind die Voraussetzungen aus Satz 1.12 erfiillt
und wir erhalten eine offene Umgebung V,, von 0 in [,, so dass F|y, injektiv ist.
Daraus folgt, dass exp |y injektiv ist, wobei V := (i,,) (V). O

Wir werden in Satz 1.18 einen Atlas auf Aut(®) konstruieren, indem wir
das exp-Bild einer kleinen Umgebung von 0 von links mit sdmtlichen Elementen
aus Aut(®) multiplizieren. Um zu zeigen, dass der Kartenwechsel differenzierbar
ist und fiir den Nachweis der Differenzierbarkeit der Gruppenmultiplikation in
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Aut(®) bendtigen wir folgendes Resultat. Es besagt, dass es lokal eine differen-
zierbare Verkniipfung in [, gibt, ndmlich die Baker-Campbell-Hausdorff-Reihe,
die sich mit der Multiplikation in Aut(®) vertrigt.

Proposition 1.14. Es gibt eine offene und zusammenhangende Umgebung T
von 0 wn [, so dass die Baker-Campbell-Hausdroff-Reihe in | eine differenzierbare
Abbildung - x - : Ty x Ty — | definiert. Nehmen wir zusdtzlich an, dass alle
Vektorfelder aus [ vollstindig sind, so gilt exp(X *xY) = expY exp X fir alle
X, Y €Ty.

Beweis: Da [ eine Banach-Lieabgebra ist, folgt die erste Behauptung aus Pro-
position 1, Ch II, §7 in [4]. Zum Nachweis der zweiten Aussage verwenden wir
Proposition 5.4 in [1], die folgendes besagt:

Sei M ein Mannigfaltigkeit, die iiber einem lokal-konvexen Raum modelliert
ist und sei G C g eine exponentielle lokale Liegruppe mit Liealgebra g. Dabei
heisst G C g exponentielle lokale Liegruppe, wenn g eine lokal-konvexe Liealge-
bra ist, G eine kreisformige offene Umgebung von 0 € g und auf G eine lokale
differenzierbare Gruppenstruktur erkléart ist mit folgenden Eigenschaften: Es gibt
eine offene Menge Dy C G x G, so dass fiir die lokale Gruppenmultiplikation
me : Dg — G, (z,y) — x *y gilt

(E1) Fir z € G und [t],]s], |s +t| < 1 folgt (tz, sz) € Dg mit tx * sz = (t + s)x.
(E2) Der quadratische Term in der Taylorentwicklung von mg ist [z, y].

Sei nun D C D¢ die Zusammenhangskomponente von D¢, die (0,0) enthilt.
Dann gilt fiir alle (z,y) € D%

Exp, (z * y) = Exp, (z)Exp, (y).

Hierbei ist o : g — X(M) ein Liealgebrenmorphismus, fiir den folgende Voraus-
setzungen gelten:

(i) Jedes Vektorfeld a(x) ist vollstandig.
(ii) Exp, :g — Diff(M), x — (—a(z)) ist differenzierbar, d.h.
(z,p) — exp(—a(z))(p), g x N - N
ist differenzierbar.

Um dieses Resultat auf unseren Fall anwenden zu konnen, stellen wir zunéchst
fest, dass nach Remark 4.3(b) in [1], jede Banach-Liealgebra lokal exponentiell ist.
Dabei ist die exponentielle lokale Liegruppenstruktur in einer offenen Umgebung
von 0 durch die Baker-Campbell-Hausdorff-Reihe gegeben. Der Liealgebrenmor-
phismus ist in unserer Situation a : [ — [[ X +— X. Damit ist (i) nach Voraus-
setzung erfiillt. Die Bedingung (ii) gilt nach dem Satz iiber parameterabhingige
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gewOhnliche Differentialgleichungen. U

Zum Nachweis der Differenziebarkeit der Gruppenmultiplikation in Aut(®)
benotigen wir ebenfalls folgende Proposition.

Proposition 1.15. Seien alle Vektorfelder aus | vollstindig. Dann gibt es zu g €
Aut(P) eine Abbildung Ad(g) € GI(I,), so dass folgendes Diagramm kommutiert

Int(g)

Aut(®) —— Aut(P)

exp T T exp

[ %, [ (1.7)
[p Ad(g) [p

Dabei ist Int(g)h := ghg™" fiir h € Aut(®) und g.X := Dgo X og™! fiir X € L.
Durch die Identifikation von 1, mit | mittels i,, kénnen wir Ad(g) ebenfalls als
FElement von GI(l) ansehen.

Beweis: Wir bemerken zunéchst, dass ¢g,X € [ fiir jedes X € [, denn dies ist
Aquivalent zu ¥~ € Aut(®) fiir alle ¢ € R. Letztere Bedingung ist wahr, da
0 = go X og ! und wegen g,¢X, ¢! € Aut(®) folgt ¢~ € Aut(®). Mit
Ad(g)X, = (9.X), wird obiges Diagramm kommutativ. Es muss nur noch ge-
zeigt werden, dass Ad(g) € Gl(I,). Da die Abbildungen X, — X, [, — [ und
i, : I — [, differenzierbar sind und g¢ differenzierbar ist, ist die Komposition
X, — i,(Dgo X og~') ebenfalls differenzierbar. Wegen (Ad(g))~' = Ad(g™!) gilt
Ad(g) € GI(L,). O

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun das Hauptergebnis dieses Kapi-
tels formulieren. Wir stellen folgende Definition einer Lie-Transformationsgruppe
voran, die wir [8] entnommen haben.

Definition 1.16. Fine Gruppe G von Diffeomorphismen auf N heisst Lie-Trans-
formationsgruppe von N wenn gilt

(i) G ist eine Banach-Liegruppe.
(i1) Die Abbildung G x N — N, (g,p) — g(p) ist differenzierbar.

(iii) Sei X ein vollstindiges Vektorfeld auf N mit 0¥ € G fiir alle t € R, dann
ist t — @X eine 1-Parameteruntergruppe von G.

Die Bedingung (iii) sorgt dafiir, dass die Topologie auf G nicht zu fein ist, denn
die ersten beiden Bedingungen sind stets erfiillt, wenn man G mit der diskreten
Topologie versieht. Folgendes Beispiel ist ebenfalls keine Lie-Transformationsgrup-
pe in unserem Sinn.
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Beispiel 1.17. Sei N = R? mit der tiblichen Topologie gegeben. Die Gruppe G sei
ebenfalls G = R? = R x R, allerdings wird sie mit folgender Topologie versehen:
In der ersten Komponente wéihlen wir die diskrete Topologie, in der zweiten Kom-
ponente die ubliche Topologie. Damit wird (G,+) zu einer 1-dimensionalen Lie-
gruppe beziiglich der Produkttopologie. Die Abbildung G x N — N, (g,p) — g+p
ist differenzierbar, aber die Bedingung (iii) in Definition 1.16 ist verletzt. Um
das zu sehen, sei X ein Vektorfeld auf N, mit X, := (0,1) € R? fiir allep € N.
Dann gilt fiir den Fluss o;X(p) = p+1, also ¢ € G fiir alle t € R. Die Abbildung
t — X, R — G ist jedoch nicht stetig und damit keine 1-Parameteruntergruppe
von G.

In der endlich-dimensionalen Situation kann gezeigt werden (Theorem V in
Chapter IV in [8]), dass jede Gruppe G von Diffeomorphismen hiéchstens eine To-
pologie hat, die G zu einer Lie-Transformationsgruppe macht. Der Beweis beruht
auf der Verwendung eines Koordinatensystems der 2. Art. Damit ist folgendes
gemeint: Sei G eine endlich-dimensionale Liegruppe mit Liealgebra g und sei
Xi,..., X, eine Basis von g. Dann ist die Abbildung R" — G, (t1,...,t,) —
expt1 Xy - ... expt,X, ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung von
(0,...,0) € R™ Somit ist (¢q,...,t,) ein lokales Koordinatensystem um e € G,
genannt Koordinatensystem der 2. Art. Da solche Koordinatensysteme keine
unendlich-dimensionale Verallgemeinerung haben, ist unklar, ob eine entspre-
chende Eindeutigkeitsaussage auch im Unendlich-dimensionalen getroffen werden
kann.

Satz 1.18. Sei N eine Mannigfaltigkeit mit einer 1-Struktur und sei | die Menge
der Vektorfelder X auf N, fir die gilt [X,Z] = 0 fir alle konstanten Felder
Z. Angenommen alle Vektorfelder aus | sind vollstindig. Dann ist Aut(®) eine
Lie-Transformationsgruppe mit Liealgebra [.

Beweis: Wir verwenden im Folgenden Argumente aus dem Beweis von Theorem
7.4 1in [10]. Nach Proposition 1.13 ist exp : [ — Aut(®) in einer offenen Umgebung
von 0 injektiv. Wir nehmen ohne Einschriankung an, dass diese Umgebung gleich
der offenen Umgebung T von 0 aus Proposition 1.14 ist. Ferner nehmen wir an,
dass Ty symmetrisch ist. Da 0% 0 = 0 gilt und Ty x Ty — [, (z,y) — x *y
stetig ist, gibt es symmetrische offene Umgebungen 77 € T C T, von 0 in [
sodass Ty « 17 C T und T T C Ty. Wir setzen Sy := exp Ty, S := expT und
Sy := expT}. Da exp auf Tj injektiv ist, konnen wir folgende Abbildung definieren
p: Sy — Tp, p(expX) = X. Ferner definieren wir p, : ¢S — T, p,(h) = g 'h.
Wir wollen zeigen, dass A := {(¢95,p,)| g € Aut(®)} ein Atlas fiir Aut(P) ist.
Dazu betrachten wir den Kartenwechsel: Sei R := ¢S N hS # (). Dann ist

Ph opgl(Y) =p(h'gexpY) fiir alle Y € p,(R). (1.8)

Da gS NhS # (), gibt es 51,5, € S mit gs; = hsy, also h™'g = sys7' € Sy, da T
symmetrisch ist und T+ T C T gilt. Also gibt es ein X € Ty mit h~1g = exp(X).
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Damit lésst sich (1.8) wegen Proposition 1.14 wie folgt schreiben
prop, (V) = plexp(X)exp(Y)) = (¥ x X). (1.9)

Da - x - differenzierbar ist, miissen wir nur noch zeigen, dass bei dem Karten-
wechsel py, Opg1 : pg(R) — pu(R), die Mengen p,(R) und py,(R) offen in [ sind: Es
gilt py(R) = p(97'R) = p(g~'gS)Np(g~'hS) = TNT*(—X). Da Ty symmetrisch
ist, gilt —X € T,. Wir betrachten die Abbildung - * (—=X) : T — T * (—=X).
Diese Abbildung ist stetig, da - * - differenziebar ist. Ferner ist sie bijektiv mit
stetiger Umkehrabbildung. Wir behaupten (- % (—X))™! = (- * X). Dazu muss fiir
ein beliebiges Z € T gezeigt werden Z = ((Z * (= X)) * X). Letzteres gilt, da
exp((Z * (—X)) * X) = exp Xexp(Z * (—X)) = exp Xexp(—X)expZ = exp Z.
Aus der Injektivitdt von exp auf T folgt die Behauptung. Damit ist also die Ab-
bildung -* (—=X): T — T x (—X) ein Homéomorphismus und da T offen ist,
folgt, dass auch T % (—X) offen in [ ist. Somit wurde also gezeigt, dass A einen
Atlas fiir Aut(®) definiert.

Wir zeigen als nichstes, dass Aut(®) beziiglich dieser differenzierbaren Struk-
tur eine Liegruppe ist. Dazu priifen wir folgende drei Eigenschaften nach, die laut
§1.1, Ch. III in [4], genau dann erfiillt sind, wenn Aut(®) eine Liegruppe ist:

(GL1) Fiir alle g, h € Aut(®) ist die Abbildung h — gh = [,(h) differenzierbar.

(GL2) Fiir alle g € Aut(®) ist die Abbildung h +— ghg™" = Int(g)h differenzierbar
in einer offenen Umgebung von e.

(GL3) Die Abbildung (g,h) — gh™!, Aut(®) x Aut(®) — Aut(P) ist differenzier-

bar in einer offenen Umgebung von (e, e).

Zu (GL1): Wir zeigen, dass [, in h differenzierbar ist. Dazu sind pj, : hS — T
und pgp, : ghS — T Karten um h bzw. l;(h). Fiir die lokale Darstellung von [,
gilt dann pg, op,' : T — T, Y — Y. Da g,h € Aut(®) beliebig gewéhlt waren,
folgt die Differenziebarkeit von [,,.

Zu (GL2): Setze T, := T N Ad(g)~'T. Da Ad(g) € GI(I), ist T, eine offene
Umgebung von 0 fiir jedes g € Aut(®). Es gilt Ad(¢)T, = Ad(¢)(TNAd(g)™'T) =
Ad(¢)TNT C T und Int(g)expT, = gexpTyg~' = gexp(T N Ad(g)"'T)g™' C
glexpT NexpAd(g)~'T)g™ ' = gexpTg ' NgexpAd(g)'Tg™! = gexpTg~' N
g9 texpTgg~ C S. Damit ist nach Proposition 1.15 folgendes Diagramm kom-
mutativ

expT, RLLON S

pl lp (1.10)

T, Ad(g) T

Beziiglich der Karten p : expT;, — T, um e und p : S — T um Int(e) = e,
erhalten wir fiir Int(¢g) um e folgende lokale Darstellung p o Int(g) op™* : T, —
T, Y — Ad(g)Y. Somit ist Int(g) in einer Umgebung von e differenzierbar.
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Zu (GL3): Seien g,h € Sy gegeben. Dann gibt es X, Y € T} mit g = exp(X)
und h = exp(Y). Ferner gilt gh™ = expX(expY)™' = expXexp(-Y) =
exp((—y) * X), nach Proposition 1.14. Da S} symmetrisch ist, folgt —Y € S;
und weiter (=Y) x X € Ty, wegen T} x 17 C T. Somit ist gh=' € S. Da - * -
differenzierbar ist, gilt dies auch fiir die Abbildung S; x S; — S, (g,h) — gh™L.
Das Produkt S; x S; ist eine offene Umgebung von (e, e) und wir haben damit
(GL3) gezeigt.

Die Topologie auf Aut(®) ist Hausdorffsch, da der Schnitt {iber alle abge-
schlossenen Umgebungen von e gleich {e} ist.

Die Bedingung (ii) in Definition 1.16, folgt aus dem Satz iiber parameterab-
héngige Differentialgleichungen.

Zum Nachweis von Bedinung (iii) in Definition 1.16 sei X ein vollstéindiges
Vektorfeld auf N mit ¢¥ € Aut(®) fiir alle ¢ € R. Dann gilt X € [ und ;" =
exptX. Nach Konstruktion der differenzierbaren Struktur auf Aut(®) folgt, dass
die Abbildung R — Aut(®), t — ¢ differenzierbar ist.

Insgesamt ist damit gezeigt, dass Aut(®) ein Lie-Transformationsgruppe von
N ist. U

Eine Folge (g,,) die in Aut(®) gegen g konvergiert, konvergiert auch punktwei-
se, d.h. g,(p) — g(p) fiir alle p € N. Zur Begriindung geniigt es nach Konstruktion
der Topologie auf Aut(®) den Spezialfall g = e zu betrachten, also g, — e. Fiir
alle hinreichend grossen n gilt dann g, = exp X,, mit X,, — 0 fiir n — oco. Aus
dem Satz iiber parameterabhéngige Differentialgleichungen folgt, dass g,(p) — p
fiir alle p € N.

Im Fall dim N < oo folgt aus der Konvergenz von g, (p) fiir ein p € N die Kon-
vergenz von ¢, in der kompakt-offen Topologie [3]. Dabei wird verwendet, dass
R" lokal-kompakt und metrisierbar ist. In der unendlich-dimesionalen Situation
konnen wir zumindest folgendes zeigen:

Proposition 1.19. Sei (g,) eine Folge in Aut(®) und g,(p) konvergiere in N
fiir ein p € N. Dann konvergiert g,(p) fur jedes p € N. Die Limesfunktion
g(p) := lim g,(p) ist ein Element von Aut(P).

Beweis: Mit ¢ := limg,(p) gilt fiir alle n gross genug g,(p) = ¢4(2,), wobei
zn — 0in F. Es folgt ¢ = ¢(gn(p), —2n, 1) und wegen Gleichung (1.4)
921 (9) = 9 (9(9a (D), =20, 1)) = @p(—20) = p. (1.11)
Sei nun p € N beliebig gegeben. Dann gibt es nach Lemma 1.7 ein v € A mit
p =7(p). Dap € D, und D, offen ist, gilt wegen (1.11) g, '(q) € D, fiir alle n
hinreichend gross. Nach Lemma 1.5 ist D, invariant unter Aut(®) und somit gilt
q = gu(g,") € D.. Mit Lemma 1.5 folgt daraus

9 (D) = gn(7(P)) = 7(9n(p)) — (a).
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Damit ist gezeigt, dass g, (p) fiir alle p € N konvergiert.
Wir begriinden noch, dass g € Aut(®): Sei ¥ € A beliebig, dann gilt fiir alle
p € N wegen Lemma 1.5

g07(p) = limg, 0 3(p) = lim 5 0 gn(p) = 7 © lim g, (p),

also g o4 = 4 o g. Aus Proposition 1.8(i) folgt, dass g differenzierbar ist. Wie im
Beweis von Proposition 1.8(i) sieht man, dass Dgo Z = Z o g fiir alle konstanten
Felder Z. Wir miissen noch zeigen, dass g ein Diffeomorphismus ist. Nach Glei-
chung (1.11) konvergiert (g, ') in einem Punkt (ndmlich in ¢). Daher kann man
die gleiche Konstruktion wie oben auf g, ! an Stelle von g,, durchfiihren und sieht,
dass (g,;') punktweise konvergiert und dass die Limesfunktion die Inverse von g
ist. Wie oben folgt ebenfalls, dass ¢g~* differenzierbar ist und mit allen konstanten
Feldern kommutiert. Damit ist gezeigt, dass g € Aut(P). O

Ankniipfend an Proposition 1.19 gilt im Fall dim N < oo weiter: Die punkt-
weise Konvergenz g, — ¢ ist lokal gleichméissig, d.h. zu jedem p € N gibt es eine
Umgebung U von p, so dass g,|y gleichmissig gegen g|y konvergiert.

Zur Begriindung seien U und V' die Umgebungen von p bzw. von 0 aus Lem-
ma 1.6, so dass ¢ : V — U ein Diffeomorphismus ist. Sei K eine kompakte
Umgebung von 0 mit K C V. Wegen ¢,,(¢5(2)) = ©(gn(D), 2, 1) miissen wir zum
Nachweis der lokal gleichmassigen Konvergenz folgendes zeigen: Zu € > 0 gibt es
ein ng € N, so dass fiir alle n > ny und alle z € K gilt

d(e(9(p), 2, 1), 0(gn(p), 2, 1)) <,

wobei d eine mit der Topologie von N kompatible Metrik ist. Da K kompakt ist,
hat die Abbildung z — d(v(g9(p), 2z,1), p(ga(D), z,1)) ein Maximum M,, auf K.
Da g,(p) — g(p), folgt M, — 0. Daraus ergibt sich die Behauptung.

Aus der lokal gleichmiéssigen Konvergenz kénnen wir nun die Konvergenz von
gn in der kompakt-offen Topologie von Aut(®) herleiten:

Sei W eine beliebige Umgebung in der kompakt-offen Topologie von g. Wir
nehmen ohne Einschrinkung an, dass W die Form hat W = W(K,U) = {f €
Aut(®)| f(K) C U} mit einer kompakten Menge K € N und einer offen Menge
U C N. Da g(K) kompakt ist, gibt es ein ¢ > 0, so dass B.(q) C U fiir alle
q € g(K). Wegen der lokal gleichméssigen Konvergenz von (g,) und der Kom-
paktheit von K, gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n > ny und alle p € K gilt
d(gn(p), 9(p)) < e. Damit gilt g, € W fiir alle n > ny und daher konvergiert g,
in der kompakt-offen Topologie.

Im endlich-dimensionalen Fall wird Aut(®) mit der kompakt-offen Topologie
versehen und es wird gezeigt, dass das Bild von Aut(®) unter der Orbitabbildung
I, : Aut(®) — N, g — g(p) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von N ist
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und dass I, eine Einbettung, d.h. ein Homéomorphismus auf das Bild I,,(Aut(®))
ist [3]. Zu diesem Zweck werden mit Hilfe eines Koordinatensystems der 2. Art
Karten in N konstruiert, die zeigen, dass I,(Aut(®)) eine eingebettete Unterman-
nigfaltigkeit von N ist. Die Gruppe Aut(®) erhilt die differenzierbare Struktur
von dieser Untermannigfaltigkeit und es wird nachgewiesen, dass Aut(®) dadurch
zu einer Liegruppe wird.

Die Verwendung von Koordinatensystemen der 2. Art und der Tatsache, dass
R™ lokal kompakt und N metrisierbar ist im Beweis der endlich-dimensionalen
Version von Kobayashis Satz, machen im Unendlich-dimensionalen eine andere
Beweisstrategie notwendig. Insbesondere ist unklar, ob I, die Gruppe als Unter-
mannigfaltigkeit in N einbettet. Es gilt allerdings Folgendes:

Proposition 1.20. Die Orbitabbildung I, : Aut(®) — N ist eine injektive Im-
mersion. Das Bild I,,(Aut(®)) ist abgeschlossen in N.

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Injektivitit von I,. Sei dazu g € Aut(®) mit
g(p) = p fiir ein p € N gegben. Zu ¢ € N gibt es v € A mit ¢ = vy(p). Ferner gilt
offenbar

9(a) = 9(v(p)) = (9(p)) =1(p) = ¢,

d.h. g = e. Daraus folgt die Injektivitat.

Um die Immersionseigenschaft von I, zu begriinden, geniigt es zu zeigen, dass
D(I,). injektiv ist. Anhand einer Rechnung wie in Gleichung (1.6) sieht man,
dass D(I,).X = X,. Somit ist [, eine Immersion.

Die Abgeschlossenheit von I,(Aut(®)) in N folgt sofort aus Proposition 1.19.

0



Kapitel 2

Geometrische Anwendungen

2.1 Die affine Gruppe einer Banachmannigfaltig-
keit

Im diesem Abschnitt sei M eine zusammenhéngende Banachmannigfaltigkeit mit
Modellbanachraum E.

Wir wollen Satz 1.18 anwenden, um zu zeigen, dass die Gruppe der affinen
Transformationen einer Banachmannigfaltigkeit mit Zusammenhang eine Lie-
Transformationsgruppe von M ist. Dazu definieren wir zunichst das Rahmen-
biindel LM und geben eine geeignete 1-Struktur auf LM an, so dass die affi-
nen Transformationen von M genau den Automorphismen der 1-Struktur auf
LM entsprechen. Fiir die Theorie der Zusammenhinge in endlich-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten sei auf [6] verwiesen.

Definition 2.1. Ein topologisch-linearer Isomorphismus u : £ — T,M heisst
Rahmen in p € M. Die Menge LM := (J ) {ul u ist ein Rahmen in p} heisst
Rahmenbiindel von M.

Proposition 2.2. Das Rahmenbiindel LM ist ein Hauptfaserbiindel iber der
Basis M mit Strukturgruppe G1(E).

Beweis: (i) Differenzierbare Strukur auf LM:

Sei u € LM gegeben und sei ¢ : U — U’ eine Karte um 7(u) in M, wobei U
offen in M und U’ offen in F ist. Dabeiist m: LM — M, (u: E — T,M) — p
die natiirliche Projektion. Dann ist die bijektive Abbildung

p:n Y (U) — U xGIE)
u = (Qb(ﬂ-(u))v D¢7r(u) © u)

eine Karte um u in LM. Hierbei ist U’ x GI(F) offen in dem Banachraum E X
gl(E), iiber dem LM modelliert wird.

19
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Wir wahlen auf LM die grobste Topologie, so dass alle Karten der obigen
Form Hom6omorphimen sind.

Der Kartenwechsel ist differenzierbar: Seien ¢ : U — U’ und ¢ : V — V'
Karten fiir M mit U NV # (). Dann gilt

pop lipUNV)XxGIE) — ¢(UNV)xGIE)
((L a) = (¢ o 90_1(Q)> D¢¢*1(Q) © (D@sfl(q))_l © a)-

Offenbar ist diese Abbildung differenzierbar.
(ii) Die Banachliegruppe GI(F) operiert frei von rechts:

LM x GI(E) — LM

(u,a) +— woa=:ua

Es gilt v id = v und (ua)b = (uoa)b =uoaob=u(aob).

(iii) Lokale Trivialitét:

Sei ¢ : U — U’ eine Karte um 7(u) € M. Folgende Abbildung liefert einen
dquivarianten Diffeomorphismus:

¢: 7 (U) — UxGIE)
u = (m(u), Dorw) o u).
Es gilt B
P(ua) = (7(ua), Dpx(ua) © (ua)) = (m(u), Dorw) © u)a,
wobei die Rechtsoperation von GI(E) auf U x GI(F) wie folgt definiert ist:

(¢,a)b = (g,a0b).
Es ist klar, dass die Rechtsoperation von GI(E) auf LM differenzierbar ist. [

Wir bemerken, dass die natiirliche Projektion 7 : LM — M differenzierbar
ist mit surjektiver Ableitung Dm,. Fiir den Kern der Ableitung gilt ker Dr, =
L(E, TrM) fiir alle w € LM. Dabei ist L(E, Tr@,)M) der Banchraum der steti-
gen linearen Abbildungen von E nach 77, M. Nach Wahl der differenzierbaren
Struktur auf LM, folgt aus dem Submersionstheorem (Theorem 3.5.4 in [2]),
dass die Faser 771(p) eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von LM ist fiir alle
p e M.

Proposition 2.3. Die Rechtsoperation von GI(E) auf LM induziert einen injek-
tiven Liealgebrenhomomorphismus o : gl(E) — X(LM). Ferner gilt 0(A), # 0
fiir alle w € LM, sofern A # 0.

Beweis: Wir definieren o wie folgt: A¥ := o(A), = uexptA). Fir die

Orbitabbildung o, : GI(E) — LM, o0,(a) = za gilt

itlio €

D(0,).A = (0A), = A* (2.1)
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Daraus folgt die Linearitéit von o.
Mit der Abkiirzung a; := exptA gilt fiir die Klammer (siehe Proposition 1.9
in Ch.Iin [6])

[A*, B*] = hml(B* - (Rat)*B*).

t—0 t

Hierbei ist R,, die Rechtsmultiplikation mit a;. Wegen R,, o amt—l(c) = za; ‘ca,
fiir alle ¢ € GI(E) und (2.1) gilt

(Ra)eB)s = Ray(D(0,,-1)cB2) = D(0)e(Ad (a;")By).
Damit erhalten wir fir die Klammer

(A", B], = lim> (D(02).B. — D(os)o(Ad (a;))B.))

t—0
= D<Uz)e (11&1_{% %(Be — Ad (at_l)Be>)
= D(Ux)e([Av B}e) = (U[A7B]>x = [Av B];

Zum Beweis der Injektivitdt von ¢ nehmen wir an, dass A* = 0 auf LM. Da
GI(E) frei und damit insbesondere effektiv auf LM operiert, folgt daraus A = 0.
Fiir den letzten Teil der Behauptung nehmen wir an, dass A} = 0 fiir ein
u € LM. Dies impliziert R,,u = u fiir alle t € R. Da GI(F) frei operiert, folgt
a; = e fiir alle t € R und somit A = 0. O

Definition 2.4. Das Vektorfeld A* := o(A) aus Proposition 2.3 nennt man
fundamentales Vektorfeld zu A.

Mit o kénnen wir die Liealgebra der fundamentalen Vektorfelder mit der Ba-
nachliealgebra gl(E) identifizieren.

Bemerkung 2.5. Die Abbildung gl(E) — T,LM, A — A ist eine injektive ste-
tige lineare Abbildung. Ferner ist gl(E) — L(E, TryM), A Ay ein topologisch
linearer Isomorphismus, wobei L(E, Ty M) der Tangentialraum im Punkt u an
die Faser 7= 1(m(u)) ist.

Wir bezeichnen im Folgenden den Tangentialraum in u an die Faser 7! (7 (u))
mit G,,. Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir fiir die Ableitungen von
7 und R, ebenfalls m bzw. R,,.

Definition 2.6. Ein Zusammenhang fiir LM ist eine Abbildung, die jedem u €
LM einen abgeschlossenen Unterraum @, von T, LM zuordnet, so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind.

(i) T,LM = G, & @, im Sinne eines Banachraumsplittings,
(i) Qua = R,Q, fiir alle uw € LM, a € GI(E),
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(iii) @, héngt differenzierbar von u ab, in folgendem Sinn: Fiir ein differen-
zierbares Vektorfeld X auf LM sind die Horizontal- und Vertikalfelder
u — (hX), € Q. bzw. u — (vX), € G,, gemiss des Splittings in (i),
ebenfalls differenzierbare Vektorfelder.

Ein Zusammenhang fiir LM heisst auch linearer Zusammenhanyg.

Lemma 2.7. Die Projektion w : LM — M induziert durch die Ableitung einen
topologisch linearen Isomorphismus m : Qy — TryM.

Beweis: Da T,LM = Q, ® Ker m und 7 : T, LM — T}, M surjektiv und stetig
ist, folgt 7 : Qy — Ty M ist bijektiv und stetig. Nach dem Satz von der offenen
Abbildung ist 7 : @, — Tr@)M ein topologisch linearer Isomorphismus. ]

Definition 2.8. Sei ein linearer Zusammenhang gegeben. Durch folgende Bedin-
gung wird die gl(F)-wertige 1-Form w auf LM, die man Zusammenhangsform
nennt, definiert: Zu einem Vektorfeld X auf LM gibt es genau ein A € gl(E) mit
(vX), = A%, Definiere w,(X) := A.

Es folgt unmittelbar aus der Definition, dass w(A*) = A und w(X) = 0 genau
dann, wenn X horizontal ist.

Proposition 2.9. Sei X ein Vektorfeld auf M. Dann gibt es ein eindeutig be-
stimmtes Vektorfeld X* auf LM, so dass X, € Q, und wX; = Xy, fir alle
uw € LM. Der Lift X* ist invariant unter Rechtsmultiplikation, d.h. R, X} = X7,
fir alle w € LM, a € GI(E).

Andererseits ist jedes horizontale Vektorfeld X* auf LM, welches invariant
unter Rechtsmultiplikation ist, der horizontale Lift eines Vektorfeldes X auf M.

Beweis: Die Existenz und Eindeutigkeit von X* folgt aus der Tatsache, dass
7 einen topologisch linearen Isomorphismus von @), nach 15, M induziert, nach
Lemma 2.7. Wir zeigen noch, dass X* differenzierbar ist. Sei ¢ : 771(U) — U x
GI(E) eine lokale Trivialisierung um = € U. Definiere auf U x GI(E) das Vektorfeld
Y durch Y (y, a) := X, und setze Y := (D@)~'Y. Dann ist Y ein differenzierbares
Vektorfeld auf 7=!(U). Wegen der Aquivarianz von ¢ gilt 7Y, = X fiir alle
uw € 7 1(U). Aus der Eindeutigkeit des horizontalen Lifts folgt hY = X*. Wegen
der Bedinung (iii) in Definition 2.6 ist AY und damit X* diffenrenzierbar. Die
behauptete Invarianz unter Rechtsmultiplikation ergibt sich aus (ii) in Definition
2.6.

Sei nun andererseits ein horizontales Vektorfeld X* auf LM gegeben, das
unter Rechtsmultiplikation invariant ist. Zu x € M definiere X, := 7.X fiir
ein u € 7 !(x). Das ist wohldefiniert, da fiir ein ' € 7~ !(z) gilt v/ = ua mit
einem a € GI(F). Damit gilt 7X}, = 7X’, = 7X} wegen der Invarianz unter
Rechtsmultiplikation von X*. Offensichtlich ist X* der horizontale Lift von X.[J

Definition 2.10. Das Vektorfeld X* aus Proposition 2.9 nennt man den hori-
zontalen Lift von X.
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Definition 2.11. Sei v : [to,t1] — M eine differenzierbare Kurve in M. Der
horizontale Lift von « ist die horizontale Kurve v* : [to,t;] — LM, d.h. v*(t) €
Q1) so dass gilt 7y*(t) = (¢) fiir alle ¢ € [to, t1].

Proposition 2.12. Sei v : [to,t1] — M eine differenzierbare Kurve in M mit
Y(to) = zo. Zu ug € 7 (x0) gibt es einen eindeutig bestimmien horizontalen Lift
v ¢ fto, ta] — LM mat v*(to) = uo.

Beweis: Auf Grund der lokalen Trivialitdt von LM gibt es eine differenzier-
bare Kurve p(t) in LM mit 7u(t) = ~(t) fiir alle t € [to,t1] und wp(ty) = uo.
Der gesuchte Lift von v hat dann die Form ~(t) = u(t)a(t), wobei a(t) ein dif-
ferenzierbarer Weg in GI(E) ist mit a(fy) = e. Um eine Bedingung an a(t) zu
erhalten, so dass 7 eine horizontale Kurve wird, betrachten wir die Ableitung
F(t) = (t)a(t) + p(t)a(t). Setzen wir das in die Zusammenhangsform ein, so
erhalten wir

w(§(t)) = w((t)a(t)) + w(u(t)a(t)) = Ad(a(t)w(i(t) + a(t)a(t)

Fiir die letzte Gleichheit haben wir Proposition 1.1 (b’) aus [6] verwendet, die man
im unendlich-dimensionalen Fall genau so wie im Endlich-dimensionalen beweist.
Die Kurve 7 ist genau dann horizontal, wenn w(¥(t)) = 0, also Ad(a(t))w(i(t)) =
—a(t) ta(t) fir alle t € [to,t;]. Dies ist dquivalent zu der Gleichung w(f(t)) =
—a(t)a(t)™!, die eine Kurve in gl(E') beschreibt. Wir zeigen nun, dass es zu w(j1(t))
eine Kurve a(t) in GI(E) gibt mit

w(i(t)) = —a(t)a(t)™! fiir alle ¢ € [to, 1], alto) = e, (2.2)

was den Beweis abschliesst. Dazu definieren wir ein Vektorfeld X auf GI(E) x
[to, t1] wie folgt: Der Vektor im Punkt (a,t) € GI(E) x [ty, 1] ist gegeben durch
(—w(p(t))a, 1) € gl(F) x T;R. Eine Losung des zugehorigen Anfangswertproblems
durch (e, ty) zu Zeit t = t, hat die Form (a(t),t), wobei offenbar a(t) das An-
fangswertproblem (2.2) 16st.

Wir miissen noch zeigen, dass a(t) fiir alle ¢ € [to,t1] definiert ist. Wir be-
zeichnen den lokalen Fluss auf GI(E) X [to, t1] mit ¢;. Nach einem bekannten Satz
iiber Differentialgleichungen in Banachrdumen, gibt es zu s € R ein d; > 0, so
dass ¢y(e,r) definiert ist fiir [¢| < 0 und |r — s| < 0. Da {e} x [to, 1] kompakt
ist, gibt es ein 0 > 0, so dass ¢.(e,r) fiir jedes r € [to,t1] und [t| < § erklért
ist. Wahle to = Sog < 81 < ... < S =t mit s5; —si_1 < 0 fiir 1 = 17...,]{3.
Dann ist ¢i(e,ty) = (a(t),t) definiert fir ¢ € [t,s1]. Ferner gilt . (e,s1) =
(a'(7), 7+ s1) fiir alle 7 € [0, s, — s1], wobei a'(¢) die Losung des Anfangswertpro-
blems a'(t)a! (t)™' = —w((t+s1)), a'(ty) = eist. Dann gilt a(t) = a'(t—s;)a(s;)
fiir t € [s1,$2], wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems
(2.2). So fortfahrend erhalten wir ¢, (e, s;) = (a’(7), 7+s;) fiir alle 7 € [0, 5441 —5;].
Dabei ist a’(t) die Losung von a'(t)a’(t)™! = —w(u(t + si)), a'(ty) = e fiir
i=1,...k— 1. Damit gilt a(t) = a’(t — s;)a(s;) fiir alle t € [s;, s;41]. Auf diese
Weise haben wir insgesamt gezeigt, dass a(t) auf [to, t1] definiert ist. O
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Definition 2.13. Sei v : [to,t1] — M eine differenzierbare Kurve in M mit
Y(to) = zo und u € 7! (xy). Fiir den horizontalen Lift v* von v gilt 7(v*(¢1)) =
v(t;) =: x;. Die dadurch induzierte Bijektion 7~ 1(z) — 7~ 1(x1) heisst Parallel-
verschiebung entlang v und wird mit %ff bezeichnet.

Bemerkung 2.14. Offenbar gilt 7,° o R, = R, 07, fir alle a € GI(E), da R,
horizontale Kurven in horizontale Kurven abbildet.

Definition 2.15. Sei v : [to,t1] — M eine differenzierbare Kurve in M mit
Y(to) = xo und u € 7 '(zp). Dann ist die Abbildung T, M — T, M, X, +
(v°u)(u='X,,) wegen Bemerkung 2.14 unabhiingig von der Wahl von u in der
Faser 7~!(x9) und somit wohldefiniert. Sie wird ebenfalls Parallelverschiebung
entlang v genannt und mit vttf bezeichnet.

Definition 2.16. Sei v : [tg,t;] — M eine differenzierbare Kurve in M und X
ein Vektorfeld auf M. Dann ist die kovariante Ableitung VX von X im Punkt
v(t) in Richtung 5(t) definiert durch

1
Vi X = }Ll_{% ;(7Z+h(X'y(t+h)) - Xom)- (2.3)

Definition 2.17. Sei X (¢) ein Vektorfeld entlang einer differenzierbaren Kurve
v : [to,t1] — M. Dann heisst X (t) parallel entlang -y, wenn

Vw(t)X(t) =0 firallete [to, tl].

Definition 2.18. Die eindeutig bestimmte F-wertige 1-Form 6 auf LM, fiir die
gilt
0(X,) = vt (n(X,)) fiir alle X, € T,LM

heisst kanonische Form.

Anders als die Zusammenhangsform, hiangt die kanonische Form nicht von
dem linearen Zusammenhang ab.

Definition 2.19. Zu jedem ¢ € FE ist ein Vektorfeld B(¢), das sogenannte
standard-horizontale Vektorfeld zu &, auf LM folgendermassen definiert: Im Punkt
u € LM ist B(§), der eindeutig bestimmte horizontale Vektor, fiir den gilt

m(B(§)u) = u().
Proposition 2.20. Es gilt

(i) 0(B(§)) = & fir alle § € E,

(i) (Ra)«(B(§)) = B(a™'€) fir alle { € E, a € GI(E),
(iii) Falls € # 0, dann ist B(€), # 0 fiir alle u € LM.
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Beweis: (i) Fir u € LM gilt 0(B(£),) = £ genau dann, wenn 7(B(§),) = u(&).
Letzte Gleichung ist nach Definition 2.22 offensichtlich wahr.

(11) Es gilt ((Ra>*(B(€))u = RG(B<€)ua*1) € Q. Wegen 71-(}%(1)(1) = W(Xu> tiir
alle X,, € Q,, folgt m(Ry(B(&)ua-1)) = T(B()ua—1) = ua"'(€). Andererseits gilt
7(B(a™'€), = u(a1¢). Daraus folgt die Behauptung.

(iii) Sei B(§), = 0, dann gilt 0 = 7(B(£),) = u(§). Da u : E — TrM ein
linearer Isomorphismus ist, folgt & = 0. U

Bemerkung 2.21. Das standard-horizontale Vektorfeld B(§) ist durch folgende
Bedingungen eindeutig bestimmd:

(i) 0(B(£)) =& und
(ii) w(B(§)) =0,

da (i) genau dann erfillt ist, wenn B(&) horizontal ist.
In folgendem Sinn sind B(§), A* und w,0 zueinander dual, was unmittelbar
aus den Definitionen folgt:

0(B(S) =¢& w(B(E)) =0
O(A*) =0, w(A*)=A

Definition 2.22. Eine differenzierbare Kurve v : [t,,t1] — M heisst Geodite in
M, falls V4¥(t) = 0 fiir alle ¢t € R.

Proposition 2.23. Die Projektion einer Trajektorie eines standard-horizontalen
Vektorfeldes auf M ist eine Geoddte in M. Andererseits ist jede Geoddte in M
die Projektion einer Trajektorie eines standard-horizontalen Vektorfeldes.

Beweis: Sei B({) das standard-horizontale Vektorfeld auf LM zu £ € E und
sei 7 : [to, 1] — LM eine Trajektorie von B(§). Setze (t) := m(7(t)). Dann gilt
Yo (V1) = %, (V(1)E) = F(to)§ = (to) fiir alle ¢ € [t, t1]. Daraus folgt, dass v
eine Geodite ist.

Sei nun andererseits v : I — M eine Geodédte in M, wobei I ein offenes
Intervall ist mit 0 € I. Sei vy € LM mit w(up) = v(0) und ¥ : I — LM
der horizontale Lift von v mit 7(0) = wug. Setze & := uy'4(0) € E. Da ~ eine
Ceodite ist, gilt 4(t) = 4(t)¢. Da 4 horizontal ist und 8(3(t)) = 7(t) "' (r(3(t)) =
F(t)14(t) = € gilt, folgt, dass 7(t) eine Trajektorie von B(€) ist. O

Korollar 2.24. Ein linearer Zusammenhang ist vollstindig, d.h. jedes Geodite
st fiir alle Zeiten t € R erklart, genau dann, wenn jedes standard-horizontale
Vektorfeld auf LM wvollstindig ist.

Proposition 2.25. Die Abbildung ® : LM x E x gl(E) — T(LM), (u,&, A) —
B(&)y + A% ist eine 1-Struktur auf LM.
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Beweis: Die stetige lineare Abbildung gl(F) — G,, A — A ist bijektiv und
somit, nach dem Satz von der offenen Abbildung, ein topologisch linearer Isomor-
phismus. Gleiches gilt fiir die Abbildung F — Q,, £ — B(£),. Daraus folgt die
Behauptung. 0

Bemerkung 2.26. Durch w und 0 st eine 1-Struktur auf LM gegeben, da die
standard-horizontalen und die fundamentalen Vektorfelder durch w und 6 gemdss
der Dualitit in Bemerkung 2.21 eindeutig bestimmt sind.

Lemma 2.27. Jeder Diffeomorphismus [ : M — M induziert durch die Ablei-
tung einen Biindelautomorphismus f von LM, folgendermassen: f( ) = D fr()
U.

Beweis: Seia € GI(E), dann gilt f(ua) = D fruayoua = D fryouoa = f(u)oa,
da 7(ua) = w(u). O

Da f : LM — LM ein Biindelautomorphismus ist, 1dsst f die fundamentalen
Vektorfelder invariant, d.h. Df,(A%) = A’}(u)

Proposition 2.28. (i) Sei f : M — M ein Diffeomorphismus. Dann ldsst
f+ LM — LM die kanonische Form 0 invariant, d.h. 05,,(Df.(X3)) =
0.,(X}) fiir alle w € LM und alle X € T,,LM.

(1) Andererseits wird jeder fasernerhaltende Diffeomorphismus F : LM —
LM, der 0 invariant lasst, durch einen Diffeomorphismus f @ M — M
induziert, d.h. F = f.

Beweis: (i) Sei X} € T, LM und setze X, := n(X}) mit z := 7r(u), also X, €
T, M. Dann gilt 0(X;) = u~'(X,) und Gf(u)(Dfu( ) = f( )Y D f(X,)). Mit
Fu)t = u o (D) folgt, 07, (DF(X5) = u'(X.) = 6,(X).

(i) Sei F' : LM — LM ein fasernerhaltender Diffecomorphismus der € invariant
lasst. Da F' Fasern erhilt, wird ein Diffeomorphismus f : M — M induziert,
f(m(u)) = m(F(u)). Wir zeigen, dass F' = f gilt. Setze dazu J := f~' o F. Dann
ist zu zeigen, dass f 'oF = id auf LM. Als Komposition zweier fasernerhaltender
Diffeomorphismen, die # invariant lassen, ist J ebenfalls fasernerhaltend und lisst
¢ invariant. Offenbar induziert J auf M die Identitdt. Dann gilt fiir alle X €
T.LM

uH (X)) = 0u(X3) = 050 (DIXG) = J(u) ™ (Xy).

Daraus folgt J(u) = u fiir alle w € LM und insgesamt f = F. O

Bemerkung 2.29. Sei LM wversehen mit der 1-Struktur ®, die durch 6 und w
gegeben ist. Nach Definition sind die Automorphismen von ® alle Diffeomorphis-
men F': LM — LM mit
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DF.(A, + B(§)u) = Apw) + B p) (2.4)

fiir alle A € gl(E), £ € E und u € LM.
Setzt man £ = 0 bzw. A =0, so folgt aus (2.4), dass jeder Automorphismus
von ® Horizontal- in Horizontalrdume, bzw. Vertikal- in Vertikalrdume abbildet,

d.h. DF,(Q.) = Qp), bzw. DF,(G,) = Gp) fir alle w e LM.

Proposition 2.30. Sei LM versehen mit der 1-Struktur ®, die durch 60 und w
gegeben ist. Dann bildet jeder Automorphismus der 1-Struktur Fasern in Fasern
ab und ldsst 6 invariant.

Beweis: Sei F' € Aut(®). Die Faser 77! (7(u)) ist Integralmannigfaltigkeit durch
den Punkt v € LM der Distribution A — A* auf LM. Nach Bemerkung 2.29
lasst F' diese Distribution invariant. Somit bildet F' die Integralmannigfaltigkeit
7 (m(u)) durch u in die Integralmannigfaltigkeit 7! (7(F(u))) durch F(u) ab.
Also ist F' fasernerhaltend.

Fiir die Invarianz von # unter F' ist folgendes zu zeigen:

fiir alle X,, € T,LM. Es gibt A € gl(F), £ € E, so dass X, = A’ + B(§)u.
Das in obige Gleichung eingesetzt, liefert fiir die linke Seite Op(,)(DF,X,) =
Opw) (DF.(B(&)u)) + Opw (DF,(AY)). Da F Vertikalrdume invariant lésst, ver-
schwindet der zweite Summand. Unter Verwendung von (2.4) erhalten wir

Die rechte Seite von (2.5) ergibt 0,(X.) = 0,(B(§).) + 0u(AL) = 0.(B(&).) = &
Damit ist die Invarianz von 6 unter F' gezeigt. ([l

Definition 2.31. Die Propositionen 2.28(ii) und 2.30 implizieren, dass jedes Ele-
ment F': LM — LM aus Aut(®) durch einen Diffeomorphismus f : M — M
induziert wird, d.h. F' = f . Diesen Diffeomorphismus f nennen wir affine Trans-
formation von M.

Die Menge der affinen Transformationen bilden eine Gruppe beziiglich der
Komposition, die wir mit A abkiirzen.

Proposition 2.32. Ein Diffeomorphismus f : M — M st genau dann eine
affine Transformation von M, wenn f jedes parallele Vektorfeld entlang einer
beliebigen Kurve v in M in ein paralleles Vektorfeld entlang der Kurve f o~y
abbildet. Insbesondere bildet f Geoddten in Geoddten ab.

Beweis: (=) Sei X(t) ein paralleles Vektorfeld entlang v : [to, 1] — M, d.h.
7' X (tg) = X(t) fiiv alle ¢ € [to,t1]. Sei ug € 7 (y(t,)), dann ist X(¢) =
(ny“uo)( o' X (to)). Da f Horizontalriume invariant lisst, ist f(7/°ug) ebenfalls
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to

eine horizontale Kurve mit 7(f(7,"uo)) = f o y(t). Wegen der Eindeutigkeit des
horizontalen Lifts ist f(7;°ug) der Lift von f o~(t) durch f(ug). Die Parallelver-
schiebung von D f, )X (t9) langs f o ist nach Definition gleich

((f o) (f(10)))(f (1) ™ D fre0) X (0)). (2.6)

Dabei gilt (f o v)°(f(ug)) = f(7°uq) wegen der Eindeutigkeit des horizontalen
Lifts und da f(ug) € 7 '(f o v(to)). Obige Parallelverschiebung (2.6) ist also
gleich f(7/up)(ugt X (to)). Also wird X (¢) durch f auf die Parallelverschiebung
von D f,)X (to) lings f o~ abgebildet.

(<) Wir zeigen zunichst Df,B(£), = B(§) j fir u € LM, £ € E. Sei
v [to, t1] — M die Geodite in M mit y(ty) = 7(u) und 4 (ty) = 7(B(&),). Dann
ist nach Proposition 2.23 der horizontale Lift 4 von v durch u eine Lésungskurve
von B(). Nach Voraussetzung ist f o~y ebenfalls eine Geodite mit 24(fov)(to) =
D fr0)(m(B(&)w)). Da f oy eine Geodite ist, ist der horizontale Lift von f o
durch fgu) Losungskurve von B(€) mit einem gewissen . Wir zeigen & = &
Bs gilt € = F(u) (D fyyi(to)) = (Dfs) 0 ) (Dfynyi(to)) = ui(t0) —
¢ Da f nach Voraussetzung horizontale Kurven in LM in horizontale Kurven
abbildet, folgt, dass f Horizontalrdume in Horizontalriume abbildet, wie man
durch Ableiten nach der Zeit leicht sieht. Daher ist der horizontale Lift von f o~
durch f(u) gleich f o4, was aus der Eindeutigkeit des horizontalen Lifts folgt.
Da nun f o 4 Losungskurve von B(€) ist, ergibt sich D f,B(€), = B(&) -

Um den Beweis abzuschliessen, bemerken wir noch, dass D quZ = A}(u) gilt,

da f ein Biindelautomorphismus ist.
Damit erhalten wir insgesamt D f,,(AX + B(§),) = A}(u) + B(§) f(), d-h. [ ist
eine affine Transformation. U

Wir definieren die geometrische Exponentialabbildung Exp wie folgt: Ange-
nommen es gibe eine Geodite v : I — M, wobei I ein Intervall ist, dass [0, 1]
enthélt, mit 7(0) = z und 4(0) = X, X € T, M. Dann gilt fiir die Exponential-
abbildung ExpX = ~(1).

Korollar 2.33. Fine affine Abbildung f : M — M kommutiert mit der Ezpo-
nentialabbildung, d.h. f o ExpX = Expo Df.(X) fir alle X € T,M, z € M.

Beweis: Das ist klar, da f Geodéten in (Geoddten abbildet, nach obiger Propo-
sition.

O

Proposition 2.34. (i) Sei f : M — M eine affine Transformation von M.
Dann lisst f : LM — LM die kanonische Form 6 und die Zusammen-
hangsform w tnvariant.
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(1) Andererseits wird jeder fasernerhaltende Diffeomorphismus F : LM —
LM, der 0 und w invariant lisst, durch eine affine Transformation [ :
M — M induziert, d.h. F = f.

Beweis: (i) Da f ein Biindelautomorphismus ist, lasst f die kanonische Form 6
invariant. Wir zeigen noch, dass dies auch fiir w gilt. Sei X,, € T,,LM gegeben.
Dann ist X, = B(§), + A, fiir gewisse A € gl(F), £ € E. Es gilt w,(X,) =
wu(B(€)u) + wu(4;) = A. Andererseits ist wr, (DfuXu) = Wiy (B(€)fu) +

wf(u)(A*’;(u)) = A, da f eine affine Transformation ist. Also folgt insgesamt w, (X,,) =

Wiy (D fuXu).

(ii) Nach Proposition 2.28(ii) wird F' von einem Diffeomorphismus f : M —
M induziert. Da F' die Zusammenhangsform w invariant lasst, wird jede horizon-
tale Kurve unter F' in eine horizontale Kurve abgebildet. Daraus folgt, dass f
parallele Vektorfelder entlang einer beliebigen Kurve v in parallele Vektorfelder
entlang f o~ abbildet. Nach Proposition 2.32 ist f eine affine Abbildung. 0

Proposition 2.35. Ein Diffeomorphismus f : M — M ist genau dann eine
affine Transformation, wenn [ jedes standard-horizontale Vektorfeld invariant
lisst, d.h. Df,B(&), = B(f)f(u) fir alle 6 € E, uwe LM.

Beweis: (=) Setze A = 0in (2.4).
(<) Da f Horizontalraume in Horizontalraume abbildet, folgt, dass f parallele
Vektorfelder entlang einer Kurve « in parallele Vektorfelder entlang f o~ abbildet.

Aus Proposition 2.32 ergibt sich die Behauptung. 0

Proposition 2.36. Sei X ein Vektorfeld auf M. Dann gibt es ein eindeutig
bestimmtes Vektorfeld X auf LM mit

(i) X ist invariant unter Rechtsmultiplikation, d.h. RoX, = Xue fir alle u €
LM, a € GI(E).

(ii) Die Lieableitung von 0 in Richtung X verschwindet, d.h. L0 =0.

(111) m(X,) = X, fir alle w € LM.

Andererseits gibt es zu jedem Vektorfeld X auf LM, welches (1) und (i) erfillt,
ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld X auf M, fir das (iii) gilt.

Beweis: Sei X ein Vektorfeld auf M, x € M und ¢; : U — ¢(U) der lokale
Fluss auf M in einer Umgebung U von z. Die induzierte Abbildung @, : 7= 3(U) —
7 (¢, (U)) definiert ein Vektorfeld X auf LM, so dass ¢, der Fluss von X ist.
Da ¢; mit allen R, kommutiert, folgt (i). Ferner lisst ¢, die kanonische Form 6
auf 771(U) invariant und somit erhalten wir (ii). Wegen 7o @; = @; o, folgt (iii).
Zum Nachweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, X sei ein weiteres Vektorfeld
auf LM fiir das (i),(ii) und (iii) gilt. Sei ¢, der Fluss von X;. Wegen (i) und
(ii) lasst ¢, die kanonische Form 6 invariant und kommutiert mit R,. Wie in
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Proposition 2.28 folgt, dass ¢, durch einen Fluss v¢; auf M induziert wird, d.h.
¢: = 1. Die Eigenschaft (iii) impliziert, dass 1, der Fluss von X auf M ist, also
¥y = ¢y und somit folgt 1@ = ¢;. Daraus ergibt sich X = X,.

Sei nun andererseits ein Vektorfeld X auf LM gegeben, fiir das (i) und (ii)
gilt. Aus (i) folgt sofort (iii). Die Eindeutigkeit ist klar. O

Man nennt X den natirlichen Lift von X. Der natiirliche Lift ist unabhingig
von dem Zusammenhang auf LM.

Definition 2.37. Ein Vektorfeld X auf M heisst infinitesimale affine Transfor-
mation von M, wenn der lokale Fluss ¢; eine affine Abbildung ist, genauer: Sei
x € Mund ¢; : U — ¢ (U) fiir |t| < 0 der Fluss auf einer Umgebung U von z.
Dann ist X infinitesimale affine Transformation von M, wenn

(Dér)udAs, = Af,w

fiir alle u e 7 1(U), A€gl(E), (€ E, |t| <6.

Lemma 2.38. Ein Vektorfeld X auf M ist eine infinitesimale affine Transfor-
mation von M genau dann, wenn fir den natirlichen Lift X gilt [X,B(£)] =0
fiir alle £ € E.

Beweis: (=) Sei X eine infinitesimale affine Transformation von M, dann folgt
[X, B(€)] = 0 unmittelbar aus der Definition 2.37.

(<) Sei ¢, der Fluss von X, dann ist ¢, der Fluss von X. Aus [X, B(€)] =0
folgt sofort (2.7). Da ¢; mit der Rechtsmultiplikation R, kommutiert fiir alle
a € GI(E) gilt (2.8). O

Offenbar ist eine infinitesimale affine Transformation X von M mit Fluss ¢,
genau dann vollstindig, wenn der Fluss ¢; von X vollsténdig ist. Es gilt dann
T = @ flir alle t € R.

Proposition 2.39. Der Zusammenhang auf M sei vollstindig. Dann ist jede
infinitesimale affine Transformation von M wvollstindig.

Beweis: Sei X eine infinitesimale affine Transformation von M. Wir zeigen,
dass der Fluss ¢, von X vollstindig ist. Zu diesem Zweck sei ug € LM gegeben.
Dann gibt es ein § > 0, so dass ¢;(ug) fiir alle [t| < § definiert ist. Wir werden
zeigen, dass ¢y(u) fiir alle |t| < § und alle u € LM definiert ist. Daraus folgt
dann die Vollstdndigkeit von X und damit von X. Wir behaupten, dass es zu
u € LM endlich viele standard-horizontale Vektorfelder B(&;), ..., B(&;) und ein
a € GI(F) gibt, mit

u= (b, o...0b upa (2.9)
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fiir gewisse Zeiten tq,...,t;. Dabei bezeichnet bff den Fluss von B(&;) zur Zeit
t;. Betrachte dazu die Menge M der Punkte in M, die man durch eine endliche
Folge von Geodétenstiicken 7, ..., von m(ug) ausgehend erreichen kann. Da der
Zusammenhang vollstindig ist, ist Exp insbesondere auf einer offenen Umgebung,
die 0 € T5(y, M enthalt, definiert. Durch Anwendung des Umkehrsatzes folgt, dass
Exp ein lokaler Diffeormorphismus um 0 € Ty, M ist. Dies impliziert, dass M
offen ist. Andererseits ist M aus Stetigkeitsgriinden auch abgeschlossen. Dies
zeigt M = M, da M zusammenhingend ist.

Unter Beriicksichtigung von Proposition 2.23 erhilt man zu ~q,...7 ge-
wisse standard-horizontale Vektorfelder B(&:),. .., B(&), mit b o ... o bf ug €
7~} (w(u)). Durch Rechtsmultiplikation mit einem a € GI(E) ergibt sich (2.9).

Wir setzen

U(u) = Lpt((bil o...0 bfkuo)a) = (b%l 0...0 bfk o pi(ug))a

fiir alle [t| < 6. Da [X, B(€)] = 0 und X invariant unter R, ist, gilt

d - -
Edjt(U) = (Dbt11 ©...0 Dbka¢t(U0)a) = (thllou.obfk (@t(uo)))a

= Xbilomobfk (@t(uoa)) = Xu

fir alle [t| < 0. Also gilt ¢4 (u) = ¢:(u) fiir alle [t] < ¢. Aus obiger Gleichung
ergibt sich ebenfalls, dass ¢;(u) unabhingig von der speziellen Wahl von &, ... &
und a in (2.9) ist. Somit ist insgesamt gezeigt, dass der Fluss @;(u) von X durch
u € LM fiir jedes u € LM und alle |t| < § definiert ist, woraus die Vollstédndigkeit
von X folgt. OJ

Proposition 2.40. Sei ein vollstindiger Zusammenhang gegeben. Fiir ein Vek-
torfeld Y auf LM gilt [Y, A* + B(§)] = 0 fir alle § € F, A € gl(E) genau dann,
wenn es eine infinitesimale affine Transformation X von M gibt mit X =Y.

Beweis:
(=) Aus [Y, A* + B(§)] = 0 folgt, dass die zugehorigen Fliisse kommutieren.
Sei ¢ der Fluss von Y und ¢ der Fluss von A* + B(). Dann gilt

0 0 Ps(u) = s 0 py(u) fiir alle s,t € R, u € LM. (2.10)
Durch Ableiten von (2.10) nach s in s = 0 erhalten wir

Also ist ¢y fiir alle ¢ € R ein Automorphismus der 1-Struktur und X somit ist
7 o @y eine infinitesimale affine Transformation von M. Offenbar ist ¢; der Fluss
von X := 7Y und es gilt X =Y.

(«<=) Sei X eine infinitesimale Transformation von M und setze Y := X. Sei ¢,
der Fluss von X, dann ist ¢, der Fluss von X. Dann ist ¢, ein Automorphismus
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der 1-Struktur und durch Wahl von £ = 0 in (2.4) folgt [Y, A*] = 0. Aus Lemma
2.38 erhalten wir [Y, B(§)] = 0.
O
Wir nennen solche Vektorfelder Y aus Proposition 2.40 infinitesimale Auto-
morphismen von LM.

Korollar 2.41. Die Menge der infinitesimalen Automorphismen bilden eine Banach-
Liealgebra.

Beweis: Das folgt sofort aus Proposition 2.40 und der Jacobi-Identiét.

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun Satz 1.18 anwenden. Das Rah-
menbiindel LM entspricht der Banachmannigfaltigkeit N in der Notation von
Kapitel 1. Die 1-Struktur ist gegeben durch A* + B(§) mit A € gl(E),{ € E.
Die Liealgebra der infinitesimalen Automorphismen ist gleich der Liealgebra [ der
Vektorfelder, die mit der 1-Struktur kommutieren. Unter der Annahme, dass der
Zusammenhang vollstédndig ist, sind alle infinitesimalen Automorphismen eben-
falls vollstandig nach Proposition 2.39.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 1.18 erfiillt und wir erhalten un-
mittelbar:

Die Automorphismen der 1-Struktur bilden eine Lie-Transformationsgruppe
von LM. Die zugehorige Liealgebra besteht aus den infinitesimalen Automorphis-
men.

Bemerkung 2.42. Jeder Automorphismus der 1-Struktur ist von der Form f :
LM — LM mit einer affinen Transformation f : M — M. Ferner ist die
Abbildung f — f ein Gruppenautomorphismus von A in die Gruppe der Au-
tomorphismen der 1-Struktur. Somit wird A zu einer Banach-Liegruppe, de-
ren Liealgebra aus den infinitesimalen affinen Transformationen besteht. Wegen
7(f(u) = f(x(w)) folgt, da © : LM — M differenzierbar ist, dass A eine Lie-

Transformationsgruppe von M ist.
Zusammenfassend halten wir das Hauptergebnis dieses Abschnitts fest.

Satz 2.43. Sei die Banachmannigfaltigkeit M mit einem vollstindigen Zusam-
menhang versehen. Dann ist die Gruppe der affinen Transformationen von M
eine Lie-Transformationsgruppe von M. Die zugehirige Liealgebra besteht aus
den infinitesimalen affinen Transformationen.

2.2 Die Isometriegruppe einer Riemann-Hilbert-
mannigfaltigkeit

Im Folgenden sei M eine zusammenhéngende Riemann-Hilbertmannigfaltigkeit,
die iiber dem Hilbertraum H modelliert ist. Ahnlich wie in Abschnitt 2.1 werden
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wir durch Anwendung von Satz 1.18 zeigen, dass die Isometriegruppe I(M) von
M eine Lie-Transformationsgruppe auf M ist. Anstelle des Rahmenbiindels LM
haben wir es hier mit dem Biindel der orthogonalen Rahmen OM , einem Unter-
biindel von LM, zu tun. Ausgehend von der Riemannschen Metrik auf M, werden
wir eine 1-Struktur auf OM angeben und zeigen, dass die Automorphismen dieser
1-Struktur genau den Isometrien von M entsprechen.

Definition 2.44. Eine lineare Isometrie u : H — T,M heisst orthogonaler
Rahmen in p € M. Die Menge

OM = U {u| u ist ein orthogonaler Rahmen in p}
pEM

nennt man das Biindel der orthogonalen Rahmen vonM.

Das Biindel der orthogonalen Rahmen ist ein Unterbiindel von LM mit Struk-
turgruppe O(H). Dabei ist O(H) die Banach-Liegruppe der orthogonalen Abbil-
dungen auf H. Das Biindel OM ist eine Banachmannigfaltigkeit mit Modellraum
H x o(H). Der Banachraum o(H) besteht aus den schiefsymmetrischen stetigen
Abbildungen auf H.

Definition 2.45. Seien P, P, Hauptfaserbiindel mit Strukturgruppen Gy, G,
wobei (G eine Untergruppen von G ist. Einen Biindelhomomorphismus f : P, —
Py, d.h. f(ua) = f(u)a fir alle w € Py, a € Gy, nennt man eine Reduktion der
Strukturgruppe Go von P, nach G von P;. P; heisst reduziertes Biindel von P,
mit Strukturgruppe G.

Die néchste Proposition zeigt, dass die reduzierten Biindel von LM mit Struk-
turgruppe O(H) in bijektiver Beziehung zu den Riemannschen Metriken auf M
stehen.

Proposition 2.46. (i) Sei Q) ein reduziertes Biindel von LM mit Struktur-
gruppe O(H). Dann definiert Q) eine Riemannsche Metrik auf M.

(1) Anderseits sei eine Riemannsche Metrik auf M gegeben. Dann ist dadurch
ein reduziertes Bundel, namlich OM, mit Strukturgruppe O(H) von LM
erklart.

Beweis: (i) Sei v € Q und X, Y, € T,M mit p := w(u). Definiere ein Skalar-
produkt g,(X,,Y,) = (u'X,,u"'Y,), dabei ist (-,-) das Skalarprodukt des Hil-
bertraums H. Das ist wohldefiniert, denn fiir ' € 7 *(p) gilt u = v/a fiir ein a €
O(H). Damit gilt (v 'X,,u"'Y,) = (a /' X, a1/ 71Y,) = (v 1X,,u'"1Y,).
Da @ ein differenzierbares O(H )-Hauptfaserbiindel ist, hangt dieses Skalarpro-
dukt differenzierbar vom Basispunkt p ab. Somit ist g eine Riemannsche Metrik.



34 KAPITEL 2. GEOMETRISCHE ANWENDUNGEN

(ii) Sei eine Riemannsche Metrik auf M gegeben. Dann ist offensichtlich OM
beziiglich der Inklusion nach LM ein reduziertes Biindel von LM mit Struktur-
gruppe O(H). O

Eine Riemannsche Metrik definiert folgendermassen einen Zusammenhang in
OM: Sei G, der Tangentialraum im Punkt u an die Faser 71(p) mit p := 7(u),
wobei m : OM — M die natiirliche Projektion ist. Sei v : [0,#] — M die
Geodéte in M mit y(0) = p und ¥(0) = X, € T,M. Dann gibt es zu u € OM
eine eindeutig bestimmte Kurve v* : [0,¢1] — OM mit 7(y*) = v und 7*(0) =
u, namlich v*(t) = (£ — W (u(§)), H — T,uM). Hierbei bezeichnet ~) die
Parallelverschiebung, die durch die Levi-Civita-Ableitung gegeben ist, entlang 7
von der Zeit 0 bis zur Zeit t. Da diese Parallelverschiebung eine lineare Isometrie
von TyoyM — T,uM induziert, ist v*(¢) tatséchlich eine Kurve in OM. Wir
definieren den Horizontalraum @), in OM im Punkt u durch

d

@l

v*(t)| v ist Geodédte mit v(0) = p, ¥(0) = X,,, X, € T,M,~v*(0) = u}.
Die Zuordnung u +— @, definiert einen Zusammenhang auf O M. Wir priifen dazu
die drei Eigenschaften aus Definition 2.6 nach:

(i) Offenbar ist @), ein abgeschlossener Unterraum von 7,,OM und somit ein
Banachraum. Da T,OM = @, ® G, als direkte Summe im algebraischen Sinn,
gilt und ferner G, und @, abgeschlossen sind, folgt, dass diese direkte Summe
ein Banachraumsplitting ist.

(ii) Sei a € O(H) gegeben, dann gilt mit Y, € Q,, d.h. Y, = v*(0) fiir eine
gewisse Geodéte v mit v(0) = p

d

R, = (€ | (Gu(E)a) = (€= | (ual) = Vi

also R,Qy = Qua-
(iii) Nach Konstruktion ist der Zusammenhang differenzierbar.

Proposition 2.47. Es gibt einen eindeutig bestimmten linearen Zusammenhang
in LM, so dass die Horizontalrdume von LM gleich denen von OM sind.

Beweis: Sei u € LM gegeben, dann gibt es v € OM und a € GlI(H) mit u = va.
Wir definieren den Horizontalraum @, in T,,LM durch @), := R,Q,. Dabei ist @),
der Horizontalraum in 7,0 M beziiglich des gegebenen Zusammenhangs in OM.
Dies ist wohldefiniert, denn seien v/ € OM und o’ € GI(H) gegeben mit v = v'a’.
Dann gibt es b € O(H) mit v' = vb. Es gilt Q, = RyQv = RyQuy = Ry RpQ,.
Wegen R, = R, R, folgt die Wohldefiniertheit. Die so gegebene Zuordnung u —
Q. auf LM ist tatséchlich ein Zusammenhang:

(i) Da G, als Tangentialraum in v € LM an die Faser 77 (m(u)) mit 7 :
LM — M, und @, abgeschlossen sind und T,,LM = G, & @, als algebraisch
direkte Summe, folgt, dass die direkte Summe ein Banachraumsplitting ist.
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(ii) Seien w € LM und b € GI(H) gegeben. Es gibt v € OM und a € GI(H)
mit u = va. Dann ist RyQ, = RyReQy = Rap@Qv = Quap = Qus-
(iii) Nach Konstruktion ist der Zusammenhang differenzierbar. O

Offenbar gilt mit diesem von OM auf LM induzierten Zusammenhang fol-
gendes: Die Parallelverschiebung im Sinne von Definition 2.15 stimmt mit der
Parallelverschiebung im Sinne der Riemannschen Geometrie {iberein.

Lemma 2.48. Eun Diffeomorphismus [ : M — M ist genau dann eine Isome-
trie von M, wenn der induzierte Biindelautomorphismus f : LM — LM das

Unterbiindel OM invariant lisst, d.h. f(OM) = OM.

Beweis: (=) Sei f eine Isometrie von M und sei (u: H — T,M) € OM. Dann
ist f(u) = Df,ou: H — TypnM € OM.

(<) Sei u € OM, dann ist f(u) € OM nach Voraussetzung. Setze p := m(u).
Also sind w : H — T,M und f(u) = Df,ou: H — TrpyM lineare Isometrien
und somit ist auch Df, : T,M — Ty, M eine lineare Isometrie. U

Proposition 2.49. (i) Sei f : M — M eine Isometrie, dann lisst der indu-
zierte Biindelautomorphismus f : OM — OM die kanonische Form 6 und
die Zusammenhangsform w auf OM invariant, d.h.

Or(DFu(X]) = 0,(X]) (2.11)
Wi (Dfu(X3)) = wa(X3) (2.12)
fir alle w € OM wund alle X} € T,,OM.

(i) Ein fasernerhaltender Diffeomorphismus F: OM — OM, der ¢ auf OM
invariant ldsst, wird von einer Isometrie f : M — M induziert, d.h. F = f.

Beweis: (i) Aus Proposition 2.34(ii) folgt, dass f die kanonische Form 6 auf
OM invariant lasst. Zum Nachweis der Invarianz von w, geniigt es die Féalle X
horizontal und X vertikal zu betrachten. Da f Horizontalriume in Horizontal-
rdume abbildet, sind beide Seiten von (2.12) gleich Null, wenn X* horizontal ist.
Sei nun X* vertikal, d.h. X* = A* fiir ein A € o(H). Da f : OM — OM ein
Biindelautomorphismus ist, gilt f(ua) = f(u)a fiir alle « € O(H) und damit
Df.X: = A%, Somit folgt

wul(X3) = walA) = A = wjy (A) = Wi (DFXD)).

(ii) Sei f : M — M der Diffeomorphismus, der von F' induziert wird. Dann
ist J:= f1oF :OM — OM fasernerhaltend und lsst 6 invariant. Dann gilt
fir alle w € OM, X € T,OM mit X, := 71X}, p:=m(u)

u” (X)) = 0(X5) = 0(JX7) = J(u) (X))

u
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Daraus folgt J(u) = u fiir alle u € OM, also f(u) = F(u). Nach Lemma 2.48 ist
f eine Isometrie. O

Die kanonische Form 6 und die Zusammenhangsform w auf OM definieren wie
in Proposition 2.25 eine 1-Struktur auf OM. Seien A* und B(§) mit £ € H, A €
o(H) die zugehorigen kanonischen bzw. standard-horizontalen Vektorfelder auf
OM.

Proposition 2.50. (i) Sei f : M — M eine Isometrie, dann gilt

Df,Ar = A% (2.13)

fir allew e OM,§ € H, A€ o(H).

(i) Andererseits sei F': OM — OM ein Automorphismus der 1-Struktur auf
OM. Dann wird F von einer Isometrie f: M — M induziert, d.h. F' = f.

Beweis: (i) Da f : OM — OM ein Biindelautomorphismus ist, folgt (2.13).
Um die Invarianz der standard-horizontalen Vektorfelder zu zeigen, seien u €
OM, & € H gegeben. Sei v die Geodéte mit v(0) = m(u) =: p und 4(0) = u(§).
Dann ist f o eine Geodéte mit fo~(0) = f(p) und %}tzo for(t) = Dfp(u(§)).
Der horizontale Lift von ~ ist Losungskurve von B({) durch v und der horizontale
Lift von f o~y ist Losungskurve von B(€) durch f(u). Da f Horizontalriume in
Horizontalrdume abbildet, folgt D f, B(£)y = B(£) .-

(ii) Wie in Proposition 2.30 sieht man, dass F' von einem Diffeomorphismus
f+ M — M induziert wird. Nach Lemma 2.48 ist f eine Isometrie. U

Analog zu Proposition 2.36 definieren wir den eindeutig bestimmten natiirli-
chen Lift X auf OM eines Vektorfeldes X auf M.

Definition 2.51. Ein Vektorfeld X auf M heisst infinitesimale Isometrie von M,
wenn der lokale Fluss ¢, isometrisch ist, genauer: Sei x € M und ¢; : U — ¢4(U)
fiir [t| < d der Fluss auf einer Umgebung U von z. Dann ist X eine infinitesimale
[sometrie, wenn ¢; : U — ¢ (U) fiir |t| < § eine Isometrie ist.

Proposition 2.52. Ein Vektorfeld X auf M ist eine infinitesimale Isometrie von
M genau dann, wenn fir den natirlichen Lift X gilt [ X, B(§)] =0 fir alle§ € E

Beweis: (=) Sei ¢; : U — ¢(U) eine Isometrie, dann gilt nach Proposition 2.50

fiir alle [t| < §,A € o(H),§ € H,u € 7~ '(U). Durch Ableiten nach ¢ in t = 0
folgt [ X, B(¢)] = 0.



2.2. RIEMANN-HILBERTMANNIGFALTIGKEIT 37

(=) Gelte (X, B(£)] = 0 fiir alle ¢ € H. Dann folgt sofort (2.14) mit ¢, anstel-
le von f. Da @; : 71 (U) — 71 (p(U)) mit R, kommutiert, folgt entsprechend
(2.13). Proposition 2.50(ii) impliziert, dass ¢; eine Isometrie ist. O

Wir geben noch zwei Propositionen an, die man in unserer jetzigen Situation,
d.h. mit OM anstelle von LM, genau so beweist wie in Abschnitt 2.1.

Proposition 2.53. Sei M wollstindig, d.h. die Geodditen sind fir alle Zeiten
t € R definiert. Dann st jede infinitesimale Isometrie von M wvollstindig.

Beweis: Analog zum Beweis von Proposition 2.39. U

Proposition 2.54. Sei M wvollstindig. Fir ein Vektorfeld Y auf OM gilt [Y, A*+
B(&)] = 0 fiir alle § € F, A € o(H) genau dann, wenn es eine infinitesimale
Isometrie X von M gibt mit X =Y.

Beweis: Analog zum Beweis von Proposition 2.40. U

Wir nennen solche Vektorfelder Y aus Proposition 2.54 infinitesimale Auto-
morphismen von OM.

Korollar 2.55. Die Menge der infinitesimalen Automorphismen von OM bilden
eine Banach-Liealgebra.

Beweis: Das folgt sofort aus Proposition 2.54 und der Jacobi-Identiét.

Wir sind jetzt wieder in der Lage, Satz 1.18 aus dem ersten Kapitel anzu-
wenden. Die Banachmannigfaltigkeit /N entspricht nun OM. Die 1-Struktur ® ist
gegeben durch A*+ B(§) mit A € o(H),{ € H. Die Liealgebra der infinitesimalen
Automorphismen von OM ist gleich der Liealgebra [ aus Kapitel 1, die aus den
Vektorfeldern besteht, die mit der 1-Struktur ® kommutieren. Diese Vektorfelder
sind vollstindig, sofern wir annehmen, dass die Mannigfaltigkeit M vollstindig
ist.

Damit erhalten wir aus Satz 1.18 Folgendes: Die Automorphismen der 1-
Struktur bilden eine Lie-Transformationsgruppe von OM. Die zugehorige Lieal-
gebra besteht aus den infinitesimalen Automorphismen von OM . Beriicksichtigen
wir die Bemerkung 2.42, so erhalten wir das Hauptergebnis:

Satz 2.56. Sei M eine vollstindige Riemann-Hilbertmannigfaltigeit. Dann st
die Gruppe der Isometrien von M eine Lie-Transformationsgruppe von M. Die
zugehdrige Liealgebra besteht aus den infinitesimalen Isometrien.
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