
Asymptotisches Verhalten der
Euler-Poincaré-Charakteristik von
Keim-Korn-Modellen in wachsenden

Beobachtungsfenstern

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades

Dr. rer. nat.

eingereicht an der
Mathematisch-Naturwissenschaftlich-Technischen Fakultät

der Universität Augsburg

von

Sebastian Heitzer

Augsburg, Juni 2022



Erstgutachter: Prof. Dr. Lothar Heinrich
Zweitgutachter: Prof. Dr. Evgeny Spodarev

Tag der mündlichen Prüfung: 11.11.2022



Danksagung
Lieber Lothar, einen riesen Dank dafür, was Du die letzten knapp vier Jahre für mich
gemacht hast.

Außerdem danke ich meiner Mama und meinem Bruder (wegen Rechtschreibprüfung)
und meiner Freundin (für alles sonst).

Zu guter Letzt möchte ich auch allen und insbesondere Professoren, Lehrern und
Übungsleitern danken, die mir in meinem Leben etwas beigebracht haben.





Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1

2 Grundlegende Definitionen 3
2.1 Markierte Punktprozesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Zufällige abgeschlossene Mengen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 Die Euler-Poincaré-Charakteristik 12
3.1 Positive Tangentenpunkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Negative Tangentenpunkte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.3 Schätzung der Euler-Poincaré-Charakteristik . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4 Kennzahlen der Tangentenpunktprozesse 25

5 Verteilungsasymptotik der Euler-Poincaré-Charakteristik 43
5.1 Das stationäre Boolesche Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.2 Keim-Korn-Modelle mit β-mischenden Keim-Prozessen . . . . . . . . . . 65

6 Schätzung der asymptotischen Varianz 72

7 Simulationsstudien 79

Symbolverzeichnis 86

Literaturverzeichnis 87





1 Einleitung

Zufällige Prozesse treten in unterschiedlichen Ausprägungen in der belebten und unbe-
lebten Natur auf. Wir wollen in dieser Arbeit spezielle zufällige räumliche Strukturen,
die sogenannten Keim-Korn-Modelle, untersuchen. Keim-Korn-Modelle entstehen aus
Überlagerungen von zufällig geformten Körnern, die an zufälligen Orten wachsen. Bei-
spielsweise können die in einem Käselaib eingeschlossenen Luftblasen als Realisierung
eines Keim-Korn-Modells angesehen werden.

Bei der Betrachtung von solchen zufälligen Mengen im Raum ergeben sich direkt
interessante Fragestellungen: Wie löchrig ist der Käse und wie groß ist der Volumenanteil
der Lufteinschüsse? Diese Frage lässt sich von außen offenbar nicht klären. Erst mit
Hilfe eines Schnittes durch den Käselaib (d.h. der Entnahme einer Stichprobe) kann man
entsprechende Aussagen treffen.

Um aus einer Stichprobe quantitative Aussagen über eine zufällige Menge treffen zu
können, ist die mathematische Beschreibung der zugrundeliegenden zufälligen Prozesse
von zentraler Bedeutung. Dabei ergibt sich über die Definition sinnvoller Kennzahlen
hinaus auch die Frage, ob sich aus einer Realisierung einer zufälligen Menge Rückschlüsse
auf den zugrundeliegenden Prozess ziehen lassen. Solche oder ähnliche Fragestellungen sind
dabei keineswegs nur theoretisch, sondern finden Anwendung z.B. in der Bildverarbeitung
oder der Metallurgie.

Für Keim-Korn-Modelle sind naheliegende Kennzahlen wie der Flächenanteil sehr gut
verstanden und statistisch gut schätzbar. Eine weitere interessante Kennzahl ist die Euler-
Poincaré-Charakteristik, die ein Maß für die Porosität einer Struktur im Raum ist. Wir
wollen mit dieser Arbeit einen Beitrag zum Verständnis der Euler-Poincaré-Charakteristik
von Keim-Korn-Modellen leisten. Dabei sind wir insbesondere an der Entwicklung eines
Schätzers und seiner Verteilungsasymptotik interessiert. Im Gegensatz zu existierenden
Arbeiten werden wir einen punktprozesstheoretischen Zugang zu dieser Problemstellung
wählen. Im Folgenden wollen wir kurz den Aufbau der vorliegenden Arbeit skizzieren.

Im zweiten Kapitel führen wir die erforderliche Notation ein und stellen grundlegende
Definitionen und Aussagen für den weiteren Verlauf bereit.

In Kapitel drei befassen wir uns mit der Definition und Schätzung der Euler-Poincaré-
Charakteristik. Diese kann man über verschiedene Zugänge bestimmen. Wir werden die
Euler-Poincaré-Charakteristik mit Hilfe von positiven bzw. negativen Tangentenpunkten
berechnen. Zur Definition der Tangentenpunktprozesse lehnen wir uns an die rekursive
Konstruktion von Hadwiger an.

Daraufhin wollen wir Kennzahlen der im dritten Kapitel definierten Prozesse für den
Fall eines Booleschen Modells berechnen. Ausgangspunkt bei den Rechnungen wird die
Slivnyak-Mecke Formel sein. Wir werden insbesondere sehen, dass der im dritten Kapitel
definierte Schätzer erwartungstreu ist.

Das Herzstück dieser Arbeit bildet Kapitel fünf. Dort wollen wir die Verteilungsasym-
ptotik des Schätzers der Euler-Poincaré-Charakteristik untersuchen. Dabei betrachten wir
zunächst Boolesche Modelle mit beschränkten Körnern. Diese starken Einschränkungen
führen zu einer sehr speziellen Abhängigkeitsstruktur, der sogenannten m-Abhängigkeit.
Wir werden daher in diesem Fall in der Lage sein Edgeworth-Entwicklungen und un-
gleichmäßige Berry-Esseen Schranken anzugeben. Durch eine Approximation mit Hilfe
von m-abhängigen Feldern werden wir auch einen zentralen Grenzwertsatz für Boolesche
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Modelle mit unbeschränkten Körnern in R2 beweisen. Um zentrale Grenzwertsätze für
allgemeinere Keim-Korn-Modelle formulieren zu können, müssen wir abstraktere Ab-
hängigkeitsstrukturen untersuchen. In dieser Arbeit werden wir uns auf β-mischende
Keim-Prozesse fokussieren. Für diese größere Klasse an Prozessen wird es nicht mehr
möglich sein Konvergenzgeschwindigkeiten in den Grenzwertsätzen anzugeben.

Um die Verteilungsasymptotik aus dem fünften Kapitel für Hypothesentests und die
Konstruktion von asymptotischen Konfidenzintervallen nutzbar zu machen, müssen wir
alle Verteilungsparameter bestimmen. Dies ist für die asymptotische Varianz allerdings
nur im Fall des Booleschen Modells (und selbst dort nur semi-explizit) möglich. Daher
befasst sich Kapitel sechs mit der Definition und Untersuchung eines Schätzers für
die asymptotische Varianz. Es zeigt sich, dass der eingeführte Schätzer asymptotisch
erwartungstreu und L2-konsistent ist.

Abgerundet wird die Arbeit von Simulationsstudien. Dazu greifen wir die Ergebnisse
aus den vorangegangen Kapiteln auf, indem wir eine entsprechend normierte Größe mit
der Standardnormalverteilung vergleichen und ein Konfidenzintervall berechnen.
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2 Grundlegende Definitionen

Die mathematische Untersuchung zufälliger Muster im Raum beruht auf der Untersuchung
der zugrundeliegenden zufälligen Prozesse. In unserem Fall sind das sogenannte markierte
Punktprozesse, die ein Keim-Korn-Modell erzeugen. In diesem Kapitel wollen wir alle
für den weiteren Verlauf notwendigen Definitionen und bekannten Resultate nennen und
Notationen einführen. Dabei orientieren wir uns an [19], [29] und [41].

2.1 Markierte Punktprozesse

Wir betrachten grundsätzlich den d-dimensionalen euklidischen Raum Rd mit dem
Standardskalarprodukt ⟨·, ·⟩. Diesen statten wir mit der borelschen σ-Algebra B(Rd) aus.
Zusätzlich betrachten wir den sogenannten Markenraum M, von dem wir verlangen, dass
er ein separabler, vollständig metrisierbarer Raum (ein sogenannter polnischer Raum) ist.
Den Markenraum versehen wir ebenfalls mit der entsprechenden borelschen σ-Algebra
B(M). Für uns wird insbesondere die Menge der nichtleeren, konvexen und kompakten
Mengen (versehen mit der Hausdorff-Metrik) als Markenraum eine wichtige Rolle spielen.
Wir interessieren uns für Zählmaße ψ : B(Rd)⊗ B(M) → N0, die wir mit ihrem Träger

supp(ψ) := {(x,m) ∈ Rd ×M | ψ({(x,m)}) > 0}

identifizieren können. Wir nennen ein Zählmaß ψ einfach, wenn ψ({x} ×M) ≤ 1 für alle
x ∈ Rd. Außerdem nennen wir ein Zählmaß ψ lokal endlich, falls ψ(B×M) <∞ für alle
B ∈ Bb(Rd), wobei wir mit Bb(Rd) die beschränkten Borel-Mengen des Rd bezeichnen.
Auf der Menge der lokal endlichen Zählmaße

NM := {ψ : B(Rd)⊗ B(M) → N0 | ψ ist lokal endliches Zählmaß}

erzeugen wir eine σ-Algebra NM durch

NM := σ
(
{ψ ∈ NM | ψ(B × L) = n} : n ∈ N0, L ∈ B(M), B ∈ Bb(Rd)

)
.

Mit diesen Definitionen können wir auf einem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum
(Ω,A,P) markierte Punktprozesse definieren:

Definition 2.1 (Markierter Punktprozess): Eine (A,NM)-messbare Abbildung ΨM :
(Ω,A,P) → (NM,NM) heißt markierter Punktprozess (in Rd mit Markenraum M).

Aus einem markierten Punktprozess ΨM können wir gemäß Ψ(·) := ΨM(· × M) den
zugrundeliegenden (unmarkierten) Punktprozess Ψ erhalten. Auch wenn im Folgenden
unser Augenmerk auf markierten Punktprozessen liegt, gelten doch auch alle Aussagen
analog für unmarkierte Punktprozesse.

Betrachten wir nun Definition 2.1 genauer. Ein markierter Punktprozess ist für uns ein
spezielles zufälliges Zählmaß auf B(Rd)⊗ B(M), seine Verteilung PΨM(·) := P(ΨM ∈ ·)
definieren wir durch das Bildmaß. Für die Beschreibung der Verteilung sind die endlichdi-
mensionalen Verteilungen wesentlich. Wir interpretieren für festes B×L ∈ B(Rd)⊗B(M)
die Zufallsgröße ΨM(B × L) als Anzahl der Punkte in B mit Marken in L.
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Die Zusatzvoraussetzung, dass das Zählmaß lokal endlich ist, sichert die Existenz von
zufälligen Folgen (Xi)i≥1 bzw. (Mi)i≥1 mit Werten in Rd bzw. M, sodass ein markierter
Punktprozess mit Hilfe des Diracmaßes durch

ΨM =
∑
i≥1

ΨM({(Xi,Mi)})δ(Xi,Mi)

dargestellt werden kann. Wir nennen einen markierten Punktprozess einfach, wenn seine
Realisierungen mit Wahrscheinlichkeit 1 einfach sind. Für einfache Prozesse gilt dann

ΨM =
∑
i≥1

δ(Xi,Mi).

Die Verteilung von einfachen Prozessen wird durch die Leerwahrscheinlichkeiten festgelegt.
In dieser Arbeit werden wir fortan ausschließlich einfache Prozesse betrachten. Anstatt
einen markierten Punktprozess als Maß zu interpretieren, können wir ihn auch mit seinem
Träger identifizieren. In diesem Sinne sind unmarkierte Punktprozesse als Punktmuster
in Rd interpretierbar (siehe Abbildung 2.4).

Der bedeutendste und am besten verstandene Prozess der Stochastischen Geometrie ist
der Poisson-Prozess. Seine Bedeutung lässt sich damit begründen, dass er viele zufällige
Phänomene in der Natur adäquat beschreibt und sich trotzdem viele Rechnungen explizit
durchführen lassen.

Definition 2.2 (Poisson-Prozess): Sei Λ ein lokal endliches Maß auf B(Rd)⊗ B(M).
Ein markierter Punktprozess ΨM heißt Poisson-Prozess mit Intensitätsmaß Λ, falls gilt:

(i) Für n ∈ N und disjunkte B1×L1, ..., Bn×Ln ∈ Bb(Rd)⊗B(M) sind die Zufallsgrößen
ΨM(B1 × L1), ...,ΨM(Bn × Ln) vollständig unabhängig.

(ii) Für alle B ∈ Bb(Rd), L ∈ B(M) und k ∈ N gilt

P(ΨM(B × L) = k) = e−Λ(B×L)Λ(B × L)k

k!
.

Wir schreiben dann kurz ΨM ∼ ΠΛ.

Ist ΨM ∼ ΠΛ, so ist ΨM genau dann einfach, wenn Λ atomlos ist. Außerdem folgt aus der
Definition direkt, dass E[ΨM(B × L)] = Λ(B × L). Dies führt auf die allgemeingültige
Definition eines wichtigen begleitenden Maßes für markierte Punktprozesse.

Definition 2.3 (Intensitätsmaß): Sei ΨM ein markierter Punktprozess mit E[Ψ(B)] <∞
für alle B ∈ Bb(Rd). Dann heißt das Maß Λ : B(Rd)⊗ B(M) → R definiert durch

Λ(A) := E[ΨM(A)]

das Intensitätsmaß von ΨM.

Dass es sich bei dem Intensitätsmaß tatsächlich um ein Maß handelt, folgt aus dem Satz
von der monotonen Konvergenz. Das Intensitätsmaß taucht oft in expliziten Rechnungen
auf. Das liegt unter anderem am sogenannten Campbell-Theorem. Für einen markierten
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Punktprozess ΨM mit Intensitätsmaß Λ und eine nicht-negative und messbare oder (bzgl.
Λ) integrierbare Funktion f : Rd ×M → R gilt

E

[∑
i≥1

f(Xi,Mi)

]
=

∫
Rd×M

f(x,m)Λ(d(x,m)).

Betrachten wir nun beispielhaft Realisierungen von unterschiedlichen (unmarkierten)
Poisson-Prozessen. Dabei vereinbaren wir die für die gesamte Arbeit verbindliche Notation
von |B|d für das Lebesgue-Maß einer Menge B ∈ B(Rd).

x

y

x

y

x

y

x

y

Abbildung 2.4: Realisierungen von unmarkierten Poisson-Prozessen Ψ mit verschiedenen
Intensitätsmaßen Λ im Beobachtungsfenster [−1, 1]2 (grau umrandet). Bei den beiden
Realisierungen oben ist Λ(A) = 30 |A|2 /4, der Prozess ist stationär und isotrop. Unten
links hat Λ die Dichte f(x, y) = 750 exp(−25(x2 + y2)/2)/(2π), der Prozess ist also nur
isotrop. Unten rechts hat Λ die Dichte f(x, y) = 30(1 + x)(1 + y)/4, der Prozess ist
also weder stationär noch isotrop.
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Obwohl all diese beispielhaften Muster Realisierungen von Poisson-Prozessen sind, zeigen
sie ein komplett unterschiedliches Verhalten. Erklären lässt sich das durch die unter-
schiedlichen Intensitätsmaße, die uns zu den folgenden Invarianzeigenschaften (bezüglich
der Gleichheit in Verteilung, notiert mit d

=) von markierten Punktprozessen führen. Dazu
bezeichnen wir die Menge der Drehmatrizen in Rd×d mit SOd.

Definition 2.5 (Invarianzeigenschaften): Ein markierter Punktprozess ΨM heißt

(i) stationär, falls für alle s ∈ Rd gilt∑
i≥1

δ(Xi+s,Mi)
d
=
∑
i≥1

δ(Xi,Mi).

(ii) isotrop, falls für alle U ∈ SOd gilt∑
i≥1

δ(UXi,Mi)
d
=
∑
i≥1

δ(Xi,Mi).

Grob gesagt kann man also bei einem stationären bzw. isotropen Punktprozess statistisch
nicht zwischen dem um s verschobenen bzw. dem mit der zu U gehörenden Transformation
gedrehtem Bild unterscheiden. Diese Eigenschaften lassen sich in Abbildung 2.4 zumindest
erahnen. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir diese Invarianzeigenschaften in
expliziten Rechnungen verwenden, um diese zu vereinfachen.

Aus Definition 2.2 folgt, dass ein Poisson-Prozess genau dann stationär bzw. isotrop
ist, wenn sein Intensitätsmaß Λ stationär bzw. isotrop ist. Im stationären Fall ist das
Intensitätsmaß verschiebungsinvariant und damit gibt es eine Konstante λ > 0 (die
sogenannte Intensität) und ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaß Q auf M
(die sogenannte typische Markenverteilung), sodass Λ = λ| · |d⊗Q. Wir vereinbaren daher
die Notation ΨM ∼ Πλ,Q für einen stationären Poisson-Prozess. Bei einem stationären
Poisson-Prozess ist die Markenfolge (Mi)i≥1 unabhängig und identisch verteilt (abgekürzt
i.i.d.) mit M1 ∼ Q und unabhängig von der Punktfolge (Xi)i≥1. Diese Art der Markierung
nennen wir unabhängige Markierung.

Im Rahmen von expliziten Rechnungen, wird oft das prozesstheoretische Analogon zur
erzeugenden Funktion, das sogenannte erzeugende Funktional, auftauchen.

Definition 2.6 (Erzeugendes Funktional): Sei ΨM ein markierter Punktprozess mit
Intensitätsmaß Λ. Weiter sei v : Rd ×M → [0, 1] messbar mit∫

Rd×M

1− v(x,m)Λ(d(x,m)) <∞. (2.6.1)

Dann heißt die Abbildung definiert durch

GΨM [v] := E

[∏
i≥1

v(Xi,Mi)

]

das erzeugende Funktional von ΨM.
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Dabei sichert die Voraussetzung 2.6.1 die Endlichkeit von GΨM [v]. Ist ΨM ∼ ΠΛ ein
Poisson-Prozess, so lässt sich mit Hilfe von algebraischer Induktion zeigen, dass

GΨM [v] = exp

−
∫

Rd×M

1− v(x,m)Λ(d(x,m))

 . (2.6.2)

Wir sehen also, dass das Intensitätsmaß oft in Rechnungen auftaucht. Darüber hinaus
spielen für uns noch weitere Maße eine wichtige Rolle. Da wir diese Maße nur für
Punktprozesse benötigen, verzichten wir auf die allgemeinere Definition für markierte
Punktprozesse. Fortan notieren wir Summation über paarweise verschiedene Indizes kurz
mit einem hochgestellten ̸=.

Definition 2.7 (Faktorielles Momentenmaß): Sei Ψ ein einfacher Punktprozess und
B1, ..., Bk ∈ B(Rd). Dann heißt das Maß α(k) definiert durch

α(k)

(
k×

j=1

Bj

)
:= E

[ ∑ ̸=

i1,...,ik≥1

1B1(Xi1) · · ·1Bk
(Xik)

]

das k-te faktorielle Momentenmaß von Ψ.

Beispielsweise gilt für einen Poisson-Prozess mit Intensitätsmaß Λ, dass α(k) = Λ⊗· · ·⊗Λ.
Es gibt das folgende Analogon zur Campbell Formel:

E

[ ∑ ̸=

i1,...,ik≥1

f(Xi1 , ..., Xik)

]
=

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

f(x1, ..., xk)α
(k)(d(x1, ..., xk)).

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass α(k) eine Lebesgue-Dichte besitzt:

Definition 2.8 (Produktdichte k-ter Ordnung): Sei Ψ ein einfacher Punktprozess mit
lokal endlichem faktoriellem Momentenmaß α(k) und B1, ..., Bk ∈ B(Rd). Dann heißt die
Funktion ϱ(k) : (Rd)k → [0,∞] definiert durch

α(k)

(
k×

j=1

Bj

)
=

∫
Bk

· · ·
∫
B1

ϱ(k)(x1, ..., xk)dx1 · · · dxk

die Produktdichte k-ter Ordnung von Ψ.

Ist Ψ ein stationärer Poisson-Prozess, so ist ϱ(k)(x1, ..., xk) = λk. Im Fall eines stationären
Punktprozesses lässt sich aus dem k-ten faktoriellen Momentenmaß durch Desintegration
das sogenannte k-te reduzierte faktorielle Momentenmaß definieren:

Definition 2.9 (Reduziertes faktorielles Momentenmaß): Sei Ψ ein einfacher stationärer
Punktprozess mit Intensität λ und B1, ..., Bk ∈ B(Rd). Dann heißt das Maß α(k)

red definiert
durch

α(k)

(
k×

j=1

Bj

)
= λ

∫
B1

α
(k)
red

(
k×

j=2

(Bj − x)

)
dx

das k-te reduzierte faktorielle Momententenmaß von Ψ.
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Wir notieren Vereinigungen von nichtleeren und disjunkten Mengen durch ⊔ und definieren
damit aus den faktoriellen Momentenmaßen das folgende signierte Maß:

Definition 2.10 (Faktorielles Kumulantenmaß): Sei Ψ ein einfacher Punktprozess und
B1, ..., Bk ∈ Bb(Rd). Dann heißt das signierte Maß γ(k) definiert durch

γ(k)

(
k×

j=1

Bj

)
:=

k∑
j=1

(−1)j−1(j − 1)!
∑

I1⊔...⊔Ij
={1,...,k}

j∏
r=1

α(#Ir)

(
×
i∈Ir

Bi

)

das k-te faktorielle Kumulantenmaß von Ψ.

Für einen Poisson-Prozess verschwinden die faktoriellen Kumulantenmaße der Ordnung
k ≥ 2. Für stationäre Punktprozesse gilt α(1) = γ(1) = λ| · |d und

γ(2)(B1 ×B2) = α(2)(B1 ×B2)− λ2 |B1|d |B2|d

für B1, B2 ∈ Bb(Rd).
Analog zu den Definitionen der Produktdichte ϱ(k) bzw. des reduzierten Momentenma-

ßes α(k)
red lässt sich auch die sogenannte Kumulantendichte c(k) gemäß

γ(k)

(
k×

j=1

Bj

)
=

∫
Bk

· · ·
∫
B1

c(k)(x1, ..., xk)dx1 · · · dxk

bzw. das reduzierte faktorielle Kumulantenmaß γ(k)red (bei dem es sich um ein signiertes
Maß handelt) gemäß

γ(k)

(
k×

j=1

Bj

)
= λ

∫
B1

γ
(k)
red

(
k×

j=2

(Bj − x)

)
dx

definieren. Wir können mit Hilfe von Definition 2.10 sogar jeweils eine Umrechnung
angeben.
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2.2 Zufällige abgeschlossene Mengen

In Rd (versehen mit dem Standardskalarprodukt) definieren wir zunächst für uns
wichtige Mengensysteme, nämlich die Menge der kompakten Mengen Cd := {C ⊂
Rd | C ist kompakt} (versehen mit der Hausdorff-Metrik) und die Menge der abgeschlos-
senen Mengen Fd := {F ⊂ Rd | F ist abgeschlossen} . Damit definieren wir für C ∈ Cd

die sogenannten hitting sets Fd
C := {F ∈ Fd | F ∩C ̸= ∅} und daraus die Matheronsche

σ-Algebra σf := σ(Fd
C : C ∈ Cd). Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P) können

wir damit zufällige abgeschlossene Mengen definieren:

Definition 2.11 (Zufällige abgeschlossene Menge): Eine (A, σf) messbare Abbildung
Ξ : (Ω,A,P) → (Fd, σf ) heißt zufällige abgeschlossene Menge.

Die Verteilung von Ξ definieren wir abermals mit Hilfe des Bildmaßes durch PΞ(·) =
P(Ξ ∈ ·). Eine wichtige charakterisierende Abbildung für zufällige abgeschlossene Mengen
ist das sogenannte Kapazitätsfunktional.

Definition 2.12 (Kapazitätsfunktional): Sei Ξ eine zufällige abgeschlossene Menge.
Dann heißt die Abbildung TΞ : Cd → [0, 1] definiert durch

TΞ(C) := P(Ξ ∩ C ̸= ∅)

das Kapazitätsfunktional von Ξ.

Die Verteilung von Ξ wird eindeutig durch das Kapazitätsfunktional festgelegt. Für
zufällige abgeschossene Mengen ist das Kapazitätsfunktional also das Analogon zur
Verteilungsfunktion für Zufallsgrößen. Wir interessieren uns im Folgenden für spezielle
zufällige Mengen:

Definition 2.13 (Keim-Korn-Modell): Sei ΨCd ein unabhängig markierter Punktprozess
mit ∑

i≥1

P((Xi + Ξi) ∩ C ̸= ∅) <∞ (2.13.1)

für alle C ∈ Cd. Dann heißt
Ξ =

⋃
i≥1

(Xi + Ξi)

das von ΨCd erzeugte Keim-Korn-Modell.

Die Zufallsgrößen (Xi)i≥1 bzw. (Ξi)i≥1 nennen wir Keime bzw. Körner, den Prozess ΨCd

nennen wir Keim-Korn-Prozess und ein Korn Ξ0 ∼ PΞ1 heißt typisches Korn. Bedingung
2.13.1 sichert, dass Ξ mit Wahrscheinlichkeit 1 abgeschlossen ist. Ein Keim-Korn-Modell
ist damit eine spezielle zufällige abgeschlossene Menge. Bedingung 2.13.1 lässt sich
unter zusätzlichen Annahmen an den Keim-Prozess noch expliziter fassen. Falls der
Keim-Prozess stationär ist und eine endliche Intensität besitzt, so folgt mit Hilfe des
Campbell-Theorems Bedingung 2.13.1 aus der Bedingung E[|Ξ0 ⊕ C|d] < ∞ für alle
C ∈ Cd, wobei wir mit A⊕B := {a+b | a ∈ A, b ∈ B} die Minkowski-Summe der Mengen
A und B bezeichnen. Für Keim-Korn-Modelle Ξ lässt sich das Kapazitätsfunktional mit
Hilfe des erzeugenden Funktionals des Keim-Prozesses Ψ angeben

TΞ(C) = 1−GΨ[1− TΞ0(C − ·)].
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Ein Beispiel für die Realisierung eines Keim-Korn-Modells bildet die Kraterlandschaft
auf dem Mond. Eines der wichtigsten Keim-Korn-Modelle ist das Boolesche Modell,
dessen Bedeutung sich ähnlich wie beim Poisson-Prozess damit erklären lässt, dass sich
viele Rechnungen explizit durchführen lassen. Als Boolesches Modell bezeichnen wir ein
Keim-Korn-Modell, bei dem der Keim-Prozess ein Poisson-Prozess ist.

Definition 2.14 (Boolesches Modell): Sei ΨCd ∼ ΠΛ ein markierter Punktprozess der
Bedingung 2.13.1 erfüllt. Dann heißt das von ΨCd erzeugte Keim-Korn-Modell Boolesches
Modell.

Ist Ξ ein Boolesches Modell, so gilt

TΞ(C) = 1− exp (−E[Λ((−Ξ0)⊕ C)])

und ist Ξ ein Boolesches Modell, dass von einem stationären Poisson-Prozess erzeugt
wird, so gilt insbesondere

TΞ(C) = 1− exp (−λE[|Ξ0 ⊕ (−C)|d]).

Analog zu markierten Punktprozessen nennen wir eine zufällige abgeschlossene Menge Ξ

stationär bzw. isotrop, falls Ξ + s
d
= Ξ für alle s ∈ Rd bzw. UΞ d

= Ξ für alle U ∈ SOd.
Dabei verschiebt bzw. dreht eine Translation bzw. Rotation die komplette Menge gemäß
Ξ + s = {s+ ξ | ξ ∈ Ξ} bzw. UΞ = {Uξ | ξ ∈ Ξ}.

Da das Kapazitätsfunktional die Verteilung von Ξ eindeutig festlegt, lässt sich leicht
folgern, dass das von einem stationären Poisson-Prozess erzeugte Boolesche Modell
stationär ist. Außerdem ist ein Boolesches Modell isotrop, wenn die Verteilung der
typischen Marke Q isotrop ist.

Eine wichtige Kenngröße für stationäre zufällige abgeschlossene Mengen ist der Volu-
menanteil.

Definition 2.15 (Volumenanteil): Sei Ξ eine stationäre zufällige abgeschlossene Menge
und B ∈ Bb(Rd) mit |B|d > 0. Dann heißt die Zahl

p :=
E[|Ξ ∩B|d]

|B|d

der Volumenanteil von Ξ.

Für eine stationäre zufällige abgeschlossene Menge folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini

p = P(o ∈ Ξ),

wobei wir mit o ∈ Rd den Nullvektor bezeichnen. Für ein stationäres Boolesches Modell
gilt insbesondere

p = 1− exp (−λE[|Ξ0|d]). (2.15.1)

Ähnlich definieren wir für B ∈ Bb(Rd) mit |B|d > 0 die Kovarianzfunktion C : Rd → [0, 1]
einer zufälligen abgeschlossenen Menge Ξ durch

C(x) :=
E[|Ξ ∩ (Ξ− x) ∩B|d]

|B|d
.
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Auch für die Kovarianzfunktion gilt wieder wegen Fubini

C(x) = P(o ∈ Ξ, x ∈ Ξ).

Außerdem besteht eine Verbindung zum Volumenanteil gemäß

C(x) = 2p− 1 + (1− p)2 exp (λE[|Ξ0 ∩ (Ξ0 + x)|d]) . (2.15.2)

11



3 Die Euler-Poincaré-Charakteristik

Die Euler-Poincaré-Charakteristik (abgekürzt EPC), die im Zentrum dieser Arbeit stehen
wird, ist eine ganzzahlige topologische Invariante und gibt an, wie porös ein Menge ist. In
Dimension d = 2 entspricht sie der Differenz aus der Anzahl der Wegzusammenhangskom-
ponenten (0-te Betti-Zahl) und der Anzahl der Löcher (1-te Betti-Zahl). In Dimension
d = 3 entspricht sie der Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten minus der Anzahl
der zweidimensionalen Löcher plus der Anzahl der eingeschlossenen Hohlräume (2-te Bet-
ti-Zahl). Grundsätzliches Ziel ist es nun, einen sinnvollen Schätzer für die EPC zu finden
und seine Eigenschaften zu untersuchen. Basierend auf der anschaulichen Definition der
alternierenden Betti-Zahlen lassen sich bereits solche Schätzer auf naive Art konstruieren
(siehe z.B. [26]).

Über die topologische Information hinaus ist die EPC in der Integralgeometrie als eines
der sogenannten inneren Volumina (oder Minkowski-Funktionale) wichtig. Die anderen
inneren Volumina Fläche und Randlänge stehen untereinander über die sphärische Kon-
taktverteilung [4] oder über die Crofton-Formel auch mit der EPC in Beziehung. Innere
Volumina tauchen darüber hinaus in vielen zentralen Sätzen der Integralgeometrie auf.
Dementsprechend ist es auch nicht verwunderlich, dass es (gemeinsame) Schätzer für die
inneren Volumina (und damit insbesondere für die EPC) gibt, die einen integralgeome-
trischen Hintergrund haben. Beispielsweise kann man die Steinersche Formel [28], [33],
[38] oder die Kinematische Hauptformel [43] als Ausgangspunkt für die Konstruktion
von Schätzern verwenden (siehe auch [36], [37]). Für diese Schätzer lassen sich für Keim-
Korn-Modelle unter entsprechenden Voraussetzungen auch erstrebenswerte Eigenschaften
wie asymptotische Erwartungstreue und asymptotische Normalität nachweisen. Die An-
wendung dieser Schätzer ist dabei keinesfalls auf Keim-Korn-Modelle beschränkt und
erstreckt sich beispielsweise auch auf Exkursionsmengen [3].

Wir wollen allerdings einen punktprozesstheoretischen Zugang wählen um die EPC
zu schätzen. Dies hat den offenkundigen Vorteil, dass bei einer gegebenen Realisierung
nur spezielle Punkte gezählt werden müssen. Diese Aufgabe sollte mit Hilfe von Bildver-
arbeitungssoftware gut automatisierbar sein. Dieses Kapitel widmet sich im Folgenden
der Definition dieser speziellen Punktprozesse, den sogenannten positiven und negativen
Tangentenpunkten.

Die Definition dieser Punkte wird durch eine Schnittrekursion von Hadwiger [10], [11],
[12] motiviert. Ihm gelang damit ein Nachweis der Existenz der EPC in einem speziellen
Mengensystem, dem sogenannten Konvexring, mit nicht topologischen Methoden. Das
Ergebnis verwendete er, um topologische Aussagen für Mengen im Konvexring mit
nicht topologischen Mitteln zu beweisen. Wir müssen also zunächst klären, auf welchen
Mengensystemen wir die EPC bestimmen wollen.

Definition 3.1 (Menge der konvexen Körper): Das Mengensystem

Kd :=
{
K ⊂ Rd | K konvex und kompakt, K ̸= ∅

}
heißt Menge der konvexen Körper.

Über der Menge der konvexen Körper definieren wir das folgende Mengensystem.
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Definition 3.2 (Konvexring): Das Mengensystem

Rd :=

{
n⋃

j=1

Kj

∣∣ Kj ∈ Kd, n ∈ N0

}

heißt Konvexring.

Der Konvexring ist das kleinste schnitt- und vereinigungsstabile Mengensystem über
der Menge der konvexen Körper. Auf dem Konvexring lässt sich die folgende Abbildung
definieren.

Definition 3.3 (Euler-Poincaré-Charakteristik): Die Abbildung χ : Rd → Z definiert
durch

χ(K) :=

{
1, K ∈ Kd

0, K = ∅
(3.3.1)

und

χ

(
n⋃

j=1

Kj

)
:=

n∑
j=1

(−1)j−1
∑

1≤i1<...<ij≤n

χ(Ki1 ∩ ... ∩Kij) (3.3.2)

heißt Euler-Poincaré-Charakteristik.

Da alle Schnitte Ki1 ∩ ...∩Kij in Gleichung 3.3.2 als Schnitt konvexer kompakter Mengen
wieder konvex und kompakt sind, lässt sich die Summe mit Hilfe von Gleichung 3.3.1
auswerten.

Auch wenn die EPC grundsätzlich unbeschränkt ist, kann ihr Wert für ein A ∈ Kd,
das eine Vereinigung aus N ≥ 2d konvexen Körpern ist, durch(

N − 1

2[d
2
]

)
≤ χ(A) ≤

(
N − 1

2[d−1
2
] + 1

)
abgeschätzt werden [8].

Die Berechnung der EPC mit Hilfe von Gleichung 3.3.2 ist allerdings umständlich,
falls die betrachtete Menge eine Vereinigung einer großen Anzahl an konvexen Mengen
ist. Wir wollen daher einen anderen Zugang zur Berechnung von χ(A) für A ∈ Kd

basierend auf einer Schnittrekursion wählen. Dabei folgen wir der Darstellung von Adler
[2]. Fortan sprechen wir im Zusammenhang mit einem Vektor u ∈ Rd von einer Richtung,
wenn ⟨u, u⟩ = 1. Wählen wir nun eine feste Richtung u ∈ Rd, so werden dadurch
(d− 1)-dimensionale Hyperebenen E(r) festgelegt, wobei sich der Betrag des Parameters
r ∈ R als Abstand der Ebene vom Ursprung auffassen lässt. Von Interesse ist für uns die
Differenz von χ(A ∩ E(r)) und χ(A ∩ E(ρ)) für ρ < r. Mit diesen Definitionen und

R = {r ∈ R | χ(A ∩ E(r))− lim
ρ↗r

χ(A ∩ E(ρ)) ̸= 0}

gilt

χ(A) =
∑
r∈R

(
χ(A ∩ E(r))− lim

ρ↗r
χ(A ∩ E(ρ))

)
.
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Wir wollen dieses Vorgehen nun anhand von zwei Beispielen verdeutlichen. Eine beispiel-
hafte Situation in d = 1 ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Das Ergebnis χ(A) = 3 ist auch
aus der Definition ersichtlich, da es sich bei A um die Vereinigung von drei disjunkten,
konvexen und kompakten Mengen handelt.

ρ
r1 r2 r3

A
E(ρ)

u

ρ

χ(E(ρ) ∩ A)

r1 r2 r3

1

Abbildung 3.4: Berechnung von χ(A) für ein A ∈ R1 mit Schnittebenen (d.h. Punkten
auf der Achse) E(ρ) = {ρ}. Ist ρ /∈ A, so ist A∩E(ρ) = ∅, also ist χ(A∩E(ρ)) = 0. Ist
ρ ∈ A, folgt A ∩E(ρ) = {ρ}, also χ(A ∩E(ρ)) = 1. Aufgrund der Kompaktheit von A
folgt also für r ∈ R = {r1, r2, r3}, dass χ(A ∩E(r))− limρ↗r χ(A ∩E(ρ)) = 1− 0 = 1.
Für r /∈ R ist χ(A ∩ E(r))− limρ↗r χ(A ∩ E(ρ)) = 0, insgesamt folgt also χ(A) = 3.

In d = 2 ist jede Menge A ∩ E(r) wieder eindimensional, wir können uns also auf die
bekannte Zählung von disjunkten Intervallen (bzw. Punkten) berufen um χ(A∩E(r)) zu
berechnen. Das Vorgehen ist beispielhaft in Abbildung 3.5 dargestellt.
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x

y E(ρ)

u

A

ρ

χ(E(ρ) ∩ A)

1

2

Abbildung 3.5: Berechnung von χ(A) für A ∈ R2 mit Schnittebenen (d.h. Geraden)
E(ρ). Die Schnitte A ∩ E(ρ) sind eindimensionale Objekte, von denen wir jeweils mit
bekannten Methoden χ(A ∩ E(ρ)) bestimmen können. Die Methode liefert χ(A) = 0.
Insgesamt gibt es einen positiven und einen negativen Tangentenpunkt.

Die Erweiterung auf höhere Dimensionen d ∈ N geschieht durch sukzessives Anwenden
der Schnittrekursion.

Zu bemerken bleibt, dass die Wahl Richtung u keine Auswirkung auf das Ergebnis
hat. Interessant ist außerdem, dass χ(A ∩ E(r))− limρ↗r χ(A ∩ E(ρ)) für d ≥ 2 sowohl
positiv als auch negativ sein kann. Dies führt zur Unterscheidung in sogenannte positive
und negative Tangentenpunkte.

Um aufbauend auf diesem Kapitel positive und negative Tangentenpunkte einführen
zu können, betrachten wir für den Rest der Arbeit markierte Punktprozesse ΨKd mit
Markenraum Kd. Dies führt dazu, dass Realisierungen von den zugehörigen Keim-Korn-
Modellen in einem Beobachtungsfenster immer Elemente des Konvexrings sind und wir
die bisher gewonnenen Erkenntnisse anwenden können.
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3.1 Positive Tangentenpunkte

Aufbauend auf den Überlegungen und Definitionen des vorhergehenden Kapitels wollen
wir nun zunächst den positiven Tangentenpunkt für eine beliebige Menge K ∈ Kd

definieren. Wir suchen den positiven Tangentenpunkt in der Schnittebene E(r), für die
der Zuwachs positiv ist, d.h. es muss

χ(K ∩ E(r))− lim
ρ↗r

χ(K ∩ E(ρ)) > 0

gelten. Die Forderung nach positivem Zuwachs bedingt, dass notwendigerweise K∩E(r) ̸=
∅ ist. Den positiven Tangentenpunkt definieren wir als lexikographisches Minimum dieser
Menge. Für die präzise Definition des positiven Tangentenpunkts verwenden wir die
sogenannte Stützfunktion h(u,K) := sup{⟨u, y⟩ | y ∈ K} von K ∈ Kd in Richtung von u.

Definition 3.6 (Positiver Tangentenpunkt): Sei u eine feste Richtung und K ∈ Kd.
Dann heißt

ℓu(K) := lexmin{x ∈ ∂K | ⟨u, x⟩ = h(−u,K)}

der positive Tangentenpunkt von K in Richtung u.

Für festes u ist die Abbildung ℓu : Kd → Rd eine Zentrumsfunktion, d.h. es gilt ℓu(x+K) =
x+ ℓu(K) für alle x ∈ Rd und K ∈ Kd. Um den Prozess der positiven Tangentenpunkte
verstehen zu können betrachten wir abermals eine beispielhafte Abbildung mit mehreren
Mengen K1, ..., K5 ∈ K2:

K1

K2

K3

K4

K5

u

h(−u,K1)

x

y

Abbildung 3.7: Positive Tangentenpunkte (blau) in Richtung von u. Der positive
Tangentenpunkt von K2 wird nicht vom Zählprozess Ψ+

u gezählt, da er von K3 verdeckt
wird. Der positive Tangentenpunkt von K4 und K5 ist identisch und wird daher nie von
Ψ+

u gezählt. In dieser Situation zählt Ψ+
u anstatt 3 fälschlicherweise 2 positive Tangen-

tenpunkte. Wir benötigen also eine zusätzliche Bedingung, um bei Keim-Korn-Modellen
die Lage der Mengen K4 und K5 auszuschließen (siehe Bedingung 3.7.1).
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Realisieren wir nun ein Keim-Korn-Modell, so kann der positive Tangentenpunkt von
einem anderen Korn verdeckt werden (siehe beispielsweise in Abbildung 3.7 die Mengen
K2 bzw. K3). Wollen wir also mit unserer Methode die EPC eines Keim-Korn-Modells
bestimmen, müssen wir beachten, dass Tangentenpunkte nur gezählt werden dürfen,
wenn sie nicht von anderen Mengen des Keim-Korn-Modells verdeckt werden. Außerdem
wollen wir die Lage der Mengen K4 bzw. K5 in Abbildung 3.7 ausschließen. Dafür ist die
Bedingung

P(∀i, j ≥ 1, i ̸= j : ℓu(Xi + Ξi) /∈ Xj + ∂Ξj) = 1

hinreichend. Diese Bedingung ist aufgrund von

ℓu(Xi + Ξi) ̸∈ Xj + ∂Ξj ⇔ Xi −Xj ̸∈ ∂Ξj − ℓu(Ξi)

äquivalent zu

P

∑ ̸=

i,j≥1

1∂Ξj−ℓu(Ξi)(Xi −Xj) ≥ 1

 = 0. (3.7.1)

Bedingung 3.7.1 ist erfüllt, wenn der Keim-Prozesses eine Produktdichte 2-ter Ordnung
besitzt. Damit ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.8 (Prozess der positiven Tangentenpunkte): Sei ΨKd ein Keim-Korn-
Prozess dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt. Dann ist

Ψ+
u (·) :=

∑
i≥1

δXi+ℓu(Ξi)(·)
∏
k ̸=i

(1− 1Ξk+Xk
(Xi + ℓu(Ξi)))

der Punktprozess der positiven Tangentenpunkte in Richtung u des zugehörigen Keim-
Korn-Modells.

Durch die Bedingung 3.7.1 tritt die Situation aus Abbildung 3.7, dass Ψ+
u nur 2 (von

K1 und K3) anstatt 3 (von K1, K3 und den gemeinsamen von K4 und K5) positive
Tangentenpunkte registriert, mit Wahrscheinlichkeit 0 auf.

Der Prozess der positiven Tangentenpunkte Ψ+
u ist einfach und stationär, falls der

Keim-Prozess einfach und stationär ist. Man kann Ψ+
u als eine abhängige Ausdünnung

von ΨKd verstehen. Aus einer Realisierung von ΨKd nehmen wir alle Punkte Xi heraus,
für die Xi + ℓu(Ξi) ∈ ∪k ̸=i(Xk + Ξk) ist.

Positive Tangentenpunkte sind selbst bereits interessant und für diverse Fragestellun-
gen in der Stochastik wichtig. Im Fall eines Booleschen Modells in R sind die positi-
ven Tangentenpunkte die Zeitpunkte, zu denen eine Arbeitsperiode in einem M/G/∞
Warteschlangensystem beginnt. Mit Hilfe von positiven Tangentenpunkten lassen sich
Informationen über die unbekannte Bedienungszeitverteilung gewinnen. In höheren Di-
mensionen finden positive Tangentenpunkte z.B. bei der Behandlung des sogenannten
Wicksell’schen Korpuskelproblems Anwendung [24]. Außerdem lässt sich mit Hilfe der
positiven Tangentenpunkte nicht nur die Intensität des dem Booleschen Modells zugrun-
deliegenden Poisson-Prozesses schätzen [31], sondern auch z.B. der erwartete Umfang
des typischen Korns [32]. Um die EPC zu behandeln, müssen wir noch den Prozess der
negativen Tangentenpunkte verstehen.
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3.2 Negative Tangentenpunkte

Negative Tangentenpunkte definieren wir ähnlich wie positive Tangentenpunkte. Wir
suchen einen negativen Tangentenpunkt in der Schnittmenge von K1 ∩ ... ∩ Km ∈
Kd mit der Schnittebene E(r), für die der Zuwachs ungleich 0 ist. Im Gegensatz zur
Definition von positiven Tangentenpunkten, die in jeder Dimension das gewünschte
Ergebnis liefert, ist die Definition des negativen Tangentenpunktes von der Dimension
abhängig. Wir müssen uns fragen, wann für typische konvexe und kompakte Körner
negative Tangentenpunkte auftreten können. In d = 2 können wir dazu wieder eine
beispielhafte Abbildung betrachten.

K1

K6

K2

K3

u
K4

K5

x

y

Abbildung 3.9: Positive bzw. negative Tangentenpunkte (blau bzw. rot) in Richtung von
u. Die negativen Tangentenpunkte von K2∩K3 bzw. K4∩K5 sind zugleich die positiven
Tangentenpunkte von K2 bzw. K4 und K5 (siehe Abbildung 3.7). Da der negative
Tangentenpunkt von K2 ∩K3 im Inneren von K3 liegt wird er von Ψ−

u nicht gezählt.
Anders verhält es sich bei den negativen Tangentenpunkten von K1∩K6 bzw. K4∩K5,
letzterer jedoch fälschlicherweise. Insgesamt liefert die Zählung der Tangentenpunkte
fälschlicherweise 3 − 2 = 1. Diese Situation tritt für ein Keim-Korn-Modell, das
Bedingung 3.7.1 gehorcht, allerdings mit Wahrscheinlichkeit 0 auf.

Offenbar ist eine notwendige Bedingung für das Auftreten eines negativen Tangenten-
punktes, dass die Menge Ξij := (Xi + Ξi) ∩ (Xj + Ξj) für i ̸= j nicht leer ist. Außerdem
darf der Tangentenpunkt wieder nicht von anderen Mengen verdeckt werden. Zusätzlich
darf er nicht von Xi +Ξi oder Xj +Ξj selbst verdeckt werden, d.h. ein negativer Tangen-
tenpunkt darf weder in Xi + Ξ◦

i noch in Xj + Ξ◦
j liegen, wobei wir mit A◦ die Menge der

inneren Punkte von A bezeichnen. Außerdem darf ein negativer Tangentenpunkt nicht
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gleichzeitig auch ein positiver Tangentenpunkt sein. Dies wird bereits durch Bedingung
3.7.1 ausgeschlossen. Damit zählt der Prozess

Ψ−
u (·) =

1

2

∑̸=

i,j≥1

δℓu(Ξij)(·)
∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu(Ξij)))1{Ξij ̸=∅}

× (1− 1Xi+Ξ◦
i
(ℓu(Ξij)))(1− 1Xj+Ξ◦

j
(ℓu(Ξij)))

die negativen Tangentenpunkte. Offenbar gilt nun sowohl

Ξij ̸= ∅ ⇔ Xj −Xi ∈ Ξi ⊕ (−Ξj)

als auch
ℓu(Ξij) ∈ Xi + Ξ◦

i ⇔ ℓu(Xj + Ξj) ∈ Xi + Ξ◦
i ⇒ Ξij ̸= ∅.

Das führt zur folgenden Definition:

Definition 3.10 (Prozess der negativen Tangentenpunkte in d = 2): Sei ΨK2 ein
Keim-Korn-Prozess dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt. Dann
ist

Ψ−
u (·) :=

1

2

∑ ̸=

i,j≥1

δℓu(Ξij)(·)
∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu(Ξij)))

×
(
1Ξi⊕(−Ξj)(Xj −Xi)− 1Xi+Ξ◦

i
(ℓu(Xj + Ξj))− 1Xj+Ξ◦

j
(ℓu(Xi + Ξi))

)
der Punktprozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u des zugehörigen Keim-
Korn-Modells.

Auch der Prozess der negativen Tangentenpunkte Ψ−
u ist einfach und stationär, falls der

Keim-Prozess einfach und stationär ist.
In d = 3 ist das Auftreten von negativen Tangentenpunkten komplexer und nicht so

leicht visualisierbar. Das Prinzip, sukzessive Schnittrekursionen anzuwenden, bleibt aber
das gleiche. In Abbildung 3.9 erkennt man, dass negative Tangentenpunkte in d = 2
entstehen, wenn sich zwei konvexe Mengen schneiden. Dies führt auch in d = 3 zu einem
negativen Tangentenpunkt. Zusätzlich können aber auch Schnitte von drei konvexen
Mengen Tangentenpunkte erzeugen. Obwohl letztere einen positiven Beitrag zur EPC
leisten, werden wir sie trotzdem als negative Tangentenpunkte führen.

Wir erhalten in d = 3 also zwei Prozesse, zum einen Ψ−
u,1 = Ψ−

u wie in d = 2 und zum
anderen

Ψ−
u,2(·) =

1

6

∑ ̸=

i,j,k≥1

δℓu(Ξijk)(·)
∏

l ̸=i,j,k

(1− 1Xl+Ξl
(ℓu(Ξijk)))1{Ξijk ̸=∅}

× (1− 1Xi+Ξ◦
i
(ℓu(Ξijk)))(1− 1Xj+Ξ◦

j
(ℓu(Ξijk)))(1− 1Xk+Ξ◦

k
(ℓu(Ξijk))),

wobei Ξijk = (Xi + Ξi) ∩ (Xj + Ξj) ∩ (Xk + Ξk). Da sowohl

Ξijk ̸= ∅ ⇔ Xj −Xi ∈ [Ξi ∩ (Xk −Xi + Ξk)]⊕ (−Ξj)
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und
ℓu(Ξijk) /∈ (Xi + Ξ◦

i ) ∩ (Xj + Ξ◦
j) ∩ (Xk + Ξ◦

k)

als auch jeweils exemplarisch

ℓu(Ξijk) ∈ Xi + Ξ◦
i ⇔ ℓu(Ξjk) ∈ Xi + Ξ◦

i ⇒ Ξijk ̸= ∅,

sowie
ℓu(Ξijk) ∈ (Xi + Ξ◦

i ) ∩ (Xj + Ξ◦
j) ⇔ ℓu(Xk + Ξk) ∈ Ξ◦

ij ⇒ Ξijk ̸= ∅,

gilt schließlich

1{Ξijk ̸=∅}(1− 1Xi+Ξ◦
i
(ℓu(Ξijk)))(1− 1Xj+Ξ◦

j
(ℓu(Ξijk)))(1− 1Xk+Ξ◦

k
(ℓu(Ξijk)))

= 1Ξ◦
ij
(ℓu(Xk + Ξk)) + 1Ξ◦

ik
(ℓu(Xj + Ξj)) + 1Ξ◦

jk
(ℓu(Xi + Ξi))

− 1Xi+Ξ◦
i
(ℓu(Ξjk))− 1Xj+Ξ◦

j
(ℓu(Ξik))− 1Xk+Ξ◦

k
(ℓu(Ξij))

+ 1[Ξi∩(Xk−Xi+Ξk)]⊕(−Ξj)(Xj −Xi).

(3.10.1)

Damit definieren wir:

Definition 3.11 (Prozesse der negativen Tangentenpunkte in d = 3): Sei ΨK3 ein
Keim-Korn-Prozess dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt. Dann
sind

Ψ−
u,1(·) :=

1

2

∑ ̸=

i,j≥1

δℓu(Ξij)(·)
∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu(Ξij)))

×
(
1Ξi⊕(−Ξj)(Xj −Xi)− 1Xi+Ξ◦

i
(ℓu(Xj + Ξj))− 1Xj+Ξ◦

j
(ℓu(Xi + Ξi))

)
und

Ψ−
u,2(·) :=

1

6

∑ ̸=

i,j,k≥1

δℓu(Ξijk)(·)
∏

l ̸=i,j,k

(1− 1Xl+Ξl
(ℓu(Ξijk)))

×
[
1Ξ◦

ij
(ℓu(Xk + Ξk)) + 1Ξ◦

ik
(ℓu(Xj + Ξj)) + 1Ξ◦

jk
(ℓu(Xi + Ξi))

− 1Xi+Ξ◦
i
(ℓu(Ξjk))− 1Xj+Ξ◦

j
(ℓu(Ξik))− 1Xk+Ξ◦

k
(ℓu(Ξij))

+ 1[Ξi∩(Xk−Xi+Ξk)]⊕(−Ξj)(Xj −Xi)

]
die Punktprozesse der negativen Tangentenpunkte in Richtung u des zugehörigen Keim-
Korn-Modells.

Auch diese Prozesse sind einfach und stationär, falls der Keim-Prozess einfach und
stationär ist. Mit Hilfe der Tangentenpunktprozesse wollen wir im Folgenden die EPC
eines Keim-Korn-Modells schätzen.
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3.3 Schätzung der Euler-Poincaré-Charakteristik

Wir wollen nun ausgehend von einer gegebenen Realisierung eines Keim-Korn-Modells,
dessen typisches Korn nur Werte in Kd annimmt, die EPC schätzen. Dabei liegen die Daten
grundsätzlich nur in einem gegebenen Bereich, dem sogenannten Beobachtungsfenster
Wn, vor. Für alle s ∈ {1, ..., d} betrachten wir unbeschränkte, monoton wachsende Folgen
(a

(s)
n )n∈N und (b

(s)
n )n∈N in (0,∞) und definieren

Wn :=
[
−a(1)n , b(1)n

)
× ...×

[
−a(d)n , b(d)n

)
.

Diese Definition lässt sich verallgemeinern, wir betrachten jedoch nur solche speziellen Hy-
perquader als Beobachtungsfenster. Um den Einfluss der Größe des Beobachtungsfensters
zu eliminieren, betrachten wir die sogenannte spezifische EPC:

Definition 3.12 (Schätzung der spezifischen EPC): Sei ΨKd ein Keim-Korn-Prozess,
dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt, und Wn ein Beobachtungs-
fenster. Dann ist

N̂A,n(u) :=
Ψ+

u (Wn)−Ψ−
u (Wn)

|Wn|2
bzw.

N̂V,n(u) :=
Ψ+

u (Wn)−Ψ−
u,1(Wn) + Ψ−

u,2(Wn)

|Wn|3
der Schätzer der spezifischen EPC in d = 2 bzw. d = 3 des zugehörigen Keim-Korn-
Modells.

Fortan benutzen wir N̂2,n(u) bzw. N̂3,n(u) synonym für die stereologische Notation N̂A,n(u)

bzw. N̂V,n(u). Analog wollen für die Erwartungswerte Nd := E[N̂d,n(u)] der definierten
Schätzer N2 bzw. N3 synonym für NA bzw. NV verwenden.

Unser Schätzer ist in gewisser Weise das kontinuierliche Analogon zu dem Schätzer
in [35]. Dort wird die EPC mit Hilfe von Ebenen E(r) und E(r + t) bestimmt. Die
betrachteten Ebenen haben also den kleinen, aber endlichen Abstand t > 0 zueinander.
Bei unserer Schätzung handelt es sich um eine assoziierte Punktmethode. Wir assoziieren
mit jeder Menge ihre Tangentenpunkte und zählen diese mit Vorzeichen. Verbessern
kann man die Schätzung, indem man mehrere Punkte mit einer Menge assoziiert, d.h.
in unserem Fall Tangentenpunkte mehrerer Richtungen u zählt, und dann über alle
Zählungen mittelt [42].

Wir wollen nun für eine große Klasse von Keim-Prozessen ein Gesetz der Große Zahlen
etablieren. Dazu definieren wir:

Definition 3.13 (Ergodizität): Ein stationärer Punktprozess Ψ mit Verteilung PΨ heißt
ergodisch, wenn aus PΨ((Y + x) ∩ Y ) = PΨ(Y ) für alle x ∈ Rd schon PΨ(Y ) ∈ {0, 1}
folgt.

Um damit die starke Konsistenz von N̂d,n(u) zu erhalten, benötigen wir noch eine zusätz-
liche Voraussetzung an den Keim-Prozess. Diese wollen wir mit Hilfe seines reduzierten
faktoriellen Kumulantenmaßes γ(k)red formulieren. Wir betrachten dazu die Hahn-Jordan-
Zerlegung

γ
(k)
red = γ

(k)+
red − γ

(k)−
red
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des signierten Maßes γ(k)red und definieren die Totalvariation durch

∥γ(k)red∥TV := γ
(k)+
red

(
(Rd)k−1

)
+ γ

(k)−
red

(
(Rd)k−1

)
.

Mit diesen Vorarbeiten erhalten wir:

Satz 3.14 (Starke Konsistenz von N̂d,n(u)): Sei der Keim-Prozess stationär und ergodisch
mit ∥γ(k)red∥TV <∞ für k ∈ {2, d}. Dann gilt

N̂d,n(u)
P−f.s.−−−→
n→∞

Nd.

Beweis. Die Ergodizität des Keim-Prozesses zusammen mit Bedingung 2.13.1 impliziert
die Ergodizität des Keim-Korn-Modells (siehe Theorem 3 in [17]). Damit ist auch das für
F ∈ Bb(Rd) durch

ν2(F ) := Ψ+
u (F )−Ψ−

u (F )

in d = 2 bzw.
ν3(F ) := Ψ+

u (F )−Ψ−
u,1(F ) + Ψ−

u,2(F )

in d = 3 definierte zufällige signierte Maß ergodisch. Außerdem ist νd additiv. Um nun
Korollar 4.20 aus [34] anwenden zu können, müssen wir für F ∈ Bb(Rd), F ⊂ [0, 1)d, eine
von F unabhängige und integrierbare Zufallsgröße Yd finden, sodass

|νd(F )| ≤ Yd.

Wie können wir solche Zufallsgrößen finden? Positive Tangentenpunkte können nur
entstehen, wenn Mengen Xi+Ξi die Menge [0, 1]d schneiden. Eine notwendige, aber nicht
hinreichende Bedingung für das Auftreten von negativen Tangentenpunkten in d = 2 ist,
dass ein Paar von zwei Mengen Xi + Ξi und Xj + Ξj die Menge [0, 1]2 schneidet. Damit
ist eine sinnvolle Definition für Y2 z.B. durch

Y2 :=
∑
i≥1

1[0,1]2(Xi + ℓu(Ξi)) +
1

2

∑̸=

i,j≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]2 ̸=∅1(Xj+Ξj)∩[0,1]2 ̸=∅

gegeben. Wegen des Campbell-Theorems gilt

E

[∑
i≥1

1[0,1]2(Xi + ℓu(Ξi))

]
= λ

und außerdem gilt

E

∑̸=

i,j≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]2 ̸=∅1(Xj+Ξj)∩[0,1]2 ̸=∅


=

∫
K2

· · ·
∫
R2

1[0,1]2⊕(−K1)(x1)1[0,1]2⊕(−K2)(x2)α
(2)(d(x1, x2))Q(dK1)Q(dK2).
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Wegen γ(2)(B1 ×B2) = α(2)(B1 ×B2)− λ2 |B1|2 |B2|2 gilt

E

∑̸=

i,j≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]2 ̸=∅1(Xj+Ξj)∩[0,1]2 ̸=∅


=

∫
K2

· · ·
∫
R2

1[0,1]2⊕(−K1)(x1)1[0,1]2⊕(−K2)(x2)γ
(2)(d(x1, x2))Q(dK1)Q(dK2)

+ λ2
∫
K2

· · ·
∫
R2

1[0,1]2⊕(−K1)(x1)1[0,1]2⊕(−K2)(x2)dx2dx1Q(dK1)Q(dK2).

Den ersten Summanden können wir nach Desintegration durch das reduzierte faktorielle
Kumulantenmaß abschätzen und die Integrale im zweiten Summanden können wir direkt
lösen. Wir erhalten also

E

∑ ̸=

i,j≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]2 ̸=∅1(Xj+Ξj)∩[0,1]2 ̸=∅


≤ λE

[∣∣Ξ0 ⊕ [−1, 0]2
∣∣
2

]
∥γ(2)red∥TV + λ2E

[∣∣Ξ0 ⊕ [−1, 0]2
∣∣
2

]2
,

und somit ist mit Hilfe von Bedingung 2.13.1

E[Y2] <∞.

In d = 3 betrachten wir analog die Zufallsgröße

Y3 :=
∑
i≥1

1[0,1]3(Xi + ℓu(Ξi)) +
1

2

∑̸=

i,j≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]3 ̸=∅1(Xj+Ξj)∩[0,1]3 ̸=∅

+
1

6

∑ ̸=

i,j,k≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]3 ̸=∅1(Xj+Ξj)∩[0,1]3 ̸=∅1(Xk+Ξk)∩[0,1]3 ̸=∅,

wobei die ersten beiden Terme wegen den Rechnungen im d = 2 Fall einen endlichen
Erwartungswert haben. Eine analoge Rechnung mit Hilfe von 2.10 ergibt

E

 ∑ ̸=

i1,...,in≥1

1(Xi1
+Ξi1

)∩[0,1]d ̸=∅ · · ·1(Xin+Ξin )∩[0,1]d ̸=∅


=

∫
Kd

· · ·
∫
Rd

1(x1+K1)∩[0,1]d ̸=∅ · · ·1(xn+Kn)∩[0,1]d ̸=∅α
(n)(d(x1, ..., xn))Q(dK1) · · ·Q(dKn)

=

∫
Kd

· · ·
∫
Rd

1[0,1]d⊕(−K1)(x1) · · ·1[0,1]d⊕(−Kn)(xn)γ
(n)(d(x1, ..., xn))Q(dK1) · · ·Q(dKn)

+
n∑

j=2

(−1)j(j − 1)!
∑

I1⊔...⊔Ij
={1,...,n}

j∏
r=1

E

 ∑ ̸=

i1,...,i#Ir≥1

1(Xi1
+Ξi1

)∩[0,1]d ̸=∅ · · ·1(Xi#Ir
+Ξi#Ir

)∩[0,1]d ̸=∅
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Den ersten Summanden können wir wieder desintegrieren und erhalten

E

 ∑ ̸=

i1,...,in≥1

1(Xi1
+Ξi1

)∩[0,1]d ̸=∅ · · ·1(Xin+Ξin )∩[0,1]d ̸=∅


≤ λE

[∣∣Ξ0 ⊕ [−1, 0]d
∣∣
3

]
∥γ(n)red∥TV

+
n∑

j=2

(−1)j(j − 1)!
∑

I1⊔...⊔Ij
={1,...,n}

j∏
r=1

E

 ∑ ̸=

i1,...,i#Ir≥1

1(Xi1
+Ξi1

)∩[0,1]d ̸=∅ · · ·1(Xi#Ir
+Ξi#Ir

)∩[0,1]d ̸=∅

,
(3.14.1)

d.h. wir können unter der Voraussetzung ∥γ(3)red∥TV < ∞ induktiv E[Y3] < ∞ schließen.
Insgesamt ist E[Yd] <∞ und damit liefert Korollar 4.20 aus [34] die gewünschte Aussage.

Die Bedingung ∥γ(k)red∥TV < ∞ für k ∈ {2, d} ist also relevant für die Existenz einer
Majorante für die EPC. Aus der Rechnung 3.14.1 lässt sich auch direkt eine weitere
Aussage folgern:

Korollar 3.15: Sei der Keim-Prozess stationär mit ∥γ(k)red∥TV < ∞ für k ∈ {2, 3, ...}.
Dann gilt für alle r ∈ N:

E
[
Ψ+

u ([0, 1]
d)r
]
<∞,

E
[
Ψ−

u ([0, 1]
2)r
]
<∞,

E
[
Ψ−

u,1([0, 1]
3)r
]
<∞,

E
[
Ψ−

u,2([0, 1]
3)r
]
<∞.

Beweis. Offenbar kann nach 3.14.1 jedes dieser Momente durch die Totalvariation ei-
nes entsprechend hohen reduzierten faktoriellen Kumulantenmaßes und einer endlichen
Linearkombination von Erwartungswerten der Form

E

 ∑ ̸=

i1,...,in≥1

1(Xi1
+Ξi1

)∩[0,1]d ̸=∅ · · ·1(Xin+Ξin )∩[0,1]d ̸=∅


abgeschätzt werden. Die Anzahl solcher Erwartungswerte hängt natürlich vom jeweils
betrachteten Prozess sowie von d und r ab. Damit folgt induktiv die gewünschte Aussage.

Die Bedingung ∥γ(k)red∥TV <∞ für k ∈ {2, 3, ...} nennt man Brillinger Mischungsbedingung.
Wir werden sie in Kapitel 6 wieder aufgreifen und detaillierter betrachten. Diese strengere
Bedingung ersetzt die Forderung der Ergodizität nicht, um die Konsistenz von N̂d,n(u)
nachzuweisen (siehe [20]).
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4 Kennzahlen der Tangentenpunktprozesse

Wir haben in Korollar 3.15 unter relativ milden Voraussetzungen die Endlichkeit aller
Momente der Tangentenpunktanzahl in einem beschränkten Gebiet bewiesen. In diesem
Kapitel wollen wir uns expliziten Berechnungen für Kennzahlen der Tangentenpunkt-
prozesse zuwenden. Bei unseren Rechnungen beschränken wir uns auf die Betrachtung
stationärer Boolescher Modelle. Das hat den Vorteil, dass sich halbwegs explizite Formeln
gewinnen lassen. Der Ausgangspunkt für alle diese Rechnungen wird die Slivnyak-Mecke
Formel (siehe [41], Korollar 3.2.3) sein:

Satz 4.1 (Slivnyak-Mecke Formel): Sei ΨM ∼ Πλ,Q und f : (Rd×M)k ×NM → R nicht
negativ und messbar oder integrierbar. Dann gilt

E

[ ∑ ̸=

i1,...,ik≥1

f

(
Xi1 ,Mi1 , ..., Xik ,Mik ,ΨM −

k∑
j=1

δ(Xij
,Mij)

)]

= λk
∫
M

· · ·
∫
Rd

E[f(x1,m1, ..., xk,mk,ΨM)]dx1 · · ·Q(dmk).

Dabei müssen wir beachten, dass im Gegensatz zu der Definition der positiven Tan-
gentenpunkte die Definition der negativen Tangentenpunkte dimensionsabhängig ist.
Während wir also alle Aussagen, die nur Ψ+

u beinhalten, in Rd formulieren können,
ist dies geschlossen für die negativen Tangentenpunkte nicht möglich. Die betrachtete
Dimension ist dabei jedoch stets offensichtlich.

Die einfachste Kennzahl für die Tangentenpunktprozesse ist die Intensität. Dabei
werden wir das (d − 1)-dimensionale Hausdorff-Maß mit Hd−1 und das Integral der
mittleren Krümmung mit M bezeichnen.

Satz 4.2 (Intensitäten der Tangentenpunktprozesse): Sei ΨKd ∼ Πλ,Q ein Keim-Korn-
Prozess und Ξ0,Ξ

′
0 unabhängig gemäß Q verteilt.

(i) Für W ∈ B(Rd) gilt
E
[
Ψ+

u (W )
]
= λ(1− p) |W |d .

(ii) Für W ∈ B(R2) gilt

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2(1− p)

2
|W |2 (E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′

0)|2]− 2E[|Ξ0|2]) .

(iii) Ist die Verteilung von Ξ0 zusätzlich rotationsinvariant, so gilt für W ∈ B(R2)

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2(1− p)

4π
|W |2 E

[
H1(∂Ξ0)

]2
.

(iv) Ist die Verteilung von Ξ0 rotationsinvariant, so gilt für W ∈ B(R3)

E
[
Ψ−

u,1(W )
]
=
λ2(1− p)

4π
|W |3 E

[
H2(∂Ξ0)

]
E[M(Ξ0)]
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und
E
[
Ψ−

u,2(W )
]
=
λ3π(1− p)

384
|W |3 E

[
H2(∂Ξ0)

]3
.

Beweis. Zunächst rechnen wir mit der Slivnyak-Mecke Formel (i) nach. Es gilt

E
[
Ψ+

u (W )
]
= λ

∫
Kd

∫
Rd

1W (x+ ℓu(K))E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(x+ ℓu(K)))

]
dxQ(dK)

Betrachten wir nun den Erwartungswert auf der rechten Seite genauer. Aufgrund der
Stationarität gilt für alle x,K

E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(x+ ℓu(K)))

]
= E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(o))

]

und mit Hilfe der Darstellung des erzeugenden Funktionals für das Boolesche Modell
(siehe 2.6.2) gilt

E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(o))

]
= exp

−λ
∫
Kd

∫
Rd

1x+K(o)dxQ(dK)

 .

Nun lassen sich nacheinander die Integration im Raum und die Integration bezüglich Q
ausführen und es folgt mit Hilfe der Darstellung des Volumenanteils p im Booleschen
Modell (siehe 2.15.1)

exp

−λ
∫
Kd

∫
Rd

1x+K(o)dxQ(dK)

 = exp(−λE[|Ξ0|d]) = 1− p.

Als Zwischenergebnis erhalten wir also

E
[
Ψ+

u (W )
]
= λ(1− p)

∫
Kd

∫
Rd

1W (x+ ℓu(K))dxQ(dK).

Für die restlichen Integrale folgt analog unter Verwendung der Translationsinvarianz des
Lebesgue-Maßes∫

Kd

∫
Rd

1W (x+ ℓu(K))dxQ(dK) =

∫
Kd

|W − ℓu(K)|dQ(dK) = |W |d ,

und somit gilt insgesamt wie gefordert

E
[
Ψ+

u (W )
]
= λ(1− p) |W |d .
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Analog berechnen wir auch (ii). Aus der Slivnyak-Mecke Formel folgt

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W (ℓu((x1 +K1) ∩ (x2 +K2)))

×
(
1K1⊕(−K2)(x2 − x1)− 1K1−ℓu(K2)(x2 − x1)− 1K2−ℓu(K1)(x1 − x2)

)
× E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu((x1 +K1) ∩ (x2 +K2))))

]
dx1 · · ·Q(dK2)

und nach der naheliegenden Transformation y2 = x2 − x1, dy2 = dx2, folgt unter
Ausnutzung der Stationarität

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W (y1 + ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)))E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(o))

]
×
(
1K1⊕(−K2)(y2)− 1K1−ℓu(K2)(y2)− 1K2−ℓu(K1)(−y2)

)
dy1 · · ·Q(dK2).

Nun können wir sowohl das dy1 Integral als auch den Erwartungswert (dieser ist 1− p,
siehe die Rechnung in (i)) berechnen und erhalten

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2

2

∫
K2

∫
K2

∫
R2

|W − ℓu(K1 ∩ (K2 + y))|2 (1− p)

×
(
1K1⊕(−K2)(y)− 1K1−ℓu(K2)(y)− 1K2−ℓu(K1)(−y)

)
dyQ(dK1)Q(dK2).

Nach Ausnutzung der Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes können wir das dy
Integral berechnen und erhalten

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2(1− p)

2
|W |2

∫
K2

∫
K2

|K1 ⊕ (−K2)|2 − |K1|2 − |K2|2Q(dK1)Q(dK2).

Mit Hilfe von unabhängigen gemäß Q verteilten typischen Körnern Ξ0 bzw. Ξ′
0 erhalten

wir schließlich

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2(1− p)

2
|W |2 (E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′

0)|2]− 2E[|Ξ0|2]) , (4.2.1)

was genau der in (ii) geforderten Form entspricht.

Ist Ξ0 zusätzlich isotrop lässt sich die Formel noch weiter auswerten. Es gilt x ∈ Ξ0 ⊕
(−Ξ′

0) ⇔ Ξ0 ∩ (Ξ′
0 + x) ̸= ∅, also gilt

E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′
0)|2] = E

 ∫
R2

1{Ξ0∩(Ξ′
0+x) ̸=∅}dx
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und mit der Isotropie von Ξ′
0

E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′
0)|2] = E

 ∫
SO2

∫
R2

1{Ξ0∩(UΞ′
0+x) ̸=∅}dxν(dU)

,
wobei wir mit ν das normierte Haarsche Maß über SO2 bezeichnen. Da

1{Ξ0∩(UΞ′
0+x) ̸=∅} = χ(Ξ0 ∩ (UΞ′

0 + x)),

folgt aus der Kinematischen Hauptformel (siehe z.B. [40] Satz 7.1.1)

E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′
0)|2] =

1

2π
E
[
H1(∂Ξ0)

]2
+ 2E[|Ξ0|2], (4.2.2)

wobei wir nutzen, dass Ξ0 und Ξ′
0 unabhängig und identisch verteilt sind. Insgesamt

erhalten wir im Fall von isotropen Körnern also

E
[
Ψ−

u (W )
]
=
λ2(1− p)

4π
|W |2 E

[
H1(∂Ξ0)

]2
,

was der in (iii) geforderten Form entspricht.

Kümmern wir uns nun um (iv). Analog zu 4.2.1 gilt zunächst

E
[
Ψ−

u,1(W )
]
=
λ2(1− p) |W |3

2
(E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′

0)|3]− 2E[|Ξ0|3]) .

Im Fall eines isotropen typischen Korns folgt ähnlich wie in 4.2.2 mit Hilfe der Kinemati-
schen Hauptformel

E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′
0)|3] = 2E[|Ξ0|3] +

1

2π
E
[
H2(∂Ξ0)

]
E[M(Ξ0)], (4.2.3)

also insgesamt wie gefordert

E
[
Ψ−

u,1(W )
]
=
λ2(1− p) |W |3

4π
E
[
H2(∂Ξ0)

]
E[M(Ξ0)].

Für Ψ−
u,2 arbeiten wir wieder mit der Slivnyak-Mecke Formel und mit der Darstellung

des erzeugenden Funktionals im Booleschen Modell

E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu((x1 +K1) ∩ (x2 +K2) ∩ (x3 +K3)))

]
= 1− p.

Offenbar ist damit
E
[
Ψ−

u,2(W )
]
=
λ3(1− p)

6
(I1 + I2 + I3) ,

wobei die drei Summanden I1, I2, I3 die Beiträge der gleichartigen Summanden in 3.10.1
zusammenfassen.
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Der erste Summand setzt sich aus drei Integralen zusammen, die aufgrund der Symmetrie
in den Indizes alle den gleichen Wert haben. Nach der Substitution y2 = x2 − x1,
y3 = x3 − x1 gilt

I1 = 3

∫
K3

· · ·
∫
R3

1W−ℓu(K1∩(y2+K2)∩(y3+K3))(y1)1(y2+K2)∩(y3+K3)(ℓu(K1))dy1 · · ·Q(dK3).

Nach dem Lösen des y1 Integrals erhalten wir nach der Substitution z3 = y3 − y2

I1 = 3 |W |3
∫
K3

· · ·
∫
R3

1K2∩(z3+K3)−ℓu(K1)(z2)dz2 · · ·Q(dK3).

Da 1K2∩(z3+K3)−ℓu(K1)(z2) = 1K2−ℓu(K1)(z2)1z3+K3−ℓu(K1)(z2), lassen sich die Integrale
bezüglich z3 und z2 in dieser Reihenfolge lösen und wir erhalten schließlich

I1 = 3 |W |3 E[|Ξ0|3]
2.

Auch der zweite Summand besteht wieder aus drei gleichwertigen Integralen, sodass nach
der Substitution y2 = x2 − x1, y3 = x3 − x1

I2 = 3

∫
K3

· · ·
∫
R3

1W−ℓu(K1∩(y2+K2)∩(y3+K3))(y1)1K1(ℓu((y2+K2)∩(y3+K3)))dy1 · · ·Q(dK3)

gilt. Analog zur Rechnung in I1 lasst sich wieder das y1 Integral lösen und wir erhalten
nach der Substitution z3 = y3 − y2

I2 = 3 |W |3
∫
K3

· · ·
∫
R3

1K1(z2 + ℓu(K2 ∩ (z3 +K3)))dz2 · · ·Q(dK3).

Ist der Schnitt K2 ∩ (z3 + K3) ̸= ∅, so lassen sich die Integrale bezüglich z2 und z3
nacheinander lösen und wir erhalten

I2 = 3 |W |3 E[|Ξ0|3]E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′
0)|3].

Im Fall eines isotropen typischen Korns folgt insgesamt mit 4.2.3, dass

I2 = |W |3
(
6E[|Ξ0|3]

2 +
3

2π
E[|Ξ0|3]E

[
H2(∂Ξ0)

]
E[M(Ξ0)]

)
.

Der dritte Summand hat nach der gleichen Substitution wie bei I1 den Wert

I3 =

∫
K3

· · ·
∫
R3

1W−ℓu(K1∩(y2+K2)∩(y3+K3))(y1)1[K1∩(y3+K3)]⊕(−K2)(y2)dy1 · · ·Q(dK3).

Das y1 Integral lässt sich abermals lösen und wir erhalten mit Hilfe der Translationsinva-
rianz des Lebesgue-Maßes
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I3 = |W |3
∫
K3

· · ·
∫
R3

1[K1∩(y3+K3)]⊕(−K2)(y2)dy2 · · ·Q(dK3)

und nach Lösen des dy2 Integrals schließlich

I3 = |W |3 E

 ∫
R3

|[Ξ0 ∩ (y + Ξ′
0)]⊕ (−Ξ′′

0)|3 dy

.
Im Fall eines isotropen typischen Korns folgt wieder mit Hilfe der Kinematischen Haupt-
formel

I3 = |W |3 E

[ ∫
R3

χ(Ξ0 ∩ (x+ Ξ′
0)) |Ξ′′

0|3 +
1

4π
M(Ξ0 ∩ (x+ Ξ′

0))H2(∂Ξ′′
0)

+
1

4π
H2(∂(Ξ0 ∩ (x+ Ξ′

0)))M(Ξ′′
0) + |Ξ0 ∩ (x+ Ξ′

0)|3 dx

]
.

Nach erneuter Anwendung der Kinematischen Hauptformel folgt

I3 = |W |3
(
π

64
E
[
H2(∂Ξ0)

]3
+

3

2π
E[|Ξ0|3]E

[
H2(∂Ξ0)

]
E[M(Ξ0)] + 3E[|Ξ0|3]

2

)
.

Insgesamt folgt wie gefordert

E
[
Ψ−

u,2(W )
]
=
λ3π(1− p)

384
|W |3 E

[
H2(∂Ξ0)

]3
.

Das Ergebnis E[Ψ+
u (W )] = λ(1− p) |W |d ist intuitiv ersichtlich: Die Anzahl der Punkte

einer Realisierung des ΨKd zugrundeliegenden Punktprozesses in W ist im Mittel λ |W |d.
Nun nehmen wir gemäß der Verdünnungsregel aus dieser Realisierung Punkte heraus.
Diese Entfernung geschieht offenbar mit Wahrscheinlichkeit 1− p, also bleiben im Mittel
λ(1− p) |W |d Punkte in der Verdünnung übrig.

Interessant ist weiter, dass die Intensität nicht mehr von der gewählten Richtung u
abhängt.

Mit Hilfe von Satz 4.2 sind wir bereits in der Lage eine Eigenschaft des Schätzers
N̂d,n(u) zu beweisen.

Korollar 4.3 (Erwartungstreue von N̂d,n(u)): Im stationären Booleschen Modell mit
Intensität λ und typischem Korn Ξ0 gilt in d = 2

E
[
N̂A,n(u)

]
= (1− p)

(
λ− λ2

2
(E[|Ξ0 ⊕ (−Ξ′

0)|2]− 2E[|Ξ0|2])
)
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und falls Ξ0 zudem isotrop ist, so gilt

E
[
N̂A,n(u)

]
= (1− p)

(
λ− λ2

4π
E
[
H1(∂Ξ0)

]2)
.

In d = 3 gilt für isotrope Ξ0

E
[
N̂V,n(u)

]
= (1− p)

(
λ− λ2

4π
E
[
H2(∂Ξ0)

]
E[M(Ξ0)] +

λ3π

384
E
[
H2(∂Ξ0)

]3)
.

Insbesondere ist N̂d,n(u) in diesen Fällen erwartungstreu.

Beweis. Die Formeln für die Erwartungswerte folgen unmittelbar aus der Definition und
den Rechnungen in Satz 4.2. Die Erwartungstreue ergibt sich aus dem Vergleich mit
bekannten Formeln für das Boolesche Modell, siehe z.B. [41] auf Seite 389 und 391.

Neben der Intensität benötigen wir zusätzlich die asymptotische Varianz von N̂d,n(u).
Dabei beschränken wir uns in der folgenden Rechnung auf den Fall d = 2:

Definition 4.4 (Asymptotische Varianz von N̂A,n(u)): Seien Ψ+
u bzw. Ψ−

u die Prozesse
der positiven bzw. negativen Tangentenpunkte des Keim-Korn-Modells. Dann heißt

σ2
A(u) := σ2

+(u) + σ2
−(u)− 2ρ(u)

die asymptotische Varianz von N̂A,n(u). Dabei kürzen wir die Beiträge mit

σ2
+(u) := lim

n→∞

Var(Ψ+
u (Wn))

|Wn|2
,

σ2
−(u) := lim

n→∞

Var(Ψ−
u (Wn))

|Wn|2
,

ρ(u) := lim
n→∞

Cov(Ψ+
u (Wn),Ψ

−
u (Wn))

|Wn|2

ab.

Bevor wir σ2
A(u) für stationäre Boolesche Modelle berechnen, wollen wir noch eine weitere

Notation festlegen. Im Laufe der Rechnungen haben wir es aufgrund der Struktur von
Ψ+

u bzw. Ψ−
u mit Summen der Form∑̸=

i,j≥1

Yij

∑ ̸=

k,l≥1

Zkl =
∑
i≥1

∑
j ̸=i

Yij

∑
k≥1

∑
l ̸=k

Zkl

zu tun. Zerlegen wir die Summe über k, so erhalten wir

∑ ̸=

i,j≥1

Yij

∑ ̸=

k,l≥1

Zkl =
∑
i≥1

∑
j ̸=i

Yij

(∑
k ̸=i,j

∑
l ̸=k

Zkl +
∑
l ̸=i

Zil +
∑
l ̸=j

Zjl

)
.
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Zerlegen wir analog die Summe über l, so erhalten wir∑ ̸=

i,j≥1

Yij

∑̸=

k,l≥1

Zkl

=
∑
i≥1

∑
j ̸=i

Yij

(∑
k ̸=i,j

∑
l ̸=k,i,j

Zkl +
∑
k ̸=i,j

Zki +
∑
k ̸=i,j

Zkj +
∑
l ̸=i,j

Zil + Zij +
∑
l ̸=i,j

Zjl + Zji

)
.

Wir werden mit Hilfe der Slivnyak-Mecke Formel die drei Zahlen

s0 := E

[ ∑ ̸=

i,j,k,l≥1

YijZkl

]

s1 := E

[ ∑̸=

i,j,k≥1

Yij(Zki + Zkj + Zik + Zjk)

]

s2 := E

[∑̸=

i,j≥1

Yij(Zij + Zji)

]

berechnen, wobei wir die Indizes als Wert von #({i, j} ∩ {k, l}) festlegen (d.h. in s0 ist
#({i, j} ∩ {k, l}) = 0 usw.).

Damit können wir nun im stationären Booleschen Modell die asymptotische Varianz
von N̂A,n(u) berechnen. Zentral wird dabei wieder die Slivnyak-Mecke Formel sein. Die
zusätzlichen Rechenschritte sind im Wesentlichen die gleichen wie in Satz 4.2. Schlussend-
lich stützen wir uns bei der Berechnung der Limiten auf den Satz von der majorisierten
Konvergenz. Dafür benötigen wir weitere technische Bedingungen an das typische Korn.

Satz 4.5 (Asymptotische Varianz von N̂A,n(u)): Sei ΨK2 ∼ Πλ,Q ein Keim-Korn-Prozess
und Ξ0,Ξ

′
0 unabhängig gemäß Q verteilt. Mit den Abkürzungen

U(x,Ξ0) := |Ξ0 ∪ (x+ Ξ0)|2 ,
F (x) := P(x ∈ Ξ0 − ℓu(Ξ0))),

Du(K,L) := K ⊕ (−L)\((K◦ − ℓu(L)) ∪ (−L◦ + ℓu(K))),

H(x, y) := P(x ∈ Ξ0 ∪ (Ξ′
0 + y)− ℓu(Ξ0 ∩ (y + Ξ′

0)), y ∈ Du(Ξ0,Ξ
′
0))

und unter den Bedingungen E
[
|Ξ0|22

]
<∞ und E

[
|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|

2
2

]
<∞ gilt:

σ2
+(u) = λ(1− p) + λ2

∫
Rd

exp (−λE[U(x,Ξ0)])− exp (−2λE[|Ξ0|2]) dx

− λ2
∫
Rd

exp (−λE[U(x,Ξ0)]) (2− F (−x))F (x)dx,
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σ2
−(u) =

λ2(1− p)

2
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

+ λ3
∫
K2

· · ·
∫
R2

exp (−λE[U(ℓu(K1 ∩ (x+K2))− ℓu(K1 ∩ (y +K3)),Ξ0)])

× (1− 1y+K3(ℓu(K1 ∩ (x+K2))))(1− 1x+K2(ℓu(K1 ∩ (y +K3))))

× 1Du(K1,K2)(x)1Du(K1,K3)(y)dxdyQ(dK1)Q(dK2)Q(dK3)

+
λ4

4
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

2

∫
R2

exp (−λE[U(x,Ξ0)])− exp (−2λE[|Ξ0|2]) dx

+
λ4

4

∫
R2

∫
R2

∫
R2

exp (−λE[U(x,Ξ0)])H(−x, y)H(x, z)dxdydz

− λ4

2
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

∫
R2

∫
R2

exp (−λE[U(x,Ξ0)])H(x, y)dxdy,

ρ(u) = −λ
3

2
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

∫
R2

exp (−λE[U(x,Ξ0)])F (x)dx

+
λ3

2
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

∫
R2

exp (−λE[U(x,Ξ0)])− exp (−2λE[|Ξ0|2]) dx

− λ3

2

∫
R2

∫
R2

exp (−λE[U(x,Ξ0)]) (1− F (−x))H(x, y)dxdy

+ λ2
∫
K2

∫
K2

∫
R2

exp (−λE[U(ℓu(K1)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x)),Ξ0)])

× 1Du(K1,K2)(x)dxQ(dK1)Q(dK2).

Insbesondere ist E
[
|Ξ0|22

]
<∞ und E

[
|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|

2
2

]
<∞ hinreichend für σ2

A(u) <∞.

Beweis. Um σ2
+(u) zu berechnen, benötigen wir E[Ψ+

u (W )2]. Wir müssen also zunächst
die Summen richtig ordnen, um die Slivnyak-Mecke Formel anwenden zu können. Es gilt

Ψ+
u (W )2 =

∑
i≥1

1W (Xi + ℓu(Ξi))
∏
k ̸=i

(1− 1Xk+Ξk
(Xi + ℓu(Ξi)))

+
∑̸=

i,j≥1

1W (Xi + ℓu(Ξi))1W (Xj + ℓu(Ξj))

×
∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(Xi + ℓu(Ξi)))(1− 1Xk+Ξk

(Xj + ℓu(Ξj)))

× (1− 1Xj+Ξj
(Xi + ℓu(Ξi)))(1− 1Xi+Ξi

(Xj + ℓu(Ξj))),
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wobei der erste Teil in Satz 4.2 (i) betrachtet wurde. Den Erwartungswert der restlichen
Summen bezeichnen wir gemäß der von uns eingeführten Notation mit s1. Diese hat
aufgrund der Slivnyak-Mecke Formel den Wert

s1 = λ2
∫
Kd

· · ·
∫
Rd

1W (x1 + ℓu(K1))1W (x2 + ℓu(K2))

× E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(x1 + ℓu(K1)))(1− 1Xk+Ξk

(x2 + ℓu(K2)))

]
× (1− 1x2+K2(x1 + ℓu(K1)))(1− 1x1+K1(x2 + ℓu(K2)))dx1 · · ·Q(dK2).

Mit der Substitution von y2 = x2 − x1 folgt

s1 = λ2
∫
Kd

· · ·
∫
Rd

1W (y1 + ℓu(K1))1W (y1 + y2 + ℓu(K2))

× E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(y1 + ℓu(K1)))(1− 1Xk+Ξk

(y1 + y2 + ℓu(K2)))

]
× (1− 1K2(−y2 + ℓu(K1)))(1− 1K1(y2 + ℓu(K2)))dy1 · · ·Q(dK2).

Offenbar gilt

1− (1− 1Xk+Ξk
(y1 + ℓu(K1)))(1− 1Xk+Ξk

(y1 + y2 + ℓu(K2)))

= 1(Ξk−y1−ℓu(K1))∪(Ξk−y1−y2−ℓu(K2))(−Xk)

und mit der Darstellung des erzeugenden Funktionals im Boolesches Modell folgt daraus

E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(y1 + ℓu(K1)))(1− 1Xk+Ξk

(y1 + y2 + ℓu(K2)))

]

= exp

−λ
∫
Kd

∫
Rd

1(M−y1−ℓu(K1))∪(M−y1−y2−ℓu(K2))(−z)dzQ(dM)

 .

Die Integration bezüglich dz lässt sich durchführen und wir erhalten mit Hilfe der
Translations- und Spiegelungsinvarianz des Lebesgue-Maßes

E

[∏
k≥1

(1− 1Xk+Ξk
(y1 + ℓu(K1)))(1− 1Xk+Ξk

(y1 + y2 + ℓu(K2)))

]

= exp

−λ
∫
Kd

|(M − ℓu(K1)) ∪ (M − y2 − ℓu(K2))|2Q(dM)


= exp(−λE[|(Ξ0 − ℓu(K1)) ∪ (Ξ0 − ℓu(K2)− y2)|2]).

(4.5.1)
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Dieser Term ist nicht mehr von y1 abhängig, wir können also das entsprechende Integral
berechnen und es gilt

s1 = λ2
∫
Kd

∫
Kd

∫
Rd

|(W − ℓu(K1)) ∩ (W − y − ℓu(K2))|2

× exp(−λE[|(Ξ0 + y + ℓu(K2)− ℓu(K1)) ∪ Ξ0|2])
× (1− 1K2(−y + ℓu(K1)))(1− 1K1(y + ℓu(K2)))dyQ(dK1)Q(dK2).

Substituieren wir nun x = y + ℓu(K2) − ℓu(K1), so erhalten wir wieder mit Hilfe der
Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes

s1 = λ2
∫
Kd

∫
Kd

∫
Rd

|W ∩ (W + x)|2 exp(−λE[|Ξ0 ∪ (Ξ0 + x)|2])

× (1− 1K2(ℓu(K2)− x))(1− 1K1(x+ ℓu(K1)))dxQ(dK1)Q(dK2),

wobei wir von nun an die Abkürzung U(x,Ξ0) = |Ξ0 ∪ (Ξ0 + x)|2 verwenden. Nun lassen
sich die Integrale bezüglich Q(dK1) und Q(dK2) lösen und wir erhalten mit der Abkürzung
F (x) = P(x ∈ Ξ0 − ℓu(Ξ0)))

s1 = λ2
∫
Rd

|W ∩ (W + x)|2 exp(−λE[U(x,Ξ0)])

× (1− F (−x)− F (x) + F (x)F (−x))dx.

Durch die Transformation von y = −x lässt sich unter Ausnutzung der Translationsin-
varianz des Lebesgue-Maßes der Summand mit F (−x) umschreiben und wir erhalten
schließlich

s1 = λ2
∫
Rd

|W ∩ (W + x)|2 exp(−λE[U(x,Ξ0)])(1− 2F (x) + F (x)F (−x))dx.

Wir erhalten also

Var(Ψ+
u (Wn))

|Wn|2
= λ(1− p)

+ λ2
∫
Rd

|Wn ∩ (Wn + x)|2
|Wn|2

exp (−λE[U(x,Ξ0)])− exp (−2λE[|Ξ0|2])1Wn(x)dx

− λ2
∫
Rd

|Wn ∩ (Wn + x)|2
|Wn|2

exp (−λE[U(x,Ξ0)]) (2− F (−x))F (x)dx

und müssen nun davon den Limes für n→ ∞ berechnen. Dafür werden wir den Satz der
majorisierten Konvergenz bemühen. Für das zweite Integral ist eine Majorante durch

g(x) = 2(1− p)P(x ∈ Ξ0 − ℓu(Ξ0))
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gegeben. Aufgrund des Satzes von Fubini und wegen der Translationsinvarianz des
Lebesgue-Maßes gilt

∫
Rd

g(x)dx = 2(1− p)E

 ∫
Rd

1Ξ0−ℓu(Ξ0)(x)dx

 = 2(1− p)E[|Ξ0|2],

die Majorante ist also integrierbar. Das erste Integral lässt sich mit Hilfe der Kovarianz-
funktion C (siehe 2.15.2) als∫

Rd

|Wn ∩ (Wn + x)|2
|Wn|2

exp (−λE[U(x,Ξ0)])− exp (−2λE[|Ξ0|2])1Wn(x)dx

=

∫
Rd

|Wn ∩ (Wn + x)|2
|Wn|2

(C(x)− p2)dx (4.5.2)

schreiben, wobei wir ausnutzen, dass aufgrund von Fubini∫
Rd

|Wn ∩ (Wn + x)|2
|Wn|2

− 1Wn(x)dx

=
1

|Wn|2

∫
Rd

∫
Rd

1Wn(y)1Wn−y(−x)− 1Wn(x)1Wn(y)dxdy = 0.

Da erneut aufgrund von Fubini und Translationsinvarianz∫
Rd

E[|Ξ0 ∩ (Ξ0 + x)|2]dx = E
[
|Ξ0|22

]
und wegen 0 ≤ C(x)− p2 ≤ E[|Ξ0 ∩ (Ξ0 + x)|2], haben wir eine integrierbare Majorante
gefunden. Weil

C(x)− p2 = exp (−λE[U(x,Ξ0)])− exp (−2λE[|Ξ0|2])

liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz mit limn→∞ |Wn ∩ (Wn + x)|2 / |Wn|2 =
1 schließlich die geforderte Formel für σ2

+(u).

Um σ2
−(u) zu berechnen, müssen wir Ψ−

u (W ) quadrieren. Betrachten wir zunächst den

36



Beitrag der Summanden mit #({i, j} ∩ {k, l}) = 0. Analog zum bisherigen Vorgehen
haben diese Summen nach der Slivnyak-Mecke Formel den Erwartungswert

s0 =
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W (x1 + ℓu(K1 ∩ (x2 − x1 +K2)))1W (x3 + ℓu(K3 ∩ (x4 − x3 +K4)))

× E
[∏

n≥1

(1− 1Xn+Ξn(x1 + ℓu(K1 ∩ (x2 − x1 +K2)))

× (1− 1Xn+Ξn(x3 + ℓu(K3 ∩ (x4 − x3 +K4)))

]
× (1− 1x1+K1(x3 + ℓu(K3 ∩ (x4 − x3 +K4))))

× (1− 1x2+K2(x3 + ℓu(K3 ∩ (x4 − x3 +K4))))

× (1− 1x3+K3(x1 + ℓu(K1 ∩ (x2 − x1 +K2))))

× (1− 1x4+K4(x1 + ℓu(K1 ∩ (x2 − x1 +K2))))

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)1Du(K3,K4)(x4 − x3)dx1 · · ·Q(dK4).

Nach der Transformation y1 = x1, y2 = x2 − x1, y3 = x3, y4 = x4 − x3 mit dx1 · · · dx4 =
dy1 · · · dy4 folgt

s0 =
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W (y1 + ℓu(K1 ∩ (y2 +K2)))1W (y3 + ℓu(K3 ∩ (y4 +K4)))

× E
[∏

n≥1

(1− 1Xn+Ξn(y1 + ℓu(K1 ∩ (y2 +K2)))

× (1− 1Xn+Ξn(y3 + ℓu(K3 ∩ (y4 +K4)))

]
× (1− 1y1+K1(y3 + ℓu(K3 ∩ (y4 +K4))))

× (1− 1y2+K2(y3 − y1 + ℓu(K3 ∩ (y4 +K4))))

× (1− 1y3+K3(y1 + ℓu(K1 ∩ (y2 +K2))))

× (1− 1y4+K4(y1 − y3 + ℓu(K1 ∩ (y2 +K2))))

× 1Du(K1,K2)(y2)1Du(K3,K4)(y4)dy1 · · ·Q(dK4).

Für das erzeugende Funktional können wir analog zu 4.5.1 wieder

E

[∏
n≥1

(1− 1Xn+Ξn(y1 + ℓu(K1 ∩ (y2 +K2)))(1− 1Xn+Ξn(y3 + ℓu(K3 ∩ (y4 +K4)))

]
= exp (−λE[U(ℓu(K1 ∩ (y2 +K2))− ℓu(K3 ∩ (y4 +K4))− y3 + y1,Ξ0)])
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schreiben. Nach der Transformation z3 = y3 − y1 folgt

s0 =
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W−ℓu(K1∩(z2+K2))(z1)1W−ℓu(K3∩(z4+K4))−z3(z1)

× exp (−λE[U(ℓu(K1 ∩ (z2 +K2))− ℓu(K3 ∩ (z4 +K4))− z3,Ξ0)])

× (1− 1K1−ℓu(K3∩(z4+K4))(z3))(1− 1K2−ℓu(K3∩(z4+K4))(z3 − z2))

× (1− 1K3−ℓu(K1∩(z2+K2))(−z3))(1− 1K4−ℓu(K1∩(z2+K2))(−z3 − z4))

× 1Du(K1,K2)(z2)1Du(K3,K4)(z4)dz1 · · ·Q(dK4).

Nun lässt sich das dz1 Integral berechnen und wir erhalten dann nach der Transformation
y = z2, x = ℓu(K1 ∩ (z2 +K2))− ℓu(K3 ∩ (z4 +K4))− z3, z = z4

s0 =
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

|W ∩ (W + x)|2 exp (−λE[U(x,Ξ0)])

× (1− 1K1−ℓu(K1∩(y+K2))(−x))(1− 1K2−ℓu(K1∩(y+K2))(−x− y))

× (1− 1K3−ℓu(K3∩(z+K4))(x))(1− 1K4−ℓu(K3∩(z+K4))(x− z))

× 1Du(K1,K2)(y)1Du(K3,K4)(z)dx · · ·Q(dK4).

Mit der Abkürzung H(x, y) = P(x ∈ Ξ0 ∪ (Ξ′
0 + y)− ℓu(Ξ0 ∩ (y + Ξ′

0)), y ∈ Du(Ξ0,Ξ
′
0))

und
∏

n(1− 1An) = 1− 1∪nAn folgt schließlich

s0 =
λ4

4
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

2

∫
R2

|W ∩ (W + x)|2 exp (−λE[U(x,Ξ0)]) dx

+
λ4

4

∫
R2

∫
R2

∫
R2

|W ∩ (W + x)|2 exp (−λE[U(x,Ξ0)])H(−x, y)H(x, z)dxdydz

− λ4

2
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

∫
R2

∫
R2

|W ∩ (W + x)|2 exp (−λE[U(x,Ξ0)])H(x, y)dxdy,

wobei wir noch eine einfache Substitution durchführen und die Invarianz des Lebesgue-
Maßes nutzen, um den letzten Summanden auf die angegebene Form zu bringen.

Dividieren wir das nun durch |W |2, so müssen wir wieder für jeden Integranden eine vonW
unabhängige integrierbare Majorante finden. Dabei kürzen wir die Argumente aber etwas
ab. Das erste so entstandene Integral in s0/ |W |2 wird gemeinsam mit E[Ψ−

u (W )]
2
/ |W |2

genauso majorisiert wie in 4.5.2. Das zweite fragliche Integral wird durch

g(x, y, z)

= (1− p)P(y ∈ Du(Ξ0,Ξ
′
0))P(x ∈ Ξ0 ∪ (Ξ′

0 + z)− ℓu(Ξ0 ∩ (z + Ξ′
0)), z ∈ Du(Ξ0,Ξ

′
0))

majorisiert. Auch das ist aufgrund ähnlicher Argumente wie bei der Berechnung von
σ2
+(u) integrierbar, genauso wie

g(x, y) = (1− p)P(x ∈ Ξ0 ∪ (Ξ′
0 + y)− ℓu(Ξ0 ∩ (y + Ξ′

0)), y ∈ Du(Ξ0,Ξ
′
0)),
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was eine Majorante des dritten Integrals darstellt.

Betrachten wir nun den Fall #({i, j} ∩ {k, l}) = 1. Dabei ergeben sich vier Sum-
manden, die alle den gleichen Beitrag liefern. Insgesamt ist dieser wieder wegen der
Slivnyak-Mecke Formel

s1 = 4
λ3

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W (x1 + ℓu(K1 ∩ (x2 − x1 +K2)))1W (x1 + ℓu(K1 ∩ (x3 − x1 +K3)))

× E
[∏

n≥1

(1− 1Xn+Ξn(x1 + ℓu(K1 ∩ (x2 − x1 +K2))))

× (1− 1Xn+Ξn(x1 + ℓu(K1 ∩ (x3 − x1 +K3))))

]
× (1− 1x3+K3(x1 + ℓu(K1 ∩ (x2 − x1 +K2))))

× (1− 1x2+K2(x1 + ℓu(K1 ∩ (x3 − x1 +K3))))

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)1Du(K1,K3)(x3 − x1)dx1 · · ·Q(dK3).

Auch hier transformieren wir wieder y1 = x1, y2 = x2 − x1, y3 = x3 − x1, dx1dx2dx3 =
dy1dy2dy3 und erhalten, nachdem wir abermals analog zu 4.5.1 die spezielle Form des
erzeugenden Funktionals im Booleschen Modell verwenden,

s1 = λ3
∫
K2

· · ·
∫
R2

1W−ℓu(K1∩(y2+K2))(y1)1W−ℓu(K1∩(y3+K3))(y1)

× exp (−λE[U(ℓu(K1 ∩ (y2 +K2)))− ℓu(K1 ∩ (y3 +K3))),Ξ0)])

× (1− 1y3+K3(ℓu(K1 ∩ (y2 +K2))))

× (1− 1y2+K2(ℓu(K1 ∩ (y3 +K3))))

× 1Du(K1,K2)(y2)1Du(K1,K3)(y3)dy1 · · ·Q(dK3).

Nun können wir das dy1 Integral berechnen und erhalten schließlich

s1 = λ3
∫
K2

· · ·
∫
R2

|W ∩ (W + ℓu(K1 ∩ (x+K2))− ℓu(K1 ∩ (y +K3))|2

× exp (−λE[U(ℓu(K1 ∩ (x+K2)))− ℓu(K1 ∩ (y +K3))),Ξ0)])

× (1− 1y+K3(ℓu(K1 ∩ (x+K2))))(1− 1x+K2(ℓu(K1 ∩ (y +K3))))

× 1Du(K1,K2)(x)1Du(K1,K3)(y)dxdyQ(dK1)Q(dK2)Q(dK3).
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Der Integrand von s1/ |W |2 wird majorisiert von (1− p)1Du(K1,K2)(x)1Du(K1,K3)(y). Auf-
grund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt∫

K2

· · ·
∫
R2

(1− p)1Du(K1,K2)(x)1Du(K1,K3)(y)dxdyQ(dK1)Q(dK2)Q(dK3)

= (1− p)

∫
K2

∫
K2

∫
K2

|Du(K1, K2)|2 |Du(K1, K3)|2Q(dK1)Q(dK2)Q(dK3)

≤ (1− p)E
[
|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|

2
2

]
,

also ist die Majorante integrierbar.

Zu guter Letzt betrachten wir den Fall, dass #({i, j} ∩ {k, l}) = 2. In Diesem Fall
erhalten wir

s2 = E
[
Ψ−

u (W )
]
,

den wir schon in Satz 4.2 (ii) berechnet haben. Zusammengesetzt können wir daraus mit
Hilfe des Satzes der majorisierten Konvergenz die Richtigkeit der angegeben Formel für
σ2
−(u) folgern.

Bei der Berechnung von ρ(u) betrachten wir wieder die verschiedenen Beiträge der
Summen. Der Term mit #({i, j} ∩ {k}) = 1 hat aufgrund der Slivnyak-Mecke Formel den
Beitrag

s1 =
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W−ℓu(K1∩(K2+x2−x1))(x1)1W−ℓu(K1)(x1)

× exp (−λE[U(ℓu(K1)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)),Ξ0)])

× (1− 1K2−ℓu(K1)(x1 − x2))1Du(K1,K2)(x2 − x1)dx1dx2Q(dK1)Q(dK2)

+
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W−ℓu(K1∩(K2+x2−x1))(x1)1W−ℓu(K2)(x2)

× exp (−λE[U(x2 − x1 + ℓu(K2)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)),Ξ0)])

× (1− 1K1−ℓu(K2)(x2 − x1))1Du(K1,K2)(x2 − x1)dx1dx2Q(dK1)Q(dK2).

Transformieren wir diese Integrale jeweils gemäß y2 = x2 − x1, so erhalten wir

s1 =
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1(W−ℓu(K1∩(K2+y2)))∩(W−ℓu(K1))(y1)

× exp (−λE[U(ℓu(K1)− ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)),Ξ0)])

× (1− 1K2−ℓu(K1)(−y2))1Du(K1,K2)(y2)dy1dy2Q(dK1)Q(dK2)

+
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1(W−ℓu(K1∩(K2+y2)))∩(W−y2−ℓu(K2))(y1)

× exp (−λE[U(y2 + ℓu(K2)− ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)),Ξ0)])

× (1− 1K1−ℓu(K2)(y2))1Du(K1,K2)(y2)dy1dy2Q(dK1)Q(dK2).
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Nun können wir jeweils das dy1 Integral lösen und erhalten mit Hilfe der Translationsin-
varianz des Lebesgue-Maßes

s1 =
λ2

2

∫
K2

∫
K2

∫
R2

|W ∩ (W + ℓu(K1)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x)))|2

× exp (−λE[U(ℓu(K1)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x)),Ξ0)])

× (1− 1−K2+ℓu(K1)(x))1Du(K1,K2)(x)dxQ(dK1)Q(dK2)

+
λ2

2

∫
K2

∫
K2

∫
R2

|W ∩ (W + x+ ℓu(K2)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x))|2

× exp (−λE[U(x+ ℓu(K2)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x)),Ξ0)])

× (1− 1K1−ℓu(K2)(x))1Du(K1,K2)(x)dxQ(dK1)Q(dK2).

Die Integrale in s1/ |W |2 sind jeweils majorisiert durch (1− p)1Du(K1,K1)(x). Da aufgrund
der Definition von Du sowohl (K1 − ℓu(K2)) ∩Du(K1, K2) als auch (−K2 + ℓu(K1)) ∩
Du(K1, K2) Nullmengen sind, lassen sich wegen −x ∈ Du(K1, K2) ⇔ x ∈ Du(K2, K1) die
asymptotischen Beiträge der Integrale nach der Transformation x = −x zusammenführen
und wir erhalten daraus insgesamt als asymptotischen Beitrag

lim
W→R2

s1
|W |2

=λ2
∫
K2

∫
K2

∫
R2

exp (−λE[U(ℓu(K1)− ℓu(K1 ∩ (K2 + x)),Ξ0)])

× 1Du(K1,K2)(x)dxQ(dK1)Q(dK2).

Der Term mit #({i, j} ∩ {k}) = 0 hat aufgrund der Slivnyak-Mecke Formel den
Beitrag

s0 =
λ3

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1W−ℓu(K1∩(K2+x2−x1))(x1)1W−ℓu(K3)(x3)1Du(K1,K2)(x2 − x1)

× exp (−λE[U(x3 − x1 − ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + ℓu(K3),Ξ0)])

× (1− 1K1−ℓu(K3)(x3 − x1))(1− 1K2−ℓu(K3)(x3 − x2))

× (1− 1K3−ℓu(K1∩(K2+x2−x1))(x1 − x3))dx1 · · ·Q(dK3).

Wir transformieren wieder y1 = x1, y2 = x2 − x1, y3 = x3 − x1 und erhalten

s0 =
λ3

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1(W−ℓu(K1∩(K2+y2)))∩(W−y3−ℓu(K3))(y1)1Du(K1,K2)(y2)

× exp (−λE[U(y3 − ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + ℓu(K3),Ξ0)])

× (1− 1K1−ℓu(K3)(y3))(1− 1K2−ℓu(K3)(y3 − y2))

× (1− 1K3−ℓu(K1∩(K2+y2))(−y3))dy1 · · ·Q(dK3).
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Nun können wir das dy1 Integral berechnen und erhalten nach der Transformation y = y2,
x = y3 − ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + ℓu(K3)

s0 =
λ3

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

|W ∩ (W + x)|2 exp (−λE[U(x,Ξ0)])1Du(K1,K2)(y)

× (1− 1K1−ℓu(K1∩(K2+y))(x))(1− 1K2+y−ℓu(K1∩(K2+y))(x))

× (1− 1K3−ℓu(K3)(−x))dydxQ(dK1)Q(dK2)Q(dK3).

Daraus erhalten wir wieder mit
∏

n(1− 1An) = 1− 1∪nAn

s0 =
λ3

2
E[|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2]

∫
R2

|W ∩ (W + x)|2 exp (−λE[U(x,Ξ0)]) (1− F (−x))dx

− λ3

2

∫
R2

∫
R2

|W ∩ (W + x)|2 exp (−λE[U(x,Ξ0)]) (1− F (−x))H(x, y)dxdy.

Der Integrand des zweiten Integrals in s0/ |W |2 wird majorisiert von

(1− p)P(x ∈ Ξ0 ∪ (Ξ′
0 + y)− ℓu(Ξ0 ∩ (Ξ′

0 + y))), y ∈ Du(Ξ0,Ξ
′
0)),

was erneut aufgrund von Fubini integrierbar ist. Der Integrand des ersten Integrals wird
zusammen mit E[Ψ+

u (Wn)]E[Ψ−
u (Wn)] analog zu 4.5.2 majorisiert. Insgesamt können wir

aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz die geforderte Form von ρ(u) folgern.
Außerdem folgt aus E

[
|Ξ0|22

]
<∞ und E

[
|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|

2
2

]
<∞ auch direkt die Endlich-

keit von σ2
A(u).

Betrachten wir Du(K,L) etwas genauer. Da (K◦ − ℓu(L)) ∪ (−L◦ + ℓu(K)) ⊂ K ⊕ (−L)
und (K◦ − ℓu(L)) ∩ (−L◦ + ℓu(K)) = ∅, entspricht |Du(K,L)|2 /2 dem sogenannten
gemischten Flächeninhalt von K und −L. Außerdem ist Du(K,L) nicht von u abhängig.
Wegen |Du(Ξ0,Ξ

′
0)|2 ≤ H1(∂Ξ0)H1(∂Ξ′

0)/8 (siehe Seite 321 in [39]) und aufgrund der
Unabhängigkeit von Ξ0 und Ξ′

0 ist E[H1(∂Ξ0)
2] < ∞ für die Erfüllung der Bedingung

E
[
|Du(Ξ0,Ξ

′
0)|

2
2

]
<∞ hinreichend.

Die semi-explizite Formel aus Satz 4.5 für σ2
A(u) lässt sich für spezielle Markenvertei-

lungen wie z.B. Q([0, 1]2) = 1 explizit auswerten. Insbesondere für Boolesche Modelle
mit Bällen deterministischer Größe als typischem Korn wäre eine Formel für σ2

A(u) sicher
erstrebenswert. Allgemein scheint eine Auswertung aber aufwendig und der Informations-
gewinn gering, zumal es gute Schätzer für σ2

A(u) gibt (siehe Kapitel 6).
Falls limn→∞ |Wn|2 = ∞, impliziert Satz 4.5, dass N̂A,n(u) nicht nur erwartungs-

treu, sondern auch L2-konsistent ist. Für den Rest der Arbeit werden wir σ2
A(u) > 0

bedingungslos voraussetzen.
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5 Verteilungsasymptotik der
Euler-Poincaré-Charakteristik

Die Problemstellung bei der Untersuchung der Verteilungsasymptotik der EPC eines
Keim-Korn-Modells ist die Folgende: Unter welchen Abhängigkeitsbedingungen an den
Keim-Prozess und unter welchen Momentenbedingungen an Funktionale des typischen
Korns gilt √

|Wn|d
(
N̂d,n(u)−Nd

)
d−−−→

n→∞
N (0, σ2

d(u))?

Dabei konkurrieren die Abhängigkeitsbedingung und die Momentenbedingung miteinan-
der. Je expliziter die Abhängigkeitsstruktur des Keim-Prozesses ist, desto weniger strenge
Bedingungen müssen wir an das typische Korn stellen. Ist jedoch die Abhängigkeitsstruk-
tur des Keim-Prozesses allgemeiner, müssen auch strengere Bedingungen an das typische
Korn gestellt werden. Dies wird in den folgenden Grenzwertsätzen auch ersichtlich sein.

In diesem Kapitel werden wir zunächst das stationäre Boolesche Modell behandeln.
Dabei wollen wir zunächst zusätzlich beschränkte Körner voraussetzen. Diese starke
Einschränkung wird zu einer sehr konkreten Abhängigkeitsstruktur, der sogenannten
m-Abhängigkeit, führen. Entsprechend stark werden auch die Aussagen sein, insbesondere
erhalten wir in unseren Grenzwertsätzen Konvergenzgeschwindigkeiten. Dies wird für
den Fall von unbeschränkten Körnern nicht mehr der Fall sein. Um eine entsprechende
Aussage beweisen zu können, werden wir jedoch auf eine Approximationstechnik mit
m-abhängigen Feldern zurückgreifen.

Im zweiten Unterkapitel wollen wir dann allgemeinere Keim-Prozesse zulassen. Dabei
werden wir für β-mischende Keim-Prozesse Grenzwertsätze formulieren. Da der Keim-Pro-
zess allgemeiner ist als im Booleschen Modell, ist klar, dass wir strengere Bedingungen
an das typische Korn stellen müssen.

Wir werden versuchen, die Aussagen parallel für d = 2 und d = 3 zu formulieren
und zu beweisen. Damit wollen wir die Gemeinsamkeiten hervorheben, wir werden an
entsprechender Stelle aber auch auf Unterschiede in der Behandlung hinweisen.

5.1 Das stationäre Boolesche Modell

In diesem Unterkapitel wollen wir Grenzwertsätze für die EPC von stationären Booleschen
Modellen beweisen. Dabei betrachten wir zunächst beschränkte Körner, d.h. wir setzen
zunächst voraus, dass das typische Korn Ξ0 der Bedingung

P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1

für ein R > 0 genügt, wobei wir mit B(x,R) den abgeschlossenen Ball mit Radius R
um x bezeichnen. Wir stellen also strenge Bedingungen sowohl an den Keim-Prozess
als auch an das typische Korn. Diese strengen Bedingungen führt zu einer sehr speziel-
len Abhängigkeitsstruktur der Tangentenpunktprozesse, die es zulässt, dass wir sogar
Konvergenzgeschwindigkeiten in den Grenzwertsätzen angeben können.
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Um nun bekannte Grenzwertsätze verwenden zu können, müssen wir Vorarbeiten leisten.
Wir betrachten Beobachtungsfenster der Form

Wn = [0, Rn)d .

Mit dieser speziellen Wahl liegt es nahe, das Beobachtungsfenster Wn in Quadrate bzw.
Würfel der Kantenlänge R zu zerlegen. Dazu definieren wir

Ej :=
d×

s=1

[js − 1, js)

für j = (j1, ..., jd) ∈ Zd und
Wn =

⋃
j∈Vn

REj

mit Vn := {1, ..., n}d. Dabei beschließen wir direkt die Konvention, die Multiindizes
j ∈ Zd mit fetten Buchstaben zu benennen. Den Raum der Multiindizes versehen wir
mit der Maximumsnorm |j| := maxs∈{1,...,d} |js|. Mit diesen Vorarbeiten definieren wir das
stochastische Feld (ξj)j∈Zd gemäß

ξj := Ψ+
u (REj)−Ψ−

u (REj) (5.0.1)

in d = 2 bzw.
ξj := Ψ+

u (REj)−Ψ−
u,1 (REj) + Ψ−

u,2 (REj) (5.0.2)

in d = 3. Offenbar gilt

N̂d,n(u) =
1

|Wn|d

∑
j∈Vn

ξj,

anstatt also die Tangentenpunktprozesse zu betrachten, untersuchen wir nun das Feld
(ξj)j∈Zd . Der Vorteil davon ist, dass dieses Feld nicht nur die Stationarität erbt, sondern
auch eine spezielle Abhängigkeitsstruktur besitzt.

Definition 5.1 (m-Abhängigkeit): Ein stochastisches Feld (ξj)j∈Zd heißt m-abhängig,
falls für alle endlichen Mengen U, V ⊂ Zd mit

min
u∈U,v∈V

|ul − vl| > m

für eine Komponente l ∈ {1, ..., d} die Vektoren (ξj)j∈U und (ξj)j∈V unabhängig sind.

Wir konzentrieren uns auf spezielle m-abhängige Felder, nämlich solche, die eine Block-
darstellung besitzen.

Definition 5.2 (Blockdarstellung): Ein m-abhängiges stochastisches Feld (ξj)j∈Zd hat
eine Blockdarstellung, falls es eine Funktion f und Zufallselemente (Ψ∗

k)k∈Zd gibt, sodass

ξj = f(Ψ∗
k;k ∈ Vj(m)})

für eine von m abhängige Menge Vj(m) ⊂ Zd.
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Nicht jedes m-abhängige Feld besitzt automatisch eine Blockdarstellung (siehe [1]). Im
Fall von beschränkten Körnern gilt für uns allerdings:

Lemma 5.3: Im stationären Booleschen Modell mit Intensität λ und typischem Korn
Ξ0, das P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0 erfüllt, besitzen die Felder (ξj)j∈Zd aus 5.0.1
und 5.0.2 eine Blockdarstellung und sind insbesondere 2-abhängig.

Beweis. In unserem speziellen Fall können Tangentenpunkte in einem fixierten Quadrat
bzw. Würfel REj aufgrund der Bedingung P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 nur von Körnern herrüh-
ren oder überdeckt werden, deren Keim nicht weiter als R von dem fixierten Quadrat
bzw. Würfel entfernt liegt. Damit ist es nicht notwendig, für die Berechnung von ξj
den kompletten markierten Punktprozess ΨKd zu betrachten. Ausreichend ist es, den
eingeschränkten Punktprozess

Ψ∗
k(·) :=

∑
i≥1

1REk
(Xi)δ(Xi,Ξi)(·) (5.3.1)

für |k− j| ≤ 1 zu betrachten. Da die eingeschränkten Prozesse (Ψ∗
k)k∈Zd eine i.i.d. Folge

bilden ist das Feld (ξj)j∈Zd 2-abhängig.

Die daraus entstehende Blockdarstellung lässt sich in d = 2 visualisieren, insbesondere
wird auch die 2-Abhängigkeit von (ξj)j∈Z2 klar.

Ψ∗
(1,1)

Ψ∗
(1,2)

Ψ∗
(1,3)

Ψ∗
(2,1)

Ψ∗
(2,2)

Ψ∗
(2,3)

Ψ∗
(3,1)

Ψ∗
(3,2)

Ψ∗
(3,3)

Ψ∗
(1,4)

Ψ∗
(1,5)

Ψ∗
(1,6)

Ψ∗
(2,4)

Ψ∗
(2,5)

Ψ∗
(2,6)

Ψ∗
(3,4)

Ψ∗
(3,5)

Ψ∗
(3,6)

x

y

f

ξ(2,2)

ξ(2,5)

x

y

Abbildung 5.4: Farbliche Visualisierung der Blockdarstellung von (ξj)j∈Z2 . Die Abbil-
dung f bildet die farblich gleich gekennzeichneten Ψ∗

k auf die in der gleichen Farbe
gekennzeichneten ξj ab. Da die eingeschränkten Prozesse (Ψ∗

k)k∈Z2 eine i.i.d. Folge
bilden, sind die beispielhaft gewählten Zufallsgrößen ξ(2,2) und ξ(2,5) unabhängig.

Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns der Formulierung von Grenzwertsätzen zu. Dies
ist möglich, da für m-abhängigen Felder (insbesondere jene mit Blockdarstellung) die
Verteilungsasymptotik gut verstanden ist (siehe z.B. [6], [9], [13], [14], [15]). Wir notieren
im Folgenden die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung mit Φ und definieren
den sogenannten r-Rand von V ⊂ Zd durch ∂(r)V := {z ∈ V | dist(z,Zd\V ) ≤ r}.
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Außerdem nennen wir zwei Folgen (an)n≥1 und (bn)n≥1 Hardy-Littlewood äquivalent
(notiert an ≍ bn), falls

0 < lim inf
n→∞

an
bn

≤ lim sup
n→∞

an
bn

<∞.

Speziell wollen wir im Folgenden Theorem 6 aus [13] verwenden:

Satz 5.5 (Grenzwertsatz für m-abhängige Felder): Sei (Yj)j∈Zd ein stationäres m-
abhängiges Feld mit Blockdarstellung und E[Y0] = 0 sowie E[|Y0|3] <∞. Weiter sei

Sn =
∑
j∈Vn

Yj

für Vn ⊂ Zd mit Var(Sn) ≍ #Vn und

lim
n→∞

#∂(r)Vn
#Vn

= 0

für alle r ∈ N. Dann gibt es eine Konstante C > 0, sodass

sup
x∈R

∣∣∣P(Sn ≤ x
√

Var(Sn)
)
− Φ(x)

∣∣∣ ≤ C√
#Vn

.

In [13] ist Satz 5.5 nur für Felder formuliert, die von reellwertigen Zufallsgrößen erzeugt
werden. Die Aussage gilt aber analog im Fall von Zufallsgrößen mit Werten in einem
messbaren Raum. Damit gilt für uns:

Satz 5.6 (Grenzwertsatz für N̂d,n(u)): Sei ΨKd ∼ Πλ,Q ein Keim-Korn-Prozess mit
P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0. Weiter sei Wn = [0, Rn)d und σ2

d(u) > 0. Dann gibt
es eine Konstante C > 0, sodass

sup
x∈R

∣∣∣∣∣∣∣P
√|Wn|d(N̂d,n(u)−Nd) ≤ x

√√√√Var
(
|Wn|d N̂d,n(u)

)
|Wn|d

− Φ(x)

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
C√
|Wn|d

.

Beweis. Wir betrachten das stationäre 2-abhängige Feld (Yj)j∈Zd definiert durch

Yj := ξj − E[ξj].

mit ξj wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2. Dieses Feld besitzt nach Lemma 5.3 eine Blockdarstellung.
Wegen

Sn :=
∑
j∈Vn

Yj = |Wn|d (N̂d,n(u)−Nd),

Vn = {1, ..., n}d, besteht eine Verbindung zu unserem Problem. Um Satz 5.5 anwenden
zu können, müssen wir die dort aufgeführten Voraussetzungen nachrechnen. Da für einen
poissonschen Keim-Prozess γ(k)red = 0 für k ≥ 2, ist E[Y0] = 0 und E[|Y0|3] < ∞ wegen
Korollar 3.15.

Außerdem ist wegen
#∂(r)Vn = nd − (n− 2r)d
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für n groß genug

lim
n→∞

#∂(r)Vn
#Vn

= 0

für alle r ∈ N erfüllt.

Betrachten wir nun die Varianz von Sn mit Hilfe der 2-Abhängigkeit von (Yj)j∈Zd

genauer:

Var

(∑
j∈Vn

ξj

)
=
∑
j∈Vn

∑
l∈Vn

Cov(ξj, ξl)

=
∑

j∈Vn\∂(2)Vn

∑
l∈Vn

Cov(ξj, ξl) +
∑

j∈∂(2)Vn

∑
l∈Vn

Cov(ξj, ξl)

= #(Vn\∂(2)Vn)
∑
l:|l|≤2

Cov(ξ0, ξl) +
∑

j∈∂(2)Vn

∑
l∈Vn

|l−j|≤2

Cov(ξj, ξl),

wobei wir im letzten Schritt die Stationarität und 2-Abhängigkeit verwenden. Identifizieren
wir σ2

d(u) =
∑

l:|l|≤2Cov(ξ0, ξl)/R
d, so gilt wegen |Wn|d = Rd#Vn∣∣∣∣Var(Sn)

|Wn|d
− σ2

d(u)

∣∣∣∣ ≤ C

|Wn|1/dd

, (5.6.1)

wobei sich die Geschwindigkeit aus dem Verhältnis von Oberfläche und Volumen des
Fensters Wn ergibt. Damit ist Var(Sn) ≍ #Vn, wobei hier σ2

d(u) > 0 wichtig ist.

Insgesamt sind alle Voraussetzungen von Satz 5.5 erfüllt und damit folgt die gewünschte
Aussage.

An dieser Stelle lohnt sich ein Vergleich mit den Ergebnissen aus [25]. Dort wurde in Kapi-
tel 9 die Verteilungsasymptotik des gemeinsamen Vektors von Geometrischen Funktionalen
(wie die EPC eines ist) des Booleschen Modells betrachtet und Konvergenzgeschwindigkei-
ten bezüglich der Wasserstein-Metrik und des Kolmogorov-Abstands angegeben. Letztere
können wir mit unseren Resultaten vergleichen. In [25] weist die EPC bezüglich des
Kolmogorov-Abstands eine Konvergenzgeschwindigkeit von höchstens O(|Wn|−1/4

d ) auf,
während wir in Satz 5.6 eine Konvergenzgeschwindigkeit von O(|Wn|−1/2

d ) erhalten haben.
Allerdings setzen wir für unser Ergebnis Boolesche Modelle mit beschränkten Körnern
voraus, was in [25] nicht der Fall ist. Ein weiterer Unterschied besteht in der Bestimmung
der EPC. Während wir Tangentenpunkte im Beobachtungsfenster Wn zählen, wird in
[25] die Größe χ(Ξ ∩Wn) betrachtet.

Anstatt mit der uns gänzlich unzugänglichen Varianz Var(|Wn|d N̂d,n(u)) zu standardi-
sieren, wollen wir nun mit dem asymptotisch äquivalenten σ2

d(u) |Wn|d standardisieren
und einen analogen Grenzwertsatz beweisen. Dabei ändert sich aber in d = 3 die Konver-
genzgeschwindigkeit:
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Satz 5.7 (Grenzwertsatz für N̂d,n(u)): Sei ΨKd ∼ Πλ,Q ein Keim-Korn-Prozess mit
P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0. Weiter sei Wn = [0, Rn)d und σ2

d(u) > 0. Dann gibt
es eine von R und σ2

d(u) abhängige Konstante C > 0, sodass

sup
x∈R

∣∣∣∣P(√|Wn|d(N̂d,n(u)−Nd) ≤ xσd(u)

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ C

|Wn|1/dd

.

Beweis. Wir wollen die Konvergenzgeschwindigkeit aus 5.6.1 verwenden. Dazu betrachten
wir zunächst

sup
x∈R

∣∣∣∣P(√|Wn|d(N̂d,n(u)−Nd) ≤ xσd(u)

)
− Φ(x)

∣∣∣∣
= sup

x∈R

∣∣∣∣∣P
(

Sn√
|Wn|d

≤ x

√
Var(Sn)

|Wn|d

)
− Φ

(
x

√
Var(Sn)

|Wn|d σ2
d(u)

)
− Φ(x) + Φ(x)

∣∣∣∣∣
≤ C1√

|Wn|d
+ sup

x∈R

∣∣∣∣∣Φ(x)− Φ

(
x

√
Var(Sn)

|Wn|d σ2
d(u)

)∣∣∣∣∣ ,
wobei wir Satz 5.6 ausnutzen und die dort gewählte Bezeichnung von Sn übernehmen.
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes lässt sich zeigen, dass

sup
x∈R

∣∣∣∣∣Φ(x)− Φ

(
x

√
Var(Sn)

|Wn|d σ2
d(u)

)∣∣∣∣∣
≤ C2

∣∣∣∣∣1−
√

Var(Sn)

|Wn|d σ2
d(u)

∣∣∣∣∣ = C2

1 +
√

Var(Sn)

|Wn|dσ2
d(u)

∣∣∣∣1− Var(Sn)

|Wn|d σ2
d(u)

∣∣∣∣ ,
also folgt mit Hilfe von 5.6.1 insgesamt wie gefordert

sup
x∈R

∣∣∣∣∣Φ(x)− Φ

(
x

√
Var(Sn)

|Wn|d σ2
d(u)

)∣∣∣∣∣ ≤ C

|Wn|1/dd

.

Da die EPC eine ganzzahlige Größe ist, können wir auch lokale Grenzwertsätze beweisen.
Dazu definieren wir die k-te Kumulante einer Zufallsgröße Z als

Cumk(Z) :=
1

ik
dk

dtk
ln
(
E
[
eitZ
]) ∣∣

t=0
.

Dazu betrachten wir
Sn =

∑
j∈{1,...,n}d

ξj
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mit ξj wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2 und definieren mit der Dichtefunktion der Standardnormal-
verteilung φ für k ∈ N

qk,n(x) :=
1

φ(x)

k∑
l=1

(−1)k+2l

l!Var(Sn)
(k+2l)/2

∑
k1+...+kl=k

kj≥1

l∏
i=1

Cumki+2(Sn)

(ki + 2)!

dk+2l

dxx+2l
φ(x). (5.7.1)

Die Funktionen qk,n sind Polynome vom Grad 3k, deren Koeffizienten von den Kumulanten
von Sn bis zum Grad k + 2 abhängen.

Wir benötigen im Folgenden den Spezialfall von Theorem 3 aus [15] für 2-abhängige
Felder:

Satz 5.8 (Lokaler Grenzwertsatz für 2-abhängige Felder): Sei (Yj)j∈Zd ein Feld mit
Yj = f(Ψ∗

k; |k − j| ≤ 1) für i.i.d. Zufallselemente (Ψ∗
k)k∈Zd und E[|Y0|r+2] < ∞ für ein

r ∈ N. Für Vn ⊂ Zd und
Sn =

∑
j∈Vn

Yj

gelte

lim
n→∞

Var(Sn)

#Vn
> 0.

Weiter fordern wir, dass es ein B ∈ σ (Ψ∗
k : 1 ≤ |k| ≤ 2) mit P(B) > 0 gibt, sodass die

Zufallsgröße
ζ :=

∑
|j|≤1

f(Ψ∗
k; |k− j| ≤ 1)

bedingt auf B auf einem Gitter mit maximaler Schrittweite 1 konzentriert ist. Dann gilt

(#Vn)r/2 sup
N∈Z

(1+|xn(N)|)r+2

∣∣∣∣∣√Var(Sn)P(Sn = N)− φ(xn(N))

(
1 +

r∑
k=1

qk,n(xn(N))

)∣∣∣∣∣
−→
n→∞

0,

wobei qk,n wie in 5.7.1 und

xn(N) =
N − E[Sn]√

Var(Sn)
.

Um lokale Grenzwertsätze formulieren zu können, müssen wir also noch weitere Bedin-
gungen an die Struktur des Feldes stellen. Die an die Zufallsgröße ζ gestellte Bedingung
entspricht der in Lemma 5 aus [15] an das dort definierte Feld gestellten Bedingung mit
p = 1. Damit gilt für uns:

Satz 5.9 (Edgeworth-Entwicklung im lokalen Grenzwertsatz): Sei ΨKd ∼ Πλ,Q ein
Keim-Korn-Prozess mit P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0. Weiter sei Wn = [0, Rn)d

und σ2
d(u) > 0. Dann gilt für

Sn =
∑

j∈{1,...,n}d
ξj
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mit ξj wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2 und festes r,N ∈ N

|Wn|r/2d sup
N∈Z

(1+|xn(N)|)r+2

∣∣∣∣∣√Var(Sn)P(Sn = N)− φ(xn(N))

(
1 +

r∑
k=1

qk,n(xn(N))

)∣∣∣∣∣
−→
n→∞

0,

wobei qk,n wie in 5.7.1 und

xn(N) =
N −Nd |Wn|d√

Var(Sn)
.

Beweis. Wir betrachten wieder das stationäre 2-abhängige Feld (Yj)j∈Zd definiert durch

Yj := ξj.

Um Satz 5.8 anwenden zu können, müssen wir seine Voraussetzungen nachrechnen.
Offensichtlich sind wegen Korollar 3.15 die geforderten Integrabilitätsbedingungen erfüllt.
Mit Blick auf die Zufallsgröße ζ betrachten wir

ζ :=
∑
j:|j|≤1

ξj

bedingt auf das Ereignis

B =
⋂

k:1≤|k|≤2

{
Ψ∗

k

(
(REk)×Kd

)
= 0
}

mit (Ψ∗
k)k∈Zd wie in 5.3.1. Dafür gilt

P(B) = P

 ⋂
k:1≤|k|≤2

{
Ψ∗

k

(
(REk)×Kd

)
= 0
} = exp(−λ(5d − 1)Rd) > 0

und sowohl

P(ζ = 0 | B) ≥ P
(
Ψ∗

0

(
(RE0)×Kd

)
= 0
)
= exp(−λRd) > 0

als auch

P(ζ = 1 | B) ≥ P
(
Ψ∗

0

(
(RE0)×Kd

)
= 1
)
= λRd exp(−λRd) > 0,

d.h. ζ ist bedingt auf B auf einem Gitter mit maximaler Schrittweite 1 konzentriert und
somit 5.8 die gewünschte Aussage.

Damit können wir auch eine Berry-Esseen Schranke bestimmen:
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Korollar 5.10 (Berry-Esseen Schranke im lokalen Grenzwertsatz): Sei ΨKd ∼ Πλ,Q ein
Keim-Korn-Prozess mit P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0. Weiter sei Wn = [0, Rn)d

und σ2
d(u) > 0. Dann gibt es ein C > 0, sodass für

Sn =
∑

j∈{1,...,n}d
ξj

mit ξj wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2∣∣∣√Var(Sn)P(Sn = N)− φ(xn(N))
∣∣∣ ≤ C

(1 + |xn(N)|)3 |Wn|1/2d

für alle n ∈ N und N ∈ Z, wobei

xn(N) =
N −Nd |Wn|d√

Var(Sn)
.

Beweis. Wir folgern die Aussage aus Satz 5.9 mit r = 1. Dazu fixieren wir n ∈ N und
N ∈ Z und erhalten aus der Dreiecksungleichung∣∣∣√Var(Sn)P(Sn = N)− φ(xn(N))

∣∣∣
≤
∣∣∣√Var(Sn)P(Sn = N)− φ(xn(N)) (1 + q1,n(xn(N)))

∣∣∣+ |φ(xn(N))q1,n(xn(N))| .
(5.10.1)

Betrachten wir den ersten Summanden in 5.10.1, so erhalten wir wegen Satz 5.9∣∣∣√Var(Sn)P(Sn = N)− φ(xn(N)) (1 + q1,n(xn(N)))
∣∣∣

≤
|Wn|1/2d sup

N∈Z
( 1+|xn(N)|)3

∣∣∣√Var(Sn)P(Sn = N)− φ(xn(N)) (1 + q1,n(xn(N)))
∣∣∣

(1 + |xn(N)|)3 |Wn|1/2d

≤ C1

(1 + |xn(N)|)3 |Wn|1/2d

für ein C1 > 0.

Um den zweiten Summanden in 5.10.1 abzuschätzen, stellen wir fest, dass

q1,n(x) =
Cum3(Sn)

6Var(Sn)
3/2

(x3 − 3x).

Also existiert ein C2 > 0, sodass

|φ(x)q1,n(x)| ≤
C2

(1 + |x|)3 |Wn|1/2d

,

siehe z.B. im Beweis von Theorem 2 in [15]. Insgesamt folgt die geforderte Aussage.
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Die m-Abhängigkeit eignet sich auch, um Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen zu
betrachten. Diese Theorie stammt von Harald Cramér [7], der sie für versicherungsma-
thematische Fragestellungen entwickelt hat.

Um mit Hilfe der m-Abhängigkeit eine Wahrscheinlichkeit großer Abweichungen bewei-
sen zu können, benötigen wir eine stärkere Bedingung an die Momente des Feldes (Yj)j∈Zd .
Diese wird die Bedingung (C1) aus [16] sein. Für das stationäre Boolesche Modell mit
beschränkten Körnern gilt:

Lemma 5.11 (Bedingung (C1) aus [16]): Sei ΨKd ∼ Πλ,Q ein Keim-Korn-Prozess mit
P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0. Weiter sei (Yj)j∈Zd definiert durch

Yj = ξj − E[ξj]

mit ξj wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2. Dann gilt

E[|Y0|p] ≤ Hp(p!)1+γ

mit γ := d− 1 und

H := (d+ 1)2

 ed

ln
(

d
λ(3R)d

+ 1
)
d

für alle p ∈ N.

Beweis. Sowohl positive als auch negative Tangentenpunkte in RE0, egal ob überdeckt
oder nicht, können nur dann entstehen, wenn sich Mengen in dem entsprechenden Bereich
befinden. Die Anzahl der Mengen in RE0 lässt sich durch die Anzahl der Keime in
der Nachbarschaft von RE0 abschätzen. Wir erhalten also mit Hilfe der Jensenschen
Ungleichung

E[|Y0|p] ≤ (d+ 1)p−1
(
E[Zp] + ...+ E

[
Zdp
]
+ dp−1

(
E[Zp] + ...+ E

[
Zdp
]))

≤ 2d(d+ 1)2(p−1)E
[
Zdp
]

mit einer gemäß dem Parameter λ′ := λ3dRd Poisson-verteilten Zufallsgröße Z. Für die
Momente der Poisson-Verteilung gilt die elementare Ungleichung

E
[
Zdp
]
≤

(
dp

ln
(
dp
λ′ + 1

))dp

,

wir müssen also zeigen, dass (
dp

ln
(
dp
λ′ + 1

))dp

≤ Hp(p!)1+γ

für ein H > 0 und ein γ ≥ 0. Da e(n/e)n ≤ n! folgt(
dp

ln
(
dp
λ′ + 1

))dp

=
1

ed

(
ed

ln
(
dp
λ′ + 1

))dp (
e
(p
e

)p)d
≤ 1

ed

(
ed

ln
(
dp
λ′ + 1

))dp

(p!)d.
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Mit dem Vorfaktor 2d(d+ 1)2(p−1) können wir z.B.

H := (d+ 1)2

(
ed

ln
(

d
λ′ + 1

))d

und γ := d− 1 wählen.

Mit diesen Vorarbeiten können wir ohne weitere Arbeiten Theorem 2 aus [16] verwenden:

Satz 5.12 (Wahrscheinlichkeiten großer Abweichungen für N̂d,n(u)): Sei ΨKd ∼ Πλ,Q ein
Keim-Korn-Prozess mit P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0. Weiter sei Wn = [0, Rn)d

und σ2
d(u) > 0. Dann gilt mit den Zahlen γ und H aus Lemma 5.11 sowie den Abkürzungen

Bn = Var
(
|Wn|d N̂d,n(u)

)1/2
,

δ = γ +
d− 1

2
,

L = 2γ4d+3H,

∆ = BnLmax{2−d, 2dL2B−2
n },

∆δ =
1

6

(√
2∆

6

)1/(1+2δ)

,

ck =
1

Bk−2
n k(k − 1)

k−2∑
l=1

(−1)l−1

(
k + l − 2

l

) ∑
k1+...+kl=k−2

ki≥1

l∏
i=1

Cumki+2(Sn)

B2
n(ki + 1)!

Lδ(x) =
∑

3≤k<2+1/δ

ckx
k

und

f(x) =
60
(
1 + 10∆2

δ(1 + 2(x/∆δ)
2) exp

(
−(1− x/∆δ)

√
∆δ

))
1− x/∆δ

,

gilt für |θ1| ≤ 1, |θ2| ≤ 1 und 0 ≤ x ≤ ∆δ

P
(
|Wn|d (N̂d,n(u)−Nd) ≥ xBn

)
1− Φ(x)

= exp(Lδ(x))

(
1 + θ1f(x)

x+ 1

∆δ

)
und

P
(
|Wn|d (N̂d,n(u)−Nd) < xBn

)
Φ(−x)

= exp(Lδ(−x))
(
1 + θ2f(x)

x+ 1

∆δ

)
.

Beweis. Wir betrachten das Feld (Yj)j∈Zd , d ∈ {2, 3}, definiert durch

Yj = ξj − E[ξj]
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mit ξj wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2. Unser Feld ist also 2-abhängig. Weiter betrachten wir die
Summe

Sn =
∑

j∈{1,...,n}d
Yj = |Wn|d (N̂d,n(u)−Nd).

Wegen Lemma 5.11 können wir Theorem 2 aus [16] anwenden und erhalten daraus die
geforderte Aussage.

Bisher beruhen alle Argumente in diesem Kapitel auf der m-Abhängigkeit, die wir aus dem
stationären Booleschen Modell mit beschränkten Körnern gewinnen. Aber auch andere
Keim-Korn-Modelle mit beschränkten Körnern erzeugen die gleiche m-Abhängigkeit.
Dies sind z.B. solche mit poissonschen Hard- bzw. Soft-core-Prozessen oder poissonschen
Cluster-Prozessen (mit beschränktem Cluster) als Keim-Prozess.

Wir wollen nun die Beschränktheit des typischen Korns fallen lassen. Mit Hilfe ei-
ner Approximation durch ein m-abhängiges Feld können wir auch unter allgemeineren
Bedingungen einen Grenzwertsatz beweisen:

Satz 5.13 (Grenzwertsatz für N̂d,n(u) mit unbeschränkten Körnern): Sei ΨK2 ∼ Πλ,Q

ein Keim-Korn-Prozess und Ξ0 ∼ Q mit

E
[
|Ξ0|22

]
<∞ und E

[
H1(∂Ξ0)

2
]
<∞.

Weiter sei Wn = [−n, n)2 und σ2
A(u) > 0. Dann gilt√

|Wn|2
(
N̂A(u)−NA

)
d−−−→

n→∞
N (0, σ2

A(u)).

Beweis. Wir lehnen uns bei der Beweisführung an den Beweis von Theorem 7.1. in [21]
an. Dazu definieren wir Ej = j+ [0, 1)2 und Fj,m = Ej ⊕Wm für j ∈ Z2 und betrachten
für Vn = {−n, ..., n− 1}2

Sn = |Wn|−1/2
2

∑
j∈Vn

[ξj −NA].

Wir zerlegen nun die Zufallsgrößen ξj in die drei Teile

ξ
(m)
j := η

(m)
j,+ − η

(m)
j,− ,

ξ
(m)
j,1 := η

(m)
j,1,+ − η

(m)
j,1,−,

ξ
(m)
j,2 := η

(m)
j,2,+ − η

(m)
j,2,−,

wobei

η
(m)
j,+ :=

∑
i≥1

1Fj,m
(Xi)1Ej

(Xi + ℓu(Ξi))
∏
k ̸=i

(1− 1Xk+Ξk
(Xi + ℓu(Ξi))1Fj,m

(Xk)),

η
(m)
j,− :=

1

2

∑ ̸=

i,j≥1

1Fj,m
(Xi)1Fj,m

(Xj)1Ej
(ℓu(Ξij))

∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu(Ξij))1Fj,m

(Xk))

×
(
1Ξi⊕(−Ξj)(Xj −Xi)− 1Xi+Ξ◦

i
(Xj + ℓu(Ξj))− 1Xj+Ξ◦

j
(Xi + ℓu(Ξi))

)
,
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die Anzahl der Tangentenpunkte in Ej sind, die nur von Körnern in Fj,m herrühren oder
überdeckt werden,

η
(m)
j,1,+ :=

∑
i≥1

1F c
j,m

(Xi)1Ej
(Xi + ℓu(Ξi))

∏
k ̸=i

(1− 1Xk+Ξk
(Xi + ℓu(Ξi))1Fj,m

(Xk)),

η
(m)
j,1,− :=

1

2

∑ ̸=

i,j≥1

(1− 1Fj,m
(Xi)1Fj,m

(Xj))1Ej
(ℓu(Ξij))

∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu(Ξij))1Fj,m

(Xk))

×
(
1Ξi⊕(−Ξj)(Xj −Xi)− 1Xi+Ξ◦

i
(Xj + ℓu(Ξj))− 1Xj+Ξ◦

j
(Xi + ℓu(Ξi))

)
,

die Anzahl der Tangentenpunkte in Ej sind, die nur von Körnern außerhalb von Fj,m

herrühren, jedoch nicht von den Körnern aus Fj,m überdeckt werden und

η
(m)
j,2,+ :=

∑
i≥1

1Ej
(Xi + ℓu(Ξi))

×

(∏
k ̸=i

(1− 1Xk+Ξk
(Xi + ℓu(Ξi))−

∏
k ̸=i

(1− 1Xk+Ξk
(Xi + ℓu(Ξi))1Fj,m

(Xk))

)
,

η
(m)
j,2,− :=

1

2

∑ ̸=

i,j≥1

1Ej
(ℓu(Ξij))

×

(∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu(Ξij))−

∏
k ̸=i,j

(1− 1Xk+Ξk
(ℓu(Ξij))1Fj,m

(Xk))

)
×
(
1Ξi⊕(−Ξj)(Xj −Xi)− 1Xi+Ξ◦

i
(Xj + ℓu(Ξj))− 1Xj+Ξ◦

j
(Xi + ℓu(Ξi))

)
.

Das erlaubt es uns im Folgenden die entsprechende Zerlegungen der Summe Sn =
S
(m)
n + S

(m)
n,1 + S

(m)
n,2 nacheinander zu betrachten.

Beginnen wollen wir mit der Betrachtung von S
(m)
n . Da ξ

(m)
j analog zu Lemma 5.3

eine Blockdarstellung besitzt, ist das Feld (ξ
(m)
j )j∈Z2 insbesondere 2m-abhängig. Damit

konvergiert S(m)
n für n→ ∞ schwach gegen eine zentrierte Normalverteilung mit Varianz

σ2
m =

∑
j∈{−m,...,m}2

Cov
(
ξ
(m)
0 , ξ

(m)
j

)
.

Die Varianz σ2
m ist dabei für alle m ∈ N endlich, falls E

[(
ξ
(m)
0

)2]
<∞, was wiederum

wegen Satz 4.5 der Fall ist, wenn E
[
|Ξ0|22

]
<∞ und E[H1(∂Ξ0)

2] <∞.

Um nun wie gewünscht die asymptotische Normalität von Sn folgern zu können, müssen
wir noch

sup
n≥1

E
[(
S
(m)
n,i

)2]
≤
∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(ξ(m)
0,i , ξ

(m)
j,i

)∣∣∣ −−−→
m→∞

0

für i ∈ {1, 2} nachrechnen. Dabei lassen sich längliche, aber elementare Rechnungen
ähnlich zu denen im Beweis von Satz 4.5 nicht vermeiden.
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Betrachten wir zunächst den Fall i = 1. Wir werden hier mit den Feldern η(m)
j,1,+ und η(m)

j,1,−
argumentieren. Insbesondere gilt

E
[
η
(m)
j,1,+

]
= λ

∫
K2

∫
R2

1F c
j,m∩(Ej−ℓu(K))(x) exp

(
−λE

[
|A(Fj,m, x,K)|2

])
dxQ(dK)

mit der zufälligen Menge A(Fj,m, x,K) := Fj,m ∩ (x+ ℓu(K)− Ξ0) und

E
[
η
(m)
j,1,−

]
=
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1Fj,m
(x1)1Fj,m

(x2))1Ej−ℓu(K1∩(K2+x2−x1))(x1)

× exp
(
−λE

[
|B(Fj,m, x1, x2, K1, K2|2

])
× 1Du(K1,K2)(x2 − x1) dx1dx2Q(dK1)Q(dK2)

mit der zufälligen Menge B(Fj,m, x1, x2, K1, K2) := Fj,m∩(ℓu(K1∩(K2+x2−x1))+x1−Ξ0).
Außerdem ist

E
[
η
(m)
0,1,+η

(m)
j,1,−

]
= λ2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1F c
0,m

(x1)1E0(x1 + ℓu(K1))

× (1− 1Fj,m
(x1)1Fj,m

(x2))1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)

× exp(−λE
[
|A(F0,m, x1, K1) ∪B(Fj,m, x1, x2, K1, K2)|2

]
)

× (1− 1x2+K2(x1 + ℓu(K1))1F0,m(x2))

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)dx1dx2Q(dK1)Q(dK2)

+
λ3

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1F c
0,m

(x3)1E0(x3 + ℓu(K3))

× (1− 1Fj,m
(x1)1Fj,m

(x2))1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2)) + x1)

× exp(−λE
[
|A(F0,m, x3, K3) ∪Bj(x1, x2, K1, K2)|2

]
)

× (1− 1x1+K1(x3 + ℓu(K3))1F0,m(x1))

× (1− 1x2+K2(x3 + ℓu(K3))1F0,m(x2))

× (1− 1x3+K3(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)1Fj,m
(x3))

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)dx1 · · ·Q(dK3).
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Mit Hilfe der Substitution y2 = x2 − x1 und elementaren Abschätzungen folgt∣∣∣Cov(η(m)
0,1,+, η

(m)
j,1,−

)∣∣∣
≤ λ2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1F c
0,m∩(E0−ℓu(K1))(y1)1Ej

(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

× 1Du(K1,K2)(y2)dy1 · · ·Q(dK2)

+
λ3

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1F c
0,m∩(E0−ℓu(K3))(y3)1Ej

(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

×
(
1y1+K1(y3 + ℓu(K3)) + 1y2+K2(−y1 + y3 + ℓu(K3))

+ 1y3+K3(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1) + 1

− exp
(
−λE

[∣∣R2 ∩ (y3 + ℓu(K3)− Ξ0) ∩ R2 ∩ (ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1 − Ξ0)
∣∣
2

]))
× 1Du(K1,K2)(y2)dy1 · · ·Q(dK3).

Mit 1−e−x ≤ x, weiteren Abschätzungen und nach der Summation lassen sich angefangen
mit dy1 die Integrale auf der rechten Seite berechnen und wir erhalten∑

j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,1,+, η

(m)
j,1,−

)∣∣∣
≤ λ2

∫
K2

∫
K2

∣∣F c
0,m ∩ (E0 − ℓu(K1))

∣∣
2
|Du(K1, K2)|2Q(dK1)Q(dK2)

+
λ3

2

∫
K2

∫
K2

∫
K2

∣∣F c
0,m ∩ (E0 − ℓu(K3))

∣∣
2

(
|K1|2 + |K2|2 + |K3|2 + λE

[
|Ξ0|22

])
× |Du(K1, K2)|2Q(dK1)Q(dK2)Q(dK3).

Unter den von uns für diesen Satz festgelegten Voraussetzungen können wir den Satz der
majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten schließlich

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,1,+, η

(m)
j,1,−

)∣∣∣ = 0. (5.13.1)

Wegen der Stationarität folgt auch direkt

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,1,−, η

(m)
j,1,+

)∣∣∣ = 0. (5.13.2)
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Weiter gilt

E
[
η
(m)
0,1,−η

(m)
j,1,−

]
=
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(x1)1F0,m(x2))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)

× (1− 1Fj,m
(x1)1Fj,m

(x2))1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)G2(x1, x2, K1, K2)dx1dx2Q(dK1)Q(dK2)

+ λ3
∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(x1)1F0,m(x2))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)

× (1− 1Fj,m
(x1)1Fj,m

(x3))1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K3 + x3 − x1)) + x1)

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)1Du(K1,K3)(x3 − x1)

×G1(x1, x2, x3, K1, K2, K3)dx1 · · ·Q(dK3)

+
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(x1)1F0,m(x2))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)

× (1− 1Fj,m
(x3)1Fj,m

(x4))1Ej
(ℓu(K3 ∩ (K4 + x4 − x3)) + x3)

× (1− 1x3+K3(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)1F0,m(x3))

× (1− 1x4+K4(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)1F0,m(x4))

× (1− 1x1+K1(ℓu(K3 ∩ (K4 + x4 − x3)) + x3)1Fj,m
(x1))

× (1− 1x2+K2(ℓu(K3 ∩ (K4 + x4 − x3)) + x3)1Fj,m
(x2))

× exp(−λE
[
|B(F0,m, x1, x2, K1, K2) ∪B(Fj,m, x3, x4, K3, K4)|2

]
)

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)1Du(K3,K4)(x4 − x3)dx1 · · ·Q(dK4),
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wobei wir mit G1 bzw. G2 die entsprechenden erzeugenden Funktionale bezeichnen. Mit
|G1| ≤ 1 bzw. |G2| ≤ 1 gilt nach Substitutionen∣∣∣Cov(η(m)

0,1,−, η
(m)
j,1,−

)∣∣∣
≤ λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(y1)1F0,m(y2 + y1))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

× 1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)1Du(K1,K2)(y2)dy1dy2Q(dK1)Q(dK2)

+ λ3
∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(y1)1F0,m(y2 + y1))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

× 1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K3 + y3)) + y1)1Du(K1,K2)(y2)1Du(K1,K3)(y3)

× dy1 · · ·Q(dK3)

+
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(y1)1F0,m(y2 + y1))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

× 1Ej
(ℓu(K3 ∩ (K4 + y4)) + y3)

×
(
1y3+K3(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

+ 1y4+y3+K4(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

+ 1y1+K1(ℓu(K3 ∩ (K4 + y4)) + y3)

+ 1y2+y1+K2(ℓu(K3 ∩ (K4 + y4)) + y3)

+ λE
[∣∣B(R2, y1, y2 + y1, K1, K2) ∩B(R2, y3, y4 + y3, K3, K4)

∣∣
2

])
× 1Du(K1,K2)(y2)1Du(K3,K4)(y4)dy1 · · ·Q(dK4).

Nach Summation lassen sich die Integrale teilweise berechnen und wir erhalten∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,1,−, η

(m)
j,1,−

)∣∣∣
≤ λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(y1)1F0,m(y2 + y1))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

× 1Du(K1,K2)(y2)dy1 · · ·Q(dK2)

+ λ3
∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(y1)1F0,m(y2 + y1))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

× 1Du(K1,K2)(y2)1Du(K1,K3)(y3)dy1 · · ·Q(dK3)

+
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

(1− 1F0,m(y1)1F0,m(y2 + y1))1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + y2)) + y1)

× 1Du(K1,K2)(y2)1Du(K3,K4)(y4)

×
(
|K3|2 + |K4|2 + |K1|2 + |K2|2 + λE

[
|Ξ0|22

])
dy1 · · ·Q(dK4).
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Unter den von uns für diesen Satz festgelegten Voraussetzungen können wir den Satz der
majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten schließlich

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,1,−, η

(m)
j,1,−

)∣∣∣ = 0. (5.13.3)

Wählt man in Theorem 7.1. in [21]

HK({u},W ) = 1W (ℓu(K)),

wurde bereits
lim

m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,1,+, η

(m)
j,1,+

)∣∣∣ = 0

nachgerechnet. Daraus folgt mit 5.13.1, 5.13.2, 5.13.3, dass wie gewünscht

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(ξ(m)
0,1 , ξ

(m)
j,1

)∣∣∣ = 0.

Analog gehen wir im Fall i = 2 vor. Es gilt

E
[
η
(m)
j,2,+

]
= λ

∫
K2

∫
R2

1Ej
(x+ ℓu(K))

(
exp (−λE[|Ξ0|2])− exp

(
−λE

[
|A(Fj,m, x,K)|2

]))
dxQ(dK)

mit der zufälligen Menge A(Fj,m, x,K) = Fj,m ∩ (x+ ℓu(K)− Ξ0) und

E
[
η
(m)
j,2,−

]
=
λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1Ej
(x1 + ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)))

×
(
exp (−λE[|Ξ0|2])− exp

(
−λE

[
|B(Fj,m, x1, x2, K1, K2|2

]))
× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)dx1dx2Q(dK1)Q(dK2)

mit der zufälligen Menge B(Fj,m, x1, x2, K1, K2) = Fj,m∩(ℓu(K1∩(K2+x2−x1))+x1−Ξ0).

Damit ist∣∣∣Cov(η(m)
0,2,+, η

(m)
j,2,−

)∣∣∣
≤ λ2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1E0(x1 + ℓu(K1))1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)|G1(x1, x2, K1, K2)|dx1dx2Q(dK1)Q(dK2)

+
λ3

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1E0(x3 + ℓu(K3))1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)1Du(K1,K2)(x2 − x1)

×
∣∣I(R2,R2)− I(R2, Fj,m)− I(F0,m,R2) + I(F0,m, Fj,m)

∣∣ dx1 · · ·Q(dK3).
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mit

G1(x1, x2, K1, K2)

= exp
(
−λE

[∣∣A(R2, x1, K1) ∪B(R2, x1, x2, K1, K2)
∣∣
2

])
× (1− 1x2+K2(x1 + ℓu(K1)))

− exp
(
−λE

[∣∣A(R2, x1, K1) ∪B(Fj,m, x1, x2, K1, K2)
∣∣
2

])
× (1− 1x2+K2(x1 + ℓu(K1)))

− exp
(
−λE

[∣∣A(F0,m, x1, K1) ∪B(R2, x1, x2, K1, K2)
∣∣
2

])
× (1− 1x2+K2(x1 + ℓu(K1))1F0,m(x2))

+ exp
(
−λE

[
|A(F0,m, x1, K1) ∪B(Fj,m, x1, x2, K1, K2)|2

])
× (1− 1x2+K2(x1 + ℓu(K1))1F0,m(x2))

und

I(F0,m, Fj,m)

= exp(−(u(F0,m) + v(Fj,m)))[(1− a(F0,m))(1− b(Fj,m)) exp(ω(F0,m, Fj,m))− 1],

wobei

u(F0,m) = λE
[
|F0,m ∩ (x3 + ℓu(K3)− Ξ0)|2

]
,

v(Fj,m) = λE
[
|Fj,m ∩ (ℓu(ξ12)− Ξ0)|2

]
,

ℓu(ξ12) = ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1,

a(F0,m) = 1[(x1+K1)∩(F0,m−x1+x3+ℓu(K3))]∪[(x2+K2)∩(F0,m−x2+x3+ℓu(K3))](x3 + ℓu(K3)),

b(Fj,m) = 1Fj,m∩(ℓu(ξ12)−K3)(x3)),

ω(F0,m, Fj,m) = λE
[
|F0,m ∩ (x3 + ℓu(K3)− Ξ0) ∩ Fj,m ∩ (ℓu(ξ12)− Ξ0)|2

]
.

Analog zur Behandlung des Terms s
(m)
2 in [21] im Beweis des dort aufgeführten

Theorems 7.1 gilt für uns∣∣I(R2,R2)− I(R2, Fj,m)− I(F0,m,R2) + I(F0,m, Fj,m)
∣∣

≤ u(F c
0,m)v(F

c
j,m)[ω(F0,m, Fj,m) + a(F0,m) + b(Fj,m)] + ω(F c

0,m, F
c
j,m)

+ [a(F c
0,m) + ω(F c

0,m, Fj,m)][b(F
c
j,m) + v(F c

j,m) + ω(F0,m, F
c
j,m)]

+ u(F c
0,m)[b(F

c
j,m) + ω(F0,m, F

c
j,m)].

Daraus folgt offenbar∣∣I(R2,R2)− I(R2, Fj,m)− I(F0,m,R2) + I(F0,m, Fj,m)
∣∣

≤ (λE[|Ξ0|2])
2[ω(R2,R2) + ã+ b̃] + ω(R2,R2)

+ [ã+ ω(R2,R2)][1 + 2λE[|Ξ0|2]] + λE[|Ξ0|2][b̃+ ω(R2,R2)],

wobei
ã = 1(x3+ℓu(K3)−K1)∪(x3+ℓu(K3)−(x2−x1+K2))(x1)
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und
b̃ = 1x3+K3−ℓu(K1∩(x2−x1+K2))(x1).

Insbesondere haben wir für den Integranden im zweiten Integral in∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,2,+, η

(m)
j,2,−

)∣∣∣
eine integrierbare Majorante gefunden, indem wir zunächst die Summe über j berechnen
und dann die Integrale (angefangen mit dx1) nacheinander lösen. Da auch der Inte-
grand des ersten Integrals eine integrierbare Majorante besitzt, folgt aus dem Satz der
majorisierten Konvergenz

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,2,+, η

(m)
j,2,−

)∣∣∣ = 0. (5.13.4)

Wegen der Stationarität folgt auch direkt

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,2,−, η

(m)
j,2,+

)∣∣∣ = 0. (5.13.5)

Außerdem gilt∣∣∣Cov(η(m)
0,2,−, η

(m)
j,2,−

)∣∣∣
≤ λ2

2

∫
K2

· · ·
∫
R2

1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)

×
(
exp

(
−λE

[
|B(F0,m, x1, x2, K1, K2) ∪B(Fj,m, x1, x2, K1, K2)|2

])
− exp (−λE[|Ξ0|2])

)
1Du(K1,K2)(x2 − x1)dx1dx2Q(dK1)Q(dK2)

+ λ3
∫
K2

· · ·
∫
R2

1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)1Ej
(ℓu(K1 ∩ (K3 + x3 − x1)) + x1)

× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)1Du(K1,K3)(x3 − x1)

× |G1(x1, x2, x3, K1, K2, K3)|dx1 · · ·Q(dK3)

+
λ4

4

∫
K2

· · ·
∫
R2

1E0(ℓu(K1 ∩ (K2 + x2 − x1)) + x1)1Ej
(ℓu(K3 ∩ (K4 + x4 − x3)) + x3)

×
∣∣I(R2,R2)− I(R2, Fj,m)− I(F0,m,R2) + I(F0,m, Fj,m)

∣∣
× 1Du(K1,K2)(x2 − x1)1Du(K3,K4)(x4 − x3)dx1 · · ·Q(dK4),
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wobei

G1(x1, x2, x3, K1, K2, K3)

= exp
(
−λE

[∣∣B(R2, x1, x2, K1, K2) ∪B(R2, x1, x3, K1, K3)
∣∣
2

])
× (1− 1x3+K3(ℓu(ξ12)))(1− 1x2+K2(ℓu(ξ13)))

− exp
(
−λE

[∣∣B(R2, x1, x2, K1, K2) ∪B(Fj,m, x1, x3, K1, K3)
∣∣
2

])
× (1− 1x3+K3(ℓu(ξ12)))(1− 1x2+K2(ℓu(ξ13))1Fj,m

(x2))

− exp
(
−λE

[∣∣B(F0,m, x1, x2, K1, K2) ∪B(R2, x1, x3, K1, K3)
∣∣
2

])
× (1− 1x3+K3(ℓu(ξ12))1F0,m(x3))(1− 1x2+K2(ℓu(ξ13)))

+ exp
(
−λE

[
|B(F0,m, x1, x2, K1, K2) ∪B(Fj,m, x1, x3, K1, K3)|2

])
× (1− 1x3+K3(ℓu(ξ12))1F0,m(x3))(1− 1x2+K2(ℓu(ξ13))1Fj,m

(x2))

und

I(F0,m, Fj,m)

= exp(−(u(F0,m) + v(Fj,m)))[(1− a(F0,m))(1− b(Fj,m)) exp(ω(F0,m, Fj,m))− 1],

wobei

u(F0,m) = λE
[
|F0,m ∩ (ℓu(ξ12)− Ξ0)|2

]
,

v(Fj,m) = λE
[
|Fj,m ∩ (ℓu(ξ34)− Ξ0)|2

]
,

ω(F0,m, Fj,m) = λE
[
|F0,m ∩ (ℓu(ξ12)− Ξ0) ∩ Fj,m ∩ (ℓu(ξ34)− Ξ0)|2

]
,

a(F0,m) = 1[(x3+K3)∩(F0,m−x3+ℓu(ξ12))]∪[(x4+K4)∩(F0,m−x4+ℓu(ξ12))](ℓu(ξ12)),

b(Fj,m) = 1[(x1+K1)∩(Fj,m−x1+ℓu(ξ34))]∪[(x2+K2)∩(Fj,m−x2+ℓu(ξ34))](ℓu(ξ34)).

Analog zur Behandlung des Terms s(m)
2 in [21] im Beweis des dort aufgeführten Theorem

7.1 gilt für uns∣∣I(R2,R2)− I(R2, Fj,m)− I(F0,m,R2) + I(F0,m, Fj,m)
∣∣

≤ u(F c
0,m)v(F

c
j,m)[ω(F0,m, Fj,m) + a(F0,m) + b(Fj,m)] + ω(F c

0,m, F
c
j,m)

+ [a(F c
0,m) + ω(F c

0,m, Fj,m)][b(F
c
j,m) + v(F c

j,m) + ω(F0,m, F
c
j,m)]

+ u(F c
0,m)[b(F

c
j,m) + ω(F0,m, F

c
j,m)].

Daraus folgt offenbar∣∣I(R2,R2)− I(R2, Fj,m)− I(F0,m,R2) + I(F0,m, Fj,m)
∣∣

≤ (λE[|Ξ0|2])
2[ω(R2,R2) + ã+ b̃] + ω(R2,R2)

+ [ã+ ω(R2,R2)][1 + 2λE[|Ξ0|2]] + λE[|Ξ0|2][b̃+ ω(R2,R2)],

wobei
ã = 1(x3+K3)∪(x4+K4)(ℓu(ξ12))

und
b̃ = 1(x1+K1)∪(x2+K2)(ℓu(ξ34)).
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Insbesondere haben wir für den Integranden im dritten Integral in∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,2,−, η

(m)
j,2,−

)∣∣∣
eine integrierbare Majorante gefunden, indem wir zunächst die Summe über j berechnen
und dann die Integrale (angefangen mit dx3) nacheinander lösen. Da auch die Integranden
der anderen beiden Integrale eine integrierbare Majorante besitzen, folgt aus dem Satz
der majorisierten Konvergenz

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,2,−, η

(m)
j,2,−

)∣∣∣ = 0. (5.13.6)

Wählt man in Theorem 7.1. in [21]

HK({u},W ) = 1W (ℓu(K)),

wurde bereits
lim

m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(η(m)
0,2,+, η

(m)
j,2,+

)∣∣∣ = 0

nachgerechnet. Daraus folgt mit 5.13.4, 5.13.5, 5.13.6, dass wie gewünscht

lim
m→∞

∑
j∈Z2

∣∣∣Cov(ξ(m)
0,2 , ξ

(m)
j,2

)∣∣∣ = 0.

Einen analogen Satz sollte es auch in d = 3 geben, der sowieso schon längliche Beweis
würde dadurch allerdings nicht kürzer werden.

Satz 5.6 und Satz 5.13 besagen beide, dass im stationären Booleschen Modell√
|Wn|2

(
N̂A(u)−NA

)
d−−−→

n→∞
N (0, σ2

A(u)).

Die beiden Sätze unterscheiden sich jedoch in den Voraussetzungen: Während Satz
5.6 beschränkte Körner voraussetzt, ist dies bei Satz 5.13 nicht mehr der Fall. Satz
5.13 ist also allgemeiner, dafür ist die Aussage von Satz 5.6 präziser, da wir dort auch
Konvergenzgeschwindigkeiten angeben können.
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5.2 Keim-Korn-Modelle mit β-mischenden Keim-Prozessen

Bisher haben wir in diesem Kapitel die Verteilungsasymptotik von N̂d,n(u) für stationäre
Boolesche Modelle betrachtet. Dies war möglich, da der poissonsche Keim-Prozess zu
einer einfachen Abhängigkeitsstruktur der Tangentenpunktprozesse führt. In diesem
Unterkapitel wollen wir eine größere Klasse von Keim-Prozessen betrachten. Dabei lehnen
wir uns an die Darstellung in [21] an. Der zentrale Mischungsbegriff dieses Unterkapitels,
der von Volkonskii und Rozanov [44] eingeführt wurde, um die Verteilungsasymptotik von
schwach abhängigen Zufallsgrößen zu studieren, wird durch den β-Mischungskoeffizienten
quantifiziert:

Definition 5.14 (β-Mischungskoeffizient): Sei (Ω,A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
sowie A und A′ zwei Teil-σ-Algebra von A. Dann heißt die Zahl

β (A,A′) :=
1

2
sup

∑
i,j

|P(Ai ∩Bj)− P(Ai)P(Bj)|

der β-Mischungskoeffizient von A und A′, wobei das Supremum über alle endlichen
Zerlegungen A1, ..., AI ∈ A und B1, ..., BJ ∈ A′ von Ω genommen wird.

Offensichtlich ist β (A,A′) ≤ 1. Wegen des monotonen Klassensatzes ändert sich der
Wert β (A,A′) nicht, wenn man bei der Berechnung des Supremums nur Zerlegungen von
Halbalgebren E bzw. E′ mit σ(E) = A bzw. σ(E′) = A′ betrachtet. Wir interessieren uns
speziell dafür, wie

AΞ(F ) := σ({Ξ ∩ F ∩ C ̸= ∅} : C ∈ Cd)

und
AΨ(F ) := σ({Ψ(F ∩ C) = j} : C ∈ Cd, j ∈ N0)

miteinander zusammenhängen. Mit Hilfe des eingeschränkten Keim-Korn-Modells

Ξ(B) :=
⋃

i:Xi∈B

(Xi + Ξi),

dessen Körner inB liegen, können wir eine Verbindung zwischen den β-Mischungskoeffizienten
diesen σ-Algebren schaffen:

Lemma 5.15: Seien F, F̃ , G, G̃ ∈ Bb(Rd) mit F ⊂ F̃ , G ⊂ G̃ und F̃ ∩ G̃ = ∅. Dann gilt

β(AΞ(F ),AΞ(G)) ≤ β(AΨ(F̃ ),AΨ(G̃)) + 2P
(
Ξ(F̃ c) ∩ F ̸= ∅

)
+ 2P

(
Ξ(G̃c) ∩G ̸= ∅

)
.

Beweis. Unsere Argumente orientieren sich am Beweis von Lemma 5.1. aus [21]. Wir
betrachten das Mengensystem σ̃f , bestehend aus allen endlichen Vereinigungen disjunkter
Mengen der Form

FV0
V1,...,Vn

= {F ∈ F | F ∩ V0 = ∅, F ∩ V1 ̸= ∅, ..., F ∩ Vn ̸= ∅} (5.15.1)

mit n ∈ N0 und Vi = Ci ∪Di, wobei Ci ∈ Cd und Di ⊂ Rd offen. Das System σ̃f formt
eine Halbalgebra, die die Matheronsche σ-Algebra σf erzeugt [30]. Für zwei beliebige
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Zerlegungen von F in endlich viele disjunkte Mengen der Form 5.15.1 betrachten wir die
Mengen

Ai =

{
Ξ ∩ F ∈ F

V
(i)
k0

V
(i)
k1

,...,V
(i)
kni

}
für i ∈ {1, ..., I} und

Bj =

{
Ξ ∩G ∈ F

W
(j)
l0

W
(j)
l1

,...,W
(j)
lmj

}
für j ∈ {1, ..., J}. Die Ereignisse (Ai)i∈{1,...,I} bzw. (Bj)j∈{1,...,J} erzeugen die σ-Algebren
AΞ(F ) bzw. AΞ(G). Damit ist

β(AΞ(F ),AΞ(G)) =
1

2
sup

∑
i,j

|P(Ai ∩Bj)− P(Ai)P(Bj)| ,

wobei wir nun das Supremum über möglichen Ai und Bj nehmen. Dieses Supremum
berechnen wir durch den Vergleich mit den von den abgeschnittenen Mengen erzeugten
Ereignissen

Ãi =

{
Ξ(F̃ ) ∩ F ∈ F

V
(i)
k0

V
(i)
k1

,...,V
(i)
kni

}
für i ∈ {1, ..., I} und

B̃j =

{
Ξ(G̃) ∩G ∈ F

W
(j)
l0

W
(j)
l1

,...,W
(j)
lmj

}
für j ∈ {1, ..., J}. Damit gilt

1

2

∑
i,j

|P(Ai ∩Bj)− P(Ai)P(Bj)|

≤ 1

2

∑
i,j

∣∣∣P(Ãi ∩ B̃j

)
− P

(
Ãi

)
P
(
B̃j

)∣∣∣
+

1

2

∑
i,j

∣∣∣P(Ai ∩Bj)− P(Ai)P(Bj)−
(
P
(
Ãi ∩ B̃j

)
− P

(
Ãi

)
P
(
B̃j

))∣∣∣ .
Offenbar gilt

{Ξ(F̃ c) ∩ F = ∅} ∩ Ai ⊂ Ãi und {Ξ(F̃ c) ∩ F = ∅} ∩ Ãi ⊂ Ai.

Daher folgt
Ai∆Ãi ⊂ {Ξ(F̃ c) ∩ F ̸= ∅} ∩ (Ai ∪ Ãi),

wobei wir mit A∆B = (A ∩ Bc) ∪ (Ac ∩ B) die symmetrische Differenz der Mengen A
und B bezeichnen. Es folgt∑

i

P
(
Ai∆Ãi

)
≤ 2P

(
Ξ(F̃ c) ∩ F ̸= ∅

)
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und analog ∑
j

P
(
Bj∆B̃j

)
≤ 2P

(
Ξ(G̃c) ∩G ̸= ∅

)
.

Damit ist ∑
i,j

∣∣∣P(Ai ∩Bj)− P(Ai)P(Bj)−
(
P
(
Ãi ∩ B̃j

)
− P

(
Ãi

)
P
(
B̃j

))∣∣∣
≤ 2

∑
i

P
(
Ai∆Ãi

)
+ 2

∑
j

P
(
Bj∆B̃j

)
≤ 4P

(
Ξ(F̃ c) ∩ F ̸= ∅

)
+ 4P

(
Ξ(G̃c) ∩G ̸= ∅

)
.

Mit ähnlichen Argumenten wie in [45] und Formel (4.6) aus [18] folgt∑
i,j

∣∣∣P(Ãi ∩ B̃j

)
− P

(
Ãi

)
P
(
B̃j

)∣∣∣ ≤ 2β(AΨ(F̃ ),AΨ(G̃)),

woraus schließlich die geforderte Aussage folgt.

Laut Lemma 5.15 lässt sich der β-Mischungskoeffizient eines Keim-Korn-Modells ab-
schätzen durch zwei Teile: ein Teil rührt vom Keim-Prozess Ψ her und ein Teil von
den Körnern. Letzteren werden wir im folgenden Lemma für spezielle unbeschränkte
Mengen quantifizieren. Die Richtigkeit der Aussage aus Lemma 5.15 für unbeschränkte
Mengen G, G̃ folgt dabei aus einem einfachen Approximationsargument. Wir notieren
noch ∥A∥ := supa∈A |a| für A ∈ Bb(Rd) und erhalten Lemma 5.2. aus [21]:
Lemma 5.16: Sei 0 < a < b <∞, ∆ = (b− a)/4 sowie

F = [−a, a]d, G = Rd\[−b, b]d,

F̃ = [−(a+∆), a+∆]d, G̃ = Rd\[−(b−∆), b−∆]d.

Weiter sei der Keim-Prozess Ψ stationär mit Intensität λ > 0 sowie E
[
∥Ξ0∥d

]
<∞ und

D(x) := P(∥Ξ0∥ ≤ x). Dann gilt

P
(
Ξ(F̃ c) ∩ F ̸= ∅

)
≤ λd2d

(
1 +

a

∆

)d−1
∞∫

∆

xddD(x)

und

P
(
Ξ(G̃c) ∩G ̸= ∅

)
≤ λd2d

(
3 +

a

∆

)d−1
∞∫

∆

xddD(x).

Wir benötigen im Folgenden Theorem 6.1. aus [18]:
Satz 5.17 (Grenzwertsatz unter β-Mischungsbedingungen): Sei (Yj)j∈Zd ein stationäres
Feld mit E[Y0] = 0. Weiter gebe es ein δ > 0, sodass E

[
|Y0|2+δ

]
<∞ und

β(A({Yj | |j| ≤ p}),A({Yj | |j| ≥ p+ q}) ≤

{
β
(1)
Y (q) für 0 = p < q

pd−1β
(2)
Y (q) für 1 ≤ q ≤ p
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mit ∑
q≥1

qd−1β
(1)
Y (q)δ/(2+δ) <∞ (5.17.1)

und
lim
q→∞

q2d−1β
(2)
Y (q) = 0. (5.17.2)

Dann existiert die asymptotische Varianz σ2 <∞ der Summe

Sn =
∑
j∈Vn

Yj

für Vn = {−n, ..., n}d und es gilt

(#Vn)−d/2Sn
d−−−→

n→∞
N (0, σ2).

Um nun diesen Satz verwenden zu können, müssen wir noch weitere Bedingungen an den
β-Mischungskoeffizienten des Keim-Prozesses Ψ stellen. Wir fordern, dass es eine nicht
wachsende Funktion βΨ auf [0,∞) gibt, sodass

β(AΨ([−a, a]d),AΨ(Rd\[−(a+ r), a+ r]d)) ≤ max
(
1,
a

r

)d−1

βΨ(r) (5.17.3)

für alle a, r ≥ 1/2. Diese Bedingung quantifiziert die Wechselwirkung des Punktprozesses
Ψ in den Gebieten [−a, a]d und Rd\[−(a+ r), a+ r]d.

Mit diesen Vorarbeiten können wir Grenzwertsätze für die EPC für β-mischende
Keim-Prozesse formulieren:

Satz 5.18 (Grenzwertsatz im Fall von β-mischenden Keim-Prozessen): Sei ΨKd ein
stationärer Keim-Korn-Prozess, dessen Keim-Prozess Ψ Bedingung 5.17.3 erfüllt. Weiter
gebe es ein δ > 0, sodass

E

(∑
i≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]d ̸=∅

)d(2+δ)
 <∞ (5.18.1)

und
E
[
∥Ξ0∥2d(1+δ)/δ+ε

]
<∞ für ein ε > 0

sowie ∑
q≥1

qd−1βΨ(q)
δ

2+δ <∞. (5.18.2)

Dann ist σ2
d(u) <∞ und es gilt für Wn = [−(n+ 1/2), n+ 1/2)d√

|Wn|d
(
N̂d(u)−Nd

)
d−−−→

n→∞
N (0, σ2

d(u)).
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Beweis. Wir definieren für j ∈ Zd

Ej :=

[
−1

2
,
1

2

)d

+ j

und betrachten das Feld (Yj)j∈Zd definiert durch

Yj = Ψ+
u (Ej)−Ψ−

u (Ej)−NA

in d = 2 bzw.
Yj = Ψ+

u (Ej)−Ψ−
u,1 (Ej) + Ψ−

u,2 (Ej)−NV

in d = 3. Dann ist (Yj)j∈Zd stationär mit E[Y0] = 0 und wegen Bedingung 5.18.1 ist jeweils
E
[
|Y0|2+δ

]
<∞. Wir müssen also noch die Bedingungen 5.17.1 und 5.17.2 nachrechnen.

Zunächst gilt AY (F ) ⊂ AΞ(F ) wegen der Struktur unseres Feldes und damit

β(A({Yj | |j| ≤ p}),A({Yj | |j| ≥ p+ q}))

≤ β

(
AΞ

([
−2p+ 1

2
,
2p+ 1

2

]d)
,AΞ

(
Rd\

[
−2(p+ q)− 1

2
,
2(p+ q)− 1

2

]d))
.

Für q ≥ 2 gilt mit Hilfe von Lemma 5.15 und Lemma 5.16

β(A({Yj | |j| ≤ p}),A({Yj | |j| ≥ p+ q}))

≤ β

(
AΨ

([
−4p+ q + 1

4
,
4p+ q + 1

4

]d)
,AΨ

(
Rd\

[
−4p+ 3q − 1

4
,
4p+ 3q − 1

4

]d))

+ λd2d+2

(
3 +

4p+ 2

q − 1

)d−1
∞∫

q−1
4

xddD(x).

Wegen Bedingung 5.17.3 gilt schließlich

β(A({Yj | |j| ≤ p}),A({Yj | |j| ≥ p+ q}))

≤

(
4p+q+1

4

min
(
4p+q+1

4
, q−1

2

))d−1

βΨ

(
q − 1

2

)
+ λd2d+2

(
3 +

4p+ 2

q − 1

)d−1
∞∫

q−1
4

xddD(x).

(5.18.3)

Aus Gleichung 5.18.3 erhalten wir mit p = 0 und q ≥ 3 die in Bedingungen 5.17.1
geforderte Funktion

β
(1)
Y (q) = βΨ

(
q − 1

2

)
+ c1

∞∫
q−1
4

xddD(x),
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mit einer von d abhängigen Konstante c1 > 0. Um nun die geforderte Summierbarkeit
von β(1)

Y (n)δ/(2+δ) folgern zu können verwenden wir die Ungleichung

(x+ y)α ≤ xα + yα.

für α = δ/(2 + δ) < 1 und bemerken, dass für ε > 0

∞∫
H

xddD(x) =
1

Hd(2+δ)/δ+ε

∞∫
H

xdHd(2+δ)/δ+εdD(x)

≤ 1

Hd(2+δ)/δ+ε

∞∫
0

x2d(1+δ)/δ+εdD(x) =
E
[
∥Ξ0∥2d(1+δ)/δ+ε

]
Hd(2+δ)/δ+ε

.

(5.18.4)

Damit ist

∑
q≥3

qd−1β
(1)
Y (q)

δ
2+δ ≤

∑
q≥3

qd−1βΨ

(
q − 1

2

) δ
2+δ

+ c2
∑
q≥3

qd−1 1(
q−1
4

)d+ε′

mit ε′ = εδ/(2 + δ) > 0 und c2 = (c1E
[
∥Ξ0∥2d(1+δ)/δ+ε

]
)δ/(2+δ) <∞. Unter den von uns

an βΨ gestellten Bedingungen gilt also auch Bedingung 5.17.1.
Aus Gleichung 5.18.3 erhalten wir die in Bedingungen 5.17.2 geforderte Funktion

β
(2)
Y (q) =

c3
(q − 1)d−1

βΨ(q − 1

2

)
+

∞∫
q−1
4

xddD(x)


mit einer von d abhängigen Konstante c3 > 0. Unter der von uns an βΨ gestellten
Summierbarkeitsbedingungen und mit 5.18.4 gilt also auch Bedingung 5.17.2. Insgesamt
folgt die geforderte Aussage.

Die Integrabilitätsbedingung 5.18.1 ist das Analogon zur Bedingung (6.4) in Theorem
6.2. aus [21]. Wünschenswert wäre, anstatt dieser gemeinsamen Bedingung an den Keim-
Korn-Prozess zwei getrennte Bedingungen an den Keim-Prozess und das typische Korn
zu stellen. Dies geht z.B. mit Hilfe von Korollar 3.15 über entsprechende Mischungsbe-
dingungen. Beispielsweise wäre eine für die Erfüllung von 5.18.1 hinreichende Bedingung

∥γ(k)red∥TV <∞

für k ∈ {2, ..., 2d + ⌈dδ⌉}, wobei γ(k)red das reduzierte faktorielle Kumulantenmaß des
Keim-Prozesses bezeichnet.

Inwiefern Satz 5.18 die Ergebnisse von Satz 5.13 verallgemeinert sieht man an Bedingung
5.18.2. Offenbar erfüllt der Poisson-Prozess diese Bedingung. Darüber hinaus gibt es
aber noch weitere Prozesse, die diese Bedingung erfüllen. Dazu zählen beispielsweise die
Folgenden: poissonsche Cluster und Soft- bzw. Hardcore Prozesse, wie sie von Matérn
definiert wurden, Gibbs Prozesse, die der Dobrushin Bedingung gehorchen, Eckpunkte
von Poisson-Voronoi-Mosaiken (siehe [18]) und spezielle Cox-Prozesse. Bei Cox-Prozessen
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Ψ mit (zufälligem) Leitmaß Λ lässt sich der β-Mischungskoeffizient abschätzen durch den
des Leitmaßes:

β(AΨ(F ),AΨ(G)) ≤ β(AΛ(F ),AΛ(G)).

Beliebte Leitmaße lassen sich für messbare f ≥ 0 beispielsweise durch

Λ(B) =

∫
B

f(ξ(x))dx

mit einem Gaußschen Feld (ξ(x)) oder aus einem stationären Booleschen Modell Z durch

Λ(B) =

∫
B

1Z(x)dx

definieren. Wir haben also Grenzwertsätze für eine größere Klasse von Keim-Prozessen
als den Poisson-Prozess gefunden. Dafür müssen wir aber auch strengere Bedingungen
an das typische Korn Ξ0 stellen.

Im Gegensatz zu den Grenzwertsätzen für poissonsche Keim-Prozesse haben die Ergeb-
nisse dieses Kapitels aber auch einen Nachteil: Wir kennen keine explizite Formel für die
Asymptotische Varianz σ2

A(u). Da die Formel aus Satz 4.5 für poissonsche Keim-Prozesse
allerdings nur semi-explizit (d.h. höchstens in ganz einfachen Spezialfällen berechenbar)
ist, sind beide Ergebnisse nicht dazu geeignet beispielsweise Konfidenzintervalle für die
unbekannte Zahl NA anzugeben.

Wünschenswert wäre also eine Schätzung σ̂2
A,n(u) der Asymptotischen Varianz mit

guten stochastischen Eigenschaften.
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6 Schätzung der asymptotischen Varianz

Um die Grenzwertsätze aus Kapitel 5 für die Bestimmung von asymptotischen Konfi-
denzintervallen oder die Durchführung von Hypothesentests nutzbar machen zu können,
müssen wir die asymptotische Varianz schätzen. Diese Schätzung muss dabei sinnvolle Ei-
genschaften erfüllen. Sie sollte zumindest asymptotisch erwartungstreu und L2-konsistent
sein.

Einen solchen Schätzer konstruieren wir mit Hilfe einer Funktion K : Rd → [0,∞),
der sogenannten Kernfunktion. Von dieser verlangen wir, dass sie eine symmetrische,
beschränkte Funktion mit beschränktem Träger ist und limx→oK(x) = K(o) = 1 erfüllt.
Außerdem betrachten wir eine monoton fallende Nullfolge (bn)n≥1 in (0,∞), die sogenannte
Bandbreitenfolge, für die wir zusätzlich fordern, dass

lim
n→∞

nbn = ∞ und lim
n→∞

nb2n = 0.

Damit definieren wir die folgenden Schätzer:

Definition 6.1 (Schätzer der asymptotischen Varianz): Sei K eine Kernfunktion und
(bn)n≥1 eine Bandbreitenfolge. Dann ist

σ̂2
A,n(u) :=

 ∑
x,y∈Ψ+

u

+
∑

x,y∈Ψ−
u

−2
∑
x∈Ψ+

u

y∈Ψ−
u

 1Wn(x)1Wn(y)K
(

y−x
nbn

)
|(Wn − x) ∩ (Wn − y)|2

−(nbn)
2

∫
R2

K(x)dx
(Ψ+

u (Wn)−Ψ−
u (Wn))

2

|Wn|22

ein Schätzer für die asymptotische Varianz σ2
A(u) und

σ̂2
V,n(u) :=

∑
x,y∈Ψ+

u

+
∑

x,y∈Ψ−
u,1

+
∑

x,y∈Ψ−
u,2

−2
∑
x∈Ψ+

u

y∈Ψ−
u,1

+2
∑
x∈Ψ+

u

y∈Ψ−
u,2

−2
∑

x∈Ψ−
u,1

y∈Ψ−
u,2


1Wn(x)1Wn(y)K

(
y−x
nbn

)
|(Wn − x) ∩ (Wn − y)|3

−(nbn)
3

∫
R3

K(x)dx
(Ψ+

u (Wn)−Ψ−
u,1(Wn) + Ψ−

u,2(Wn))
2

|Wn|23

ein Schätzer für die asymptotische Varianz σ2
V (u).

Auch hier verwenden wir wieder σ̂2
d,n(u) in d = 2 bzw. d = 3 synonym für σ̂2

A,n(u) bzw.
σ̂2
V,n(u). Um die asymptotischen Eigenschaften dieser Schätzer zu untersuchen, wollen wir

Theorem 1 aus [23] verwenden (siehe auch Lemma 4.2. in [18]). Wir werden dafür Vor-
aussetzungen an die Totalvariation ∥·∥TV des reduzierten faktoriellen Kumulantenmaßes
stellen:
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Satz 6.2: Sei Ψ ein stationärer Punktprozess der ∥γ(k)Ψ,red∥TV <∞ für k ∈ {2, 3, 4} erfüllt.
Weiter sei

σ̂2
n =

∑
x,y∈Ψ

1Wn(x)1Wn(y)K
(

y−x
nbn

)
|(Wn − x) ∩ (Wn − y)|d

− (nbn)
d

∫
Rd

K(x)dx
Ψ(Wn)

2

|Wn|2d

der Schätzer seiner asymptotischen Varianz σ2 mit Kernfunktion K und Bandbreitenfolge
(bn)n≥1. Dann gilt

lim
n→∞

E
[
σ̂2
n

]
= σ2

und
lim
n→∞

E
[
(σ̂2

n − σ2)2
]
= 0.

Es ist keineswegs verwunderlich, dass wir Bedingungen wie ∥γ(k)Ψ,red∥TV <∞ für bestimmte
k an das reduzierte faktorielle Kumulatenmaß des Punktprozesses stellen müssen. Wir
hatten bereits ähnliche Bedingungen in Korollar 3.15 gefordert, um die Endlichkeit
entsprechender Momente der Tangentenpunktanzahl zu zeigen.

Um die Schätzer aus Definition 6.1 besser untersuchen zu können, definieren wir
zunächst noch einen von Brillinger [5] eingeführten Mischungsbegriff:

Definition 6.3 (Brillinger mischend): Ein Punktprozess Ψ heißt Brillinger mischend,
falls für alle k ∈ {2, 3, ...} gilt

∥γ(k)Ψ,red∥TV <∞.

Es ist einfach zu sehen, dass der Poisson-Prozess ein Brillinger mischender Prozess ist.
Allgemein lässt sich die Bedingung als asymptotische Unkorreliertheit deuten. Für uns
wichtig sind die Tangentenpunktprozesse, und auch für diese gilt:

Lemma 6.4: Im stationären Booleschen Modell mit Intensität λ, dessen typisches Korn
P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0 erfüllt, sind sämtliche Tangentenpunktprozesse in
d ∈ {2, 3} Brillinger mischend.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Tangentenpunktprozess und nennen diesen in
diesem Beweis ζ. Dann ist ζ ein Punktprozess in Rd für d ∈ {2, 3} mit der Eigenschaft,
dass ζ(B(x1, ε1)) und ζ(B(x2, ε2)) unabhängig sind, falls ∥x1 − x2∥ > 3R und ε1, ε2 klein
genug. Die Abhängigkeitsstruktur lässt sich in der folgenden Abbildung visualisieren:
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B(o,R + ε1)

B(o, ε1)

B(x2, R + ε2)

B(x2, ε2)

x

y

Abbildung 6.5: Im Booleschen Modell mit P(Ξ0 ⊂ B(o,R)) = 1 für ein R > 0 lässt
sich die Reichweite der Abhängigkeit zwischen Tangentenpunkten analog zu Lemma
5.3 scharf abgrenzen. Die Anzahl der Tangentenpunkte (egal ob positiv oder negativ)
in B(o, ε1) bzw. B(x2, ε2) wird bestimmt durch das Keim-Korn-Modell mit Keimen
in B(o,R+ ε1) bzw. B(x2, R+ ε2). Wegen der räumlichen Unabhängigkeit des Pois-
son-Prozesses ist im Fall eines Booleschen Modells die Anzahl der Tangentenpunkte in
B(o, ε1) bzw. B(x2, ε2) unabhängig voneinander, falls x2 und o weit genug voneinander
entfernt sind. Dies ist für ε1 und ε2 klein genug der Fall, wenn ∥x2∥ > 3R (dies ist
hinreichend dafür, dass sich die beiden roten Kreise nicht schneiden).

Für einen solchen Punktprozes ζ rechnen wir nach, dass für sein reduziertes faktorielles
Kumulantenmaß ∥γ(k)ζ,red∥TV < ∞ für alle k ∈ {2, 3, ...} gilt. Dazu verwenden wir in
unserem Beweis die zugehörigen Kumulantendichten c(k). Diese existieren für die für uns
relevanten Tangentenpunktprozesse, da auch alle Produktdichten existieren. In der Tat
könnten wir mit Hilfe der Slivnyak-Mecke Formel sogar semi-explizite Darstellungen für
die Produktdichten finden. Man kann aus der semi-expliziten Darstellung leicht folgern,
dass c(k) beschränkt ist. Für ein fixiertes k ∈ {2, 3, ...} betrachten wir nun also

∥γ(k)ζ,red∥TV =

∫
Rd

· · ·
∫
Rd

|c(k)(o, x2, ..., xk)|dx2 · · · dxk.

Wegen der Darstellung

λϱ(k)(o, x2, ..., xk) = lim
ε1,...,εk↘0

E[ζ(B(o, ε1))ζ(B(x2, ε2)) · · · ζ(B(xk, εk))]

|B(o, ε1)|d |B(x2, ε2)|d · · · |B(xk, εk)|d

der Produktdichte sowie Definition 2.10 hat c(k) die Form einer multivariaten Kumulante
(genauer gesagt handelt es sich um den Limes der multivariaten Kumulante der Zufalls-
größen ζ(B(xj, εj))/ |B(xj, εj)|d, j ∈ {1, ..., k} mit x1 = o). Elementare Eigenschaften

74



der multivariaten Kumulante sagen nun, dass sie verschwindet sobald, sich unter den
betrachteten Zufallsgrößen unabhängige Blöcke bilden lassen. Dies ist für uns der Fall,
sobald es einen j ∈ {1, ..., k} gibt, sodass ∥xj − xi∥ > 3R für alle i ̸= j.

Somit ist der Träger der Kumulantendichte c(k) auf jeden Fall eine Teilmenge von
B(o, 3(k − 1)R)k−1 und wir erhalten

∥γ(k)ζ,red∥TV =

∫
B(o,3(k−1)R)

· · ·
∫

B(o,3(k−1)R)

|c(k)(o, x2, ..., xk)|dx2 · · · dxk.

Da c(k) beschränkt ist, folgt schließlich wie gewünscht

∥γ(k)ζ,red∥TV <∞.

Der Beweis des vorangegangenen Satzes ist im Fall eines beschränkten typischen Korns
relativ elementar und anschaulich. Aber auch im Booleschen Modell mit unbeschränkten
Körnern sind die Tangentenpunktprozesse unter der zusätzlichen Bedingung E

[
∥Ξ0∥k

]
<

∞ für alle k ∈ N Brillinger mischend. Dazu brauchen wir Theorem 2 in [22]:

Satz 6.6: Sei Ψ ein stationärer Punktprozess in Rd, der Bedingung 5.17.3 erfülle. Weiter
gebe es ein δ > 0, sodass E

[
Ψ([0, 1)d)k+δ

]
<∞ und∑

r≥1

r(k−1)d−1βΨ(r)
δ

k+δ <∞.

Dann gilt
∥γ(j)Ψ,red∥TV <∞

für j ∈ {2, ..., k}.

Mit dieser Vorarbeit können wir uns der Untersuchung des Schätzers σ̂2
d,n(u) zuwenden.

Es gilt:

Lemma 6.7 (Asymptotische Eigenschaften von σ̂2
d,n(u)): Sei ΨKd ein Keim-Korn-Prozess

und es gelten entweder

(i) die Voraussetzungen von Satz 5.6.

(ii) die Voraussetzungen von Satz 5.13 und zusätzlich gebe es ein δ > 0, sodass

E
[
∥Ξ0∥8(3+δ)/δ+ε

]
<∞ für ein ε > 0. (6.7.1)

(iii) die Voraussetzungen von Satz 5.18 und zusätzlich gebe es ein δ > 0, sodass

E

(∑
i≥1

1(Xi+Ξi)∩[0,1]d ̸=∅

)d(4+δ)
 <∞ (6.7.2)

und
E
[
∥Ξ0∥4d(3+δ)/δ+ε

]
<∞ für ein ε > 0
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sowie ∑
r≥1

r3d−1βΨ(r)
δ

4+δ <∞. (6.7.3)

Dann gilt im jeweiligen Fall

lim
n→∞

E
[
σ̂2
A,n(u)

]
= σ2

A(u)

und
lim
n→∞

E
[(
σ̂2
A,n(u)− σ2

A(u)
)2]

= 0.

Beweis. Wir werden Satz 6.2 verwenden um die Aussage zu folgern. Dazu müssen wir
unsere Prozesse in die entsprechende Form bringen. In d = 2 definieren wir die Prozesse

ζ
(2)
1 := Ψ+

u ,

ζ
(2)
2 := Ψ−

u ,

ζ
(2)
3 := Ψ+

u +Ψ−
u

und in d = 3 definieren wir analog

ζ
(3)
1 := Ψ+

u ,

ζ
(3)
2 := Ψ−

u,1,

ζ
(3)
3 := Ψ−

u,2,

ζ
(3)
4 := Ψ+

u +Ψ−
u,1,

ζ
(3)
5 := Ψ+

u +Ψ−
u,2,

ζ
(3)
6 := Ψ−

u,1 +Ψ−
u,2.

Damit betrachten wir die sehr ähnlichen Teile

σ̂2
d,n,i :=

∑
x,y∈ζ(d)i

1Wn(x)1Wn(y)K
(

y−x
nbn

)
|(Wn − x) ∩ (Wn − y)|d

− (nbn)
d

∫
Rd

K(x)dx
ζ
(d)
i (Wn)

2

|Wn|2d
.

Daraus erhalten wir eine Zerlegung

σ̂2
A,n(u) = 2σ̂2

A,n,1 + 2σ̂2
A,n,2 − σ̂2

A,n,3

und
σ̂2
V,n(u) = σ̂2

V,n,1 + 3σ̂2
V,n,2 + σ̂2

V,n,3 − σ̂2
V,n,4 + σ̂2

V,n,5 − σ̂2
V,n,6.

Um Satz 6.2 verwenden zu können, müssen wir unter den Voraussetzungen in (i), (ii)
und (iii) nachweisen, dass alle reduzierten faktoriellen Kumulantenmaße von ζ(d)i bis zur
Ordnung 4 endliche Totalvariation haben.

Im Fall (i) sind wegen Lemma 6.4 alle ζ(d)i sogar Brillinger mischend, wobei zu beachten
ist, dass sich die Argumentation im Beweis von Lemma 6.4 auch auf die Prozesse ζ(2)3

und ζ(3)i , i ∈ {4, 5, 6} übertragen lässt.
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Im Fall (ii) verwenden wir Satz 6.6. Da wir einen poissonschen Keim-Prozess betrachten,
gilt in diesem Fall wegen Korollar 3.15

E
[
ζ
(d)
i ([0, 1]d)k

]
<∞

für alle k ∈ N. Außerdem gilt wegen 5.15 und 5.16 sowie mit Hilfe der zusätzlichen
Voraussetzung 6.7.1 und einer analogen Rechnung wie in 5.18.4, dass∑

r≥1

r3d−1β
ζ
(d)
i
(r)

δ
4+δ <∞

für ein δ > 0. Alle unsere Prozesse ζ(d)i erfüllen also die Voraussetzungen in Satz 6.6 und
somit haben alle reduzierten faktoriellen Kumulantenmaße von ζ

(d)
i bis zur Ordnung 4

endliche Totalvariation.
Auch im Fall (iii) wollen wir Satz 6.6 verwenden. Wir müssen hier aber zusätzlich

6.7.2 und 6.7.3 fordern, da wir uns im Gegensatz zu Fall (ii) nicht auf einen poissonschen
Keim-Prozess beschränken. Die Argumente sind aber sonst die gleichen wie in Fall (ii).

Insgesamt haben in den Fällen (i), (ii) und (iii) tatsächlich alle reduzierten faktoriellen
Kumulantenmaße der Prozesse ζ(d)i bis zur Ordnung 4 endliche Totalvariation.

Wegen Satz 6.2 gilt also

lim
n→∞

E
[
σ̂2
A,n,1

]
= σ2

+(u),

lim
n→∞

E
[
σ̂2
A,n,2

]
= σ2

−(u),

lim
n→∞

E
[
σ̂2
A,n,3

]
= σ2

+(u) + σ2
−(u) + 2ρ(u)

und damit folgt insgesamt wie gefordert

lim
n→∞

E
[
σ̂2
A,n(u)

]
= σ2

A(u).

Die Rechnung in d = 3 verläuft genauso.
Mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung folgt auch die L2-Konsistenz von σ̂2

d,n(u) aus
der L2-Konsistenz der jeweiligen σ̂2

d,n,i.

Die Bedingung 6.7.2 sichert die Endlichkeit des (4 + δ)-sten Moments der Anzahl der
Tangentenpunkte in [0, 1]d. Wegen Korollar 3.15 ist für die Erfüllung dieser Forderung

∥γ(k)Ψ,red∥TV <∞

für k ∈ {2, ..., 4d+ ⌈dδ⌉} hinreichend, wobei γ(k)Ψ,red das reduzierte faktorielle Kumulan-
tenmaß des Keim-Prozesses bezeichnet.

Auch die Wahl der optimalen Bandbreitenfolge (im Sinne der Minimierung des mittleren
quadratischen Fehlers von σ̂2

d,n(u)) ist für verschiedene Schwanzverhalten von γ(2)Ψ,red (wie
wir es z.B. in Lemma 6.4 etabliert haben) in Theorem 3 in [23] behandelt. Insgesamt
erhalten wir das praktisch relevante Resultat:
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Lemma 6.8 (Grenzwertsätze mit geschätzter asymptotischer Varianz): Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 6.7 gilt im jeweiligen Fall√

|Wn|d
σ̂2
d,n(u)

(
N̂d,n(u)−Nd

)
d−−−→

n→∞
N (0, 1).

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 6.7 und dem entsprechenden Grenzwertsatz mit
Hilfe des Lemmas von Slutsky.

Mit Hilfe dieses Ergebnisses lassen sich asymptotische Konfidenzintervalle bestimmen.
Wir bezeichnen mit z1−α/2 das (1−α/2)-Quantil der N (0, 1) Verteilung. Dann gilt wegen
Lemma 6.8, dass der unbekannte Erwartungswert Nd der spezifischen EPC der Bedingung

lim
n→∞

P

N̂d,n(u)−

√
σ̂2
d,n(u)

|Wn|d
z1−α/2 ≤ Nd ≤ N̂d,n(u) +

√
σ̂2
d,n(u)

|Wn|d
z1−α/2

 = 1− α

genügt.
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7 Simulationsstudien

Zum Abschluss dieser Arbeit wollen wir die Ergebnisse noch anhand von Simulationsstudi-
en veranschaulichen. Dabei wollen wir für verschiedene Boolesche Modelle die asymptoti-
sche Verteilung von N̂A,n(u) mit der einer Normalverteilung vergleichen. Außerdem wollen
wir für ein nicht boolesches Keim-Korn-Modell ein asymptotische Konfidenzintervall für
NA angeben.

Beginnen wir mit der Betrachtung von Booleschen Modellen. Solche realisieren wir in
zwei Schritten: Zunächst erzeugen wir eine Poisson-verteilte Zufallszahl. Dabei sollte der
Parameter der Poisson-Verteilung nicht λ |Wn|2 sein, sondern λ |Wn ⊕ [−R,R]2|2 für ein
geeignetes R > 0. Dies trägt Randeffekten durch Körner Rechnung, deren Keim „nahe“ am
Rand des Beobachtungsfensters liegt. Entsprechend dieser Zahl erzeugen wir gleichverteilte
Zufallsvektoren im festgelegten Gebiet Wn ⊕ [−R,R]2. Diese Zufallsvektoren dienen uns
als Keime unseres Booleschen Modells. Die Keime markieren wir unabhängig mit gemäß
Q verteilten, konvexen und kompakten Mengen, wobei wir verschiedene Verteilungen
Q betrachten werden. Die Vereinigung all dieser Mengen bildet die Realisierung eines
Booleschen Modells im Beobachtungsfenster.

Für jede so entstandene Realisierung berechnen wir die Zahl

Zn :=

√
|Wn|2
σ̂2
A,n(u)

(
N̂A,n(u)−NA

)
.

Diese Zahl ist gemäß Satz 6.8 asymptotisch standardnormalverteilt. Bestimmen wir also
für ein hinreichend großes Beobachtungsfenster genug solcher Zahlen, sollte ein Vergleich
mit der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung möglich sein.

Wir fixieren in unserem Programm die Eingangsparameter u = e2 und Wn = [0, n)2.
Für die Schätzung der asymptotischen Varianz benötigen wir außerdem die Kernfunktion

K(x) = (1− ∥x∥2)1B(o,1)(x)

und die Bandbreitenfolge bn = n−2/3. Der zur Erzeugung der nachfolgenden Daten
verwendete Python-Code steht unter dem Link https://bit.ly/3hgKfEh zum Download
bereit.

Zunächst untersuchen wir das relativ einfache Boolesche Modell mit dem typischem
Korn Ξ0 in der Form

P(Ξ0 = [0, U ]× {0}) = 1

2
= P(Ξ0 = {0} × [0, U ]),

wobei U auf [0, 2] gleichverteilt sein soll (siehe Abbildung 7.1). In diesem Modell gilt

NA = λ− λ2

4
.

Schön an dieser sehr einfachen Markenverteilung ist, dass wir die asymptotische Varianz

σ2
A(u) = λ− 3λ2

4
+
λ3

3
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mit Hilfe von Satz 4.5 explizit berechnen können. Wir können also exemplarisch un-
tersuchen, wie gut die Schätzung ist, indem wir die Schätzwerte (siehe Tabelle, die
angegebenen Werte zum jeweiligen λ und n sind der Mittelwert aus 50 Realisierungen)
mit dem exakten Werten vergleichen:

n
λ=1/8

σ2
A(u)≈0,1139

λ=1/4
σ2
A(u)≈0,2083

λ=1/2
σ2
A(u)≈0,3542

10 0,0966 0,1841 0,3716
20 0,1126 0,2003 0,3449
30 0,1164 0,2135 0,3720
40 0,1153 0,2106 0,3723
50 0,1157 0,2105 0,3647

Dabei lassen sich die folgenden Trends erkennen: Grundsätzlich verhält sich die Schätzung
schon für relativ kleine Fenster (n ≥ 20) sehr gut, erwartungsgemäß wird die Schätzung
aber mit zunehmender Fenstergröße besser. Je größer die Intensität λ, desto schlechter
ist die Schätzung. Außerdem scheint der Schätzer den wahren Wert σ2

A(u) zu überschätzen.

Als nächstes betrachten wir ein Boolesches Modell mit typischem Korn

Ξ0 = B(Re1, R),

wobei R auf [0, 1] gleichverteilt sein soll (siehe Abbildung 7.2). Dann gilt

NA = λ

(
1− λπ

4

)
e−λπ/3.

Zum Abschluss betrachten wir ein Boolesches Modell mit typischem Korn

Ξ0 = [0, A]× [0, B],

wobei A,B i.i.d. auf [0, 1] gleichverteilt sein sollen (siehe Abbildung 7.3). Dann gilt

NA = λ

(
1− λ

4

)
e−λ/4.

Alles in allem lässt sich festhalten, dass sich die Normalverteiltheit bei kleinem λ bei
den verwendeten Fenstern gut nachweisen lässt. Das lässt den Schluss zu, dass in diesen
Fällen auch die Schätzung der asymptotischen Varianz schnell konvergiert. Je größer
jedoch λ ist, desto langsamer sind diese beiden Konvergenzen.
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Abbildung 7.1: Untersuchung des Booleschen Modells mit λ = 1/4 und typischem Korn
der Form P(Ξ0 = [0, U ]× {0}) = 1/2 = P(Ξ0 = {0} × [0, U ]), U gleichverteilt auf [0, 2].
Dargestellt ist eine beispielhafte Realisierung (oben). Aus den positiven Tangenten-
punkten (blau) und negativen Tangentenpunkten (rot) in Richtung von u = e2 lässt
sich die spezifische EPC schätzen. Damit lässt sich die empirische Verteilungsfunktion
(unten) aus N = 200 Realisierungen im Beobachtungsfenster W30 = [0, 30)2 mit der
N (0, 1)-Verteilung vergleichen. Die Kolmogorov-Teststatistik hat den Wert 0, 0529,
man würde also den Test auf Normalverteiltheit nicht ablehnen können.
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Abbildung 7.2: Untersuchung des Booleschen Modells mit λ = 1/3 und typischem
Korn Ξ0 = B(Re1, R), R gleichverteilt auf [0, 1]. Dargestellt ist eine beispielhafte
Realisierung (oben). Aus den positiven Tangentenpunkten (blau) und negativen Tan-
gentenpunkten (rot) in Richtung von u = e2 lässt sich die spezifische EPC schätzen.
Damit lässt sich die empirische Verteilungsfunktion (unten) aus N = 200 Realisie-
rungen im Beobachtungsfenster W30 = [0, 30)2 mit der N (0, 1)-Verteilung vergleichen.
Die Kolmogorov-Teststatistik hat den Wert 0, 0567, man würde also den Test auf
Normalverteiltheit nicht ablehnen können.
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Abbildung 7.3: Untersuchung des Booleschen Modells mit λ = 1/4 und typischem
Korn Ξ0 = [0, A] × [0, B], A,B i.i.d. gleichverteilt auf [0, 1]. Dargestellt ist eine
beispielhafte Realisierung (oben). Aus den positiven Tangentenpunkten (blau) und
negativen Tangentenpunkten (rot) in Richtung von u = e2 lässt sich die spezifische EPC
schätzen. Damit lässt sich die empirische Verteilungsfunktion (unten) aus N = 200
Realisierungen im Beobachtungsfenster W30 = [0, 30)2 mit der N (0, 1)-Verteilung
vergleichen. Die Kolmogorov-Teststatistik hat den Wert 0, 0621, man würde also den
Test auf Normalverteiltheit nicht ablehnen können.
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Zum Abschluss wollen wir noch ein Keim-Korn-Modell mit nicht poissonschem Keim-Pro-
zess untersuchen. Wir können hier leider keinen direkten Vergleich mehr mit der Stan-
dardnormalverteilung anstellen. Dies liegt daran, dass wir den Wert NA nicht berechnen
können. Satz 6.8 ist allerdings trotzdem wertvoll, da wir gemäß

lim
n→∞

P

N̂A,n(u)−

√
σ̂2
A,n(u)

|Wn|d
z1−α/2 ≤ NA ≤ N̂A,n(u) +

√
σ̂2
A,n(u)

|Wn|d
z1−α/2

 = 1− α

Konfidenzintervalle konstruieren können.
Betrachten wir dazu exemplarisch einen Matérn-Prozess. Dabei handelt es sich um

einen poissonschen Cluster-Prozess, der wie folgt entsteht: Zunächst erzeugen wir einen
homogenen Poisson-Prozess mit Intensität λ, den sogenannten Primärprozess. Um jeden
der so entstandenen Punkte legen wir einen Kreis mit Radius r > 0. In diesem Kreis
erzeugen wir zufällig viele gleichverteilte Punkte. Die Anzahl der Punkte bestimmen wir
jeweils durch die Realisierung einer poissonschen Zufallszahl mit Intensität µ. Alle so
entstandenen Punkte (ohne die Primärpunkte) bilden die Realisierung eines Matérn-Pro-
zesses. Diesen markieren wir unabhängig, um ein Keim-Korn-Modell zu erhalten (siehe
Abbildung 7.4).

Zukünftige Arbeiten könnten den von uns konstruierten Schätzer mit den Schätzern aus
[28], [33], [43] vergleichen. Im Gegensatz zu den Untersuchungen in diesem Kapitel, bei
denen wir aus den konkreten Markenverteilungen exakt die Tangentenpunkte berechnen
konnten, ist dies in der Praxis oft nicht der Fall. Dort liegen Bilder häufig nur digital
vor, was bei der Anwendung zu zusätzlichen Randeffekten führt, denen gegebenenfalls
Beachtung bei der Zählung geschenkt werden muss [27].
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Abbildung 7.4: Untersuchung des aus einem Matérn-Prozess mit λ = 1/3, r = 1
und µ = 3 entstandenen Keim-Korn-Modells mit typischem Korn Ξ0 = B(Re1, R),
R gleichverteilt auf [0, 1]. Die Zahl NA lässt sich nicht mehr berechnen, wir können
aber aus einer Realisierung ein asymptotisches Konfidenzintervall angeben. Im Fenster
W30 = [0, 30)2 erhalten wir in diesem Fall beispielhaft, dass asymptotisch 0, 0404 ≤
NA ≤ 0, 1018 mit Wahrscheinlichkeit 0, 95.
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Symbolverzeichnis

Symbol Beschreibung Seite
Bb(Rd) Beschränkte Borel-Mengen des Rd 3

ΠΛ

Poisson-Prozess mit Intensitätsmaß Λ. Speziell Πλ,Q: stationärer
Poisson-Prozess mit Intensität λ und typischer Markenverteilung Q

4

|B|d d-dimensionales Lebesgue-Maß der Menge B ∈ B(Rd) 5∑̸=
Summation über paarweise verschiedene Indizes 7

γ
(k)
red Reduziertes faktorielles Kumulantenmaß der Ordnung k 8

Cd Menge der kompakten Teilmengen des Rd 9
Fd Menge der abgeschlossenen Teilmengen des Rd 9
⊕ Minkowski-Summe 9
p Volumenanteil 10
Kd Menge der nichtleeren, konvexen und kompakten Teilmengen des Rd 12
Rd Konvexring 13
χ Euler-Poincaré-Charakteristik 13
ℓu(K) Positiver Tangentenpunkt der Menge K in Richtung u 16
Ψ+

u Prozess der positiven Tangentenpunkte in Richtung u 17
Ξij := (Xi + Ξi) ∩ (Xj + Ξj), analog Ξijk 18
Ψ−

u Prozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u 19
Ψ−

u,1 Erster Prozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u 20
Ψ−

u,2 Zweiter Prozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u 20
Wn Beobachtungsfenster 21
Nd Intensität von N̂d,n(u) 21
N̂d,n(u) Schätzer der spezifischen EPC in Dimension d 21
Hd−1 (d− 1)-dimensionales Hausdorff-Maß 25
σ2
A(u) Asymptotische Varianz von N̂A,n(u) 31
σ2
+(u) Asymptotische Varianz von Ψ+

u 31
σ2
−(u) Asymptotische Varianz von Ψ−

u 31
ρ(u) Asymptotische Kovarianz von Ψ+

u und Ψ−
u 31

U(x,Ξ0) := |Ξ0 ∪ (x+ Ξ0)|d 32
Du(K,L) := K ⊕ (−L)\((K◦ − ℓu(L)) ∪ (−L◦ + ℓu(K))) 32
B(x,R) Abgeschlossener Ball mit Radius R um x 43
Φ Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung 45
φ Dichtefunktion der Standardnormalverteilung 49
∥A∥ := supa∈A |a| 67
σ̂2
d,n(u) Schätzer der asymptotischen Varianz σ2

d(u) 72
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