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1 EINLEITUNG

Zufillige Prozesse treten in unterschiedlichen Auspragungen in der belebten und unbe-
lebten Natur auf. Wir wollen in dieser Arbeit spezielle zuféllige rdumliche Strukturen,
die sogenannten Keim-Korn-Modelle, untersuchen. Keim-Korn-Modelle entstehen aus
Uberlagerungen von zufillig geformten Kérnern, die an zufilligen Orten wachsen. Bei-
spielsweise konnen die in einem Késelaib eingeschlossenen Luftblasen als Realisierung
eines Keim-Korn-Modells angesehen werden.

Bei der Betrachtung von solchen zufélligen Mengen im Raum ergeben sich direkt
interessante Fragestellungen: Wie l6chrig ist der Kése und wie grofs ist der Volumenanteil
der Lufteinschiisse? Diese Frage lasst sich von aufsen offenbar nicht klaren. Erst mit
Hilfe eines Schnittes durch den Késelaib (d.h. der Entnahme einer Stichprobe) kann man
entsprechende Aussagen treffen.

Um aus einer Stichprobe quantitative Aussagen iiber eine zuféillige Menge treffen zu
koénnen, ist die mathematische Beschreibung der zugrundeliegenden zufélligen Prozesse
von zentraler Bedeutung. Dabei ergibt sich {iber die Definition sinnvoller Kennzahlen
hinaus auch die Frage, ob sich aus einer Realisierung einer zufélligen Menge Riickschliisse
auf den zugrundeliegenden Prozess ziehen lassen. Solche oder dhnliche Fragestellungen sind
dabei keineswegs nur theoretisch, sondern finden Anwendung z.B. in der Bildverarbeitung
oder der Metallurgie.

Fiir Keim-Korn-Modelle sind naheliegende Kennzahlen wie der Flachenanteil sehr gut
verstanden und statistisch gut schatzbar. Eine weitere interessante Kennzahl ist die Euler-
Poincaré-Charakteristik, die ein Maf fiir die Porositét einer Struktur im Raum ist. Wir
wollen mit dieser Arbeit einen Beitrag zum Verstandnis der Euler-Poincaré-Charakteristik
von Keim-Korn-Modellen leisten. Dabei sind wir insbesondere an der Entwicklung eines
Schétzers und seiner Verteilungsasymptotik interessiert. Im Gegensatz zu existierenden
Arbeiten werden wir einen punktprozesstheoretischen Zugang zu dieser Problemstellung
wahlen. Im Folgenden wollen wir kurz den Aufbau der vorliegenden Arbeit skizzieren.

Im zweiten Kapitel fithren wir die erforderliche Notation ein und stellen grundlegende
Definitionen und Aussagen fiir den weiteren Verlauf bereit.

In Kapitel drei befassen wir uns mit der Definition und Schiatzung der Euler-Poincaré-
Charakteristik. Diese kann man iiber verschiedene Zuginge bestimmen. Wir werden die
Euler-Poincaré-Charakteristik mit Hilfe von positiven bzw. negativen Tangentenpunkten
berechnen. Zur Definition der Tangentenpunktprozesse lehnen wir uns an die rekursive
Konstruktion von Hadwiger an.

Darauthin wollen wir Kennzahlen der im dritten Kapitel definierten Prozesse fiir den
Fall eines Booleschen Modells berechnen. Ausgangspunkt bei den Rechnungen wird die
Slivnyak-Mecke Formel sein. Wir werden insbesondere sehen, dass der im dritten Kapitel
definierte Schétzer erwartungstreu ist.

Das Herzstiick dieser Arbeit bildet Kapitel fiinf. Dort wollen wir die Verteilungsasym-
ptotik des Schétzers der Euler-Poincaré-Charakteristik untersuchen. Dabei betrachten wir
zunéchst Boolesche Modelle mit beschrankten Kornern. Diese starken Einschrénkungen
fithren zu einer sehr speziellen Abhéngigkeitsstruktur, der sogenannten m-Abhéangigkeit.
Wir werden daher in diesem Fall in der Lage sein Edgeworth-Entwicklungen und un-
gleichméfige Berry-Esseen Schranken anzugeben. Durch eine Approximation mit Hilfe
von m-abhéngigen Feldern werden wir auch einen zentralen Grenzwertsatz fiir Boolesche



Modelle mit unbeschrinkten Koérnern in R? beweisen. Um zentrale Grenzwertsitze fiir
allgemeinere Keim-Korn-Modelle formulieren zu kénnen, miissen wir abstraktere Ab-
héngigkeitsstrukturen untersuchen. In dieser Arbeit werden wir uns auf S-mischende
Keim-Prozesse fokussieren. Fiir diese grofsere Klasse an Prozessen wird es nicht mehr
moglich sein Konvergenzgeschwindigkeiten in den Grenzwertsétzen anzugeben.

Um die Verteilungsasymptotik aus dem fiinften Kapitel fiir Hypothesentests und die
Konstruktion von asymptotischen Konfidenzintervallen nutzbar zu machen, miissen wir
alle Verteilungsparameter bestimmen. Dies ist fiir die asymptotische Varianz allerdings
nur im Fall des Booleschen Modells (und selbst dort nur semi-explizit) moglich. Daher
befasst sich Kapitel sechs mit der Definition und Untersuchung eines Schétzers fiir
die asymptotische Varianz. Es zeigt sich, dass der eingefiihrte Schétzer asymptotisch
erwartungstreu und L2-konsistent ist.

Abgerundet wird die Arbeit von Simulationsstudien. Dazu greifen wir die Ergebnisse
aus den vorangegangen Kapiteln auf, indem wir eine entsprechend normierte Grofe mit
der Standardnormalverteilung vergleichen und ein Konfidenzintervall berechnen.



2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

Die mathematische Untersuchung zufélliger Muster im Raum beruht auf der Untersuchung
der zugrundeliegenden zufalligen Prozesse. In unserem Fall sind das sogenannte markierte
Punktprozesse, die ein Keim-Korn-Modell erzeugen. In diesem Kapitel wollen wir alle
fiir den weiteren Verlauf notwendigen Definitionen und bekannten Resultate nennen und
Notationen einfithren. Dabei orientieren wir uns an [19], [29] und [41].

2.1 MARKIERTE PUNKTPROZESSE

Wir betrachten grundsitzlich den d-dimensionalen euklidischen Raum R? mit dem
Standardskalarprodukt (-, -). Diesen statten wir mit der borelschen o-Algebra B(R?) aus.
Zusétzlich betrachten wir den sogenannten Markenraum M, von dem wir verlangen, dass
er ein separabler, vollstindig metrisierbarer Raum (ein sogenannter polnischer Raum) ist.
Den Markenraum versehen wir ebenfalls mit der entsprechenden borelschen o-Algebra
B(M). Fiir uns wird insbesondere die Menge der nichtleeren, konvexen und kompakten
Mengen (versehen mit der Hausdorf-Metrik) als Markenraum eine wichtige Rolle spielen.
Wir interessieren uns fiir Zahlmafe ¢ : B(R?) @ B(M) — Ny, die wir mit ihrem Triiger

supp(v) = {(z,m) € R x M | ¥ ({(z,m)}) > 0}

identifizieren kénnen. Wir nennen ein Zahlmaf ¢ einfach, wenn ¢({z} x M) <1 fiir alle
x € R% Auferdem nennen wir ein Zihlmak ¢ lokal endlich, falls (B x M) < oo fiir alle
B € By(R?), wobei wir mit B,(R?) die beschriinkten Borel-Mengen des R? bezeichnen.
Auf der Menge der lokal endlichen Zahlmafse

Nagi= {0 : B(RY) @ B(M) — Ng | ¢ ist lokal endliches ZahlmaR}
erzeugen wir eine o-Algebra 91, durch
Ny =0 ({» € Ny | (B x L) =n}:n €Ny, L € B(M), B € By(R?)).

Mit diesen Definitionen kénnen wir auf einem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) markierte Punktprozesse definieren:

Definition 2.1 (Markierter Punktprozess): Fine (A, )-messbare Abbildung Wp, -
(2, A, P) — (N, Maq) heifit markierter Punktprozess (in R mit Markenraum M ).

Aus einem markierten Punktprozess W, konnen wir geméf W(-) = W (- x M) den
zugrundeliegenden (unmarkierten) Punktprozess ¥ erhalten. Auch wenn im Folgenden
unser Augenmerk auf markierten Punktprozessen liegt, gelten doch auch alle Aussagen
analog fiir unmarkierte Punktprozesse.

Betrachten wir nun Definition 2.1 genauer. Ein markierter Punktprozess ist fiir uns ein
spezielles zufilliges Zéhlma$ auf B(R?) ® B(M), seine Verteilung Py, (-) == P(V € )
definieren wir durch das Bildmafs. Fiir die Beschreibung der Verteilung sind die endlichdi-
mensionalen Verteilungen wesentlich. Wir interpretieren fiir festes B x L € B(RY) ® B(M)
die Zufallsgrofe Wa (B x L) als Anzahl der Punkte in B mit Marken in L.



Die Zusatzvoraussetzung, dass das Zahlmaf lokal endlich ist, sichert die Existenz von
zufilligen Folgen (X;);>1 bzw. (M;);>; mit Werten in R? bzw. M, sodass ein markierter
Punktprozess mit Hilfe des Diracmalfses durch

U = Z WM({(‘XZ’ Mi>}>5(xi,Mz‘)

1>1

dargestellt werden kann. Wir nennen einen markierten Punktprozess einfach, wenn seine
Realisierungen mit Wahrscheinlichkeit 1 einfach sind. Fiir einfache Prozesse gilt dann

Upi = Six,um)-

1>1

Die Verteilung von einfachen Prozessen wird durch die Leerwahrscheinlichkeiten festgelegt.
In dieser Arbeit werden wir fortan ausschliefslich einfache Prozesse betrachten. Anstatt
einen markierten Punktprozess als Maf zu interpretieren, konnen wir ihn auch mit seinem
Trager identifizieren. In diesem Sinne sind unmarkierte Punktprozesse als Punktmuster
in R? interpretierbar (sieche Abbildung 2.4).

Der bedeutendste und am besten verstandene Prozess der Stochastischen Geometrie ist
der Poisson-Prozess. Seine Bedeutung lésst sich damit begriinden, dass er viele zufillige
Phénomene in der Natur addquat beschreibt und sich trotzdem viele Rechnungen explizit
durchfiihren lassen.

Definition 2.2 (Poisson-Prozess): Sei A ein lokal endliches Maf§ auf B(R?) @ B(M).
Ein markierter Punktprozess W heifit Poisson-Prozess mit Intensititsmafl A, falls gilt:

(i) Firn € N und disjunkte By x Ly, ..., B, X L,, € By(RY)®@B(M) sind die Zufallsgrifien
Uai(By X Ly), ., Upq(Bp, X Ly) wvollstindig unabhdangig.

(i) Fiir alle B € By(RY), L € B(M) und k € N gilt

_ A(B x L)*
P(Uy(BxL)=Fk)=e AWL)%.
Wir schreiben dann kurz W ~ Il,.

Ist Wy ~ Iy, so ist Wy genau dann einfach, wenn A atomlos ist. Auferdem folgt aus der
Definition direkt, dass E[W¥ (B x L)] = A(B x L). Dies fiihrt auf die allgemeingtiltige
Definition eines wichtigen begleitenden Mafses fiir markierte Punktprozesse.

Definition 2.3 (Intensititsmalk): Sei U ein markierter Punktprozess mit E[V(B)] < oo
fiir alle B € By(R?). Dann heifit das Mafs A : B(R?) @ B(M) — R definiert durch

A(A) == E[V(A)]
das Intensititsmafs von Wu,.

Dass es sich bei dem Intensitdtsmals tatséchlich um ein Mafs handelt, folgt aus dem Satz
von der monotonen Konvergenz. Das Intensitdtsmaf taucht oft in expliziten Rechnungen
auf. Das liegt unter anderem am sogenannten Campbell-Theorem. Fiir einen markierten



Punktprozess ¥ mit Intensitdtsmak A und eine nicht-negative und messbare oder (bzgl.
A) integrierbare Funktion f: R% x M — R gilt

E

Zf(Xi,M»]: | Hamam).

1 R x M

Betrachten wir nun beispielhaft Realisierungen von unterschiedlichen (unmarkierten)
Poisson-Prozessen. Dabei vereinbaren wir die fiir die gesamte Arbeit verbindliche Notation
von | By fiir das Lebesgue-MaR einer Menge B € B(RY).
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Abbildung 2.4: Realisierungen von unmarkierten Poisson-Prozessen ¥ mit verschiedenen
Intensitdtsmaken A im Beobachtungsfenster [—1,1]? (grau umrandet). Bei den beiden
Realisierungen oben ist A(A) = 30 |AJ, /4, der Prozess ist stationér und isotrop. Unten
links hat A die Dichte f(x,y) = 750 exp(—25(z* 4+ y?)/2)/(27), der Prozess ist also nur
isotrop. Unten rechts hat A die Dichte f(x,y) = 30(1 + x)(1 + y)/4, der Prozess ist
also weder stationér noch isotrop.



Obwohl all diese beispielhaften Muster Realisierungen von Poisson-Prozessen sind, zeigen
sie ein komplett unterschiedliches Verhalten. Erklaren léasst sich das durch die unter-
schiedlichen Intensitétsmafie, die uns zu den folgenden Invarianzeigenschaften (beziiglich
der Gleichheit in Verteilung, notiert mit i) von markierten Punktprozessen fithren. Dazu
bezeichnen wir die Menge der Drehmatrizen in R¥¢ mit SO,.

Definition 2.5 (Invarianzeigenschaften): Ein markierter Punktprozess Waq heifst

(i) stationdr, falls fiir alle s € R? gilt

Z 5(Xi+57Mi) < Z 5(Xi7Mi)'

i>1 i>1

(ii) isotrop, falls fir alle U € SOy gilt

Z O(UX,,M;) < Z O(X,,My)-

i>1 i>1

Grob gesagt kann man also bei einem stationdren bzw. isotropen Punktprozess statistisch
nicht zwischen dem um s verschobenen bzw. dem mit der zu U gehdérenden Transformation
gedrehtem Bild unterscheiden. Diese Eigenschaften lassen sich in Abbildung 2.4 zumindest
erahnen. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden wir diese Invarianzeigenschaften in
expliziten Rechnungen verwenden, um diese zu vereinfachen.

Aus Definition 2.2 folgt, dass ein Poisson-Prozess genau dann stationédr bzw. isotrop
ist, wenn sein Intensitdtsmaft A stationdr bzw. isotrop ist. Im stationéren Fall ist das
Intensitatsmaft verschiebungsinvariant und damit gibt es eine Konstante A > 0 (die
sogenannte Intensitdt) und ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf ¢ auf M
(die sogenannte typische Markenverteilung), sodass A = A| - |4 ® Q. Wir vereinbaren daher
die Notation Wy, ~ II, o fiir einen stationdren Poisson-Prozess. Bei einem stationédren
Poisson-Prozess ist die Markenfolge (M;);>1 unabhéngig und identisch verteilt (abgekiirzt
i.i.d.) mit My ~ @ und unabhéngig von der Punktfolge (X;);>1. Diese Art der Markierung
nennen wir unabhdngige Markierung.

Im Rahmen von expliziten Rechnungen, wird oft das prozesstheoretische Analogon zur
erzeugenden Funktion, das sogenannte erzeugende Funktional, auftauchen.

Definition 2.6 (Erzeugendes Funktional): Sei W ein markierter Punktprozess mit
Intensititsmap A. Weiter sei v : RY x M — [0,1] messbar mit

/ 1 —v(x,m)A(d(x,m)) < occ. (2.6.1)

RIx M

Dann heifst die Abbildung definiert durch

G\I/M [U} =E

[]v(x: Mi)]

i>1

das erzeugende Funktional von W .



Dabei sichert die Voraussetzung 2.6.1 die Endlichkeit von Gy, [v]. Ist W ~ I, ein
Poisson-Prozess, so ldsst sich mit Hilfe von algebraischer Induktion zeigen, dass

Gy v =exp | — / 1 —v(x,m)A(d(x,m)) | . (2.6.2)

Rd x M
Wir sehen also, dass das Intensitatsmak oft in Rechnungen auftaucht. Dariiber hinaus
spielen fiir uns noch weitere Mafe eine wichtige Rolle. Da wir diese Mafse nur fiir
Punktprozesse bendtigen, verzichten wir auf die allgemeinere Definition fiir markierte

Punktprozesse. Fortan notieren wir Summation tiber paarweise verschiedene Indizes kurz
mit einem hochgestellten .

Definition 2.7 (Faktorielles Momentenmaf): Sei U ein einfacher Punktprozess und
By, ..., B, € B(R?). Dann heifit das Maf o'®) definiert durch

k
a® (X B;| =E
j=1

das k-te faktorielle Momentenmafl von W.

Z# ]lBl (Xu) T ]]‘Bk (Xlk)]

U1yeeipg>1

Beispielsweise gilt fiir einen Poisson-Prozess mit Intensitiatsmak A, dass o = A®---®A.
Es gibt das folgende Analogon zur Campbell Formel:

E Z"A f(Xil,...,Xik)] :/~--/f(xl,...,xk)a(k)(d(xl,...,a:k)).

1oy >1

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, dass a® eine Lebesgue-Dichte besitzt:

Definition 2.8 (Produktdichte k-ter Ordnung): Sei U ein einfacher Punktprozess mit
lokal endlichem faktoriellem Momentenmaf o'®) und B, ..., B, € B(RY). Dann heifit die
Funktion o® : (RY)* — [0, 00| definiert durch

K
a®) <>< Bj) :/"'/Q(k)(xla-~-7Ik)dx1"'d$k
j=1

By, B

die Produktdichte k-ter Ordnung von V.

Ist U ein stationirer Poisson-Prozess, so ist o) (zy, ..., z;) = AF. Im Fall eines stationiiren
Punktprozesses liasst sich aus dem k-ten faktoriellen Momentenmaf durch Desintegration
das sogenannte k-te reduzierte faktorielle Momentenmafs definieren:

Definition 2.9 (Reduziertes faktorielles Momentenmaf): Sei U ein einfacher stationdrer
Punktprozess mit Intensitit \ und By, ..., By € B(R?). Dann heifit das Maf 0451;)1 definiert

durch . .
ol (>< Bj) 2 [alf <><<Bj - x>> s
j=1 j=2

B1

das k-te reduzierte faktorielle Momententenmafl von V.



Wir notieren Vereinigungen von nichtleeren und disjunkten Mengen durch LI und definieren
damit aus den faktoriellen Momentenmafen das folgende signierte Mak:

Definition 2.10 (Faktorielles Kumulantenmaf): Sei W ein einfacher Punktprozess und
By, ..., B, € By(R?). Dann heifit das signierte Maf$ ) definiert durch

,y(k:) <>< B]> — Z(_l)]—l(j . 1)[ Z Ha(#h) <>< Bz)

j=1 Ilu...qu r=1 ielr

das k-te faktorielle Kumulantenmafl von W.

Fiir einen Poisson-Prozess verschwinden die faktoriellen Kumulantenmafte der Ordnung
k > 2. Fiir stationére Punktprozesse gilt a(!) = v = )| - |; und

(B x By) = a®(By x By) = X*|Bi,|Bsl,
fiir By, By € By(RY).

Analog zu den Definitionen der Produktdichte o*) bzw. des reduzierten Momentenma-

fses ay;)i liisst sich auch die sogenannte Kumulantendichte ¢*) gem#f

k
NG <>< Bj) _ /.../Cw)(th,xk)dxl...dxk
=1 By, B

bzw. das reduzierte faktorielle Kumulantenmafs ”yffc)l (bei dem es sich um ein signiertes

Mafs handelt) geméfs
k A
y® (X Bj) = A/’Yﬁeg (X(Bj - 33)) dx
j=1

S
B J

definieren. Wir konnen mit Hilfe von Definition 2.10 sogar jeweils eine Umrechnung
angeben.



2.2 ZUFALLIGE ABGESCHLOSSENE MENGEN

In R? (versehen mit dem Standardskalarprodukt) definieren wir zunichst fiir uns
wichtige Mengensysteme, nidmlich die Menge der kompakten Mengen C¢ = {C C
R? | C ist kompakt} (versehen mit der Hausdorff-Metrik) und die Menge der abgeschlos-
senen Mengen F¢ := {F C R? | F ist abgeschlossen} . Damit definieren wir fiir C' € C?
die sogenannten hitting sets F¢ = {F € F¢ | FNC # @} und daraus die Matheronsche
o-Algebra o == o(F& : C € C?). Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) konnen
wir damit zuféallige abgeschlossene Mengen definieren:

Definition 2.11 (Zufillige abgeschlossene Menge): Fine (A, o) messbare Abbildung
E:(QAP) — (F oy) heift zufillige abgeschlossene Menge.

Die Verteilung von = definieren wir abermals mit Hilfe des Bildmafes durch Pz(-) =
P(= € -). Eine wichtige charakterisierende Abbildung fiir zufillige abgeschlossene Mengen
ist das sogenannte Kapazitatsfunktional.

Definition 2.12 (Kapazitatsfunktional): Sei = eine zufdllige abgeschlossene Menge.
Dann heifit die Abbildung T= : C* — [0,1] definiert durch

T=(C) =P(ENC # o)

das Kapazititsfunktional von =.

Die Verteilung von = wird eindeutig durch das Kapazitdtsfunktional festgelegt. Fiir
zufillige abgeschossene Mengen ist das Kapazitdatsfunktional also das Analogon zur
Verteilungsfunktion fiir Zufallsgréflen. Wir interessieren uns im Folgenden fiir spezielle
zufillige Mengen:

Definition 2.13 (Keim-Korn-Modell): Sei Wea ein unabhdngig markierter Punktprozess
mat
> P((X;+E)NC #2) < oo (2.13.1)

i>1
fiir alle C € C%. Dann heifit
== U(XZ + i)
i>1

das von Vea erzeugte Keim-Korn-Modell.

Die Zufallsgrofen (X;);>1 bzw. (Z;);>1 nennen wir Keime bzw. Kdrner, den Prozess Uea
nennen wir Keim-Korn-Prozess und ein Korn =y ~ Pz, heift typisches Korn. Bedingung
2.13.1 sichert, dass = mit Wahrscheinlichkeit 1 abgeschlossen ist. Ein Keim-Korn-Modell
ist damit eine spezielle zuféllige abgeschlossene Menge. Bedingung 2.13.1 lasst sich
unter zusatzlichen Annahmen an den Keim-Prozess noch expliziter fassen. Falls der
Keim-Prozess stationér ist und eine endliche Intensitét besitzt, so folgt mit Hilfe des
Campbell-Theorems Bedingung 2.13.1 aus der Bedingung E[|Z, & C|,] < oo fiir alle
C € C4, wobei wir mit A® B = {a+b|a € A,b € B} die Minkowski-Summe der Mengen
A und B bezeichnen. Fiir Keim-Korn-Modelle = ldsst sich das Kapazitatsfunktional mit
Hilfe des erzeugenden Funktionals des Keim-Prozesses W angeben

T=(C) =1-Gg[l =T, (C - )]



Ein Beispiel fiir die Realisierung eines Keim-Korn-Modells bildet die Kraterlandschaft
auf dem Mond. Eines der wichtigsten Keim-Korn-Modelle ist das Boolesche Modell,
dessen Bedeutung sich dhnlich wie beim Poisson-Prozess damit erklaren léasst, dass sich
viele Rechnungen explizit durchfiihren lassen. Als Boolesches Modell bezeichnen wir ein
Keim-Korn-Modell, bei dem der Keim-Prozess ein Poisson-Prozess ist.

Definition 2.14 (Boolesches Modell): Sei Wea ~ 115 ein markierter Punktprozess der
Bedingung 2.13.1 erfillt. Dann heifit das von Vea erzeugte Keim-Korn-Modell Boolesches
Modell.

Ist = ein Boolesches Modell, so gilt
T=(C) = 1 — exp (~E[A((=Eo) ® C)])

und ist = ein Boolesches Modell, dass von einem stationdren Poisson-Prozess erzeugt
wird, so gilt insbesondere

T=(C) =1 — exp (=AE[|E0 & (=C)|4])-

Analog zu markierten Punktprozessen nennen wir eine zuféllige abgeschlossene Menge =
stationéar bzw. isotrop, falls = + s L = fiir alle s € RY bzw. UZ £ = fiir alle U € SOy.
Dabei verschiebt bzw. dreht eine Translation bzw. Rotation die komplette Menge geméfs
E+s={s+{|{€E}bzw. UZ={U¢ | £ € =}

Da das Kapazitatsfunktional die Verteilung von = eindeutig festlegt, léasst sich leicht
folgern, dass das von einem stationdren Poisson-Prozess erzeugte Boolesche Modell
stationér ist. Auferdem ist ein Boolesches Modell isotrop, wenn die Verteilung der
typischen Marke () isotrop ist.

Eine wichtige Kenngrofe fiir stationédre zuféllige abgeschlossene Mengen ist der Volu-
menanteil.

Definition 2.15 (Volumenanteil): Sei = eine stationdre zufallige abgeschlossene Menge
und B € By(R?) mit |B|, > 0. Dann heifit die Zahl

_ El=En By
1Bl
der Volumenanteil von =.

Fiir eine stationére zufillige abgeschlossene Menge folgt mit Hilfe des Satzes von Fubini
p="Plo€X),

wobei wir mit o € R% den Nullvektor bezeichnen. Fiir ein stationires Boolesches Modell

gilt insbesondere
p=1—exp(=AE[|Z0|,]) (2.15.1)

Ahnlich definieren wir fiir B € By(R?) mit |B|, > 0 die Kovarianzfunktion C' : R? — [0,1]
einer zufilligen abgeschlossenen Menge = durch
E[lZ2Nn(E—-=z)NB|,

B,

C(z) =

10



Auch fiir die Kovarianzfunktion gilt wieder wegen Fubini
Cz) =Ploe Z,z € 2).
Aufterdem besteht eine Verbindung zum Volumenanteil gemafs

C(x) =2p—1+ (1 —p)*exp (AE[|Zo N (Zo + z)|,]) - (2.15.2)
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3 DIE EULER-POINCARE-CHARAKTERISTIK

Die Euler-Poincaré-Charakteristik (abgekiirzt EPC), die im Zentrum dieser Arbeit stehen
wird, ist eine ganzzahlige topologische Invariante und gibt an, wie pords ein Menge ist. In
Dimension d = 2 entspricht sie der Differenz aus der Anzahl der Wegzusammenhangskom-
ponenten (0-te Betti-Zahl) und der Anzahl der Locher (1-te Betti-Zahl). In Dimension
d = 3 entspricht sie der Anzahl der Wegzusammenhangskomponenten minus der Anzahl
der zweidimensionalen Locher plus der Anzahl der eingeschlossenen Hohlrdume (2-te Bet-
ti-Zahl). Grundsétzliches Ziel ist es nun, einen sinnvollen Schétzer fiir die EPC zu finden
und seine Eigenschaften zu untersuchen. Basierend auf der anschaulichen Definition der
alternierenden Betti-Zahlen lassen sich bereits solche Schétzer auf naive Art konstruieren
(siche z.B. [26]).

Uber die topologische Information hinaus ist die EPC in der Integralgeometrie als eines
der sogenannten inneren Volumina (oder Minkowski-Funktionale) wichtig. Die anderen
inneren Volumina Flache und Randléange stehen untereinander iiber die sphéarische Kon-
taktverteilung 4] oder iiber die Crofton-Formel auch mit der EPC in Beziehung. Innere
Volumina tauchen dariiber hinaus in vielen zentralen Sétzen der Integralgeometrie auf.
Dementsprechend ist es auch nicht verwunderlich, dass es (gemeinsame) Schétzer fiir die
inneren Volumina (und damit insbesondere fiir die EPC) gibt, die einen integralgeome-
trischen Hintergrund haben. Beispielsweise kann man die Steinersche Formel [28], [33],
[38] oder die Kinematische Hauptformel [43] als Ausgangspunkt fiir die Konstruktion
von Schétzern verwenden (siehe auch [36], [37]). Fiir diese Schétzer lassen sich fiir Keim-
Korn-Modelle unter entsprechenden Voraussetzungen auch erstrebenswerte Eigenschaften
wie asymptotische Erwartungstreue und asymptotische Normalitdt nachweisen. Die An-
wendung dieser Schétzer ist dabei keinesfalls auf Keim-Korn-Modelle beschrinkt und
erstreckt sich beispielsweise auch auf Exkursionsmengen |3].

Wir wollen allerdings einen punktprozesstheoretischen Zugang wéihlen um die EPC
zu schitzen. Dies hat den offenkundigen Vorteil, dass bei einer gegebenen Realisierung
nur spezielle Punkte gezéhlt werden miissen. Diese Aufgabe sollte mit Hilfe von Bildver-
arbeitungssoftware gut automatisierbar sein. Dieses Kapitel widmet sich im Folgenden
der Definition dieser speziellen Punktprozesse, den sogenannten positiven und negativen
Tangentenpunkten.

Die Definition dieser Punkte wird durch eine Schnittrekursion von Hadwiger [10], [11],
[12] motiviert. Ihm gelang damit ein Nachweis der Existenz der EPC in einem speziellen
Mengensystem, dem sogenannten Konvexring, mit nicht topologischen Methoden. Das
Ergebnis verwendete er, um topologische Aussagen fiir Mengen im Konvexring mit
nicht topologischen Mitteln zu beweisen. Wir miissen also zunéchst klaren, auf welchen
Mengensystemen wir die EPC bestimmen wollen.

Definition 3.1 (Menge der konvexen Korper): Das Mengensystem
K?:={K c R? | K konvex und kompakt, K # @}

heifst Menge der konvexen Korper.

Uber der Menge der konvexen Korper definieren wir das folgende Mengensystem.

12



Definition 3.2 (Konvexring): Das Mengensystem

RY = {UKj | K; GICd,neNO}

=1

heifst Konvexring.

Der Konvexring ist das kleinste schnitt- und vereinigungsstabile Mengensystem iiber
der Menge der konvexen Kérper. Auf dem Konvexring lésst sich die folgende Abbildung
definieren.

Definition 3.3 (Euler-Poincaré-Charakteristik): Die Abbildung x : R — Z definiert

durch
1, Kekd
K) = ’ 3.3.1
X(K) {O, o (3:3.1)

und

X <U Kj> =) (- ) (K NN K (3.3.2)

j=1 1<i1<...<i;<n

heifit Euler-Poincaré-Charakteristik.

Da alle Schnitte K N...N K, in Gleichung 3.3.2 als Schnitt konvexer kompakter Mengen
wieder konvex und kompakt sind, ldsst sich die Summe mit Hilfe von Gleichung 3.3.1
auswerten.

Auch wenn die EPC grundsitzlich unbeschrinkt ist, kann ihr Wert fiir ein A € K¢,
das eine Vereinigung aus N > 2d konvexen Korpern ist, durch

(]Vz[él) = X4 = (2[iéﬁ )
abgeschiitzt werden [8].

Die Berechnung der EPC mit Hilfe von Gleichung 3.3.2 ist allerdings umstandlich,
falls die betrachtete Menge eine Vereinigung einer grofsen Anzahl an konvexen Mengen
ist. Wir wollen daher einen anderen Zugang zur Berechnung von x(A4) fiir A € K¢
basierend auf einer Schnittrekursion wéhlen. Dabei folgen wir der Darstellung von Adler
[2]. Fortan sprechen wir im Zusammenhang mit einem Vektor u € R¢ von einer Richtung,
wenn (u,u) = 1. Wihlen wir nun eine feste Richtung u € R? so werden dadurch
(d — 1)-dimensionale Hyperebenen E(r) festgelegt, wobei sich der Betrag des Parameters
r € R als Abstand der Ebene vom Ursprung auffassen ldsst. Von Interesse ist fiir uns die
Differenz von x(A N E(r)) und x(AN E(p)) fiir p < r. Mit diesen Definitionen und

R={r € R x(ANE(r)) ~ lm x(AN E(p)) # 0}

gilt

) =3 (M E0) - (A0 £) ).
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Wir wollen dieses Vorgehen nun anhand von zwei Beispielen verdeutlichen. Eine beispiel-
hafte Situation in d = 1 ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Das Ergebnis x(A) = 3 ist auch
aus der Definition ersichtlich, da es sich bei A um die Vereinigung von drei disjunkten,
konvexen und kompakten Mengen handelt.

A
E(p) F | [ |
~— = = . = o—F
™ ) T3
X(E(p) N A)
1 ———9o ° o 0
© = = = = 1Y
1 ) T3

Abbildung 3.4: Berechnung von x(A) fiir ein A € R! mit Schnittebenen (d.h. Punkten
auf der Achse) E(p) = {p}. Ist p ¢ A, soist ANE(p) = @, also ist x(ANE(p)) = 0. Ist
p € A, folgt AN E(p) ={p}, also x(AN E(p)) = 1. Aufgrund der Kompaktheit von A
folgt also fiir r € R = {r1,r, 73}, dass x(AN E(r)) —lim, » x(ANE(p)) =1-0=1.
Fir r ¢ Rist x(AN E(r)) — lim, ~ x(AN E(p)) = 0, insgesamt folgt also x(A) = 3.

In d = 2 ist jede Menge AN E(r) wieder eindimensional, wir kénnen uns also auf die
bekannte Zahlung von disjunkten Intervallen (bzw. Punkten) berufen um y (AN E(r)) zu
berechnen. Das Vorgehen ist beispielhaft in Abbildung 3.5 dargestellt.
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> T
X(E(p) N A)
2 o—— 0
1 — o — o
© © 1%

Abbildung 3.5: Berechnung von x(A) fiir A € R? mit Schnittebenen (d.h. Geraden)
E(p). Die Schnitte AN E(p) sind eindimensionale Objekte, von denen wir jeweils mit
bekannten Methoden x(A N E(p)) bestimmen konnen. Die Methode liefert x(A) = 0.
Insgesamt gibt es einen positiven und einen negativen Tangentenpunkt.

Die Erweiterung auf hohere Dimensionen d € N geschieht durch sukzessives Anwenden
der Schnittrekursion.

Zu bemerken bleibt, dass die Wahl Richtung u keine Auswirkung auf das Ergebnis
hat. Interessant ist auerdem, dass x(A N E(r)) — lim, ~ x(A N E(p)) fiir d > 2 sowohl
positiv als auch negativ sein kann. Dies fiihrt zur Unterscheidung in sogenannte positive
und negative Tangentenpunkte.

Um aufbauend auf diesem Kapitel positive und negative Tangentenpunkte einfiihren
zu konnen, betrachten wir fiir den Rest der Arbeit markierte Punktprozesse Wya mit
Markenraum K?. Dies fiihrt dazu, dass Realisierungen von den zugehérigen Keim-Korn-
Modellen in einem Beobachtungsfenster immer Elemente des Konvexrings sind und wir
die bisher gewonnenen Erkenntnisse anwenden konnen.
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3.1 POSITIVE TANGENTENPUNKTE

Aufbauend auf den Uberlegungen und Definitionen des vorhergehenden Kapitels wollen
wir nun zunichst den positiven Tangentenpunkt fiir eine beliebige Menge K € K¢
definieren. Wir suchen den positiven Tangentenpunkt in der Schnittebene E(r), fiir die
der Zuwachs positiv ist, d.h. es muss

X(KNE(r)) - i%X(KﬂE(p)) >0

gelten. Die Forderung nach positivem Zuwachs bedingt, dass notwendigerweise K NE(r) #
& ist. Den positiven Tangentenpunkt definieren wir als lexikographisches Minimum dieser
Menge. Fiir die prézise Definition des positiven Tangentenpunkts verwenden wir die
sogenannte Stiitzfunktion h(u, K) := sup{{u,y) | y € K} von K € K¢ in Richtung von w.

Definition 3.6 (Positiver Tangentenpunkt): Sei u eine feste Richtung und K € K¢,
Dann heifit
0, (K) = lexmin{z € 0K | (u,z) = h(—u, K)}

der positive Tangentenpunkt von K in Richtung u.

Fiir festes u ist die Abbildung £, : K¢ — R eine Zentrumsfunktion, d.h. es gilt £, (z+K) =
x + £,(K) fiir alle x € R? und K € K% Um den Prozess der positiven Tangentenpunkte

verstehen zu konnen betrachten wir abermals eine beispielhafte Abbildung mit mehreren
Mengen K, ..., K5 € K2

Abbildung 3.7: Positive Tangentenpunkte (blau) in Richtung von w. Der positive
Tangentenpunkt von Ky wird nicht vom Zahlprozess W, gezihlt, da er von K3 verdeckt
wird. Der positive Tangentenpunkt von /K4 und Kj ist identisch und wird daher nie von
U gezdhlt. In dieser Situation zdhlt W anstatt 3 filschlicherweise 2 positive Tangen-
tenpunkte. Wir benotigen also eine zusétzliche Bedingung, um bei Keim-Korn-Modellen
die Lage der Mengen K4 und K3 auszuschliefsen (siche Bedingung 3.7.1).
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Realisieren wir nun ein Keim-Korn-Modell, so kann der positive Tangentenpunkt von
einem anderen Korn verdeckt werden (siehe beispielsweise in Abbildung 3.7 die Mengen
K5 bzw. K3). Wollen wir also mit unserer Methode die EPC eines Keim-Korn-Modells
bestimmen, miissen wir beachten, dass Tangentenpunkte nur gezéhlt werden diirfen,
wenn sie nicht von anderen Mengen des Keim-Korn-Modells verdeckt werden. Auferdem
wollen wir die Lage der Mengen K4 bzw. K5 in Abbildung 3.7 ausschliefsen. Dafiir ist die
Bedingung

hinreichend. Diese Bedingung ist aufgrund von
aquivalent zu

#
P> 7 Loz, —pzn(Xi— X)) > 1| =0. (3.7.1)
ij>1
Bedingung 3.7.1 ist erfiillt, wenn der Keim-Prozesses eine Produktdichte 2-ter Ordnung
besitzt. Damit ist die folgende Definition sinnvoll:

Definition 3.8 (Prozess der positiven Tangentenpunkte): Sei Wya ein Keim-Korn-
Prozess dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt. Dann ist

Vi) =) oxrne) () [ (- Lex, (X + 4u(E0)

i>1 ki

der Punktprozess der positiven Tangentenpunkte in Richtung u des zugehorigen Keim-
Korn-Modells.

Durch die Bedingung 3.7.1 tritt die Situation aus Abbildung 3.7, dass ¥ nur 2 (von
K; und K3) anstatt 3 (von K7, K3 und den gemeinsamen von K, und Kj) positive
Tangentenpunkte registriert, mit Wahrscheinlichkeit 0 auf.

Der Prozess der positiven Tangentenpunkte W} ist einfach und stationér, falls der
Keim-Prozess einfach und stationér ist. Man kann W als eine abhéngige Ausdiinnung
von Wya verstehen. Aus einer Realisierung von Wy« nehmen wir alle Punkte X; heraus,
fiir die X; + KU(EJ S Uk?gi(Xk + Ek) ist.

Positive Tangentenpunkte sind selbst bereits interessant und fiir diverse Fragestellun-
gen in der Stochastik wichtig. Im Fall eines Booleschen Modells in R sind die positi-
ven Tangentenpunkte die Zeitpunkte, zu denen eine Arbeitsperiode in einem M /G /oo
Warteschlangensystem beginnt. Mit Hilfe von positiven Tangentenpunkten lassen sich
Informationen iiber die unbekannte Bedienungszeitverteilung gewinnen. In hoheren Di-
mensionen finden positive Tangentenpunkte z.B. bei der Behandlung des sogenannten
Wicksell’schen Korpuskelproblems Anwendung [24]. Aufterdem lésst sich mit Hilfe der
positiven Tangentenpunkte nicht nur die Intensitdt des dem Booleschen Modells zugrun-
deliegenden Poisson-Prozesses schétzen [31], sondern auch z.B. der erwartete Umfang
des typischen Korns [32]. Um die EPC zu behandeln, miissen wir noch den Prozess der
negativen Tangentenpunkte verstehen.
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3.2 NEGATIVE TANGENTENPUNKTE

Negative Tangentenpunkte definieren wir dhnlich wie positive Tangentenpunkte. Wir
suchen einen negativen Tangentenpunkt in der Schnittmenge von K; N ...N K,, €
K? mit der Schnittebene E(r), fiir die der Zuwachs ungleich 0 ist. Im Gegensatz zur
Definition von positiven Tangentenpunkten, die in jeder Dimension das gewiinschte
Ergebnis liefert, ist die Definition des negativen Tangentenpunktes von der Dimension
abhéngig. Wir miissen uns fragen, wann fiir typische konvexe und kompakte Koérner
negative Tangentenpunkte auftreten konnen. In d = 2 kénnen wir dazu wieder eine
beispielhafte Abbildung betrachten.

K; \’/\A w e
o~ TR

)~
N

>~ T

W/A

K

Abbildung 3.9: Positive bzw. negative Tangentenpunkte (blau bzw. rot) in Richtung von
u. Die negativen Tangentenpunkte von KoM K3 bzw. K4N K5 sind zugleich die positiven
Tangentenpunkte von K, bzw. Ky und Kj (siehe Abbildung 3.7). Da der negative
Tangentenpunkt von K5 M K3 im Inneren von K3 liegt wird er von W, nicht gezéhlt.
Anders verhélt es sich bei den negativen Tangentenpunkten von K7 N Kg bzw. K4 N K5,
letzterer jedoch félschlicherweise. Insgesamt liefert die Zéahlung der Tangentenpunkte
falschlicherweise 3 — 2 = 1. Diese Situation tritt fiir ein Keim-Korn-Modell, das
Bedingung 3.7.1 gehorcht, allerdings mit Wahrscheinlichkeit 0 auf.

Offenbar ist eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines negativen Tangenten-
punktes, dass die Menge Z;; := (X; + Z;) N (X + =) fiir ¢ # j nicht leer ist. Aukerdem
darf der Tangentenpunkt wieder nicht von anderen Mengen verdeckt werden. Zusétzlich
darf er nicht von X; +Z; oder X; + Z; selbst verdeckt werden, d.h. ein negativer Tangen-
tenpunkt darf weder in X; 4+ = noch in X; + =7 liegen, wobei wir mit A° die Menge der
inneren Punkte von A bezeichnen. Aufferdem darf ein negativer Tangentenpunkt nicht
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gleichzeitig auch ein positiver Tangentenpunkt sein. Dies wird bereits durch Bedingung
3.7.1 ausgeschlossen. Damit zahlt der Prozess

v, ()= 327& 6&(5”‘)(') H (1- Lx,+=, (éu(Eij)»]l{Eiﬂé@}

1,521 k#i,j

X (1= Lx,ze (Cu(E5))) (1 — Lx, 4z (u(E4)))
die negativen Tangentenpunkte. Offenbar gilt nun sowohl
Eij #@@XJ—Xz EEZ@(—E])

als auch
gu(‘Eu) e X, + Ej < €u<X] + E]) € X+ ES = Eij 7& Z

Das fiithrt zur folgenden Definition:

Definition 3.10 (Prozess der negativen Tangentenpunkte in d = 2): Sei Wz ein
Keim-Korn-Prozess dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt. Dann
15t
_ I —# —
() =3 > e () JT O - 1xem, (G(Ey)))

ij>1 ki,

X (]lEi@(—Ej)(Xj — Xi) = Ixppme (Gu(XG 4 55)) — Txppme (Gu(X + Ez‘)))

der Punktprozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u des zugehorigen Keim-
Korn-Modells.

Auch der Prozess der negativen Tangentenpunkte U ist einfach und stationér, falls der
Keim-Prozess einfach und stationar ist.

In d = 3 ist das Auftreten von negativen Tangentenpunkten komplexer und nicht so
leicht visualisierbar. Das Prinzip, sukzessive Schnittrekursionen anzuwenden, bleibt aber
das gleiche. In Abbildung 3.9 erkennt man, dass negative Tangentenpunkte in d = 2
entstehen, wenn sich zwei konvexe Mengen schneiden. Dies fithrt auch in d = 3 zu einem
negativen Tangentenpunkt. Zusétzlich kénnen aber auch Schnitte von drei konvexen
Mengen Tangentenpunkte erzeugen. Obwohl letztere einen positiven Beitrag zur EPC
leisten, werden wir sie trotzdem als negative Tangentenpunkte fiithren.

Wir erhalten in d = 3 also zwei Prozesse, zum einen W, ; = W, wie in d = 2 und zum
anderen

_ # —
\Du,2<'> = Z Z 5€u(Ezgk)<> H (1 - ]1X1+El (gu(‘:ijk»)]l{aijk;é@}
1,5,k>1 I#i,5,k
X (1 = Lz (Cu(Eir) ) (1 — L4z (Cu(Eige) ) (1 — Lxyrzg (Cu(Egi))),

Eip £ 0 X;— X, € [5iN (X, — X; +5)] @ ()
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und
Cu(Eijn) & (Xi +27) N (X5 +E5) N (Xe + 55)

als auch jeweils exemplarisch
gu(Eij) - Xz + Ezo = €u<5jk) - Xz + Ef = Eijk 7é g,
sowie
Eu(Emk) - (Xz + Ef) N (X] + E;) = gu(Xk + Ek) € E;)j = Eijk 7é g,
gilt schliefslich
Lz o) (b= Lz (Gu(Zi))) (1 = Lxgms (GulEgn) ) (1 = Lxezp (Gu(Eign))
= lzs, (Cu( Xk + Zx)) + Lz, (Gu(X; 4 55)) + Lzp, (Lu(Xi + 52))
= xprzs (Cu(Egk)) — Lx vz (Cu(Eik)) — Lxpazp (Gu(Ei5))
+ Lz nxe-xmnie—=,) (X — Xo).

(3.10.1)

Damit definieren wir:

Definition 3.11 (Prozesse der negativen Tangentenpunkte in d = 3): Sei Vs ein
Keim-Korn-Prozess dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt. Dann
sind

NOEED DU RERIOY | (S PRRN(ACN))

i,y21 k#i,j

X (151- (-2 (X = Xi) = Lxpze (Cu( X + 55)) — Lxjpze (Gu(Xi + 3)))
und

Vo) = o 3 bz TT (- Lxem (GEa)

i,k>1 14,5,k
L (X0 200 + 123, (00X +25) + 125, (60X, + 1)
= Lxrzs (Cu(Egk)) — Lxjvze (Cu(Eik)) — Lxpazp (Cu(Ei5))

+ Lgnxg—xirze—=,) (X5 — Xz')]

die Punktprozesse der negativen Tangentenpunkte in Richtung u des zugehérigen Keim-
Korn-Modells.

Auch diese Prozesse sind einfach und stationér, falls der Keim-Prozess einfach und
stationdr ist. Mit Hilfe der Tangentenpunktprozesse wollen wir im Folgenden die EPC
eines Keim-Korn-Modells schétzen.
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3.3 SCHATZUNG DER EULER-POINCARE-CHARAKTERISTIK

Wir wollen nun ausgehend von einer gegebenen Realisierung eines Keim-Korn-Modells,
dessen typisches Korn nur Werte in K¢ annimmt, die EPC schiitzen. Dabei liegen die Daten
grundsatzlich nur in einem gegebenen Bereich, dem sogenannten Beobachtungsfenster
W, vor. Fiir alle s € {1, ..., d} betrachten wir unbeschrankte, monoton wachsende Folgen

(G;S))%N und (b%s))neN in (0,00) und definieren

W, = [—al), b)) x ... x [—al® bD).
Diese Definition lésst sich verallgemeinern, wir betrachten jedoch nur solche speziellen Hy-
perquader als Beobachtungsfenster. Um den Einfluss der Grofe des Beobachtungsfensters
zu eliminieren, betrachten wir die sogenannte spezifische EPC:

Definition 3.12 (Schitzung der spezifischen EPC): Sei Uya ein Keim-Korn-Prozess,
dessen Keim-Prozess eine Produktdichte 2-ter Ordnung besitzt, und W,, ein Beobachtungs-
fenster. Dann ist

\I'I(Wn) — \P_(Wn)

Nan(u) = L
ni2
bzw.
\ Vo (Wn) =W (Wa) + W p(Wa)
Nyn(u) = ’ ’

Wals

der Schdtzer der spezifischen EPC in d = 2 bzw. d = 3 des zugehorigen Keim-Korn-
Modells.

Fortan benutzen wir Ny, (1) bzw. N, (1) synonym fiir die stereologische Notation N4, (u)
bzw. Ny, (u). Analog wollen fiir die Erwartungswerte Ny := E[Ny,(u)] der definierten
Schétzer Ny bzw. N3 synonym fiir Ny bzw. Ny verwenden.

Unser Schatzer ist in gewisser Weise das kontinuierliche Analogon zu dem Schétzer
in [35]. Dort wird die EPC mit Hilfe von Ebenen E(r) und E(r + t) bestimmt. Die
betrachteten Ebenen haben also den kleinen, aber endlichen Abstand ¢ > 0 zueinander.
Bei unserer Schétzung handelt es sich um eine assoziierte Punktmethode. Wir assoziieren
mit jeder Menge ihre Tangentenpunkte und zdhlen diese mit Vorzeichen. Verbessern
kann man die Schatzung, indem man mehrere Punkte mit einer Menge assoziiert, d.h.
in unserem Fall Tangentenpunkte mehrerer Richtungen w zdhlt, und dann {iber alle
Zahlungen mittelt [42].

Wir wollen nun fiir eine grofe Klasse von Keim-Prozessen ein Gesetz der Grofse Zahlen
etablieren. Dazu definieren wir:

Definition 3.13 (Ergodizitét): Ein stationdrer Punktprozess W mit Verteilung Py heifit
ergodisch, wenn aus Py((Y +2)NY) = Py(Y) fir alle v € RY schon Py(Y) € {0,1}
folgt.

Um damit die starke Konsistenz von Nd,n(u) zu erhalten, bendtigen wir noch eine zusétz-
liche Voraussetzung an den Keim-Prozess. Diese wollen wir mit Hilfe seines reduzierten
faktoriellen Kumulantenmafses %(Q formulieren. Wir betrachten dazu die Hahn-Jordan-
Zerlegung

k k k)—
/Yr(e(i = 7§e3+ - I(‘e)
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des signierten Mafies %(:3 und definieren die Totalvariation durch

VB ley = 48T (REY) + 4% (R,

Mit diesen Vorarbeiten erhalten wir:

Satz 3.14 (Starke Konsistenz von Ny, (u)): Sei der Keim-Prozess stationdr und ergodisch
mit ||7r(§c)1||TV < oo firk € {2,d}. Dann gilt

Ndm(u) m Nd.
n—r00

Beweis. Die Ergodizitat des Keim-Prozesses zusammen mit Bedingung 2.13.1 impliziert
die Ergodizitit des Keim-Korn-Modells (siehe Theorem 3 in [17]). Damit ist auch das fiir
F € By(RY) durch

in d=2 bzw.
v3(F) =W (F) = Wy (F) + W o(F)
in d = 3 definierte zufallige signierte Maf ergodisch. Auflerdem ist v; additiv. Um nun

Korollar 4.20 aus [34] anwenden zu kénnen, miissen wir fiir F' € By(RY), F' C [0,1)%, eine
von F unabhéngige und integrierbare Zufallsgrofse Yy finden, sodass

va(F)| < Ya.

Wie kénnen wir solche Zufallsgrofen finden? Positive Tangentenpunkte kénnen nur
entstehen, wenn Mengen X; +Z; die Menge [0, 1]¢ schneiden. Eine notwendige, aber nicht
hinreichende Bedingung fiir das Auftreten von negativen Tangentenpunkten in d = 2 ist,
dass ein Paar von zwei Mengen X; + =; und X; + =; die Menge [0, 1]? schneidet. Damit
ist eine sinnvolle Definition fir Y, z.B. durch

_ 1 #
Y, = Z Lo a2 (Xs + Lu(Z5)) + 5 Z T ix; 120,220 L (x,42,)n(0,12£2
i>1 1,521

gegeben. Wegen des Campbell-Theorems gilt

i>1

und aufserdem gilt
#
E| D Teoszonoazsel oz nioze
ij>1

- / / Lot (1) Loy (22)a®(d(z1, 1)) Q(AK) Q).
2 R2
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Wegen 72 (B; x By) = a?(By x By) — A\?| By, |Bal, gilt

#
E Z Lixi+20n0,1220 L (x;42)n0,112£0
2,7>1

Z/"'/]l[o,mea(m)(fffl)]l[o,l]?ea(KQ)(@)V(Q)(CZ(%xz))Q(dKl)Q(dKz)

K2 R2
+/\2/"'/]1[0,1}269(—1(1)('Tl)]l[O,lP@(—Kg)(xQ)dI2dx1Q<dK1>Q(dK2>‘
’C2 R2

Den ersten Summanden konnen wir nach Desintegration durch das reduzierte faktorielle
Kumulantenmaft abschétzen und die Integrale im zweiten Summanden kdnnen wir direkt
16sen. Wir erhalten also

#
E| D Lixezonioapelon+z)nopie
ij>1
— - 2
<AE[|Z0 & [1,0P[,] In&llrv + NE[[Z0 © [-1,01°], "
und somit ist mit Hilfe von Bedingung 2.13.1
E[Y3] < oo.
In d = 3 betrachten wir analog die Zufallsgrofse
Y; = 1 X+ 0, (= L ’ 1 1

1 #
+ 6 Z Tixivzonoap2e L ogaz)nop2e L xcrzono, 320
i k>1

wobei die ersten beiden Terme wegen den Rechnungen im d = 2 Fall einen endlichen
Erwartungswert haben. Eine analoge Rechnung mit Hilfe von 2.10 ergibt

+
E Z Lix, vz no1420 - Lix, +20,)n0,1)440

il ----- i7L21
- /"'/]l(lerKl)m[o,l]d;é@"']l(xn+1<n)n[o,1]d¢g04(")(d(ﬂfh---,!En))Q(dKﬁ"'Q(dKn)
Kd R
= [ [ Moassrapte) -+ Loapo sy dar, o)) QKL -+ QUE,)
Kd R
n i
o ”
+Y G- Y TR DD Lix, +zpnouize - Lix,, +2,, noize
j=2 nLu..ul; r=1 Bl yeeny i#IT21
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Den ersten Summanden kénnen wir wieder desintegrieren und erhalten

£
E Z Lix, vz nonize - Lix,, 12,0014

01,0500 21

< XE[|Z0 ® [1,01%), ] 7l ew

n J
» "
Y -0 Y0 TIE] DT L sz nouize - Lix,,, 2, 001020 |
=2

Iu..ul; r=1 i1 yeyinr, >1
={1,..., n}

(3.14.1)

d.h. wir kénnen unter der Voraussetzung Hyffc)lnw < oo induktiv E[Y3] < oo schliefen.
Insgesamt ist E[Yy] < oo und damit liefert Korollar 4.20 aus [34] die gewiinschte Aussage.
[

Die Bedingung ||’7§2||Tv < oo fir k € {2,d} ist also relevant fiir die Existenz einer
Majorante fiir die EPC. Aus der Rechnung 3.14.1 lédsst sich auch direkt eine weitere
Aussage folgern:

Korollar 3.15: Sei der Keim-Prozess stationdr mit H'yfngTv < oo firk € {2,3,...}.
Dann qilt fir alle r € N:

E[w([0,1]%)] < oo,
E[¥, ([0, 1]*)] < oo,
E[W,([0,1]))] < o0,
E[V,,([0,1]*)"] < oo.

Beweis. Offenbar kann nach 3.14.1 jedes dieser Momente durch die Totalvariation ei-
nes entsprechend hohen reduzierten faktoriellen Kumulantenmafes und einer endlichen
Linearkombination von Erwartungswerten der Form

+
E Z Lix, +zi)n00)d2e - Lixy, +2,,)00,1)420

i1,5in>1

abgeschétzt werden. Die Anzahl solcher Erwartungswerte héngt natiirlich vom jeweils
betrachteten Prozess sowie von d und r ab. Damit folgt induktiv die gewiinschte Aussage.

[]

Die Bedingung H’YngTV < oo fiir k € {2,3, ...} nennt man Brillinger Mischungsbedingung.
Wir werden sie in Kapitel 6 wieder aufgreifen und detaillierter betrachten. Diese strengere
Bedingung ersetzt die Forderung der Ergodizitét nicht, um die Konsistenz von Ny, (u)
nachzuweisen (siehe [20]).
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4 KENNZAHLEN DER TANGENTENPUNKTPROZESSE

Wir haben in Korollar 3.15 unter relativ milden Voraussetzungen die Endlichkeit aller
Momente der Tangentenpunktanzahl in einem beschréankten Gebiet bewiesen. In diesem
Kapitel wollen wir uns expliziten Berechnungen fiir Kennzahlen der Tangentenpunkt-
prozesse zuwenden. Bei unseren Rechnungen beschrinken wir uns auf die Betrachtung
stationarer Boolescher Modelle. Das hat den Vorteil, dass sich halbwegs explizite Formeln
gewinnen lassen. Der Ausgangspunkt fiir alle diese Rechnungen wird die Slivnyak-Mecke
Formel (siehe [41], Korollar 3.2.3) sein:

Satz 4.1 (Slivnyak-Mecke Formel): Sei Wpq ~ 11y g und f: (R? x M)* x Ny — R nicht
negativ und messbar oder integrierbar. Dann qilt

k
#
Z f (XiuMil)'“a Zk’MZk7\IjM_Z(;(X1J,MZJ))]
=1

11,005 21

E

=\ | [ BIf (2, ma, .o, Tk, M, Wy ]day - - - Q(dmy).
[

Dabei miissen wir beachten, dass im Gegensatz zu der Definition der positiven Tan-
gentenpunkte die Definition der negativen Tangentenpunkte dimensionsabhéngig ist.
Wihrend wir also alle Aussagen, die nur ¥ beinhalten, in R? formulieren koénnen,
ist dies geschlossen fiir die negativen Tangentenpunkte nicht moglich. Die betrachtete
Dimension ist dabei jedoch stets offensichtlich.

Die einfachste Kennzahl fiir die Tangentenpunktprozesse ist die Intensitdat. Dabei
werden wir das (d — 1)-dimensionale Hausdorff-Maft mit H?™' und das Integral der
mittleren Kriimmung mit M bezeichnen.

Satz 4.2 (Intensitdten der Tangentenpunktprozesse): Sei Wia ~ II, o ein Keim-Korn-
Prozess und =y, Zf, unabhdingig gemaf$ ) verteilt.

(i) Fir W € B(R?) gilt
E[W](W)] = A1 —p) W],

(ii) Fir W € B(R?) gilt

E[W, (W)] =

M) ), Bl12 @ (-2, - 2E[E).

(iii) Ist die Verteilung von =g zusdtzlich rotationsinvariant, so gilt fir W € B(R?)

B vy ()] = 02w, w0 (05,

(iv) Ist die Verteilung von Zy rotationsinvariant, so gilt fir W € B(R?)

B[, ()] = 2022 ), B 02, B ()

25



und
_ Nr(1—p)

—_ 3
s WL E [ (0=)]"

E[¥,2(W)]
Beweis. Zunéchst rechnen wir mit der Slivnyak-Mecke Formel (i) nach. Es gilt

[0~ Lxm, (o + u(K)))

k>1

E[UH(W)] = A//]lw(x+€u(K))]E dzQ(dK)

Kd Rd

Betrachten wir nun den Erwartungswert auf der rechten Seite genauer. Aufgrund der
Stationaritét gilt fiir alle x, K

E(T](1 - Lysz, (o + 6(K)| =E

k>1

H(l — x4z, (O»]

k>1

und mit Hilfe der Darstellung des erzeugenden Funktionals fiir das Boolesche Modell
(siche 2.6.2) gilt

E

I]0- 1xk+ak<o>>] —oxp | A [ [ Lrlo)drQuir)

k>1 Kd Rd

Nun lassen sich nacheinander die Integration im Raum und die Integration beziiglich )
ausfithren und es folgt mit Hilfe der Darstellung des Volumenanteils p im Booleschen
Modell (siehe 2.15.1)

xp | A [ [ L0 drQUK) | = exp(-XE[Zdl) = 1~ .
Kd R

Als Zwischenergebnis erhalten wir also

B[US(0V)] =M1 —p) [ [ twlo+ 600 dsQ(ae).

K Rd

Fir die restlichen Integrale folgt analog unter Verwendung der Translationsinvarianz des
Lebesgue-Mafies

[ [ wte s = [ W - )], Q) =W,

Kd R

und somit gilt insgesamt wie gefordert

E[W;(W)] = A(1 —p) W],
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Analog berechnen wir auch (ii). Aus der Slivnyak-Mecke Formel folgt

E[T, )\2/ /ﬂw ((z1+ K1) N (22 + K3)))

(ﬂKl@(—IQ)(@ - m1) - 1K1—£u(K2)<172 - $1) - ]lKQ—eu(Kl)(% - 5102))

k>1
und nach der naheliegenden Transformation y, = o — x1, dys = dzo, folgt unter

Ausnutzung der Stationaritét

Blu, 0] =5 [+ [ twlo + (K00 (e + )| [T 0 - nxﬁak(o))]

X (]1K1€B(*K2)(y2) - ]lKlffu(Kz)(yQ) - ]}‘KQ*Eu(KI)(_y2)) dyl te Q(dK2)

Nun kénnen wir sowohl das dy; Integral als auch den Erwartungswert (dieser ist 1 — p,
siehe die Rechnung in (i)) berechnen und erhalten

E[\D;(W)}:g///!W—éu(Klﬂ(K2+?/))|2(1—p)

K2 K2 R2
X (Lky o) (¥) = Vi (5) (U) — Liy—rtarr) (—1)) dyQ(dK1)Q(dK).

Nach Ausnutzung der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafses konnen wir das dy
Integral berechnen und erhalten

: (12_ p) ’Wb// ‘Kl ® (_KQ)‘z - ’K1’2 - |K2‘2 Q(dKl)Q(dK2)-

K2 K2

E[V, (W)] =

Mit Hilfe von unabhéngigen geméf () verteilten typischen Kornern =, bzw. =, erhalten
wir schliefllich

By )] = P ), @5 6 (<)) - 2EEL) . 42

was genau der in (ii) geforderten Form entspricht.

Ist Z¢ zusétzlich isotrop lasst sich die Formel noch weiter auswerten. Es gilt x € =y &
(—Z0) © =0 N (Z) + ) # @, also gilt

Bl208 (~E =B | [ Lzpepnmeyds

RQ
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und mit der Isotropie von =,

E[|Zy @ (=Z))|,] = E / / T——— 1)

SO2 R2

wobei wir mit v das normierte Haarsche Maf {iber SOy bezeichnen. Da
Lz weprapea) = X(Z0 N (UZ) +2)),

folgt aus der Kinematischen Hauptformel (siehe z.B. [40] Satz 7.1.1)

- — 1 - -
B2 & (~Zp)l;] = 5-E[H!(0%0)] + 2E[|=ol, ), (422)

wobei wir nutzen, dass =y und ={ unabhéngig und identisch verteilt sind. Insgesamt
erhalten wir im Fall von isotropen Kérnern also

Bfw; )] = U m(a (92)

was der in (iii) geforderten Form entspricht.
Kiimmern wir uns nun um (iv). Analog zu 4.2.1 gilt zunéchst

)‘2(1 —p) ‘W’:),
2

E[V,,(W)] = (E[IZ0 & (=Z0)l5] — 2E[|Z0l3]) -

u,1

Im Fall eines isotropen typischen Korns folgt dhnlich wie in 4.2.2 mit Hilfe der Kinemati-
schen Hauptformel

1

B2 & (~Zh)ls] = 2E[[Zol,] + 5-E[H3(02)|[E[M(S), (4.2:3)
also insgesamt wie gefordert
_ N (1 —p) W - -
E[W, ,(W)] = 1-p) |3E[H2(a:0)]E[M(:O)].

47

Fiir ¥, 5 arbeiten wir wieder mit der Slivnyak-Mecke Formel und mit der Darstellung
des erzeugenden Funktionals im Booleschen Modell

E H(1 — Ixp 1z, (Cu((z1 + K1) N (22 + Ko) N (23 + K3))) | =1 —p.

k>1

Offenbar ist damit

E[V, ,(W)] = w (L + I+ 13),

wobei die drei Summanden [y, I, I3 die Beitrage der gleichartigen Summanden in 3.10.1
zusammenfassen.
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Der erste Summand setzt sich aus drei Integralen zusammen, die aufgrund der Symmetrie
in den Indizes alle den gleichen Wert haben. Nach der Substitution y, = xo — zq,
ys = x3 — o1 gilt

I = 3/"'/]1Wfu(Klﬂ(y2+K2)ﬂ(y3+K3))(yl)ﬂ(y2+K2)ﬂ(y3+K3)(gu(K1>)dyl'“Q(dK?))'
K3 RS

Nach dem Losen des y; Integrals erhalten wir nach der Substitution z3 = y3 — ¥»

I :3|W|3/"'/1sz(23+K3>—eu(K1)(22)d22"'Q(dK:s)‘

K3 R3

Da 1 x,n(zstk3)—tu(k1)(22) = Lio—ta (k) (22) Loyt Ky—0 (K1) (22), lassen sich die Integrale
beziiglich z3 und z, in dieser Reihenfolge 16sen und wir erhalten schlieflich

L =3 |W|3E[|EO|3]2-

Auch der zweite Summand besteht wieder aus drei gleichwertigen Integralen, sodass nach
der Substitution ys = x5 — x1, Y3 = 13 — 1

h=3/7~/iWJWWWﬁ@me@ﬂmmmwawﬁJwam+K@»@y~@MK9
3 R3

gilt. Analog zur Rechnung in [; lasst sich wieder das y; Integral 16sen und wir erhalten
nach der Substitution z3 = y3 — ¥

IZ =3 ‘W|3 / ce / ]lKl(ZQ + EU(KZ N (Zg + Kg)))ng s Q(ng)
K3 R3

Ist der Schnitt Ko N (23 + K3) # &, so lassen sich die Integrale beziiglich z; und z3
nacheinander 16sen und wir erhalten

I, =3 ’W|3E[ Eo‘s]E[ Zo @ (_EB)|3]-
Im Fall eines isotropen typischen Korns folgt insgesamt mit 4.2.3, dass

1 = W1, (OB[E0l* + - BlISaly B[00 B[ ()] )

Der dritte Summand hat nach der gleichen Substitution wie bei I; den Wert
I3 = / '/]1Wéu(Km(y2+Kz)ﬁ(y3+Ks>)(yl)]l[Km(ys+Ks)]®(Kz)(yz)dyl - Q(dKs).
K3 RS

Das y; Integral lasst sich abermals 16sen und wir erhalten mit Hilfe der Translationsinva-
rianz des Lebesgue-Mafes
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Iy = W1, / o / g (s + K3 (- ) (Y2) dy2 - - QA K)
i3 R3
und nach Losen des dys Integrals schlieklich

B=WLE| [IEnw+Zp) o (=, dy
R3

Im Fall eines isotropen typischen Korns folgt wieder mit Hilfe der Kinematischen Haupt-
formel

I3 = |W|3 E

- =i\ = | . - -
JXEor @+ ) il + 4 M(E0n (o -+ Zp)HEE]
R3

1 — — — — —
+ Eﬂz(ﬁ(go N (z+Z5)))M(Z5) + |20 N (z + Zp), d:p] .

Nach erneuter Anwendung der Kinematischen Hauptformel folgt

™

Iy = W], (ME[’H?(aEO)}S + %EHEO|3]]E[7—[2(850)]E[M(EO)] + 3E[|EO|3]2) .

Insgesamt folgt wie gefordert

_Nr(l-p)

E[W,,(W)] 250

W1, E[H?(0,)] .

Das Ergebnis E[U(W)] = A(1 — p) [W|, ist intuitiv ersichtlich: Die Anzahl der Punkte
einer Realisierung des Wy zugrundeliegenden Punktprozesses in W ist im Mittel A |[W|,.
Nun nehmen wir geméfs der Verdiinnungsregel aus dieser Realisierung Punkte heraus.
Diese Entfernung geschieht offenbar mit Wahrscheinlichkeit 1 — p, also bleiben im Mittel
A(1 —p) [W], Punkte in der Verdiinnung iibrig.

Interessant ist weiter, dass die Intensitat nicht mehr von der gewéhlten Richtung u
abhangt.

~Mit Hilfe von Satz 4.2 sind wir bereits in der Lage eine Eigenschaft des Schétzers
Ngn(u) zu beweisen.

Korollar 4.3 (Erwartungstreue von Ny, (u)): Im stationdren Booleschen Modell mit
Intensitit A\ und typischem Korn =y gilt in d = 2

2

E[funta] = -9 (3~ 5 @00 (=) -280m) )
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und falls Zg zudem isotrop ist, so gilt

B[Fan(w] = -5 (A= B O=0)]).

47
In d = 3 gilt fiir isotrope =

B [Sa)] = (1 - ) (A - TEHO=EDIE0) + SB[ =)

Insbesondere ist Nd,n(u) in diesen Fdllen erwartungstreu.

Beweis. Die Formeln fiir die Erwartungswerte folgen unmittelbar aus der Definition und
den Rechnungen in Satz 4.2. Die Erwartungstreue ergibt sich aus dem Vergleich mit
bekannten Formeln fiir das Boolesche Modell, siehe z.B. [41] auf Seite 389 und 391. [

Neben der Intensitdat benotigen wir zusétzlich die asymptotische Varianz von Nd,n(u).
Dabei beschréanken wir uns in der folgenden Rechnung auf den Fall d = 2:

Definition 4.4 (Asymptotische Varianz von N, (u)): Seien W} bzw. ., die Prozesse
der positiven bzw. negativen Tangentenpunkte des Keim-Korn-Modells. Dann heifit

oi(u) = 0% (u) + 02 (u) — 2p(u)

die asymptotische Varianz von NAvn(u). Dabei kiirzen wir die Beitrdge mit

Var (U5 (W,))
o’ (u) = lim TR
nl2
Var (¥, (W,
nl2
Cov(WH(W,), U= (W,
o) = i SO T 0]
nlo

ab.

Bevor wir 0% (u) fiir stationére Boolesche Modelle berechnen, wollen wir noch eine weitere
Notation festlegen. Im Laufe der Rechnungen haben wir es aufgrund der Struktur von
U bzw. ¥, mit Summen der Form

ST 2 - u Y Y 2

i,j>1 k,I>1 i>1 j£i E>1 Ik

zu tun. Zerlegen wir die Summe iiber £, so erhalten wir

IEDIETS HUTTPINIEKS IS 3 ]

ij>1 ki>1 i>1 j#i k#i,j 1£k I#£i 1§
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Zerlegen wir analog die Summe iiber [, so erhalten wir

Z yz] Z Zkl

ij>1 ke l>1
:Zzyij <Z Z Zp + Z Zyi + Z ij+zzil+zij+zzjz+zﬁ> .
i>1 ji k#i,j Ik, k#i,j ki, 14, I#i,j

Wir werden mit Hilfe der Slivnyak-Mecke Formel die drei Zahlen

£
so =K g yz’jzkl
L 4,5,k,0>1

#
s =E Z Vii(Zei + 21 + Zi + Zj1)

Li,J,k=>1

£
Sg = E Z yij (Z” -+ Z]z)

Li,j>1

berechnen, wobei wir die Indizes als Wert von #({4, j} N {k,(}) festlegen (d.h. in s ist
#({i,j} N {k,1}) =0 usw.).

Damit konnen wir nun im stationdren Booleschen Modell die asymptotische Varianz
von N, (u) berechnen. Zentral wird dabei wieder die Slivnyak-Mecke Formel sein. Die
zuséatzlichen Rechenschritte sind im Wesentlichen die gleichen wie in Satz 4.2. Schlussend-
lich stiitzen wir uns bei der Berechnung der Limiten auf den Satz von der majorisierten
Konvergenz. Dafiir bendtigen wir weitere technische Bedingungen an das typische Korn.

Satz 4.5 (Asymptotische Varianz von N, (u)): Sei W2 ~ Il ¢ ein Keim-Korn-Prozess

!/

und =y, Zf, unabhdngig gemdfs Q) verteilt. Mit den Abkiirzungen

= ]P’(I € Zo—Llu (“0))>7
= K ® (“D\(K® — £u(L) U (~L° + u(K))),
:]P)<$ € _40U(u0+y) Eu(Eoﬂ(y—f'Ez)))vy € Du(E(bEE)))

und unter den Bedingungen E[|EO| | < 00 und E[|Dy(Z0, Z5)|; } < oo gilt:

o (u) = A1 —p) + /\Q/exp (=AE[U(x,Z0)]) — exp (—2XE[|Z0[,]) dx

Rd

— )\z/exp (=AE[U(z,Z0)]) (2 = F(—2))F(x)dx,

R4
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X2 (1 - p)

o (u) = 0 PR, (5, =)
X / / exp (=AE[U(Ca( Ky N (2 + K2)) — u(K1 0 (y + Ks)), Zo)))
o R2
X (1= sty (K 0 (2 K)) (L = sy (K O (3 + KG3))
X Up,(ky,102) () Up,, (K, 165) (y)drdyQ(d K ) Q(d K2) Q(d K3)

+ 2B D0, 2L / exp (—AE[U (2, Z0)]) — exp (—2AE[|Eol,]) dz

+% / / / exp (—NE[U(2, Z0)]) H(—=, ) H (z, =)dzdyd>

2 ED.(E0 ) / / exp (~AE[U (2, Z,))) H(x, y)dady,

plw) = ~ S E[|Du(E0, 21 / exp (—AE[U (. Z0))) Fla)da

)\3

E[|D. (50, 51, / exp (—AE[U (2, Z0)]) — exp (—2AE[|Sol,]) dz

_ /\;//exp(—)\]E[U(x,Eo)]) (1 — F(—a))H(z, y)dedy

R2 R2

\2 / / / exp (—AE[U(Cu(Ky) — Lu(K1 O (Ks + 2)), 5o)))

K2 K2 R2
X Lp, (K, k) (2)dxQ(d ) Q(dKy).

Insbesondere ist E[|EO| | < 00 und E[|Dy(Z0, Zp)l5 } < 0o hinreichend fiir 0% (u) < co.

Beweis. Um 02 (u) zu berechnen, bendtigen wir E[W;(W)?]. Wir miissen also zunéchst
die Summen richtig ordnen, um die Slivnyak-Mecke Formel anwenden zu konnen. Es gilt

Ur(W)? = Mw(Xi + (E) [T = Lyez, (X + G(E2))

i>1 ki
£ _ _
+ Z T (X + 0u(5) 1w (X + Cu(Z5))
ig>1

X H (1 — Ix, 4z, (Xl + EU(E,)))(l — Ix4z, (Xj + EU(E]»)
ki,
X (1= Txpz, (X + Cu(50))(1 = Ix4z, (X5 + Cu(E)))),
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wobei der erste Teil in Satz 4.2 (i) betrachtet wurde. Den Erwartungswert der restlichen
Summen bezeichnen wir geméf der von uns eingefithrten Notation mit s;. Diese hat
aufgrund der Slivnyak-Mecke Formel den Wert

5 = A2 / / Ly (1 + Lu(K0)) Ty (3 + € (K))

Kd R4

x E

[T = 1z, (21 + Cu(ED) (1 = Dz, (22 + fu(K2)))]

k>1

X (1= Loppry (1 + Cu(BK1))) (L = Loy iy (2 4 Lu(K3)))day - - - Q(dK).

Mit der Substitution von ys = x5 — 21 folgt

s1= A2 / - -/]lw(y1 + 0, (K1) Lw (g1 + y2 + Cu(K3))
Kd  Rd

x E

TT = Lz + G(K)) (L= Tx gz, (11 + 12 + £U(K2)))]

k>1

X (1 =1, (—y2 + Lu(K1))) (1 — L, (y2 + Cu(K2)))dy: - - - Q(dK2).
Offenbar gilt
1 - (1 - 1Xk+5k(y1 + £U<K1)))<1 - ]leJrEk(yl + Yo + €u<K2)))
= Lz —y—u (K1) UEr—91 2 —tu (K2)) (—Xk)

und mit der Darstellung des erzeugenden Funktionals im Boolesches Modell folgt daraus

E|T] = Lxm (n + GK)) (L= Lxem, (g1 + 92 + Eu(KQ)))]

k>1

= exp _/\//]I(Mylfu(Kl))U(Mylyzfu(Kz))(_Z)dZQ(dM)
Kd R4

Die Integration beziiglich dz ldsst sich durchfithren und wir erhalten mit Hilfe der
Translations- und Spiegelungsinvarianz des Lebesgue-Mafses

E|J] = Lyim (n + (K)) (L= Lx gz, (11 + v2 + fu(K2)))]

—exp | A [ 104 = £,(K0) U (M =~ 4o 6,(K2))], QM)

= exp(—AE[[(Zo — €u(K1)) U (B0 — Cu(K2) — 1) o))
(4.5.1)
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Dieser Term ist nicht mehr von y; abhéngig, wir konnen also das entsprechende Integral
berechnen und es gilt

o = N / / / (W — L(F0) N (W =y — £(5))],
icd jcd Rd
x exp(=AE[[(Zo + y + Lo () — 0,(K41)) U Zly))
X (1= T (= + CalED))) (L — T, (3 + £u(52)))dyQ () Q).

Substituieren wir nun z = y + £, (K>) — £, (K1), so erhalten wir wieder mit Hilfe der
Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafes

5 :AQ///]WH(W—i—x)\QeXp(—)\EHEOU(Eo+x)|2})
Kd Kd Rd
X (1= 1g, (Lu(K2) — 2))(1 = 1k, (2 4 £, (k) dzQ(d ) Q(AK),

wobei wir von nun an die Abkiirzung U(z, Zy) = |Zy U (Eg + )|, verwenden. Nun lassen
sich die Integrale beziiglich Q(dK;) und Q(dK>) l6sen und wir erhalten mit der Abkiirzung

51 = \? / (W N (W + z)|,exp(=AE[U (z, Zp)])

X (1= F(—z)— F(x) + F(z)F(—x))dx.

Durch die Transformation von y = —x lésst sich unter Ausnutzung der Translationsin-
varianz des Lebesgue-Mafes der Summand mit F(—z) umschreiben und wir erhalten
schliefslich

s1= A2 / W N (W +z)|,exp(=AE[U(z, Z)])(1 — 2F (x) + F(x)F(—x))dz.

R4

Wir erhalten also

Var (¥ (W,))

w0
e / W, Q|%TQ+ 92 exp (—AE[U(z,Z)]) — exp (—2\E[|Zo),]) 1w, ()dx

—\? |an(Wn+x)|Qex — T, = — F(—=x x)dx
A / T exp (< XEIU (e, Zo))) (2 — F(=2))F(a)d

und miissen nun davon den Limes fiir n — oo berechnen. Dafiir werden wir den Satz der
majorisierten Konvergenz bemiihen. Fiir das zweite Integral ist eine Majorante durch

g9(x) =2(1 = p)P(x € Zo — u(Z0))
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gegeben. Aufgrund des Satzes von Fubini und wegen der Translationsinvarianz des
Lebesgue-Mafes gilt

/ g(z)dz = 2(1 — p)E / =g,z (2)d| = 2(1 — p)E[Zol,).

Rd Rd

die Majorante ist also integrierbar. Das erste Integral lédsst sich mit Hilfe der Kovarianz-
funktion C' (siehe 2.15.2) als

exp (—AE[U(x, Eo)]) — exp (=2AE[|Z0l,]) Tw, (z)dx

/ W (W), + I)|2
(Wl
R4

(C(z) — pH)dxr (4.5.2)

B / (W OV (W, +a7)|2
(Wl
R4

schreiben, wobei wir ausnutzen, dass aufgrund von Fubini

/ (W, 0 (W, + )|,
[Waly
R4

— 1w, (x)dx

|Wln|2 / / L, (1)L, -y (—2) — Tw, ()L, (y)drdy = 0.

Rd R4

Da erneut aufgrund von Fubini und Translationsinvarianz
Lo L) ~ 2
/EH:O N (Zo + z)|yldz = E[|Z)5]
Rd

und wegen 0 < C(z) — p* < E[|Z5 N (Eo + z)],], haben wir eine integrierbare Majorante
gefunden. Weil

C(z) — p* = exp (=AE[U(2, Z))]) — exp (—2AE[|Zol,])

liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz mit lim,, o |W, N (W,, + )|, / [Wa|, =
1 schlieBlich die geforderte Formel fiir o2 (u).

Um 02 (u) zu berechnen, miissen wir ¥, (1) quadrieren. Betrachten wir zunéchst den
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Beitrag der Summanden mit #({i,j} N {k,{}) = 0. Analog zum bisherigen Vorgehen
haben diese Summen nach der Slivnyak-Mecke Formel den Erwartungswert

o= [ [ o+ (K (0 = 1+ K)o+ 6K 1 4 = -+ K0)))

K2 R2
X E|:H(]_ — ]an+5n($1 +£u(K1 N (372 — I + KQ)))
X (1 — ]an+5n(.T3 + gu(Kg M (.1'4 — I3 + K4)))

X (1= Lok, (03 + Lu(K3 N (24 — 23 + Ky))))

X (1= Nayr (w3 + Lo (K3 N (24 — 23 + Ky))))

X (1= oy iy (21 + Lu(K1 N (29 — 71 + K3))))

X (1= oy, (01 + Lu(K1 N (29 — 21 + K2))))

X Lp, (k1K) (T2 — 1)L, (ks 104) (T4 — x3)dTy - - - Q(dKY).

Nach der Transformation y; = x1, Yo = T2 — 1, Y3 = T3, Y4 = T4 — T3 Mit dxy -+ - dry =
dyl cee dy4 fOlgt

a A24/"'/]IW@NL&L(KN” (y2 + K2)) Lw (ys + Lu(K3 N (g2 + Ky)))

9 E[H(l e, (o (LD (g2 K2)))

n>1

X (1 =1x,4z,(ys + L (K30 (ya + Ky)))

(1= Lyvi, (3 + Cu( K3 0 (Y2 + K4))))
(1= Tpi o (y3 — v + Cu(K5 N (ys + Ky))))
(1= Lypiy (Y1 + Cu( K1 O (2 + K2))))
(1= Lyrra(y1 — y3 + Lu(FK1 0 (Y2 + K2))))
X Lp, (k1K) (Y2) LDy (s, 100) (Ya )y - - - Q(dKY).

X
X
X
X
Fiir das erzeugende Funktional kénnen wir analog zu 4.5.1 wieder

E H(l —Ix, 1z, (1 + L (KN (g2 + K2))) (1 = 1x, 42, (Y3 + L (K30 (Y4 + Ky)))

n>1

= exp (=AE[U (0o (K1 N (y2 + Ka)) — Lu (K30 (ya + K4)) — y3 + 1, 50)])
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schreiben. Nach der Transformation z3 = y3 — y; folgt

S0 =" / e / Ly o, (i (za+ K2)) (20) Tw e, (s n(zatKa)) — 25 (21)
K2 R
X exp (—AE[U (L, (K1 N (22 + K3)) — Lo (K3 N (24 + Ky)) — 23,Z0)])
X (1 = Liy—tu (Kan(zar k) (23)) (1 = Ly, (on(zak0)) (28 — 22))
X (1= Tyt (ki (ot K2)) (—23) ) (1 — L, e, (K (20 Ko)) (— 23 — 24))
X ]lDu(Kl,Kg)(22)]lDu(K3,K4)(Z4)dzl - Q(dKy).

Nun lésst sich das dz; Integral berechnen und wir erhalten dann nach der Transformation
Y =22, & = £u<K1 N (22 -+ KQ)) — £U<K3 N (24 + K4)) — 23, 2 = 24

4
=% [ [ o), ew (B, Z0)
K2 R2
X (1= 1, inr2) (=) (1 = Ly g, (in(2)) (=2 = 1))
X (1 = Lkt (Ksn(e+k0) (T) (1 = Liy e, (kan(z+K0) (T — 2))
X ]lDu(Kl,KQ)( p, (K3,K41) (2)dz - Q(dKy).

Mit der Abkiirzung H(z,y) = P(z € S0 U (Z)+y) — Lu(E0 N (y + =),y € Du(Z0,Zp))
und [[,(1 —14,) =1— 1,4, folgt schlieklich

:)\—EHD (Z0,Z)l, /|Wn (W + )|, exp (AE[U (2, Zo)]) dx

4
w5 [ [ ov o)l em (U Z)) H(-o ), 2)dudyd
R2 R? R2
)\4
= SEIDLEZL] [ [ 1W 0V 4 0)lyexp (-XEW (2. Z0)) H (e, ) dady,
R2 R2

wobei wir noch eine einfache Substitution durchfiihren und die Invarianz des Lebesgue-
Mafles nutzen, um den letzten Summanden auf die angegebene Form zu bringen.

Dividieren wir das nun durch |W|,, so miissen wir wieder fiir jeden Integranden eine von W
unabhéngige integrierbare Majorante finden. Dabei kiirzen wir die Argumente aber etwas
ab. Das erste so entstandene Integral in sq/ |W|, wird gemeinsam mit E[w; (W)]?/ W,
genauso majorisiert wie in 4.5.2. Das zweite fragliche Integral wird durch

g(z,y, 2)
= (1 — p)P(y € Du(Z0, Z))P(z € Z U (2 + 2) — Lu(Z0 N (2 +Z)), 2 € Du(Z0, =)

majorisiert. Auch das ist aufgrund dhnlicher Argumente wie bei der Berechnung von
03 (u) integrierbar, genauso wie

g(z,y) = (1=p)P(x € ZoU (Z) +y) — u(Eo N (y + =),y € Du(Z0,Zp)),
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was eine Majorante des dritten Integrals darstellt.

Betrachten wir nun den Fall #({i,j} N {k,l}) = 1. Dabei ergeben sich vier Sum-
manden, die alle den gleichen Beitrag liefern. Insgesamt ist dieser wieder wegen der
Slivnyak-Mecke Formel

A

5= 41/"'/1W($1 () (2 — 11 4 o)) (1 + £ (K 1 (23 — 21 + )

K2 R2

X ]E|:H(1 — ]an+En($1 + &(Kl N (5(72 — I + KZ))))

n>1
X (1= 1x,4=2,(v1 + L, (K1 N (23 — 11 + K3))))

X (1= Loy iy (w1 + Lu(K1 N (22 — 21 + K2))))
X (1 — ]lx2+K2(131 + gu(Kl N (133 — X+ Kg))))
X Lp,(rc1,5) (T2 — T1) LD, (k1 1) (T3 — 21)dy - Q(dKG).
Auch hier transformieren wir wieder y; = x1, yo = T3 — 1, Y3 = T3 — T1, drvidredrz =

dy1dysdys und erhalten, nachdem wir abermals analog zu 4.5.1 die spezielle Form des
erzeugenden Funktionals im Booleschen Modell verwenden,

$1= )\3/"'/1W—eu(Klﬂ(yz+K2))(yl)]lw—éu(Km(yg+K3))(yl)
K2 R?
x exp (—AE[U (€, (K1 N (y2 + K3))) — Lu (K1 N (ys + K3))), Zo)l)
X (1 = Ly (u (K1 N (32 + K2))))
X (1= Ly,tr0, (Cu(E1 N (Y3 + K3))))
X Lp,(k1,K5) (Y2) LD, (K1, K5) (Y3) Ay - - - Q(AK3).

Nun kénnen wir das dy; Integral berechnen und erhalten schliefslich

s1=N [ [ WA (W + 0,(Ky N (2 + Ka)) — 6,(Ky N (y+ K3))l,
-]
X exp (=AE[U (L, (K1 N (x4 K3))) — L (K1 N (y + K3))),Z0)])
X (1= Lypre (G (B N (7 + K2)))) (1 = Loy ii, (Cu(F N (y + K3))))
X Lp,(161,5) (T) LDy (1 1e3) (¥) dxdy Q(d K1) Q(d K 2) Q(d K3).
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Der Integrand von s;/ |W|, wird majorisiert von (1 — p)1p, (k, k2 (%)Lp, (K, k4)(y). Auf-
grund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt

//(1 —)p, (&:,5) (T) D, (k1,K5) () drdyQ(d K1) Q(dK2)Q(dK3)

]CZ RQ
—(1-p) / / / 1D (K, ), [ DKy, K3), QUK ) QUK Q)
’C2 ]C2 ]CQ

< (1 - PE[|Du(E0, 2],

also ist die Majorante integrierbar.

Zu guter Letzt betrachten wir den Fall, dass #({i,7} N {k,l}) = 2. In Diesem Fall
erhalten wir
So9 = E[‘Ifi(W)},

u

den wir schon in Satz 4.2 (ii) berechnet haben. Zusammengesetzt kénnen wir daraus mit
Hilfe des Satzes der majorisierten Konvergenz die Richtigkeit der angegeben Formel fiir
o2 (u) folgern.

Bei der Berechnung von p(u) betrachten wir wieder die verschiedenen Beitréige der
Summen. Der Term mit #({7, 7} N {k}) = 1 hat aufgrund der Slivnyak-Mecke Formel den
Beitrag

)\2
= 7/"'/]lw—fu(Km(Ker:cz—m))(xl)]lw—éu(m)(371)

K2 R2
x exp (—AE[U (£, (K1) — Lo (K1 N (K2 + 22 — 21)), Z0)])
X (1= Tromr (i) (T1 = @2)) LD, (k1 o) (T2 — @1)dw1d2Q(d K1) Q(dK)

)\2
+?/"'/]lW—éu(Km(Kz-Hm—ﬂCl))(Il)]lW_K"(KQ)(x2)

K2 R2
X exp (—)\E[U(ﬂfg — T+ gu(KQ) — gu(Kl N (Kz + X9 — .%’1)), Eo)])
X (]_ — ]lKl—Zu(KQ)(mQ — xl))]lDu(Kth)(xQ — Jfl)dl'ld{L‘QQ(dKl)Q(ng)

Transformieren wir diese Integrale jeweils geméfs y» = x9 — 21, so erhalten wir

/ / (W= (K1 O (Katy2))) (W —u (K1) (Y1)
2

X exp(—)\IE[U(€ (K1) = Lu(K1 N (K2 + y2)), Zo)])
(1= Tyt (x0) (—92)) LD, (51 1) (Y2) dy1 dy2Q (A K1) Q(d Ks)

/ /]l(w Ly (K1N(Ka+y2)) )N(W—y2—Ly (Kz))(yl)
2 R2

x exp (=AE[U (y2 + u(K2) — (K1 N (Ka + 42)), Zo)])
X (1= 1k, 0, (k) (Y2) ) D, (561, K2) (Y2 ) dy1 dyo Q (A K1) Q(d K.
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Nun kénnen wir jeweils das dy; Integral l6sen und erhalten mit Hilfe der Translationsin-
varianz des Lebesgue-Mafses

:% / / / WA (W + £(KL) — (K, (K + @),

x exp (=AE[U (£, (K1) — €y (K1 N (K2 + 1)), Z0)])
X (1 - 1—K2+€u(K1)(x))]lDu(Kl,Kz)(x>de<dK1)Q(dK2)

+%2///\Wm(W+x+£u(K2)—fu(Klﬂ(KerﬂC))\z

,CQ ,CQ R2
x exp (—AE[U (x + £, (K5) — £,(FK N (K + ), Z0)])
X (1= T, g, (52) (2)) LD (161 12 (2) dr Q(d K ) Q(d K2 ).

Die Integrale in s,/ ||, sind jeweils majorisiert durch (1 —p)1p,x,,k,)(¢). Da aufgrund
der Definition von D, sowohl (K; — ¢,(K3)) N D, (K1, K3) als auch (=K, + £,(K7)) N
D, (K1, K3) Nullmengen sind, lassen sich wegen —z € D, (K, K3) < v € D, (K3, K;) die
asymptotischen Beitrdge der Integrale nach der Transformation x = —x zusammenfiihren
und wir erhalten daraus insgesamt als asymptotischen Beitrag

i St
ngﬂlv (W1, -

A2 / / / exp (-AE[U(L,(K) — 6,(Ky 0 (K + 7)), Zo)])
K:Z ]CQ ]RQ
X ]lDu(Kl,Kz)<x>de(dK1)Q(dK2)'

Der Term mit #({i,j} N {k}) = 0 hat aufgrund der Slivnyak-Mecke Formel den
Beitrag

3
8o = % / e / Lw — o (K1 A(Kata—o)) (£1) Dw -, (565) (3) LD, (61 o) (2 — 1)
K2 R?
X exp (=AE[U(z3 — 1 — Ly (K1 N (Ky + 29 — 1)) + Lo (K3), Z0)))
X (1= Tgey e, (55) (23 — 21) ) (1 — LRy, (165) (T3 — T2))
X (1= Lyt (k1Ko s —a1)) (T1 — @3) )dxy - - Q(dIS3).

Wir transformieren wieder y; = x1, y2 = T2 — 21, y3 = 3 — 1 und erhalten

3
50 = %/ o / LWt (Ky N (Katya)) )N —ys— £ (K3)) (1) LDy (K1 K0) (U2)
2 R
x exp (—AE[U(ys — €, (K1 N (Ky + y2)) + u(K3),Z0)])
X (1= Lge,—0,(5) (Y3)) (1 = Ly —p, (1) (Y3 — ¥2))
x (1— 1K3—Zu(K1ﬂ(K2+y2))(_yB))dyl - Q(AK3).
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Nun kénnen wir das dy; Integral berechnen und erhalten nach der Transformation y = ys,
z=ys — Lu(K1 N (K2 4+ y2)) + Lu(K3)

23
=5 [ [ 1WAV 4 2)lexp (B, Z0) Loy 0
1C2 R2
X (1= T (i 49) () (1 = Liy iyt (1055 +9)) (7))
< (1= Ty () Ay QAR QU Q).

Daraus erhalten wir wieder mit [[ (1 —14,) =1—1y,4,

— )‘_]E“D (S0, Z0) 1] / W N (W +z)|,exp (—AE[U(z,Z)]) (1 — F(—z))dzx
_ % // (W N (W +z)|,exp (=AE[U(x, Z)]) (1 — F(—=2))H(z, y)dzdy.

R? R2

Der Integrand des zweiten Integrals in so/ |[W], wird majorisiert von
(1 =p)P(x € ZU (5 +y) = Lu(E0 N (55 +9))),y € Dul(E0,50)),

was erneut aufgrund von Fubini integrierbar ist. Der Integrand des ersten Integrals wird
zusammen mit E[UF(W,,)|E[¥; (W,)] analog zu 4.5.2 majorisiert. Insgesamt koénnen wir
aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz die geforderte Form von p(u) folgern.
Auferdem folgt aus E[|EO|§] < 0o und E[|D,(Zo, Eg)|§] < oo auch direkt die Endlich-
keit von o2 (u). O

Betrachten wir D, (K, L) etwas genauer. Da (K° — ¢,(L)) U (—L° + ¢, (K)) C K & (—L)
und (K° — 4,(L)) N (—=L° + ¢,(K)) = @, entspricht |D,(K, L)|, /2 dem sogenannten
gemischten Flacheninhalt von K und —L. Auferdem ist D, (K, L) nicht von u abhéngig.
Wegen | D, (20, Zp)], < H'(0Z0)H ' (0=})/8 (siehe Seite 321 in [39]) und aufgrund der
Unabhéngigkeit von =y und =, ist E[Hl(auo) | < o fiir die Erfiillung der Bedingung

E[|D, (HO,HO)@} < o0 hinreichend.

Die semi-explizite Formel aus Satz 4.5 fiir 0% (u) lasst sich fiir spezielle Markenvertei-
lungen wie z.B. Q([0,1]?) = 1 explizit auswerten. Insbesondere fiir Boolesche Modelle
mit Billen deterministischer Grofe als typischem Korn wire eine Formel fiir 02 (u) sicher
erstrebenswert. Allgemein scheint eine Auswertung aber aufwendig und der Informations-
gewinn gering, zumal es gute Schétzer fiir 0% (u) gibt (siche Kapitel 6).

Falls lim,_,o |W,|, = oo, impliziert Satz 4.5, dass N 4n(u) nicht nur erwartungs-
treu, sondern auch L*konsistent ist. Fiir den Rest der Arbeit werden wir 0% (u) > 0
bedingungslos voraussetzen.
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5 VERTEILUNGSASYMPTOTIK DER
EULER-POINCARE-CHARAKTERISTIK

Die Problemstellung bei der Untersuchung der Verteilungsasymptotik der EPC eines
Keim-Korn-Modells ist die Folgende: Unter welchen Abhéngigkeitsbedingungen an den
Keim-Prozess und unter welchen Momentenbedingungen an Funktionale des typischen

Korns gilt
VIWala (Nan(w) = No) = N(0, 03 (w)?

Dabei konkurrieren die Abhéngigkeitsbedingung und die Momentenbedingung miteinan-
der. Je expliziter die Abhéngigkeitsstruktur des Keim-Prozesses ist, desto weniger strenge
Bedingungen miissen wir an das typische Korn stellen. Ist jedoch die Abhéngigkeitsstruk-
tur des Keim-Prozesses allgemeiner, miissen auch strengere Bedingungen an das typische
Korn gestellt werden. Dies wird in den folgenden Grenzwertsétzen auch ersichtlich sein.

In diesem Kapitel werden wir zunéachst das stationdre Boolesche Modell behandeln.
Dabei wollen wir zunachst zusétzlich beschrinkte Korner voraussetzen. Diese starke
Einschriankung wird zu einer sehr konkreten Abhéngigkeitsstruktur, der sogenannten
m-Abhéngigkeit, fiihren. Entsprechend stark werden auch die Aussagen sein, insbesondere
erhalten wir in unseren Grenzwertsitzen Konvergenzgeschwindigkeiten. Dies wird fiir
den Fall von unbeschrankten Koérnern nicht mehr der Fall sein. Um eine entsprechende
Aussage beweisen zu konnen, werden wir jedoch auf eine Approximationstechnik mit
m-~abhéngigen Feldern zuriickgreifen.

Im zweiten Unterkapitel wollen wir dann allgemeinere Keim-Prozesse zulassen. Dabei
werden wir fiir S-mischende Keim-Prozesse Grenzwertsétze formulieren. Da der Keim-Pro-
zess allgemeiner ist als im Booleschen Modell, ist klar, dass wir strengere Bedingungen
an das typische Korn stellen miissen.

Wir werden versuchen, die Aussagen parallel fiir d = 2 und d = 3 zu formulieren
und zu beweisen. Damit wollen wir die Gemeinsamkeiten hervorheben, wir werden an
entsprechender Stelle aber auch auf Unterschiede in der Behandlung hinweisen.

5.1 DAS STATIONARE BOOLESCHE MODELL

In diesem Unterkapitel wollen wir Grenzwertsétze fiir die EPC von stationdren Booleschen
Modellen beweisen. Dabei betrachten wir zundchst beschriankte Koérner, d.h. wir setzen
zunachst voraus, dass das typische Korn =y der Bedingung

P(Z, C B(o,R)) = 1

fiir ein R > 0 geniigt, wobei wir mit B(z, R) den abgeschlossenen Ball mit Radius R
um x bezeichnen. Wir stellen also strenge Bedingungen sowohl an den Keim-Prozess
als auch an das typische Korn. Diese strengen Bedingungen fiihrt zu einer sehr speziel-
len Abhéngigkeitsstruktur der Tangentenpunktprozesse, die es zulésst, dass wir sogar
Konvergenzgeschwindigkeiten in den Grenzwertsétzen angeben konnen.
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Um nun bekannte Grenzwertsétze verwenden zu kénnen, miissen wir Vorarbeiten leisten.
Wir betrachten Beobachtungsfenster der Form

W, = [0, Rn)*.

Mit dieser speziellen Wahl liegt es nahe, das Beobachtungsfenster W,, in Quadrate bzw.
Wiirfel der Kantenldnge R zu zerlegen. Dazu definieren wir

Ej = >< [js - 17js)
s=1
fiir j = (j1, ..., ja) € Z% und
W, = | J RE;
JjEVn
mit V,, == {1,...,n}% Dabei beschlieRen wir direkt die Konvention, die Multiindizes
j € Z% mit fetten Buchstaben zu benennen. Den Raum der Multiindizes versehen wir

.....

stochastische Feld (j);eze geméf

& =V, (RE;) — ¥, (REj) (5.0.1)
in d =2 bzw.
& =V, (RE;) — W, (RE;) + V5 (RE)) (5.0.2)
in d = 3. Offenbar gilt
- 1
Nd,n(“) = 5'7
|Wn|dJ€ZVn !

anstatt also die Tangentenpunktprozesse zu betrachten, untersuchen wir nun das Feld
(&)jeze- Der Vorteil davon ist, dass dieses Feld nicht nur die Stationaritét erbt, sondern
auch eine spezielle Abhangigkeitsstruktur besitzt.

Definition 5.1 (m-Abhéngigkeit): Ein stochastisches Feld (&);eza heifft m-abhdngig,
falls fiir alle endlichen Mengen U,V C Z¢ mit

min_|u; — v >m
uelUpeV

fiir eine Komponente | € {1, ...,d} die Vektoren (&)jev und (&)jev unabhingig sind.

Wir konzentrieren uns auf spezielle m-abhéngige Felder, namlich solche, die eine Block-
darstellung besitzen.

Definition 5.2 (Blockdarstellung): FEin m-abhdngiges stochastisches Feld (&)jeza hat
eine Blockdarstellung, falls es eine Funktion f und Zufallselemente (V5 )xeza ¢ibt, sodass

&= f(Wisk e Vi(m)})

fiir eine von m abhéingige Menge Vi(m) C Z.
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Nicht jedes m-abhéngige Feld besitzt automatisch eine Blockdarstellung (siehe [1]). Im
Fall von beschrankten Kérnern gilt fiir uns allerdings:

Lemma 5.3: Im stationdren Booleschen Modell mit Intensitat A und typischem Korn
Eo, das P(Zg C B(o, R)) =1 fiir ein R > 0 erfiillt, besitzen die Felder (&);eze aus 5.0.1

und 5.0.2 eine Blockdarstellung und sind insbesondere 2-abhdingig.

Beweis. In unserem speziellen Fall konnen Tangentenpunkte in einem fixierten Quadrat
bzw. Wiirfel RE; aufgrund der Bedingung P(Zg C B(o, R)) = 1 nur von Kornern herriih-
ren oder iiberdeckt werden, deren Keim nicht weiter als R von dem fixierten Quadrat
bzw. Wiirfel entfernt liegt. Damit ist es nicht notwendig, fiir die Berechnung von ¢;
den kompletten markierten Punktprozess Wia zu betrachten. Ausreichend ist es, den
eingeschrankten Punktprozess

\Ijl*c() = Z]IREk<Xi)5(Xi,Ei)(') (531)

i>1

fir |k — j| <1 zu betrachten. Da die eingeschrénkten Prozesse (U} )xeza eine i.i.d. Folge
bilden ist das Feld (&;);eze 2-abhéngig. O

Die daraus entstehende Blockdarstellung lasst sich in d = 2 visualisieren, insbesondere
wird auch die 2-Abhéngigkeit von (&);ez2 klar.

Abbildung 5.4: Farbliche Visualisierung der Blockdarstellung von (&j)jezz. Die Abbil-
dung f bildet die farblich gleich gekennzeichneten W} auf die in der gleichen Farbe
gekennzeichneten & ab. Da die eingeschrankten Prozesse (Vj)kezz eine ii.d. Folge
bilden, sind die beispielhaft gewéhlten Zufallsgroken £z 2) und 2 5) unabhéngig.

Nach diesen Vorarbeiten wenden wir uns der Formulierung von Grenzwertsétzen zu. Dies
ist moglich, da fiir m-abhéngigen Felder (insbesondere jene mit Blockdarstellung) die
Verteilungsasymptotik gut verstanden ist (siehe z.B. [6], [9], [13], [14], [15]). Wir notieren
im Folgenden die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung mit ® und definieren
den sogenannten r-Rand von V C Z? durch 0"V = {z € V | dist(z,Z)\V) < r}.
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Aufserdem nennen wir zwei Folgen (a,),>1 und (b,),>; Hardy-Littlewood dquivalent
(notiert a, < b,), falls

... ca . a
0 < liminf = < limsup — < 0.
n—0o0  Op n—00 n

Speziell wollen wir im Folgenden Theorem 6 aus [13| verwenden:

Satz 5.5 (Grenzwertsatz fiir m-abhéngige Felder): Sei (Yj)jeze ein stationdres m-
abhingiges Feld mit Blockdarstellung und E[Yy] = 0 sowie E[|Yp]?] < co. Weiter sei

Su=Y_Y

jevy
fiir V,, C Z¢ mit Var(S,,) < #V,, und
_ #0MV, 0
im =
n—00 #Vn

fur alle r € N. Dann gibt es eine Konstante C > 0, sodass

igng ]P’(Sn < 1\/@) — CID(x)‘ < \/C#;'Tn

In [13] ist Satz 5.5 nur fiir Felder formuliert, die von reellwertigen Zufallsgrofen erzeugt
werden. Die Aussage gilt aber analog im Fall von Zufallsgréften mit Werten in einem
messbaren Raum. Damit gilt fiir uns:

Satz 5.6 (Grenzwertsatz fir Ny, (u)): Sei Uya ~ Ilyg ein Keim-Korn-Prozess mit
P(Zy C B(o,R)) =1 fiir ein R > 0. Weiter sei W,, = [0, Rn)? und o%(u) > 0. Dann gibt
es eine Konstante C' > 0, sodass

var(|wn\d ]\Afdm(u)) o

sup [P | v/ |Wal,(Nan(u) — Ng) < —d(z)| < .
zeR I (Walg VIWalg

Beweis. Wir betrachten das stationédre 2-abhéngige Feld (Yj);cz« definiert durch

Yy =& — Elg].

mit & wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2. Dieses Feld besitzt nach Lemma 5.3 eine Blockdarstellung.
Wegen
Sni= Y Yy = [Waly (Naa(u) = No),

jeVn

V, = {1,...,n}% besteht eine Verbindung zu unserem Problem. Um Satz 5.5 anwenden
zu konnen, miissen wir die dort aufgefiihrten Voraussetzungen nachrechnen. Da fiir einen
poissonschen Keim-Prozess 'yffc)l = 0 fiir k¥ > 2, ist E[Yp] = 0 und E[|Yp]?] < oo wegen
Korollar 3.15.
Auferdem ist wegen
#0"V, = n? — (n — 2r)"
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fiir n groft genug

o #0VY,
lim

=0
n—00 #Vn

fir alle r € N erfiillt.

Betrachten wir nun die Varianz von S, mit Hilfe der 2-Abhéngigkeit von (Yj);cza
genauer:

Var (JZ §J> = Z Z COV(gj, 51)

j€EVn JEVR 1€V,
= D D Covga+ Y, Y Cov.&)
JEVR\ORIV, 1€V JEODV,, 1€V,
=#(V,\0PV,) D Cov(éo, &)+ > D Cov(§, &),
L[1<2 jea@ v, |11e\|/n2
—jI<

wobei wir im letzten Schritt die Stationaritét und 2-Abhéngigkeit verwenden. Identifizieren

wir o3(u) = 3 1<o Cov(o, &)/ R, so gilt wegen |W,|, = RV,

‘Var(S") 2 ¢ (5.6.1)

-0 ('LL)‘ )
Waly ¢ W, |/

wobei sich die Geschwindigkeit aus dem Verhéltnis von Oberfliche und Volumen des
Fensters W, ergibt. Damit ist Var(S,,) < #V,,, wobei hier ¢%(u) > 0 wichtig ist.

Insgesamt sind alle Voraussetzungen von Satz 5.5 erfiillt und damit folgt die gewiinschte
Aussage. n

An dieser Stelle lohnt sich ein Vergleich mit den Ergebnissen aus [25]. Dort wurde in Kapi-
tel 9 die Verteilungsasymptotik des gemeinsamen Vektors von Geometrischen Funktionalen
(wie die EPC eines ist) des Booleschen Modells betrachtet und Konvergenzgeschwindigkei-
ten beziiglich der Wasserstein-Metrik und des Kolmogorov-Abstands angegeben. Letztere
konnen wir mit unseren Resultaten vergleichen. In [25] weist die EPC beziiglich des

—1/4)

Kolmogorov-Abstands eine Konvergenzgeschwindigkeit von hochstens O(|W,,], auf,

wihrend wir in Satz 5.6 eine Konvergenzgeschwindigkeit von (’)(]Wn\gl/ %) erhalten haben.
Allerdings setzen wir fiir unser Ergebnis Boolesche Modelle mit beschréankten Kérnern
voraus, was in [25] nicht der Fall ist. Ein weiterer Unterschied besteht in der Bestimmung
der EPC. Wahrend wir Tangentenpunkte im Beobachtungsfenster W,, zdhlen, wird in
[25] die Groke x (= N W,,) betrachtet.

Anstatt mit der uns ginzlich unzugénglichen Varianz Var(|W,|, Ny, (u)) zu standardi-
sieren, wollen wir nun mit dem asymptotisch dquivalenten o3(u) [W,|, standardisieren
und einen analogen Grenzwertsatz beweisen. Dabei dndert sich aber in d = 3 die Konver-
genzgeschwindigkeit:
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Satz 5.7 (Grenzwertsatz fiir Ny, (u)): Sei Uya ~ Iy ein Keim-Korn-Prozess mit
P(Zy C B(o,R)) =1 fiir ein R > 0. Weiter sei W,, = [0, Rn)¢ und o2(u) > 0. Dann gibt
es eine von R und o3(u) abhingige Konstante C' > 0, sodass

P(\/ Wl o) — No) < md<u>) ()| <

Beweis. Wir wollen die Konvergenzgeschwindigkeit aus 5.6.1 verwenden. Dazu betrachten
wir zundchst

P(\/|Wn|d<Nd,n<u> Ny < m(u)) ~ ()

S, Var(S,,) B . Var(S,) _ ®(a .
P( =" |Wnrd> @< rwn|das<u>) #le) + 2lo)

ol Var(.S,)
bl - ( |wn|daz<u>> '

wobei wir Satz 5.6 ausnutzen und die dort gewéhlte Bezeichnung von S,, iibernehmen.
Mit Hilfe des Mittelwertsatzes lasst sich zeigen, dass

ol Var(S,,)

o) q)( |wn|dos<u>>|
Var(S,)
(Wl 03(u)

C
|W |1/d

sup
zeR

sup
z€R

sup
z€R

<Cy|1—

‘ Var(S
/7 Wl >
1—|— Wil d d

also folgt mit Hilfe von 5.6.1 insgesamt wie gefordert

o) . Var(S,) C
o) q)< IWn|d0§(u)>’ : W[

sup
z€R

Da die EPC eine ganzzahlige Grofse ist, konnen wir auch lokale Grenzwertsétze beweisen.
Dazu definieren wir die k-te Kumulante einer Zufallsgrofse Z als

1 d*

Cumg(Z2) = i—k%ln (E[e™])

o

Dazu betrachten wir
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mit & wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2 und definieren mit der Dichtefunktion der Standardnormal-
verteilung ¢ fir k € N

k+2[ Cumk +2 dk+21

k
n(z) = . 7.1
Ak, QO 21 Z'Va k+2l)/2 Z H k? + 2 dl,aj-f—QZSO(:Ij) (5 )

kit..+hi=k i=1
k;>1

Die Funktionen gy, ,, sind Polynome vom Grad 3k, deren Koeffizienten von den Kumulanten
von S, bis zum Grad k + 2 abhéngen.

Wir benétigen im Folgenden den Spezialfall von Theorem 3 aus [15] fiir 2-abhéngige
Felder:

Satz 5.8 (Lokaler Grenzwertsatz fiir 2-abhéngige Felder): Sei (Yj)jeze ein Feld mit
Y = f(Vy: |k —j| <1) firii.d. Zufallselemente (U} )yeze und E[|YO|T+2] < oo fiir ein
r € N. Fir V,, C Z* und

Sp=_Y

JEVR
gelte
. Var(S,)
lim ———= > 0.
e AV,

Weiter fordern wir, dass es ein B € o (V5. : 1 < |k| < 2) mit P(B) > 0 g¢ibt, sodass die
Zufallsgrifse
C=Y fU5k—jl<1)
lil<1

bedingt auf B auf einem Gitter mit maximaler Schrittweite 1 konzentriert ist. Dann gilt

NeZ

(#V2)"/? sup (L+a (N))™ |v/Var(S,)P(S, = N) — @(2(N)) (1 +> qk,n(fﬂn(N))) ‘

— 0,

n—o0

wobet g, wie in 5.7.1 und

Um lokale Grenzwertsitze formulieren zu kénnen, miissen wir also noch weitere Bedin-
gungen an die Struktur des Feldes stellen. Die an die Zufallsgrofe ¢ gestellte Bedingung
entspricht der in Lemma 5 aus [15] an das dort definierte Feld gestellten Bedingung mit
p = 1. Damit gilt fiir uns:

Satz 5.9 (Edgeworth-Entwicklung im lokalen Grenzwertsatz): Sei Wia ~ I\ g ein
Keim-Korn-Prozess mit P(Zg C B(o, R)) = 1 fiir ein R > 0. Weiter sei W,, = [0, Rn)?
und c3(u) > 0. Dann gilt fir
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mit & wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2 und festes r, N € N

Wl sup (1, (V)2 [/ Var (S, 0B(S, = N) = p(a (X)) (1 £y qk,nmuv))) '

— 0,

n—o0

wobet qi, wie i 5.7.1 und

Beweis. Wir betrachten wieder das stationdre 2-abhéngige Feld (Yj);eza definiert durch
Yj = gj-

Um Satz 5.8 anwenden zu koénnen, miissen wir seine Voraussetzungen nachrechnen.
Offensichtlich sind wegen Korollar 3.15 die geforderten Integrabilitdtsbedingungen erfiillt.
Mit Blick auf die Zufallsgrofe ¢ betrachten wir

C:ij

Jiljl<1

bedingt auf das Ereignis

B= () {¥ ((RE)xK") =0}

ki1<|k|<2
mit (V) )xeze wie in 5.3.1. Dafiir gilt
PB)=P| () {¥i((REW) xK*) =0} | =exp(=A(5* - 1)R) >0
ki1<[k|<2
und sowohl
P(( =0 | B) > P(¥; ((REo) x K) = 0) = exp(—AR?) > 0
als auch
P(( =1| B) > P(¥ ((REo) x K) = 1) = AR exp(—AR?) > 0,

d.h. ¢ ist bedingt auf B auf einem Gitter mit maximaler Schrittweite 1 konzentriert und
somit 5.8 die gewiinschte Aussage. O

Damit kénnen wir auch eine Berry-Esseen Schranke bestimmen:
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Korollar 5.10 (Berry-Esseen Schranke im lokalen Grenzwertsatz): Sei Wia ~ I, ¢ ein
Keim-Korn-Prozess mit P(Zg C B(o, R)) = 1 fiir ein R > 0. Weiter sei W,, = [0, Rn)?
und c3(u) > 0. Dann gibt es ein C > 0, sodass fiir

mit § wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2

C
v/ Var(S,)P(S, = N) — p(z,(N))| < 1/2
‘ (Sn)B( ) = el ))‘ (14 |za(N)])? (Wl

fur allen € N und N € Z, wobei

N = Ny W,

zn(N) Var(S,)

Beweis. Wir folgern die Aussage aus Satz 5.9 mit » = 1. Dazu fixieren wir n € N und
N € Z und erhalten aus der Dreiecksungleichung

] Var(S,)P(S, = N) — ¢(z,(N ))\
< ‘mmsﬂ = N) = p(za(N)) (1 + ql,n(xn(N)))) + e (@n(N))grn(@n(N))]
(5.10.1)

Betrachten wir den ersten Summanden in 5.10.1, so erhalten wir wegen Satz 5.9

VVar(S (S = N) = p(wa(N) (1 + gia(n(N)))|

W,y s (1, (V))? |3/ Var(SLIB(S, = N) = (o (V) (1 + g1 (N)
< €Z

(1+ |z (N)])3 (W,
C

<
T (L e (N)])3 WY

fir ein Cy > 0.

Um den zweiten Summanden in 5.10.1 abzuschétzen, stellen wir fest, dass

qlm(x) . Cumg(Sn)

= — (2 — 37).
6Var(S,)*? ( )

Also existiert ein Cy > 0, sodass

Cy
(1+ |2])2 (Wl

() qun(z)] <

siehe z.B. im Beweis von Theorem 2 in [15]. Insgesamt folgt die geforderte Aussage. [
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Die m-Abhéngigkeit eignet sich auch, um Wahrscheinlichkeiten grofer Abweichungen zu
betrachten. Diese Theorie stammt von Harald Cramér |7], der sie fiir versicherungsma-
thematische Fragestellungen entwickelt hat.

Um mit Hilfe der m-Abhéngigkeit eine Wahrscheinlichkeit grofer Abweichungen bewei-
sen zu konnen, bendtigen wir eine stérkere Bedingung an die Momente des Feldes (Yj);eza-
Diese wird die Bedingung (C1) aus [16] sein. Fiir das stationére Boolesche Modell mit
beschrankten Koérnern gilt:

Lemma 5.11 (Bedingung (C1) aus [16]): Sei Wya ~ 1) g ein Keim-Korn-Prozess mit
P(Zyg C B(o, R)) =1 fiir ein R > 0. Weiter sei (Yj)jeza definiert durch

Y; =& — E[g]
mit § wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2. Dann gilt
E[|Yo|”) < H"(p!)"™

mit vy =d— 1 und
d

ed

d
In (,\(3R)d + 1)

H:=(d+1)

fur alle p € N.

Beweis. Sowohl positive als auch negative Tangentenpunkte in RFEjy, egal ob liberdeckt
oder nicht, konnen nur dann entstehen, wenn sich Mengen in dem entsprechenden Bereich
befinden. Die Anzahl der Mengen in RFEj lasst sich durch die Anzahl der Keime in
der Nachbarschaft von RFEqy abschéitzen. Wir erhalten also mit Hilfe der Jensenschen
Ungleichung

E[|Yol"] < (d+ 1)~ (E[Z*] + ... + E[Z%] + &" ' (E[2"] + ... + E[Z%]))

<
< 2d(d+1)*""VE[Z%]

mit einer gem#f dem Parameter \ := A\3?R¢ Poisson-verteilten Zufallsgrofe Z. Fiir die
Momente der Poisson-Verteilung gilt die elementare Ungleichung

wir miissen also zeigen, dass

d w

P 1+
- < HP(ph)'™
(ln (% + 1)) B Q

fiir ein H > 0 und ein v > 0. Da e(n/e)™ < n! folgt
d d d
dp p_i ed p(@ (Zz)p>d< 1 ed p( 1y
m(E0) e \n(Eey) VS e ngey)
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Mit dem Vorfaktor 2d(d + 1)2*~Y kénnen wir z.B.

9 ed ’
H:=(d+1) <—ln(%+1))

und v :=d — 1 wéhlen. [

Mit diesen Vorarbeiten konnen wir ohne weitere Arbeiten Theorem 2 aus [16] verwenden:

Satz 5.12 (Wahrscheinlichkeiten grofer Abweichungen fiir Ny, (u)): Sei Wxa ~ Iy ein
Keim-Korn-Prozess mit P(Zg C B(o, R)) = 1 fiir ein R > 0. Weiter sei W,, = [0, Rn)?
und o(u) > 0. Dann gilt mit den Zahlen v und H aus Lemma 5.11 sowie den Abkiirzungen

R 1/2

By, = Var(|Wal Naa(w))
a-1
5 = z -
L =243

A=DRB Lmax{Q-d 27L*B; %},
/(1426
V2A e
A(S )
6\ 6

k—2
k+1—2 Cumy, 4o(S.
&= BHk ( z ) 2 HB2k+

1:1 kit tky=k—2 i=1

i>1
Ls(z) = Z cpa®

3<k<2+1/5

un 60 (1 + 10A2(1 + 2(z/As)?) exp (—(1 — z/As)VAs))
fla) = e ,

gilt fir |01 <1, |02 <1 und 0 <z < Aj

P(|Wn\d (N (u) — Ny) > gan>
1—®(x)

= explLato) (1+60f0) 3 )

und )
P(|Woly (Nan(w) = No) < 2B,,)

O(—x)

— exp(Ls(—1)) (1 + %f(@‘"”igl) |

Beweis. Wir betrachten das Feld (Yj);ez¢, d € {2,3}, definiert durch

=& — E[¢]
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mit & wie in 5.0.1 bzw. 5.0.2. Unser Feld ist also 2-abhangig. Weiter betrachten wir die
Summe

snz > Y= [Waly (Ngn(u) = Ny).

Wegen Lemma 5.11 kénnen wir Theorem 2 aus [16] anwenden und erhalten daraus die
geforderte Aussage. O

Bisher beruhen alle Argumente in diesem Kapitel auf der m-Abhéangigkeit, die wir aus dem
stationdren Booleschen Modell mit beschriankten Kérnern gewinnen. Aber auch andere
Keim-Korn-Modelle mit beschriankten Kornern erzeugen die gleiche m-Abhéngigkeit.
Dies sind z.B. solche mit poissonschen Hard- bzw. Soft-core-Prozessen oder poissonschen
Cluster-Prozessen (mit beschranktem Cluster) als Keim-Prozess.

Wir wollen nun die Beschrénktheit des typischen Korns fallen lassen. Mit Hilfe ei-
ner Approximation durch ein m-abhéngiges Feld konnen wir auch unter allgemeineren
Bedingungen einen Grenzwertsatz beweisen:

Satz 5.13 (Crenzwertsatz fiir Ny,(u) mit unbeschrénkten Kornern): Sei Wys ~ ITy g
ein Keim-Korn-Prozess und =y ~ ) mit

E[|Zls] < oo und E[H'(0Z)%] < .

Weiter sei W,, = [—n,n)? und o (u) > 0. Dann gilt

\/ ‘Wnyz (NA(U) - NA) ﬁ N(O,Ui(u)).

Beweis. Wir lehnen uns bei der Beweisfiihrung an den Beweis von Theorem 7.1. in [21]
an. Dazu definieren wir E; = j + [0,1)% und F},,, = E; & W, fiir j € Z* und betrachten

fir V, = {-n,...,n —1}?
= [W, [, Z[ﬁj — Na.

J€VR

Wir zerlegen nun die Zufallsgrofien & in die drei Teile

gj(m) (m) (m)

- 77_] TI‘] —
§1 =Mk — s
§5 =5k — 5

wobel

= gy, (X g (X + () [ = Mz, (Xo + Lu(E) s, (X)),

i>1 k#i
Z Ly, (X)lg,, (X)L (Cu(E5) [T = Lxez, (GEi)) g, (Xi)
”>1 k#i,j

X (15@(—%)(}(;’ = Xi) = Ixiyze (X + 0u(E))) — Lx, 4= (X + &A&))) 7
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die Anzahl der Tangentenpunkte in Fj sind, die nur von Kornern in Fj,, herriihren oder
iiberdeckt werden,

ik = > L (X Lgy (X + £u(Z0) [T = Txrz, (X0 + Gu(E)) 1, (X)),

i>1 k#i
m 1 -
A= 5 30— Ly (X, ()L (G(Ei) TT (0 = Lz, (6(Ea) s, (X0)
i,j>1 k#i,j

X (]1&- (-2)(Xj = Xi) = Lxiaze (X + u(E))) — Lz (X6 + £U(Ei))> 7

die Anzahl der Tangentenpunkte in Ej sind, die nur von Kornern auferhalb von Fj,,
herriihren, jedoch nicht von den Koérnern aus Fj ,,, iiberdeckt werden und

W = Y Ly (X + (=)

x (H(l — Iz, (X + (Z) = [ (1 = Lxim, (X + u(E) 15, (Xk:))> :
ki ki
3 =3 2 (=)
X (H (1= Tx0m, (GEy) — T (1 14z, (fu(Ez‘j))]lﬂ-,m(Xk))>
k+#i,j k#i,3

% () (6 = X0) = Lz (6 +4(5) - Lz (X 4+ 4(2)))

Das erlaubt es uns im Folgenden die entsprechende Zerlegungen der Summe S, =
Sy S(m + S P ) nacheinander zu betrachten.

Beginnen wollen wir mit der Betrachtung von S5 Da §J-(m) analog zu Lemma 5.3
eine Blockdarstellung besitzt, ist das Feld (fJ(m) )jezz insbesondere 2m-abhéngig. Damit

konvergiert S5 fiir n — oo schwach gegen eine zentrierte Normalverteilung mit Varianz

0l = . Z Cov( ((,m),§J.(m)>.

2
Die Varianz o2, ist dabei fiir alle m € N endlich, falls E [(f (m)) < 00, was wiederum

wegen Satz 4.5 der Fall ist, wenn E[|Z[5] < oo und E[#H!(0Z)?] < cc.

Um nun wie gewiinscht die asymptotische Normalitiat von S,, folgern zu kénnen, miissen
wir noch

| (517)] < 5 oo (67 65)| 0

n>1 m—00
- B[S

fir i € {1,2} nachrechnen. Dabei lassen sich langliche, aber elementare Rechnungen
ahnlich zu denen im Beweis von Satz 4.5 nicht vermeiden.
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)

Betrachten wir zunachst den Fall ¢ = 1. Wir werden hier mit den Feldern n(T)Jr

und n\™"
. . J; M1,
argumentieren. Insbesondere gilt

E[“j(ﬂ] = A//]lfgimrw(Ej—eu(K))(x) exp (—AE[|A(Fjm, z, K)|,]) dzQ(dK)
K2 R2

mit der zufélligen Menge A(Fjm,x, K) = Fj.n N (z + 4,(K) — Zp) und

_A

2
E["J(T)—] =5 /"'/(1 — 1, (@)1, (22)Le e, (Kin(Ka+w2—a1) (21)

K2 R2
X exp (—)\]E “B(Ehm, T1,X2, Kla K2’2})
X Ip, (k1K) (T2 — 11) dr1d2oQ(dK1)Q(dK)

mit der zufélligen Menge B(Fj mn, T1, T2, K1, K3) == F} V(0 (KiN(Ky+xa—21))+21—Z0).
Auferdem ist

E[n0 {7

) / B ./]lp&m(xl)]lEo(xl LK)
K2 R2
x (1 — ]lF:i’m(fL'l)ﬂF:i’m(ZEQ))ﬂEj(Eu(Kl N(Ky+ 29 —11)) + 1)
X eXp(—)\EHA(FO’m, x1, K1) U B(Fjm, ©1, T2, K, KQ)‘2:|)
X (1= Lopirey (21 + Lu( K1) Ry, (22))
X Lp, (k1 1) (T2 — 1) d2x1dz2Q(d ) Q(AK )

)\3
N 7/.../]lF&m(353)11%@3Mu(zr(g))
2 R2

X (1—=1p,, (x5, (22) 15 (0, (K1 N (Ka + 22)) + 1)
X eXp(—/\]EHA(FO,m, x3, K3) U Bj(x1, 12, K7, K2)|2D

X (1= Loysr (w3 + Cu(K5)) LR, ., (21))

X (1= Loy iy (23 + Lu(K3)) LRy, (22))

X (1= Ty ey (Cu (K N (Ko 4 29 — 1)) + 21) 15y, (73))
X 1p, (k1 16) (X2 — 21)dzy - - - Q(dK3).
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Mit Hilfe der Substitution y, = x5 — x; und elementaren Abschétzungen folgt
Cov (g ni )|

<\ / e / ]ng’mﬁ(Eoféu(Kl))(yl)]lEj (Cu (KN (Ky +y2)) + 1)
K2 R
X Lp,(k1,5) (Y2)dyr - - Q(dK>)

/\3
+5 / T / Lrs, n(Bo—tu (i) (Y3) LEy (Cu( K1 N (K2 + y2)) + 31)
K2 R2

(L 0K) + Ly (14 0+ )

+ Lygprey (Cu (K1 N (K2 +12)) + 1) + 1

— exp (=AE[|R* N (y3 + Cu(K3) — Z0) NR* N (G (K1 N (K2 + 32)) + 31 — o)) )
X Ip,(&1,52) (Y2)dyr - - - Q(dK3).

Mit 1 —e~* < z, weiteren Abschétzungen und nach der Summation lassen sich angefangen
mit dy; die Integrale auf der rechten Seite berechnen und wir erhalten

> |Cov (g nf )|
jez?
< )\2// | Fs o N (Eo — £u(K1))], [ Du(K1, Ka)l, Q(AEK)Q(AK)

K2 K2

\3
+ ?/// \Fém N(Eo — Eu(K?,))lQ (| K]y + [Kaly + | Ksly + /\E[|Eo|§])
K2 K2 K2
X | Dy (K1, K)|y Q(dEY)Q(dE,)Q(AKs).

Unter den von uns fiir diesen Satz festgelegten Voraussetzungen konnen wir den Satz der
majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten schliefslich

. (m) (m) \| _
nll_rgo Z ‘COV (770717+, nj,L_)‘ = 0. (5.13.1)

jez2

Wegen der Stationaritét folgt auch direkt

lim 3 |Cov (n 7 )| = 0. (5.13.2)

m—00
jez?

o7



Weiter gilt
E|nd- 77}7) |

-7 / .. /(1 My (21 Ly, (22) L (Cu( Ky 1 (K + 25— 21)) + 1)
K2 R?
X (1 =1p,, (x0)lg,, (22) g (0. (K1 N (Ky 4 29 — 21)) + 21)
X Lp, (k1 ko) (T2 — 1) G (21, T, K1, Ko)dx1dzQ(dK,)Q(dK,)

Al[ N .R[(l — gy, (211 py  (22)) L (Cu(Ky N (K + 25 — 1)) + 71)

X (]_ — ]th,m(Il)]lF},m(Iii))]lEj(gu(Kl N (K3 + x3 — xl)) + .171)

X ]lDu(Kl,Kg)<132 - x1>]lDu(K1,K3)(x3 - xl)

X G1($1, T, w3, K1, Ky, Ks)dl’l ce Q(dK:z)

5 [ [0 tn ) (22 L (i 0 (B 4 2 = 1)) )

K2 R?
X (1 =1g,, (23)lg,, (24))1g (Cu (K3 N (Ky + 24 — 13)) + 23)
X (1 = Tgyq iy (Cu (B N (K + w9 — 1)) + 21) LRy, (23))
X (1= Loyrey (Cu (K1 N (Ko + 22 — 1)) + 21) 1R, ,, (74))
X (1= Tg i, (Cu(K3 N (Ky + 24 — 23)) + 23) 15, (71))
X (1= Ty ey (Cu(K3 N (Ky + w4 — 23)) + 23) 15y, (72))

X eXp(_AE“B(FO,mu X1, X2, K17 K?) U B(Ei,ma X3, Ly, K3) K4)|2:|)
X Up, (k1,52 (X2 = @1) LD, (15, k) (T4 — T3)day - - - Q(AKY),
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wobei wir mit G bzw. G5 die entsprechenden erzeugenden Funktionale bezeichnen. Mit
|G1| <1 bzw. |G2| <1 gilt nach Substitutionen

Cov(mi i)

)\2
<5 [ [0 a0 0+ )L (1 (B 1) + 1)
K2 R2
X L (Lu(K1 N (K2 + y2)) + 1)L, (1, k) (Y2) dyr dy2 Q(d K1) Q(d K2

00 [ [ 1 ) 0+ 00 L (B 1 (B 10) + )
K2 R2

X g (Lu (K1 OV (K3 4+ y3)) + y1) L,k 56) (Y2) LDy (k1 15) (3)
X dyy - - Q(dK3)

X )‘Z / . /(1 — Ly (Y1) Ly, (Y2 + 1)) Lo (Lo (K1 N (K2 + y2)) + y1)
1C2 R2
X Ly (£u (K5 N (Ky + ya)) + y5)

X <1y3+K3 (LK N (K + 112)) + 1)

+ ]ly4+y3+K4(€u(K1 N (K2 + y2)) + yl)
+ Ly qrey (Cu (K3 NV (K + ya)) + y3)
Ly 16 (Cu (K3 N (K + ya)) + y3)

+ )\EHB<R27?/1,92 +y1, K1, K3) N B(R?, ys, 94 + y37K3>K4)|2])

X ]1D1L(K1)K2)(y2)]1D1L(K3)K4)<y4)dyl T Q(dK4)'

Nach Summation lassen sich die Integrale teilweise berechnen und wir erhalten

>~ |cov(niw_nit )|

jez2

)\2
<5 [ [0t 00 0 00V (a1 (2 1) + )
K2 R2
X Lp,(x1,5) (Y2)dy1 - - - Q(dK>)

00 [ [0 L )L (2 + 00 L (B 1 (K ) + )
]CQ RQ

X ]lDu(KLKz)(yQ)]lDu(Kl,Ks)(yS)dyl T Q(dKS)

4
+ )\Z / e /(1 —1ry,, (Y1) LE,,, (Y2 + v1)) g (Cu (K1 N (K2 + 12)) +y1)
K2 R?
X Lp,(k1,55) (Y2) LD, (565, 54) (Y1)
X (|K3|2 + |K4|2 + |K1|2 + |K2|2 + /\E[ EO@D dy1 T Q(dK4)-
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Unter den von uns fiir diesen Satz festgelegten Voraussetzungen kénnen wir den Satz der
majorisierten Konvergenz anwenden und erhalten schliefslich

- m) ) \| _
Tim Y ‘Cov (770717,, nj717_) ‘ — 0. (5.13.3)
jez?

Wé&hlt man in Theorem 7.1. in [21]

Hi({u}, W) = Tw (Cu(K)),

wurde bereits o o
Jim 3 [Co (i 151 )| =

jez2

nachgerechnet. Daraus folgt mit 5.13.1, 5.13.2, 5.13.3, dass wie gewiinscht

. (m) (m)\| _
Jim 3 [cov(67.517) | =0
jez?

Analog gehen wir im Fall i = 2 vor. Es gilt
(m)
[
_ )\//]lEj(x+€u(K)) (exp (—AE[[Zol,]) — exp (—AE[|A(Fym, 2, K),])) deQ(dK)
K2 R2

mit der zufélligen Menge A(Fj ., x, K) = Fj.m N (x4 4, (K) — Zp) und

m \?
]E|:nj(,2,)fi| — E / .. ./]}_Ej({[}l _’_Eu(Kl N (KQ + T9 — xl)))

K2 R
X (eXp <_>\E[|EO|2D — €xXp <_)\E|:|B(E],ma X1, T2, K17 K2|2] ))
X Lp, (k1K) (T2 — 1) d21dw2Q(d ) Q(dK>)

mit der zuféilligen Menge B(Ejﬂ”’ T1,To, Kl, KQ) = FJ’mﬁ(@u(Klﬁ(Kg—i—xQ—xl))—l—xl—EO)

Damit ist
Cov (3 nj3) )|

< A2 / .. ./]1EO(;U1 + Lo (K1) 1 g (Cu (K N (K + 29 — 21)) + 1)
K2 R
X Up, (k1K) (T2 — 21)|G1 (@1, @2, K, Ka)|doydasQ(d K1) Q(dK>)

)\3
+ ? / s / ]IEO(Jjg + gu(K?,))]lEJ (fu(Kl N (K2 + To — .1'1)) + x1>1Du(K1,K2)(x2 — $1)
K2 R2
x [I(R* R?) = I(R?, Fy ) — I(Fom, R?) + I(Fom, Fjm)| dzy - - Q(dK3).
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mit
G1($1,$2,K17K2)
= exp (—AE[|A(R? 21, K1) U B(R? 21, 3, K1, K3)|,])
X (1= Tpyisen (w1 + Lu(K1)))
—exp (—AE[|A(R? @y, K1) U B(F}, w1, 22, K1, K3) |, ])
X (1= Nayrre, (71 + Lu(K71)))
— exp (=AE[|A(Fom, 21, K1) U B(R?, 21, 5, K1, K>)|,])

X (1= Tpyprey (71 + Lo (K1) Ry, (22))
+ exp (_AEUA<FO,M7 I, Kl) U B(E} m> L1, T2, K17 2)‘2])
X (1= Moy iy (w1 + Lu(K1 ) gy, (22))
und
[(FO,ma E],m)
= exp(—(u(Fom) + v(Fjm))) (1 — a(Fom))(1 — b(Fjm)) exp(w(Fom, Fjm)) — 1],
wobei
U(F07m> )‘EUFO m N (23 + Ly (K3) — EO)’Q})
0(Fjm) = AR[|Fjm N (Lu(€12) — Zo)l,) s
Eu( 12) = Eu(Kl (Kz + T — 5151)) + 21,
a(Fom) = L@+ K1) (Foum—a1-+3+u(Ks))Ul(@2-+ K2)N(Fom—aat+asttu (K3))] (23 + Lu(K3)),
b(Ei,m) = ]lF N(€w(€12)— Ks)(x?)))’
w(Fom; Fm) = AE [|F0 m O (23 4+ Cu(Ks) = Z0) N Fjm N (Cu(€12) — Z0)l,]-

Analog zur Behandlung des Terms ng) in [21] im Beweis des dort aufgefiihrten

Theorems 7.1 gilt fiir uns
[[(R* R?*) — I(R?, Fj ) — I(Fom, R?) + I(Fom, Fjm)|
< (o) v(FY) [w(Fom, Fim) + alFom) + b(Fjm)] + w(EG s I )
+ [a(FG ) + WG s Fym)J[D(F) + 0(F) + w(Fom: £50)]
+ u( )[b(E]Cm) + W(FO msy L3 m)]

Daraus folgt offenbar

[I(R* R?) — I(R®, F ) — I(Fom, R?) + I(Fom, Fjm)|
< (AE[|Zo|,))?[w(R?, R?) + & + b] + w(R?, R?) )
+ [ + w(R?, R?)][1 + 2AE[|Z,,]] + AE[|Zol,][b + w(R?, R?)],

wobel
0 = T (g5400(Ks)—K1)U(@s-+lu(K3)—(w2—a1+K2)) (21)
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und .
b= 1$3+K3—4u(K1ﬁ($2—$1+K2))($1)‘
Insbesondere haben wir fiir den Integranden im zweiten Integral in
5 [cov i 3|
jez?

eine integrierbare Majorante gefunden, indem wir zunéchst die Summe iiber j berechnen
und dann die Integrale (angefangen mit dz;) nacheinander 16sen. Da auch der Inte-
grand des ersten Integrals eine integrierbare Majorante besitzt, folgt aus dem Satz der
majorisierten Konvergenz

lim 3 ‘Cov(noﬂ,nﬂ )‘ — 0. (5.13.4)

m—00
jez?

Wegen der Stationaritét folgt auch direkt

lim 3 ’Cov(nw_,nj 2+)’ —0. (5.13.5)

jez2

Auferdem gilt
’ Cov (77333_7 nj(,”;f_) ‘

/\2
< ?/u-/]lEo(fu(Klﬂ(K2+a;2—xl))—i—xl)]lEJ.(ﬁu(Klﬂ(Kg—i—:vg—xl))—i—ml)
K2 R2

X <eXp (_AE[|B(F07m,[L'1,LU27 Kl; KQ) U B(ELm,l’l,l'Q,Kl,KQ)b])

— €XpP (—AEHEob]) ) ]lDu(Kl,Kg)(:L'Q — l‘ﬁdljdﬁg@(dKﬂQ(ng)

13 / . / Lo (Cu(K1 N (Ko + 22 — 21)) + 21) L, (0, (K1 N (K3 + @3 — 21)) + 21)
K2 R?
X Lp, (k1K) (T2 — 1)L py (k1 15) (T3 — 21)
X |G1($1,$27$3, Ky, K, K3)|d$1 s Q(dK?,)

)\4
+ Z / e / ]lEo(gu(Kl M (K2 + To — 1'1)) -+ «Tl)]lEj (Eu(Kg N (K4 -+ Ty — .Tg)) + Ig)
K2 R2

x [I(R* R?) — I(R*, F} ) — I(Fom R*) + I(Fom, Fim)|

X Lp, (k1K) (T2 — 1)Ly, (s, 100) (T4 — x3)dT1 - - - Q(AKY),
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wobei

G1($1,$2,$3,K17K27K3)

= exp (—AE[| B(R?, x1, 23, K1, K») U B(R?, 21, 23, K1, K3)|,])
X (1 = Lagyacy (Cu(&12))) (1 = Loy i, (€u(3)))

— exp (—AE[| B(R?, 21, 22, K1, K3) U B(Fjm, 21, 3, K1, K3)
X (1= Tagrry (Cu(&12)) (1 — iy i, (Cu(&13)) 1Ry, (72))

— exp (=AE[|B(Fom, 1, 2, K1, K3) U B(R?, 21, 23, K1, K3) ||
X (1 = gy iy (Cu(€12)) Ly 1 (23)) (1 — Lk

+ exp (=AE[|B(Fom, x1, T2, K1, K3) U B(F} 1, 31, 3, K1, K3)|,])
X (1= Nagrry (Cu(&12)) LRy, (03)) (1 = Liyi i, (Cu(€13)) LRy, (22))

und
I(Fo,ma E],m)
= exp(—(u(Fom) + v(Fjm))) (1 — a(Fom)) (1 — b(Fjm)) exp(w(Fom, Fjm)) — 1],
wobei
u(Fom) = AB[|Fom N (Lu(12) — Z0)l,)
V(Fjm) = AR[|Fjm N (€u(€31) — Zo)l,)
W(FO,WH E],m) = )‘]EUFO,m N (gu(gm) E ) N E] m ( u<§34> - EO)|2}7
a(Fom) = Lzt Ks)N(Fom—3+a(€12))Ul(@a+KD)N(Fom—za-+tu€12)] (Lu(&12)),
b(Fjm) = Lo+ K0)N(F -1+ (€30)))0l(@a+ K2)O(Fy m—w2+u (€30))] (Cu(€34))-

Analog zur Behandlung des Terms sgm) in [21| im Beweis des dort aufgefiihrten Theorem
7.1 gilt fiir uns

|I(R?,R?) — I(R?, E} ) — 1(Fom, R?) + I(Fom, Fjm)|
Su(FC )U(FJC )[ (FOmaFjlm)‘i‘a(FOm)"i_b(F )] (F5m7F3Cm>

+[alEg ) + W(EG 0y Eim)[[D(FS,) + 0(F,) + @(Fom, Fy )]
+ u(Eg ) [0(F5) + w(Fom, Ff,p)]-

Daraus folgt offenbar

[I(R* R?) — I(R*, F) — I(Fom, R?) + I(Fom, Fjm)|
AE[|Zo,))?[w(R?, R?) + @ + b] + w(R? R?)

<(
+[a@ + w(R%, R)][1+ 2XE[|Zo,]] + AE[|Zol,)[b + w(R?, R?)],
wobei
]l(z5+K3)U z4+Ky) ( (512))
und

SN

= ﬂ(x1+K1) U(z2+K2) ( (534))
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Insbesondere haben wir fiir den Integranden im dritten Integral in

> |cov(ns s ),

jez?

eine integrierbare Majorante gefunden, indem wir zunéchst die Summe iiber j berechnen
und dann die Integrale (angefangen mit dxs) nacheinander 16sen. Da auch die Integranden
der anderen beiden Integrale eine integrierbare Majorante besitzen, folgt aus dem Satz
der majorisierten Konvergenz

lim Z ‘Cov (ngg)_,nj(g"l)‘ =0. (5.13.6)

m—00
jezz

Wé&hlt man in Theorem 7.1. in [21]

Hg({u}, W) = 1w (£u(K)),

wurde bereits

tim 3 |Cov (33 )| = 0

m—0o0
jez?

nachgerechnet. Daraus folgt mit 5.13.4, 5.13.5, 5.13.6, dass wie gewiinscht
i 3 Jeov (&3 57) | =0

jez?
O

Einen analogen Satz sollte es auch in d = 3 geben, der sowieso schon langliche Beweis
wiirde dadurch allerdings nicht kiirzer werden.
Satz 5.6 und Satz 5.13 besagen beide, dass im stationéren Booleschen Modell

Wl (NA(U) _ NA> L N(0, 0% (u)).

n— oo

Die beiden Sétze unterscheiden sich jedoch in den Voraussetzungen: Wahrend Satz
5.6 beschriankte Korner voraussetzt, ist dies bei Satz 5.13 nicht mehr der Fall. Satz
5.13 ist also allgemeiner, dafiir ist die Aussage von Satz 5.6 préziser, da wir dort auch
Konvergenzgeschwindigkeiten angeben konnen.
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5.2 KEIM-KORN-MODELLE MIT $-MISCHENDEN KEIM-PROZESSEN

Bisher haben wir in diesem Kapitel die Verteilungsasymptotik von Ndm(u) fiir stationére
Boolesche Modelle betrachtet. Dies war moéglich, da der poissonsche Keim-Prozess zu
einer einfachen Abhéangigkeitsstruktur der Tangentenpunktprozesse fiithrt. In diesem
Unterkapitel wollen wir eine grofsere Klasse von Keim-Prozessen betrachten. Dabei lehnen
wir uns an die Darstellung in [21]| an. Der zentrale Mischungsbegriff dieses Unterkapitels,
der von Volkonskii und Rozanov [44] eingefiihrt wurde, um die Verteilungsasymptotik von
schwach abhéngigen Zufallsgrofsen zu studieren, wird durch den S-Mischungskoeffizienten
quantifiziert:

Definition 5.14 (S-Mischungskoeffizient): Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
sowie A und A’ zwei Teil-o-Algebra von A. Dann heifit die Zahl

5(2,2) 1= 5 sup S [B(4: N B) — B(A)B(B)|

1,

der [3-Mischungskoeffizient von A und A, wobei das Supremum dber alle endlichen
Zerlegungen Aq,...,A; € A und By, ..., By € ' von Q genommen wird.

Offensichtlich ist g (2, 2A’) < 1. Wegen des monotonen Klassensatzes éndert sich der
Wert 5 (2, 2’) nicht, wenn man bei der Berechnung des Supremums nur Zerlegungen von
Halbalgebren & bzw. & mit o(€) = 2 bzw. o(€&') = A’ betrachtet. Wir interessieren uns
speziell dafiir, wie

A=(F) =c({ENFNC #@}:C el

]

und

Ag(F) =oc({T(FNC)=j}:C el jeN)

miteinander zusammenhangen. Mit Hilfe des eingeschrinkten Keim-Korn-Modells

(B):= |J Xi+=).

. X,€EB

[1]

dessen Korner in B liegen, konnen wir eine Verbindung zwischen den 5-Mischungskoeffizienten
diesen o-Algebren schaffen:

Lemma 5.15: Seien F,F,G,G € By(RY) mit F C F,Gc Gund FNG = @. Dann gilt
BRA=(F), A=(G)) < B(RAg(F), Ag(G)) + 21@(5(1?6) NF +# @) + QIF’(E(éc) NG +# @).

Beweis. Unsere Argumente orientieren sich am Beweis von Lemma 5.1. aus [21]. Wir
betrachten das Mengensystem o, bestehend aus allen endlichen Vereinigungen disjunkter
Mengen der Form

v.={FeF|FNWw=2,FNWVi#@,.,FNV, # 2} (5.15.1)

-----

mit n € Ny und V; = C; U D;, wobei C; € C% und D; C R? offen. Das System & formt
eine Halbalgebra, die die Matheronsche o-Algebra oy erzeugt [30]. Fiir zwei beliebige

65



Zerlegungen von F in endlich viele disjunkte Mengen der Form 5.15.1 betrachten wir die
Mengen

npe A
Vi,
firi € {1,...,1} und
enge s
Bj - {_ nG e ]:Wfl” ..... w@

fir j € {1,..., J}. Die Ereignisse (A4;);c(1
Az(F) bzw. A=(G). Damit ist

,,,,, 1 bzw. (Bj)jeq,....sy erzeugen die o-Algebren

1
AR=(F), A=(G)) = 5 sup > [P(Ain B)) — P(A)P(B))]
12
wobei wir nun das Supremum iiber moglichen A; und B; nehmen. Dieses Supremum

berechnen wir durch den Vergleich mit den von den abgeschnittenen Mengen erzeugten
Ereignissen

N v
A = {:(F) NFe ]:v,j” e }
1

firi e {1,...,1} und

.....

fiir j € {1,...,J}. Damit gilt
5 2]: P(4; N B;) — B(A)P(B;)
<32 [p(AnB) ~p(4)e(5)
+ %j;: P41 B)) ~ P(A)R(B;) - (P(A:n B;) - P(4:)P(5))].

Offenbar gilt
{(E(FYNF=2}NA, C A und {E(F)NF =2} NA; C A,

Daher folgt ) 3 )

wobel wir mit AAB = (AN B°) U (A° N B) die symmetrische Differenz der Mengen A
und B bezeichnen. Es folgt

3 ]P’(AiA/L-) < 2P (E(FC) NF # @)

i
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e > P(BAB)) <2P(2(G)NG £ 2),
Damit ist j
> [Btain B) ~ BA)B(B)) - (B(A:0 B,) ~B(A)P(B))]
; <2 Z P(AAA) +2 ( B))
§4IP’<E(F°)QF5£®> (E (G°) mG;é@>
6)

Mit dhnlichen Argumenten wie in [45] und Formel (4.6) aus [18] folgt

Z ‘P(Ai nB;) —P(4)P(5;)

woraus schlieflich die geforderte Aussage folgt. ]

< 2B(Ag(F),Ae(G)),

Laut Lemma 5.15 lasst sich der g-Mischungskoeffizient eines Keim-Korn-Modells ab-
schétzen durch zwei Teile: ein Teil riithrt vom Keim-Prozess W her und ein Teil von
den Kornern. Letzteren werden wir im folgenden Lemma fiir spezielle unbeschréinkte
Mengen quantifizieren. Die Richtigkeit der Aussage aus Lemma 5.15 fiir unbeschrénkte
Mengen G, G folgt dabei aus einem einfachen Approximationsargument. Wir notieren
noch ||A|| == sup,c 4 |al fir A € By(R?) und erhalten Lemma 5.2. aus [21]:

Lemma 5.16: Sei 0 <a <b< oo, A= (b—a)/4 sowie
F =[-a,d]?, G =R[-b,0]",

F = [_<a + A)a a—+ A]da é = Rd\[_(b - A)? b— A]d
Weiter sei der Keim-Prozess U stationdr mit Intensitit A > 0 sowie E[||Z||?] < oo und
D(x) = P(||Zo|| < ). Dann gilt

o0

P(E(F)NF #2) < a2’ (1+ %)d_l /xddD(x)

A

und
o0

P(E(GC) NG # @) < Ad2! (3 + %)d_l /mddD(x).
A

Wir benétigen im Folgenden Theorem 6.1. aus [18]:

Satz 5.17 (Grenzwertsatz unter 3-Mischungsbedingungen): Sei (Y])jeza ein stationdres
Feld mit E[Y] = 0. Weiter gebe es ein § > 0, sodass E[|Yo|*™] < oo und

87(q) fir0=p<gq
P8P (g) firl<q<p

AERIAY; [ il <ph)A{Y; [l =2 p+4q}) < {
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mait

qu_lﬁg)(q)w(ua) < 00 (5.17.1)
q>1
und
lim 4152 (g) = 0. (5.17.2)
q—0o0

Dann existiert die asymptotische Varianz o® < oo der Summe
5=
JEVR

fiir V,, = {—n,...,n}* und es gilt

(#V,)"428, —L 5 N(0,02).

n—o0

Um nun diesen Satz verwenden zu kénnen, miissen wir noch weitere Bedingungen an den
[-Mischungskoeffizienten des Keim-Prozesses W stellen. Wir fordern, dass es eine nicht
wachsende Funktion Sy auf [0, 00) gibt, sodass

By ([—a, a?), Ae (RN [(a + 1), a + 7]%)) < max (1, g)“ By(r) (5.17.3)

fir alle a,r > 1/2. Diese Bedingung quantifiziert die Wechselwirkung des Punktprozesses
U in den Gebieten [—a, a]? und R\ [—(a + 1), a + 7%

Mit diesen Vorarbeiten konnen wir Grenzwertsitze fiir die EPC fiir S-mischende
Keim-Prozesse formulieren:

Satz 5.18 (Grenzwertsatz im Fall von f-mischenden Keim-Prozessen): Sei Wia ein
stationdrer Keim-Korn-Prozess, dessen Keim-Prozess W Bedingung 5.17.3 erfillt. Weiter
gebe es ein § > 0, sodass

d(2+6)
E (Z ]l(Xi-i—Ei)ﬂ[O,l]d;é@) < o0 (5181)

i>1
und
E[||Zo** /%] < oo fiir ein e >0
sowie s
> g Balg) 7 < oo (5.18.2)
g1

Dann ist o%(u) < oo und es gilt fir W, = [—(n+1/2),n+1/2)%

\/ [ Walg (Nd(u) - Nd) i) N(0,03(u)).

68



Beweis. Wir definieren fiir j € Z¢

1 1\* .
Ej = |:_§7§) +J

und betrachten das Feld (Yj);cze definiert durch

Y; = Ui (E;) — ¥, (Ej) — Na

u

ind=2 bzw.
}G:\I’:(Ej)_q’ul(E)‘*’qqu(E) Ny

in d = 3. Dann ist (Y]);eze stationdr mit E[Yy] = 0 und wegen Bedingung 5.18.1 ist jeweils
E[|Yo|*™] < co. Wir miissen also noch die Bedingungen 5.17.1 und 5.17.2 nachrechnen.

Zunichst gilt Ay (F) C A=(F') wegen der Struktur unseres Feldes und damit

BERIAY; [ il <pp), A{Y; [ il = p+4}))

oy (m ({_219;17 2p2+1r> . <Rd\ {_2<p+2q> = 2<p+2q> - 1})) |

Fiir ¢ > 2 gilt mit Hilfe von Lemma 5.15 und Lemma 5.16

BEAY [ <pH),A{Y; [ il = p+4}))

Ap+q+1 4p+q+1]° Ap+3¢—1 4p+3q—1]°
§ﬁ<%<{_p4q ’p4q }>’%<Rd\{_p 4q A 4q }))

4p+2 r
+ Ad2? (3 2 +1 ) / +1dD(x).
q p——

qg—1

4

Wegen Bedingung 5.17.3 gilt schlieflich

AERIAY; [ <ph), AWV [ il = p+4}))

Aptg+1 d—1 00
dpta+l -1 4p + 2
4 d+2
< (min (4p—|—4q+1, q;l)) B ( ) + A\d2 <3 + ) /

(5.18.3)

Aus Gleichung 5.18.3 erhalten wir mit p = 0 und ¢ > 3 die in Bedingungen 5.17.1
geforderte Funktion

oo

B0 (q) = Bu (%) ver [ atan)

g—1
4
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mit elner von d abhéngigen Konstante ¢; > 0. Um nun die geforderte Summierbarkeit
von 6 ( )%/2+9) folgern zu konnen verwenden wir die Ungleichung

(z+y)* <a®+y"

fir « =60/(2+0) < 1 und bemerken, dass fiir ¢ > 0

[e.9] (e 9]

‘ d pyd(2+6)/6+
/ dD(z) = Hd(2+6 Jo+e /x H “dD(x)
H " (5.18.4)
< ; x2d(1+5 /6+EdD(fL‘> B E[||EO||2d(1+5)/6+a}
>~ Hd(2+5)/(5+5 = Hd(2+5)/6+5
0
Damit ist
— 5 _ q _ 1
D a" B @F <) g (—) ta) (=
g3 = < =

mit & =6/(2+ ) > 0 und ¢, = (¢ E[||Zo|[2401+9)/0+¢])9/(+0) < o0, Unter den von uns
an [y gestellten Bedingungen gilt also auch Bedingung 5.17.1.
Aus Gleichung 5.18.3 erhalten wir die in Bedingungen 5.17.2 geforderte Funktion

87 (q) = (q_cﬁ By (%) + 7xddD(x)

g—1
mit einer von d abhéngigen Konstante c3 > 0. Unter der von uns an [y gestellten
Summierbarkeitsbedingungen und mit 5.18.4 gilt also auch Bedingung 5.17.2. Insgesamt
folgt die geforderte Aussage. m

Die Integrabilitatsbedingung 5.18.1 ist das Analogon zur Bedingung (6.4) in Theorem
6.2. aus [21]. Wiinschenswert wére, anstatt dieser gemeinsamen Bedingung an den Keim-
Korn-Prozess zwei getrennte Bedingungen an den Keim-Prozess und das typische Korn
zu stellen. Dies geht z.B. mit Hilfe von Korollar 3.15 iiber entsprechende Mischungsbe-
dingungen. Beispielsweise wére eine fiir die Erfiillung von 5.18.1 hinreichende Bedingung

W llov < oo

fir £ € {2,...,2d + [dd]}, wobei 752 das reduzierte faktorielle Kumulantenmafl des
Keim-Prozesses bezeichnet.

Inwiefern Satz 5.18 die Ergebnisse von Satz 5.13 verallgemeinert sieht man an Bedingung
5.18.2. Offenbar erfiillt der Poisson-Prozess diese Bedingung. Dariiber hinaus gibt es
aber noch weitere Prozesse, die diese Bedingung erfiillen. Dazu zéhlen beispielsweise die
Folgenden: poissonsche Cluster und Soft- bzw. Hardcore Prozesse, wie sie von Matérn
definiert wurden, Gibbs Prozesse, die der Dobrushin Bedingung gehorchen, Eckpunkte
von Poisson-Voronoi-Mosaiken (siehe [18|) und spezielle Cox-Prozesse. Bei Cox-Prozessen
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U mit (zufélligem) Leitmaf A ldsst sich der S-Mischungskoeffizient abschétzen durch den
des Leitmafes:

By (F), A (G)) < BAL(F), Ar(G)).

Beliebte Leitmafie lassen sich fiir messbare f > 0 beispielsweise durch
AB) = [ fe(a)is
B
mit einem Gaufschen Feld (£(z)) oder aus einem stationédren Booleschen Modell Z durch

A(B) = /]lz(x)dx

B

definieren. Wir haben also Grenzwertsétze fiir eine grokere Klasse von Keim-Prozessen
als den Poisson-Prozess gefunden. Dafiir miissen wir aber auch strengere Bedingungen
an das typische Korn = stellen.

Im Gegensatz zu den Grenzwertsétzen fiir poissonsche Keim-Prozesse haben die Ergeb-
nisse dieses Kapitels aber auch einen Nachteil: Wir kennen keine explizite Formel fiir die
Asymptotische Varianz 0% (u). Da die Formel aus Satz 4.5 fiir poissonsche Keim-Prozesse
allerdings nur semi-explizit (d.h. hochstens in ganz einfachen Spezialfillen berechenbar)
ist, sind beide Ergebnisse nicht dazu geeignet beispielsweise Konfidenzintervalle fiir die
unbekannte Zahl N, anzugeben.

Wiinschenswert wire also eine Schitzung 67, (u) der Asymptotischen Varianz mit
guten stochastischen Eigenschaften.
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6 SCHATZUNG DER ASYMPTOTISCHEN VARIANZ

Um die Grenzwertsatze aus Kapitel 5 fiir die Bestimmung von asymptotischen Konfi-
denzintervallen oder die Durchfiihrung von Hypothesentests nutzbar machen zu kénnen,
miissen wir die asymptotische Varianz schétzen. Diese Schétzung muss dabei sinnvolle Ei-
genschaften erfiillen. Sie sollte zumindest asymptotisch erwartungstreu und L*-konsistent
sein.

Einen solchen Schitzer konstruieren wir mit Hilfe einer Funktion K : R? — [0, c0),
der sogenannten Kernfunktion. Von dieser verlangen wir, dass sie eine symmetrische,
beschrénkte Funktion mit beschranktem Tréger ist und lim,_,, K (z) = K(0) = 1 erfiillt.
Auferdem betrachten wir eine monoton fallende Nullfolge (b,,),,>1 in (0, 00), die sogenannte
Bandbreitenfolge, fiir die wir zusétzlich fordern, dass

lim nb, =oco und lim nb? = 0.
n—0o0 n—o0

Damit definieren wir die folgenden Schétzer:

Definition 6.1 (Schétzer der asymptotischen Varianz): Sei K eine Kernfunktion und
(bp)n>1 eine Bandbreitenfolge. Dann ist

Tw, ()L, (y) K (%)
(W, — ) 0 (W, — 9)],

o= >+ > 2>

x,ye‘llj z,yeW,, eV
yev,
o [ Koy A0 B 0%
J W

ein Schitzer fiir die asymptotische Varianz 0% (u) und

Gy (1) =

Ly, ()L, (y) K (%>

P D D D D RED DR D (s e (T}

zyewd zyeVl, zyev, , zeWY zewd zeV, 4
yev, 1 yev, o yeT, ,

~(nby)* / 1 () T V) = W (W) 40, (W)

W2

ein Schitzer fiir die asymptotische Varianz o (u).

Auch hier verwenden wir wieder 67 ,(u) in d = 2 bzw. d = 3 synonym fiir 63, (u) bzw.
&‘Z/m(u). Um die asymptotischen Eigenschaften dieser Schétzer zu untersuchen, wollen wir
Theorem 1 aus [23] verwenden (sieche auch Lemma 4.2. in [18]). Wir werden dafiir Vor-
aussetzungen an die Totalvariation ||-||7v des reduzierten faktoriellen Kumulantenmafses
stellen:
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Satz 6.2: Sei V ein stationdrer Punktprozess der ||7\(1/k,?red||TV < oo firk € {2,3,4} erfillt.
Weiter sei

3N

Q>

Tw, (x ]lwn( VK —
Z I i ( |d (nby) /K )

z,ycv ( ‘W ’d

der Schitzer seiner asymptotischen Varianz o mit Kernfunktion K und Bandbreitenfolge
(bn)n>1- Dann gilt

lim E[62] = o

n—oo

und

li —oh? =0.

Jim E[(62 —0°)*] =0
Es ist keineswegs verwunderlich, dass wir Bedingungen wie |‘7\(I/k,?red|’TV < oo fiir bestimmte
k an das reduzierte faktorielle Kumulatenmafs des Punktprozesses stellen miissen. Wir
hatten bereits dhnliche Bedingungen in Korollar 3.15 gefordert, um die Endlichkeit
entsprechender Momente der Tangentenpunktanzahl zu zeigen.

Um die Schétzer aus Definition 6.1 besser untersuchen zu konnen, definieren wir

zunéchst noch einen von Brillinger [5] eingefiihrten Mischungsbegriff:

Definition 6.3 (Brillinger mischend): Fin Punktprozess W heifst Brillinger mischend,
falls fir alle k € {2,3,...} gilt

k
7o reall Ty < oo

Es ist einfach zu sehen, dass der Poisson-Prozess ein Brillinger mischender Prozess ist.
Allgemein lasst sich die Bedingung als asymptotische Unkorreliertheit deuten. Fiir uns
wichtig sind die Tangentenpunktprozesse, und auch fiir diese gilt:

Lemma 6.4: Im stationdren Booleschen Modell mit Intensitit A\, dessen typisches Korn
P(=Zg C B(o,R)) =1 fiir ein R > 0 erfillt, sind simtliche Tangentenpunktprozesse in
d € {2,3} Brillinger mischend.

Beweis. Wir betrachten einen beliebigen Tangentenpunktprozess und nennen diesen in
diesem Beweis . Dann ist ¢ ein Punktprozess in R? fiir d € {2, 3} mit der Eigenschaft,
dass ((B(z1,1)) und ((B(xq,e2)) unabhingig sind, falls ||x; — 22| > 3R und &1, €5 klein
genug. Die Abhéngigkeitsstruktur lésst sich in der folgenden Abbildung visualisieren:
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Abbildung 6.5: Im Booleschen Modell mit P(Zy C B(o, R)) = 1 fiir ein R > 0 lésst
sich die Reichweite der Abhéngigkeit zwischen Tangentenpunkten analog zu Lemma
5.3 scharf abgrenzen. Die Anzahl der Tangentenpunkte (egal ob positiv oder negativ)
in B(o,¢e1) bzw. B(x,e2) wird bestimmt durch das Keim-Korn-Modell mit Keimen
in B(o, R+ ¢1) bzw. B(xg, R+ £3). Wegen der rdumlichen Unabhéngigkeit des Pois-
son-Prozesses ist im Fall eines Booleschen Modells die Anzahl der Tangentenpunkte in
B(o,¢e1) bzw. B(x,2) unabhéngig voneinander, falls x5 und o weit genug voneinander
entfernt sind. Dies ist fiir £; und ey klein genug der Fall, wenn ||zs|| > 3R (dies ist
hinreichend dafiir, dass sich die beiden roten Kreise nicht schneiden).

Fiir einen solchen Punktprozes ( rechnen wir nach, dass fiir sein reduziertes faktorielles
Kumulantenmafs ||7éﬁ)ed||Tv < oo fiir alle k € {2,3,...} gilt. Dazu verwenden wir in
unserem Beweis die zugehorigen Kumulantendichten ¢®). Diese existieren fiir die fiir uns
relevanten Tangentenpunktprozesse, da auch alle Produktdichten existieren. In der Tat
konnten wir mit Hilfe der Slivnyak-Mecke Formel sogar semi-explizite Darstellungen fiir
die Produktdichten finden. Man kann aus der semi-expliziten Darstellung leicht folgern,
dass c®) beschrinkt ist. Fiir ein fixiertes k& € {2,3,...} betrachten wir nun also

H’Yéi)edHTV:/'"/|C(k)(0>$2,-~7$k)!d51?2"'d95k-
d R4

Wegen der Darstellung

o o BBl ))C(Blrae) - ((Blag )
Ao ) = i e, [ Blen el 1Bk ed)],

der Produktdichte sowie Definition 2.10 hat c¢*) die Form einer multivariaten Kumulante
(genauer gesagt handelt es sich um den Limes der multivariaten Kumulante der Zufalls-
groken ((B(xj,€;))/ |B(xj,€5)|, 7 € {1,...,k} mit 1 = 0). Elementare Eigenschaften
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der multivariaten Kumulante sagen nun, dass sie verschwindet sobald, sich unter den
betrachteten Zufallsgrofen unabhéngige Blocke bilden lassen. Dies ist fiir uns der Fall,
sobald es einen j € {1, ..., k} gibt, sodass ||z; — z;|| > 3R fiir alle i # j.

Somit ist der Triger der Kumulantendichte ¢*) auf jeden Fall eine Teilmenge von
B(o,3(k — 1)R)*~! und wir erhalten

hale = [ [ o m)ldns - da,
B(o,3(k—=1)R)  B(0,3(k—1)R)

Da ¢® beschrankt ist, folgt schlieflich wie gewiinscht

k
7 gllrv < oo
]

Der Beweis des vorangegangenen Satzes ist im Fall eines beschrénkten typischen Korns
relativ elementar und anschaulich. Aber auch im Booleschen Modell mit unbeschrénkten
Kornern sind die Tangentenpunktprozesse unter der zusétzlichen Bedingung E[||Z,||*] <
oo fiir alle £ € N Brillinger mischend. Dazu brauchen wir Theorem 2 in [22]:

Satz 6.6: Sei U ein stationdrer Punktprozess in R?, der Bedingung 5.17.3 erfiille. Weiter
gebe es ein § > 0, sodass E[¥([0,1)%)*] < oo und

Z r(k’l)d’lﬁ\p(r)%ﬂ < 00.

r>1

Dann gilt '
I realley < o0

fiir j € {2, ..., k}.

Mit dieser Vorarbeit kénnen wir uns der Untersuchung des Schétzers &7, (u) zuwenden.
Es gilt:

Lemma 6.7 (Asymptotische Eigenschaften von 67, (u)): Sei Wxa ein Keim-Korn-Prozess
und es gelten entweder

(i) die Voraussetzungen von Satz 5.6.

(ii) die Voraussetzungen von Satz 5.13 und zusdtzlich gebe es ein § > 0, sodass

E[||Zo*® /%] < oo fiir ein e > 0. (6.7.1)

(iii) die Voraussetzungen von Satz 5.18 und zusdtzlich gebe es ein § > 0, sodass

d(4+9)
E <Z ]I(Xi+Ei)ﬂ[0,1}d75®> < 0 (672)

i>1

und
E[||Zo||*"* /%] < oo fiir ein e >0

75



sowre S
Zr?’d_lﬁ\p(r)m < 0. (6.7.3)

Dann gilt im jeweiligen Fall

lim E[67,(u)] = 0% (u)

n—oo

und

lim E[(&Zm(u) - ai(u))z} = 0.

n—o0

Beweis. Wir werden Satz 6.2 verwenden um die Aussage zu folgern. Dazu miissen wir
unsere Prozesse in die entsprechende Form bringen. In d = 2 definieren wir die Prozesse

2

§):: \I}Z‘,

2 _
é):: \Ijuw
G =gy

und in d = 3 definieren wir analog

G =,
3 _
gé ) = \I[u,h
3 —
Cig ) = \Iju,27

SR S

u,1?

GV =y vy

u,29

&) =0y, + U,

Damit betrachten wir die sehr dhnlichen Teile

G2 = Z L (@) (9) K <%> — (nbn)d/K(x)dx—Ci(d)(Wn)Q.

[ =) 0 (W =)l Wl

)

Daraus erhalten wir eine Zerlegung

~2 __oa2 ~2 ~2
UA,n<u> - 2O-A,n,l + 20A,n,2 ~0An3

und

.2 . .2 2 A2 .2
Ovn(U) =091 + 30y 00+ Vs = Oviaa T Ovns — Ovae:

Um Satz 6.2 verwenden zu kénnen, miissen wir unter den Voraussetzungen in (i), (ii)

und (iii) nachweisen, dass alle reduzierten faktoriellen Kumulantenmafe von Ci(d) bis zur
Ordnung 4 endliche Totalvariation haben.
Im Fall (i) sind wegen Lemma 6.4 alle QZ-(d) sogar Brillinger mischend, wobei zu beachten

ist, dass sich die Argumentation im Beweis von Lemma 6.4 auch auf die Prozesse (§2)
und Ci(?’), i € {4,5,6} iibertragen lasst.
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Im Fall (ii) verwenden wir Satz 6.6. Da wir einen poissonschen Keim-Prozess betrachten,
gilt in diesem Fall wegen Korollar 3.15

E[¢([0,1]%)] < oo

fiir alle £ € N. Auferdem gilt wegen 5.15 und 5.16 sowie mit Hilfe der zusétzlichen
Voraussetzung 6.7.1 und einer analogen Rechnung wie in 5.18.4, dass

Z r?’d_lﬁc@ (r) ™ < 00

r>1

fiir ein 6 > 0. Alle unsere Prozesse Ci(d) erfiillen also die Voraussetzungen in Satz 6.6 und
somit haben alle reduzierten faktoriellen Kumulantenmafse von Ci(d) bis zur Ordnung 4
endliche Totalvariation.

Auch im Fall (iii) wollen wir Satz 6.6 verwenden. Wir miissen hier aber zusatzlich
6.7.2 und 6.7.3 fordern, da wir uns im Gegensatz zu Fall (ii) nicht auf einen poissonschen
Keim-Prozess beschranken. Die Argumente sind aber sonst die gleichen wie in Fall (ii).

Insgesamt haben in den Féllen (i), (ii) und (iii) tatséchlich alle reduzierten faktoriellen
Kumulantenmafie der Prozesse (Z-(d) bis zur Ordnung 4 endliche Totalvariation.

Wegen Satz 6.2 gilt also

tim B[5%,.,] = o2 0),

lim E[67,,] = o” (u),

n—00 Y

lim E[67 5] = 0% (v) 4+ 02 (u) + 2p(u)

n—o0

und damit folgt insgesamt wie gefordert

lim E[67%,,(v)] = 0% (w).
n—00 ’
Die Rechnung in d = 3 verlauft genauso.

Mit Hilfe der Jensenschen Ungleichung folgt auch die L*-Konsistenz von &3, (u) aus
der L*-Konsistenz der jeweiligen 67, ;. O

Die Bedingung 6.7.2 sichert die Endlichkeit des (4 + §)-sten Moments der Anzahl der
Tangentenpunkte in [0, 1]%. Wegen Korollar 3.15 ist fiir die Erfiillung dieser Forderung

k
17 allry < o0

fir k € {2,...,4d + [d6]} hinreichend, wobei 7\(111263(1 das reduzierte faktorielle Kumulan-

tenmak des Keim-Prozesses bezeichnet.

Auch die Wahl der optimalen Bandbreitenfolge (im Sinne der Minimierung des mittleren
quadratischen Fehlers von &7, (u)) ist fiir verschiedene Schwanzverhalten von 7‘(1,2’ )red (wie
wir es z.B. in Lemma 6.4 etabliert haben) in Theorem 3 in 23] behandelt. Insgesamt

erhalten wir das praktisch relevante Resultat:
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Lemma 6.8 (Grenzwertsitze mit geschétzter asymptotischer Varianz): Unter den Vor-
aussetzungen von Satz 6.7 gilt im jeweiligen Fall

(Wala

Gan(w)

(Ndm(u) - Nd> 4 AN, ).

n—o0

Beweis. Die Aussage folgt aus Lemma 6.7 und dem entsprechenden Grenzwertsatz mit
Hilfe des Lemmas von Slutsky. O

Mit Hilfe dieses Ergebnisses lassen sich asymptotische Konfidenzintervalle bestimmen.
Wir bezeichnen mit zy_, /2 das (1 —a/2)-Quantil der (0, 1) Verteilung. Dann gilt wegen
Lemma 6.8, dass der unbekannte Erwartungswert N, der spezifischen EPC der Bedingung

lim P Ndm(u) — le_a/g < N, < ]\Afdm(u) + le—aﬂ =1—«
n—o00 Wl Wal,
geniigt.
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7 SIMULATIONSSTUDIEN

Zum Abschluss dieser Arbeit wollen wir die Ergebnisse noch anhand von Simulationsstudi-
en veranschaulichen. Dabei wollen wir fiir verschiedene Boolesche Modelle die asymptoti-
sche Verteilung von N a.n(w) mit der einer Normalverteilung vergleichen. Aufierdem wollen
wir fiir ein nicht boolesches Keim-Korn-Modell ein asymptotische Konfidenzintervall fiir
N, angeben.

Beginnen wir mit der Betrachtung von Booleschen Modellen. Solche realisieren wir in
zwei Schritten: Zunéchst erzeugen wir eine Poisson-verteilte Zufallszahl. Dabei sollte der
Parameter der Poisson-Verteilung nicht A |[W,,|, sein, sondern A |[W,, & [—R, RJ?|, fiir ein
geeignetes R > 0. Dies tragt Randeffekten durch Kérner Rechnung, deren Keim ,nahe” am
Rand des Beobachtungsfensters liegt. Entsprechend dieser Zahl erzeugen wir gleichverteilte
Zufallsvektoren im festgelegten Gebiet W, @ [ R, R]?. Diese Zufallsvektoren dienen uns
als Keime unseres Booleschen Modells. Die Keime markieren wir unabhéngig mit gemafs
Q@ verteilten, konvexen und kompakten Mengen, wobei wir verschiedene Verteilungen
( betrachten werden. Die Vereinigung all dieser Mengen bildet die Realisierung eines
Booleschen Modells im Beobachtungsfenster.

Fiir jede so entstandene Realisierung berechnen wir die Zahl

Ly = 1/% (NAn(u) - NA> :

Diese Zahl ist geméf Satz 6.8 asymptotisch standardnormalverteilt. Bestimmen wir also
fiir ein hinreichend grofses Beobachtungsfenster genug solcher Zahlen, sollte ein Vergleich
mit der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung mdoglich sein.

Wir fixieren in unserem Programm die Eingangsparameter u = e, und W,, = [0,n)?.
Fiir die Schatzung der asymptotischen Varianz bendtigen wir aufserdem die Kernfunktion

K(z) = (1= [l2]*) 15 (@)

und die Bandbreitenfolge b, = n~%3. Der zur Erzeugung der nachfolgenden Daten
verwendete Python-Code steht unter dem Link https://bit.ly/3hgKfEh zum Download
bereit.

Zunachst untersuchen wir das relativ einfache Boolesche Modell mit dem typischem
Korn = in der Form

P(E) = 0,U] x {0}) = 5 = P(E = {0} x 0,U]),

wobei U auf [0, 2] gleichverteilt sein soll (siehe Abbildung 7.1). In diesem Modell gilt

)\2
NA:)\—Z

Schon an dieser sehr einfachen Markenverteilung ist, dass wir die asymptotische Varianz

3N N3
o4(u) =\ — T+§
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mit Hilfe von Satz 4.5 explizit berechnen kénnen. Wir kénnen also exemplarisch un-
tersuchen, wie gut die Schitzung ist, indem wir die Schéitzwerte (siehe Tabelle, die
angegebenen Werte zum jeweiligen A und n sind der Mittelwert aus 50 Realisierungen)
mit dem exakten Werten vergleichen:

A=1/8 A=1/4 A=1/2
n 02 (u)~0,1139 | o2 (u)~0,2083 | o2 (u)~0,3542
10 0,0966 0,1841 0,3716
20 0,1126 0,2003 0,3449
30 0,1164 0,2135 0,3720
40 0,1153 0,2106 0,3723
50 0,1157 0,2105 0,3647

Dabei lassen sich die folgenden Trends erkennen: Grundsétzlich verhélt sich die Schétzung
schon fiir relativ kleine Fenster (n > 20) sehr gut, erwartungsgeméfs wird die Schitzung
aber mit zunehmender Fenstergrofie besser. Je grofer die Intensitéat A, desto schlechter
ist die Schiitzung. Aukerdem scheint der Schéitzer den wahren Wert 0% (u) zu iiberschétzen.

Als néchstes betrachten wir ein Boolesches Modell mit typischem Korn
=0 = B(Re1, R),

wobei R auf [0, 1] gleichverteilt sein soll (siche Abbildung 7.2). Dann gilt
A
Na=2A (1 = l) e/,
4
Zum Abschluss betrachten wir ein Boolesches Modell mit typischem Korn

EO = [OaA] X [O,BL

wobei A, B i.i.d. auf [0, 1] gleichverteilt sein sollen (siehe Abbildung 7.3). Dann gilt

NA:/\(l—g) €_>\/4.

Alles in allem lésst sich festhalten, dass sich die Normalverteiltheit bei kleinem A\ bei
den verwendeten Fenstern gut nachweisen lésst. Das lésst den Schluss zu, dass in diesen
Fillen auch die Schitzung der asymptotischen Varianz schnell konvergiert. Je grofer
jedoch A ist, desto langsamer sind diese beiden Konvergenzen.
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Abbildung 7.1: Untersuchung des Booleschen Modells mit A = 1/4 und typischem Korn
der Form P(Zg = [0,U] x {0}) =1/2 =P(Z, = {0} x [0,U]), U gleichverteilt auf [0, 2].
Dargestellt ist eine beispielhafte Realisierung (oben). Aus den positiven Tangenten-
punkten (blau) und negativen Tangentenpunkten (rot) in Richtung von u = eq lasst
sich die spezifische EPC schitzen. Damit lasst sich die empirische Verteilungsfunktion
(unten) aus N = 200 Realisierungen im Beobachtungsfenster W3y = [0, 30)? mit der
N (0, 1)-Verteilung vergleichen. Die Kolmogorov-Teststatistik hat den Wert 0, 0529,
man wiirde also den Test auf Normalverteiltheit nicht ablehnen kénnen.
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Abbildung 7.2: Untersuchung des Booleschen Modells mit A = 1/3 und typischem

82

Korn Zy = B(Rey, R), R gleichverteilt auf [0, 1]. Dargestellt ist eine beispielhafte
Realisierung (oben). Aus den positiven Tangentenpunkten (blau) und negativen Tan-
gentenpunkten (rot) in Richtung von u = e, lisst sich die spezifische EPC schéatzen.
Damit lasst sich die empirische Verteilungsfunktion (unten) aus N = 200 Realisie-
rungen im Beobachtungsfenster W3y = [0, 30)? mit der N(0, 1)-Verteilung vergleichen.
Die Kolmogorov-Teststatistik hat den Wert 0,0567, man wiirde also den Test auf
Normalverteiltheit nicht ablehnen kénnen.



-3 —2 —1 1 2 3
Abbildung 7.3: Untersuchung des Booleschen Modells mit A = 1/4 und typischem
Korn =y = [0, A] x [0, B], A, B i.i.d. gleichverteilt auf [0,1]. Dargestellt ist eine
beispielhafte Realisierung (oben). Aus den positiven Tangentenpunkten (blau) und
negativen Tangentenpunkten (rot) in Richtung von u = e5 ldsst sich die spezifische EPC
schétzen. Damit lésst sich die empirische Verteilungsfunktion (unten) aus N = 200
Realisierungen im Beobachtungsfenster W3, = [0,30)? mit der N(0, 1)-Verteilung
vergleichen. Die Kolmogorov-Teststatistik hat den Wert 0, 0621, man wiirde also den
Test auf Normalverteiltheit nicht ablehnen kénnen.
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Zum Abschluss wollen wir noch ein Keim-Korn-Modell mit nicht poissonschem Keim-Pro-
zess untersuchen. Wir kénnen hier leider keinen direkten Vergleich mehr mit der Stan-
dardnormalverteilung anstellen. Dies liegt daran, dass wir den Wert N4 nicht berechnen
konnen. Satz 6.8 ist allerdings trotzdem wertvoll, da wir gemaéfs

lim P Nyp(u) — ) 22— < Va,
=0 |Wn|d |Wn|d

Konfidenzintervalle konstruieren kénnen.

Betrachten wir dazu exemplarisch einen Matérn-Prozess. Dabei handelt es sich um
einen poissonschen Cluster-Prozess, der wie folgt entsteht: Zunéchst erzeugen wir einen
homogenen Poisson-Prozess mit Intensitét A, den sogenannten Primérprozess. Um jeden
der so entstandenen Punkte legen wir einen Kreis mit Radius » > 0. In diesem Kreis
erzeugen wir zufillig viele gleichverteilte Punkte. Die Anzahl der Punkte bestimmen wir
jeweils durch die Realisierung einer poissonschen Zufallszahl mit Intensitit u. Alle so
entstandenen Punkte (ohne die Primérpunkte) bilden die Realisierung eines Matérn-Pro-
zesses. Diesen markieren wir unabhéngig, um ein Keim-Korn-Modell zu erhalten (siehe
Abbildung 7.4).

Zukiinftige Arbeiten konnten den von uns konstruierten Schiatzer mit den Schétzern aus
[28], [33], [43] vergleichen. Im Gegensatz zu den Untersuchungen in diesem Kapitel, bei
denen wir aus den konkreten Markenverteilungen exakt die Tangentenpunkte berechnen
konnten, ist dies in der Praxis oft nicht der Fall. Dort liegen Bilder hdufig nur digital
vor, was bei der Anwendung zu zusétzlichen Randeffekten fiihrt, denen gegebenenfalls
Beachtung bei der Zahlung geschenkt werden muss [27].
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Abbildung 7.4: Untersuchung des aus einem Matérn-Prozess mit A = 1/3, r = 1
und g = 3 entstandenen Keim-Korn-Modells mit typischem Korn =y = B(Rey, R),
R gleichverteilt auf [0, 1]. Die Zahl N4 ldsst sich nicht mehr berechnen, wir kénnen
aber aus einer Realisierung ein asymptotisches Konfidenzintervall angeben. Im Fenster
W3 = [0,30)? erhalten wir in diesem Fall beispielhaft, dass asymptotisch 0,0404 <
N4 <0,1018 mit Wahrscheinlichkeit 0, 95.
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SYMBOLVERZEICHNIS

Symbol Beschreibung Seite
B,(R9) Beschrinkte Borel-Mengen des R? 3
I, Poisson-Prozess mit Intensitdtsmafs A. Speziell II, o: stationérer 4
Poisson-Prozess mit Intensitat A\ und typischer Markenverteilung ¢
|Bla d-dimensionales Lebesgue-Maf der Menge B € B(R?) 5
Z# Summation iiber paarweise verschiedene Indizes 7
7553 Reduziertes faktorielles Kumulantenmafs der Ordnung & 8
c? Menge der kompakten Teilmengen des R? 9
F Menge der abgeschlossenen Teilmengen des R? 9
Minkowski-Summe 9
P Volumenanteil 10
Ké Menge der nichtleeren, konvexen und kompakten Teilmengen des RY 12
R4 Konvexring 13
X Euler-Poincaré-Charakteristik 13
lu(K) Positiver Tangentenpunkt der Menge K in Richtung u 16
U Prozess der positiven Tangentenpunkte in Richtung u 17
Eij = (X;+Z;) N (X;+Z;), analog =% 18
v Prozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u 19
v Erster Prozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u 20
Uio Zweiter Prozess der negativen Tangentenpunkte in Richtung u 20
Wi Beobachtungsfenster 21
Ny Intensitat von Nd,n(u) 21
Nyp(u) Schétzer der spezifischen EPC in Dimension d 21
HI (d — 1)-dimensionales Hausdorff-Maft 25
o2 (u) Asymptotische Varianz von N, (u) 31
0% (u) Asymptotische Varianz von W 31
o2 (u) Asymptotische Varianz von ¥ 31
p(u) Asymptotische Kovarianz von ¥, und ¥ 31
U(z,Zp) =1Z0U(xz+ =), 32
Dy(K,L) =K (=L)\((K° = lu(L)) U (=L° + lu(K))) 32
B(z,R)  Abgeschlossener Ball mit Radius R um x 43
P Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung 45
© Dichtefunktion der Standardnormalverteilung 49
JAl = supyesla 67
05 n(u) Schiitzer der asymptotischen Varianz o2 (u) 72
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