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Geleitwort des Erstgutachters

Sowohl aus der Perspektive der Allgemeinbildung wie aus derjenigen der Propé-
deutik fiir ein Mathematikstudium stellt Argumentieren eine zentrale Kompetenz
dar, die der Mathematikunterricht vermitteln soll. Folgerichtig messen die Bil-
dungsstandards der Kultusministerkonferenz und die Lehrplidne der Bundeslinder
dem Argumentieren grofSe Bedeutung bei. Trotzdem zeigt ein Blick in die unter-
richtliche Praxis, dass das Argumentieren insbesondere gegeniiber dem Rechnen
oft recht kurz kommt. Woran liegt das und welche Ansétze konnten helfen, mog-
liche Schwierigkeiten zu iiberwinden? Genau diesen Fragen widmet sich Frau
Bersch in ihrer Arbeit.

Nach der griindlichen Darstellung der theoretischen und methodischen Grund-
lagen gliedert sich die empirische Arbeit in zwei Phasen: In der ersten Phase wird
durch Lehrer*innen-Interviews ergriindet, wie Lehrer*innen zum Argumentieren
stehen, welchen Wert sie ihm beimessen und welche Schwierigkeiten sie dabei
erleben. Aus den Ergebnissen dieser ersten Phase werden Hauptschwierigkeiten
isoliert und in einer zweiten Phase eine Unterrichtseinheit in mehreren Varianten
erstellt, die helfen soll, diese zentralen Schwierigkeiten zu iiberwinden. In einer
zweiten Runde von Lehrer*innen-Interviews werden dann die Erfahrungen mit
dieser Lerneinheit analysiert.

Dieses Vorgehen ist methodisch innovativ und interessant, weil es einen Weg
darstellt, das Praxiswissen der Lehrkrifte fiir die didaktische Forschung nutzbar
zu machen. Auf diese Weise kann eine grolere Anzahl von Mathematikkursen in
den Erkenntnisprozess eingehen, als wenn man auf der Ebene der Schiiler*innen
forschen wiirde. Die Lehrer*innen als Experten ihres Unterrichts reflektieren
ihre Erfahrungen und diese prigen kiinftigen Unterricht. Um Verdnderungen
anzustofB3en, ist es daher richtig, bei den Lehrkriften anzusetzen.
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Die erzielten Ergebnisse beleuchten die Schwierigkeiten des Argumentierens
in der Praxis sehr breit: obwohl viele Lehrkrifte dem Argumentieren einen groflen
Wert beimessen, berichten sie auch von Schwierigkeiten auf vielen Ebenen.
Insbesondere die sprachlichen Herausforderungen, gerade auch beim schriftli-
chen Argumentieren werden als sehr groles Hindernis empfunden. Entsprechend
setzt Frau Bersch mit der von ihr konzipierten und in mehreren Varianten aus-
gestalteten Lernumgebung an diesem Punkt an, indem sie Unterstiitzung bei
der Versprachlichung anbietet. Aufferdem wird besonderes Augenmerk auf die
Differenzierungsmoglichkeiten gelegt. Die Riickmeldungen der Lehrkrifte in
den Interviews der zweiten Phase bestitigen, dass diese konkreten Materialien
hilfreich sind.

Es bleibt zu wiinschen, dass diese Erkenntnisse in Zukunft genutzt werden,
um das Argumentieren in weiteren Inhaltsbereichen, nicht nur in der Analysis,
zu stirken. In diesem Sinne wiinsche ich Leserinnen und Lesern dieses Bandes
eine erkenntnisreiche Lektiire.

Augsburg Reinhard Oldenburg
im Dezember 2022



Geleitwort des Zweitgutachters

Im (Unterrichts-)Fach Mathematik werden Begriffe wie Argumentieren, Begriin-
den, Beweisen etc. selbstverstindlich eingesetzt und auch ihre Beziehung zuein-
ander wenig hinterfragt. Die Arbeit von Frau Bersch widmet sich einem Thema
der Mathematikdidaktik, welches auf eine lange Tradition zuriickblicken kann.
Mitnichten bedeutet das aber, dass das Thema schon ausreichend forschungs-
spezifisch beleuchtet ist. Genau diesem Ansinnen widmet sich die vorliegende
Dissertation von Frau Bersch, aus Perspektive der Lehrerprofessionalisierung.

Frau Bersch wihlt dafiir den Ansatz einer explorativen Interviewstudie. Die
mit Lehrkréiften durchgefiihrte Interviewstudie greift Inhalte des Analysisunter-
richts auf und greift dabei auf das Verstehen von Lehrkriften zuriick. Die so
gewonnenen Einsichten werden genutzt, um einen theoretisch fundierten Unter-
richtsvorschlag zu erstellen und diesen in der Praxis zu evaluieren. Damit ist die
vorliegende Arbeit eng mit der Theorie-Praxis-Verzahnung im Bereich der Lehr-
kriftebildung verankert und leistet einen wichtigen Beitrag zum Schlieen des
Theorie-Praxis-Gaps, indem implizites Wissen von Lehrkriften wissenschaftlich
nutzbar gemacht wird.

Durch das gewihlte Vorgehen wird von Frau Bersch in den Abschnitten
des Theoretischen Hintergrunds und des Forschungsstands zum Argumentie-
ren zunichst der notwendige (wissenschaftliche) Hintergrund aufgearbeitet, um
im zweiten Teil der Arbeit die Interviewstudie durchzufiihren und ausfiihrlich
zu beschreiben und im dritten Teil die Entwicklung und Evaluation der Ler-
numgebung zum Argumentieren im Analysisunterricht zu berichten, welche hier
abschlieend auch evidenzbasiert evaluiert wird.

Die Arbeit ist aus meiner Sicht auf einen ersten Blick ungewohnlich auf-
gebaut, da er nicht notwendigerweise einer klassischen Gliederung entspricht.
In den einzelnen Abschnitten wird dieser Eindruck jedoch deutlich relativiert

Vil
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und interessierte LeserInnen werden feststellen, dass es sich um eine kohi-
rente Ausarbeitung in der Mathematikdidaktik handelt, die sich einer begriindeten
wissenschaftlichen Freiheit bedient.

Die vorliegende Promotionsarbeit von Frau Bersch leistet einen wesentlichen
Beitrag zur Beforschung von Argumentationsprozessen im Analysisunterricht aus
Perspektive von Lehrkriften. So eine Arbeit gab es bislang — zumindest meines
Wissens — nicht und stellt einen neuartigen und interessanten Ansatz dar.

Es ist zu wiinschen, dass dieses Buch nachhaltige Impulse fiir fachdidaktische
Theoriebildung und fachdidaktische empirische Forschung zum mathematischen
Argumentieren im Analysisunterricht entfaltet, sodass eine zukiinftig gestirkte
Forderung in der Schulpraxis stattfindet.

Wiirzburg Hans-Stefan Siller
im Januar 2023
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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden zunichst die Begriffe Argumentieren, Begriinden und
Beweisen gekldrt und in einem Modell zueinander in Beziehung gesetzt. Das
mathematische Argumentieren wird dabei in einem weiten Sinne als Oberbegriff,
das Begriinden als spezielle Form des Argumentierens und das Beweisen als
spezielle Form des Begriindens verstanden. Auf dieser Grundlage werden zwei
aufeinander aufbauende Studien vorgestellt, in denen das mathematische Argu-
mentieren im Analysisunterricht aus der Perspektive von Lehrkriften untersucht
wurde. Die erste ist eine explorative Interviewstudie mit Lehrkriften zur gegen-
wirtigen Situation des Argumentierens im Analysisunterricht. In dieser wurde
das Begriffsverstindnis der Lehrkrifte, ihre konkreten Unterrichtserfahrungen mit
Blick auf das Argumentieren sowie ihre Haltung gegeniiber dem Argumentieren
analysiert. Der Fokus lag insbesondere auf Herausforderungen, denen Lehrkrifte
und Lernende beim Argumentieren im Analysisunterricht begegnen. Die Hete-
rogenitdt innerhalb von Lerngruppen und sprachliche Schwierigkeiten bei den
Schiilerinnen und Schiilern stellten sich dabei als dominante Problemfelder her-
aus. Daran ansetzend wurden fiir die zweite Studie theoretische Grundlagen
zur Differenzierung und Sprachforderung im Mathematikunterricht gelegt und
eine differenzierende, aufgabenbasierte Lernumgebung mit sprachforderlichen
Elementen zum Argumentieren mit ganzrationalen Funktionen in verschiedenen
Versionen ausgearbeitet. Dafiir wurden Aufgaben, Losungsbeispiele und Formu-
lierungshilfen entwickelt. In einer Evaluationsstudie wurde die Lernumgebung
von Lehrkriften im Unterricht eingesetzt, mit anschlieBender Riickmeldung der
Erfahrungen in schriftlichen Interviews. Dadurch konnten die Qualitdt der Ler-
numgebung sowie die Akzeptanz der Lehrkrifte fiir die entwickelten Materialien
nachgewiesen werden.

Xl



Abstract

In this thesis, the German terms Argumentieren, Begriinden, and Beweisen (in
English approximately argumentation, reasoning/justifying, and proving) are elu-
cidated and related to each other in a theoretical model. Thereby, mathematical
argumentation is understood in a broad sense and functions as an umbrella term.
Based on these considerations, mathematical argumentation in calculus class-
rooms was investigated from a teachers’ perspective in two studies which are
based on one another. The first study was an explorative interview study with
teachers on the current situation of argumentation in calculus classrooms. The
understanding of terms by the teachers, their teaching experiences related to argu-
mentation, and their attitude towards argumentation were subjects of discussion.
In particular, challenges teachers and students face concerning argumentation in
calculus teaching and learning were analysed. Heterogeneity and language dif-
ficulties of students were found to be dominant problem areas. For this reason,
theoretical considerations of differentiation and language support in mathema-
tics teaching were implemented in a learning environment which is task-based,
differentiating, and language supportive. Therefore, argumentation tasks with
polynomial functions, worked-out examples, and writing assistance were desi-
gned. In a subsequent evaluative study, teachers used the learning environment
in class and reported back on their experiences. Thus, the quality and teachers’
acceptance of the learning environment could be proven.

Xl
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Einleitung

Der, die, das.

Wer, wie, was?

Wieso, weshalb, warum?

Wer nicht fragt, bleibt dumm!

Tausend tolle Sachen, die gibt es iiberall zu seh’n.
Manchmal muss man fragen, um sie zu versteh’n.

(Intro der Sesamstraf3e)

Proofis respectability. Proof is the seal of authority. [...] Proof is mathematical power,
the electric voltage of the subject which vitalizes the static assertions of the theorems.
Finally, proof is ritual, and a celebration of the power of pure reason.

(Davis et al. 2012, S. 167)

Warum beginnt die vorliegende Arbeit gerade mit diesen beiden Zitaten? Das
Intro der Sesamstrae verdeutlicht eine fragende Grundhaltung, die Kinder im
Zuge des Entdeckens der Welt und insbesondere kausaler Zusammenhinge
irgendwann entwickeln (z. B. Oskar 2021, S. 267). Davis und Hersh beschreiben
und rithmen eindrucksvoll das Konzept des Beweisens, das die Mathematik von
anderen Wissenschaften unterscheidet. Was haben diese beiden so unterschiedli-
chen Zitate gemeinsam? Beide machen auf ihre ganz eigene Art und Weise auf
die Bedeutung von Argumentationsprozessen aufmerksam. Die Beschiftigung mit
Warum-Fragen ist schon fiir kleine Kinder wesentlich, um Zusammenhénge in
unserer Welt zu hinterfragen und zu verstehen. Beweise in der wissenschaftli-
chen Disziplin der Mathematik stellen Zusammenhénge zwischen verschiedenen
Bausteinen mathematischer Theorie her und geben damit in ganz spezifischer
Form Antwort auf Fragen nach dem Warum. Dazwischen liegt die Schulzeit mit

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer Fachmedien Wiesbaden 1
GmbH, ein Teil von Springer Nature 2023

S. Bersch, Mathematisches Argumentieren im Analysisunterricht, Studien zur
theoretischen und empirischen Forschung in der Mathematikdidaktik,
https://doi.org/10.1007/978-3-658-40969-2_1
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sehr vielen Mathematikstunden, in denen Schiiler! die Welt der Mathematik ken-
nenlernen und sich dabei im Idealfall hdufig mit verschiedenen Warum-Fragen
auseinandersetzen. Kannst du mir erkldren, warum die Ableitung einer Funk-
tion an einer lokalen Extremstelle immer gleich Null ist? Warum kann ich aber
von einer Nullstelle der Ableitungsfunktion noch nicht sicher auf eine Extrem-
stelle schlieBen? Auch wenn die Schiiler dazu aufgefordert werden, selbst Fragen
zu stellen, wird gezielt aktives Argumentieren gefordert (Storz 2018, S. 56 f.).
Die Forderung der Kompetenz des (mathematischen) Argumentierens im wei-
ten Sinne” ist ein ausdriickliches Ziel des Mathematikunterrichts. Warum? Dazu
sollte der Leser spdtestens nach der Lektiire dieser Arbeit und insbesondere des
Abschnitts 2.3 mehrere gute Griinde anfiihren konnen.

Subjektive und unsystematische Unterrichtsbeobachtungen, Gespriche mit
Lehrkriften und Mathematikdidaktikern sowie die Lektiire wissenschaftli-
cher Arbeiten lieBen die Vermutung entstehen, dass das Argumentieren im
Mathematik- und insbesondere im Analysisunterricht noch nicht in dem Malle
und Umfang gefordert wird, wie es wiinschenswert wére. Beispielhaft ist hier
die Aufforderung von Stylianides und Kollegen (2016) zu mehr Forschung
diesbeziiglich anzufiihren:

[P]roof currently has a marginal place in ordinary mathematics classrooms. More
research is needed on how to elevate the role of proof in ordinary classrooms and
how to support teachers’ work in enhancing students’ understanding of proof. We thus
argue that more intervention-oriented studies in the area of proof are sorely needed.

(Stylianides et al. 2016, S. 237)

Bevor jedoch Anderungen angestrebt werden konnen, ist es wichtig, die aktuelle
Situation im Mathematikunterricht in Bezug auf das Argumentieren zu untersu-
chen und besser zu verstehen, warum Lehrkrifte das Argumentieren so in ihren
Unterricht integrieren, wie sie es tun oder warum sie dies vielleicht nicht tun.
Reid und Knipping (2010) formulieren diesbeziiglich?:

! Aufgrund der besseren Lesbarkeit wird in dieser Arbeit das generische Maskulinum ver-
wendet, wenn andere Formulierungen keine gute Alternative darstellen. Gemeint sind immer
alle Geschlechter.

2 Der Begriff des mathematischen Argumentierens wird in dieser Arbeit in einem weiten
Sinne gebraucht, der auch das Begriinden und Beweisen umfasst (siche Abschnitt 2.1.4).

3 Da Reid und Knipping (2010, S. 28, S. 33) den Begriff proof fiir das Konzept des Bewei-
sens als Oberbegriff verwenden, ist damit ein weites Beweisverstindnis verbunden, sodass
er im Zusammenhang dieser Arbeit auch mit Argumentieren iibersetzt werden konnte.
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Changes to how teachers teach proof must be based on a detailed understanding of
how teachers now teach proof, and the context of that teaching, for that is where the
process of change must begin.

(Reid/Knipping 2010, S. 217)

Deshalb besteht der Kern dieser Arbeit aus zwei aufeinander aufbauenden Teilen,
deren Aufbau und Inhalt in Abschnitt 1.2 beschrieben wird. Zuvor werden in
Abschnitt 1.1 der Fokus und verschiedene Ziele dieser Arbeit ausgefiihrt.

1.1 Fokus und Ziele der Arbeit

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich auf das mathematische Argumentieren
als weit gefassten Kompetenzbereich, der auch das Begriinden und Beweisen
umfasst und im Mathematikunterricht geférdert werden soll. Hauptziel ist es
dabei, durch eine explorative Interviewstudie mit Lehrkriften die aktuelle Situa-
tion rund um das mathematische Argumentieren im Analysisunterricht besser zu
verstehen und die gewonnenen Einsichten anschliefend zu nutzen, um einen theo-
retisch fundierten Unterrichtsvorschlag zu entwickeln und diesen wiederum von
Lehrkriften in der Praxis testen und beurteilen zu lassen. So wird die Expertise
von Lehrkriften in zweifacher Hinsicht genutzt. Erstens werden ihre alltiglichen
Erfahrungen expliziert, um einen Einblick in die aktuelle Unterrichtspraxis mit
Schwerpunkt auf Herausforderungen beim Argumentieren zu gewinnen. Zweitens
wird ein theoriebasiert entwickeltes Unterrichtskonzept einem Praxistest unterzo-
gen und dabei auch die Akzeptanz der Lehrkrifte fiir das Konzept untersucht. Die
Interviews wurden zwischen Mai und August 2016 gefiihrt, anschliefend ausge-
wertet und als Grundlage fiir die Entwicklung einer Lernumgebung verwendet.
Diese wurde im ersten Halbjahr des Schuljahres 2017/2018 von Lehrkriften im
Unterricht eingesetzt. Der Einsatz wurde direkt im Anschluss durch schriftliche
Interviews evaluiert.

Die beiden Studien sollen gleichzeitig beispielhaft aufzeigen, wie ein Aus-
tausch zwischen fachdidaktischer Forschung und unterrichtspraktischer Umset-
zung in beide Richtungen gelingen kann. Dazu ist erstens eine klare, verstindliche
theoretische Grundlage nétig, die von beiden Seiten akzeptiert wird, zweitens eine
Wertschitzung der Expertise der Lehrkrifte durch die Fachdidaktik, und drit-
tens eine Akzeptanz und Bereitschaft zur Umsetzung von Ideen der Fachdidaktik
seitens der Lehrkrifte.

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist es deshalb, eine theoretische Grundlage zum
Begriffsfeld rund um Argumentieren, Begriinden und Beweisen zu schaffen, indem
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verschiedene mogliche Verstidndnisse aus der Literatur zusammengestellt werden
und das verwendete Verstdndnis fiir diese Arbeit begriindet wird. Durch die Inter-
viewstudie wird dieses mit dem Verstidndnis von Lehrkréiften abgeglichen. Dies
soll auch eine mogliche Grundlage fiir kiinftige wissenschaftliche Arbeiten dar-
stellen und so die Kommunikation zwischen Fachdidaktikern und praktizierenden
Lehrkriften im Bereich des mathematischen Argumentierens erleichtern.

Die theoretischen Auseinandersetzungen konzentrieren sich auf deutschspra-
chige Literatur mit gelegentlichen Ausblicken und Verweisen auf weiterfiihrende
englischsprachige Abhandlungen. Diese Einschrinkung basiert auf mehreren
Griinden. Beim Argumentieren handelt es sich um ein grofles Forschungsfeld,
das zurecht immer mehr an Bedeutung gewinnt, sodass eine internationale,
umfassende Recherche die Moglichkeiten einer empirisch ausgerichteten Disser-
tation tiibersteigen wiirde. AuBBerdem haben regionale Besonderheiten, aktuelle
bildungspolitische Vorgaben (und hoffentlich auch aktuelle didaktische For-
schungsergebnisse) sowie kulturelle Prigungen grofen Einfluss auf den zu
untersuchenden Unterricht, sodass auch dadurch eine regionale Beschrinkung
ihre Berechtigung hat. Ein weiterer Grund fiir den Fokus auf deutschsprachige
Literatur ergibt sich daraus, dass bei der Betrachtung der im Deutschen héufig
gemeinsam genannten Begriffe Argumentieren, Begriinden und Beweisen und der
im Englischen hiufig gemeinsam genannten Begriffe argumentation, reasoning
und proof viele kleine Feinheiten und Unterschiede in der Wortbedeutung, den
Konnotationen und der Verwendung auffallen. Diese miissten erst aufgearbei-
tet werden, um Theorien zu diesen Begriffen iiberhaupt substantiell miteinander
vergleichen zu konnen. Auch die klar erscheinende Entsprechung von Beweis
und proof zeigt beim genaueren Lesen Unstimmigkeiten. Noch diffiziler wird
es, wenn Konnotationen mit einbezogen werden. So scheint im Deutschen das
enge Begriffsfeld rund um Beweis — im Gegensatz zu Argumentieren — teilweise
negative Konnotationen bei Studierenden und Lehrkriften mit sich zu bringen,
was sich beispielsweise in der vorliegenden Interviewstudie mit Lehrkriften zeigt
(sieche Abschnitt 5.2) und im Begriffsverstdndnis von Beweis als strenge Form des
Argumentierens begriindet liegen konnte. Eine dhnliche Problematik ist im eng-
lischsprachigen Raum weniger zu vermuten, da dort proof hiufig als Oberbegriff
fiir das gesamte Feld des Argumentierens, Begriindens und Beweisens verwen-
det wird, was sich beispielsweise schon am Titel des Uberblickswerkes Proof
in Mathematics Education von Reid und Knipping (2010) zeigt, das sich mit
dem gesamten Feld des Argumentierens, Begriindens und Beweisens im Bereich
der Mathematikdidaktik beschiftigt, auch viele historische Arbeiten aufgreift und
einen wichtigen Beitrag vor allem zur englischsprachigen Diskussion der Thema-
tik bietet. Die Unterschiede in der Bedeutung der Begriffe in unterschiedlichen
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Sprachen sowie zugehorige Konnotationen wiren ein spannendes Feld fiir wei-
tere Forschungen, das aus der vorliegenden Arbeit aus Kapazititsgriinden leider
ausgeschlossen werden muss.

In den beiden theoretischen Abschnitten dieser Arbeit werden auf Grund-
lage dieser Gedanken alle fiir die beiden durchgefiihrten Studien als zentral
betrachteten Uberlegungen dargestellt und zumindest versucht, das Vorhandensein
einer Forschungsliicke zu begriinden. Wer iiber mathematisches Argumentie-
ren schreibt, dem muss klar sein, dass die Nicht-Existenz eines Objektes mit
bestimmten Eigenschaften nicht mit Hilfe von Beispielen stichhaltig begriindet
werden kann. Vielmehr miisste mit einer All-Aussage argumentiert werden, wofiir
theoretisch alle in Frage kommenden Objekte iiberpriift werden miissten. Uber-
tragen auf die vorliegende Arbeit heifit das, dass alle publizierten (und auch die
noch nicht publizierten) Arbeiten gelesen und miteinbezogen werden miissten,
um mit absoluter Sicherheit eine Forschungsliicke aufzeigen zu konnen. Sollten
dem Leser dieser Arbeit also wissenschaftliche Bemiihungen bekannt sein, die
er als relevant fiir die Arbeit einschitzt und trotzdem hier nicht wiederfindet,
so bitte ich diesen Leser, mich darauf aufmerksam zu machen. Der Abschluss
der Arbeit bedeutet nicht den Abschluss der Forschung an diesem umfassen-
den Thema, sondern vielmehr eine systematische Dokumentation der bisherigen
Forschungsbemiihungen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Fiir die vorliegende Arbeit wurde ein nicht ganz klassischer Aufbau gewihlt, um
den Charakter der beiden aufeinanderfolgenden Studien geeignet darstellen zu
konnen (siehe Abb. 1.1).

Ein erster theoretischer Teil zum mathematischen Argumentieren und zum
Forschungsstand ist Grundlage fiir beide Studien. Der zweite Teil umfasst die
erste Studie, eine explorative Interviewstudie. Diese Studie ist Ausgangspunkt
fiir den dritten Teil, der als Reaktion auf die Ergebnisse der Interviewstudie ent-
stand. Ausgehend von diesen Ergebnissen ist deshalb ein weiterer Theorieteil
notig, der zwei Problembereiche theoretisch aufgreift, die sich in der Interview-
studie zeigten, und zusammen mit dem ersten Theorieteil die Grundlage fiir
die zweite Studie darstellt. Im vierten Teil werden abschlieend beide Studien
zusammengefiihrt.
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Abbildung 1.1 Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden theoretische Grundlagen zu den Begriffen Argumen-
tieren, Begriinden und Beweisen zusammengestellt, das Begriffsverstindnis fiir
die vorliegende Arbeit aufgezeigt und daraus ein Modell entwickelt, das den
Zusammenhang zwischen diesen Konzepten beschreibt. Des Weiteren wird das
mathematische Argumentieren aus der Perspektive der Kompetenzorientierung
betrachtet und seine Funktionen und seine Bedeutung in der mathematischen
Disziplin sowie fiir Lernende im Mathematikunterricht herausgearbeitet. So ist
das Argumentieren ein Bestandteil eines addquaten Bildes von Mathematik, for-
dert den Erwerb mathematisch-inhaltlicher und iiberfachlicher Kompetenzen und
bietet gleichzeitig Moglichkeiten zur Lernstandseinschétzung.

Kapitel 3 stellt den Forschungsstand zum Thema Argumentieren im Analysis-
unterricht mit Fokus auf der Perspektive von Lehrkriften dar. Dazu werden vier
Studien mit unterschiedlichen Schwerpunkten prisentiert, eine US-amerikanische
Studie zum formalen Beweisen aus der Perspektive von Lehrkriften (Knuth
2002a,b), eine italienische Studie zum Umgang von Lehrkréften mit dem Bewei-
sen im Unterricht und dem zugehorigen practical knowledge (Furinghetti/Morselli
2011), eine deutsch-kanadische Studie zu Beweisprozessen in weiterem Sinne im
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Bereich der Analysis (Grundey 2015) und eine Studie zu beliefs deutscher Lehr-
krifte zum Analysisunterricht (Erens/Eichler 2013a,b; 2014; 2019; Eichler/Erens
2014; 2015). Aus der Zusammenschau dieser Studien wird eine Forschungsliicke
abgeleitet, welche die vorliegende Arbeit zu fiillen versucht.

In Kapitel 4 werden das Forschungsinteresse, der Forschungsgegenstand und
die Forschungsfragen fiir die Interviewstudie mit Lehrkriften formuliert. Aufler-
dem werden die genaue Interviewform und die Teilnehmer der Studie vorgestellt
und die konkrete Durchfiihrung und Transkription der Interviews beleuchtet. Das
Kapitel zeigt zudem auf, wie die spezifische Form der qualitativen Inhaltsanalyse
zur Auswertung der Interviewstudie in dieser Arbeit als Synthese aus den Theo-
rien von Mayring und Kuckartz entwickelt wurde. Abschliefend sind in Kapitel 4
Uberlegungen zur Qualititssicherung in der qualitativen Forschung enthalten und
es wird aufgezeigt, welche Maflnahmen zur Qualititssicherung der vorliegenden
Interviewstudie getroffen wurden.

Kapitel 5 enthilt die Ergebnisse der qualitativen Inhaltsanalyse der Lehrer-
interviews. Darin wird zuerst aufgezeigt, wie sich die befragten Lehrkrifte zu
vorgelegten Schulbuchaufgaben duBerten. Des Weiteren wird das Begriffsver-
standnis der Lehrkrifte zum Argumentieren prisentiert, das sich in verschiedenen
genannten Gegenstinden, Auslosern und Ausgestaltungen des Argumentierens
sowie in Aussagen zum Zusammenhang der Begriffe Argumentieren, Begriinden
und Beweisen zeigt. Aulerdem werden aus den Interviews iibergreifende Tenden-
zen zur konkreten Umsetzung des Argumentierens im Unterricht der Befragten
abgeleitet. Durch eine Vielfalt von genannten Griinden wird zudem aufgezeigt,
dass die Lehrkrifte dem Argumentieren eine grof3e Bedeutung beimessen. Trotz-
dem wurden zahlreiche verschiedene Herausforderungen beim mathematischen
Argumentieren im Analysisunterricht genannt. Diese beziehen sich auf Rahmen-
bedingungen, das Unterrichten und Schwierigkeiten der Schiiler sowie Probleme
in Bezug auf die Schiiler. Zwei herausragende Problemfelder sind hierbei die
Heterogenitidt der Schiiler und sprachliche Schwierigkeiten der Schiiler. Das
Kapitel enthilt abschlieBend ein Zwischenfazit der Arbeit.

Kapitel 6 greift die beiden herausragenden Problemfelder aus Kapitel 5 auf
und beleuchtet theoretisch die Konzepte der Differenzierung und der Sprach-
forderung im Mathematikunterricht. Dadurch wird die Grundlage gelegt, um
auf die herausgearbeiteten Problemfelder zu reagieren. Die beiden zugehorigen
Abschnitte 6.2 und 6.3 beginnen jeweils mit einer allgemeinen Darstellung der
Theorie und werden dann enger, um auf die spezifischen Konzepte hinzuarbei-
ten, die fiir die Entwicklung der Lernumgebung in Kapitel 7 verwendet werden,
nimlich Bliitenaufgaben zur Differenzierung und Formulierungshilfen in Form
von Wortspeichern und Satzbausteinen zur fokussierten Sprachforderung. Zudem
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wird in Kapitel 6 der Begriff der Lernumgebung theoretisch vorgestellt und
die Idee des Arbeitens mit Losungsbeispielen présentiert, die ebenfalls in der
Lernumgebung in Kapitel 7 Anwendung findet.

In Kapitel 7 wird aufbauend auf den theoretischen Uberlegungen in Kapitel 6
eine differenzierende, aufgabenbasierte Lernumgebung mit sprachforderlichen
Elementen zum Argumentieren mit ganzrationalen Funktionen entwickelt, die
in sechs konkret ausgearbeiteten Versionen vorliegt. Dazu werden drei Aufga-
ben zum Themengebiet Ableitung ganzrationaler Funktionen basierend auf einer
iiberblicksartigen Schulbuchanalyse entwickelt und durch jeweils zwei Arten von
Formulierungshilfen (Wortspeicher und Satzbausteine) ergidnzt. Zudem werden
zu jeder Version ein passendes vorangestelltes Losungsbeispiel entwickelt und
allgemeine Vorschldge zum Einsatz der Lernumgebung gemacht.

Eine qualitative Studie zur Evaluation der entwickelten Lernumgebung wird
in Kapitel 8 dargestellt. Es werden die Teilnehmer und die Methodik zur Date-
nerhebung und -auswertung beschrieben sowie anschlieBend die Ergebnisse der
qualitativen Inhaltsanalyse dargestellt und diskutiert. So wird untersucht, wel-
che Versionen der Lernumgebung gewihlt wurden, wie diese eingesetzt wurden
und welche Erfahrungen die teilnehmenden Lehrkrifte mit den Aufgaben, dem
Losungsbeispiel, dem Differenzierungspotenzial und den Formulierungshilfen
machten. Dadurch wird die Qualitdt der entwickelten Lernumgebung nachge-
wiesen und gleichzeitig eine Akzeptanz der entwickelten Unterrichtsvorschlige
seitens der Lehrkrifte aufgezeigt.

In Kapitel 9 werden schlieBlich die Ergebnisse beider Studien zusammenge-
bracht und die wesentlichen Erkenntnisse der vorliegenden Arbeit zusammenfas-
send dargestellt und diskutiert. Dabei werden auch Grenzen der dargestellten Stu-
dien aufgezeigt. Zum Abschluss werden Anregungen fiir mogliche anschlieSende
Untersuchungen gegeben.
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In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen fiir die Konzeption
einer Interviewstudie mit Lehrkriften (siehe Teil II) gelegt. Dazu werden erst
die Begriffe Argumentieren, Begriinden und Beweisen gekldart und in einem
Modell zueinander in Beziehung gesetzt. AnschlieBend wird das mathemati-
sche Argumentieren aus der Perspektive der Kompetenzorientierung betrachtet
und die Bedeutung des Argumentierens aufgezeigt. Daraus werden schlief3-
lich Griinde abgeleitet, das mathematische Argumentieren als Kompetenz im
Mathematikunterricht zu fordern.

2.1 Argumentieren, Begriinden,
Beweisen - Begriffsklarungen

Die Begriffe Argumentieren, Begriinden und Beweisen werden in der mathema-
tikdidaktischen Literatur (und auch dariiber hinaus) nicht einheitlich verwendet.
Trotzdem wird die jeweilige Verwendung der Begriffe in wissenschaftlichen
Arbeiten teilweise nicht grundlegend geklirt (Reid/Knipping 2010, S. xiii). Da
dies das Verstindnis theoretischer und empirischer Arbeiten und den Vergleich
von Erkenntnissen erschwert (z. B. Stylianides et al. 2016, S. 238), soll in die-
ser Arbeit zunichst eine Begriffsklirung angestrebt und die fiir diese Arbeit
eingenommene Position abschliefend dargestellt werden. Dazu werden unter-
schiedliche theoretische Perspektiven vorgestellt und daraus abgeleitet, dass es
sinnvoll ist, das mathematische Argumentieren im weiten Sinne als ein breites
Feld von Aktivititen zu verstehen und das Begriinden als eine spezielle Form
des Argumentierens in diesem Feld. Das Beweisen kann dann sinnvollerweise als
ein Begriinden mit bestimmten zusitzlichen Eigenschaften verstanden werden.
Daraus ergibt sich das in der weiteren Arbeit verwendete Begriffsverstindnis.

© Der/die Autor(en), exklusiv lizenziert an Springer Fachmedien Wiesbaden 1
GmbH, ein Teil von Springer Nature 2023

S. Bersch, Mathematisches Argumentieren im Analysisunterricht, Studien zur
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2.1.1 Argumentieren

Im Folgenden wird aufgezeigt, wie breit der Begriff des Argumentierens gebraucht
wird und dass es demzufolge sinnvoll ist, diesen als Oberbegriff zum Begriin-
den und Beweisen zu verwenden. Das Argumentieren ist prinzipiell keine
mathematikspezifische Titigkeit, sondern tritt auch in vielen anderen Kontex-
ten und alltdglichen Situationen auf. Laut Brunner (2013, S. 99) geht der heute
gebriuchliche Argumentationsbegriff auf Habermas (1999) zuriick:

Argumentation nennen wir den Typus von Rede, in dem die Teilnehmer strittige Gel-
tungsanspriiche thematisieren und versuchen, diese mit Argumenten einzulosen oder
zu kritisieren. Ein Argument enthdlt Griinde, die in systematischer Weise mit dem
Geltungsanspruch einer problematischen Auflerung verkniipft sind.

(Habermas 1999, S. 38, Hervorhebungen im Original)

Zur expliziten Einschridnkung des allgemeinen Argumentierens auf die spezielle
Form des Argumentierens im Bereich der Mathematik kann der Begriff mathe-
matisches Argumentieren verwendet werden. Wird das Argumentieren auf den
Bereich der Mathematik eingegrenzt, so wirken sich Spezifika der Disziplin auf
die Ausgestaltung des Argumentierens aus:

Mathematisches Argumentieren als besondere Form des Argumentierens bezieht sich
auf Argumentieren innerhalb einer Domdne, die durch eine symbolische Sprache
und innere Zusammenhdnge und Gesetzmdfigkeiten gekennzeichnet ist. Argumentie-
ren innerhalb der Mathematik kann ausgestaltet sein als alltagsnahes Argumentieren
durch die Verwendung von vorwissenschaftlichen Begriffen und bedeutet dann primdr
schlussfolgernde Spracharbeit [...]. Argumentieren, das sich mathematischer Begriff-
lichkeiten [...] und der entsprechenden mathematischen Fachsprache bedient |[...],
wird hier als mathematisches Argumentieren bezeichnet.

(Brunner 2013, S. 109)

Das spezifisch mathematische am mathematischen Argumentieren ist bei Brunner
also vor allem auf sprachliche Aspekte bezogen. Eine mehr inhaltsbezogene Kla-
rung von (mathematischem) Argumentieren findet sich bei Bruder und Pinkernell
(2011). Sie verstehen darunter ,,jegliche Aktivititen des Suchens, Auswihlens,
Verwendens und des Beurteilens von Argumenten und deren Verkniipfungen in
vielfiltigen inner- und aufermathematischen Zusammenhingen* (ebd., S. 2 f.).
Bei Schwarzkopf (2000) bezieht sich das Argumentieren immer auf eine
(begriindungsbediirftige) mathematische Aussage, wobei ,,[u]nter einer Argumen-
tation [...] ein Kommunikationsprozef3 verstanden [wird], in dem die Beteiligten
einen Begriindungsbedarf explizit anzeigen und zu befriedigen versuchen* (ebd.,
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S. 233). Wichtig im Verstindnis von Schwarzkopf ist, dass der angezeigte
Begriindungsbedarf nicht durch eine Strittigkeit ausgelost und die fokussierte
Aussage nicht subjektiv begriindungsbediirftig sein muss. Es ist ausreichend,
wenn einer der Beteiligten eine Begriindung explizit einfordert und dadurch eine
Argumentation initiiert (ebd., S. 238). Somit kann auch die Richtigkeit einer Aus-
sage, beispielsweise durch die Lehrkraft, gesichert sein, bevor eine Begriindung
eingefordert wird. ,,Man kann sagen, daf} i. a. nicht iiber die Richtigkeit einer
Aussage, sondern fiir die Richtigkeit einer Aussage argumentiert wird* (ebd.,
S. 240, Hervorhebungen im Original).

Im Gegensatz dazu beziehen Hefendehl-Hebeker und Hufmann (2011,
S. 94 f.) auch die Argumentation gegen eine Aussage und in Ergénzung zu Aus-
sagen als fokussierten Objekten auch Normen mit in ihre an Mittelstral (2005,
S. 201 f.) angelehnte Definition ein:

Infragestellen, Uberpriifen und Begriinden vollziehen sich auf dem Wege der Argumen-
tation. Darunter verstehen wir eine Rede fiir oder gegen die Wahrheit einer Aussage
bzw. fiir oder gegen die Giiltigkeit einer Norm mit dem Ziel, die Zustimmung oder den
Widerspruch wirklicher oder fiktiver Gesprdachspartner zu dieser Aussage bzw. Norm
zu erlangen. Dabei wird schrittweise und moglichst liickenlos auf bereits gemeinsam
anerkannte Aussagen bzw. Normen zuriickgegangen.

(Hefendehl-Hebeker/Humann 2011, S. 94 f.)

Damit ist diese Definition zum einen weiter gefasst als die von Schwarzkopf, da
die Richtung der Argumentation fiir oder gegen eine Aussage noch nicht vor-
gegeben sein muss. Zum anderen wird sie aber eingeengt durch den Verweis
auf eine schrittweise und moglichst liickenlose Vorgehensweise, die sich so bei
Schwarzkopf nicht findet. Noch weiter ausgedehnt wird der Begriff des Argumen-
tierens, wenn nicht nur Aussagen begriindet oder widerlegt werden, sondern auch
eine argumentative Untersuchung offener Fragen und das Bilden von Hypothesen
eingeschlossen werden, wie bei Reiss und Ufer (2009):

Mathematisches Argumentieren ist dabei weit gefasst als eine Titigkeit, die auf die
Untersuchung und Absicherung von Hypothesen und offenen Fragen ausgerichtet ist.
Insbesondere sind durchaus auch nicht-deduktive Formen der Argumentation mitein-
geschlossen wie Schliisse durch Analogie, Metaphern, durch Abduktion oder durch
Induktion. In dieser Form kann mathematisches Argumentieren ergebnisoffen sein in
dem Sinne, dass in einer bestimmten mathematischen Situation eine als (plausible)
Vermutung zu formulierende RegelmdifSigkeit gesucht oder eine vorgegebene Vermu-
tung auf ihre Plausibilitdt hin gepriift und gegebenenfalls angepasst bzw. korrigiert
wird.

(Reiss/Ufer 2009, S. 157)
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Das Argumentieren kann sich zudem nicht nur auf inner- sondern explizit auch
auf aufermathematische Zusammenhénge beziehen:

Beim Argumentieren in auflermathematischen Situationen geht es vor allem um
normative und um sinnstiftende Argumentationsprozesse, um das Rechtfertigen von
Modellannahmen, das Interpretieren von Ergebnissen, das Bewerten der Giiltigkeit
oder Niitzlichkeit eines Modells als Ganzem und das Treffen von Entscheidungen mit
Hilfe des Modells.

(Biichter/Leuders 2005, S. 45, Hervorhebung im Original)

Der aus dem Kontext ersichtliche mathematische Hintergrund erméglicht auch
hier, das Argumentieren als mathematisches Argumentieren zu bezeichnen, auch
wenn die verwendeten Argumente moglicherweise nicht nur rein mathematischer
Natur sind.

In der bisherigen Darstellung wurden die Begriffe Argumentieren, Argumen-
tation und Argumentationsprozess nicht voneinander abgegrenzt und geméall den
jeweiligen Autoren verwendet. Douek (2002, S. 304) unterscheidet in Anleh-
nung an das Webster Dictionary beim Begriffsverstindnis des englischen Begriffs
argumentation zwei Dinge: ,,The act of forming reasons, making induction, dra-
wing conclusions, and applying them to the case under discussion®, also ein
Prozessverstindnis, und ,,the text produced through that process®, also ein Pro-
duktverstindnis. Im Englischen ist es schwierig, unterschiedliche Begriffe fiir
diese Unterscheidung heranzuziehen, im Deutschen aber ist das moglich: Im
Folgenden soll das substantivierte Verb Argumentieren zur Beschreibung des Pro-
zesses herangezogen werden und der Begriff der Argumentation soll sich auf das
Produkt dieses Prozesses beziehen. Zur Beschreibung des Prozesses kann auch
der Begriff Argumentationsprozess verwendet werden. Wihrend dieses Prozes-
ses und als Bestandteil des Produktes werden Argumente verwendet. Die obige
Begriffskldrung des Argumentierens von Bruder und Pinkernell (2011) besteht
sogar im Wesentlichen aus einem bloen Riickbezug auf den Begriff des Argu-
ments. Aber auch dieser wird nicht einheitlich verwendet, wie im Folgenden
dargestellt wird.

Bei Toulmin (1996, 2003) ist der Begriff des Arguments durch seine logische
Struktur bestimmt (siche Abb. 2.1). Diese besteht erstens aus einer Behaup-
tung (Claim; Konklusion; K), zweitens den Tatsachen, die als Grundlage fiir
die Behauptung fungieren (Datum; D) und drittens einer Schlussregel (Warrant;
Regel; R), die den Grund fiir den erlaubten Schluss von D auf K liefert (Toulmin
2003, S. 90 ff.; 1996, S. 88 f.)!.

! Dieses sogenannte Toulmin-Schema hat sich in der Mathematikdidaktik hzufig als hilfreich
bei der Analyse von Argumenten erwiesen (z. B. Knipping 2003; Schwarzkopf 2000; Meyer
2007a).
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Allgemein: Beispiel:
Harry wurde in » Harr Ailssto bgrliltti:scher
D > AlsoK Bermuda geboren g y st br
Staatsbiirger
Weil R Weil gilt:
Ein Mann, der in Bermuda

geboren wird, ist
britischer Staatsbiirger

Abbildung 2.1 Toulmin-Schema (nach Toulmin 2003, S. 92)

In Erginzung zu diesem Grundgeriist konnen auBerdem modale Operatoren
(Qualifier, z. B. ,,wahrscheinlich®, ,,vermutlich®) auftreten, die die Sicherheit des
Schlusses relativieren konnen, und Ausnahmebedingungen (Rebuttal), die ange-
ben, unter welchen Umstdnden das Argument nicht giiltig ist. Aulerdem kann
die Schlussregel durch eine zusitzliche Stiitzung (Backing) abgesichert werden.
Bedarf eine Schlussregel trotz Stiitzung einer weiteren Absicherung, so kann
die Schlussregel selbst Konklusion eines weiteren Arguments sein, das ein eige-
nes Datum und eine eigene Schlussregel besitzt. Das komplette Argument wird
dann von Meyer (2007a, S. 90) als mehrschichtiges Argument bezeichnet (siehe
Abb. 2.2).

Abbildung 2.2
Mehrschichtiges Argument Datum 1
(nach Meyer 2007a, S. 90)

v

Konklusion 1

_ Regel 1 =
Konklusion 2

Datum 2

Regel 2

Stiitzung 2
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Fungiert die Konklusion eines Arguments als Datum fiir ein weiteres Argu-
ment, so werden beide Argumente zusammen von Meyer (2007a, S. 88 f.) als
mehrgliedriges Argument mit zwei Begriindungsschritten bezeichnet. Da gerade
eine solch logische Aneinanderreihung von Argumenten eine komplette Argu-
mentation, eine Begriindung oder sogar einen Beweis (siehe Abschnitt 2.1.3 &
2.1.4) ergeben kann, werden solche Konstrukte in dieser Arbeit nicht als ein-
zelne Argumente, sondern als Ketten von Argumenten bezeichnet. Dies steht auch
in Einklang mit dem Begriffsverstindnis von Hefendehl-Hebeker und HuBBmann
(2011, S. 94 f.), die die einzelnen Schritte einer Argumentation als Argumente
bezeichnen?.

In der vorliegenden Arbeit wird das mathematische Argumentieren im weiten
Sinne als eine Tatigkeit (aus der Perspektive der handelnden Person) oder ein
Prozess (aus der Perspektive eines aulenstehenden Beobachters) im Bereich der
Mathematik verstanden. Dabei werden mit Hilfe logischer Schliisse Argumente
und damit Griinde fiir oder gegen Aussagen, Hypothesen, Zusammenhénge oder
Meinungen gesucht, konstruiert, verwendet, zusammengestellt, verkniipft, rezi-
piert oder beurteilt. Dieser Prozess kann miindlich oder schriftlich ablaufen. Die
betrachteten Inhalte konnen strittig sein oder das Argumentieren kann anderwei-
tig aktiv initiiert werden (vgl. Schwarzkopf 2000). Die Position der agierenden
Personen muss dabei nicht vorab geklért sein, es konnen auch wihrend des Pro-
zesses erst Hypothesen gebildet oder untersucht werden. Welche Schlussregeln
verwendet werden, ist nicht vorgeschrieben. So kommen Abduktion, Induk-
tion oder Deduktion in Frage, aber beispielsweise auch Analogieschliisse (vgl.
Reiss/Ufer 2009). Um von einem mathematischen Argumentieren sprechen zu
konnen, miissen die verwendeten Argumente mathematischen Ursprungs sein
oder die zugrunde liegenden Inhalte in Zusammenhang zur Mathematik stehen.
Ziel des Argumentierens kann es sein, sich selbst oder einen (moglicherweise
fiktiven) Gespréchspartner von einer Position zu iiberzeugen oder die Wahrheit
bzw. Rationalitit einer mathematischen Aussage bzw. Entscheidung abzusichern.
Die Produkte des Argumentierens werden als Argumentationen bezeichnet. In
diesem breit angelegten Begriffsverstindnis von Argumentieren im weiten Sinne
kann das Argumentieren unterschiedlich ausgestaltet sein, verschiedene Gegen-
stinde betreffen und verschiedene Ausloser haben. Im engeren Sinne, wenn
bereits eine (als wahr vermutete) Hypothese gefunden ist, wird Argumentieren

2 In der Literatur findet sich keine eindeutige Sichtweise, ob eine Argumentation (und damit
auch eine Begriindung und ein Beweis (siehe Abschnitt 2.1.4) immer aus einem Argument
besteht oder sich aus mehreren Argumenten zusammensetzen kann. Teils verwenden Autoren
sogar beide Verstidndnisse in ihren Ausfithrungen (z. B. Sill 2019, S. 210; Cramer 2018, S. 37,
42, 45).
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in Anlehnung an Schwarzkopf (2000) als sozialer Prozess verstanden ,beste-
hend aus dem Anzeigen eines Begriindungsbedarfs und dem Versuch, diesen
Begriindungsbedarf zu befriedigen* (ebd., S. 240).

Mogliche Ausgestaltung des Argumentierens

Die Ausgestaltung des Argumentierens im weiten Sinne kann unterschiedlich aus-
sehen. Dies betrifft sowohl die Art des Argumentierens als Prozess als auch die
Gestalt der Argumentation als Produkt (siehe Tabelle 2.1).

Tabelle 2.1 Arten des Argumentierens und Gestaltungsmdoglichkeiten der Argumentation

Art des Argumentierens Gestalt der Argumentation

Begriinden
(Wittmann 1974, S. 36; 1981, S. 55; Storz

Formal, axiomatisch (z. B. Beweis,
Herleitung)

2018, S. 27, S. 56; Silzer et al. 2013, S. 54;
Biirger 2000, S. 31; Wittmann 2018, S. 35)

(KMK 2012, S. 14; Storz 2018, S. 27,
S. 56; Wittmann 2018, S. 35)

Beweisen

(KMK 2012, S. 14; Wittmann 1981, S. 55;
Storz 2018, S. 27, S. 56; Biirger 2000,

S. 31; Wittmann 2018, S. 25)

Inhaltlich-anschaulich(e Begriindung)
(KMK 2012, S. 14; Wittmann 2018, S. 35)

Herleiten
(Storz 2018, S. 56)

Ikonisch, mit Hilfe von Skizzen,
Zeichnungen, Visualisierungen

(Storz 2018, S. 27, S. 56, S. 61; Wittmann
2018, S. 35)

Erkldren/Erldutern
(Biirger 2000, S. 31; Wittmann 2018, S. 35)

Verbal, (umgangs-)sprachlich, miindlich
(Storz 2018, S. 56, 61; Wittmann 2018,

S. 35, Brunner 2013, S. 109; Schwarzkopf
2000, S. 240)

Folgern, Logisches Schlieen

(KMK 2012, S. 14; Wittmann 1974, S. 36;
1981, S. 55; Brunner 2013, S. 109;
Reiss/Ufer 2009, S. 157; Jeannotte/Kieran
2017, S.7)

Durch eine Rechnung
(KMK 2012, S. 14; Schwarzkopf 2000,
S.237f)

Diskutieren
(Schmidt-Thieme 2006, S. 81)

Mit Hilfe von Beispielen und
Gegenbeispielen

(Wittmann 1981, S. 55; Storz 2018, S. 56,
S. 61; Biirger 2000, S. 31; Wittmann 2018,
S. 35; KMK 2012, S. 14)

(Fortsetzung)
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Tabelle 2.1 (Fortsetzung)

Art des Argumentierens Gestalt der Argumentation

Griinde angeben Schrittweise, liickenlos, vollstindig

(Biirger 2000, S. 31) (Storz 2018, S. 28; Wittmann 2018, S. 36;
Hefendehl-Hebeker/HufSmann 2011,
S.94 1)

Logisch einordnen Plausibilitétsbetrachtungen

(Wittmann 1974, S. 36) (Storz 2018, S. 56)

Rechtfertigen

(Reiss/Ufer 2009, S. 158; Jahnke/Kromer

2020; Biichter/Leuders 2005, S. 45)

Dabei sind stets verschiedene aktive und passive Aktivititen im Zusammen-
hang mit Argumenten moglich wie das Nachvollziehen, Einsehen, Verstehen,
Wiedergeben, Erldutern, Suchen, Auswéhlen, Entwickeln, Konstruieren, Nutzen,
Verwenden, Anwenden, Priifen, Bewerten, Beurteilen und Akzeptieren (KMK
2012, S. 14; Wittmann 1974, S. 36; 1981, S. 55; Ufer/Kramer 2015, S. 83; Storz
2018, S. 56; Bruder/Pinkernell 2011, S. 2 f.). Tabelle 2.1 zeigt die Breite des
Spektrums auf, stellt aber keinen Anspruch auf Vollstdndigkeit. Aulerdem sind
die einzelnen Kategorien nicht als disjunkt anzusehen. So konnen beispielsweise
innerhalb von Begriindungen logische Schlussfolgerungen gezogen werden oder
es konnen Sachverhalte mit Hilfe einer Herleitung erkldrt werden. Des Weite-
ren konnten manche Eintridge durch leichte Modifikation in die andere Spalte
aufgenommen werden. So kann das Herleiten als eine Art des Argumentierens
angesehen werden und eine Herleitung ist eine Moglichkeit, wie eine Argumen-
tation gestaltet werden kann. Néhere Ausfithrungen zu den verschiedenen Arten
des Argumentierens finden sich in den nédchsten Abschnitten dieser Arbeit.

Gegenstinde und Ausloser des Argumentierens

Argumentationsprozesse konnen sich mit verschiedenen Gegenstidnden befassen
und unterschiedliche Ausloser haben. Um die Breite dieses Spektrums aufzu-
zeigen, folgen nun einige Beispiele, wobei die Aufzéhlung keinen Anspruch
auf Vollstindigkeit erhebt. Die Beispiele miissen sich auch nicht gegenseitig
ausschlieffen, da beispielsweise verschieden starke Konkretisierungen moglich
sind.

Argumentieren kann dadurch initiiert werden, dass mathematische Sitze, For-
meln, Aussagen oder (inner-)mathematische Zusammenhinge hergeleitet oder
begriindet werden (Schwarzkopf 2000, S. 233; Reiss/Ufer 2009, S. 158; Bru-
der/Pinkernell 2011, S. 2 f.). Somit ist Argumentieren in den verschiedenen
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mathematischen Teilbereichen moglich und kann verschiedenste konkrete Inhalte
betreffen. Das Argumentieren kann insbesondere auch dadurch ausgelost werden,
dass Vermutungen und Hypothesen aufgestellt und fiir die Mathematik charakte-
ristische Fragen (z. B. ,,Gibt es...?, ,,Wie verdndert sich...“, ,,Ist das immer so?*)
gestellt und untersucht werden (KMK 2004, S. 8; Storz 2018, S. 61; Reiss/Ufer
2009, S. 157).

Das Argumentieren kann auch im Rahmen der Losung inner- und auferma-
thematischer Probleme stattfinden, beispielsweise wenn die gefundene Losung
oder gezogene Schliisse begriindet werden (Ufer/Kramer 2015, S. 83; Silzer
et al. 2013, S. 54). Auch bei mathematischen Aufgaben, die nicht zwingend
Problemstellungen sein miissen, kann bei der Prisentation von Losungswe-
gen argumentiert werden, wenn diese und die zugehorigen Losungsstrategien
beschrieben, erldutert, gerechtfertigt, reflektiert oder bewertet werden (Storz 2018,
S. 56, S. 61; Wittmann 2018, S. 35; Reiss/Ufer 2009, S. 158; KMK 2004, S. 8).
So kann auch das ,,Vorrechnen einer Aufgabe eine Argumentation dar[stellen],
wenn es im Unterricht eine Funktion als Befriedigung eines Begriindungsbedarfs
erhidlt* (Schwarzkopf 2000, S. 237).

Auch im Bereich des mathematischen Modellierens kann in vielfiltiger Weise
argumentiert werden. Dies kann unterschiedliche Bereiche des Modellierungs-
kreislaufes betreffen, wie das Rechtfertigen rational getroffener Modellannahmen,
das Zuriickfithren von Ergebnissen auf aulermathematische Griinde oder Modell-
annahmen, das (begriindete) Interpretieren von Ergebnissen, das (begriindete)
Bewerten der Giiltigkeit und Niitzlichkeit eines Modells als Ganzem, das Treffen
von (begriindeten) Entscheidungen mit Hilfe des Modells und das Vergleichen
von Modellen mit Bewertung von Vor- und Nachteilen (Biichter/Leuders 2005,
S. 45 f).

Der Umgang mit im Unterricht auftretenden Fehlern bietet auch Potenzial fiir
Argumentationsprozesse, ,,wenn jeweils begriindet wird, worin genau der Fehler
besteht und weshalb der Fehler ein Fehler ist“ (Storz 2018, S. 27). Auch nicht
iiberzeugende Argumente beim Argumentieren konnen so wiederum Anlass fiir
erneutes Argumentieren bieten (ebd., S. 28).

Schmidt-Thieme (2006) zeigt auf, dass auch ,strittige Angelegenheiten in der
Mathematik als Thema® (ebd., S. 81) Ausgangspunkt fiir das Argumentieren sein
konnen. Als Beispiele werden Diskussionen ,,iiber Rechenstrategien, iiber gelun-
gene Erklidrprozesse oder die Giiltigkeit von Beweisen, iiber Vor- und Nachteile
verschiedener Reprisentationen oder Symbolsysteme fiir unterschiedliche mathe-
matische Handlungen® (ebd.) genannt. Solche Situationen konnen unter anderem
durch Gruppenarbeit oder Rechenkonferenzen initiiert werden (ebd.).
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2,1.2 Begriinden

In der Wissenschaftstheorie wird unter Begriindung allgemein das ,,Angeben von
Griinden als Antwort auf eine Warum-Frage* (Apel 1989, S. 15) verstanden,
dem auch der logisch-mathematische Beweis zugeordnet wird. Dabei gilt die
Abgrenzung von Begriinden und mathematischem Beweisen als schwierig. ,,Eine
theoretische Behauptung (Aussage) oder praktische (normative) Orientierung
heiflt begriindet genau dann, wenn sie gegeniiber verniinftig argumentierenden
Gesprachspartnern (Vernunft) zur Zustimmung gebracht werden kann®“ (Mittel-
stral} 2005, S. 392). Das Begriinden steht also sowohl im Zusammenhang zum
Argumentieren als auch zum Beweisen.

Im Vergleich zu Argumentieren und Beweisen wird fiir den Begriff des
Begriindens in der mathematikdidaktischen Literatur jedoch selten direkt eine
Begriffsbestimmung angestrebt. Wenn iiberhaupt wird das Begriinden zum Argu-
mentieren und Beweisen in Beziehung gesetzt oder mit Hilfe dieser Begriffe
definiert (siche auch Abschnitt 2.1.4). Dabei ist die Verwendung des Begriffs
Begriinden, wie auch bei den beiden anderen Begriffen, nicht einheitlich. Durch
genaue Analyse der Formulierungen einzelner Autoren und deren Beispiele fiir
Begriindungsarten, -formen oder -typen lassen sich drei unterschiedliche Verwen-
dungsarten herausarbeiten: das Begriinden als ,,Zwischenform®, die eine spezielle
Form des Argumentierens darstellt, wihrend das Beweisen eine spezielle Form
des Begriindens ist; das Begriinden als Titigkeit beim Argumentieren und Bewei-
sen, wobei Begriindungen die Rolle von Argumenten iibernehmen; und das
Begriinden als Oberbegriff zu Argumentieren und Beweisen, wobei das Begriinden
im Sinne von logischem Schlielen verstanden wird.

Das Begriinden als eine spezielle Form des Argumentierens und das Beweisen
wiederum als spezielles Begriinden zu sehen, stellt ein verbreitetes Verstdnd-
nis des Zusammenhangs der Begriffe dar und wird fiir die vorliegende Arbeit
tibernommen (siehe Abschnitt 2.1.4). Die Abgrenzungen zwischen den Begriffen
sind dabei iiberwiegend nicht strikt, sondern eher flieBend und bei verschiedenen
Autoren nicht einheitlich:

Auch das Begriinden passt in diesen Zusammenhang [des Argumentierens und
Beweisens]. Begriindungen werden in der Regel weniger mit einer argumentativen
Auseinandersetzung als mit der fundierten Darlegung einer Position verbunden. Den-
noch kann das Begriinden als ein Teilaspekt des Argumentierens gesehen werden.
Begriindungen haben nicht selten einen lokalen Charakter und/oder sind durch einen
eher begrenzten Grad der Allgemeinheit gekennzeichnet.

(Reiss/Ufer 2009, S. 156)
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Da der Begriff Beweisen hdufig eng mit axiomatisch-deduktiver Erkenntnissicherung,
mit formalem Charakter und mit Strenge der Schlussfolgerung verbunden ist, wird er
oft ergdnzt durch den breiteren Begriff Begriinden, wenn auch andere Begriindungs-
formen wie das inhaltlich-anschauliche Begriinden mitgedacht sind. Die Abgrenzung
zwischen Beweisen und Begriinden verstehen wir dabei als graduell und nicht dicho-
tom. Die soziale und kommunikative Dimension des Begriindens wird mit dem Begriff
des Argumentierens noch deutlicher akzentuiert.

(Meyer/Prediger 2009, S. 3)

Eine schliissige Argumentation fiir eine Aussage bzw. Norm heifsit eine Begriindung
derselben, im Falle einer Aussage auch ein Bewesis.

(Hefendehl-Hebeker/HuBmann 2011, S. 95, Hervorhebung im Original)

Beim Argumentieren in innermathematischen Situationen [in Abgrenzung zum
Argumentieren in auflermathematischen Situationen] spricht man allgemein vom
Begriinden und je nach Strenge auch vom Beweisen, eine scharfe Grenze gibt es hier
nicht.

(Biichter/Leuders 2005, S. 45, Hervorhebungen im Original)

Biichter und Leuders ziehen die Grenze zwischen Argumentieren und dem spe-
zielleren Begriinden an der Grenze zwischen inner- und aufermathematischem
Argumentieren. Bruder und Pinkernell (2011, S. 3) hingegen merken an, dass
im Sinne der Bildungsstandards auch im Rahmen des Modellierens mathema-
tisch begriindet werden kann. Tietze (2000, S. 158 f.), der das Begriinden unter
Riickgriff der Definition von Mittelstral (siche oben) allgemein fiir unterschied-
liche Wissenschaftsbereiche fasst, sieht das Beweisen im Mathematikunterricht
als spezifisch mathematisches Begriinden, das aus dem allgemeinen Begriinden
entwickelt werden soll.

Ein anderes Verstindnis von Begriinden zeigt sich bei Brunner (2014a,
S. 29 ff.). Sie bezieht sich auf Duval (1991, S. 233), der im englischen Abstract
seines Artikels reasoning als Oberbegriff fiir deductive thinking und argumen-
tation verwendet, und {iibersetzt reasoning mit Begriinden. Demzufolge ist in
ihrem Modell das Begriinden der Oberbegriff eines Kontinuums vom alltags-
bezogenen Argumentieren iiber das Argumentieren mit mathematischen Mitteln
und das logische Argumentieren mit mathematischen Mitteln hin zum formalen
Beweisen. Auch in Brunners Darstellung des Argumentierens, Begriindens und
Beweisens in der Konzeption der TIMSS-Studie iibersetzt sie den dort verwende-
ten Begriff reasoning mit Begriinden (Brunner 2014a, S. 34). Laut der zugrunde
liegenden Beschreibung in der Konzeption bei TIMSS beinhaltet reasoning ,.the
capacity for logical, systematic thinking* (Mullis et al. 2009, S. 45), was den
Gebrauch als Oberbegriff fiir Argumentieren und Beweisen rechtfertigt, da beide
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Tatigkeiten, genauso wie das Begriinden, systematisches, logisches Denken bein-
halten. Im Deutschen bietet sich jedoch eher die Ubersetzung von reasoning mit
logischem Schliefen oder logischem Denken an® (vgl. Cramer 2018, S. 34). Als
verschiedene Arten des Begriindens fiihrt Brunner (2014a, S. 41 ff.) Deduktion,
Induktion und Abduktion an, sowie weitere Begriindungsarten, wie das Beru-
fen auf eine Autoritdt, den Analogieschluss und die Wahrscheinlichkeitsaussage.
Auch dadurch wird ihre Interpretation von Begriinden im Sinne eines logischen
SchlieBens deutlich. Beispielsweise werden Deduktion, Induktion und Abduktion
von anderen Autoren als Schlussformen bezeichnet (z. B. Meyer 2007a, S. 31).
Das Verstindnis des Begriindens als logisches Schliefen bei Brunner (2014a)
legt somit die Verwendung von Begriinden als Oberbegriff zu Argumentieren und
Beweisen nahe.

Im Gegensatz dazu werden von manchen Autoren Begriindungen oder Begriin-
den als Argumente verstanden, was zu den verschiedenen Verstindnissen von
Argument zuriickfiihrt (siche Abschnitt 2.1.1). So formuliert beispielsweise Sill
(2019):

Begriinden wird analog zum Beweisen in unterschiedlichen Bedeutungen verwendet.
Im weiteren Sinne steht es fiir die Angabe von Griinden, die sowohl als deduktive
Argumente stichhaltig sein konnen als auch als nichtdeduktive Argumente nur fiir etwas
sprechen, ohne es mit Sicherheit belegen zu konnen. Im engeren Sinne, insbesondere
in der Mathematik, wird unter begriinden [sic. ] ein deduktives Argument verstanden.

(Sill 2019, S. 211, Hervorhebungen im Original)

Im ersten Teil dieser Begriffskldrung werden Argumente als Griinde verstanden,
die beim Begriinden angegeben werden. Im zweiten Teil ist das Begriinden einem
deduktiven Argument gleichgesetzt. Dies spricht entweder fiir zwei unterschiedli-
che Verwendungen des Begriffs Argument oder aber das Begriinden ist im zweiten
Fall nur ein Teilschritt einer Argumentation (oder eines Beweises), also die Rea-
lisierung eines Arguments, verstanden als logischer Schluss. Auch Storz (2018,
S. 58) der Argumente als Teil einer Argumentationskette versteht, sieht Begriin-
dungen als spezielle, iiberzeugende Argumente und das Begriinden als ,, Teilschritt
des Argumentierens wie des mathematischen Beweisens® (ebd., S. 27). Er ist in
dieser begrifflichen Verwendung aber nicht konsistent, da an anderer Stelle ein
Beweis als eine spezielle Begriindung beschrieben wird (ebd., S. 28). Das Begriin-
den grenzt er vom Argumentieren dadurch ab, dass das Begriinden, wie auch das

3 In (Brunner 2013, S. 105) wird reasoning einmal mit Argumentieren und einmal mit Schluss
iibersetzt. Dies hat sich zu (Brunner 2014a, S. 29 ff., S. 34) hin geédndert.
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Beweisen, die Perspektive der Riickschau erfordert, wihrend das Argumentieren
fiir Lernende in der Perspektive der Vorschau moglich ist (Storz 2018, S. 57 f.).

Bruder und Miiller (1983, S. 886 ff.) sehen das Begriinden als einfachste
Form des Beweisens, die das ,,mehrere Begriindungsschritte umfassende Bewei-
sen vorbereiten muf3* (ebd., S. 886, Hervorhebung im Original) und ,fester
Bestandteil und stindiger Begleiter des Beweisens in allen Klassenstufen bleibt*
(ebd., Hervorhebungen im Original). Somit besteht das Begriinden aus dem Ver-
fassen eines solchen Begriindungsschrittes, was sich auch in den sogenannten
Grundtypen fiir Begriindungen @uflert, die innerhalb von Beweisen die Rolle von
Grundbausteinen iibernechmen (ebd.).

Fiir Bruder und Pinkernell (2011, S. 3), die diese Grundtypen nach eigenen
Angaben ,,vereinfachen ist das Begriinden ein Bestandteil eines ,,Argumentie-
renkonnens® und ,.komplexere, mehrschrittige Argumentationen* kénnen sich aus
den Grundtypen zusammensetzen (ebd.). Ihr Verstindnis von Begriinden ist also
dhnlich dem von Bruder und Miiller (1983).

Bei den dargestellten expliziten Begriffskldrungen oder impliziten Begriffs-
verstdndnissen der unterschiedlichen Autoren wird nicht konsequent zwischen
Begriinden und Begriindung unterschieden, teils wird einer der Begriffe, teils
beide verwendet. So definiert beispielsweise Apel (1989, S. 15) Begriindung
als ,,Angeben von Griinden®, also als Tatigkeit, wihrend Hefendehl-Hebeker
und HuBmann (2011, S. 95) eine Begriindung als eine Argumentation und einen
Beweis als eine Begriindung beschreiben, sodass eine Begriindung eher ein Objekt
oder Produkt darstellt. Biichter und Leuders (2005, S. 45) setzen das Begriinden
zum Argumentieren und zum Beweisen ins Verhiltnis, was fiir ein Verstindnis
als Aktivitédt oder Prozess spricht. Auch das Verstindnis von Begriinden im Sinne
eines logischen Schlieffens bei Brunner (2014a, S. 29 ff.) legt eine Konzeption
als Tatigkeit oder Prozess nahe. Im Gegensatz dazu versteht Sill (2019, S. 211)
Begriinden als deduktives Argument, also als Objekt oder Produkt.

In dieser Arbeit wird aufgrund der sprachlichen Form das Begriinden, ein
substantiviertes Verb, als Aktivitdt, Tdtigkeit oder Prozess und die Begriin-
dung, ein Substantiv, als Produkt dieser Aktivitit, dieser Tatigkeit oder dieses
Prozesses verstanden, also im Sinne eines Objektes. Das Begriinden wird im Ein-
klang unter anderem mit Reiss und Ufer (2009), Meyer und Prediger (2009),
Hefendehl-Hebeker und HuBmann (2011) sowie Biichter und Leuders (2005) als
~Zwischenform® zwischen Argumentieren und Beweisen verstanden. Es stellt
also eine spezielle Form des Argumentierens dar und fungiert als Oberbe-
griff zum Beweisen neben anderen Arten des Begriindens. Auf die Abgrenzung
zwischen Formen des Argumentierens, die ein Begriinden darstellen, und ande-
ren Formen, sowie auf die Abgrenzung zwischen dem Beweisen und anderen
Begriindungsformen wird in Abschnitt 2.1.4 niher eingegangen.
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2.1.3 Beweisen

Im Gegensatz zum Begriff Argumentieren ist das Verstdndnis des Beweisbegriffs
viel einheitlicher. Dennoch gibt es Unterschiede, vor allem in Bezug auf die Per-
spektive, aus der auf das Beweisen geblickt wird. Dies wird an den nachfolgend
gelisteten Definitionen deutlich. Hanna (1990) gibt sogar drei unterschiedliche
Definitionen bzw. Beschreibungen je nach Auffassung des Beweisens an:

1. Formal proof: proof as a theoretical concept in formal logic (or metalogic), which
may be thought of as the ideal which actual mathematical practice only approximates.
2. Acceptable proof: proof as a normative concept that defines what is acceptable to
qualified mathematicians.

3. The teaching of proof: proof as an activity in mathematics education which serves
to elucidate ideas worth conveying to the student. [...]

A formal proof of a given sentence is a finite sequence such that the first sentence is
an axiom, each of the following sentences is either an axiom or has been derived from
preceding sentences by applying rules of inference, and the last sentence is the one to be
proved. Such a proof is, in principle, mechanizable, and eliminates the psychological
aspects of proof.

(Hanna 1990, S. 6)

Beweisen bedeutet, eine mathematische Aussage auf andere Aussagen zuriickzufiihren,
und das konnen bereits bewiesene Sditze oder auch Axiome sein.

(Reiss/Hammer 2013, S. 47)

Unter dem Begriff ,,Beweisen* wird im mathematischen Sinne gemeinhin ein Vor-
gang verstanden, bei dem eine Behauptung in giiltiger Weise Schritt fiir Schritt formal
deduktiv aus als bekannt voraus gesetzten Sditzen und Definitionen gefolgert wird.
Hierbei wird stillschweigend angenommen, dass dieser Vorgang bis zu den Grundla-
gen der betreffenden Theorie (etwa den Axiomen) zuriickgefiihrt werden konnte, um
somit letztlich die Richtigkeit einer Behauptung zu sichern.

(Meyer 2007a, S. 21)

Beweisen stellt hier den Anspruch, nach Kriterien der mathematischen Community
letztendlich die Giiltigkeit einer Behauptung abzusichern. Entsprechend zeichnet sich
das Beweisen durch die bekannten Spezifika wie die ausschlieffliche Akzeptanz dedukti-
ver Schliisse und den expliziten Bezug auf eine Rahmentheorie aus. Letztere beinhaltet
die verwendeten mathematischen Konzepte sowie deren genaue axiomatische Defi-
nition genauso wie daraus abgeleitete und akzeptierte Aussagen. Um die Erfiillung
dieser Anforderungen im Beweistext transparent zu machen, wird in der Regel ein
gewisser Grad an formaler Abfassung verlangt. Allgemein anerkannt ist dabei, dass
eine vollstindige Formalisierung eines Beweises auf streng axiomatischer Ebene meist
nicht erreicht wird (Thurston, 1994). Weiterhin basiert die Akzeptanz eines Beweises in
diesem Sinne gerade nicht auf festgeschriebenen Kriterien, sondern geschieht in einem
sozialen Prozess, der beispielsweise im Peer-Review institutionalisiert sein kann.

(Reiss/Ufer 2009, S. 157 f.)
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Unter einem Beweis soll in der vorliegenden Arbeit eine Folge von dffentlichen
Geltungsanspriichen verstanden werden, in der schrittweise die Giiltigkeit von mathe-
matischen Aussagen begriindet wird. Dieses Verstindnis von Beweisen enthdlt drei
wesentliche Aspekte: (1) Die Giiltigkeit, d.h. die Wahrheit einer Aussage wird in einer
Folge von Schritten begriindet und dadurch wird bei jedem einzelnen Schritt ein Gel-
tungsanspruch formuliert und begriindet. (2) Geltungsanspriiche sind eine Offentliche
Angelegenheit, die Giiltigkeit von Begriindungen wird sozial ausgehandelt und ist durch
eine soziale Gemeinschaft bestimmt. Was als Beweis akzeptiert bzw. nicht als Beweis
akzeptiert wird, ist auch abhdngig von der jeweiligen Gemeinschaft, in der ein Beweis
formuliert wird. (3) Die Giiltigkeit von Aussagen wird in mathematischen Beweisen
nicht ausschlieflich durch formale Deduktionen begriindet. |[...]

So sind Beweise Begriindungen mathematischer Inhalte, die an eine existierende wis-
senschaftliche Gemeinde adressiert und von dieser aufgenommen oder zuriickgewiesen
werden. Die Frage, was ein Beweis ist, ldsst sich daher nicht trennen von der Frage,
was zu einem gegebenen Zeitpunkt bezogen auf einen mathematischen Gegenstand
sozial als Beweis gilt.

(Knipping 2003, S. 19; S. 29)
A proof only becomes a proof after the social act of “accepting it as a proof.”
(Manin 1977, S. 48)

Weil das Beweisen eng mit der Disziplin der Mathematik, die sich als beweisende
Wissenschaft versteht, verbunden ist, werden die Begriffe ,,Beweisen* und ,, Beweis
recht konsistent definiert und gemeinhin als deduktiver Vorgang interpretiert. Gerade
weil der Begriff ,, Beweisen eng mit dem formal-deduktiven Vorgehen verbunden und
damit durch formale Strenge gekennzeichnet ist, wird in schulischen Kontexten hdufig
auf die Verwendung des Begriffs verzichtet und an dessen Stelle von , Begriinden*
oder ,,Argumentieren* gesprochen, ohne sich allerdings dariiber im Klaren zu sein,
wie sich diese drei Begriffe zueinander verhalten.

(Brunner 2014a, S. 29)

Proof is a mathematical argument, a connected sequence of assertions for or against
a mathematical claim, with the following characteristics:

1. It uses statements accepted by the classroom community (set of accepted statements)
that are true and available without further justification;

2. It employs forms of reasoning (modes of argumentation) that are valid and known
to, or within the conceptual reach of, the classroom community; and

3. It is communicated with forms of expression (modes of argument representation)
that are appropriate and known to, or within the conceptual reach of, the classroom
community.

(Stylianides 2007, S. 291, Hervorhebungen im Original)
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Unter einem mathematischen Beweis versteht man die deduktive Herleitung eines
mathematischen Satzes aus Axiomen und zuvor bereits bewiesenen Sdtzen nach
spezifizierten Schlussregeln. [...]

Es besteht weitgehender Konsens, dass sich ein axiomatisch-deduktives Vorgehen im
allgemeinbildenden Mathematikunterricht verbietet. Vom Beweisen bleibt dann der
Anspruch iibrig, dass Aussagen auf Griinde zuriickgefiihrt werden sollen. Welche
Griinde als akzeptabel gelten, hdngt vom Entwicklungsniveau der Schiilerinnen und
Schiiler ab und ist letztlich Sache des in einer Lerngemeinschaft vorgefundenen ,, ge-
teilten Wissens*“ (,,shared knowledge“). Fiir didaktische Zwecke benutzt man daher
einen offenen Begriff des Beweisens, bei dem nicht mehr auf den axiomatischen Auf-
bau rekurriert wird. [...] Zur Beschreibung dieses Sachverhalts kann man den Begriff
einer ,,Argumentationsbasis“ heranziehen und darunter jene Annahmen verstehen,
die einem Argument zugrunde liegen und die zum geteilten Wissen einer Lerngruppe
gehoren.

(Jahnke/Ufer 2015, S. 331; S. 333 1))

An diesen ausgewdhlten Definitionen werden folgende Aspekte deutlich: Je nach
Blickrichtung geht es beim Beweisen um eine Riickfiihrung (z. B. Reiss/Hammer
2013) oder Folgerung/Herleitung (z. B. Meyer 2007a; Jahnke/Ufer 2015) einer
zu beweisenden Aussage auf bzw. aus als wahr anerkannte(n) Aussagen. Dabei
kann eine Prozess- oder eine Produktperspektive eingenommen werden (z. B.
Reiss/Ufer 2009). Aus der Perspektive der wissenschaftlichen Mathematik gelten
relativ einheitliche, streng-formale Kriterien fiir die Beweisprodukte (z. B. Meyer
2007a; Brunner 2014a). Auflerdem spielt die sogenannte mathematische commu-
nity, die Beweise als giiltig akzeptieren muss, eine wichtige Rolle (z. B. Manin
1977; Hanna 1990; Knipping 2003). Das Beweisen ist eng mit dem Argumen-
tieren und Begriinden verwandt (z. B. Brunner 2014a, Knipping 2003), wobei
das Verhiltnis der Begriffe zueinander zu klédren ist (siehe Abschnitt 2.1.4). Die-
ser Zusammenhang spielt vor allem im Kontext des Beweisens im schulischen
Mathematikunterricht eine Rolle. Es besteht kein Konsens dariiber, ob fiir das
~Beweisen” in der Schule die breiteren Begriffe Begriinden und Argumentieren
verwendet (z. B. Brunner 2014a) oder andere Mafstibe an den Beweisbegriff
angelegt werden sollen (z. B. Stylianides 2007; Jahnke/Ufer 2015). Beson-
ders in diesem Zusammenhang werden die Begriffe des geteilten Wissens und
der Argumentationsbasis wichtig (z. B. Jahnke/Ufer 2015). Diese angesproche-
nen Aspekte sollen nun im Weiteren auch im Riickgriff auf weitere Autoren
ausgefiihrt werden.
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Prozess- und Produktperspektive

Von den meisten Autoren wird explizit oder implizit der Begriff Beweisen als
Prozess, der Begriff Beweis als Produkt dieses Prozesses verstanden. Linneweber-
Lammerskitten (2014) bezeichnet das Produkt beispielsweise als ,,spezifisch
mathematischel[...] Textsorte” (ebd., S. 186) und grenzt diese vom ,,Beweisen
(als einem Prozess)“ (ebd.) ab. Wittmann (2018) unterscheidet explizit zwischen
~Beweisfindung, einem kreativen und problemlosenden Prozess [...] und dem
fertigen Beweis als dem Produkt dieses Prozesses* (ebd., S. 26, Hervorhebun-
gen im Original). Dieses Produkt liegt iiblicherweise in schriftlicher, verkiirzter
Form vor (Brunner 2013, S. 31; Tietze 2000, S 151). Wie Schmidt-Thieme
(2009, S. 124) darstellt, représentiert der Beweis als Produkt die Aufensicht
auf die Mathematik wihrend aus der Perspektive forschender Mathematiker der
Beweisprozess wichtig ist. Im Englischen wird die Unterscheidung zwischen
Prozess- und Produktperspektive erginzt durch eine dritte Perspektive, die con-
cept of proof genannt wird, also proof im Singular ohne Artikel verwendet, um
auf ein Konzept zu verweisen, wihrend fiir den Prozess, wie im Deutschen, das
substantivierte Verb proving und fiir das Produkt entweder der Singular the/a
proof mit Artikel oder der Plural proofs verwendet wird (z. B. Reid/Knipping
2010, S. 28, S. 33; Reid 2001, S. 360). Im Deutschen gestaltet sich dies sprach-
lich schwieriger. Reiss und Ufer (2009, S. 158) formulieren beispielsweise ,,das
Konzept des ,Beweises‘““, wobei durch die Verwendung des im Genitiv gebrauch-
ten Substantivs Beweis eine sprachliche Abgrenzung von der Produktperspektive
nur durch das Hinzufiigen des Begriffs Konzept moglich ist.

Formale Kriterien fiir die Beweisprodukte

Eine rein formalistische Sichtweise auf das Beweisen, die mit einem Fokus auf
die Produktperspektive einhergeht, hat sich vor allem in der ersten Hilfte des 20.
Jahrhunderts herausgebildet (Wittmann/Miiller 1988, S. 238) und wird auch als
traditionelle Beweisauffassung beschrieben (Brunner 2013, S. 30). Gemé8 dieser
Sichtweise werden Beweise beispielsweise als ,rein logische[...] Ableitung von
Begriffen aus Grundbegriffen und von Sétzen aus Axiomen* (Wittmann/Miiller
1988, S. 238) verstanden, oder als ,,sequence of transformations of formal sen-
tences, carried out according to the rules of the predicate calculus® (Hersh
1993, S. 391). Eine Beschreibung, was eine vollstindige Formalisierung der
Mathematik bedeutet, findet sich bei Mormann (1981): ,,[E]ine mathematische
Theorie wird als ein formales System bedeutungsloser Zeichenreihen aufgefaft,
ein Beweis ist die Ableitung einer Zeichenreihe aus bereits vorhandenen mit-
hilfe algorithmischer Ableitungsregeln® (Mormann 1981, S. 13). Laut Kempen
(2019) zeichnet sich ein formaler Beweis ,,dadurch aus, dass er innerhalb eines
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formalen Systems (i. S. von Tarski 1944) stattfindet, in ihm Symbole verwen-
det werden, die keine semantische Bedeutung tragen und als Schlussweisen nur
spezielle logische Beziehungen zugelassen sind, welche sich auf Axiome griin-
den* (Kempen 2019, S. 28). Bei einem formalen Beweisverstindnis liegt also
der Fokus auf der Form des Beweises, sowohl in der duferen Darstellung als
auch insbesondere in der verwendeten Logik. Vohns (2015) spricht hier von
einem Idealtypus des formal strengen mathematischen Beweisens, der ,,der deut-
lich facettenreicheren, unschirferen realen Praxis mathematischen Beweisens [...]
als ,Grenzbegriff* gegeniibersteht” (Vohns 2015, S. 124). Auch Hanna (1990,
S. 6) versteht in der formalen Auffassung einen Beweis als theoretisches Kon-
zept der formalen Logik, als ein Ideal, das nur angenéhert werden kann. Formale
Strenge bedeutet nach Meyer (2007a, S. 21) die schrittweise Uberpriifbarkeit
des Beweises. Nach Brunner (2014a, S. 9 f.) heillt absolut streng, dass Beweise
in einer formal-deduktiven Darstellung vorliegen, was formal-symbolische und
algebraische Darstellungsformen beinhaltet.

Einem solchen Idealtypus werden von den unterschiedlichen Autoren in ihren
Definitionen und Begriffskldrungen weitere Merkmale zugeschrieben: In ide-
altypischen Beweisen werden logische Schliisse verwendet, die spezifizierten
Schlussregeln folgen, die durch ein Logiksystem gegeben sind (Meyer 2007a,
S. 21; Brunner 2013, S. 30; Brunner 2014a, S. 55; Tietze 2000, S. 151; Voll-
rath/Roth 2012, S. 73; Jahnke/Ufer 2015, S. 331). Dabei sind nur deduktive
Schlussformen zugelassen (Meyer 2007a, S. 21; Brunner 2013, S. 30; Brunner
2014a, S. 29; Stylianides et al. 2016, S. 238; Sill 2019, S. 210; Reiss/Ufer 2009,
S. 157; Jahnke/Ufer 2015, S. 331; Storz 2018, S. 60; Reid 2001, S. 360; Vohns
2015, S. 125). Die verwendeten Schliisse sind in Ketten von Argumenten und
Folgerungen angeordnet (Brunner 2013, S. 108 f.; Schmidt-Thieme 2009, S. 124;
Sill 2019, S. 210; Storz 2018, S. 28), die vollstdndig, liickenlos und minimal
sein miissen (Mormann 1981, S. 13; Schmidt-Thieme 2009, S. 124; Wittmann
2018, S. 22; Storz 2018, S. 28). Daraus resultiert die Eigenschaft der Schliissig-
keit von mathematischen Beweisen (Hefendehl-Hebeker/HuBBmann 2011, S. 95;
Storz 2018, S. 28), was bedeutet, dass ,,niemand, der [den] Ausgangssétzen [...]
zugestimmt hat, irgendeinem [der] Schritte die Zustimmung verweigern kann,
ohne sich in Widerspriiche zu verwickeln“ (Hefendehl-Hebeker/Humann 2011,
S. 95). Die Grundlage fiir die Schliisse innerhalb eines Beweises bildet immer
eine axiomatische Rahmentheorie mit Definitionen und bereits bewiesenen Sitzen
(Meyer 2007a, S. 21; Tietze 2000, S. 151; Vollrath/Roth 2012, S. 73; Reiss/Ufer
2009, S. 157; Jahnke/Ufer 2015, S. 331; Storz 2018, S. 57; Vohns 2015, S. 125).
Dadurch dass die Schliisse innerhalb von Beweisen zwingend sind und notwendi-
gerweise immer gelten (Meyer 2007a, S. 26; Brunner 2014a, S. 55), konnen durch
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Beweise die Richtigkeit und Wahrheit von Aussagen gesichert werden (Meyer
2007a, S. 21; Brunner 2013, S. 30; Reid 20006, S. 459).

Diese idealisierte Sichtweise auf das Beweisen, insbesondere mit Blick auf die
Beweisprodukte, ist zwar nach wie vor présent, wird aber, wie schon bei Hanna
(1990) und Vohns (2015) (siche oben) angedeutet, von einem gemifBigteren Blick
auf die tatsdchliche Praxis des Beweisens in der mathematischen Wissenschaft
(und auch in der Schule, siehe unten) begleitet: ,.full formalization and com-
plete formal proof, even if possible in principle, may be impossible in practice*
(Hersh 1993, S. 390). Aufgrund dessen spricht Hanna von einer ,,reconsideration
of what the ideal proof should be* (1990, S. 8). Jahnke und Ufer beschreiben die
tatsdchliche Praxis des Beweisens niher:

Vollstindige mathematische Strenge ist also unerreichbar und nicht wiinschenswert.
Stattdessen beweist der praktizierende Mathematiker auf einem halbformalen Level,
das anschauliche Argumente, Riickgriffe auf Diagramme und Beweisliicken einschliefst.
Das Ideal einer vollstindig formalisierten Schlusskette besteht nur dem Anspruch nach,
indem der Mathematiker behauptet, auf Nachfrage einen informellen Beweisschritt in
eine vollstindig explizierte logische Schlusskette verwandeln zu konnen.

(Jahnke/Ufer 2015, S. 332)

Dass eine iibertriebene Idealisierung der Formalisierung auch negative Kon-
sequenzen haben kann, stellt Mormann (1981) dar: Die ,rigorose formale
Auffassung [...] 16st das Problem des Beweisens jedoch hochstens im Prinzip®
(Mormann 1981, S. 14), denn in der Praxis konnte eine komplette Formali-
sierung zur Uniibersichtlichkeit und damit zu moglichen Irrtiimern fithren und
hitte ,,hochst unerwiinschte wissenschaftshistorische Konsequenzen (ebd.). Geht
es also ,,um die Bedeutung des Beweisens im Alltag der wissenschaftlichen
Mathematik oder der Schulmathematik, so wird eine strikt formale Konzep-
tion des Beweisens nicht ausreichen® (ebd.). Deswegen ist eine zusétzliche
sozial-kommunikative Perspektive auf das Beweisen, die dieses mehr aus der
Prozessperspektive sieht, unabdingbar.

Sozial-kommunikative Perspektive auf den Beweisprozess

Aus sozial-kommunikativer Perspektive gilt Beweisen als kommunikativer Akt
(Brunner 2014a, S. 55) und ein vermeintlicher Beweis wird erst durch einen
sozialen Akt der Akzeptanz zum Beweis (Manin 1977, S. 48). Damit ein
vermeintlicher Beweis also tatsdchlich giiltig ist, muss er ,qualified judges*
(Hersh 1993, s. 391), ,qualified mathematicians* (Hanna 1990, S. 6), die
,betreffende[...] Gemeinschaft“ (Meyer 2007a, S. 26) oder die ,,mathemati-
cal community* (Stylianides et al. 2016, S. 238) iiberzeugen und von diesen
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anerkannt werden. ,,.Durch das Aufschreiben eines Beweises wird ein Geltungs-
anspruch erhoben. Dieser wird von der Community gepriift und akzeptiert oder
verworfen (Brunner 2013, S. 31), was beispielsweise durch ein Peer-Review-
Verfahren verwirklicht werden kann (Reiss/Ufer 2009, S. 158). Das heifit aber
auch, dass die Akzeptanz von der jeweiligen Gemeinschaft, deren Praktiken,
deren Kriterien und deren festgelegter gemeinsamer Argumentationsbasis abhéngt
(ebd., S. 157; Meyer/Prediger 2009, S. 4; Knipping 2003, S. 19). Dabei muss
die Gemeinschaft nicht zwingend nach formalen Kriterien urteilen, es sind auch
inhaltliche Kriterien moglich (Knipping 2003, S. 29). Auch eine Lerngruppe im
Mathematikunterricht kann eine solche community mit eigenen ausgehandelten
Kriterien fiir Beweise darstellen. Diese sozialkonstruktivistische Perspektive legt
Grundey (2015) ihrer Studie zugrunde (siehe Abschnitt 3.3). Stylianides (2007,
S. 291, siehe oben) nimmt diese Abhingigkeit von der Gemeinschaft in seine
Definition von Beweis auf, die er speziell fiir eine Lerngemeinschaft im Klassen-
zimmer formuliert, die aber durch Streichen des Begriffs classroom auf beliebige
communities verallgemeinert werden konnte.

,Beweisen“ im Mathematikunterricht

Aus sozial-kommunikativer oder sozialkonstruktiver Perspektive (siehe oben) ist
es moglich, die Lerngemeinschaft im Klassenzimmer als eigene community zu
betrachten, die gemif ihrem Entwicklungsstand und auf Basis ihres geteilten
Wissens selbst aushandelt, was als giiltiger Beweis gilt und was nicht. Bei-
spielsweise kann statt formaler Strenge eine adressatengerechte Darstellung als
Kriterium verwendet werden (Storz 2018, S. 57). Da im Mathematikunterricht
keine axiomatische Theorie aufgebaut wird, ,treten an die Stelle der Axiome
meist anschaulich unmittelbar einsichtige Sitze* (Tietze 2000, S. 157) oder
es wird ,,die Beziehung einzelner Sitze zueinander” (ebd.) gekldrt. Dies geht
auf die Idee des ,lokalen Ordnens“ nach Freudenthal (1973a, S. 142; 1973b,
S. 423 ff.)4 zurlick. ,,Zur Beschreibung dieses Sachverhalts kann man den Begriff
einer ,Argumentationsbasis‘ heranziehen und darunter jene Annahmen verstehen,

4 Bei Freudenthal (1973a) ist das lokale Ordnen ,,ein Begrift, der sich fiir das didaktische
Verstindnis insbesondere des Geometrie-Unterrichts als wichtig erweisen wird. Man analy-
siert die geometrischen Begriffe und Beziehungen bis zu einer recht willkiirlichen Grenze,
sagen wir, bis zu dem Punkte, wo man von den Begriffen mit dem bloBen Auge sieht, was
sie bedeuten, und von den Sitzen, dafl sie wahr sind. So rdsonniert [sic.] man immer in der
Geometrie unseres Lebensraumes; niemals aus Axiomen, die viel zu weit weg liegen, son-
dern, nach einem verschwimmenden und sich verschiebenden Horizont von Sitzen hin, die
jeweils als wahr angenommen werden. Das Feld wird auf kleine oder grofere Strecken, aber
nicht als Ganzes geordnet™ (ebd., S. 142).



2.1 Argumentieren, Begriinden, Beweisen - Begriffsklarungen 31

die einem Argument zugrunde liegen und die zum geteilten Wissen einer Lern-
gruppe gehoren (Jahnke/Ufer 2015, S. 334). Fischer und Malle (2004) verstehen
unter einer Argumentationsbasis ,,[e]line Menge von Aussagen, die als richtig
angesehen werden [...] zusammen mit den Schluweisen, die als zuldssig aner-
kannt werden® (Fischer/Malle 2004, S. 180) und legen fest: ,,Eine Begriindung
auf Grund einer vorgegebenen Argumentationsbasis soll als ein Beweis beziiglich
dieser Argumentationsbasis bezeichnet werden“ (ebd., Hervorhebung im Origi-
nal). Die soziale Perspektive macht es also moglich, dass der Begriff Beweisen
auch im Kontext des Mathematikunterrichts sinnvoll verwendet werden kann,
solange er entsprechend pragmatisch interpretiert wird. Dieser Sichtweise wirkt
jedoch ein streng formales Beweisverstidndnis entgegen, weswegen in schulischen
Kontexten oft auf die weiter gefassten Begriffe Begriinden und Argumentieren
zurlickgegriffen wird (Brunner 2014a, S. 29). Vollrath bemerkt in diesem Sinne
bereits 1980, dass die Verwendung des Begriffs Argumentieren in der mathema-
tikdidaktischen Literatur zunimmt, und zwar ,,meist im Sinne von ,begriinden’
[um] zum Ausdruck [zu] bringen, daB man das Begriinden nicht auf die mathe-
matisch eingeengte Form des Beweisens beschrinken mochte® (Vollrath 1980,
S. 28). Somit kann das Argumentieren als ,,Vorform des strengen mathematischen
Beweisens, die auch mit den begrifflichen und methodischen Mitteln der friiheren
Klassenstufen realisiert werden kann* (Schwarzkopf 2015, S. 31) betrachtet wer-
den. Das Beweisen wird dadurch also nicht ersetzt, sondern vorbereitet, indem es
in einen breiteren Kompetenzbereich eingeschlossen ist (sieche Abschnitt 2.1.4).

2.1.4 Ein Modell fir den Zusammenhang zwischen
Argumentieren, Begriinden und Beweisen

In dieser Arbeit beschreiben die Begriffe (mathematisches) Argumentieren,
Begriinden und Beweisen Prozesse, in denen Mathematik treibende Personen
Tatigkeiten ausfiihren. Argumentationen, Begriindungenund Beweise sind die Pro-
dukte dieser Titigkeiten. Eine Sonderrolle nehmen Argumente ein, die bei der
Ausfiihrung jeder dieser Tatigkeiten eine grundlegende Rolle spielen und zu Ket-
ten verbunden werden (konnen). Wie oben bereits mehrfach erwihnt, hingen
die Tadtigkeiten Argumentieren, Begriinden und Beweisen sehr stark zusammen.
Deshalb bietet es sich an, diese nun in einer Zusammenschau zu betrachten.

Unter Einbezug verschiedener Quellen scheint es sinnvoll, das fiir diese Arbeit
entworfene und in Abbildung 2.3 dargestellte Modell zur Beschreibung des
Zusammenhangs der Prozesse (und damit auch der Produkte) zu verwenden. Dies
soll nun im Folgenden erldutert und begriindet werden, bevor anschlieBend davon
abweichende Positionen kurz diskutiert werden.
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Das mathematische Argumentieren wird in diesem Modell im weiten Sinne
(sieche Abschnitt 2.1.1) verstanden, da sich diese Konzeption fiir die in dieser
Arbeit dargestellte, explorative Interviewstudie mit Lehrkriften besonders anbie-
tet, um alle Facetten des Argumentierens mit abdecken zu kdnnen und nicht
vorab Einschrinkungen zu formulieren. Von aufien nach innen werden Teilmen-
genrelationen zwischen den verschiedenen Prozessen, Tatigkeiten und Produkten
vorgeschlagen. Dabei sind angegebene Eigenschaften der jeweiligen Tatigkeiten
immer auch fiir die weiter auflen liegenden Titigkeiten denkbar, aber nicht zwin-
gend, wihrend die Eigenschaften nach innen hin spezifischer werden. Die im
Modell verwendete Konzeption des Beweisens als spezifische Form des Begriin-
dens und des Begriindens wiederum als spezifische Form des mathematischen
Argumentierens wird durch zahlreiche Quellen gestiitzt, wie oben bereits teil-
weise ausgefiihrt wurde (Brunner 2013, S. 108; Hefendehl-Hebeker/HuBBmann
2011, S. 95; Meyer/Prediger 2009, S. 5; Reiss/Ufer 2009, S. 158; Wittmann 2018,
S. 21; Nagel/Reiss 2016, S. 303). AuBerdem gibt es Autoren, die das Beweisen
entweder mit dem Argumentieren oder dem Begriinden vergleichen und dabei
Beweisen als spezifisches Argumentieren beziehungsweise spezifisches Begriin-
den verstehen (Krummbheuer 1992, S. 123; Knipping 2003, S. 34; Fischer/Malle
2004, S. 178; Bruder/Pinkernell 2011, S. 6; Tietze 2000, S. 158; Vollrath/Roth
2012, S. 247 ff.; Reiss/Hammer 2013, S. 53; Vohns 2015, S. 124; Ufer/Kramer
2015, S. 84 f.; Cramer 2018, S. 10; Durand-Guerrier et al. 2012, S. 349). Ins-
gesamt konnen die jeweils im Modell weiter aullen platzierten Tdtigkeiten als
Vorbereitung auf und Vorlaufertitigkeiten fiir die Tdtigkeiten weiter innen ver-
standen werden (vgl. Reiss/Ufer 2009, S. 158). Demzufolge nimmt auch die
Strenge, mit der die Prozesse und Produkte beurteilt, die Prozesse ausgefiihrt
und die Produkte erstellt werden, zu.

Das mathematische Argumentieren wird als spezielle Form des allgemeinen
Argumentierens gesehen, wobei das Adjektiv mathematisch auch weggelassen
werden kann, wenn der Kontext klar ist. Die Spezialisierung des Argumentierens
auf das mathematische Argumentieren erfolgt durch den Schritt in die Welt der
Mathematik. Dies zeichnet sich vor allem durch die Art der verwendeten Argu-
mente oder der Inhalte aus. Entweder die Argumente selbst sind mathematischer
Natur oder die Argumente beziehen sich auf mathematische Inhalte. Das mathe-
matische Argumentieren nimmt somit gegeniiber dem allgemeinen Argumentieren
eine Prizisierung im Fachbereich der Mathematik vor (Brunner 2013, S. 103).
Dadurch ist die Grenze zwischen dem allgemeinen Argumentieren und dem spe-
ziell mathematischen Argumentieren weitgehend klar gefasst. Die Unterschiede
zwischen dem mathematischen Argumentieren, dem Begriinden und Beweisen
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sind hingegen eher graduell und die Prozesse nicht klar voneinander abgrenzbar
(Meyer/Prediger 2009, S. 5).

Innerhalb des Beweisens steht ein Idealtypus des streng formalen Bewei-
sens der facettenreichen Realitdt des Beweisens gegeniiber (Vohns 2015, S. 124;
Jahnke/Ufer 2015, S. 332). Im Extremfall verwenden Beweisprodukte dieses
Idealtypus Symbole rein syntaktisch ohne semantische Bedeutung und expli-
zieren alle verwendeten Schliisse und Argumente bis zuriick zu den Axiomen
(Kempen 2019, S. 31). Sie konnten also beispielsweise durch Verwendung
standardisierter Sprache von Computern iiberpriift oder sogar erstellt werden.
Vom Beweisen iiber das Begriinden hin zum mathematischen Argumentieren
und zum allgemeinen Argumentieren nimmt der Facettenreichtum der Pro-
dukte und der verwendeten Aktivititen zu (Vohns 2015, S. 124). Von diesen
unterschiedlichen Produkten werden drei in den Bildungsstandards der Kultusmi-
nisterkonferenz fiir die allgemeine Hochschulreife explizit genannt und mit Hilfe
eines Kontinuums formuliert: ,,Das Spektrum reicht dabei von einfachen Plau-
sibilitdtsargumenten iiber inhaltlich-anschauliche Begriindungen bis zu formalen
Beweisen* (KMK 2012, S. 15). Dieses Kontinuum reicht also im vorliegenden
Modell vom mathematischen Argumentieren iiber das Begriinden hin zum Bewei-
sen. Auch die Verwendung des mathematischen Argumentierens als Oberbegriff
iiber diese Prozesse, die zu diesen Produkten fiihren, stimmt mit der Konzeption
im vorliegenden Modell iiberein.

Wihrend das Argumentieren auch umgangssprachlich erfolgen kann (Witt-
mann 2018, S. 21) und beim Begriinden auch alltagsnahe, vorwissenschaftliche
Sprache einbezogen wird (Brunner 2013, S. 109), ist hin zum Beweisen eine
Formalisierung der Sprache notwendig, die in moglichst knappen und prizisen
mathematischen Formulierungen einer wissenschaftlichen Sprache mit der Ver-
wendung von wissenschaftlichen und Fachbegriffen resultiert (Wittmann 2018,
S. 22; Brunner 2013, S. 109). Das heifit, es ldsst sich beziiglich der beim
Argumentieren verwendeten Sprache ein Kontinuum von auflen nach innen erken-
nen, von der Alltagssprache iiber die Bildungssprache hin zur mathematischen
Fachsprache, die im Grenzfall des idealtypischen Beweisens nur in formal-
symbolischer Darstellungsform verwendet wird (vgl. Meyer/Prediger 2012, S. 4;
siche auch Abschnitt 6.3.1). So finden Formen des mathematischen Argumen-
tierens, die noch nicht als Begriinden bezeichnet werden, iiberwiegend durch
Verwendung des Sprachregisters der Alltagssprache statt, wihrend beim Begriin-
den schon mehr die Bildungssprache in den Vordergrund riickt und auch die
mathematische Fachsprache schon mit einbezogen wird. Beim Beweisen schlieB3-
lich steht die mathematische Fachsprache im Vordergrund. Das bedeutet aber
nicht, dass nicht auch schon beim mathematischen Argumentieren Elemente
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der mathematischen Fachsprache verwendet werden konnen (vgl. Brunner 2013,
S. 109). Dies hidngt auch stark damit zusammen, dass beim Beweisen die
Beweisprodukte immer schriftlich fixiert werden, wihrend der Prozess des Argu-
mentierens auch rein miindlich stattfinden kann (Schwarzkopf 2000, S. 240; siehe
auch Abschnitt 6.3.1).

Mit Hilfe der in den Argumentationen verwendeten Argumente lassen sich
Abgrenzungen zwischen den verschiedenen Prozessen festmachen. Beim allge-
meinen Argumentieren werden keine spezifischen Anspriiche an die Argumente
gestellt. Beim Schritt in die Welt der Mathematik miissen die verwendeten Argu-
mente mathematischer Art sein oder sich auf mathematische Inhalte beziehen. Die
Argumente konnen jedoch auch anschaulich, empirisch oder zeichnerisch sein,
was fiir das Begriinden, vor allem aber fiir das Beweisen nicht mehr gilt. Beim
Beweisen treten nur noch Argumente auf, deren Schlussregeln und Stiitzungen
(im Sinne Toulmins (1996, 2003)) aus einer mathematischen Theorie stammen
(Durand-Guerrier et al. 2012, S. 356; vgl. Wittmann 2018, S. 21). AuBlerdem
diirfen bei den beim Beweisen verwendeten Argumenten keine modalen Opera-
toren oder Ausnahmebedingungen (im Sinne Toulmins (1996, 2003)) auftreten,
die die Giiltigkeit der Argumente einschrinken wiirden. Treten beziiglich einer
Hypothese Ausnahmen auf, so werden diese als Voraussetzungen der Aussage
erfasst (Meyer 2007b, S. 298).

Hinsichtlich der verwendeten Schlussformen sind beim Beweisen nur deduk-
tive Schliisse zugelassen (Meyer 2007a, S. 21; Reiss/Ufer 2009, S. 157; Brunner
2013, S. 109; Sill 2019, S. 210) und auch das Begriinden ist primédr deduk-
tiv geprigt (Reiss/Ufer 2009, S. 158; Storz 2018, S. 60). Im Gegensatz dazu
sind beim Argumentieren auch explizit nicht-deduktive Formen miteingeschlos-
sen (Reiss/Ufer 2009, S. 157). Zudem miissen sich die Argumente und Schliisse
beim Beweisen auf eine feste Rahmentheorie als Argumentationsbasis beziehen,
wihrend das Begriinden als Vorlaufertitigkeit noch ohne feste Rahmentheorie
auskommt (Reiss/Ufer 2009, S. 158; Fischer/Malle 2004, S. 180). Zur Unter-
scheidung von Argumentieren und Begriinden kann zudem als Kriterium die
Schliissigkeit der Argumentation herangezogen werden. Nach Hefendehl-Hebeker
und HuBmann (2011, S. 95) heifit eine Argumentation ,,schliissig, wenn niemand,
der ihren Ausgangssitzen (Aussagen oder Normen) zugestimmt hat, irgendeinem
ihrer Schritte die Zustimmung verweigern kann, ohne sich selbst in Widerspriiche
zu verwickeln.” Eine als schliissig bezeichnete Argumentation kann also auch als
Begriindung bezeichnet werden, wihrend Argumentationen im Allgemeinen nicht
schliissig sein miissen (ebd., S. 94 f.; vgl. Ufer/Kramer 2015, S. 84 f.).
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Die bisher dargestellten Dimensionen des Rasters sind tendenziell formal
und syntaktisch orientiert. Dariiber hinaus konnen zur Abgrenzung der Pro-
zesse auch soziale und semantische Kriterien miteinbezogen werden. Diese
Zweiteilung spiegelt zwei gegensitzliche Perspektiven wider, mit denen auf das
Argumentieren und Beweisen geblickt werden kann, woraus auch unterschied-
liche Beweisverstindnisse resultieren. Cramer (2018, S. 33 ff.) unterscheidet
zwischen syntaktisch und semantisch orientierten Zugéngen zum Argumentieren
und Beweisen, die zu ,,verschiedenen Wahrnehmungen der Bedeutung formaler
Strenge fiihren. Grundey (2015, S. 12 f.) unterscheidet eine formal-deduktive
und eine sozialkonstruktivistische Sichtweise auf das mathematische Beweisen.
Das vorliegende Modell sieht das Beweisen vordergriindig aus einer syntaktisch-
orientierten, formal-deduktiven Perspektive, was die Konzeption als spezielle
Form des Argumentierens stiitzt. Das Argumentieren wird im vorliegenden
Modell aus beiden Perspektiven betrachtet, wobei sich die semantisch orientierte,
sozialkonstruktivistische Sichtweise mehr auf Formen des Argumentierens und
Begriindens bezieht, die nicht als Beweise bezeichnet werden.

Aus semantischer Perspektive riicken vor allem die in den Prozessen verwen-
deten Inhalte in den Mittelpunkt. Eine Abgrenzung zwischen mathematischem
Argumentieren und dessen spezieller Form des Beweisens ist dadurch moglich,
dass die thematisierten Inhalte beim Beweisen rein innermathematischer Natur
sind, wihrend sie beim mathematischen Argumentieren inner- oder auf3ermathe-
matisch sein konnen (Biichter/Leuders 2005, S. 45). Wihrend fiir Biichter und
Leuders (ebd.) bei der Zwischenform des Begriindens auch nur innermathema-
tische Situationen eine Rolle spielen, erscheint es in Zusammenschau mit den
anderen Dimensionen des Modells sinnvoll, auch in auflermathematischen Situa-
tionen gegebenenfalls von Begriinden sprechen zu konnen, beispielsweise, wenn
die Richtigkeit einer Aussage iiber die Wirklichkeit auf Basis der Uberlegungen
in einem mathematischen Modell begriindet wird.

Insgesamt nimmt vom Argumentieren iiber das mathematische Argumentie-
ren und das Begriinden hin zum Beweisen die Allgemeinheit der betrachteten
inhaltlichen Zusammenhinge zu. Wihrend beim Argumentieren beispielsweise
Eigenschaften konkret gegebener mathematischer Objekte, wie konkreter Funk-
tionen, diskutiert werden, geht es beim Begriinden darum, Begriindungen fiir
Aussagen beispielsweise auch iiber mehrere verwandte Objekte, wie Funktionen,
die gleiche Eigenschaften aufweisen, zu formulieren. Die Aussagen und deren
Begriindungen haben dabei aber ,,nicht selten einen lokalen Charakter und/oder
sind durch einen eher begrenzten Grad an Allgemeinheit gekennzeichnet
(Reiss/Ufer 2009, S. 156). Beim Beweisen schliellich stehen allgemeingiiltige
mathematische Aussagen, die oft als Sitze bezeichnet werden, beispielsweise
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in Bezug auf ganze Funktionsklassen und mit groferer Bedeutung, im Fokus
des Prozesses (Storz 2018, S. 55). Auf der Suche nach solch allgemeingiiltigen
Aussagen kann die Frage ,Ist das immer so?* leitend sein (ebd., S. 57). Beim
Ubergang vom Argumentieren zum Begriinden und schlieBlich zum Beweisen
werden also die moglichen Geltungsanspriiche, die fiir die thematisierten Aus-
sagen postuliert werden, stirker eingegrenzt. Wihrend Geltungsanspriiche beim
Argumentieren auch nur situativ gelten konnen, geht es beim Beweisen immer
um universelle Geltungsanspriiche.

Wihrend sich das Begriinden immer auf bereits gegebene oder zuvor ent-
deckte oder entwickelte Aussagen oder Aussageformen bezieht, gehoren die im
Vorfeld notigen Aktivitdten wie das Untersuchen von Zusammenhingen, das Stel-
len charakteristischer und geeigneter zielfiihrender Fragen, das Abwigen und das
Bilden von Hypothesen in den breiteren Bereich des Argumentierens und werden
noch nicht als Begriinden bezeichnet (vgl. Hefendehl-Hebeker/HuBmann 2011,
S. 94 f.; Wittmann 2018, S. 21). Beim Argumentieren kénnen zudem L&sungs-
ideen, -strategien und -wege als Inhalte betrachtet werden. Der Umgang mit
diesen kann als Abgrenzung zwischen dem Argumentieren und dem spezielle-
ren Begriinden herangezogen werden. Wenn eigene Losungswege und -strategien
gerechtfertigt werden, kann von Begriinden gesprochen werden (Reiss/Ufer 2009,
S. 158), wihrend der Begrift des Begriindens fiir ein Beschreiben und Erldutern
von Losungswegen noch nicht geeignet sein muss, sodass hier gegebenenfalls
(sieche Abschnitt 2.1.5) allgemeiner der Begriff Argumentieren verwendet wird
(Wittmann 2018, S. 21).

Aus sozialer Perspektive kann zwischen unterschiedlichen Funktionen unter-
schieden werden, die das Argumentieren haben kann (siehe auch Abschnitt 2.3).
Mit Hilfe der beiden Hauptfunktionen, die beispielsweise von Hanna (1989)
und Hersh (1993) unterschieden werden (sieche Abschnitt 2.3.1), kdnnen ver-
schiedene Schwerpunkte des Argumentierens akzentuiert werden. So kann beim
Argumentieren insgesamt, vor allem im Bereich des Lernens von Mathematik,
die erkldrende Funktion im Vordergrund stehen, wihrend speziell vom Bewei-
sen nur gesprochen werden kann, wenn auch die Verifikationsfunktion einen
entscheidenden Anteil hat (Cramer 2018, S. 17°).

5 Cramer (2018, S. 17) spricht von ,,Validierungsfunktion® und der zugehdrigen ,,Giiltig-
keit einer Aussage*. Brunner (2014a, S. 10) folgend sollten aber die Begriffskombinationen
,wahre Aussage* und ,,giiltige Argumentation” verwendet werden, ,.giiltige Aussage* und
~wahre Argumentation” dagegen nicht. Deswegen wird davon ausgegangen, dass Cramer
mit der von ihr als Validierungsfunktion bezeichneten Funktion die Verifikationsfunktion im
Sinne der vorliegenden Arbeit meint.
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Von innen nach auflen im Modell werden kommunikative und soziale Aspekte
immer wichtiger (vgl. Krummheuer 1992, S. 123). Wihrend das Beweisen vor-
wiegend monologisch stattfindet (Storz 2018, S. 61), gewinnt der konkrete
Adressat beim Begriinden und noch stirker beim Argumentieren zunehmend an
Bedeutung. So bezeichnet Storz (2018, S. 61) beispielsweise das Begriinden als
,,soziale Form* des Beweisens. Wihrend es beim Begriinden aber noch mehr um
eine fundierte Darlegung der eigenen Position geht, kann es sich beim Argumen-
tieren auch um eine Auseinandersetzung mit einem Gegeniiber handeln, bei der
eine strittige Position durch Argumente gestiitzt wird (Reiss/Ufer 2009, S. 156).

Als weiteres Unterscheidungskriterium zwischen Begriinden und Argumen-
tieren fiihrt Storz (2018, S. 57 f.) an, dass das Argumentieren ein Prozess mit
offenem Zielzustand ist. Deswegen kann das Argumentieren als Tatigkeit aus
der Perspektive der Vorschau ausgefiihrt werden, die fiir Lernende typisch ist.
Das Begriinden und insbesondere das Beweisen hingegen haben eine klar formu-
lierte Aussage oder Aussageform vorliegen, die begriindet oder bewiesen werden
sollen. Die Aktivitit des Begriindens bendtigt deswegen einen Uberblick iiber ver-
schiedene Zusammenhinge, der nur aus der Perspektive der Riickschau moglich
ist:

Argumentieren ist auch ein Prozess, an dessen Ende Antworten stehen, die am Anfang
dem Argumentierenden noch nicht bekannt waren und Fragen beantwortet werden, die
am Anfang nicht gestellt wurden. [...] Ein Lernender befindet sich in der Perspektive
der Vorschau, er argumentiert, stellt Fragen, findet Antworten und findet auf andere
Fragen keine Antworten. Die Argumentationskette muss er erst aufbauen, ohne zu
wissen, wie lang sie wird und bei welcher Erkenntnis sie enden wird. Ist ihm eine
Argumentationskette gelungen, wechselt er bei diesem Wissenselement, und nur bei
diesem, in die Perspektive der Riickschau. Aus Argumenten werden Begriindungen.
[...] Begriindungen erfordern die Perspektive der Riickschau. Wer begriinden kann,
hat bereits gelernt.

(Storz 2018, S. 57 f.)

Das vorgestellte Modell 1dsst sich nicht mit allen in der Literatur dargestellten
Positionen zum Verhiltnis der Begriffe Argumentieren, Begriinden und Bewei-
sen vereinbaren. So wurde bereits in Abschnitt 2.1.2 dargestellt, dass sich drei
unterschiedliche Verstdndnisse des Begriindens herausarbeiten lassen. Im vorlie-
genden Modell wird das Verstindnis des Begriindens als Zwischenform zwischen
Argumentieren und Beweisen verwendet. Das Verstindnis, das Begriindungen
mit Argumenten gleichsetzt, wird hingegen nicht verwendet, da der Begriff des
Arguments als Bestandteil von Argumentationen, Begriindungen und Beweisen
bereits ausreichend ist, sodass kein zweiter Begriff dafiir notig ist. Sprachlich
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kann zusitzlich noch von der Angabe von Griinden und von logischen Schliissen
(sieche Abschnitt 2.1.5) gesprochen werden, die innerhalb aller drei Prozesse in
Zusammenhang mit dem Bilden von Argumenten und Ketten aus diesen auftreten.
Das dritte Verstindnis von Begriinden im Sinne eines logischen Schlielens oder
reasoning bildet die Basis fiir das Modell von Brunner (2014a, S. 31), in welchem
Begriinden den Oberbegriff eines Kontinuums bildet, das vom alltagsbezoge-
nen Argumentieren iiber das Argumentieren mit mathematischen Mitteln und das
logische Argumentieren mit mathematischen Mitteln hin zum formal-deduktiven
Beweisen verlduft. Auf Basis des Begriffsverstindnisses von Begriinden als logi-
schem SchlieBen stellt dieses Modell sinnvolle theoretische Uberlegungen zum
Argumentieren, Begriinden und Beweisen zusammen, jedoch ist die Ubersetzung
von reasoning mit Begriinden und das Verstidndnis von Begriinden als logischem
SchlieBen eher uniiblich. Das logische Schlielen als Tatigkeit oder Denkleistung
ist jedoch auch im Modell dieser Arbeit Grundlage aller argumentativen Titig-
keiten. Somit widersprechen sich die beiden Modelle nur auf den ersten Blick,
dieser Unterschied kann aber durch die unterschiedlichen Begriffsverstandnisse
des Begriindens aufgelost werden. Durch die Darstellung als Kontinuum steht
in Brunners Modell zudem das Argumentieren mehr dem Beweisen gegeniiber,
wenn auch nicht auf dichotome, sondern graduelle Art und Weise, wihrend im
Modell dieser Arbeit eine Teilmengenbeziehung favorisiert wird. Dieser Unter-
schied fiihrt zu einer in der Literatur oft dargestellten Gegeniiberstellung zweier
Verstindnisse beziiglich des Verhiltnisses zwischen Argumentieren und Bewei-
sen (vgl. Brunner 2013, S. 106 ff.; Brunner 2014a, S. 29 ff.; Brunner 2014b,
S. 231; Jahnke/Ufer 2015, S. 338; Nagel/Reiss 2016, S. 302; Cramer 2018,
S. 9 f.; Durand-Guerrier et al. 2012, S. 353). Die beiden Begriffe werden entwe-
der als Gegensitze wahrgenommen, die sich sogar gegenseitig behindern konnen,
oder das Argumentieren wird in engem Zusammenhang zum Beweisen gesehen,
sodass es beispielsweise als Vorldufertitigkeit und/oder Oberbegriff zum Bewei-
sen verstanden werden kann, wie in der vorliegenden Arbeit. Es konnte alternativ
ein breiteres Beweisverstindnis angelegt werden, das auch Formen einschlief3t,
die in dieser Arbeit als Argumentieren oder Begriinden, nicht aber als Beweisen
bezeichnet werden.

Eine entscheidende Rolle kommt im vorliegenden Modell dem Begriinden zu,
das mehr Facettenreichtum und weniger Strenge als das Beweisen ermoglicht und
somit eine fiir das Ausbilden mathematischer Argumentationskompetenz beson-
ders geeignete Tatigkeit darstellt, die auf das typisch mathematische Beweisen
hinarbeitet, ohne dies letztendlich (in der Schule) erreichen zu miissen. Wird ein
weiteres Beweisverstindnis gewihlt, so ist dieses zumeist in Ubereinstimmung
mit der hier verwendeten Konzeption des Begriindens.
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2.1.5 Einordnung weiterer Begriffe: Logisches Schlieen,
Rechtfertigen, Herleiten, Kommunizieren, Erkldaren

Wie bereits mehrfach angeklungen, existieren zusitzlich zu den Begriffen (mathe-
matisch) Argumentieren, Begriinden und Beweisen weitere, mit diesen inhaltlich
verwandte Begriffe, die nun kurz in das oben vorgestellte Modell eingeordnet
werden (siehe Abb. 2.4).

Mathematisch Kommunizieren Erklaren, was/wie...
A

Mathematisch

Argumentieren

(im weiten Sinne) Rechtfertigen
|__--__-___-___V ______________________________ 1
: Erklaren, :
1 Begrﬁnden warum... 1
| 1
1 el sl 1 :
: ! Beweisen 1
| I Herleiten mTTTTT T s s e T ; ¥
! 1 | 1 :
i 1 ! o
i : : Idealtypus des streng i
: 1 1 formalen Beweisens : : :

1 1
. R N f it

Logisches Sichlieffen als Grundlage L ll:
e T 1
U eceeeeeee——__ltIZzIzIIzIIZIIZIIZIIIIIZIZIIZO

Abbildung 2.4 Einordnung weiterer Begriffe in das Modell zum Zusammenhang von
Argumentieren, Begriinden und Beweisen

Das logische Schlieen oder schlussfolgernde Denken tritt hdufig in Form des
englischen reasoning in Erscheinung. Dieses wird von Jeannotte und Kieran defi-
niert als ,,a process of communication with others or with oneself that allows
for inferring mathematical utterances from other mathematical utterances® (Jean-
notte/Kieran 2017, S. 7). Es handelt sich damit um eine spezielle Form der
Kommunikation oder des Denkens, bei der mathematische Aussagen aus ande-
ren mathematischen Aussagen abgeleitet werden. Sie ist also fiir alle Formen
des Argumentierens, Begriindens und Beweisens grundlegend. In den ameri-
kanischen NCTM-Standards bildet Reasoning zusammen mit Proof den Titel
eines Standards fiir den Mathematikunterricht (NCTM 2000). In der Konzeption
der TIMSS-Studie stellt Reasoning den anspruchsvollsten von drei untersuchten
kognitiven Bereichen dar und wird als Fahigkeit, logisch und systematisch zu
denken, konzeptualisiert (Mullis et al. 2009, S. 45). Das logische SchlieBen kann
also im obigen Modell als Grundlage aller Bereiche eingetragen werden.
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Ein Begriff, der hiufig ohne Begriffsklarung verwendet wird, ist das Recht-
fertigen. Beispielsweise verwenden Reiss und Ufer (2009, S. 158) die ,,Rechtfer-
tigung eigener Losungswege und -strategien als Beispiel fiir eine Aktivitdt im
Bereich des Begriindens. Der Begriff des Rechtfertigens ist in etwa die deutsche
Entsprechung fiir das englische justifying. Laut Kiel (1999, S. 72) sollen Recht-
fertigungen fiir positive Bewertungen eigener Handlungen sorgen, insbesondere
dann, wenn erwartet wird, dass die Handlung negativ bewertet wird. Jahnke und
Kromer (2020) schlagen vor, Rechtfertigen , fiir die Entwicklung und Bewertung
von Griinden, die zur Annahme oder Ablehnung von Axiomen und Definitionen
fiihren” (ebd., S. 459), zu verwenden und grenzen den Begriff so vom Bewei-
sen als ,,Begriff fiir deduktive Argumentationen in der Mathematik* (ebd.) ab.
Diesem Versténdnis folgend kann das Rechtfertigen in obigem Modell eine Form
im Grenzbereich zwischen Argumentieren und Begriinden, nicht aber im Bereich
des Beweisens darstellen. Es wird an der Grenze zwischen Argumentieren und
Begriinden lokalisiert, da es nach obigem Verstindnis beim Begriinden inhaltlich
um mathematische Aussagen oder Aussageformen geht. Das Rechtfertigen einer
Definition kann in diesem Sinne als Begriinden verstanden werden, wenn eine
Aussage der Form ,,Die Definition von ... als ... ist sinnvoll, weil...* begriindet
wird. In der Konzeption von Jahnke und Kromer (2020) ist aber sowohl ,,das
Anfiihren von Griinden [...] die fiir oder gegen ein Axiom bzw. eine Definition
sprechen” enthalten, als auch ,,die Beurteilung und Bewertung dieser Griinde [...],
die in der Entscheidung miindet, das vorgeschlagene Axiom bzw. die Definition
fiir die weitere Arbeit zu akzeptieren oder zuriickzuweisen* (ebd., S. 464, Her-
vorhebungen im Original). Somit geht es nicht nur um die Begriindung einer
Aussage, sodass eine Verortung im Bereich des Argumentierens auflerhalb des
Begriindens naheliegender ist.

Der Begriff des Herleitens wird von Sill (2019) unter Riickgriff auf die
didaktischen Uberlegungen von Pruzina (1981) folgendermaBen definiert: ,,Mit
Herleiten meint man allgemein eine Folge deduktiver Schliisse von Vorausset-
zungen zu einer Behauptung. Im engeren didaktischen Sinne (Pruzina 1981)
ist Herleiten eine Methode der deduktiven Satzfindung, bei der eine noch nicht
bekannte Aussage gefunden wird, die mit der Herleitung gleichzeitig bewiesen
ist™ (Sill 2019, S. 211, Hervorhebung im Original). Wird nur der erste Satz die-
ser Definition betrachtet, so konnte der Begriff Herleitung synonym zum Begriff
Beweis verwendet werden. Auch Jahnke und Ufer (2015) verwenden den Begriff
Herleitung in ihrer Definition von Beweis: ,,Unter einem mathematischen Beweis
versteht man die deduktive Herleitung eines mathematischen Satzes aus Axiomen
und zuvor bereits bewiesenen Sétzen nach spezifizierten Schlussregeln (ebd.,
S. 331). Der Unterschied liegt im Einsatz der beiden Aktivitdten. So handelt es
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sich beim Herleiten um eine sehr spezifische Form des gelenkten Entdeckens
einer Aussage, die die gleiche Art von Schliissen verwendet wie ein Beweis,
sodass nach dem Finden der Aussage kein Beweis mehr nétig ist. Eine Herlei-
tung erfolgt also fiir die Lernenden zwar vermeintlich aus der Perspektive der
Vorschau, was fiir eine Einordnung im obigen Modell im Bereich des Argumen-
tierens, das noch nicht als Beweisen bezeichnet werden kann, sprechen wiirde.
Die spezifische, deduktive Form einer Herleitung, die dafiir sorgt, dass die gefun-
dene Aussage am Ende automatisch auch bewiesen ist, gelingt aber nur, da die
Lehrkraft aus der Perspektive der Riickschau die Lernenden anleitet. Im vorlie-
genden Modell wird das Herleiten deshalb im Bereich des Beweisens eingeordnet,
obwohl sich beispielsweise der Einsatz im Unterricht vor allem hinsichtlich
motivationaler Griinde unterscheidet (Pruzina 1981, S. 525).

Das mathematische Kommunizieren stellt in den Bildungsstandards der KMK
(2012) einen eigenen Kompetenzbereich dar, der aber stark mit dem Argu-
mentieren verkniipft ist. So ist das Argumentieren eine Tatigkeit, die auf ein
(wenn auch moglicherweise fiktives) Gegeniiber ausgerichtet ist und deren Pro-
dukte mit Hilfe von Sprache oder anderer Darstellungsmittel ausgedriickt werden.
Damit kann das mathematische Argumentieren als Teilbereich des mathemati-
schen Kommunizierens betrachtet werden, wie beispielsweise die Einordnung
des Kapitels zum Beweisen und Argumentieren von Hefendehl-Hebeker und
HuBmann (2011, S. 93 ff.) als Abschnitt des Kapitels ,,Mathematik kommuni-
zieren“ (Leuders 2011a, S. 59 ff.) zeigt. Deshalb kann im vorliegenden Modell
das mathematische Argumentieren als Teilbereich des mathematischen Kommu-
nizierens (statt des allgemeinen Argumentierens) konzeptualisiert werden (siehe
auch Abschnitt 2.2.3).

Auch das Erkliren ist ein Teilbereich des mathematischen Kommunizierens,
das mit dem Argumentieren in Verbindung steht. Kiel (1999) sieht die Bedeutun-
gen von Erkldren und Begriinden in engem Zusammenhang, da beide Handlungen
Reaktionen auf Warum-Fragen sein konnen. Der Unterschied liegt aber darin,
dass das Begriinden ,,aus einer Situation des Zweifelns und dem aus diesem Zwei-
fel resultierenden Bestreiten — und nicht aus einer Situation eines Wissensdefizits
wie das Erkldren“ (ebd., S. 71) resultiert. Jorissen und Schmidt-Thieme (2015,
S. 401) sehen das Argumentieren als eine Variante des Erkldrens. Die von Kiel
et al. (2015, S. 3) dargestellte Unterscheidung von Erklértypen in ,,Erkldren was®,
,Brkliren wie*“ und ,,Erkldren warum® zeigt aber, dass nicht alle Erkldrungen
auch Argumentationen sind. Jedoch konnen Argumentationen, Begriindungen und
Beweise als Warum-Erkldrungen fungieren, wenn ihnen eine erkldrende Funk-
tion zugeschrieben wird. Da dies insbesondere im Bereich des Beweisens nicht
auf alle Beweisprodukte zutrifft (vgl. z. B. Hanna 1989), sondern vielmehr die
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Bedeutung der erkldrenden Funktion vom Beweisen iiber das Begriinden hin zum
Argumentieren zunimmt, wird das ,,Erkldren, warum* im vorliegenden Modell im
Bereich des Begriindens (aber nahe beim Beweisen) verortet und gilt so insbeson-
dere auch als Form des Argumentierens. Kiel (1999, S. 73) grenzt das Erkldren
noch vom Erldutern ab, bei dem der Horer bereits eine Erklarung akzeptiert hat
und der Sprecher ihm nur hilft, diese oder eine weitere Erkldarung noch besser zu
verstehen.

Das weite Begriffsverstindnis des Argumentierens in dieser Arbeit umfasst
somit auch die Begriffe logisches Schliefen, Rechtfertigen, Herleiten und Erkld-
ren warum, wihrend weitere Erkliartypen und das mathematische Kommunizieren
generell zu weit gefasst sind, um génzlich in die Konzeption des Argumentierens
eingeschlossen werden zu konnen.

2.2 Argumentieren als allgemeine mathematische
Kompetenz

Das mathematische Argumentieren ist in den Bildungsstandards der Kultusminis-
terkonferenz als allgemeine mathematische Kompetenz verankert. Damit ist die
Forderung mathematischer Argumentationskompetenz Teil der Kompetenzorien-
tierung im Mathematikunterricht. Aulerdem gibt es starke Zusammenhinge des
mathematischen Argumentierens mit den anderen allgemeinen Kompetenzen der
Bildungsstandards. In diesem Abschnitt wird das Argumentieren deshalb aus der
Sicht der Kompetenzorientierung beschrieben.

2.2.1 Kompetenzorientierung im Mathematikunterricht
Kompetenzen sind

die bei Individuen verfiigbaren oder durch sie erlernbaren kognitiven Fihigkeiten und
Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu losen, sowie die damit verbundenen motivatio-
nalen, volitionalen und sozialen Bereitschaften und Fihigkeiten, die Problemlosungen
in variablen Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu konnen.

(Weinert 2001, S. 27)

ZeitgemiBer Mathematikunterricht ist auf die Forderung mathematischer Kompe-
tenzen ausgerichtet. ,,Kompetenzen zu fordern bedeutet Situationen zu schaffen
und zu nutzen, in denen Lernende mit relevanten Elementen der Mathematik
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umgehen und dadurch selbstaktiv Wissen, Fertigkeiten und Fihigkeiten erwerben®
(Storz 2018, S. 6). Die Diskussion iiber Kompetenzorientierung im Mathema-
tikunterricht kam vor allem als Reaktion auf den sogenannten ,,Pisa-Schock*
im Jahr 2003 auf, als bekannt wurde, dass deutsche Schiiler Probleme mit
mathematischen Aufgaben haben, die nicht nur Routinefertigkeiten abfragen
(Heckmann/Padberg 2012, S. 7). In Folge dessen wurden auch die Bildungsstan-
dards der Kultusministerkonferenz fiir die unterschiedlichen Bildungsabschliisse
formuliert. Diese legen Kompetenzen fest, die Lernende bis zum Erreichen dieser
Bildungsabschliisse erworben haben sollen. In den Bildungsstandards Mathematik
werden in einem dreidimensionalen Modell Leitideen, allgemeine mathematische
Kompetenzen und Anforderungsbereiche miteinander verbunden (KMK 2012,
S. 11). Die Leitideen werden durch inhaltsbezogene Kompetenzen konkreti-
siert, die ,,zur Bewiltigung mathematischer Problemsituationen* (ebd., S. 21)
mit den allgemeinen Kompetenzen zusammenspielen miissen. Die allgemei-
nen Kompetenzen werden auch prozessbezogene Kompetenzen genannt, um die
damit verbundenen Fihigkeiten und Fertigkeiten in Abgrenzung zu Sach- und
Faktenwissen zu betonen (Kratz 2011, S. 15). Die Betonung der allgemeinen,
prozessbezogenen Kompetenzen im Sinne eines ganzheitlichen Verstédndnisses
von Mathematik ist zwar nicht neu, soll aber durch die Bildungsstandards wie-
der in den Vordergrund geriickt werden (Heckmann/Padberg 2012, S. 6). Die
Anforderungsbereiche beschreiben ,unterschiedliche kognitive Anspriiche von
kompetenzbezogenen mathematischen Aktivititen* (ebd., S. 10), die sich durch
das Zusammenspiel von Inhalten und Prozessen ergeben. Die neu formulierten
Lehrplidne, beispielsweise der bayerische LehrplanPLUS, setzen die Vorgaben der
Bildungsstandards in lidnderspezifischen Vorgaben um.

Kompetenzorientierung zeigt sich aber im Mathematikunterricht nicht nur
durch die Forderung der in den Bildungsstandards aufgefiihrten Kompetenzen
oder eine veridnderte Aufgabenkultur (Kratz 2011, S. 7), sondern an einer grund-
sdtzlichen Haltung gegeniiber dem Unterrichten von Mathematik. Diese zeigt sich
unter anderem in der Einbeziehung offener Aufgaben, dem Erarbeiten vielfiltiger
Losungen, der Umsetzung von Binnendifferenzierung, dem Anregen von Ver-
netzungen, der Vorstellungsaktivierung, der Stimulierung von Eigenaktivitit und
Starkung von Eigenverantwortung, der Variation von Methoden, der Anregung zu
Reflexion und dem Einsatz digitaler Werkzeuge sowie an einer positiven Fehler-
kultur (ebd., S. 19). Dazu zieht Kratz (ebd.) ein treffendes Fazit: ,,Abschlielend
soll ausdriicklich angemerkt werden, dass guter Mathematikunterricht seit jeher
viele dieser Merkmale aufweist. Anders gesagt: Guter Mathematikunterricht war
schon immer kompetenzorientiert!”. Heckmann und Padberg (2012, S. 12 ff.)
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stellen in diesem Sinne Grundprinzipien eines kompetenzorientierten Mathema-
tikunterrichts zusammen, die ,,als Orientierungs- bzw. Entscheidungshilfe fiir eine
situationsangemessene Auswahl von Inhalten und die spezifische Gestaltung des
Unterrichts zu verstehen (ebd., S. 12) sind und im Folgenden mit Blick auf das
Argumentieren und die vorliegende Arbeit interpretiert werden:

Unterricht soll sowohl an der ErschlieBung der Lebenswelt der Lernenden als
auch an innermathematischen Strukturen ausgerichtet und dadurch legitimiert sein
(,Anwendungs- und Strukturorientierung*). Das Argumentieren ermoglicht ins-
besondere das Herstellen von Zusammenhingen innermathematischer Strukturen,
kann aber auch Anteile an Modellierungsprozessen haben (siche Abschnitt 2.2.3).
Damit Wissen rekonstruierbar ist, muss es auf tiefgreifendem Verstindnis auf-
bauen (,,Einsicht statt Routine). Dazu gehort insbesondere die Vernetzung von
Neuem mit Bekanntem und der Umgang mit charakterisierenden Merkmalen, was
beim Argumentieren mit neuen Begriffen gefordert werden kann. Das Ankniipfen
an Vorkenntnisse und Weiterfiithren derer ist insbesondere beim Argumentieren
zentral, wenn die Vorkenntnisse als Argumentationsbasis dienen und aufbauend
darauf neue Zusammenhénge begriindet werden (,,Ankniipfungspunkte finden®).
Da Lernen als aktiver Konstruktionsprozess verstanden wird und Selbststiandig-
keit und Selbsttitigkeit betont werden, miissen Kompetenzen selbstaktiv erworben
und weiterentwickelt werden, weshalb es von Bedeutung ist, dass Schiiler selbst
das Argumentieren als Tatigkeit lernen und nicht nur passiv Argumentationen
der Lehrkraft nachvollziehen (,,Aktiv-konstruktiv statt passiv-rezeptiv®). Aufler-
dem sollen insgesamt die Prozesse beim Losen von Aufgaben und Problemen in
den Vordergrund riicken, wozu insbesondere das Argumentieren gehort (,,Prozes-
sorientierung®). In einem kompetenzorientierten Mathematikunterricht initiiert,
organisiert und begleitet die Lehrkraft individuelle Lernprozesse der Schii-
ler und iibergibt Verantwortung, die die Lernenden iibernehmen miissen (,,Der
Lehrer als Lernbegleiter”). Eine bedeutende Aktivitit der Lehrkraft ist die Aus-
wahl guter Aufgaben oder Lernumgebungen und deren Aufbereitung fiir den
Unterricht (,,Lernarrangements vorbereiten*). Aullerdem sorgt die Lehrkraft fiir
Differenzierung (,Individuelles Fordern*) und bietet Moglichkeiten zur Forde-
rung sozial-kommunikativer Kompetenzen (,,Kommunikation und Kooperation®).
Wie all dies gerade beim Argumentieren umgesetzt werden kann, wird im dritten
Teil dieser Arbeit in den Blick genommen und an einem Beispiel ausgearbeitet
(sieche Kap. 6 & 7).

Kompetenzorientierung im Mathematikunterricht zeichnet sich auch dadurch
aus, dass die mathematische Kompetenz von Schiilern im Sinne einer mathema-
tischen Grundbildung oder mathematical literacy gefordert wird. Mathematical
literacy wird vom PISA-Konsortium als Fahigkeit definiert,
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die Rolle, die Mathematik in der Welt spielt, zu erkennen und zu verstehen, begriindete
mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine Weise mit der Mathematik zu
befassen, die den Anforderungen des gegenwdirtigen und kiinftigen Lebens einer Person
als eines konstruktiven, engagierten und reflektierenden Biirgers entspricht.

(Klieme et al. 2001, S. 141)

Um diese mathematische Kompetenz verschiedener Personen vergleichen und
beschreiben zu konnen wurde fiir die PISA-Studie ein Kompetenzmodell mit fiinf
Stufen entwickelt:

Stufe I: Rechnen auf Grundschulniveau

Stufe I1: Elementare Modellierungen

Stufe 11I: Modellieren und begriffliches Verkniipfen auf dem Niveau der Sekun-
darstufe 1

Stufe IV: Umfangreiche Modellierungen auf der Basis anspruchsvoller Begriffe

Stufe V: Komplexe Modellierung und innermathematisches Argumentieren

(Klieme et al. 2001, S. 160)

Auffillig ist, dass das Argumentieren, Begriinden und Beweisen erst auf der
obersten Stufe eine Rolle spielt und im Kontext eines weiten inner- und aufler-
mathematischen Modellierungsbegriffs verwendet wird: ,,Begriffliche Modellie-
rungsleistungen auf dieser hochsten Stufe umschliefen hdufig Begriindungen
und Beweise sowie das Reflektieren iiber den Modellierungsprozess selbst™
(ebd.). Dies betont die Ansicht, dass das Argumentieren als anspruchsvolle
mathematische Kompetenz gilt.

2.2.2 Mathematische Argumentationskompetenz

Das mathematische Argumentieren ist als allgemeine, prozessbezogene Kom-
petenz in den Bildungsstandards verankert. Ein Ziel des Mathematikunterrichts
ist es also, dass Lernende fachspezifische Argumentationskompetenz ausbilden.
Budke (2013, S. 360) formuliert auf Basis der Kompetenzdefinition von Weinert
(2001) eine Definition von Argumentationskompetenz fiir den Geographieunter-
richt. Diese Definition greifen Budke und Meyer (2015) auf und erweitern sie zu
einer Definition von Argumentationskompetenzen fiir alle Ficher:

In Anlehnung an die Kompetenzdefinition von Weinert (2001, S. 27) bedeuten Argumen-
tationskompetenzen im Schulkontext dann, ,,dass die Schiilerlnnen iiber Fihigkeiten
und Fertigkeiten verfiigen, miindliche und schriftliche Argumentationen in verschie-
denen fachlichen Kontexten zu verstehen, eigene Argumentationen zu produzieren
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und in der Interaktion mit anderen auf Argumentationen angemessen zu reagieren,
sowie auch, dass sie die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen
Bereitschaften aufweisen, diese Argumentationsfihigkeiten in variablen Situationen
erfolgreich und verantwortungsvoll zu nutzen* (Budke 2013, S. 360).

(Budke/Meyer 2015, S. 14)
Diese Definition lésst sich direkt auf die Mathematik iibertragen:

Mathematische Argumentationskompetenz besteht aus Fihigkeiten und Fertigkeiten,
miindliche und schriftliche Argumentationen in mathematischen Kontexten zu verste-
hen und zu produzieren sowie in der Interaktion mit anderen auf Argumentationen
angemessen zu reagieren. Dazu gehoren auch die damit verbundenen motivationalen,
volitionalen und sozialen Bereitschaften, die Argumentationsfihigkeiten in variablen
Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll zu nutzen.

Somit umfasst die Kompetenz des mathematischen Argumentierens eine Band-
breite an (Teil-) Kompetenzen, die mit der Titigkeit des mathematischen Argu-
mentierens verbunden sind. Auch Ufer und Kramer (2015, S. 83) beschreiben
das mathematische Argumentieren als einen ,,breiten Kompetenzbereich, der von
der begriindeten Losung inner- und auBermathematischer Probleme {iiber das
Bewerten und Konstruieren tragfihiger mathematischer Argumente bis hin zur
Untersuchung mathematischer Aussagen auf ihre Giiltigkeit hin reicht®. Bei Brun-
ner (2014a) besteht Beweiskompetenz, die in der Begriffsverwendung dieser
Arbeit treffender als Argumentationskompetenz bezeichnet werden konnte, aus
verschiedenen einzelnen Fihigkeiten:

Dazu gehort zundchst einmal recht allgemein, dass man die eigene mathematische
Vorgehensweise und die gefundenen eigenen Losungen auch erldutern kann. Gefordert
ist also Kommunikationskompetenz. Des Weiteren sollte eine Losung auch begriindet
werden konnen. Aufierdem gehort zur Beweiskompetenz auch, dass man einen Beweis
selbst fiihren kann. Dafiir ist es notwendig, dass man mathematische Vermutungen
anstellen und sie systematisch priifen kann.

(Brunner 2014a, S. 79)

Auch metakognitive, motivationale und emotionale Aspekte gehoren laut Brunner
(2014a, S. 81) zur Beweiskompetenz. Um Argumentationskompetenz ausbilden
zu konnen, sind nach Ufer und Kramer (2015, S. 92) zwei Voraussetzungen
im Bereich der inhaltsbezogenen Kompetenzen notwendig: reichhaltiges und
vernetztes Begriffswissen und die sichere und flexible Beherrschung ,.techni-
sche[r] Aspekte mathematischer Tatigkeiten wie das Umformen von Termen oder
die Erstellung eines Koordinatensystems bzw. einer Wertetabelle* (Ufer/Kramer
2015, S. 92).
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2.2.3 Zusammenhang zwischen dem Argumentieren und
den anderen allgemeinen Kompetenzen der
Bildungsstandards

Wie die Beschreibung von Ufer und Kramer (2015, S. 83, siehe oben) in Bezug
auf das Problemlosen andeutet, gibt es starke Zusammenhidnge zwischen den
verschiedenen allgemeinen mathematischen Kompetenzen, sodass durch unter-
schiedliche Titigkeiten im Mathematikunterricht meist mehrere prozessbezogene
Kompetenzen gleichzeitig gefordert werden konnen, eventuell mit unterschiedli-
cher Schwerpunktsetzung. Im Folgenden werden Zusammenhénge zwischen dem
mathematischen Argumentieren und den anderen fiinf allgemeinen Kompetenzen
der Bildungsstandards aufgezeigt.

., Mathematisch argumentieren* und ,, Probleme mathematisch losen“

Wihrend beim Problemlosen der Fokus auf dem Finden einer Losung fiir ein
Problem liegt, kann das Argumentieren dazu dienen, Problemldsungen reflektiert
zu begriinden. AuBlerdem ist ,,das Erkennen und Beschreiben von Strukturen und
Mustern® (Ufer/Kramer 2015, S. 84) sowohl ein Teilprozess des Argumentie-
rens als auch des Problemlosens (ebd.). Des Weiteren kann das Argumentieren
im Sinne des Erarbeitens von Argumentationen, Begriindungen oder Beweisen
selbst einen Problemloseprozess darstellen, der addquate Problemldsestrategien
erfordert und somit gleichzeitig das Argumentieren und das Problemlosen fordert
(Reiss 2002, S. 9; Reiss/Ufer 2009, S. 169; Brunner 2013, S. 76; Budke/Meyer
2015, S. 10; Jahnke/Ufer 2015, S. 344; Ufer/Kramer 2015, S. 92). Wenn
das Argumentieren im Kontext von Problemlosungen stattfindet, gilt dies als
motivierend fiir die Initiierung des Argumentierens (Wittmann 2018, S. 37).

., Mathematisch argumentieren* und ,, Mathematisch modellieren“

Die Theorien zum Zusammenhang von Argumentieren und Modellieren hingen
stark davon ab, wie das Modellieren verstanden wird. Im Sinne der Bildungs-
standards ist ein Wechsel zwischen Realsituation und mathematischer Welt im
Begriffsverstindnis des Modellierens zentral (KMK 2012, S. 15). In diesem
Verstindnis kann sich das mathematische Argumentieren auf Phinomene der
realen Welt beziehen, iiber die mit Hilfe von mathematischen Modellen argu-
mentiert wird. Die zugehorigen Prozesse sind in diesem Fall gleichzeitig Teil
des mathematischen Modellierens (Ufer/Kramer 2015, S. 84). Dadurch kann dem
mathematischen Argumentieren in aulermathematischen Kontexten eine Bedeu-
tung zukommen, die sich in gesellschaftlichen Entscheidungsprozessen zeigen
kann (Vohns 2015, S. 130 ff.). Gleichzeitig kann das Argumentieren auch ein



2.2 Argumentieren als allgemeine mathematische Kompetenz 49

Teilaspekt des Modellierens sein, wenn beispielsweise iiber die Passung von
Modellen argumentiert wird. Andersherum kann auch das (innermathematische)
Argumentieren als eine Form des Modellierens verstanden werden, wenn das
Verstiandnis von Modellieren auch rein innermathematische Kontexte einschlief3t.
Brunner (2013, S. 76) beispielsweise versteht das Beweisen als eine spezifische
Art des Modellierens. Sie sieht dabei das Verstehen des innermathematischen
Sachverhaltes, um den es beim Beweisen geht, als Erstellen eines Realmodells,
das dann durch Mathematisieren in die Beweisidee als mathematisches Modell
iiberfiihrt wird. Auch in der Konzeption der PISA-Studie wird ein weiter Model-
lierungsbegriff zugrunde gelegt und das Argumentieren in diesem Zusammenhang
betrachtet (sieche Abschnitt 2.2.1).

., Mathematisch argumentieren* und ,,Mathematische Darstellungen verwenden “
Ein Teilprozess des Argumentierens ist, mit Hilfe von Argumenten andere zu
iiberzeugen. Dies fillt in den Prozessbereich Uberzeugen und Darstellen nach
Leuders (2011b, S. 268, S. 270), denn fiir eine iiberzeugende Argumentation
ist die Darstellung der Argumente, also die Auswahl addquater verstdndlicher
Sprache und angemessener Darstellungsmittel, von entscheidender Bedeutung
(Heckmann/Padberg 2012, S. 27). AuBerdem konnen geeignete Darstellun-
gen, beispielsweise graphischer oder materialgestiitzter Art, das Argumentieren
erleichtern, vor allem im Gegensatz zu rein verbal gefiihrten Argumentationen
(Wittmann 2018, S. 37).

., Mathematisch argumentieren* und ,,Mathematisch kommunizieren

Das Argumentieren kann in ,,natiirliche[n] Kommunikationssituationen[, in denen]
die Schiilerinnen und Schiiler ihre Losung erldutern und auch vertreten sollen‘ (Witt-
mann 2018, S. 37), initiiert und praktiziert werden. Auerdem gelten Argumentieren,
Begriinden und Beweisen als Aktivititen, ,,die sich im Unterricht in einem diskursi-
ven Rahmen abspielen und deshalb einen fachlichen Austausch in einem Gesprich
erforderlich machen* (Brunner 2014b, S. 229), sodass dieser Austausch zwingend
auch mathematisches Kommunizieren erfordert; es ,.,kann nur argumentieren, wer
kommuniziert” (Storz2018, S. 11). Teilweise wird sogar das Argumentieren als Teil-
bereich des Kommunizierens verstanden (Leuders 2011a, S. 93 ff.°; Budke 2013,
S. 354; siehe auch Abschnitt 2.1.5) und es gibt konkrete Situationen, in denen sich
Argumentieren und Kommunizieren auch nicht trennscharf voneinander abgrenzen
lassen (Storz 2018, S. 21). Eine Gemeinsamkeit der beiden Kompetenzen stellen die

In diesem Band von Leuders ist das Kapitel ,,Beweisen — Argumentieren” (Hefendehl-
Hebeker/ HuBmann 2011) als Abschnitt von ,,Mathematik kommunizieren (Leuders 201 1a,
S. 59 ft.) realisiert.
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sprachlich-linguistischen und sozial-kommunikativen Kompetenzen dar, die dabei
eingeschlossen werden (Linneweber-Lammerskitten 2014, S. 179).

., Mathematisch argumentieren* und ,, Mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen der Mathematik umgehen “

Zum Ausdriicken von Argumentationen sind symbolische und formale Elemente
der Mathematik notig (Storz 2018, S. 11 f.) und gerade der Grad an Formalitit
und Verwendung von Symbolen kann zur Spezifizierung des Beweisens als spe-
zielles Begriinden herangezogen werden (sieche Abschnitt 2.1.3 & 2.1.4). Auch
technische Elemente wie Computer oder Taschenrechner konnen beim Argu-
mentieren unterstiitzen, beispielsweise beim Aufstellen von Vermutungen oder
beim ersten beispielhaften Uberpriifen einer Hypothese.

23 Die Bedeutung des mathematischen
Argumentierens

Dass die Kompetenz des mathematischen Argumentierens als allgemeine mathe-
matische Kompetenz in die Bildungsstandards aller Schulformen aufgenommen
wurde, deutet auf ihre weitreichende Bedeutung hin. Diese Bedeutung wird im
Folgenden ausfiihrlich dargelegt, indem ausgefiihrt wird, aus welchen Griinden
und mit welchen Zielen das Argumentieren im Mathematikunterricht gefordert
werden soll.

Dem Beweisen als spezielle Form des Argumentierens und den Beweisen als
Produkte dieser Titigkeit werden aus fachlicher Perspektive verschiedene Funk-
tionen zugeordnet. Aus diesen konnen unterschiedliche Griinde fiir die Férderung
der Kompetenz des Argumentierens im Mathematikunterricht abgeleitet werden.
Deswegen werden zunéchst die Funktionen des Beweisens als Grundlage vor-
gestellt und dann die vielen Argumente fiir die Bedeutung des Argumentierens,
die sich in der Literatur finden, in vier Bereiche eingeteilt: das Argumentieren
als zentrale Titigkeit in der beweisenden Disziplin Mathematik, die Forde-
rung inhaltsbezogener mathematischer Kompetenzen durch das Argumentieren,
die Forderung prozessbezogener und iiberfachlicher Kompetenzen durch das
Argumentieren und der Einsatz des Argumentierens als Instrument zur Lernstand-
seinschitzung im Mathematikunterricht. Die Kategorisierung dieser Argumente
dient mit als Grundlage fiir die Auswertung der Lehrerinterviews, in denen unter
anderem untersucht wird, welche Bedeutung Lehrkrifte dem Argumentieren im
Analysisunterricht zuschreiben (siehe Kap. 4 & 5).
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2.3.1 Funktionen des mathematischen Beweisens

Als Hauptfunktionen des Beweisens gelten das Verifizieren oder Uberzeugen und
das Erkldren (Hanna 1989; Hersh 1993, S. 389; Hanna 2000, S. 8; Brunner
2014a, S. 13). Die Verifikation garantiert die Wahrheit einer Aussage, wihrend
eine Erkldrung Einsicht darin gewédhrt und Verstindnis dafiir erzeugt, warum
die Aussage wahr ist (de Villiers 1990, S. 18 f.). Dabei werden das Verifizie-
ren und das Uberzeugen aufgrund ihrer Ahnlichkeit meist gemeinsam genannt.
Als Unterscheidung gilt beispielsweise, dass das Uberzeugen iiberwiegend auf
andere Personen, vor allem auf die mathematical community, bezogen ist, wih-
rend das Verifizieren auch auf den Beweisenden selbst ausgerichtet sein kann
(Reid/Knipping 2010, S. 74). Jedoch konnte der Beweisende sich mit einem
Beweis auch selbst von der Wahrheit einer Aussage iiberzeugen. Eine weitere
Unterscheidung ist durch die Art der Gewissheit, die erzeugt wird, moglich. Wih-
rend durch das Verifizieren absolute, objektive Gewissheit erzeugt wird, dient das
Uberzeugen der Erzeugung subjektiver und damit relativer Gewissheit, die in ver-
schiedenen Graden vorliegen kann (Kempen 2016, S. 46). Auch Hanna (1989)
unterscheidet zwei Hauptfunktionen des Beweisens. In ihrer Terminologie werden
,proofs that only prove* unterschieden von ,,proofs that explain®. Dabei haben
erstere nur eine verifizierende’ Funktion, wihrend letztere zusitzlich erkliren,
warum ein Satz wahr ist. Hersh (1993) unterscheidet zwischen convincing und
explaining. Die Funktion des Verifizierens und Uberzeugens ist vor allem im Kon-
text der mathematischen Forschung wichtig, wihrend der erkldarenden Funktion
ihre Bedeutung liberwiegend im Kontext der Schule zugeschrieben wird (Hersh
1993, S. 389; Hanna 1989; Brunner 2014a, S. 13). Aber auch fiir viele Mathe-
matiker ist die Erkldrung durch einen Beweis wichtiger als die Verifikation (de
Villiers 1990, S. 20). Wire die einzige Funktion eines Beweises eine Aussage zu
verifizieren und abzusichern, so wiirde die von Experten nachgewiesene Existenz
eines Beweises genligen, um die Wahrheit der Aussage nicht mehr anzuzwei-
feln: ,,the rest of the scholarly world would be glad to take their [the experts‘]
word for it and to go on* (Davis et al. 2012, S. 167). Da das Beweisen aber

7 Hanna bezeichnet in ihrer Terminologie diese Funktion als validation. Aus dem Kontext
ergibt sich, dass aber der Begriff Verifikation treffender fiir das ist, was sie beschreibt, als der
Begrift Validierung. Brunner (2014a, S. 10) stellt klar, dass sich das Kriterium der Wahrheit
nur auf den Inhalt von Aussagen (und nicht auf Argumentationen) beziehen kann und auf der
semantischen Ebene iiberpriift werden muss, wéhrend sich das Kriterium der Giiltigkeit nur
auf Argumentationen (und nicht auf Aussagen) beziehen kann und ein syntaktisches, formal-
logisches Kriterium darstellt.
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noch mehr Funktionen, unter anderem das Erkldren, hat, werden Beweise immer
wieder gefiihrt.

Bell (1976) schreibt dem Beweisen nicht zwei, sondern drei Arten von Bedeu-
tung zu: verification/justification, illumination und systematisation. Die ersten
beiden konnen mit den oben genannten Hauptfunktionen identifiziert werden.
Laut Bell beziehen sich verification und justification namlich auf die Wahrheit
einer Aussage (wie das Verifizieren und das Uberzeugen). Illumination bedeutet,
dass ein Beweis Einsicht vermittelt, warum eine Aussage wahr ist, was auch das
Ziel der erkldrenden Funktion ist. Laut Bell trigt die Illuminationsfunktion dabei
nicht zur Validitit eines Beweises bei, sondern zu seiner Schonheit (Bell 1976,
S. 24). Die Systematisierungsfunktion sieht er als die fiir die Mathematik charak-
teristischste. Thr zufolge tragen Beweise zur Einordnung von Ergebnissen in ein
deduktives System aus Axiomen, Definitionen, Konzepten, Sitzen und Korollaren
bei (ebd.). Dadurch werden mathematische Theorien organisiert, Inkonsistenzen
aufgedeckt und eine globale Sicht auf die mathematische Welt ermoglicht (de
Villiers 1990, S. 20).

De Villiers (1990) benennt als Beweisfunktionen verification/conviction, expla-
nation, systematisation, discovery und communication. Er ergénzt somit die
Funktionen nach Bell um das Entdecken und die Kommunikation. Die Funk-
tion des Entdeckens meint, dass das Beweisen zu neuen Erkenntnissen fiihren
kann, wenn wihrend deduktiver Prozesse Verallgemeinerungen oder neue Aussa-
gen entdeckt werden (ebd., S. 21). Die kommunikative Funktion des Beweisens
bedeutet, dass Beweise als Teil des mathematischen Diskurses der Kommuni-
kation zwischen Mathematikern dienen. Dadurch wird mathematisches Wissen
gespeichert und weitergegeben (ebd., S. 22). De Villiers kommentiert zum
Schluss: ,,This list of functions is however by no means complete. For instance,
we could easily add an aesthetic function or that of personal self-realisation*
(1990, S. 23, Hervorhebungen im Original). Die Selbstrealisierung bezeich-
net dabei den Zustand einer intellektuellen Herausforderung fiir Mathematiker
(Kempen 2016, S. 51).

Die Funktionen nach de Villiers (1990) werden in vielen didaktischen Arbei-
ten aufgegriffen und — wie von de Villiers angeregt — durch weitere Funktionen
erginzt. So schlagen Hanna und Jahnke (1996) eine Ergdnzung durch drei wei-
tere Funktionen vor: Konstruktion (einer empirischen Theorie), Exploration (der
Bedeutung einer Definition oder der Konsequenzen einer Annahme) und Inkorpo-
ration (eines bekannten Faktums in einen anderen Bereich, um es aus einer neuen
Perspektive zu betrachten) (vgl. Hanna 2000, S. 8). Zusitzlich konnen Beweise
dazu dienen, konzeptuelles Verstidndnis zu entwickeln, mathematisches Wissen zu
sichern und wichtige Ergebnisse zu rekapitulieren (Kempen 2016, S. 51 ff.).
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Zum Lernen des Beweisens gehort der Aufbau eines addquaten Beweisver-
standnisses. Deswegen sollten die verschiedenen Beweisfunktionen beim Lehren
von Beweisen mitbedacht werden (Kempen 2016, S. 45). Die vorgestellten Funk-
tionen gelten aber nicht nur fiir das Beweisen, sondern konnen allgemeiner auf
das mathematische Argumentieren bezogen werden, insbesondere dann, wenn
das Beweisen als spezielle Form des Argumentierens verstanden wird und/oder
das Argumentieren in der Schule als Hinfiihrung zum formalen Beweisen dient
(Jorissen/Schmidt-Thieme 2015, S. 402). Dabei sind die genannten Funktio-
nen nicht nur deshalb von Bedeutung, weil die Kenntnis dieser Funktionen ein
Bestandteil mathematischer Argumentationskompetenz ist. Vielmehr konnen aus
diesen Funktionen Griinde fiir die Forderung eben dieser Kompetenz abgeleitet
werden. Dies flieit in die nachfolgenden Ausfiihrungen mit ein.

2.3.2 Bedeutung des Argumentierens in der Disziplin
Mathematik

Fiir die Mathematik als beweisende Disziplin gelten speziell das Beweisen und
allgemeiner das Argumentieren als charakteristische Tdtigkeiten, die entscheidend
dazu beitragen, die Mathematik von anderen Wissenschaften zu unterscheiden
(z. B.: Biirger 1998, S. 585; Heintz 2000; Biirger 2000, S. 32; Reiss 2002, S. 1;
Ufer/Kramer 2015, S. 84; Nagel/Reiss 2016, S. 302). Diese Bedeutung des Argu-
mentierens zeigt sich auch durch die Vielzahl an Funktionen, die das Beweisen
und das Argumentieren innerhalb der Disziplin haben (siehe Abschnitt 2.3.1).
Lernende der Mathematik sollen ein addquates Bild der Mathematik als for-
schender Disziplin erwerben. Daraus ergeben sich zweierlei Konsequenzen fiir
den Mathematikunterricht, die sich gegenseitig beeinflussen.

Schiiler miissen in der mathematischen Grundtitigkeit des Argumentierens
ausgebildet (Biirger 1998, S. 585) und dadurch zur Titigkeit des Beweisens hin-
gefiihrt werden (Jorissen/Schmidt-Thieme 2015, S. 402). Argumentieren ist also
ein explizites Lernziel (Wittmann 2018, S. 34). Deswegen sollen Lernende zur
Rezeption und Produktion miindlicher und schriftlicher Argumentationen ange-
regt werden und dadurch Argumentationskompetenz entwickeln (Budke/Meyer
2015, S. 14; Ufer/Kramer 2015, S. 83; siehe auch Abschnitt 2.2.2).

Dartiber hinaus sollen Schiiler aber auch etwas iiber das Argumentieren in der
Mathematik lernen. Sie sollen die Rolle, die das Argumentieren spielt, erkennen
und verstehen. Dazu trigt auch die Kenntnis der unterschiedlichen Beweisfunk-
tionen bei. Sie sollen zudem fachtypische Fragestellungen und Begriindungsarten
kennenlernen (Budke/Meyer 2015, S. 14). Dabei sollen sie insbesondere Beweise
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als Produkte der Mathematik anerkennen (Biirger 1998, S. 585; Schwarzkopf
2015, S. 31). Dadurch wird auch die &sthetische Rolle von Beweisen betont
(Reid/Knipping 2010, S. 82, S. 221 f.).

Sowohl das Argumentieren zu lernen als auch iiber das Argumentieren zu
lernen spiegeln sich in den Zielen wider, die das NCTM im Bereich des Standards
Reasoning and Proof sieht:

Der Mathematikunterricht sollte rationales Argumentieren und die Konstruktion von
Beweisen als Teil des Verstehens von Mathematik vermitteln, so dass alle Schiilerinnen
und Schiiler

® Argumentieren und Beweisen als grundlegende und tragende Aspekte der Mathe-
matik erkennen,

® mathematische Vermutungen aufstellen und erforschen (,,investigate*) konnen,
mathematische Argumente und Beweise entwickeln und evaluieren kénnen,
verschiedene Typen der Argumentation und verschiedene Beweismethoden passend
auswdhlen und benutzen konnen.

(NCTM 2000, S. 56, iibersetzt von Reiss 2002, S. 5)

Diese Zweiteilung entspricht zweien der drei Ziele des Debattierens (als spezielle
Form des Argumentierens) bei Andriessen und Kollegen (2003), ndmlich learning
to debate und learning about the debate. Diese konnen durch das dritte Ziel, lear-
ning from the debate, erginzt werden, das meint, dass durch das Argumentieren
das Verstindnis vertieft und damit inhaltliches Lernen ermoglicht wird (Andries-
sen et al. 2003, S. 9 f.). Dieser dritte Grund wird im Folgenden im Hinblick auf
das Argumentieren im Mathematikunterricht thematisiert.

2.3.3 Forderung inhaltsbezogener mathematischer
Kompetenzen durch das Argumentieren

Aus den Funktionen des Beweisens in der Mathematik lassen sich Zusam-
menhédnge zwischen dem Argumentieren und dem inhaltlichen Lernen von
Mathematik ableiten. Die erkldrende Funktion des Beweisens (und damit auch
des Argumentierens) gibt an, dass Argumentationen dazu dienen konnen, Ein-
sicht in die Griinde, warum eine Aussage wahr ist, und ein Verstidndnis fiir diese
Griinde zu entwickeln (siehe oben). Dadurch liefert das Argumentieren die Mog-
lichkeit, Einsichten in und Verstédndnis fiir die Zusammenhinge mathematischer
Inhalte zu bekommen und somit inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen
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zu fordern. Auch die entdeckende Funktion des Argumentierens dient der Forde-
rung inhaltsbezogener Kompetenzen, da somit beim Argumentieren entdeckendes
Lernen angeregt werden kann, das wiederum inhaltliches Lernen ermoglicht.

Die Bedeutung des Beweisens und Argumentierens fiir den Erwerb inhaltsbe-
zogener mathematischer Kompetenzen wird vielfach betont. In diesem Zusam-
menhang wird sowohl die Verankerung und Festigung inhaltlichen mathemati-
schen Wissens und Konnens als auch die Vertiefung und Erweiterung dessen
genannt (Hefendehl-Hebeker/HuBmann 2011, S. 95; Sill 2019, S. 209, S. 225;
Ufer/Kramer 2015, S. 83; Biirger 2000, S. 32). Dabei geht es auch um das Erken-
nen von Zusammenhingen zwischen Begriffen und somit um den Aufbau eines
Wissensnetzes und insbesondere konzeptuellen Wissens (Biirger 1998, S. 586;
Wittmann 2018, S. 34). Ein wichtiger Aspekt ist dabei auch die Entwicklung von
Verstéindnis fiir mathematische Inhalte und Sachverhalte. Dieses Versténdnis soll
beispielsweise dadurch ermoglicht werden, dass Zusammenhénge, Beziehungen
und GesetzmiBigkeiten durchdacht und Uberlegungen dargestellt werden miissen
(Biirger 1998, S. 585; Biirger 2000, S. 31 f.; Budke/Meyer 2015, S. 14). Fiir
Biirger (2000, S. 33) sind wesentliche Aspekte des Verstindnisses eines Sachver-
halts diesen unterschiedlich darstellen und beschreiben zu konnen, Beispiele und
Gegenbeispiele fiir diesen Sachverhalt angeben zu konnen sowie ihn anwenden
und zu anderen Sachverhalten in Beziehung setzen zu konnen. All diese Tatigkei-
ten konnen beim Argumentieren angeregt und gefordert werden. Auch Heckmann
und Padberg (2012) sehen einen engen Zusammenhang zwischen dem Verstiand-
nis eines Sachverhalts oder eines Verfahrens und dem argumentativen Umgang
mit diesem:

Ein Sachverhalt ist verstanden, wenn man weif3, worauf er sich bezieht (und ent-
sprechende Anwendungsbeispiele angeben kann), was er aussagt, unter welchen
Voraussetzungen er gilt und welche Konsequenzen er hat. Zu einem vollkommenen
Verstdandnis gehort zusdtzlich auch, dass man begriinden kann, weshalb der Sachver-
halt gilt. Ebenso gilt ein Verfahren nur dann als voll verstanden, wenn man weifs,
warum es funktioniert.

(Heckmann/Padberg 2012, S. 13 f., Hervorhebungen im Original)

Das Erzeugen von Verstidndnis durch das Argumentieren wird aulerdem dadurch
begriindet, dass dabei der Kern der Sache offengelegt wird: ,,Proof, in its best
instances, increases understanding by revealing the heart of the matter* (Davis
et al. 2012, S. 167).

Jahnke (1978) stellt das Beweisen und Begriinden aus der Perspektive der
Wissensentwicklung dar und kritisiert, dass dem Beweisen ,,im allgemeinen [sic.]
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keine produktive, inhaltlich-entwickelnde Rolle beigemessen* (ebd., S. 274) wird.
Krummbheuer (2003) greift diese Arbeit auf und fiihrt aus: ,,Eine konstitutive
Funktion fiir die Ermoglichung mathematischer Lernprozesse wird — weit grund-
sitzlicher — dem Argumentieren in unseren eigenen Arbeiten zugeschrieben.*
(ebd., S. 247). Diese Zuschreibung basiert auf der Ansicht des Argumentierens
als narrativ geprégte Interaktion und der Annahme, dass narrative Prozesse durch
individuelle Sinnkonstruktionen und kooperative Handlungen inhaltliches Lernen
unterstiitzen. Als Basis seiner Theorie nimmt Krummbheuer (2015, S. 51) an, dass
das Lernen von Mathematik von der Teilnahme der Lernenden an kollektiven
Argumentationsprozessen abhéngig ist. Argumentieren wird als Voraussetzung
und nicht als Produkt des Lernens betrachtet, sodass Mathematiklernen als argu-
mentatives Lernen betrachtet wird (ebd., S. 53). Diese Annahmen werden durch
die Analyse konkreter Unterrichtssituationen aus der Grundschule unterstiitzt
(Krummbheuer 1997, S. 39 ff.). Auch Krummheuer und Brandt (2001) stellen kol-
lektive Argumentationen im Unterricht als ,,spezifische lernermoglichende und
lernforderliche Interaktionsprozesse® (ebd., S. 18) dar, sodass Argumentieren
sowohl Lernziel als auch Voraussetzung fiir das Lernen von Mathematik ist (ebd.,
S. 19). Der Prozess des Argumentierens trigt also zum Erwerb inhaltsbezogener
mathematischer Kompetenzen bei. Dabei verwenden Krummheuer und Brandt
einen weiten Argumentationsbegriff, der eng an das rhetorische Argumentations-
verstdndnis und an die Idee eines kollektiven, dialogischen Lernens gekniipft ist
(ebd., S. 19 f.).

Ein Blick iiber die Grenzen der Mathematik hinaus zeigt, dass auch in der
Forschung zum Argumentieren allgemein die Vorteile des Argumentierens fiir
das fachlich-inhaltliche Lernen thematisiert werden, insbesondere im Bereich
der Naturwissenschaften und der Mathematik (Budke/Meyer 2015, S. 15). Es
sind jedoch derzeit keine empirischen Studien aus dem Bereich der Mathe-
matikdidaktik bekannt, die einen Einfluss des Argumentierens auf den Erwerb
inhaltsbezogener Kompetenzen belegen. Die von Budke und Meyer (2015,
S. 15) angefiihrten Studien beziehen sich allesamt auf das naturwissenschaftliche
Lernen, nicht auf die Mathematik.

Wauttke (2005) untersuchte in einer kommunikationsanalytischen Studie den
Einfluss unterschiedlicher Arten von Unterrichtskommunikation auf Wissensge-
nerierung und -vernetzung bei Schiilern einer selbstorganisiert lernenden Klasse
im Bereich der Ausbildung von Industriekaufleuten. Sie unterschied dabei
zwischen den Kategorien deklaratives Wissen und Wissensvernetzung, die in
einem Test zum Losen materialwissenschaftlicher Probleme erfasst wurden (ebd.,
S. 207). Die Unterrichtskommunikation wurde in Bezug auf Sprechakte ana-
lysiert (ebd., S. 195). Dabei wurden drei Arten von Kommunikationstypen in
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Argumentationssequenzen unterschieden. Disputational talk ist auf unreflektierte
Konfrontation gerichtet, cumulative talk ist von unkritischen Zustimmungsten-
denzen gepriagt und exploratory talk ,jist durch logisches Schlussfolgern und
begriindetes Argumentieren sowie durch effektive Kooperation charakterisiert™
(ebd., S. 138). Exploratory talk enthilt somit kritische Auseinandersetzungen
mit Ideen und Losungswegen sowie begriindete fachliche Kritik und Gegenvor-
schldge. Deswegen wird angenommen, dass exploratory talk ,kognitive Konflikte
auslost und durch eine Vielzahl begriindeter Argumente und Losungswege Anbin-
dung an individuelles Vorwissen erméglicht (ebd., S. 231). In der Studie wurde
insbesondere ein Zusammenhang zwischen exploratory talk und Wissensvernet-
zung gefunden (ebd., S. 237), auch wenn diese Art von Argumentationssequenzen
nur selten vorkam (ebd., S. 231). Zusitzlich wurde auch die Dauer des Argu-
mentierens und dessen Einfluss untersucht. Es zeigte sich: ,Je haufiger lange
Sequenzen qualitativ hochwertiger Argumentationen stattfinden, desto leichter
fallt es Schiilern, ihr Wissen zu vernetzen, da diese durch die unterschiedli-
chen und begriindeten Sichtweisen der Teilnehmer hochwertige und vielfiltige
Anbindungsmoglichkeiten an das eigene Vorwissen zur Verfiigung stellen* (ebd.,
S. 238). Die blofe Ubernahme von Redeanteilen im Unterricht durch die Schiiler,
wie sie sich meist im lehrerzentrierten Unterricht findet, fordert zwar den Auf-
bau deklarativen oder Faktenwissens, nicht aber die Wissensvernetzung (ebd.,
S. 260 f.). Offen bleibt an dieser Stelle, inwiefern sich diese Ergebnisse speziell
auf mathematische Argumentationssituationen im Unterricht iibertragen lassen,
da hier tendenziell weniger unterschiedliche Sichtweisen von Lernenden erwar-
tet werden. Trotzdem sollte auch im Mathematikunterricht die Anbindung an das
Vorwissen und damit auch die Wissensvernetzung giinstig beeinflusst werden,
wenn qualitativ hochwertige Argumentationsprozesse stattfinden. Dies empirisch
zu iiberpriifen, stellt ein wichtiges Forschungsdesiderat fiir weitere Arbeiten dar.

2.3.4 Forderung prozessbezogener und iiberfachlicher
Kompetenzen durch das Argumentieren

Wenn der Mathematikunterricht das Argumentieren pflegt, trigt er nicht nur dazu bei,
mathematisches Wissen sicher zu verankern; er trigt auch auf fachspezifische Weise
zu einer Haltung bei, die gedankliche Klarheit und kritische Rationalitdit als Werte
empfindet und pflegt.

(Hefendehl-Hebeker/HuBmann 2011, S. 95)
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Neben der Forderung inhaltsbezogener Kompetenzen wird durch das mathe-
matische Argumentieren also auch der Erwerb iiberfachlicher Kompetenzen
ermoglicht. Dies zeigt sich schon daran, dass das Argumentieren an sich eine
Tatigkeit ist, ,,die fiir viele Lebens- und Wissensbereiche bedeutungsvoll ist*
(Biirger 1998, S. 585). So entwickeln Schiiler durch das mathematische Argu-
mentieren Argumentationskompetenzen, die iiber die Mathematik hinausreichen.
Dazu gehort ,,Dinge sachlich zu begriinden (aktive Perspektive) und kritisch zu
hinterfragen (passive Perspektive) (Storz 2018, S. 56) sowie auch ein ,,Ver-
stidndnis fiir gesellschaftliche Argumentationen und Fahigkeiten sich an diesen zu
beteiligen* (Budke/Meyer 2015, S. 14). Der Mathematikunterricht kann in diesem
Zusammenhang beispielsweise die Teilkompetenzen fordern, in gesellschaftli-
chen Argumentationen mathematische Argumente zu verwenden und logisch
stringent zu begriinden. Das Verfassen mathematisch fundierter und gesellschaft-
lich bedeutsamer Argumentationen obliegt meist mathematischen Experten. Die
Rezeption mathematikhaltiger Argumentationen und das Treffen verantwortungs-
voller Entscheidungen auf deren Basis ist in der heutigen Gesellschaft aber eine
wichtige Fiahigkeit allgemeingebildeter Laien, nicht nur aber auch im Bereich
des politischen Handelns (Vohns 2015, S. 128 f.). Diese Idee geht zuriick
auf das Konzept der Hoheren Allgemeinbildung von Fischer (2001). Diesem
Konzept zufolge kommt ,hoher Gebildeten® eine ,,Vermittlungsaufgabe [...]
zwischen Experten und der ,Allgemeinheit’ (ebd., S. 153) zu. Deshalb ist
als Orientierungsprinzip fiir die Auswahl von Inhalten fiir den Unterricht die
.JKommunikationsfihigkeit mit Experten und mit der Allgemeinheit” (ebd.) her-
anzuziehen. Allgemeingebildete Laien unterscheiden sich von Experten durch
die Arten von Kompetenzen, die sie in einem Fach erwerben sollen. Experten
brauchen Grundkenntnisse und -fertigkeiten, miissen diese kreativ anwenden und
mit ihnen operieren konnen sowie iiber Reflexionskompetenzen in Bezug auf
die Bedeutung von Begriffen und Methoden verfiigen. Allgemeingebildete Laien
hingegen miissen vor allem im Bereich der Grundkenntnisse und der Reflexion
gebildet sein, um sich mit den Experten verstindigen und deren Expertisen beur-
teilen zu konnen (ebd.). Diese Unterscheidung bezieht Fischer vor allem auf
das Ergebnis von Lernprozessen. Wihrend des Lernens jedoch hat das Operieren
durchaus auch seine Berechtigung, nicht zuletzt, um die anderen beiden Kompe-
tenzbereiche auszubilden (ebd., S. 154 f.). Eben das genannte Reflexionswissen
ist dann entscheidend in ,,Urteils- und Entscheidungsfindungsprozesse[n]* (Vohns
2015, S. 129), bei denen das Argumentieren ein fester Bestandteil ist. Fischer
(2012) entwickelt sein Konzept der Hoheren Allgemeinbildung weiter zum Bil-
dungskonzept der Ficherorientierten Allgemeinbildung, wobei er sich mit dem
Allgemeinbildungsbegriff auch auf Heymann (1996) bezieht. Im Konzept der



2.3 Die Bedeutung des mathematischen Argumentierens 59

Ficherorientierten Allgemeinbildung wird die Bedeutung der einzelnen Fécher
fiir die Fdhigkeit zur Kommunikation mit Experten betont und darauf hinge-
wiesen, dass entscheidungskompetente Laien anders ausgebildet werden miissen
als Experten. Auch hierbei wird wieder die Bedeutung des Reflexionswissens
betont (Fischer 2012, S. 6). Im Bereich der Kommunikation mit Experten sind
dabei vor allem das Delegieren und Beraten-Werden sowie das Beurteilen von
Problemlosungen und das Treffen von darauf bezogenen Entscheidungen wich-
tige Prozesse (ebd.). Ubertragen auf das Argumentieren im Mathematikunterricht
konnen daraus zweierlei Konsequenzen abgeleitet werden. Erstens ist es fiir
die Kommunikationsfihigkeit mit mathematischen Experten entscheidend, dass
Schiiler deren Argumentationen und Beweise nachzuvollziehen lernen, wihrend
das Verfassen von Beweisen den Experten vorbehalten bleiben kann. Zweitens
ist es gerade fiir Reflexions- und Entscheidungsfindungsprozesse auf Basis von
Expertenurteilen wichtig, dass auch Laien mathematisch argumentieren und ihre
getroffenen Entscheidungen unter Einbezug von Mathematik begriinden konnen.
Also sind sowohl rezeptive als auch produktive Argumentationskompetenzen von
entscheidender Bedeutung.

Die Bedeutung der Reflexion und des Reflexionswissens bei Fischer (2001;
2012) wird von Peschek (2005) aufgegriffen, auf den Mathematikunterricht bezo-
gen und konkretisiert. Er versteht unter dem Reflexionsbegriff eine Bandbreite
von Denktitigkeiten, die er in drei Kategorien einteilt, die Interpretation von
Rechenergebnissen, die Analyse der Bedeutung mathematischer Begriffe, Methoden
und Darstellungen sowie die Bewertung mathematischer Expertisen hinsichtlich
ihrer Bedeutung und Aushandlung tiber Sinn und Bedeutung mathematischer Inhalte
im Bildungsprozess (ebd., S. 59). An den Beispielen von Peschek und Kollegen
(2008) wird der Zusammenhang zur Kompetenz des Argumentierens deutlich. Als
Beispiel fiir Reflexion als Prozess wird angegeben: ,,Nachdenken dariiber, warum
man eine ganze Liste von Daten durch eine Kennzahl [...] repridsentieren will®.
Ein Beispiel fiir Reflexionswissen als Produkt ist ,,Wissen, warum das arithme-
tische Mittel zur Mittelung von Noten kaum geeignet ist (Peschek et al. 2008,
S. 3). Zur Anregung von Reflexion werden unter anderem ,,Begriindungsaufgaben
samt ihres Vergleichs in der Klasse* (ebd., S. 4) angegeben. Das Stellen und die
Beantwortung von Warum-Fragen sowie die Bearbeitung von Begriindungsaufga-
ben ist gerade fiir das mathematische Argumentieren charakteristisch. Auflerdem
konnen auch Argumentationen Anlass zur Reflexion geben, wenn beispielsweise
die Frage betrachtet wird, welche Rolle ein mathematisches Modell fiir eine
Argumentation in einem Kontext spielt (Peschek et al. 2008, S. 5). Eine weitere
Gemeinsamkeit und damit Anlass zur parallelen Forderung von Reflexion und
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Argumentieren besteht in der dafiir forderlichen fragenden Grundhaltung (Predi-
ger 2005, S. 97). Zusammenfassend kann also das Argumentieren dazu beitragen,
im Mathematikunterricht Reflexion zu fordern und Reflexionswissen aufzubauen
und somit insbesondere einen Beitrag zur Hoheren Allgemeinbildung gebildeter
Laien im Sinne von Fischer (2001) leisten.

Des Weiteren fordert das mathematische Argumentieren eine selbstidndige und
gleichzeitig logische und prizise Art des Denkens sowie ein iiberlegtes Arbei-
ten, beispielsweise dadurch, dass Zusammenhéinge und Beziehungen durchdacht
und die Darstellung der Uberlegungen prizise gewihlt werden miissen (Biirger
1998, S. 585; Biirger 2000, S. 32; Reid/Knipping 2010, S. 82, S. 221 f.; Cra-
mer 2018, S. 7). Diese Art des Denkens und Arbeitens ist auch auflerhalb des
mathematischen Bereichs bedeutsam. Weitere Kompetenzen, die tiber die Mathe-
matik hinausgehen und durch das Argumentieren gefordert werden konnen, sind
Kompetenzen im sprachlich-logischen Bereich (Sill 2019, S. 225; siehe auch
Abschnitt 6.3).

Durch das Argumentieren konnen, neben dem mathematischen Argumentieren
als Kompetenz an sich, weitere prozessbezogene Kompetenzen gefordert werden,
die sowohl innerhalb der Mathematik als auch dariiber hinaus von Bedeutung
sind, beispielsweise das Problemlosen und das mathematische Kommunizieren
(siehe Abschnitt 2.2.3).

Dariiber hinaus kann das Argumentieren im Mathematikunterricht auch iiber-
fachliche Kompetenzen im sozialen und affektiven Bereich férdern. Budke und
Meyer (2015, S. 14) nennen diesbeziiglich Interaktionsfahigkeit, Fihigkeit zur
Kompromiss- und Konsensfindung, Fihigkeit, Widerspruch und unterschiedli-
che Ansichten auszuhalten, Personlichkeitsbildung und Fihigkeit zur friedlichen
Losungsfindung, ohne die Liste vollstindig abzuschliefen.

2.3.5 Argumentieren als Instrument zur
Lernstandseinschidtzung

Ein weiterer Aspekt, durch den sich eine Begriindung fiir eine Aufnahme des
Argumentierens in den Mathematikunterricht ergibt, ist, dass das Argumentie-
ren ein Instrument zur Lernstandseinschitzung fiir Lehrkrifte darstellen kann. So
kann das Argumentieren zur Verstindnisiiberpriifung im Bereich des inhaltlichen
Lernens dienen, denn ,,.Lernende haben einen mathematischen Begriff verstanden,
wenn sie [...] mit dem Begriff beim Argumentieren und Problemlosen arbei-
ten konnen“ (Vollrath/Roth 2012, S. 48). Die Performanz bei argumentativen
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Tdtigkeiten kann also Lehrkriften einen Eindruck iiber die Tiefe des Verstind-
nisses behandelter Begriffe und Konzepte vermitteln (Stylianides et al. 2016,
S. 249). Wenn Schiiler argumentieren, legen sie dabei ihre Gedanken offen. Somit
konnen Lehrkrifte deren Denkweisen erkennen und eventuell vorhandene Miss-
oder Fehlverstindnisse aufdecken (Biirger 1998, S. 585). Knuth (2002b, S. 79)
nennt diese Rolle des Beweisens Displaying thinking und sieht einen starken
Zusammenhang zur Kommunikationsfunktion des Beweisens. Die Lehrkrifte in
seiner Studie (siehe Abschnitt 3.1) sahen in der Offenlegung der Gedanken in
Abgrenzung zur Kommunikationsfunktion vor allem den Vorteil, dass dadurch
das Verstindnis der Schiiler beurteilt werden kann.

Zusammenfassend ldsst sich also sagen, dass das Argumentieren im Mathe-
matikunterricht viele unterschiedliche Funktionen tibernimmt. Dadurch dass das
Argumentieren selbst als Kompetenz erworben und iiber die Rolle des Argu-
mentierens in der Mathematik etwas gelernt wird, trigt es zur Ausbildung eines
addquaten Bildes der Mathematik als eigene Welt und als wissenschaftliche Dis-
ziplin bei. Gleichzeitig wird durch das Argumentieren mathematisch-inhaltlicher
und iiberfachlicher Kompetenzerwerb gefordert und Lehrkrifte haben zudem die
Moglichkeit, die Produktion von Schiilerargumentationen zur Lernstandseinschit-
zung heranzuziehen.
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In der TIMSS Videostudie von 1995 wurden 90 Klassen in Deutschland, den USA
und in Japan videographiert und analysiert. Dabei ergab sich, dass nur in einem
Viertel der Stunden Argumentieren im Sinne eines schlussfolgernden Arbeitens
(,,reasoning®) stattfand. Diese Stunden verteilten sich ungleichmiBig auf die
drei untersuchten Linder und die mathematischen Teilbereiche. In Japan wurde
immerhin in 53 Prozent der Stunden schlussfolgernd gearbeitet, in den USA
gar nicht und in Deutschland wurden in 20 Prozent der Stunden ,,reasoning*-
Situationen gefunden. Insgesamt traten fast alle Beispiele in Geometriestunden
auf (Manaster 1998, S. 793 f.). Stylianides und Kollegen (2016) stellen fest,
dass es wenig Forschung zum Thema proof in typical classroom settings gibt,
und vergleichen die Ergebnisse der TIMMS Videostudien von 1995 und 1999
mit zwei aktuelleren, kleineren, US-amerikanischen Untersuchungen zur Praxis
des Beweisens im Mathematikunterricht. Sie fassen zusammen: ,the place of
proof in typical K-12 school mathematics classroom practice [...] is marginal*
(ebd., S. 250). AuBerdem vermissen sie wissenschaftliche Arbeiten, die vielver-
sprechende Interventionen fiir das Lehren und Lernen des Beweisens entwickeln.
Unklar bleibt, wie die Lage in Deutschland rund 20 Jahre nach der TIMMS
Videostudie aussieht. Subjektive und unsystematische Beobachtungen im Unter-
richt und Aussagen in Gespridchen mit Lehrkriften und Mathematikdidaktikern
decken sich mit einzelnen Hinweisen in der Literatur, dass die Kompetenzorien-
tierung und insbesondere das mathematische Argumentieren im Unterricht noch
nicht den Stellenwert haben, den sie haben sollten (z. B. Storz 2018, S. 5;
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S. 24). Die empirische Grundlage fiir solch eine Aussage fehlt aber weitge-
hend. Eine Studie aus den USA zeigt, dass Sekundarstufenlehrkrifte zwar die
Bedeutung des Beweisens als mathematische Fahigkeit grundsitzlich kennen, in
deren Unterricht aber verfahrensorientierte Fertigkeiten den Vorzug vor beweisbe-
zogenen Aktivititen bekommen (Kotelawala 2015). AuBlerdem fand Kotelawala
einen Zusammenhang zwischen eigenen Erfahrungen von Lehrkriften mit dem
Beweisen und der Bedeutung, die beweisbezogene Aktivitdten in deren Unter-
richt bekommen (ebd.). Es kann vermutet werden, dass dhnliche Tendenzen auch
fiir deutsche Lehrkrifte gelten, weshalb gerade der Fokus auf die Lehrkrifte und
deren Einstellungen und Erfahrungen in der vorliegenden Arbeit zentral ist.

Es gibt zahlreiche empirische Studien im Bereich des Argumentierens und
Beweisens im Mathematikunterricht. Reid und Knipping (2010, S. 59 ff.) bieten
einen Uberblick iiber empirische Erkenntnisse, die in der mathematikdidaktischen
community als akzeptiert gelten. Auffillig ist dabei, dass sich die prisentierten
Ergebnisse fast alle auf die Perspektive der Lernenden konzentrieren. Wenn Lehr-
krifte an den Studien beteiligt sind, so meist in der Rolle von Personen, die selbst
argumentieren oder Beweise lesen sollen und dabei dhnliche Schwierigkeiten zei-
gen wie Schiiler. Es fehlt weitgehend die Perspektive von Lehrkriften auf die
Lernprozesse von Schiilern im Unterricht und das obwohl gerade Lehrkrifte sehr
viele Erfahrungen diesbeziiglich im tiglichen Unterricht sammeln.

Des Weiteren ist auffillig, dass sich die meisten empirischen Studien auf die
mathematischen Teilbereiche Geometrie und Arithmetik/Algebra konzentrieren.
Es kann vermutet werden, dass die Ursache dafiir darin zu suchen ist, dass die
Geometrie als traditionelles Gebiet fiir das Beweisen gilt und dass vor allem
der Bereich der Zahlentheorie relativ einfache Aussagen bietet, die begriindet
werden konnen, ohne dass vorab eine komplexe mathematische Theorie aufgebaut
werden muss (vgl. Wittmann 2018, S. 36). Gerade der Bereich der Analysis, der
in der gymnasialen Oberstufe einen Schwerpunkt darstellt, wird nur in wenigen
empirischen Studien zum Argumentieren miteinbezogen.

Im Folgenden werden vier Studien vorgestellt, von denen sich eine aus der
Perspektive von Lehrkriften auf das formale Beweisen konzentriert, eine auf den
Umgang von Lehrkriften mit Beweisen im Unterricht und auf zugehoriges prac-
tical knowledge, eine auf das Beweisen (in weiterem Sinne) von Lernenden im
Bereich der Analysis und eine auf die beliefs deutscher Lehrkrifte zum Analy-
sisunterricht, nicht aber speziell zum Argumentieren. Daraus wird am Ende eine
Forschungsliicke abgeleitet, die die vorliegende Arbeit zu schliefen versucht.
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3.1 Studie zum Beweisverstandnis von Lehrkraften aus
den USA (Knuth)

Knuth (2002a,b) fiihrte eine Interviewstudie mit 17 Lehrkraften weiterfithrender
Schulen in den USA durch, um deren Beweisverstindnis zu untersuchen. Dieses
betrachtet er als grundlegend fiir die Unterrichtsgestaltung von Lehrkriften. Im
englischsprachigen Original verwendet er den Begriff conceptions of proof und
fasst damit Fachwissen und beliefs zum Beweisen zusammen. Den Begriff proof
verwendet er im Sinne eines ,,deductive argument that shows why a statement
is true by utilizing other mathematical results and/or insight into the mathemati-
cal structure involved in the statement. When referring to non-proofs, I will use
the term argument or informal proof* (Knuth 2002b, S. 86). Aus seinen Aus-
fiihrungen lisst sich ableiten, dass er den Begriff argument als Uberbegriff zu
proof und non-proof verwendet!. Die verwendeten Beispiele fiir non-proofs zei-
gen, dass diese beispielsweise generisch, exemplarisch oder nicht deduktiv sind.
Dies spricht fiir eine formale Sichtweise Knuths auf das Beweiskonzept.

Das Beweisverstidndnis der Lehrkrifte wurde in Knuths Studie vor allem hin-
sichtlich der Klassifikation von Argumentationen’ als Beweise und in Bezug auf
unterschiedliche Funktionen des Beweisens nach Bell (1976), de Villiers (1999)
und Hanna (1983, 1990) (siehe Abschnitt 2.3.1) untersucht. Die interviewten
Lehrkrifte waren Teilnehmer eines Lehrerfortbildungsprogramms. Sie wurden
sowohl zu ihrem Beweisverstindnis innerhalb der mathematischen Disziplin
befragt als auch zu ihrem Beweisverstindnis in Bezug auf die Schulmathema-
tik in der Sekundarstufe. Die in den Interviews eingesetzten Argumentationen
stammten aus unterschiedlichen mathematischen Bereichen, beispielsweise aus
der Zahlentheorie, der Geometrie und der Analysis.

Knuth (2002a,b) konnte zeigen, dass die befragten Lehrkrifte ein breites Ver-
standnis beziiglich der Funktion von Beweisen hatten, sowohl in Bezug auf
die Mathematik als Disziplin als auch in Bezug auf den Schulunterricht. Alle
Lehrkrifte schlossen die Verifikationsfunktion von Beweisen in ihrem Beweisver-
stiandnis ein. Trotzdem gab es Lehrkrifte, die Zweifel an der Allgemeingiiltigkeit
von Beweisen zeigten. Viele Lehrkriifte betrachteten Beweise aulerdem als Kom-
munikationsmittel, die durch soziale Akzeptanz erst zu Beweisen werden. Diese

17, B. ,they believed the argument to be a proof* (Knuth 2002a, S. 389), ,there were 13
arguments that constituted proofs and 8 arguments that did not* (ebd., S. 391).

2 Der von Knuth als Oberbegriff verwendete Begriff argument wird hier mit Argumentation
iibersetzt, um mit dem in Kapitel 2 festgelegten Begriffsverstindnis der Arbeit iibereinzu-
stimmen.
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Rolle wurde auch mehrfach in Bezug auf den Mathematikunterricht genannt,
wo die Klassengemeinschaft Beweise als solche akzeptieren miisse. Von meh-
reren Lehrkriften wurde zudem die Rolle von Beweisen bei der Schaffung
neuen Wissens und der Systematisierung mathematischen Wissens genannt. Die
Schaffung neuen Wissens spielte dabei auch im Mathematikunterricht der Lehr-
krifte eine Rolle, weil dadurch Schiiler zu ,,mathematically independent thinkers*
(Knuth 2002b, S. 81) werden konnten; die Systematisierung von Wissen hingegen
spielte keine solche Rolle. Manche Lehrkréfte sprachen auch von einer erklédren-
den Funktion des Beweisens. Knuth interpretiert diese Aussagen aber so, dass
eine Erkldrung des Beweises an sich gemeint ist und nicht die Erkldrung der
zugrundeliegenden Mathematik:

On the surface, these teachers‘ comments suggest that they do indeed view explanation
as a role of proof; however, their comments pertained more to understanding how one
proceeded from the premise to the conclusion of proof — a procedural focus — rather
than to understanding the underlying mathematical relationships illuminated by the
proof.

(Knuth 2002a, S. 389f.)

Der verstindnisfordernde Aspekt des Beweisens fehlte also in den Beweisvor-
stellungen der befragten Lehrkrifte, sowohl in Bezug auf die mathematische
Disziplin als auch in Bezug auf den Schulunterricht, obwohl ,,of all the roles
of proof, its role in promoting understanding is, perhaps, the most significant
from an educational perspective (Knuth 2002b, S. 81). Speziell im Kontext
des Schulunterrichts nannten die Lehrkrifte zusitzlich noch die Funktionen der
Entwicklung logischen Denkens seitens der Schiiler und die Darstellung von
Denkprozessen der Schiiler. Letztere dient unter anderem der Bewertung von
Schiilern durch Lehrkrifte (Knuth 2002b, S. 79).

In der Studie mussten Lehrkriifte einschitzen, welche der vorgegebenen Argu-
mentationen als Beweise klassifiziert werden konnen. Auffillig ist, dass die von
Knuth als Beweise klassifizierten Argumentationen auch groBtenteils von den
Lehrkriften als Beweise angesehen wurden, wihrend die von Knuth nicht als
Beweise klassifizierten Argumentationen teilweise auch als Beweise akzeptiert
wurden. Dies liegt moglicherweise am abweichenden Begriffsverstindnis von
Beweis bei den Lehrkriften im Gegensatz zum Verstindnis von Knuth. Bei-
spielsweise wurde eine generische Begriindung der Teilbarkeitsregel durch 3 von
einigen Lehrkriften als Beweis angesehen, von Knuth aber nicht (Knuth 2002a,
S. 394). Das Begriffsverstindnis von Beweis variierte bei den Lehrkriften von
einem engeren Verstindnis, demzufolge ein Beweis logisch-deduktiv die Wahrheit
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einer Aussage zeigen muss, bis hin zu einem weiteren Verstindnis von Beweis im
Sinne einer iliberzeugenden Argumentation. Insgesamt herrschte Einigkeit unter
den Lehrkréften, dass ein Beweis schliissig die Wahrheit einer Aussage zeigt
(Knuth 2002b, S. 71). Im Bericht der Studie wird leider nicht ausgefiihrt, ob die
Lehrkrifte mit einem weiteren Begriffsverstindnis auch diejenigen waren, die
mehr der vorgelegten Argumentationen als Beweise klassifizierten als von Knuth
intendiert.

In der Studie wurde auch untersucht, welche Kriterien Lehrkriifte fiir die
Klassifikation von Beweisen innerhalb der Mathematik heranziehen. Zur Unter-
scheidung von Argumentationen in sogenannte proofs und non-proofs bezogen die
Lehrkrifte die angewandte Beweismethode mit ein, teilweise ohne auf die Details
einzugehen, sowie die Bewertung der Giiltigkeit der gezogenen Schliisse als
mathematisch einwandfrei. Zur weiteren qualitativen Klassifikation von Bewei-
sen, die bereits als solche akzeptiert wurden, beurteilten die Lehrkrifte, wie
detailliert die Beweise ausgefiihrt sind und ob Spezialwissen fiir das Verstéind-
nis des Beweises notig ist (Knuth 2002a, S. 395 ff.). Auffillig ist auch, dass
die Lehrkrifte bei der Frage, welche Argumentationen sie iiberzeugend finden,
hiufig solche als iiberzeugend einschitzten, die durch den Autor der Studie als
non-proofs klassifiziert werden, also als Argumentationen, die keine Beweise sind.
AuBerdem zogen die Lehrkriifte bei der Einschitzung der Uberzeugungskraft hiu-
figer formale als inhaltliche Kriterien heran. Die herangezogenen Kriterien waren
die mathematische Korrektheit, die Greifbarkeit, beispielsweise durch konkrete
Beispiele oder Visualisierungen, der Bekanntheitsgrad, die Allgemeingiiltigkeit
und die gewihrte Einsicht in die mathematischen Gegebenheiten.

It is interesting that the only arguments that teachers identified as convincing because
they offered an insight were arguments that included visual representations. This
was the case despite the fact that the argument sets were designed to include other,
nonvisual, arguments that were (thought to be) explanatory.

(Knuth 2002a, S. 399)

Ergidnzend dazu untersuchte Knuth (2002b) auch, wie Lehrkrifte Beweise in
Bezug auf die Schulmathematik beschreiben und kategorisierte diese Beschrei-
bungen als formale, weniger formale und informelle Beweise. Die weniger
formalen Beweise unterscheiden sich von den formalen durch einen geringeren
Grad an Strenge, werden aber trotzdem als giiltige Beweise angesehen, wihrend
die informellen ,,Beweise* von Knuth nicht mehr als Beweise akzeptiert werden,
da sie beispielsweise auf exemplarischen Untersuchungen beruhen.
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Die Lehrkrifte wurden auch gefragt, welche Rolle Beweisen im Schulunter-
richt spielen sollte und die meisten antworteten, dass das Beweisen im Sinne von
Knuth — also das formale und weniger formale Beweisen in der Klassifikation der
Lehrkriéfte — nicht fiir alle Schiiler angemessen sei, sondern nur fiir hohere Jahr-
gangsstufen oder in Fortgeschrittenenkursen (Knuth 2002b, S. 73). Dies steht fiir
Knuth im Kontrast dazu, dass in den USA die NCTM-Standards das Beweisen
fiir alle Schiiler vorsehen. Die befragten Lehrkrifte sehen hingegen das infor-
melle ,,.Beweisen‘ als zentrale Idee der Sekundarstufenmathematik an. Dies deutet
darauf hin, dass die befragten Lehrkrifte die NCTM-Standards unterschiedlich
interpretierten. Moglicherweise gibt es Lehrkrifte, die das dort angefiihrte Bewei-
sen im Sinne Knuths interpretieren und folglich nicht fiir alle Schiiler fiir geeignet
halten und andere Lehrkrifte, die das Beweisen in den NCTM-Standards breit
interpretieren, darunter formales, weniger formales und informelles ,,.Beweisen*
verstehen, und folglich die Vorgaben fiir den Schulunterricht fiir angemessen
halten.

3.2 Studie mit italienischen Lehrkriften zu beliefs zum
und zum Umgang mit dem Beweisen
(Furinghetti/Morselli)

Furinghetti und Morselli (2011) berichten von einer qualitativen Interviewstu-
die mit zehn italienischen Lehrkriften zum Umgang mit dem Beweisen im
Unterricht. Dabei wurden insbesondere Faktoren untersucht, die diesen Umgang
beeinflussen, mit Blick auf mogliche Griinde fiir Ungereimtheiten zwischen
beliefs und Umsetzung. Dazu wurden Interviews mit Lehrkriften der oberen
Sekundarstufe zum Thema Beweisen gefiihrt, die das Beweisen als Konzept,
das Lehren und Lernen des Beweisens, Herangehensweisen an das Beweisen,
Schiilerschwierigkeiten beim Beweisen, die Verwendung von Schulbiichern beim
Beweisen und italienische Richtlinien fiir das Unterrichten von Mathematik the-
matisierten (ebd., S. 591). Im Anschluss wurden die direkten Aussagen der
Lehrkrifte, sowie das zugrunde liegende sogenannte practical knowledge (vgl.
Elbaz 1983; siehe Abschnitt 4.1) analysiert, welches das Wissen der Lehrkrifte
iiber ihre Arbeit umfasst und auch beliefs miteinschliet (Furinghetti/Morselli
2011, S. 589). Der Studie lag ein tendenziell enges, formales Beweisverstind-
nis zugrunde. Sie war nicht auf einen mathematischen Teilbereich eingeschrénkt,
es wurden aber Beispielbeweise zum Satz des Pythagoras als Material innerhalb
der Interviews verwendet (ebd., S. 591). Aulerdem zeigen Furinghetti und Mor-
selli, dass die Geometrie in vielen Fillen als am besten geeigneter Teilbereich fiir
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das Lehren des Beweisens angesehen wird und das Lehren des Beweisens somit
hiufig auf die Geometrie beschrinkt ist (ebd., S. 592).

Zum Umgang mit dem Beweisen im Klassenzimmer fanden Furinghetti und
Morselli zwei Tendenzen: Entweder es werden Sitze und zugehorige Beweise
prasentiert oder Schiiler werden in die Beweiskonstruktion mit eingebunden und
es wird auch von ihnen erwartet, eigene Beweise zu einfachen Aussagen zu ent-
wickeln. Im ersten Fall stehen eher die Beweisfunktionen des Uberzeugens und
Systematisierens und die Perspektive von Beweisen als Produkte im Vordergrund,
im zweiten Fall soll das Beweisen mathematisches Verstindnis fordern und wird
als Prozess wahrgenommen. Die Art, wie das Beweisen behandelt wird, hingt
hauptséchlich von drei Faktoren ab, ndmlich wie der schulische Kontext wahr-
genommen wird, wie viel Aufmerksamkeit auf die Erwartungen und Bediirfnisse
der Schiiler gelegt wird und wie die Mathematik und das Lehren und Lernen von
Mathematik gesehen wird (ebd., S. 592 f., S. 597). Den Ubergang vom indivi-
duellen belief system der jeweiligen Lehrkraft zur tatsdchlichen Umsetzung im
Unterricht beschreiben Furinghetti und Morselli mit dem Konstrukt eines leading
belief, der die Entscheidung von Lehrkriften hinsichtlich des Umgangs mit ver-
schiedenen beliefs und dabei auftretenden Konflikten erkldren kann. So stellen
sie eine Lehrkraft vor, die eine Lerner-orientierte Sicht auf das Lehren und Ler-
nen von Mathematik hat und auerdem auf Inhalte und konzeptuelles Verstiandnis
fokussiert ist, weshalb sie von Furinghetti und Morselli als explainer (in Abgren-
zung zum instructor) bezeichnet wird. Andererseits sieht der schulische Kontext
bei dieser Lehrkraft so aus, dass sie an einer humanistischen Schule unterrich-
tet und die Schiiler tendenziell wenig Interesse an Mathematik haben und am
liebsten ,,Rezepte” vermittelt bekommen. In der Praxis verzichtet die Lehrkraft
darauf, ihre Idealvorstellungen umzusetzen und tritt nicht nur in der Rolle des
explainer, sondern auch in der Rolle des instructor auf. Sie entwickelt Beweise
an der Tafel und versucht, die Schiiler miteinzubeziehen. Letztendlich miissen die
Schiiler die fertigen Beweise auswendig lernen. Furinghetti und Morselli erkld-
ren sich das dadurch, dass der leading belief der Lehrkraft beinhaltet, dass die
Erwartungen und Bediirfnisse der Schiiler beriicksichtigt werden miissen, und sie
sich der Situation an ihrer Schule deshalb anpasst. Im Gegensatz dazu prisentiert
eine andere Lehrkraft an derselben Schule Beweise ausschlieBlich und die Schii-
ler miissen diese am Ende als Produkte lernen. Die Schiiler werden nicht aktiv
miteinbezogen, was am leading belief dieser Lehrkraft liegt, die Mathematik als
eine Sammlung von Wissen ansieht, das den Schiilern so komplett wie moglich
prisentiert werden muss (ebd., S. 594 f.).
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3.3 Studie zu Beweisvorstellungen und eigenem
Beweisen von deutschen und kanadischen
Lernenden im Analysisunterricht (Grundey)

Grundey (2015) fiihrte eine zyklisch aufgebaute Designstudie in zwei deutschen
und zwei kanadischen Lerngruppen durch, rekonstruiert dabei ein komplexes
Zusammenspiel von Beweisvorstellungen und Beweisaktivititen und ermog-
licht so einen Einblick in die Beweisprozesse von Lernenden. Dem liegt die
Annahme zugrunde, ,,dass sich die Beweisvorstellungen der Lernenden und ihre
Beweisfihigkeiten wechselseitig beeinflussen und dass sich dieses Zusammen-
spiel hinderlich, aber auch forderlich im Lernprozess auswirken kann“ (ebd.,
S. 3). Als theoretischen Hintergrund greift Grundey dafiir auf den Ansatz der
Problematik der Sichtbarkeit von Hemmi (2006, 2008) zuriick, die ein Problem
bei der Vermittlung des Beweisens in der condition of transparency (bei Grun-
dey Problematik der Sichtbarkeit), sieht, der fehlenden Transparenz hinsichtlich
des Wechselspieles der Beweis- und der Inhaltsebene gegeniiber den Lernenden
(Grundey 2015, S. 3 f.). Darauf aufbauend entwickelt Grundey ein Designexperi-
ment, in dem dieses Wechselspiel genauer untersucht wird. ,, Durch die bewusste
Thematisierung von Beweisen und deren Reflexion auf der Metaebene soll die
gebotene Transparenz zum Wechselspiel zwischen Sichtbarkeit und Unsichtbar-
keit mathematischer Beweise hergestellt werden* (ebd., S. 46). Nach Erfassen
der Beweisvorstellungen bei den Lernenden besteht das Unterrichtskonzept aus
einer Beweisrezeptions-, einer Beweisdiskussions- und einer Beweiskonstrukti-
onsphase, die dreimal zyklisch durchlaufen werden. Dabei beantwortet Grundey
die Fragen, iiber welche Beweisvorstellungen die Schiiler verfiigen, wie diese mit
dem eigenstindigen Beweisen zusammenhingen und ob das Unterrichtskonzept
sich zur Forderung von Beweisvorstellungen und eigenstindigem Beweisen sowie
zur Analyse diesbeziiglicher Lernprozesse eignet (Grundey 2015, S. 6).

Grundey versteht das Beweisen aus einer soziokonstruktivistischen Sichtweise
heraus und betont die soziale Dimension bei der Frage, was als Beweis gilt. Krite-
rien fiir die Akzeptanz von Beweisen werden diesem Verstidndnis zufolge in ihrem
Unterrichtskonzept innerhalb der Lerngruppen ausgehandelt. Diese Perspektive
grenzt sie von einem formal-deduktiven Beweisverstindnis ab (ebd., S. 9 ff.).
AuBerdem nutzt Grundey fiir ihre Analysen die unterschiedlichen Beweisfunk-
tionen nach Hersh (1993), Hanna (1996) und de Villiers (1990) (Grundey 2015,
S. 14 ff.; siehe auch Abschnitt 2.3.1).

Im ersten Durchgang des Designexperiments wurden die Schiiler mit prototy-
pischen Begriindungen von fiktiven Schiilern zu der Aussage, dass ein Polynom
zweiten Grades genau einen Extrempunkt besitzt, konfrontiert. Bei den vor-
gelegten Begriindungen handelt es sich um je eine narrativ-deduktive, eine
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formal-deduktive, eine empirisch-rechnerische, eine fehlerhafte formal-deduktive
und eine empirisch-graphische Begriindung sowie um einen Autorititsbeweis
(,wir haben gelernt, dass...”) und eine fehlerhafte Widerlegung durch ein
Gegenbeispiel (Grundey 2015, S. 71)°. In den weiteren Durchgingen wurden
jeweils dhnliche Aussagen und Begriindungsarten thematisiert. Fiir die jeweils
anschliefenden Beweiskonstruktionsphasen in Grundeys Designexperiment wur-
den strukturell dhnliche Aussagen verwendet (Grundey 2015, S. 74).

Die Unterrichtsstunden in den deutschen Klassen und den kanadischen
Kursen wurden videographiert und mit Hilfe von Audiogeriten dokumentiert.
Auflerdem wurden Gruppeninterviews durchgefiihrt (ebd., S. 98 f.). Es wur-
den die schriftlichen Beweisprodukte der Schiiler, die Antworten zur Frage
nach den Beweisvorstellungen sowie die Unterrichtssituationen ausgewertet (ebd.,
S. 105 ff.).

Zu Beginn des Designexperiments zeigte sich in allen Lerngruppen eine
enge Beweisvorstellung, die stark algebraisch geprigt ist. Zudem dominierte
die Verifikationsfunktion von Beweisen (ebd., S. 117 f., S. 129). Am Ende
des Designexperiments zeigten sich deutliche Verdnderungen. Die Beweisvor-
stellungen waren erweitert, es wurden mehr Arten des Schlieens, Formen der
Darstellung und Beweisfunktionen genannt, der Aspekt der Allgemeingiiltigkeit
war in den Vordergrund geriickt und die soziale Dimension des Beweisens hatte
an Bedeutung gewonnen (ebd., S. 30 f., S. 145 f.). Allerdings blieb bei vie-
len Lernenden die Fokussierung auf die formale #uflere Darstellung erhalten
(ebd., S. 274). Die Verdnderungen sind in den unterschiedlichen Lerngruppen
unterschiedlich, was Schliisse darauf zulédsst, dass vor allem das Verhalten der
Lehrkraft groBe Auswirkungen auf die Veridnderung von Beweisvorstellungen bei
Schiilern hat (ebd.).

In den Beweisdiskussionsphasen stellte sich das Wechselspiel zwischen der
Beweis- und Inhaltsebene als besonders hilfreich fiir die Bewertung von Beweisen
heraus. Dies schien den Schiilern aber nicht bewusst zu sein. Wurde im Gegen-
satz dazu beispielsweise nur die duflere Form auf der Beweisebene betrachtet,
so war dies hinderlich, da beispielsweise korrekte narrativ-deduktive Begriindun-
gen filschlicherweise abgelehnt wurden (ebd., S. 206 f.). Die unterschiedlichen
Verhaltensweisen der Lehrpersonen wihrend der Diskussionen werden von Grun-
dey als unterschiedlich forderlich eingestuft. Insbesondere wird ein ausgewogenes

3 Vier dieser Beispielbegriindungen wurden als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung der
prompts fiir die Lehrerinterviews in meiner Studie (siehe Kap. 4 & 5, sowie Anhang E im
elektronischen Zusatzmaterial) verwendet.
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Verhalten positiv hervorgehoben, das sich dadurch auszeichnet, dass ,,die Lehrper-
son die Schiilerantworten zum einen aufgreift und wertschétzt und weiterhin an
entscheidenden Stellen im Lehr-Lernprozess lenkend eingreift und auf wichtige
Aspekte fokussiert” (ebd., S. 222).

In die Aufgaben zur Beweiskonstruktion baute Grundey intendierte ,,Bruch-
stellen” ein, um den Umgang der Schiiler mit diesen moglichen Schwierigkeiten
zu untersuchen. Eine Aussage war so konstruiert, dass keine hinreichende Bedin-
gung vorlag, um aus der ersten Ableitung mit Hilfe der zweiten Ableitung auf
Extremstellen schliefen zu konnen, eine Aussage war absichtlich falsch und
erforderte eine Widerlegung durch ein Gegenbeispiel und eine weitere Aus-
sage erforderte einen komplexen algebraischen Ansatz. Die Schiiler stiefen
wie erwartet aufgrund ihres formal-rechnerischen Ansatzes auf die intendierten
Schwierigkeiten. Viele hielten an ihrem algebraischen Ansatz fest und konnten
die Schwierigkeiten dadurch nicht umgehen. Dies deutete Grundey als Problem
auf der Beweisebene, da sich die Lernenden weigerten, ihre inhaltlich korrekten
Begriindungen in narrativer Form aufzuschreiben und so die formal-algebraischen
Schwierigkeiten zu umgehen. Zusitzlich ergaben sich inhaltliche Schwierigkeiten
und Schwierigkeiten mit der Allgemeingiiltigkeit der Aussagen. Visuelle Vorstel-
lungen der Graphen von Polynomfunktionen kénnen beim Beweisen forderlich
sein, besonders bei der Bewertung der Korrektheit von Aussagen. Jedoch kdnnen
sich falsche visuelle Vorstellungen auch hinderlich auswirken. Auch die Orientie-
rung an den Prototypen aus der ersten Phase der Unterrichtskonzeption kann sich
positiv auf den Beweisprozess der Schiiler auswirken, sowohl auf der Beweis- als
auch auf der Inhaltsebene (ebd., S. 269 ff.).

Die von Grundey der Analyse zugrunde gelegte Problematik der Sichtbar-
keit, die beschreibt, dass gerade die ,,Unsichtbarkeit* des Wechselspiels zwischen
Inhalts- und Beweisebene zu Schwierigkeiten im Beweisprozess fithren kann,
stellte sich als geeignete Erkldrung fiir viele Konflikte heraus, die Grundey (2015,
S. 275 ft.) beobachtete:

e Probleme bei den Vorstellungen auf der Beweisebene konnen die Lernen-
den daran hindern, einen eigenstindigen Beweis zu notieren, den sie auf der
Inhaltsebene gefunden haben. Dies zeigte sich vor allem in Bezug auf die
engen formal-algebraischen Beweisvorstellungen der Lernenden.

e Probleme auf der Inhaltsebene und beim Wechselspiel zwischen Inhalts- und
Beweisebene fiihrten zu Schwierigkeiten in den Beweisprozessen.

e Die Fokussierung auf eine der beiden Ebenen kann zu Problemen im
Lernprozess fiihren.
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3.4 Studie zu beliefs deutscher
Sekundarstufenlehrkrafte zum Analysisunterricht
(Erens/Eichler)

Erens und Eichler (Erens/Eichler 2013a,b; 2014; 2019; Eichler/Erens 2014; 2015)
fiihrten eine Studie zu beliefs 50 deutscher Mathematiklehrkrifte der Sekun-
darstufen durch, wobei 30 speziell zum Analysisunterricht befragt wurden, die
anderen zur Stochastik oder Geometrie. Die Darstellung in diesem Abschnitt
bezieht sich schwerpunktmiBig auf den Bereich der Analysis. Bei den Befragten
beziiglich des Analysisunterrichts handelte es sich um zehn Lehramtsstudierende
nach dem ersten Staatsexamen aber vor dem Referendariat, zehn Referendare
und zehn erfahrene Lehrkrifte. Die ersten beiden Gruppen wurden in einem
quasi-longitudinalen Design zweimal befragt, die letzte Gruppe nur einmal. Die
Unterscheidung der Gruppen floss nur in die Auswertungen im Bereich von Wei-
terentwicklungen ein, ansonsten wurden alle beziiglich der Analysis Befragten
als eine Gruppe betrachtet (Erens/Eichler 2014, S. 27). Die Daten wurden in
halb-strukturierten Interviews und mit qualitativen Fallstudien sowie quantitati-
ven Fragebogen erhoben. Auflerdem wurden Unterrichtsstunden videographiert
und protokolliert (Eichler/Erens 2015, S. 185 f.). Durch die Studie wurden die
Fragen beantwortet, wie die belief systems und Lehrziele der Lehrkrifte beziig-
lich der Analysis und des Lehrens und Lernens von Analysis strukturiert sind und
wie sich diese von belief systems beziiglich anderer Teilbereiche der Mathematik
unterscheiden. Die Daten legen die Vermutung nahe, dass Lehrkrifte in Bezug
auf die verschiedenen Teilbereiche der Mathematik unterschiedliche beliefs haben
(Eichler/Erens 2015, S. 197).

Als theoretische Grundlage verstehen Eichler und Erens (2015) beliefs als ,,an
individual’s personal conviction concerning a specific subject, which shapes an
individual’s way of both receiving information about a subject and acting in
a specific situation” (ebd., S. 183). Die Organisation der beliefs einer Person
wird als belief system bezeichnet und darin zwischen zentralen und periphe-
ren beliefs und Lehrzielen sowie koordinierten und subordinierten Lehrzielen
unterschieden. Lehrziele als konkrete Formen von beliefs wirken sich direkt auf
die Unterrichtsplanung aus (Erens/Eichler 2014, S. 26). Ubergreifende Lehrziele
konnen mathematische Weltbilder nach Grigutsch und Kollegen (1998) repri-
sentieren. Es wird zwischen einem formalistischen, einem prozessorientierten,
einem schemaorientierten und einem anwendungsorientierten Weltbild unterschie-
den. Das formalistische Weltbild betont formal-logische, deduktive Aspekte der
Mathematik und insbesondere der Analysis sowie Prizision und Genauigkeit.
Das prozessorientierte Weltbild sieht die Mathematik als kreative, heuristische
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Aktivitdt und stellt Problemloseprozesse in den Vordergrund. Das schemaorien-
tierte Weltbild versteht die Mathematik als foolbox mit Regeln und Verfahren,
die gelernt und angewendet werden. Das anwendungsorientierte Weltbild betont
die Niitzlichkeit der Mathematik fiir die reale Welt und stellt auBermathematische
Anwendungen in den Fokus (Erens/Eichler 2013b, S. 1331).

Eichler und Erens (2014, S. 648 ff.) arbeiten zur Beschreibung des gegenwirti-
gen Analysisunterrichts theoretisch vier generelle pidagogische Trends in Bezug
auf das Unterrichten von Analysis heraus. Es wird angenommen, dass Lehr-
kréifte aus diesen Trends, die jeweils verschiedene Lehrziele zusammentfassen,
ihre individuellen Lehrziele auswihlen. Der generic trend betont die Bedeutung
generischer Beispiele in einer bottom-up-Herangehensweise an die Analysis und
beinhaltet somit Ziele des prozessorientierten Weltbildes. Der damit in Verbin-
dung stehende technology trend nutzt digitale Medien, um das generische Lernen
von Konzepten zu unterstiitzen. Der modelling trend sieht die Modellbildung als
zentrales Mittel zum Lernen von Analysis und steht somit in engem Zusammen-
hang zum anwendungsorientierten Weltbild. Der moderate New Math trend, dem,
im Vergleich zu den anderen dreien, weniger Bedeutung zugeschrieben wird, legt
Wert auf Exaktheit und formale Strenge und beinhaltet Ziele des formalistischen
Weltbildes.

Eichler und Erens (2015, S. 184) verstehen unter dem intended curriculum
einer Lehrkraft ihr individuelles belief system. Dieses besteht zum einen aus dem
individuellen mathematischen Weltbild und weiteren beliefs, die von Lehrzielen
reprasentiert werden, die sich auf die Unterrichtsplanung auswirken. Den Vorteil
der detaillierten Untersuchung von beliefs und Lehrzielen fiir das Verstindnis
der Gestaltung von Unterricht durch Lehrkrifte stellen Erens und Eichler (2014)
folgendermafien heraus:

[T]he distinction of central and peripheral beliefs or goals, as well as the distinction of
relations between beliefs or goals — e.g. in terms of coordination and subordination —
could serve as an explanation of reported inconsistencies or consistencies between
espoused and enacted beliefs or goals.

(Erens/Eichler 2014, S. 31)

Eichler und Erens (2014, S. 653 ff.) leiten aus ihren Daten vier Typen von inten-
ded curricula ab, die vor allem durch die jeweils zentralen Lehrziele definiert sind
und hinsichtlich des Analysisunterrichts sogenannte empirical trends (im Gegen-
satz zu den theoretisch herausgearbeiteten Trends, siehe oben) darstellen. Diese
repriasentieren die vier mathematischen Weltbilder nach Grigutsch und Kollegen
(1998). Der empirical generic trend wird Lehrkriften zugeordnet, die zentrale
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prozessorientierte Ziele haben, formalistische beliefs ablehnen und, wenn iiber-
haupt, weitere Ziele haben, die der prozessorientierten Sicht untergeordnet sind
und diese beispielsweise unterstiitzen. Lehrkréfte dieses Typs unterscheiden sich
nur in diesen weiteren, untergeordneten Zielen, die zentral oder peripher sein kon-
nen. Dieser Trend wurde insgesamt 13 Lehrkriften zugeordnet. Ein zweiter Trend
ist der empirical modelling trend, der sechs Lehrkriften zugeordnet wurde. Er ist
dadurch definiert, dass anwendungsorientierte Ziele zentral sind, wihrend weitere
Ziele, falls vorhanden, den anwendungsorientierten Zielen untergeordnet sind.
Der dritte Trend, der empirical moderate New Math trend, reprisentiert zentrale
formalistische Ziele, denen eventuelle weitere Ziele untergeordnet sind. Dieser
wurde sieben Lehrkriften zugeordnet. Der letzte Trend, der empirical schema
trend wurde nur drei Lehrkriften zugeordnet und zeichnet sich allein dadurch
aus, dass schemaorientierte Ziele betont und weitere Ziele fast ginzlich abge-
lehnt werden. Schemaorientierte Ziele sind bei den meisten Lehrkréften anderen
Zielen untergeordnet und sind vorwiegend aus zwei Griinden Teil des belief sys-
tems der Lehrkréfte: zur Abiturvorbereitung und um den besonderen Bediirfnissen
schwicherer Lernender gerecht zu werden (Eichler/Erens 2014, S. 657).

Eichler und Erens (2015, S. 190) stellen einen starken Zusammenhang zwi-
schen anwendungsorientiertem und prozessorientiertem Weltbild bei den befrag-
ten Lehrkriften fest, wobei letzteres oft ersterem untergeordnet ist. Beziiglich des
anwendungsorientierten Weltbildes beschreiben Eichler und Erens (2015, S. 192)
groBBe Unterschiede bei den Analysis-Lehrkriften. Dies reicht von Lehrkriften,
die eine Anwendungsorientierung ablehnen, bis zu Lehrkriften, die Anwendungs-
orientierung aus motivationalen Griinden betonen oder Analysis als Teilbereich
sehen, der gerade fiir die Forderung von Modellierungskompetenz geeignet ist.
Insgesamt finden sie ein zentrales anwendungsorientiertes Weltbild bei mehr als
der Hilfte der Befragten vor und im Referendariat (Erens/Eichler 2019, S. 353).
Das prozessorientierte Weltbild ist bei den Analysis-Lehrkriften anderen Zielen
einer formalistischen oder anwendungsorientierten Perspektive untergeordnet?, im
Gegensatz zur Geometrie, wo das prozessorientierte Weltbild auch als zentrales
Weltbild zu finden ist (Eichler/Erens 2015, S. 193). Auch wenn das formalisti-
sche Weltbild fiir Lehrkrifte im Bereich der Analysis unterschiedlich wichtig ist,

4 Laut (Eichler/Erens 2015, S. 193) ist bei Analysis-Lehrkriften das prozessorientierte Welt-
bild (das prozessorientierte Ziele beinhaltet) anderen Zielen eines formalistischen oder
anwendungsorientierten Weltbildes untergeordnet. In (Eichler/Erens 2014, S. 653 ff.) steht
hingegen, dass der empirical generic trend 13 von 29 Lehrkriften zugeordnet wurde, was
bedeutet, dass diese Lehrkriifte zentrale prozessorientierte Ziele haben und dass weitere
eventuell vorhandene Ziele den prozessorientierten Zielen untergeordnet sind. Dieser ver-
meintliche Widerspruch konnte leider nicht aufgelost werden.
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so fanden Eichler und Erens (2015, S. 193) nur im Bereich der Analysis Lehr-
krifte mit einem zentralen formalistischen Weltbild. Eichler und Erens (2015,
S. 189) stellen dar, dass Lehrkriifte mit konsistent formalistischem mathemati-
schem Weltbild Anwendungen nicht erwihnten, wihrend eine Orientierung des
Unterrichts an Anwendungen nicht automatisch heifit, dass die Lehrkrifte ein
nicht-formalistisches Weltbild haben. Auch das schemaorientierte Weltbild spielt
nur bei Analysislehrkriften eine wichtige Rolle. Es ist zwar bei den meisten Lehr-
kréften kein zentrales Weltbild, aber die Bedeutung einer toolbox mit Regeln und
Verfahren und deren Anwendung wird in Bezug auf die Abiturvorbereitung und
mit Fokus auf leistungsschwichere Schiiler mehrfach betont (Eichler/Erens 2015,
S. 188, S. 193 {.; Erens/Eichler 2019, S. 360) und wirkt sich auch auf das enacted
curriculum (das aus dem intended curriculum der jeweiligen Lehrkraft entwickelt
wird) aus:

[FJor all teachers in our sample the preparation of the final exam [...] does indeed
play more than a subordinate role in their calculus beliefs as an inductive feature. The
driving force of the written curriculum and a focus on student achievement scores has
a particular influence on the realisation of learning processes and, thus, the enacted
curriculum.

(Erens/Eichler 2013b, S. 1337)

Als generelle Tendenz stellen Eichler und Erens (2015, S. 197) fest: ,,Whereas
an application oriented view seems to characterize teachers’ beliefs concerning
stochastics, it seems to be a process oriented view concerning geometry and,
less specific, a formalist view concerning calculus®. Eichler und Erens (2015,
S. 197) vermuten einen Einfluss der zentralen beliefs auf die enacted curricula der
Lehrkrifte. Allerdings gibt es auch widerspriichliche beliefs oder Ziele. Solche
zeigen sich in Berichten von Lehrkriften dariiber, dass sich ihre Lehrziele im
konkreten Unterrichtszusammenhang nicht so umsetzen lassen, wie es (aufgrund
ihrer beliefs) ideal wire (Erens/Eichler 2014, S. 29).

Eichler und Erens (2014, S. 658) stellen tendenziell fest, dass beliefs, die den
empirical generic trend oder den modelling trend repréasentieren, bei den befragten
Lehrkriften vor dem Referendariat und wihrend des Referendariats im Vergleich
zu den beliefs im Bereich des New Math trend und des schema trend deutlich wich-
tiger sind, im Gegensatz zur Situation bei den erfahrenen Lehrkriften. Zentrale
und tibergeordnete beliefs sind iiber den Zeitraum des Referendariats vergleichs-
weise stabil, wihrend sich periphere beliefs und Ziele eher dndern (Eichler/Erens
2015, S. 198; Erens/Eichler 2019, S. 369). Vor allem zwei Faktoren scheinen
solch eine Veridnderung zu beeinflussen: Autorititen und Reflexion. Als wichtige
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Autoritdten werden beispielsweise Seminarlehrer im Referendariat und zentrale
Abschlusspriifungen gesehen (Erens/Eichler 2019, S. 369 f.). Die zweite Befra-
gung zeigte insbesondere vielfach einen Riickgang formalistischer Sichtweisen,
wobei die Schwierigkeit des formalen Beweisens ein wichtiger Einflussfaktor ist:

In many cases the level of acceptance of formalism even decreased comparing first and
second interviews. The reason for this decrease was explained by the high difficulty
in formal abstraction especially for weaker students. For this group of teachers, the
rejection of formalist goals is predominantly restricted to issues like formal proofs.

(Erens/Eichler 2019, S. 358)

Auch wenn Erens und Eichler in ihrer Studie die Kompetenz des Argumentierens
nicht direkt adressieren, lassen sich trotzdem Zusammenhinge zwischen ihrer
Studie und dem mathematischen Argumentieren ableiten: Es kann vermutet wer-
den, dass die mathematischen Weltbilder und die in den trends enthaltenen Ziele
eine wichtige Rolle dabei spielen, wie Lehrkrifte die Kompetenz des Argumentie-
rens sehen und das Argumentieren als Tatigkeit im Analysisunterricht integrieren.
Wie in obigem Zitat angedeutet, hingt eine Sicht auf das Argumentieren in Form
eines streng formalen, deduktiven Beweisens wahrscheinlich mit einem forma-
listischen Weltbild und dem New Math trend zusammen. Diese Vermutung wird
auch durch die Analyse eines weiteren Beispiels durch Erens und Eichler (2019,
S. 357) unterstiitzt. Ein Lehrer mit zentralem formalistischem Weltbild beschreibt,
dass er Beweise formal korrekt durchfiihrt, aber durch Vereinfachungen und illus-
trierende Beispiele ergiinzt. Erens und Eichler kommentieren dies als Abweichung
von seinen formalistischen Zielen:

In the second interview Mr G. confirmed the centrality of his formal conceptions
working as a professional teacher. However, taking into account the perspective of
high school students, Mr G. acknowledges the need to simplify proofs with a certain
degree of transparency as well as the need to include plausibility arguments instead
of ,,hard* and formal mathematical proofs.

(Erens/Eichler 2019, S. 357)

Im Gegensatz dazu fiigt sich ein weiteres Begriffsverstindnis des Argumentierens
in Bezug auf das Herstellen von mathematischen Zusammenhingen gut in das
prozessorientierte Weltbild und den generic trend ein. Je nachdem welche mathe-
matischen Weltbilder bei Lehrkriften zentral und iibergeordnet sind, beeinflusst
dies moglicherweise auch die Vorstellungen und beliefs zum mathematischen
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Argumentieren. Da das prozessorientierte Weltbild stark mit dem anwendungs-
orientierten Weltbild zusammenhédngt und beide bei Analysislehrkriften eine
wichtige Rolle spielen, erscheint es sinnvoll, die prozessbezogene Kompetenz des
Argumentierens (wie in Abschnitt 2.1 vorgeschlagen) moglichst breit zu konzep-
tualisieren und sie insbesondere nicht auf innermathematische Zusammenhinge
zu beschrinken, sondern auch im Bereich des Modellierens das Argumentieren
zu fordern.

3.5 Fazit: Forschungsliicke fiir die vorliegende Arbeit

Tabelle 3.1 zeigt einen Uberblick iiber die in den vorangegangenen Abschnitten
beschriebenen Studien. Die Studie zum Beweisverstindnis aus den USA (Knuth
2002a,b) untersucht das Argumentieren in der Sekundarstufe aus der Perspektive
von Lehrkriften. Dabei wird stark auf das formale Beweisen als spezielle Form
des Argumentierens fokussiert. Die italienische Studie mit Lehrkriften hat auch
ein tendenziell formales Beweisen im Blick. Im Gegensatz dazu ist es interessant,
einen breiteren Standpunkt einzunehmen und das Argumentieren im weiten Sinne
mit allen seinen Facetten in den Blick zu nehmen. Es ist ohnehin nicht moglich,
die Erkenntnisse einer Studie aus dem Jahre 2002 aus den USA und einer Studie
aus dem Jahre 2011 aus Italien direkt auf die Situation in Deutschland 5 bis 15
Jahre spéter zu iibertragen. Deshalb werden in der ersten vorliegenden Studie die-
ser Arbeit deutsche Lehrkrifte zur gegenwirtigen Situation des Argumentierens
befragt.

Dadurch dass die Mehrheit der bisherigen Studien zum Argumentieren die
Bereiche der Algebra/Arithmetik/Zahlentheorie sowie Geometrie in den Mittel-
punkt stellen, ist es besonders interessant, den Fokus in einer neuen Studie auf
den Bereich der Analysis zu legen. Die Analysis nimmt einen zentralen Bereich
im Mathematikunterricht der Sekundarstufe II ein und die Forderung der Kom-
petenz des Argumentierens ist somit gerade in diesem Bereich von groflem
Interesse. Auch die Erkenntnisse von Erens und Eichler legen eine Konzentration
auf ein mathematisches Teilgebiet nahe, da beliefs von Lehrkriften teilbereichs-
spezifisch zu sein scheinen (Eichler/Erens 2015, S. 197; Erens/Eichler 2019,
S. 346). Es wird angenommen, dass diese Fokussierung auch in Bezug auf das
Argumentieren sinnvoll ist.

Grundey (2015) fokussiert mit ihrer Studie das Argumentieren, von ihr als
Beweisen bezeichnet, im Analysisunterricht. Sie sieht das Beweisen aus einer
sozialkonstruktivistischen Perspektive, die dem Verstindnis des Argumentierens
der vorliegenden Arbeit néher ist als das enge Verstindnis von Knuth (2002a,b)
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und Furinghetti und Morselli (2011). Bei Grundey stehen Beweisprozesse von
Lernenden und dabei auftretende Schwierigkeiten im Vordergrund. Sie arbei-
tet insbesondere die Bedeutung der Beweisvorstellungen von Lernenden fiir
den Beweisprozess heraus. Zudem zeigt sich durch ihre Studie, dass Lehrkrifte
(bewusst oder unbewusst) auf die Verinderung dieser Beweisvorstellungen ein-
wirken. Deshalb ist es wichtig, auch iiber die Vorstellungen und Einschitzungen
von Lehrkriften zum Argumentieren Erkenntnisse zu gewinnen. In Ergédnzung
zur Perspektive der Lernenden, die in vielen didaktischen Arbeiten zum Argu-
mentieren eingenommen wird, ist es also sinnvoll, auch aus der Perspektive der
Lehrkrifte auf das Argumentieren im Analysisunterricht zu blicken. Dies ist eines
der Ziele der im zweiten Teil dieser Arbeit dargestellten Interviewstudie.

Erens und Eichler stellen interessante Erkenntnisse zum Analysisunterricht aus
Lehrerperspektive dar. Sie untersuchten allgemein beliefs zum Analysisunterricht
und deren Weiterentwicklung, wobei das Argumentieren nur am Rande erwihnt
wird. Im Gegensatz dazu wird nun in der vorliegenden Studie ein spezifischerer
Fokus auf die Kompetenz des mathematischen Argumentierens gelegt, wihrend
die Konzentration auf beliefs und Lehrziele von Erens und Eichler aufgehoben
und eine weitere Perspektive eingenommen wird. Es werden die Vorstellun-
gen, Einschitzungen und Erfahrungen von Lehrkriften zum Argumentieren im
Analysisunterricht untersucht und dabei auch insbesondere aus Perspektive der
Lehrkrifte Herausforderungen, die sich bei der Umsetzung ergeben, in den Blick
genommen.

Die vier beschriebenen Studien fokussieren wichtige Bereiche, die auch
fiir die vorliegende Arbeit von Bedeutung sind, lassen jedoch eine Liicke im
Bereich des Argumentierens speziell im Analysisunterricht, betrachtet aus der
Perspektive deutscher Lehrkrifte, wobei das Argumentieren als Uberbegriff tiber
verschiedene Aktivititen des Argumentierens, Begriindens und Beweisens (siehe
Abschnitt 2.1.4) verwendet wird und insbesondere Herausforderungen in den
Blick genommen werden. Diese Liicke wird durch die beiden Studien, die in
dieser Arbeit dargestellt werden, geschlossen.
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Lehrkraften

Auf Grundlage des in Kapitel 2 herausgearbeiteten Begriffsverstdndnisses soll in
diesem zweiten Teil der Arbeit die in Abschnitt 3.5 dargestellte Forschungsliicke
insofern geschlossen werden, dass durch eine Interviewstudie mit Lehrkriften
zum Argumentieren im Analysisunterricht Erkenntnisse zur aktuellen Situation
gewonnen werden. Dazu werden in diesem vierten Kapitel die methodischen
Grundlagen fiir die Datenerhebung und -auswertung gelegt, bevor in Kapitel 5
die Ergebnisse dargestellt und diskutiert werden.

4.1 Forschungsinteresse, Forschungsgegenstand und
Forschungsfragen

Um die in Abschnitt 3.5 herausgearbeitete Forschungsliicke zu schliefen, steht
die gegenwirtige Situation im Analysisunterricht in Bezug auf die allgemeine,
prozessbezogene Kompetenz des mathematischen Argumentierens im Zentrum
des Interesses der vorliegenden Studie. Dazu wird die Perspektive von Lehrkrif-
ten eingenommen, um deren Wissen und Erfahrungen direkt aus dem Unterricht
zu nutzen. Elbaz (1983) zeigt, wie gewinnbringend diese Perspektive sein kann.
Er nutzt dafiir den Begriff des practical knowledge:

[T ]he teacher exhibits wide-ranging knowledge which grows as experience increases.
This knowledge encompasses firsthand experience of students’ learning styles, inte-
rests, needs, strengths and difficulties, and a repertoire of instructional techniques and
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classroom management skills. The teacher knows the social structure of the school and
what it requires, of teacher and student, for survival and for success; she knows the
community of which the school is a part, and has a sense of what it will and will not
accept. This experiential knowledge is informed by the teachers’ theoretical knowledge
of subject matter, and of areas such as child development, learning and social theory.
All of these kinds of knowledge, as integrated by the individual teacher in terms of
personal values and beliefs and as oriented to her practical situation, will be referred
to here as ‘practical knowledge’.

(Elbaz 1983, S. 5)

Konkret wird in der vorliegenden Studie untersucht, welche Bedeutung Lehrkrifte
der Kompetenz des Argumentierens (im Analysisunterricht) beimessen, welche
Vorstellungen und Einschidtzungen sie beziiglich dieser Kompetenz haben und
welche Erfahrungen sie bei der Forderung der Kompetenz des Argumentierens
bei den Schiilern im (Analysis-)Unterricht machen. Insbesondere wird herausge-
arbeitet, auf welche Herausforderungen Lehrkrifte dabei stolen. Diese Aspekte
fiigen sich zu einer Gesamtsituation des Argumentierens im Analysisunterricht
zusammen, die durch die Sichtweise von Lehrkriften in der vorliegenden Studie
niher beleuchtet wird. Ziel ist es, die Erkenntnisse, die daraus gewonnen wer-
den, anschiefend als Grundlage heranziehen zu konnen, um darauf aufbauend
Vorschlige fiir eine verbesserte Forderung der Kompetenz des mathematischen
Argumentierens, insbesondere im Analysisunterricht, zu erarbeiten. Gerade dafiir
konnen die Erfahrungen von Lehrkriften, die tdglich im Unterricht gesammelt
werden, einen wertvollen Beitrag leisten. Fiir ein vertieftes Verstindnis der
Situation muss zunidchst erforscht werden, was Lehrkrifte unter dem Begriff
(mathematisch(es)) Argumentieren verstehen und worauf sie verweisen, wenn sie
iiber das Argumentieren sprechen. Um die Lehrkrifte dabei nicht zu beeinflussen,
werden in den Interviews diejenigen Begriffe des Feldes rund um Argumentie-
ren, Begriinden und Beweisen (siehe auch Abschnitt 2.1) aufgegriffen, die die
Lehrkrifte selbst einbringen. Auferdem werden Argumentieren und Begriinden
synonym verwendet und der Begriff des Beweisens nur dann in die Interviews
einbezogen, wenn die Lehrkrifte den Begriff selbst erwihnen'. Mit Hilfe der
Interviewfragen sollen die Lehrkrifte also dazu angeregt werden, mit Blick auf
das Argumentieren aus ihrem (Analysis-)Unterricht zu erzéhlen, dabei ihre sub-
jektiven Einschdtzungen zu duflern und insbesondere auch Probleme, denen sie

1 Es stellte sich im Nachhinein als sinnvoll heraus, dass das Beweisen als spezifische Form
des Argumentierens nur dann am Rande thematisiert wurde, wenn die Lehrkrifte es selbst
ansprachen, da sich iiberwiegend negative Konnotationen rund um diesen Begriff zeigten
(siche Abschnitt 5.2).
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begegnen, oder Schwierigkeiten, die sie beobachten, mitzuteilen. Aus diesen
Uberlegungen ergeben sich folgende Forschungsfragen fiir die Interviewstudie:

1. Welchen Stellenwert nimmt die Forderung des mathematischen Argumentie-
rens derzeit im Analysisunterricht ein?

2. Welche Griinde fiir die Forderung des mathematischen Argumentierens im
Analysisunterricht konnen aus AuBerungen von Lehrkriften abgeleitet wer-
den?

3. Welche Herausforderungen sehen Lehrkrifte in Zusammenhang mit der
Forderung des mathematischen Argumentierens im Analysisunterricht?

4.2 Leitfadengestiitzte, explorative (Experten)interviews

Fiir die Durchfiihrung der Interviewstudie wird die Form eines offenen Leitfaden-
interviews gewihlt. Diese Form eignet sich besonders fiir ,,Fragestellungen, die
sich auf bestimmte berufliche und alltigliche Praktiken beziehen, deren Darstel-
lung primir tiber den Modus der Beschreibung und Argumentation zu erfassen ist
und bei denen es darauf ankommt, dass bestimmte Bereiche in jedem Fall detail-
liert behandelt werden* (Przyborski/Wohlrab-Sahr 2014, S. 126 f.). Dies trifft fiir
das vorliegende Forschungsinteresse zu, da die beruflichen Praktiken und Erfah-
rungen der Lehrkrifte hinsichtlich der Forderung des Argumentierens erfasst,
gleichzeitig aber auch ihre konkreten Ansichten zum Argumentieren untersucht
werden sollen.

Lehrkréfte verfiigen durch ihre berufliche Titigkeit iiber ein spezifisches
Wissen, das sie implizit tdglich im Klassenzimmer sammeln und das fiir die
didaktische Forschung interessante Erkenntnisse bringen kann, wenn es expliziert
wird (vgl. Elbaz 1983, siche Abschnitt 4.1). Somit beinhaltet die gewihlte Inter-
viewform Aspekte eines Experteninterviews, bei dem das spezialisierte Wissen
von Lehrkriften iiber alltdgliche Abldufe in ihrem konkreten Unterricht, aber auch
iiber Kompetenzen und Schwierigkeiten von Schiilern, die sie direkt beobachten,
erfasst wird (vgl. Przyborski/Wohlrab-Sahr 2014, S. 119 ff.). Da Experteninter-
views meist mit Hilfe eines Leitfadens realisiert werden (Kruse 2015, S. 166;
Przyborski/Wohlrab-Sahr 2014, S. 120), ergibt sich hier eine gute Passung beider
Interviewtypen. Fiir das vorliegende Forschungsinteresse bieten sich explorative
Experteninterviews an, die zur Orientierung im Feld und ,,zur Schérfung des Pro-
blembewusstseins des Forschers® (Bogner/Menz 2002, S. 37) mit dem Ziel der
Hypothesengenerierung und der Strukturierung des untersuchten Gebietes einge-
setzt werden konnen. Bogner und Menz (2002) fiihren aus, dass die Experten
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in dieser Interviewform ,,selbst als Teil des Handlungsfeldes zur Zielgruppe der
Untersuchung gehoren* (ebd., S. 37) konnen, was genau die angestrebte Rolle
der Lehrkrifte in der vorliegenden Studie beschreibt. Sie sind Experten, deren
Wissen und Kompetenzen das Forschungsvorhaben bereichern, aber gleichzeitig
auch Personen, deren Einstellung und Handlungsweisen als untersuchte Objekte
beschrieben werden sollen. Die Form des explorativen Experteninterviews ist
stark monologisch orientiert und explikativ ausgerichtet. Der Interviewer nimmt
die Rolle des ,,wissbegierigen Unwissenden‘ ein. Die Schwerpunktsetzung liegt
somit vor allem bei den Befragten. Es gibt weniger dialogische Anteile als bei
anderen Formen von Experteninterviews (Kruse 2015, S. 167). Die Gesprichs-
asymmetrie, die sich daraus ergibt, wird als fiir Lehrkriifte nicht problematisch
eingeschitzt, da diese aus ihrem beruflichen Umfeld asymmetrische Gespréchs-
situationen gewohnt sein diirften (vgl. Kruse 2015, S. 207). Die Einhaltung eines
notwendigen Grades an Selbstzuriicknahme auf Seiten der Interviewerin wird
dadurch positiv beeinflusst, dass diese durch die geringe eigene praktische Erfah-
rung im Unterrichten mit einem hohen Grad an Objektivitit an die Durchfiihrung
der Interviews und auch an deren spitere Auswertung herangehen kann (vgl.
Kruse 2015, S. 208).

Die gewihlte Interviewform enthilt auch Elemente eines episodischen Inter-
views, da die Befragten immer wieder zu Beschreibungen konkreter Situationen
aus ihrer Unterrichtspraxis aufgefordert werden. Dies geschieht beispielsweise
durch Fragen, die mit ,,Konnen Sie sich an eine konkrete Situation erinnern, in der
Sie...* eingeleitet werden (vgl. Helfferich 2011, S. 36). Ziel solcher Fragen ist es,
das Gesprich eng am Unterricht des jeweiligen Befragten auszurichten und vor
allem in den ersten Interviewteilen nicht in eine theoretische oder hypothetische
Gesprichsfiihrung tiberzugehen, damit Routinen aus dem Unterrichtsalltag rekon-
struiert, expliziert und beschrieben werden konnen (vgl. Steinke 2007, S. 182;
Flick 2004, S. 190 f.). Da den Lehrkréften in den Interviews auch eine Schulbuch-
doppelseite und Beispiele von Schiilerargumentationen als konkrete Materialien
vorgelegt werden (siehe Abschnitt 4.3), auf die sie dann spontan mit Hilfe einer
einleitenden Fragestellung reagieren sollen, weist die gewihlte Interviewform
auch Elemente eines fokussierten Interviews auf (Helfferich 2011, S. 36).

Die Lehrkrifte werden in der Einfiihrung des Interviews direkt als Exper-
ten adressiert, an deren speziellen Kompetenzen besonderes Interesse und Bedarf
besteht. Dadurch sollen sie sich in dieser Rolle bestirkt fithlen. Im Gegensatz
dazu stellt sich die Autorin in ihrer Rolle gegeniiber den Lehrkréften als rela-
tiv unerfahren in der Unterrichtspraxis dar. Dadurch soll eine Vertrauensbasis
geschaffen werden, sodass davon ausgegangen werden kann, dass die Lehrkrifte
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sich frei duBern und unvoreingenommen ihre Erfahrungen teilen (vgl. Furing-
hetti/Morselli 2011, S. 591). Insbesondere sollen sie auf dieser Grundlage auch
iiber negative Aspekte wie Probleme und Schwierigkeiten sprechen, ohne sich
dem Druck sozialer Erwiinschtheit ausgesetzt zu fiihlen (vgl. Steinke 2007,
S. 182). Trotz der expliziten Zuschreibung der Rolle als Experten werden die
Aussagen der Lehrkrifte in der Analyse und Interpretation nicht nur als unan-
fechtbare Expertenmeinung, sondern als Untersuchungsgegenstand behandelt und
auch kritisch diskutiert.

Der Leitfaden fiir die Interviews? wurde nach dem SPSS-Prinzip (Sammeln,
Priifen, Sortieren, Subsumieren) von Helfferich (2011, S. 182 ff.) und dem darauf
aufbauenden S?PS2-Prinzip (Sammeln, Sortieren, Priifen, Streichen, Subsumie-
ren) von Kruse (2015, S. 230 ff.) entwickelt. AuBlerdem wurden die konkreten
Anforderungen von Kruse (2015, S. 215 ff.) an die Formulierung von Stimuli
und Fragen beriicksichtigt. Tabelle 4.1 zeigt einen Uberblick iiber die ver-
schiedenen Phasen der Interviews (vgl. Kruse 2015, S. 212 f., S. 273). Durch
diese Phasen sind wesentliche Aspekte eines Experteninterviews abgedeckt (vgl.
Przyborski/Wohlrab-Sahr 2014, S. 123 f.) und das Kriterium der Spezifitit erfiillt
(ebd., S. 128). Gleichzeitig erfolgt eine Orientierung am typischen Ablaufschema
eines Leitfadeninterviews vom Allgemeinen zum Spezifischen (ebd., S. 127 f.).

Kruse (2015) sieht es als

Hauptmerkmal qualitativer Interviewfiihrung [... ], den Befragten so viel offenen Raum
wie moglich zu geben, damit diese so weitgehend wie moglich ohne fremdgesteuerte
Strukturierungsleistungen und theoretische Vorannahmen (die von auflen an sie her-
angetragen werden) ihre subjektiven Relevanzsysteme, Deutungen und Sichtweisen
verbalisieren konnen.

(Kruse 2015, S. 260 £.)

Diesem Ziel folgend ist fiir die Strukturierung der Interviews zwar der Leitfaden
grundlegend, in der konkreten Durchfiihrung hat aber die Struktur, die sich durch
die offene Kommunikation mit den Befragten ergibt, Vorrang. Auflerdem werden
in der Verwendung der Terminologie im Bereich des mathematischen Argumen-
tierens von den Begriffen Argumentieren, Begriinden und Beweisen diejenigen
aufgegriffen, die die Befragten selbst verwenden. Dabei wird keine Unterschei-
dung der Begriffe durch die Interviewerin an die Befragten herangetragen.

2 Siehe Anhang C im elektronischen Zusatzmaterial.
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4.3 Durchfiihrung und Transkription der Interviews

Teilnehmer der Interviewstudie sollten Lehrkrifte sein, die in der Sekundarstufe 11
Mathematik und insbesondere Analysis unterrichten. Dafiir kamen bayerische
Lehrkrifte in Frage, die am Gymnasium, an der Beruflichen Oberschule (Fach-
oberschule oder Berufsoberschule) oder am Bayernkolleg unterrichten. Die Stu-
dienteilnehmer wurden mit Hilfe eines Fragebogens* ausgewihlt. So konnte dafiir
gesorgt werden, dass sich die Befragten moglichst stark voneinander unterschie-
den. Dafiir wurden Aspekte wie Geschlecht, Alter, Berufserfahrung, spezielle
Funktion an der Schule, Zweitfach und Aussagen zu mathematischen Weltbil-
dern (vgl. Grigutsch et al. 1998; Eichler/Erens 2014) herangezogen. Dadurch
wurde das Kriterium der maximalen strukturellen Variation erfiillt, das die Basis
fiir das kontrastierende Samplingverfahren bildet (Kleining 1982, S. 234 ff.; Kruse
2015, S. 242). Durch die Auswahl mit Hilfe der Fragebogen aus den Lehrkriften,
die sich auf die Anfragen nach dem Schneeballsystem (vgl. Kruse 2015, S. 251)
meldeten, ergab sich das Sample’, das die Heterogenitit des Untersuchungsfeldes
bestmoglich zu beriicksichtigen und reprisentieren versucht. Fiir dieses Verfahren,
das in der qualitativen Forschung das Pendant zur Auswahl einer reprisentativen
Stichprobe in der quantitativen Forschung darstellt (vgl. Kruse 2015, S. 241),
werden mindestens zehn bis zwolf Fille gefordert, um generelle Aussagen tref-
fen zu konnen (Ilg/Boothe 2010, Abs. [85], Oevermann 2002, S. 17; Mayring
2007, Abs. [20]). Trotzdem ist eine Einschrinkung dahingehend nicht zu vermei-
den, dass eventuell nur Lehrkrifte sich fiir eine Teilnahme melden, die selbst von
ihrem Unterricht qualitativ iiberzeugt sind oder zumindest der Meinung sind, mit
ihren Ansichten und Erfahrungen aus dem Analysisunterricht ,,weiterhelfen* zu
konnen. So konnen Liicken im Sample hinsichtlich eines kompletten Abbildes
der Heterogenitidt der Lehrerschaft nicht komplett vermieden werden. Es nah-
men neun ménnliche und fiinf weibliche Lehrkrifte an der Interviewstudie teil.
Das unausgewogene Geschlechterverhiltnis ergab sich aufgrund der Konstellation
der freiwilligen Meldungen. Die Lehrkrifte stammten von sieben verschiedenen
Schulen. Dabei war auch eine Lehrkraft eines offentlich anerkannten, privaten
Gymnasiums und eine Lehrkraft, die in einer iPad-Klasse unterrichtet, vertreten.
13 Lehrkrifte unterrichteten in Bayern, eine Lehrkraft unterrichtete in Rheinland-
Pfalz. Die Lehrkrifte waren im Alter zwischen 30 und 64 Jahren und hatten
zwischen vier und 36 Jahren Berufserfahrung. Ziel bei der Auswahl der Befrag-
ten war es nicht, Vergleiche zwischen Teilgruppen zu erméglichen, sondern ein

4 Siehe Anhang A im elektronischen Zusatzmaterial.
5 Siehe Anhang B im elektronischen Zusatzmaterial.
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moglichst breites Spektrum an Erfahrungen mit in die Studie einflieen zu las-
sen. Dies rechtfertigt insbesondere, dass das Feld bayerischer Lehrkrifte um eine
Lehrkraft aus Rheinland-Pfalz erweitert wurde.

Die Befragten wurden vor Beginn des Interviews nur dariiber informiert,
dass das Thema Analysisunterricht sein wiirde, der spezifischere Bereich des
Argumentierens im Analysisunterricht wurde nicht genannt, sodass im ersten
Abschnitt der Interviews ganz allgemein iiber den Analysisunterricht gesprochen
werden konnte, ohne dass die Lehrkrifte bereits auf das Argumentieren fokussiert
waren. Es wurde allgemein nach einer Beschreibung des eigenen Analysisun-
terrichts gefragt, nach der Bedeutung der Analysis, besonderen Schwerpunkten
im Analysisunterricht (nicht weiter spezifiziert welcher Natur), Unterrichtsvor-
bereitung und Zielen des eigenen Analysisunterrichts. Auflerdem wurde eine
Doppelseite aus dem baden-wiirttembergischen Schulbuch Neue Wege 6 (Lergen-
miiller/Schmidt 2009a, S. 186 f.)6 vorgelegt, von der angenommen wurde, dass
sie allen Befragten unbekannt war. Sie enthilt unterschiedliche Aufgaben aus
dem Themenkomplex der Ableitung. Die Lehrkrifte wurden aufgefordert, dar-
tiber zu sprechen, welche Aufgaben dieser Doppelseite sie in ihrem Unterricht
einsetzen wiirden und warum. Teilweise enthielten die vorgelegten Aufga-
ben explizite Begriindungsaufforderungen, sodass dariiber eine Uberleitung zum
nichsten Block zum Argumentieren im Analysisunterricht moglich war, der mit
dem offenen Stimulus eingeleitet wurde, zu erzihlen, an welchen Stellen ihres
Analysisunterrichts das Argumentieren oder Begriinden eine Rolle spielt. Exma-
nente Nachfragen bezogen sich dann auf die Bedeutung des Argumentierens,
die Umsetzung des Argumentierens und Argumentationsprozesse auf Seiten der
Schiiler. Dabei wurden auch Beispielargumentationen von vier fiktiven Schii-
lern als prompts vorgelegt, die die Aussage begriindeten, dass eine ganzrationale
Funktion zweiten Grades genau einen Extrempunkt besitzt. Diese Beispielar-
gumentationen wurden an die ,,prototypischen Schiilerantworten* angelehnt, die
Grundey (2015, S. 70 ff.; siehe Abschnitt 3.3) in der Beweisrezeptionsphase ihrer
Studie einsetzte, und geringfiigig abgewandelt.” Dabei handelt es sich um die
von Grundey als narrativ-deduktive, formal-deduktive und empirisch-rechnerische
Begriindung sowie Autoritidtsbeweis genannten Argumentationen. Die Befragten
wurden dazu aufgefordert, diese zu beurteilen. Im Falle thematisierter negativer
Aspekte beziiglich des Argumentierens, stellte dies eine mogliche Uberleitung
zum néchsten Block dar, ansonsten wurde exmanent nachgefragt, wie leicht oder
schwer der jeweilige Befragte es finde, Argumentationen/Begriindungen in den

6 Siehe Anhang D im elektronischen Zusatzmaterial.
7 Siehe Anhang E im elektronischen Zusatzmaterial.
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Analysisunterricht einzubinden. Konkreter wurde in diesem Block dann noch
gefragt, wodurch das Argumentieren erschwert werde und wie geeignet Begriin-
dungsaufgaben fiir Leistungserhebungen seien. Der letzte Block wurde damit
eingeleitet, dass vom konkreten Analysisunterricht der Befragten zum Nachden-
ken tiber einen idealen Analysisunterricht iibergegangen wurde und die Befragten
dazu aufgefordert wurden, das Argumentieren in einem idealen Analysisunterricht
zu beschreiben. Auflerdem wurde in diesem Block die Gewichtung des Argu-
mentierens im Analysisunterricht thematisiert, und nach Wiinschen und Ideen
fiir die Weiterentwicklung des Analysisunterrichts gefragt. Dieser hypothetische
Gesprichsteil verfolgte das Ziel, iiber Wiinsche der Befragten negative Aspekte
am Ist-Zustand explizieren zu konnen. AbschlieBend erfolgte eine Theoretisie-
rung, indem die Befragten dazu aufgefordert wurden, iiber den Unterschied
zwischen den Begriffen Argumentieren und Begriinden nachzudenken, die vor-
her synonym verwendet worden waren. Falls im vorausgehenden Gesprich auch
das Beweisen Gegenstand war, wurde auch dieser Begriff in die theoretischen
Uberlegungen miteinbezogen. Zum Abschluss des Interviews wurden die Lehr-
krifte gefragt, ob sie noch etwas erzédhlen mochten, was ihnen wichtig ist, was
aber bisher nicht zur Sprache gekommen war, wie das Interview fiir sie war und
wie es zur Teilnahme gekommen war (vgl. Kruse 2015, S. 273). Der Leitfaden
wurde in einem Probeinterview mit einem Kollegen, der auch als Lehrkraft an
einem Gymnasium titig ist, getestet und anschlieBend final festgelegt.®

Neun der Interviews fanden direkt an der Schule statt, an der der jeweilige
Befragte titig war, um eine Néihe zum alltdglichen Arbeitsumfeld als Basis fiir
eine natiirliche Gespréchssituation passend zum Thema zu gewihrleisten. Da dies
nicht von allen Lehrkriften so gewiinscht oder nicht moglich war, fanden drei
Interviews in einem Biiro der Universitiit, ein Interview in einem Café und eines
per Telefon statt. Alle Interviews wurden mit Hilfe eines Aufnahmegerites vom
Typ Olympus Digital Voice Recorder DM-670 oder vom Typ Olympus Linear PCM
Recorder aufgezeichnet.

Zum Abschluss der Interviews unterschrieben die Teilnehmer eine Einwilli-
gungserkldrung fiir die anonymisierte Verschriftung und Auswertung des gefiihr-
ten Interviews sowie die Veroffentlichung von Ausschnitten im Zusammenhang
mit der Studie. Die Befragten erhielten umgekehrt eine Vertrauensschutzerkli-
rung mit Details zum Datenschutz und zum Verfahren der Anonymisierung (vgl.
Helfferich 2011, S. 190; Kruse 2015, S. 274, S. 276 f.). Direkt im Anschluss an
die Durchfiihrung jedes Interviews wurde von der Interviewerin ein Interview-
protokollbogen® ausgefiillt, sodass besondere Vorkommnisse oder Auffilligkeiten

8 Siehe Anhang C im elektronischen Zusatzmaterial.
9 Siehe Anhang F im elektronischen Zusatzmaterial.
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direkt festgehalten wurden und so fiir die spétere Analyse zur Verfiigung standen
(vgl. Helfferich 2011, S. 193; Kruse 2015, S. 277 ff.). AuBlerdem wurde wih-
rend des Studienzeitraums als interviewbegleitende Dokumentation eine Tabelle
gefiihrt, die einen Uberblick iiber den Stand der jeweiligen Vorabkommunikation
und der Durchfithrung der Interviews ermoglichte (vgl. Helfferich 2011, S. 193).

Die Interviews wurden von der Autorin gemeinsam mit einer studentischen
Hilfskraft komplett transkribiert. Dabei wurden von der Autorin grundsitzliche
Transkriptionsregeln vorgegeben, die auf Basis von Methodenliteratur zusam-
mengestellt wurden (vgl. Kuckartz 2010, S. 38 ff.; Kuckartz et al. 2007, S. 27 {f.;
Kallmeyer/Schiitze 1976, S. 6 f.; Przyborski/Wohlrab-Sahr 2014, S. 167 ff.; Kruse
2015, S. 350 ff.; Dresing/Pehl 2015, S. 17 ff.; Bortz/Déring 2015, S. 313).
Im Laufe des Transkriptionsprozesses wurden diese beim Aufkommen zwei-
felhafter Fille in gemeinsamer Absprache spezifiziert.!? Alle Transkriptionen
wurden durch beide Transkribierende mehrmals gegengelesen. Fiir die Transkrip-
tion wurde die Software f4transkript und eine Fullsteuerungseinheit zur Steuerung
der Tonspur verwendet. Im Anschluss an die Transkription wurden Anonymisie-
rungen vorgenommen, indem konkrete Nennungen beispielsweise von Namen,
die Riickschluss auf die Befragten oder andere Personen zugelassen hitten, durch
unspezifische Beschreibungen wie Name einer Lehrerin oder Name der Schule
ersetzt wurden (vgl. Kruse 2015, S. 358; Helfferich 2011, S. 191).

4.4 Die Qualitative Inhaltsanalyse als
Auswertungsmethode

Die transkribierten Interviews wurden anschliefend mit Hilfe einer qualitativen
Inhaltsanalyse ausgewertet, die durch ihre Offenheit dem explorativen Charak-
ter der vorliegenden Studie gerecht wird, und ,,gleichzeitig Standards methodisch
kontrollierten Vorgehens geniigen kann® (Mayring 2015, S. 130). Die qualitative
Inhaltsanalyse zeichnet sich durch ein systematisches, regelgeleitetes Vorgehen
aus, mit dem auch groBe Materialmengen bearbeitet werden konnen. Trotz-
dem hat die Anpassung an den konkreten Untersuchungsgegenstand Vorrang vor
der Systematik, wihrend gleichzeitig ,,sinnvolle, aussagekriftige und methodisch
abgesicherte qualitativ orientierte Forschung* (Mayring 2015, S. 130 f.) moglich
ist.

10 Siche Anhang G im elektronischen Zusatzmaterial fiir die endgiiltige Liste der Transkrip-
tionsregeln.
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Es schwierig, die qualitative Inhaltsanalyse als eine feststehende Methode zu
beschreiben, da es viele verschiedene Varianten gibt (vgl. Schreier 2014). May-
ring (2015) betont auBerdem, dass seine ,,vorgeschlagenen Verfahren auch immer
auf die konkrete Studie hin modifiziert werden miissen® (ebd., S. 52). Gemeinsam
haben alle Varianten der qualitativen Inhaltsanalyse, dass sie zur systematischen
Auswertung umfangreicher qualitativer Daten und dadurch zur Uberpriifung oder
zum Finden von Hypothesen angewandt werden. Im Zentrum der Auswertung
steht ein System aus Kategorien, die im Sinne von Variablenausprigungen fun-
gieren. Die Kategorien kénnen deduktiv durch Riickgriff auf Theorien oder die
Fragestellung unabhingig vom Material gebildet oder induktiv aus dem Mate-
rial abgeleitet werden. Das Zuordnen von Segmenten des Datenmaterials zu den
Kategorien wird als Codieren bezeichnet. Dies geschieht auf Grundlage konkreter
Definitionen der Kategorien, die zusammen mit sogenannten Ankerbeispielen in
einem Codiermanual'! festgehalten sind. Dies dient gleichzeitig zusammen mit
dem Ablaufmodell als Grundlage fiir die Codierung durch mehrere Codierer und
zur Qualitdtssicherung der Auswertung. (Bortz/Doring 2015, S. 329 ff.; Kuckartz
2016, S. 26, S. 51 ff.; Mayring 2015, S. 22 ff., S. 50 ff.; siehe auch Abschnitt 4.5).

Ein wesentliches Ziel der Anwendung der qualitativen Inhaltsanalyse in der
vorliegenden Studie war eine inhaltliche Klassifikation von Aussagen von Lehr-
kriften. Dabei wurden auch implizite AuBerungen mit Hilfe von Deutungen und
Interpretationen expliziert, wodurch diese auch in die inhaltliche Klassifikation
einflossen. Insgesamt wurden dadurch explorativ Erkenntnisse tiber die aktuelle
Situation des Argumentierens im Analysisunterricht gewonnen.

Das Verfahren der qualitativen Inhaltsanalyse wird bei verschiedenen Autoren
unterschiedlich beschrieben, woraus sich verschiedene Varianten der qualitati-
ven Inhaltsanalyse ergeben!?. Im Folgenden werden die Verfahren nach May-
ring (2015) und Kuckartz (2016) mit Fokus auf die jeweils unterschiedenen
Grundtechniken und Analyseformen (Mayring) beziehungsweise Basismethoden
(Kuckartz) beschrieben. Fiir die qualitative Inhaltsanalyse zur Auswertung der
vorliegenden Interviews wurde eine Synthese aus den Analyseformen Induktive
Kategorienbildung und Inhaltliche sowie Skalierende Strukturierung von Mayring
und der Basismethode Inhaltlich strukturierende qualitative Inhaltsanalyse von
Kuckartz gebildet (sieche Abschnitt 4.4.3).

11 Siehe Anhang H und K im elektronischen Zusatzmaterial.

12 Schreier (2014) gibt einen Uberblick iiber verschiedene Varianten der qualitativen Inhalts-
analyse bei unterschiedlichen Autoren, setzt sie zueinander in Beziehung und ordnet diese
zwei sogenannten Basisformen zu, der strukturierenden Inhaltsanalyse, die auf Mayring
zuriickgeht und von manchen Autoren als ,,die” qualitative Inhaltsanalyse angesehen wird,
und der qualitativen Inhaltsanalyse durch Extraktion nach Gléser und Laudel (Abs. [48]).
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4.4.1 Die Qualitative Inhaltsanalyse nach Mayring

Die qualitative Inhaltsanalyse nach Mayring ist zwar auf qualitative Analy-
seschritte fokussiert, enthélt aber auch einige quantitative Elemente und ori-
entiert sich am Ablauf und der Systematik der quantitativen Inhaltsanalyse
(Lamnek/Krell 2016, S. 496). Mayring sieht fiir seine Variante der qualitativen
Inhaltsanalyse ein allgemeines Ablaufmodell vor (siehe Abb. 4.1), das an das
konkret vorliegende Material und die Fragestellung der Studie angepasst wer-
den muss. Laut diesem Modell beginnt die Inhaltsanalyse mit der Bestimmung
des Ausgangsmaterials. Dabei wird festgelegt, welches Material der Analyse
zugrunde gelegt wird, wie dieses Material von wem unter welchen Bedingungen
produziert wurde und in welcher Form dieses vorliegt. Es folgt die Konkretisie-
rung der Fragestellung. Im néchsten Schritt wird eine konkrete Analyseform,
die einer Analysetechnik zugeordnet und in Analyseschritte untergliedert ist,
ausgewihlt und passend dazu das konkrete Ablaufmodell festgelegt. AuBlerdem
werden Codiereinheit (kleinster Materialbestandteil, der unter eine Kategorie fal-
len kann), Kontexteinheit (grofter Textbestandteil, der unter eine Kategorie fallen
kann) und Auswertungseinheit (Textteile, die nacheinander ausgewertet werden)
bestimmt. Dann folgt die eigentliche Analyse anhand des festgelegten Ablauf-
modells und mit Hilfe des Kategoriensystems, wobei dieses an Theorie und
Material riickiiberpriift und gegebenenfalls verindert wird. Bei einer Anderung
des Kategoriensystems ist ein erneuter Materialdurchlauf vorgesehen. Auch ist
in dieser Phase ein Zuriickgehen zur theoretischen Differenzierung der Fragestel-
lung moglich. Sind alle Analyseschritte der Analyseform erfolgreich durchlaufen,
werden die Ergebnisse zusammengestellt und interpretiert. AbschlieBend wird
die Aussagekraft der Analyse durch Anwendung inhaltsanalytischer Giitekriterien
eingeschitzt (Mayring 2015, S. 54 ff.).

Bei Mayring (2015) stehen drei Analysetechniken, Zusammenfassung, Explika-
tion und Strukturierung, zur Auswahl, die sich aus Grundformen des Interpretie-
rens ergeben und in acht Analyseformen ausdifferenziert sind (siehe Tabelle 4.2).
Abgestimmt auf das Material und die Forschungsfrage wird die passende Technik
und die passende Analyseform ausgewihlt. Bei der Zusammenfassung wird das
Material reduziert und abstrahiert, um eine iiberschaubare Datenmenge zu erhal-
ten, die in den wesentlichen Inhalten mit dem Gesamtmaterial {ibereinstimmit.
Fiir die Explikation wird zusitzliches Material herangezogen, um fragliche Text-
stellen genauer erldutern und deuten zu konnen. Ziel der Strukturierung ist es,
,bestimmte Aspekte aus dem Material herauszufiltern, unter vorher festgelegten
Ordnungskriterien einen Querschnitt durch das Material zu legen oder das Mate-
rial aufgrund bestimmter Kriterien einzuschitzen® (Mayring 2015, S. 67). Dies
geschieht immer durch eine deduktive Kategorienanwendung.
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Abbildung 4.1
Allgemeines Ablaufmodell | Bestimmung des Ausgangsmaterials |
der qualitativen

Inhaltsanalyse nach
Mayring (2015) | Konkretisierung der Fragestellung |

-

-

Auswahl einer Analysetechnik und der konkreten
Analyseform (vgl. Tab. 4.2)

-

Festlegung des konkreten Ablaufmodells
(vgl. Abb. 4.2)

-

Bestimmung von Codiereinheit, Kontexteinheit und
Auswertungseinheit

-

Analyse anhand des festgelegten Ablaufmodells der
ausgewahlten Analyseform (vgl. Tab 4.2 & Abb. 4.2)

«

Zusammenstellung und Interpretation der
Ergebnisse

-

Einschatzung der Aussagekraft der Analyse mittels
inhaltsanalytischer Giitekriterien

Tabelle 4.2 Ubersicht iiber Analysetechniken und Analyseformen bei Mayring (2015)

Analysetechnik Zusammenfassung Explikation Strukturierung
Analyseformen Zusammenfassende Enge Kontextanalyse Formale
Inhaltsanal Strukturi
fhatisanatyse Weite Kontextanalyse rukiurierung
Induktive Inhaltliche
Kategorienbildung Strukturierung
Typisierende
Strukturierung
Skalierende
Strukturierung
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Da fiir das Vorgehen in der Analyse innerhalb der vorliegenden Studie
die Analyseformen Induktive Kategorienbildung, Inhaltliche Strukturierung und
Skalierende Strukturierung herangezogen und daraus zusammen mit einer der
Basismethoden nach Kuckartz (sieche Abschnitt 4.4.2) eine Synthese gebildet
wurde, werden nur diese drei Analyseformen im Folgenden niher beschrieben
(siche Abb. 4.2).

Festlegung von Selektionskriterium und Bestimmung und Differenzierung von
Abstraktionsniveau Strukturierungsdimensionen

«
&

| Auswahl von Materialteilen | Erstellen des Kategoriensystems mit Definitionen,
Ankerbeispielen und Codierregeln

-

-

| Kategorienbildung und -formulierung |

| Erster Materialdurchlauf |

-

-

| Revision des Kategoriensystems |

| Uberarbeitung des Kategoriensystems |

-

-

| Endgiiltiger Materialdurchgang |

Hauptmaterialdurchlauf

-

Inhaltliche Strukturierung: Bearbeitung durch

| Weitere Analysen und Interpretation | Extraktion durch Paraphrasierung

Skalierende Strukturierung: Bearbeitung durch
Vollziehen der Einschitzung

¥

Inhaltliche Strukturierung: Zusammenfassung
innerhalb der Kategorien

Skalierende Strukturierung: z. B. Analyse von
Haufigkeitsverteilungen, Untersuchung von
Kontingenzen oder Konfigurationen

Abbildung 4.2 Ablaufmodell der Analyseformen Induktive Kategorienbildung (links) und
Inhaltliche bzw. Skalierende Strukturierung (rechts) bei Mayring (2015)

Bei der sogenannten Induktiven Kategorienbildung nach Mayring werden die
Kategorien des Kategoriensystems durch einen Verallgemeinerungsprozess aus
dem Material abgeleitet, wihrend bei der Inhaltlichen und bei der Skalieren-
den Strukturierung die Kategorien deduktiv durch theoretische Uberlegungen
definiert werden. Der Begriff Induktive Kategorienbildung wird hier fiir eine
eigene Analyseform mit ausgearbeiteten Analyseschritten verwendet, wodurch
Verwechslungsgefahr mit der allgemeinen Unterscheidung bei der Bildung von
Kategorien in induktiv und deduktiv besteht. Bei der Analyseform Induktive
Kategorienbildung bei Mayring, die vorrangig Kategorien induktiv bildet, wird
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mit Hilfe von Theorie und der Fragestellung der Analyse ein Selektionskrite-
rium und ein Abstraktionsniveau fiir die Kategorien festgelegt. Mit Hilfe des
Selektionskriteriums werden die Materialteile ausgewéhlt, die in die induktive
Kategoriendefinition eingehen. Alle ausgewéhlten Textstellen bilden die Basis fiir
die Kategorienformulierung unter Beriicksichtigung des Abstraktionsniveaus. Bei
jeder Textstelle wird entschieden, ob sie unter eine bereits definierte Kategorie
fillt oder Basis fiir eine neue Kategorie bildet. In einer Revision wird zwi-
schendurch das Kategoriensystem iiberpriift. Ergeben sich dadurch Anderungen
am Kategoriensystem, wird der Materialdurchlauf erneut begonnen. Als Ergeb-
nis der Analyse ergibt sich ein Kategoriensystem, dem bereits alle relevanten
Textsegmente zugeordnet sind. Fiir die weitere Analyse schlidgt Mayring verschie-
dene Moglichkeiten vor: Das Kategoriensystem kann im Sinne der Fragestellung
interpretiert werden, es konnen induktiv oder deduktiv Hauptkategorien gebildet
werden oder es kdnnen quantitative Analysen folgen (Mayring 2015, S. 85 ff.).
Bei der Strukturierung entsteht das Kategoriensystem vorab durch die Bestim-
mung von Strukturierungsdimensionen und deren weiterer Differenzierung in
Auspriagungen. Bei der Inhaltlichen Strukturierung sind die Strukturierungsdi-
mensionen deduktiv gebildete inhaltliche Hauptkategorien, die durch Unterka-
tegorien ausdifferenziert werden konnen. Bei der Skalierenden Strukturierung
handelt es sich um Variablen, die mindestens Auspriagungen in ordinalskalier-
ter Form aufweisen. Die Kategorien werden genau definiert und durch konkrete
Ankerbeispiele exemplarisch verdeutlicht. Bei Abgrenzungsproblemen zwischen
Kategorien werden weitere Codierregeln formuliert. Das Kategoriensystem wird
dann in einem ersten Materialdurchlauf erprobt und gegebenenfalls iiberarbei-
tet, bevor der Hauptmaterialdurchlauf vorgenommen wird. Beide Durchginge
erfolgen in zwei Phasen, einer Markierung der Fundstellen und einer Bearbei-
tung der Fundstellen. Bei der Inhaltlichen Strukturierung erfolgt die Bearbeitung
durch eine Extraktion durch Paraphrasierung. Das dabei entstehende Material
wird anschliefend erst innerhalb der Unter-, dann innerhalb der Hauptkategorien
zusammengefasst. Bei der Skalierenden Strukturierung erfolgt die Bearbeitung
der Fundstellen durch das Vollziehen der Einschitzungen. AnschlieBfend kon-
nen beispielsweise Hiufigkeitsverteilungen der Einschitzungen analysiert oder
Kontingenzen oder Konfigurationen von Einschitzungen untersucht werden.

4.4.2 Die Qualitative Inhaltsanalyse nach Kuckartz

Kuckartz stellt seine Variante der qualitativen Inhaltsanalyse in Abgrenzung zur
klassischen, d. h. quantitativen Inhaltsanalyse dar. So plddiert er fiir ein offenes
Vorgehen ohne vorab formulierte Hypothesen. Der klassische Weg von der For-
schungsfrage iiber die Analyse hin zum Ergebnisbericht wird beibehalten, jedoch
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mit einer Loslésung der Fixierung auf strikte Ablaufschritte zugunsten von Pha-
sen, die parallel ablaufen kénnen und durch Riickkopplungsschleifen miteinander
verbunden sind. Bei der interpretativen Codierung behélt das urspriingliche Mate-
rial bis zum Abschluss seinen Wert, die Kategorien werden mit dem Ziel einer
Strukturierung und Systematisierung der Daten angewendet, nicht mit dem Ziel,
quantitative Aussagen treffen zu konnen. Eine qualitative Inhaltsanalyse kann
bei Kuckartz sogar vollig ohne Quantifizierungen auskommen (Kuckartz 2016,
S. 46 f.).

Fiir Kuckartz ist die Unterscheidung zwischen Féllen und Kategorien als Struk-
turierungsdimensionen grundlegend. Damit grenzt er sich von Mayring ab, bei
dem ,,die fallorientierte im Vergleich zur kategorienorientierten Perspektive so
gut wie keine Rolle” (Kuckartz 2016, S. 49) spiele. Fille sind in der Regel
die Forschungsteilnehmer, bei einer Interviewstudie also die Befragten. Bei den
Kategorien handelt es sich hdufig um Themen, sodass Kuckartz die aus den bei-
den Dimensionen gebildete Matrix auch als Themenmatrix bezeichnet (Kuckartz
2016, S. 49 f.).

Kuckartz unterscheidet drei Basismethoden der qualitativen Inhaltsanalyse,
die Inhaltlich strukturierende qualitative Inhaltsanalyse, die Evaluative qualita-
tive Inhaltsanalyse und die Typenbildende qualitative Inhaltsanalyse. Aufgrund
der Forschungsfragen wird die jeweils passende Basismethode ausgewihlt. Auf-
grund des explorativen und beschreibenden Charakters der vorliegenden Studie
bietet sich die Inhaltlich strukturierende qualitative Inhaltsanalyse an (Kuckartz
2016, S. 51).

Die Inhaltlich strukturierende qualitative Inhaltsanalyse nach Kuckartz wird
insbesondere zur Auswertung leitfadenorientierter, problemzentrierter und fokus-
sierter Interviews vorgeschlagen. Innerhalb dieser Basismethode ist von rein
induktiver bis zu rein deduktiver Kategorienbildung ein ganzes Spektrum denk-
bar, wobei die beiden Extreme eher selten in Reinform auftreten. Haufiger ist
ein mehrstufiges Verfahren, das erst mit relativ wenigen deduktiv gebildeten
Hauptkategorien arbeitet, die induktiv am Material weiter ausdifferenziert wer-
den, wodurch das endgiiltige Kategoriensystem entsteht. Der Analyseprozess lduft
bei der inhaltlich strukturierenden qualitativen Inhaltsanalyse in sieben Phasen ab
(siche Abb. 4.3). Die erste Phase besteht aus der initiierenden Textarbeit, bei der
die zu analysierenden Texte gelesen und wéhrenddessen bei Auffilligkeiten Noti-
zen und Markierungen angefertigt werden. Als Abschluss dieser Phase konnen
erste kurze Fallzusammenfassungen geschrieben werden. In der zweiten Phase
werden beispielsweise unter Riickgriff auf die Forschungsfrage und die in der
ersten Phase angefertigten Notizen die thematischen Hauptkategorien gebildet
und an einem Teil der Daten erprobt. Im ersten Codierprozess (Phase 3) wird das
gesamte Material mit den entwickelten Hauptkategorien codiert, indem die Texte
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sequenziell durchgearbeitet und passende Segmente den Hauptkategorien zuge-
ordnet werden. Eine Codierung eines Segments mit mehreren Hauptkategorien ist
dabei auch méglich, was zu Uberlappungen und Verschachtelungen fiihren kann.
In der vierten Phase werden alle mit der gleichen Kategorie codierten Textstel-
len zusammengestellt und anschlieBend mit Hilfe dieser Zusammenstellung in
der fiinften Phase Subkategorien induktiv am Material abgeleitet, was zu einer
Ausdifferenzierung der durch die Hauptkategorien repriasentierten Themen fiihrt.
Die dabei entstehenden Subkategorien werden geordnet und systematisiert und
dabei gegebenenfalls zusammengefasst und abstrahiert. Die Subkategorien wer-
den definiert und durch Beispiele aus dem Material illustriert. Phase 6 besteht
aus dem zweiten Codierprozess, in dem das komplette Material mit den ausdiffe-
renzierten Kategorien codiert wird. Vor der letzten Phase empfiehlt Kuckartz als
Zwischenschritt fallbezogene thematische Zusammenfassungen anhand der The-
menmatrix zu erstellen. Dabei entsteht eine transformierte Themenmatrix, die
komprimierte Formen des Materials enthilt und der weiteren Analyse sowie der

Abbildung 4.3 Ablauf
einer Inhaltlich | Initiierende Textarbeit |

strukturierenden
qualitativen Inhaltsanalyse |

-

nach Kuckartz (2016,
S. 100)

Entwicklung thematischer Hauptkategorien |

-

| Erster Codierprozess |

-

| Zusammenstellung codierter Textstellen |

-

| Induktive Ableitung von Subkategorien |

-

| Zweiter Codierprozess |

«

Zwischenphase: Erstellung fallbezogener
thematischer Zusammenfassungen

-

Analysen und Visualisierungen
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Ergebnisprisentation dient. Die siebte und letzte Phase besteht schlieflich aus
den Analysen der Codierungen und der Visualisierung. Anschliefend wird der
Auswertungsprozess dokumentiert und eine Beantwortung der Forschungsfrage
angestrebt (Kuckartz 2016, S. 97 ff.).

4.4.3 Die Auswertung der Lehrerinterviews - eine Synthese
aus Mayring (2015) und Kuckartz (2016)

Fiir die Analyse der Lehrerinterviews kamen die Analyseformen Induktive Kate-
gorienbildung, Inhaltliche Strukturierung und Skalierende Strukturierung von
Mayring sowie die Basismethode Inhaltlich strukturierende qualitative Inhalts-
analyse von Kuckartz in Frage, jedoch war keine dieser konkreten Auswertungs-
methoden komplett oder am besten geeignet, sodass sich eine Synthese dieser
Analysemethoden anbot. Die skalierende Strukturierung bot sich nur fiir diejeni-
gen Aspekte an, die annihrend ordinalskaliert betrachtet werden konnen. Dies traf
nur auf einen geringen Teil der Daten zu, beispielsweise auf die AuBerungen der
Lehrkrifte zu den vorgelegten Schulbuchaufgaben, die diese durch die Frage, wel-
che der Aufgaben sie in ihrem Unterricht einsetzen wiirden und warum, implizit
neutral, positiv oder negativ bewerteten. Die Beurteilung konnte also annihrend
auf einer dreistufigen Ordinalskala interpretiert werden. Abldufe der skalieren-
den Strukturierung waren somit sinnvoll, aber nur fiir einen Teil des Materials.
Wihrend Mayring bei der Strukturierung auf rein deduktive Kategorienbildung
setzt und bei der Analyseform Induktive Kategorienbildung auf eine zunichst
rein induktive, hat die Inhaltlich strukturierende qualitative Inhaltsanalyse bei
Kuckartz den Vorteil, dass beide Arten der Kategorienbildung kombiniert werden
konnen. Dies bot sich fiir die vorliegende Studie deshalb an, weil einerseits eine
Orientierung an den Forschungsfragen durch deduktive Hauptkategorien ange-
strebt werden sollte, um aus der groen Datenmenge die fiir die Fragestellungen
relevanten Aspekte herauszufiltern, und andererseits die explorative Ausrichtung
der Studie eine Ableitung der Subkategorien aus dem Material nahelegte. Eine
reine Konzentration auf die Inhaltlich strukturierende qualitative Inhaltsanalyse
von Kuckartz hitte aber auf den Schritt der Anwendung eines Selektionskrite-
riums verzichtet, das Mayring bei der Analyseform Induktive Kategorienbildung
einbindet, um nicht das komplette Datenmaterial in die Auswertung mit einzu-
beziehen. Dies bot sich gerade beim vorliegenden Datenmaterial an, da bewusst
ein sehr allgemeiner Einstieg in die Interviews gewihlt wurde, was gleichzeitig
dazu fiihrte, dass die Interviews Passagen enthalten, die das eigentliche Thema
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des Argumentierens nicht beriihren. Mit Hilfe eines Selektionskriteriums konn-
ten vorab nur die Bereiche der Interviews ausgewihlt werden, in denen das
Argumentieren im weitesten Sinne thematisiert wird, und auf dieses Datenma-
terial konnten dann die deduktiven Hauptkategorien im ersten Durchgang der
Codierung angewandt werden. Im Gegensatz zur Inhaltlich strukturierenden qua-
litativen Inhaltsanalyse von Kuckartz, bei der die Analyse der Codierungen
mit einer kategorienbasierten Auswertung der Hauptkategorien beginnt, erfolgt
die Auswertung bei der Inhaltlichen Strukturierung nach Mayring mit Hilfe
einer Extraktion durch Paraphrasierung (die in etwa der Erstellung fallbezoge-
ner thematischer Zusammenfassungen innerhalb der Themenmatrix als Vorstufe
fiir die Auswertung der Ergebnisse bei Kuckartz entspricht) und einer anschlie-
Benden Zusammenfassung erst innerhalb der Subkategorien und dann innerhalb
der Hauptkategorien. Diese Vorgehensweise, die bei den einzelnen Segmenten
beginnt und dann iiber die Zusammenfassungen innerhalb der Subkategorien zu
den Hauptkategorien fortschreitet, erschien aufgrund der Datenmenge und der
groBBen Anzahl an Codierungen in der vorliegenden Studie besonders geeignet.

Auf Grundlage der vorgestellten Uberlegungen und unter Einbezug der Spe-
zifika der vorliegenden Studie wurde das konkrete Vorgehen fiir die Analyse
der Lehrerinterviews festgelegt. Das resultierende Ablaufmodell beginnt bei der
eigentlichen Auswertung des Interviewmaterials. Die Bestimmung des Ausgangs-
materials, also die Durchfiihrung der Interviews und die Transkription, sowie die
Konkretisierung der Forschungsfragen, die bei Mayring der eigentlichen Analyse
als Schritte in seinem Ablaufmodell vorausgehen, wurden bereits in Abschnitt 4.3
dargestellt. Es gibt keine eigene Phase fiir die Bestimmung von Codierein-
heit, Kontexteinheit und Auswertungseinheit (vgl. Mayring 2015, S. 61 ff.), da
fiir Codiereinheit und Kontexteinheit kein einheitlicher Umfang fiir alle Phasen
des Ablaufmodells angegeben werden kann. Diese wurden implizit durch die
Codierregeln und die Kategoriendefinitionen im Codiermanual festgehalten. Als
tibergreifende Regel galt, dass die codierten Segmente so knapp wie moglich aber
so umfassend, wie fiir ein Verstindnis unabhingig vom umgebenden Text nétig,
gewidhlt wurden. Als Auswertungseinheiten wurden die jeweiligen Transkripte
der einzelnen Interviews gewéhlt.

Das in Abbildung 4.4 dargestellte Ablaufschema stellt ein Modell dar, das in
der konkreten Umsetzung durch viele Erprobungen an Materialteilen und Riick-
laufschleifen erginzt wurde, die der Ubersichtlichkeit halber nicht im Einzelnen
aufgefiihrt sind. So fiihrten Erkenntnisse bei der Bildung von Subkategorien
beispielsweise noch einmal zu einer Uberarbeitung der deduktiven Hauptkate-
gorien, angelehnt an die Analyseform Induktive Kategorienbildung bei Mayring,
bei der nach der induktiven Bildung von Kategorien eine deduktive Bildung
von Hauptkategorien vorgeschlagen wird. Uberpriifungen der Codierungen zur
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Qualitdtssicherung durch den ersten Codierer mit zeitlichem Abstand und durch

1) Initiierende Textarbeit
Analytisches Lesen der Transkripte und Protokollbogen, Anfertigen erster Notizen

2) Festlegung und Anwendung von Selektionskriterien
Bestimmen der Selektionskriterien mit Hilfe von Theorie und Fragestellung
Bestimmen der Materialteile fiir die weitere Analyse

3) Deduktives Bestimmen von Hauptkategorien
Durch theoretische Uberlegungen anhand des Interviewleitfadens und der Fragestellung
Konkretisierung mit Kategoriendefinitionen und Ankerbeispielen, Formulierung von Codierregeln

4) Materialdurchlaufe auf Grundlage der Hauptkategorien
Zuordnung von Segmenten zu Hauptkategorien, basierend auf der Auswahl durch die Selektionskriterien

4.2) Materialdurchlauf und
Codierung aller Hauptkategorien
(betrifft 2. Selektionskriterium)

4.1) Selektive Materialdurchlaufe je Hauptkategorie
(betrifft 1. Selektionskriterium)

¥

5) Bearbeitung der codierten Segmente

5.1) Zusammenstellung aller Textstellen einer Hauptkategorie 5.2) Einschatzung der
(betrifft 1. Selektionskriterium) Ausprigungen
Ggf. Extraktion durch Paraphrasierung, Zusammenfassung der Textstellen (betrifft 2. Selektionskriterium)

Einschatzung der Auspragungen
durch Codierung mit
6) Weitere Bearbeitung der codierten Segmente Subkategorien

6.2) Fallbasierte Zusammenfassung
der Segmente
Zusammenfassung der jeweiligen
Segmente eines Falls (Segmente von 1
Hauptkategorie)

6.1) Induktives Ableiten von
Subkategorien inkl. Codierung
Durch Verallgemeinerungsprozess
(Segmente von 3 Hauptkategorien)

¥

7) Uberarbeitung der Subkategorien
Systematisierung, Abstrahierung,
Subsumption, Hierarchisierung,...

Formulierung der
Kategoriendefinitionen
Auswahl von Ankerbeispielen
Ergénzung der Codierregeln

8) Analysen und Ergebnisprisentation
Zusammenfassungen pro Subkategorie, dann pro Hauptkategorie, quantitative Uberlegungen, Visualisierungen,
Analyse von Zusammenhéngen, Interpretation bzgl. Fragestellung

9) Einschitzungen der Qualitat der Studie
(siehe Abschn. 4.5)

Abbildung 4.4 Ablaufschema der qualitativen Inhaltsanalyse der Lehrerinterviews
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einen zweiten Codierer (siche Abschnitt 4.5.2) fiihrten auch zu Anpassungen und
Uberarbeitungen des kompletten Kategoriensystems.

Phase 1: Initiierende Textarbeit

In der ersten Phase wurde das Material zum ersten Mal mit analytischem
Blick gelesen. Auch die direkt nach Durchfiihrung der Interviews angefertigten
Interviewprotokollbogen wurden miteinbezogen. Dabei wurden spontan Notizen,
Memos und Markierungen angefertigt, wenn Auffilligkeiten in den Interviews
oder Ideen fiir die Analyse aufkamen (vgl. Kuckartz 2016, S. 101).

Phase 2: Festlegung und Anwendung von Selektionskriterien

In der zweiten Phase wurden mit Hilfe der Theorie und der Fragestellungen
Selektionskriterien bestimmt. Die Selektionskriterien wurden auf das gesamte
Material angewandt, um die Materialteile fiir die weitere Analyse zu bestim-
men. Es wurden zwei Selektionskriterien verwendet. Um Erkenntnisse iiber die
aktuelle Situation des Argumentierens im Analysisunterricht zu erlangen, waren
all diejenigen Teile der Interviews von Bedeutung, die sich mit dem Argumen-
tieren im weiten Sinne (siehe Abschnitt 2.1), also in irgendeiner Hinsicht mit
dem Argumentieren, Begriinden und Beweisen und all deren Ausgestaltungen und
verwandten Konzepten befassen. Dieses Selektionskriterium wurde als Argumen-
tieren (im weiten Sinne)'> bezeichnet. Die durch dieses Kriterium ausgewdihlten
Materialteile wurden in den Phasen 3, 4.1, 5.1, 6.1 bzw. 6.2, 7, 8 und 9 des Pro-
zessmodells weiterbearbeitet. Im ersten, allgemeinen Teil der Interviews wurde
den Lehrkriften eine Schulbuchdoppelseite vorgelegt. Sie sollten erkldren, wel-
che der darin enthaltenen Aufgaben sie im Unterricht einsetzen wiirden und
ihre Entscheidung begriinden. Um Aussagen zu expliziten Begriindungsaufga-
ben mit Aussagen zu anderen Aufgaben dieser Schulbuchseite vergleichen zu
konnen, wurden mit Hilfe eines zweiten Selektionskriteriums alle Abschnitte der
Interviews fiir die ndhere Analyse ausgewdhlt, die sich mit der Schulbuchdoppel-
seite beschiftigen. Dieses Selektionskriterium wurde als Aussagen zur vorgelegten
Schulbuchseite bezeichnet. Die durch dieses Kriterium ausgewihlten Materialteile
wurden in den Phasen 3, 4.2, 5.2, 8 und 9 des Prozessmodells weiterbearbeitet.
Gerade in Bezug auf Begriindungsaufgaben ergaben sich Abschnitte der Inter-
views, die von beiden Selektionskriterien erfasst wurden (vgl. Mayring 2015,
S. 86 f.).

13 Im Rahmen des Codierungsprozesses wird das Argumentieren immer ,,im weiten Sinne*
(siehe Abschnitt 2.1) verstanden. Der besseren Lesbarkeit halber wird dies in der Benen-
nung und Definition der einzelnen Kategorien (siche auch Anhang H im elektronischen
Zusatzmaterial) nicht immer zusitzlich notiert.
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Phase 3: Deduktives Bestimmen von Hauptkategorien

In der dritten Phase wurden anhand theoretischer Uberlegungen und unter Einbe-
zug des Leitfadens und der Fragestellung deduktiv Hauptkategorien bestimmt, die
mit Hilfe von Kategoriendefinitionen und Ankerbeispielen konkretisiert wurden.
Diese Hauptkategorien fungieren im Sinne von Strukturierungsdimensionen. Sie
sind im Bereich des Selektionskriteriums Argumentieren (im weiten Sinne) inhalt-
licher Natur. Mit der Hauptkategorie Begriffsverstindnis Argumentieren wurden
Aussagen codiert, aus denen ein mogliches Begriffsverstindnis daraus abgeleitet
werden kann, wie die Befragten die Begriffe aus dem Feld des Argumentierens
verwenden oder wie sie reagieren, wenn sie diese Begriffe horen. Mit Hilfe
der Hauptkategorie Aktuelle Umsetzung des Argumentierens im Unterricht wur-
den Segmente der Interviews gesammelt, in denen die Befragten in Bezug auf
das Argumentieren konkret aus ihrem Unterricht berichteten. Mit der Hauptka-
tegorie Positive Einschdtzungen zum Argumentieren wurden positive Aussagen
in Bezug auf das Argumentieren codiert, aus denen Griinde fiir die Forderung
der Kompetenz des Argumentierens abgeleitet werden konnen. In der Haupt-
kategorie Herausforderungen rund um das Argumentieren im Unterricht wurden
Segmente gesammelt, in denen die Befragten Probleme und Schwierigkeiten
explizit duBerten oder aus denen Herausforderungen abgeleitet werden kon-
nen. Bei den Strukturierungsdimensionen im Bereich des Selektionskriteriums
Aussagen zur vorgelegten Schulbuchseite handelt es sich um die einzelnen Auf-
gaben der Schulbuchdoppelseite. Die Bewertung dieser Aufgaben kann durch
eine Einteilung in positiv/neutral/negativ als nahezu ordinalskaliert betrachtet
werden und somit im Sinne der skalierenden Strukturierung nach Mayring ana-
lysiert werden. In dieser Phase wurden auch Codierregeln formuliert und in
einem Codiermanual'* festgehalten (vgl. Mayring 2015, S. 97 ff.; Kuckartz 2016,
S. 101 f.).

Phase 4: Materialdurchldufe auf Grundlage der Hauptkategorien

In der vierten Phase wurde das Material durchlaufen, das in der zweiten Phase
anhand der Selektionskriterien ausgewéhlt worden war. Dabei wurden pas-
sende Segmente den Hauptkategorien zugeordnet (vgl. Mayring 2015, S. 99 ft;
Kuckartz 2016, S. 102 ff.). Das Material, das durch das Selektionskriterium
Argumentieren (im weiten Sinne) ausgewihlt worden war, wurde dabei vier Mal
selektiv durchlaufen, jeweils mit Fokus auf eine der Hauptkategorien, zu der alle
passenden Segmente gesucht und codiert wurden (Phase 4.1). Dieses Vorgehen

14 Siche Anhang H im elektronischen Zusatzmaterial.
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wurde festgelegt, da das Material sehr umfangreich ist und viele Uberlap-
pungen und Verschachtelungen der Codierungen zu erwarten waren. So sollte
das Ubersehen von relevanten Stellen im Material moglichst vermieden wer-
den. Die durch das Selektionskriterium Aussagen zur vorgelegten Schulbuchseite
ausgewihlten Materialteile wurden nur einmal durchlaufen und dabei mit den
formal definierten Hauptkategorien codiert (Phase 4.2). Um festzustellen, von
welcher der Schulbuchaufgaben die Befragten jeweils sprachen, wenn sie die
Aufgabennummer nicht duflerten, wurde die Schulbuchdoppelseite selbst heran-
gezogen, um beispielsweise mit Hilfe der Aufgabenformulierungen die passende
Codierung vorzunehmen. Diese Phase diente der Markierung und Bezeichnung
der ,,Fundstellen” im Sinne der Strukturierung bei Mayring (2015, S. 99 ff.),
wobei Kuckartz (2016) folgend der Begriff Fundstelle vermieden und stattdessen
codiertes Segment verwendet wird (vgl. ebd., S. 41 f.).

Phase 5: Bearbeitung der codierten Segmente

In der fiinften Phase wurden die in Phase 4 codierten Segmente bearbeitet
(vgl. Mayring 2015, S. 98 f.). Dies geschah fiir die dem Selektionskrite-
rium Argumentieren (im weiten Sinne) zugeordneten Hauptkategorien durch eine
Zusammenstellung aller Textstellen der jeweiligen Hauptkategorie (Phase 5.1).
Je nach Umfang und Grad der Ausschmiickung der jeweiligen Segmente waren
zudem eine Extraktion durch Paraphrasierung oder eine Zusammenfassung der
gefundenen Textstellen moglich (vgl. Kuckartz 2016, S. 106; Mayring 2015,
S. 103). Die Bearbeitung der codierten Segmente im Bereich des Selektionskrite-
riums Aussagen zur vorgelegten Schulbuchseite wurde durch eine Einschétzung der
Ausprigungen durchgefiihrt (Phase 5.2). Diese Auspridgungen beziehen sich auf
die Bewertung der Schulbuchaufgaben durch die Befragten und wurden jeweils
durch die Subkategorien positiv/neutral/negativ realisiert (vgl. Mayring 2015,
S. 106).

Phase 6: Weitere Bearbeitung der codierten Segmente

Die sechste Phase, die nur die Hauptkategorien im Bereich des Selektionskri-
teriums Argumentieren (im weiten Sinne) betrifft, bestand aus zwei parallelen
Teilphasen. Innerhalb der Hauptkategorien Begriffsverstindnis Argumentieren,
Positive Einschdtzungen zum Argumentieren und Herausforderungen rund um
das Argumentieren im Unterricht wurden induktiv am Material Subkategorien
bestimmt und formuliert (Phase 6.1). Dafiir fand ausgehend von den in Phase 5
zusammengestellten Segmenten einer Hauptkategorie ein Verallgemeinerungspro-
zess statt, wodurch die durch die Hauptkategorien reprisentierten Themen weiter
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ausdifferenziert wurden. Da jeweils alle Segmente einer Hauptkategorie mit-
einbezogen wurden, erfolgte automatisch gleichzeitig die Codierung mit diesen
Subkategorien (vgl. Kuckartz 2016, S. 106 ff.; Mayring 2015, S. 85 ff.). Inner-
halb der Hauptkategorie Aktuelle Umsetzung des Argumentierens im Unterricht
bot sich keine weitere Ausdifferenzierung in Subkategorien an, da die Befragten
von sehr unterschiedlichen konkreten Erfahrungen aus ihrem Unterricht berichte-
ten und eher ein Uberblick iiber die einzelnen Fille in diesem Bereich interessant
ist. Deshalb wurde innerhalb dieser Hauptkategorie fallbasiert ausgewertet (Phase
6.2). Dies geschah durch eine Zusammenfassung der jeweiligen Segmente eines
Falls angelehnt an die thematischen Summarys bei Kuckartz (2016, S. 111).

Phase 7: Uberarbeitung der Subkategorien

Die siebte Phase betraf nur die in Phase 6.1 gebildeten Subkategorien. Diese
wurden nun {iberarbeitet, indem sie geordnet, systematisiert, abstrahiert, zusam-
mengefasst, subsumiert und hierarchisiert wurden. Dadurch entstanden auch
mehrere Ebenen von Subkategorien, fiir die jeweils ein moglichst einheitliches
Abstraktionsniveau angestrebt wurde. Fiir die endgiiltigen Subkategorien wur-
den Kategoriendefinitionen formuliert und durch Ankerbeispiele illustriert. Dabei
wurden auch die Codierregeln aus Phase 3 gegebenenfalls erginzt.

Phase 8: Analysen der Codierungen und Ergebnisprdsentation

In der achten Phase wurden alle bisherigen Codierungen miteinbezogen, unter-
schiedliche Analysen gemacht und die Ergebnisprisentation vorbereitet. Dazu
gehorten Zusammenfassungen pro Subkategorie und anschlieBend pro Hauptka-
tegorie, quantitative Uberlegungen wie beispielsweise das Zzhlen von Segmenten
oder Féllen mit Segmenten in bestimmten Kategorien, die Analyse von Héufig-
keitsverteilungen der Einschétzungen, die Ableitung genereller Tendenzen aus
den fallbasierten Auswertungen, das Erstellen von Visualisierungen, Analysen
von Zusammenhingen zwischen Kategorien und Interpretationen beziiglich der
Fragestellung (vgl. Mayring 2015, S. 61 ff., S. 87, S. 103, S. 106 ff.).

Phase 9: Einschdtzungen der Qualitdit

In der abschlieBenden neunten Phase wurde die Qualitit der Auswertungen
anhand verschiedener Kriterien eingeschitzt. Da die Qualitétssicherung nicht nur
die Auswertung mit Hilfe der qualitativen Inhaltsanalyse, sondern auch voraus-
gehende Phasen der Studie betrifft, werden Uberlegungen zur Qualititssteigerung
der Studie in Abschnitt 4.5 tibergreifend dargestellt.
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4.5 Qualitdtssicherung in der qualitativen Forschung

Eine Studie muss sich immer der Frage nach der Qualitit ihrer Durchfiihrung und
der vorgenommenen Auswertungen des Datenmaterials stellen, um die gewon-
nen Erkenntnisse zu stiitzen. Wihrend es in der quantitativen Forschung die drei
klassischen Giitekriterien Objektivitit, Validitdt und Reliabilitéit gibt, denen jede
Studie geniigen muss, hat sich in der qualitativen Forschung noch kein Konsens
tiber Qualititsstandards herausgebildet (z. B. Steinke 2007, S. 176). Gerade des-
wegen darf aber ,,nicht der Eindruck entstehen, Kategorienbildung und darauf
aufbauende Analyse sei generell willkiirlich und verwehre sich jeder Quali-
tatsiiberpriifung und Erhohung ihrer Zuverlidssigkeit (Radiker 2013, S. 144).
Immer wieder betont wird in diesem Zuge die Notwendigkeit eines regelge-
leiteten, systematischen Vorgehens bei der Durchfiihrung und Auswertung als
Qualititssicherung (z. B. Bortz/Doring 2015, S. 334; Kuckartz 2016, S. 53; May-
ring 2015, S. 50 f.). Zur Uberpriifung und Steigerung der Qualitit qualitativer
Studien gibt es dariiber hinaus verschiedene Moglichkeiten, die von einer kom-
pletten Ubernahme der klassischen Giitekriterien in die qualitative Forschung bis
zur kompletten Ablehnung von Giitekriterien reichen (Flick 2007, S. 192 ff;
Kuckartz 2016, S. 202). In diesem Abschnitt werden mogliche Giitekriterien der
qualitativen Forschung diskutiert und anschliefend anhand dieser Kriterien dar-
gestellt, welche MaBBnahmen zur Steigerung der Giite der vorliegenden Studie
vorgenommen wurden.

4.5.1 Kriterien zur Beurteilung der Studiengiite

Zur Beurteilung der internen Studiengiite, die sich auf Aspekte wie Zuverldssig-
keit, Regelgeleitetheit, intersubjektive Nachvollziehbarkeit oder Glaubwiirdigkeit
bezieht, finden sich bei Kuckartz zwei Checklisten mit Fragen, eine in Bezug
auf Datenerfassung und Transkription, eine in Bezug auf die eigentliche Aus-
wertung mit der qualitativen Inhaltsanalyse. In ersterer werden Aspekte wie die
Fixierung der Daten, die Dokumentation des Prozesses und Details zum Tran-
skriptionsprozess wie Transkriptionsregeln, -software, transkribierende Personen,
Anonymisierungen und Ahnliches abgefragt. Die zweite Checkliste fragt nach
der Wahl und Begriindung der Methode, deren konkreter Durchfiihrung, den
codierenden Personen, dem Kategoriensystem, der Verwendung von Beispielen
und dhnlichen Aspekten der qualitativen Inhaltsanalyse und der Présentation der
Ergebnisse (Kuckartz 2016, S. 204 f.).
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Mayring (2016, S. 144 ff.) schldgt sechs iibergreifende Kriterien vor, mit
denen die Giite qualitativer Forschung beurteilt werden kann. 1) Mit dem Kri-
terium der Verfahrensdokumentation wird eingeschitzt, inwiefern das spezifische
Vorgehen, das in der qualitativen Forschung an den jeweiligen Gegenstand
angepasst sein muss, detailliert dokumentiert wurde. 2) Mit der Argumenta-
tiven Interpretationsabsicherung wird eingeschitzt, inwiefern vorgenommene
Interpretationen argumentativ begriindet werden und ob dabei auch alternative
Deutungsmoglichkeiten nicht aulenvor gelassen werden. 3) Mit dem Kriterium
der Regelgeleitetheit wird eingeschitzt, inwiefern das komplette Vorgehen trotz
notwendiger Flexibilitdt systematisch und regelgeleitet ausgefiihrt wird. 4) Mit
dem Kriterium Ndhe zum Gegenstand wird eingeschitzt, wie nahe die Situation
der Datenerhebung an der Alltagswelt der Versuchsteilnehmer ist und inwiefern
eine Interessensiibereinstimmung mit den beforschten Personen angestrebt wird.
5) Mit dem Kriterium der Kommunikativen Validierung wird eingeschitzt, inwie-
fern die Ergebnisse abschlieBend mit den Beforschten diskutiert werden. 6) Mit
dem Kriterium der Triangulation' wird eingeschitzt, inwiefern unterschiedliche
Methoden angewendet und die Ergebnisse verglichen werden.

Fiir die Beurteilung der Qualitit von Codierungen kann das Kriterium der
Intercoder-Reliabilitit oder Intercoder-Ubereinstimmung herangezogen werden,
mit dem die Zuverldssigkeit der Codierungen eingeschitzt wird, indem min-
destens zwei Codierer bestimmte Materialteile codieren und die Codierungen
verglichen werden. Ziel ist die Prizisierung der Kategoriendefinitionen und die
Erhohung der Zuverlissigkeit der Codierungen. In Anlehnung an Kuckartz wird
der Begriff Intercoder-Ubereinstimmung verwendet, um den Begriff Reliabilitct,
der aus der quantitativen Forschung stammt, zu vermeiden. Bei der Intercoder-
Ubereinstimmung bezieht sich ,[d]ie Forderung nach Ubereinstimmung der
Codierenden [...] primir auf die Anwendung der Kategorien, d. h. das Codieren
von Daten* (Kuckartz 2016, S. 206), da eine ﬁbereinstimmung bei der Bildung
der Kategorien kaum moglich und auch gar nicht erstrebenswert ist. Somit kann
eine Uberpriifung der Ubereinstimmung auch bei induktiv gebildeten Kategorien
nur dadurch erfolgen, dass das Kategoriensystem bereits vorgegeben ist und von
weiteren Codierern deduktiv angewendet wird.

Zur Anwendung der Intercoder-Ubereinstimmung schligt Kuckartz zwei Mog-
lichkeiten vor, den qualitativ-orientierten Weg des konsensuellen Codierens und
den quantitativ-orientierten Weg der Berechnung einer prozentualen Ubereinstim-
mung, in Anlehnung an die Idee der Bestimmung eines Reliabilititskoeffizienten.
Beide Wege konnen sich sinnvoll erginzen.

15 Die Idee der Triangulation wird bei Flick (2007, S. 197 ff.) ausfiihrlich dargestellt.
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Das konsensuelle Codieren erfolgt nach Kuckartz so, dass zwei Personen
unabhingig voneinander die gleichen Texte mit Hilfe des Codierleitfadens codie-
ren. AnschlieBend werden Abweichungen diskutiert und die erzielten Einigungen
festgehalten. Gegebenenfalls konnen auch die Kategoriendefinitionen und Codier-
regeln angepasst werden. Ist eine Konsensfindung nicht moglich, wird eine dritte
Person hinzugezogen. Das konsensuelle Codieren ist sehr aufwéndig und muss
konsequent aufgrund guter Argumente erfolgen. Es sollte sich keine Routine
einschleichen, welcher Codierer sich durchsetzt (Kuckartz 2016, S. 211 f.).
Obwohl es fiir die Qualitdt der Analysen ideal wére, ist es aufgrund der Rah-
menbedingungen von Projekten oftmals nicht moglich, das komplette Material
konsensuell zu codieren. Deswegen werden hierfiir oft zu Beginn des Auswer-
tungsprozesses zufillig Materialteile ausgewdéhlt und das konsensuelle Codieren
durch die Bestimmung eines Ubereinstimmungs-Koeffizienten erginzt (Kuckartz
2016, S. 216 1.).

Fiir die Bestimmung eines Ubereinstimmungs-Koeffizienten schligt Kuckartz
als genaueste Variante eine segmentgenaue Berechnung vor. Dabei erfolgt
zundchst ein Durchlauf durch die Codierungen des ersten Codierers. Jedes
codierte Segment wird als eine Codiereinheit betrachtet. Hat der zweite Codierer
ein Segment mit der gleichen Kategorie codiert, so wird dies als Ubereinstim-
mung gezihlt, andernfalls als Nicht-Ubereinstimmung. Dabei ist es wichtig, einen
Toleranzbereich zu beriicksichtigen, da die Segmentgrenzen variabel gewéhlt und
die Sinnabschnitte trotzdem erhalten bleiben konnen. In einem zweiten Durchlauf
werden die Codierungen des zweiten Codierers betrachtet und bei jedem codier-
ten Segment {iberpriift, ob der erste Codierer das Segment unter Berticksichtigung
des Toleranzbereichs auch codiert hat oder nicht. Aus den Ergebnissen kann nun
eine Ubereinstimmungstabelle gebildet und ein Ubereinstimmungs-Koeffizient
errechnet werden. Die Gesamtzahl der Codierungen ist dabei die Summe der
Codierungen des ersten und zweiten Codierers. Der Ubereinstimmungskoeffizi-
ent ergibt sich als 24724h! ‘gersz};ftrgZ;Z:;"éi’;’fi;’ucrggfr”"ge". Da es keine Fille von
Segmenten gibt, die von beiden Codierern nicht codiert wurden, ist eine Zufalls-
bereinigung des Koeffizienten nicht moglich. Eine Zufallskorrektur konnte nur
tiber die Anzahl der Worter eines Textes erfolgen. Da die Wahrscheinlichkeit
fiir zufillig gleiche Codierungen mit wachsendem Textumfang verschwindend
gering wird, sodass ein zufallsbereinigter Wert sehr nahe am Ubereinstimmungs-
koeffizienten liegen wiirde, rit Kuckartz (2016, S. 215 f.) davon ab. Schreier
(2012, S. 171) schldgt eine etwas andere Herangehensweise bei der Berechnung
von Ubereinstimmungskoeffizienten vor, die davon ausgeht, dass eine Uberprii-
fung von Ubereinstimmung nur dort sinnvoll ist, wo sich Kategorien gegenseitig
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ausschliefen. Das heifit, es werden nicht alle Subkategorien iiber alle Haupt-
kategorien hinweg in die Uberpriifung miteinbezogen, sondern es wird fiir jede
Kategorie, die weiter in Subkategorien ausdifferenziert ist, ein eigener Koeffizient
berechnet.

Es stellt sich die Frage, welcher Wert des Ubereinstimmungskoefﬁzienten der
Auswertung welche Glite bescheinigt. Zur Aussage des Wertes des Koeffizien-
ten gibt es kaum und wenn keine iibereinstimmenden Angaben in der Literatur.
Lotz et al. (2013, S. 94) schlagen eine Grenze von 85 % als Mindestanfor-
derung fiir eine angemessene Intercoder-Ubereinstimmung vor. Mayring (2015)
gibt an, dass bei qualitativen Analysen ,,negative Ergebnisse nicht zum sofortigen
Abbruch der Analyse fiihren miissen” (ebd., S. 53), sondern als Ausgangspunkt
fiir die Fehlersuche in der Pilotphase und als Anlass zur Uberarbeitung der Ana-
lyseinstrumente gesehen werden sollten. Was fiir ihn ein ,,negatives Ergebnis®
ist, bleibt allerdings offen. Schreier (2012, S. 172) argumentiert, dass die zu
erwartende Hohe eines Ubereinstimmungskoeffizienten auch von der betrachte-
ten Art der Kategorien abhéngt. Bei Kategorien, die standardisierte Inhalte, z. B.
Geschlecht, abfragen, sieht sie eine Ubereinstimmung von 75 % als problema-
tisch, wihrend 75 % durchaus ein akzeptabler Wert sein kann, wenn es sich um
Kategorien mit hohem Interpretationsspielraum handelt. Passend zu Mayring gibt
sie an, kein Cut-off-Kriterium festzusetzen, sondern niedrige Ubereinstimmungen
als Anlass zu nehmen, sich noch einmal genauer mit dem Datenmaterial und dem
Kategoriensystem auseinanderzusetzen (ebd., S. 173).

Da es einige Argumente gegen die Bestimmung eines konkreten Wertes fiir
die Intercoder-Ubereinstimmung gibt'®, sollte diese nicht im Vordergrund stehen
und weder das einzige Kriterium zur Qualitétsiiberpriifung sein, noch sollte ein
dabei erreichter niedriger Wert Grund zur negativen Beurteilung der Qualitit sein.
Vielmehr sollte die Bestimmung eines solchen Wertes Anlass zur Reflexion der
Zuverldssigkeit der Codierungen und Grundlage fiir einen konsensuellen Codier-
prozess, die Uberarbeitung des Kategoriensystems sowie die Ergreifung weiterer
MaBnahmen zur Erhéhung der Studiengiite sein.

Mayring (2015, S. 124) schldgt als besser geeignetes Mal fiir die Zuver-
lissigkeit von Codierungen eine Intracoder-Ubereinstimmung vor, die bestimmt
werden kann, wenn der gleiche Codierer zweimal das gleiche Material codiert,
ohne die ersten Codierungen zu kennen. Dies wire jedoch nur mit groem zeit-
lichem Abstand iiberhaupt leistbar. Bei Kuckartz (2016) wird der Begriff der

16 Solche Argumente gegen die Berechnung einer Intercoder-Ubereinstimmung kénnen bei
Kuckartz (2016, S. 207 ft.), Ritsert (1972, S. 70), Schreier (2012, S. 170 f.) und Lisch/Kriz
(1978, S. 89 f.) nachgelesen werden.
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Intracoder-Ubereinstimmung nur kurz im Zusammenhang mit der quantitativen
Inhaltsanalyse erwihnt (ebd., S. 207) und auch Schreier weist auf die Moglich-
keit einer Konsistenz- oder Stabilitétsiiberpriifung durch zwei Analysezeitpunkte
des gleichen Codierers nur kurz in Abgrenzung zur Uberpriifung durch zwei
Codierer hin (2012, S. 170, S. 175). Durch diese geringfiigige Erwdhnung wird
dieser MaBnahme aber unter Umsténden zu wenig Bedeutung zugemessen. Das
Durchfiihren einer erneuten Codierung mit zeitlichem Abstand und ein Vergleich
der Codierungen mit dem Ziel einer Analyse der Nicht-Ubereinstimmungen kann
auch fiir deutliche Qualitédtssteigerungen sorgen, da beispielsweise die Anzahl
an iibersehenen Segmenten, die in eine Kategorie fallen, vermindert wird und
unscharfe Kategoriendefinitionen aufgedeckt werden konnen. Durch Selbstiiber-
priifung und -reflexion kann eine Intracoder-Ubereinstimmung auch im Sinne
einer Art konsensuellen Codierens eines Priifers mit sich selbst angewandt
oder durch eine Berechnung einer prozentualen Ubereinstimmung mit zeitli-
chem Abstand zur Legitimation herangezogen werden kann. Die Idee einer
Intracoder-Ubereinstimmung kann also eine sinnvolle Erginzung zu anderen
qualitétssteigernden MaBinahmen darstellen.

Eine weitere MaBnahme kann die Uberpriifung der Vollstindigkeit der Codie-
rungen mit Hilfe der Analysesoftware sein. Dies wird von Ridiker (2013, S. 146)
in zweifacher Hinsicht umgesetzt. Er durchsucht erstens Texte, in denen eine
Kategorie nicht zur Codierung verwendet wurde, nach den entsprechenden The-
men und sucht zweitens mit Hilfe der Software nach typischen Begriffen, die die
Zuordnung zu einer Kategorie nahelegen.

Die bisher dargestellten Malnahmen zur Erhohung der Studienqualitit schét-
zen iberwiegend die interne Studiengiite ein, die auch Voraussetzung fiir eine
Zuschreibung externer Studiengiite ist. Darliber hinaus sollten auch spezielle
MaBnahmen zur Betrachtung der externen Studiengiite in Betracht gezogen wer-
den. Dabei liegt der Fokus auf dem gesamten Studiendesign, da es um Fragen der
Ubertragbarkeit und Verallgemeinerbarkeit der Ergebnisse geht. Durch die {ibli-
cherweise relativ kleinen Stichproben konnen nicht automatisch Riickschliisse auf
eine Grundgesamtheit gezogen werden, da diese Stichproben nicht reprisenta-
tiv fiir die Grundgesamtheit sind. Durch ein kontrastierendes Samplingverfahren
(Kruse 2015, S. 242) kann aber eine bestmogliche Reprisentation der Hetero-
genitit des Feldes angestrebt werden. Durch eine sorgfiltige Fallauswahl kann
also die Verallgemeinerbarkeit der Ergebnisse erhoht werden (Kuckartz 2016,
S. 217 f.). Entscheidend ist die theoriegeleitete statt einer zufilligen Auswahl
von Fillen fiir die Untersuchung, eine sogenannte theoretische Stichprobe. Dies
ist nicht unproblematisch, denn
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die Vorstellung, ein Forscher konne bei einer begrenzten Auswahl von Fillen einen
,typischen Fall‘ erkennen, impliziert nicht nur, dass der Forscher bereits eine Theorie
tiber den Gegenstand hat (sonst wiisste er ja nicht, was typisch oder untypisch ist),
sondern auch, dass er die Reprdsentativitdit des Einzelfalls tatsdichlich erkennt, um ihn
in das Zentrum einer ,exemplarischen Verallgemeinerung * stellen zu konnen.

(Bortz/Déring 2015, S. 335 1)

Laut Bortz und Déring ist dieses Problem nur durch Riickgriff auf Quantifizie-
rungen zu losen. Eine Moglichkeit dafiir ist, an die qualitative Untersuchung
einen quantitativen Schritt anzuhingen, in welchem die Ergebnisse mit Hilfe
einer grofen Stichprobe quantitativ bestétigt oder widerlegt werden (Bortz/Doring
2015, S. 336).

4,5.2 MaBnahmen zur Qualitdtssteigerung der vorliegenden
Studie

Die oben dargestellten Kriterien konnen dazu beitragen, im Nachhinein die Giite
einer Untersuchung einzuschitzen oder bereits vor und wihrend der Durchfiih-
rung der Studie und der Auswertung der Daten auf Grundlage dieser Kriterien
MaBnahmen zur Qualitétssteigerung der Studie vorzunehmen. Zur Qualititsstei-
gerung der vorliegenden Interviewstudie mit Lehrkriften zum Argumentieren im
Analysisunterricht wurden die folgenden Maflnahmen umgesetzt.

Verfahrensdokumentation (vgl. Mayring 2016, S. 144 f.)

Das spezifische Vorgehen zur Datenerhebung und Auswertung mit der auf
das Material angepassten Variante der qualitativen Inhaltsanalyse wurde detail-
liert dokumentiert. Diese Dokumentation wurde in diese Arbeit aufgenommen
(siehe Abschnitt 4.2—4.4). Dadurch soll der Forschungsprozess fiir den Leser
nachvollziehbar sein. Die detaillierte Dokumentation betrifft auch die theore-
tischen Ausfithrungen zum zugrunde gelegten Verstindnis des mathematischen
Argumentierens sowie die MaBnahmen zur Qualitédtssicherung der Studie (siehe
Abschnitt 2.1 & 4.5).

Systematik und Regelgeleitetheit (vgl. Bortz/Doring 2015, S. 334; Kuckartz 2016,
S. 53; Mayring 2015, S. 50 f.; Mayring 2016, S. 145 f.)

Die komplette Studie wurde von der Datenerhebung iiber die Transkription bis
hin zur Auswertung systematisch und regelgeleitet durchgefiihrt. Dies wurde vor
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allem durch die leitfadengestiitzte Interviewdurchfiihrung, das festgelegte Ablauf-
modell fiir die qualitative Inhaltsanalyse und die detaillierten Transkriptionsregeln
umgesetzt (sieche Abschnitt 4.2-4.4).

Verwendung der beiden Checklisten von Kuckartz (2016, S. 204 f.)

Die beiden Checklisten in Bezug auf Datenerfassung und Transkription sowie
Durchfiihrung der qualitativen Inhaltsanalyse im engeren Sinne (Kuckartz 2016,
S. 204 f.) wurden wihrend der gesamten Studie als Referenz herangezogen und
abschliefend zur Qualitétsiiberpriifung eingesetzt.

Niihe zum Gegenstand (vgl. Mayring 2016, S. 146)

Durch die Durchfiihrung der meisten Interviews direkt an der Schule, an der
der jeweilige Befragte titig war, wurde dieser in seinem alltdglichen Arbeitsum-
feld befragt, was somit eine Nidhe zum Thema des Interviews darstellt. Nur in
Ausnahmefillen wurde davon abgewichen. Zudem wurde eine Interessensiiberein-
stimmung dahingehend angestrebt, dass den Befragten der Wert ihrer Teilnahme
am Interview argumentativ dargelegt wurde. Hierfiir war zutréglich, dass die
Autorin zum Zeitpunkt der Interviews authentisch die Rolle einer Studienabsol-
ventin hatte, die iiber nur wenig Vorerfahrung in der Unterrichtspraxis verfiigte
und deswegen aus den Erfahrungen der Lehrkrifte wertvolle Erkenntnisse fiir
sich und fiir die Forschung gewinnen wollte. Die Wertschiitzung der AuBerungen
der Lehrkrifte steigerte deren Motivation an der Teilnahme und die Rollenkon-
stellation ermutigte sie, offen ihre Meinung und ihre tatsdchlichen Erfahrungen
darzulegen, ohne dem Zwang einer sozialen Erwiinschtheit unterlegen zu sein.

Intercoder-Ubereinstimmung und konsensuelles Codieren (vgl. Kuckartz 2016,
S.210ff)

Um die Zuverlissigkeit der Codierungen zu iiberpriifen und die Kategoriendefi-
nitionen zu prizisieren, wurden drei zufillig ausgewihlte Interviews von einem
zweiten Codierer mit Hilfe des vollstindigen Codierleitfadens inklusive Kate-
goriensystem mit Kategoriendefinitionen und Ankerbeispielen analysiert. Dies
entspricht mehr als 20 % der Interviews. Der zweite Codierer war in die For-
schungsdetails nicht eingeweiht, sodass die Zusammenarbeit auch die Objektivitit
der Auswertungen erhohte. Auf Grundlage der Analysen der beiden Codie-
rer wurde unter Beriicksichtigung eines Toleranzbereichs eine segmentgenaue
Intercoder-Ubereinstimmung im Sinne Kuckartz‘ (2016, S. 213 ff.) berechnet.
Es ergab sich iiber die drei Interviews hinweg nur eine Ubereinstimmung von
circa 48 %, was zunichst als sehr gering erscheinen mag. Eine genauere Analyse
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der Nicht-Ubereinstimmungen zeigt aber, dass die niedrigen Ubereinstimmungs-
werte oft durch fehlende Codierungen auf beiden Seiten, vermehrt auf Seiten
des zweiten Codierers, verursacht wurden. Dies fillt vor allem dadurch auf, dass
zum Zeitpunkt der Uberpriifung der zweite Codierer mit 117 Codierungen ins-
gesamt viel weniger Codierungen vorgenommen hatte als die Autorin mit 205.
Werden alle Codierungen des zweiten Codierers als Grundgesamtheit herangezo-
gen und die Ubereinstimmungen, die auf Basis der Auswertungen des zweiten
Codierers gezihlt werden konnen, durch diese Grundgesamtheit geteilt, so ergibt
sich immerhin eine Ubereinstimmung von etwa 65 %, was als gute Uberein-
stimmung interpretiert werden kann (vgl. Kuckartz 2016, S. 210). Die grofie
Anzahl an Segmenten, die filschlicherweise durch Ubersehen nicht codiert wur-
den, ist auf die grofe Anzahl an Kategorien, die starke Ausdifferenzierung in
Subkategorien und das hohe Maf an Uberschneidungen der einzelnen Hauptka-
tegorien, und teilweise sogar der Subkategorien hoherer Ebenen, zuriickzufiihren.
Dieser Einschrinkung der Qualitdt der Auswertung wurde durch weitere MaB3-
nahmen so weit wie moglich entgegengewirkt. Auerdem zeigte sich, dass einige
Nicht-Ubereinstimmungen durch die nicht ausreichende Vertrautheit des zwei-
ten Codierers mit dem Forschungsgegenstand ausgelost wurden. Dies zeigte sich
im konsensuellen Codierprozess, in welchem alle Abweichungen diskutiert und
die Einigungen festgehalten wurden. Wo ndotig wurden Kategoriendefinitionen
geschirft, um Abgrenzungen zwischen Subkategorien klarer zu machen. Es zeigte
sich, dass beide Codierer durchwegs schnell Einigungen erzielen konnten.

Aufgrund der finanziellen und zeitlichen Rahmenbedingungen war es nicht
moglich, das Verfahren des konsensuellen Codierens auf das komplette Daten-
material anzuwenden, was die Studiengiite noch weiter erhoht hitte. Auch eine
erneute Uberpriifung in Zusammenarbeit mit einem zweiten Codierer, bei der
jeweils auf die einzelnen Hauptkategorien und Subkategorien hoherer Ebenen
eingeschriinkt wird und eine Ubereinstimmung nur innerhalb dieser Kategorien
tiberpriift wird (vgl. Schreier 2012, S. 171), konnte aufgrund der gegebenen Rah-
menbedingungen nicht umgesetzt werden. Stattdessen wurden aber zwei weitere
MaBnahmen zur Erhohung der Zuverldssigkeit der Codierungen vorgenommen,
die Arbeit mit einer Intracoder-Ubereinstimmung und mit der Suchfunktion des
Analyseprogramms. Somit konnte die Idee des konsensuellen Codierens zumin-
dest im Sinne der Intracoder-Ubereinstimmung auch auf die nicht durch den
zweiten Codierer iiberpriiften Interviews angewandt werden.



116 4 Methodik der Interviewstudie mit Lehrkraften

Intracoder-Ubereinstimmung (vgl. Mayring 2015, S. 124; Kuckartz 2016, S. 207;
Schreier 2012, S. 170, S. 175)

Das gesamte Material wurde mit einem zeitlichen Abstand von iiber einem
Jahr von der Autorin erneut mit dem finalen Kategoriensystem codiert. Da eine
Unkenntnis der ersten Codierungen trotz des zeitlichen Abstandes nicht vor-
ausgesetzt werden konnte, wurde kein Ubereinstimmungs-Koeffizient berechnet.
Stattdessen wurde die erneute Analyse in Anlehnung an ein konsensuelles Codie-
ren dafiir verwendet, Nicht-Ubereinstimmungen zu analysieren und infolgedessen
Kategoriendefinitionen zu schédrfen und im Zuge der ersten Codierung tiber-
sehene Segmente zu finden und zu codieren. Dies war vor allem wegen der
vielen Uberlappungen der einzelnen Hauptkategorien notwendig, die oft zu einer
Fokussierung auf einzelne Bedeutungsaspekte im Interviewtranskript verleiteten,
wodurch die Kategorisierung einer zweiten, iiberlappenden Kategorie iiberse-
hen wurden. Durch die erneute Codierung konnten einige zusétzliche Segmente
codiert und bereits im ersten Durchlauf vorgenommene Codierungen angepasst
werden.

Verwendung einer Suchfunktion zur Uberpriifung der Vollstindigkeit (vgl. Réidiker
2013, S. 146)

Zur Identifizierung moglicherweise iibersehener Textstellen wurden lexikali-
sche Suchldufe durch die Interviewtranskripte vorgenommen. Dafiir wurde mit
Hilfe der Suchfunktion von f4analyse nach typischen Schlagwoértern fiir ein-
zelne Kategorien gesucht. Diese typischen Schlagworter ergaben sich durch die
Kategoriendefinitionen und zusitzlich durch die Zusammenstellung der bereits
codierten Segmente der jeweiligen Kategorie. Beispielsweise hatte sich im kon-
sensuellen Codierprozess (im Rahmen der Intercoder-Ubereinstimmung und der
Intracoder-Ubereinstimmung, siche oben) gezeigt, dass in der Hauptkategorie
zum Begriffsverstidndnis des Argumentierens héufig passende Segmente iiberse-
hen wurden, da hier die Uberlappung mit anderen Hauptkategorien besonders
grof3 ist. Deswegen wurde unter anderem speziell nach Begriffen wie Beweisen,
Erkldren, Satz, Losungsweg und dhnlichen gesucht.

Kontrastierendes Samplingverfahren und exemplarische Verallgemeinerung (vgl.
Kuckartz 2016, S. 218; Bortz/Doring 2015, S. 335; Kruse 2015, S. 242)

Die Stichprobe der Befragten wurde theoretisch zusammengestellt, indem mog-
liche Versuchspersonen einen Fragebogen!” ausfiillten und auf Grundlage dieser
Fragebogen die Befragten so ausgewihlt wurden, dass das Prinzip der maximalen

17 Siehe Anhang A im elektronischen Zusatzmaterial.



4.5 Qualitatssicherung in der qualitativen Forschung 117

strukturellen Variation erfiillt ist und das Sample die Heterogenitit des Unter-
suchungsfeldes bestmoglich reprisentiert. Auch wenn dies keine Garantie auf
die Anwendbarkeit der Idee der exemplarischen Verallgemeinerung darstellt, so
erhoht es doch die Aussagekraft der durch die Studie gewonnenen Erkenntnisse.

Methoden-Triangulation/Mixed-Methods (vgl. Mayring 2016, S. 147 f.; Kuckartz
2016, S. 218; Bortz/Doring 2015, S. 336; Flick 2007, S. 197 ff.)

Nicht mehr Gegenstand dieser Arbeit ist die quantitative Uberpriifung der gewon-
nenen Erkenntnisse und damit eine Hinzunahme einer weiteren Forschungsme-
thode mit dem Ziel der Verallgemeinerbarkeit der Ergebnisse. Dabei wiirden
beispielsweise die Ergebnisse der vorliegenden, explorativen Untersuchung in
Hypothesen tiberfiihrt werden, die mit Hilfe einer Fragebogenstudie mit einer
grofen Anzahl an Lehrkriften iiberpriift werden konnten, um Generalisierungen
zu ermoglichen.
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Ergebnisse und Diskussion der 5
Analyse der Lehrerinterviews

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der qualitativen Inhaltsanalyse der Leh-
rerinterviews vorgestellt und diskutiert'. Dabei werden die Erkenntnisse zu den
theoretischen Grundlagen in Beziehung gesetzt, die in Kapitel 2 dargestellt sind.
Die Analyse der Interviews dient schlieflich als Ausgangspunkt fiir Teil III dieser
Arbeit, in dem auf theoretische Grundlagen aufbauend eine Lernumgebung zum
Argumentieren im Analysisunterricht entwickelt und deren Evaluation vorgestellt
wird.

Mit Hilfe des Selektionskriteriums Aussagen zur vorgelegten Schulbuchseite
wurden alle Segmente der Interviews ausgewdhlt, in denen sich die Lehrkrifte zu
den vorgelegten Aufgaben duflerten. Die ausgewihlten Segmente wurden dann
in Hauptkategorien gemiB der Aufgaben 1 bis 16 der Schulbuchdoppelseite?
kategorisiert. Da sich der Teil der Interviews, in dem die Schulbuchaufgaben
vorgelegt wurden, noch nicht speziell auf das Argumentieren bezog, werden
die Erkenntnisse, die aus dieser Kategorisierung gezogen werden konnen, zuerst
dargestellt (Abschnitt 5.1). Im Anschluss (Abschnitt 5.2 bis 5.5) werden die Seg-
mente in den Blick genommen, die sich direkt auf das Argumentieren (im weiten

!'In zusammengefasster Form wurden einzelne Erkenntnisse, die in diesem Kapitel darge-
stellt werden, bereits in Tagungsbianden der GDM und der CERME ver6ffentlicht. Die Aus-
wertungen wurden aber fiir das vorliegende Kapitel noch einmal iiberarbeitet (vgl. Scheffler
2017; Scheffler 2018; Bersch 2019).

2 Siche Anhang D im elektronischen Zusatzmaterial.
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Sinne) beziehen und demzufolge mit dem gleichnamigen Selektionskriterium aus-
gewihlt wurden. Die Struktur des Kategoriensystems, das fiir die Auswertung
dieser ausgewihlten Segmente verwendet wurde, ist iiberblicksartig in Abbil-
dung 5.1 dargestellt. Die mit Hilfe des Selektionskriteriums Argumentieren (im
weiten Sinne) ausgewihlten Segmente der Lehrerinterviews wurden entlang vie-
rer Hauptkategorien codiert und in weiteren Analyseschritten in mehreren Ebenen
induktiver Subkategorien strukturiert. In Abbildung 5.1 sind der Ubersichtlichkeit
halber nicht alle Ebenen dargestellt und die Kategorienbezeichnungen teilweise
abgekiirzt formuliert. In Abschnitt 5.6 wird schlieflich ein allgemeines Fazit
beziiglich der Erkenntnisse aus der Interviewstudie gezogen. Bei der Darstel-
lung der Ergebnisse werden an verschiedenen Stellen Teile des Kategoriensystems
abgebildet. Die Zahlen in Klammern hinter den Bezeichnungen der Kategorien
geben dabei stets die Anzahl an Befragten an, die Segmente zu dieser Kategorie
beitrugen. Die exemplarisch ausgewihlten, illustrierenden Zitate aus den Inter-
views sind meist in geglitteter Form> zitiert. GemiB der Transkriptionsregeln®
sind besondere Betonungen durch die Befragten unterstrichen dargestellt.

* Ausgestaltung
* Gegenstande und Ausloser

« Unterscheidung Argumentieren -
Begriinden - Beweisen

Begriffsverstandnis

« Persénliches Anliegen

der Befragten | * Rahmenbedingungen

* Bedeutung fiir die Schiiler * Unterrichten
Positive | | Argumentieren | | Herausforderungen

« Positiv fiir das Einschétzungen (im weiten Sinne) 8 « Schiiler

Unterrichten |  Schiilerschwierigkeiten

. . * Probleme in Bezug auf

« Typischer mathematischer Aktuelle Schiiler

Prozess L im

Unterricht

Fallbasierte Auswertungen

Abbildung 5.1 Uberblick iiber die Hauptkategorien im Bereich des Argumentierens

3 Das bedeutet, dass dialektale Férbungen, Versprecher und sprachlich unsaubere Formu-
lierungen der besseren Lesbarkeit halber verdndert oder geloscht wurden, ohne dabei die
Aussage des Zitates zu verdndern.

4 Siehe Anhang G im elektronischen Zusatzmaterial.
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5.1 Einschatzungen zur vorgelegten Schulbuchseite

Im ersten Teil der Interviews, der noch nicht auf das Argumentieren fokussiert
war, wurde den Lehrkriften eine Doppelseite aus dem Schulbuch Neue Wege 6
aus Baden-Wiirttemberg (Lergenmiiller/Schmidt 2009a, S. 186 f.)° vorgelegt. Es
wurde ein Schulbuch aus einem Bundesland gewihlt, in dem keiner der Befrag-
ten arbeitete, sodass die Doppelseite fiir alle Lehrkréfte unbekannt sein sollte. Sie
enthilt ,,Vermischte Aufgaben® zum Kapitel ,,Funktionen und Ableitungen®. Auf-
grund der verwendeten Operatoren lassen sich die 16 Aufgaben in sieben explizite
Begriindungsaufgaben (Aufg. 5; 8—13) und 9 Nicht-Begriindungsaufgaben (Aufg.
1-4; 6-7; 14-16) einteilen. Erstere enthalten alle entweder den Operator ,,Be-
griinde...* oder ,Bestitige...“. Letztere sind Aufgaben, die nicht explizit zum
Begriinden auffordern, was aber nicht bedeutet, dass diese nicht trotzdem
Argumentationsanldsse bieten konnen. Ruwisch (2017, S. 115 f.) nennt solche
reasoning requests implizit. Auf der vorgelegten Schulbuchdoppelseite kann
dementsprechend zusitzlich Aufgabe 7 als eine Aufgabe mit impliziter Argumen-
tationsaufforderung kategorisiert werden (,,Welche Eigenschaften treffen jeweils
in den angegebenen Punkten zu?). AuBlerdem enthalten die Aufgaben 10, 11
und 13 neben expliziten auch implizite Argumentationsaufforderungen. Die Ein-
teilung der Schulbuchaufgaben anhand der verwendeten Operatoren wurde fiir
die Auswertung verwendet, da die Lehrkrifte nur die Aufgabenstellungen zu
sehen bekamen, die Aufgaben aber nicht selbst 19sten, sodass die Operatoren
erste Hinweise auf Argumentationsanldsse darstellen. Die Lehrkrifte kannten
diese Einteilung der Aufgaben aber nicht. Sie wurden dazu aufgefordert, sich
die Aufgaben der Doppelseite anzusehen und dann zu erldutern, welche davon
sie in ihrem Unterricht einsetzen wiirden und warum. Dabei gab es Lehrkréfte,
die iiber jede einzelne Aufgabe sprachen und diese beurteilten und andere, die
nur einzelne Aufgaben herausgriffen. Die zugehdrigen AuBerungen wurden je
Aufgabe jeweils als positiv, neutral oder negativ codiert. Eine neutrale Codierung
wurde dann vorgenommen, wenn eine Lehrkraft nur tiber die Aufgabe sprach, sie
aber nicht positiv oder negativ bewertete und nicht angab, ob sie sie im Unterricht
verwenden wiirde oder nicht. Abbildung 5.2 zeigt fiir die einzelnen Aufgaben die
Anzahlen der Lehrkrifte, die iiber die Aufgabe positiv, neutral beziehungsweise
negativ sprachen. Dass insgesamt viel mehr positive AuBerungen codiert wurden
als negative, ist wahrscheinlich teilweise auf die Art der Fragestellung im Inter-
view zuriickzufiihren, da die Lehrkréfte entsprechend dieser hauptséchlich iiber
Aufgaben sprachen, die sie fiir ihren Unterricht verwenden wiirden.

3 Siehe Anhang D im elektronischen Zusatzmaterial.
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Abbildung 5.3 Bewertung der vorgelegten Begriindungsaufgaben durch die Lehrkrifte
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Abbildung 5.4 Bewertung der vorgelegten Nicht-Begriindungsaufgaben durch die Lehr-

kréfte
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In den Abbildungen 5.3 und 5.4 wurden die Bewertungen der Aufgaben nach
Begriindungsaufgaben und Nicht-Begriindungsaufgaben sortiert. Bei den Begriin-
dungsaufgaben zeigt sich, dass es nur bei drei der sieben Aufgaben iiberhaupt
negative Codierungen gab, bei Aufgabe 9 und 12 jeweils nur eine. Aufgabe
11 sticht heraus, da sie als einzige mehr negative als positive Beurteilungen
bekommen hat. Diese Aufgabe thematisiert notwendige und hinreichende Bedin-
gungen, einmal fiir die Existenz von Extrema und einmal fiir die Folgerung,
dass der Graph einer Funktion eine Gerade darstellt. Die Verwendung der logi-
schen Begriffe notwendig und hinreichend war fiir mehrere Lehrkrifte explizit
ein Grund, die Aufgabe nicht fiir ihren Unterricht zu wihlen. Zum Beispiel fiihrte
Herr C° aus: ,Muss gestehen, die Begriffe hinreichend und notwendig benutze
ich im Unterricht nicht. Das heilit, das konnten meine Schiiler nicht (Herr C,
Absatz 18). Positiv hebt sich vor allem die Aufgabe 8 hervor, in der ein begriinde-
tes Zuordnen von Funktionstermen und Graphen gefragt ist. Herr F griff explizit
diese Aufgabe als ,Lieblingsaufgabe* heraus:

Und die Nummer 8, auch sehr gerne mit den Graphen arbeiten, mit den Eigenschaften.
Meine Lieblingsaufgabe, wenn wir das auf eine Aufgabe reduzieren miissten, wdre
wahrscheinlich die Nummer 8.

(Herr F, Absatz 20)

Bei den Nicht-Begriindungsaufgaben gibt es nur zwei Aufgaben, die gar keine
negativen Bewertungen erhielten: In Aufgabe 2 sollen Extrema und Kriimmungs-
verhalten von Funktionen bestimmt werden, in Aufgabe 7 sollen qualitativ dem
Graphen einer Funktion bestimmte Eigenschaften zugeordnet werden. Aufgabe 7
bietet also implizit auch einen Anlass zum qualitativen Argumentieren. Negativ
fallt bei den Nicht-Begriindungsaufgaben Aufgabe 3 auf. In dieser sollen Funk-
tionen, die durch Funktionsterme gegeben sind, nach der Grofe ihrer Steigung an
einer bestimmten Stelle geordnet werden. Diese Aufgabe wird von den Befragten
als ,relativ kiinstlich® (Herr K, Absatz 22), ,,eher langweilig* (Herr C, Absatz 18)
und ,,typisch mathematisch hirnige Aufgabe™ (Herr G, Absatz 18) beschrieben.

Insgesamt waren die drei Aufgaben, die von den Lehrkriften am héufigsten
positiv erwidhnt wurden, zwei explizite Begriindungsaufgaben und eine Aufgabe,
die implizit auch Argumentationspotenzial bietet. Mit Aufgabe 1 und 2 liegen
dahinter zwei Standard-Kalkiilaufgaben, knapp vor zwei weiteren Begriindungs-
aufgaben. Negativ fiel vor allem die Begriindungsaufgabe auf, in der die Begriffe
notwendig und hinreichend verwendet wurden.

% Die Zuordnung von Buchstaben zu den einzelnen Lehrkriften ist zufillig und steht in
keinem Zusammenhang zu deren Namen oder anderen personlichen Eigenschaften.
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Durch die Analyse der Aussagen zu den Schulbuchaufgaben zeigt sich eine
grole Bandbreite an Griinden, die Lehrkrifte fiir die Auswahl von Aufgaben
fiir den Unterricht heranziehen. Dass manche Aufgaben Argumentationsanlidsse
bieten und andere nicht, ist dabei ein mogliches Kriterium der Lehrkréfte, das
teilweise auch explizit erwihnt wurde, wie im Beispiel von Herrn L, der Auf-
gabe 8 wihlen wiirde, ,,weil man da sowohl die Technik lernt als auch dann
begriinden. Also wenn es jetzt in das mathematische Argumentieren oder Kom-
munizieren geht” (Herr L, Absatz 28), oder Frau H, die iiber Aufgabe 10 sagt:
,Also die wiirde ich auf jeden Fall nehmen, aber nicht gleich am Anfang. Also
einfach Begriindungsaufgaben mag ich sehr gerne* (Frau H, Absatz 22). In eini-
gen Fillen wurden aber andere, beispielsweise inhaltliche, oder gar keine Griinde
fiir die positive Bewertung der Begriindungsaufgaben angegeben, zum Beispiel:
,»Also die 13 scheint mir sehr interessant zu sein® (Herr C, Absatz 18), ,,Symme-
trie kommt immer dran“ (Herr A, Absatz 24) oder ,,5 gefillt mir eigentlich auch,
weil es nicht mehr rein um das Ableiten geht, sondern auch nochmal ein paar
andere Begriffe abgefragt werden, die man da dann wiederholen kann“ (Herr K,
Absatz 22). Auffallend im Vergleich zu den anderen Aufgaben ist, dass bei Auf-
gabe 12 die meisten Lehrkrifte iiber das Aufgabenformat (,,Wahr oder falsch?
Begriinde deine Entscheidung.) sprachen und dieses positiv hervorhoben. Insge-
samt kann aus den Aussagen der Lehrkrifte iiber die Schulbuchaufgaben gefolgert
werden, dass diese Argumentationsanlédssen tendenziell positiv gegeniiberstehen
und Begriindungsaufgaben auch in ihrem Unterricht einsetzen. Dabei werden
Aufgaben, die eine Forderung des mathematischen Argumentierens anregen, im
Vergleich zu anderen Aufgaben, geringfiigig besser beurteilt.

5.2 Begriffsverstindnis der Lehrkradfte zum
Argumentieren

Das Argumentieren (im weiten Sinne, sieche Abschnitt 2.1) im Analysisunterricht
war inhaltlicher Schwerpunkt der Lehrerinterviews, wobei die Begriffe Argumen-
tieren und Begriinden im Kontext der Interviews synonym verwendet wurden. Im
jeweiligen Interview wurde iiberwiegend derjenige der beiden Begriffe verwen-

det, der von den Lehrkriften selbst, beispielsweise im ersten Teil des Interviews’,

7 Die Lehrkrifte wussten im Vorfeld des Interviews nur, dass sie zum Analysisunterricht
befragt werden sollten. Der Fokus auf das Argumentieren wurde ihnen nicht mitgeteilt. Auch
im ersten Teil des Interviews wurde der Analysisunterricht allgemein thematisiert. Erst im
Anschluss wurde néher auf das Argumentieren eingegangen (siehe Abschnitt 4.3).
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genannt wurde. Die Begriffe Beweis und Beweisen wurden nur dann verwen-
det, wenn sie selbst von den Interviewten in das Gesprich eingebracht wurden.
Diese Entscheidung bestitigte sich im Nachhinein als sinnvoll, da das Beweisen
eine Sonderrolle einzunehmen scheint und ihm eine Abwehrhaltung seitens der
Lehrkrifte entgegengebracht wird. Diese Haltung der Lehrkrifte sollte nicht die
Ergebnisse in Bezug auf das Argumentieren im Allgemeinen negativ beeinflus-
sen. Deswegen wurden auch AuBerungen speziell zum Beweisen in der Analyse
teilweise gesondert betrachtet. Erst am Ende der Interviews wurden die Befrag-
ten direkt auf die Unterscheidung der Begriffe Argumentieren, Begriinden und
gegebenenfalls Beweisen angesprochen und befragt. Die diesbeziiglichen Ein-
schitzungen der Lehrkrifte wurden in der Auswertung auch gesondert in den
Blick genommen. Das Begriffsverstindnis der Lehrkrifte ist grundlegend fiir die
weiteren Analysen der aktuellen Umsetzung des Argumentierens im Analysis-
unterricht und der geduBerten positiven und negativen Aspekte in Bezug auf
das Argumentieren. Deshalb werden die Ergebnisse zum Begriffsverstindnis der
Lehrkrifte zuerst vorgestellt und diskutiert. Die mit der zugehorigen Hauptkate-
gorie Begriffsverstindnis Argumentieren codierten Segmente sind nicht auf Basis
konkreter Fragen nach dem Begriffsverstindnis entstanden, sondern wurden aus
allen Teilen der Interviews herausgefiltert, in denen die Lehrkrifte iiber das Argu-
mentieren sprachen, es mit unterschiedlichen Begriffen benannten oder konkrete
Argumentationssituationen als Beispiele anfiihrten. Induktiv ergaben sich dadurch
die Subkategorien Ausgestaltung des Argumentierens, Gegenstinde und Ausloser
des Argumentierens und Unterscheidung Argumentieren — Begriinden — Beweisen.

5.2.1 Ausgestaltung des Argumentierens

In den Interviews wurden indirekt eine ganze Reihe von Moglichkeiten ange-
sprochen, wie das Argumentieren im Analysisunterricht ausgestaltet sein kann.
Abbildung 5.5 gibt einen Uberblick iiber die Subkategorie Ausgestaltung des
Argumentierens der Hauptkategorie Begriffsverstindnis Argumentieren im Kate-
goriensystem. Die zugehorigen AuBerungen lieBen sich bis auf Einzelnennungen
wiederum in zwei Subkategorien gliedern, die Art des Argumentierens als Prozess
und die Gestalt der Argumentation, bezogen auf das Produkt des Argumentierens.
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—| Beweisen (12) |
—| Herleiten (5) |
—| Art des Argumentierens (13) |——| Erklaren/Erlautern (10) |
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—| (Schluss-)Folgern (2) |

—| Durch eine Rechnung (11) |
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—| Anhand von Beispielen (6) |

—| Widerlegen mit Hilfe eines Gegenbeispiels (6) |

—| Allgemeingiiltig (2) |

Abbildung 5.5 Uberblick iiber die Subkategorie ,,Ausgestaltung des Argumentierens*

5.2.1.1 Art des Argumentierens

In Abschnitt 2.1.1 wurden verschiedene Arten des Argumentierens aus der Litera-
tur zusammengetragen: Begriinden, Beweisen, Herleiten, Erklidren/Erldutern, Fol-
gern/Logische Schlussfolgerungen ziehen, Diskutieren, Griinde angeben, Logisch
einordnen. Dabei finden sich grofe Ubereinstimmungen mit den Nennungen der
Lehrkrifte in den Interviews. Das Begriinden als eine Unterform des Argumen-
tierens wurde dabei jedoch nicht als Art des Argumentierens kategorisiert, da
die Begriffe Argumentieren und Begriinden in den Interviews synonym verwendet
wurden.

Das Beweisen wurde von 12 der 14 Lehrkrifte als eine Form des Argu-
mentierens genannt und dabei héufig nur erwihnt. Bei genaueren Ausfiihrungen
wurde dem Beweisen unterschiedliche Bedeutung beigemessen. Héaufig wurde es
in Bezug auf die Unterrichtspraxis negativ beurteilt. Beispielsweise begriindete
Herr L seine Vermeidung des Beweisens im Unterricht durch die fehlende Zeit
und die fehlende Relevanz fiir die Abiturpriifungen (siehe auch Abschnitt 5.5.1):
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Wenn wir jetzt von der Oberstufe sprechen, dass sie [die Schiiler] sehr viele Ficher
haben und sehr wenig Zeit und dass man ihnen klare Rezepte gibt. Also jetzt keine
Beweise oder irgendwas, mache ich zum Beispiel gar nicht, in der Oberstufe, weil ich
mir denke, dass das fiir die Schiiler fiir das Abitur auch nicht wirklich so relevant ist.

(Herr L, Absatz 22)

Herr G sieht das niedrige Leistungsniveau der Schiiler als Ursache dafiir, dass er
,.Begriinden im Sinne von Beweisen kaum hin[bekommt]*“ (Herr G, Absatz 20).
Auffillig im Vergleich zu den anderen Befragten ist die Einstellung von Herrn
D, der bedauert, dass das Beweisen im Unterricht in den Hintergrund riickt, dies
aber als unumgéngliche Tatsache betrachtet:

Wenn wir schon Mathe machen, dann wiirde ich auch wieder versuchen, solche Begriin-
dungen einzufiihren, die ja vollig weggekommen sind. [...] Also die theoretische
Argumentation ist ja eigentlich nicht mehr da. Ich glaube wir machen im Matheunter-
richt iiberhaupt keinen Beweis mehr. [...] Also, warum kann man das nicht wirklich
mal machen? Ich muss ja jetzt nicht jede Stunde einen Beweis machen. Aber ich finde
es eigentlich schon ein bisschen schade, dass wir irgendwelche Konzepte einfiihren,
ohne die eigentlich nachzuweisen. Ich meine, das ist eigentlich zumindest so nach
meinem Verstdndnis, wie ich ein Mathestudium hinter mich gebracht habe. Ich meine,
da hat man den anderen Krempel weggelassen, da hat man nur bewiesen, das ist auch
Kdse. Aber dass man das jetzt hier vollig aufSenvor ldsst, finde ich eigentlich auch nicht
richtig.

(Herr D, Absatz 66-70)

Das theoretisch nah am Beweisen liegende Herleiten (siehe Abschnitt 2.1.5)
wurde von 5 der 14 Lehrkréfte als Form des Argumentierens bei der Einfiih-
rung theoretischer Inhalte oder Zusammenhinge erwihnt. Hiaufig wurde dabei
von den Lehrkriften auch beschrieben, dass Herleitungen bewusst gerade keine
groBle Rolle in ihrem Analysisunterricht spielen. Herr B beispielsweise gab an,
dass er sich manchmal Folgendes denkt:

Die Herleitung ist mir jetzt gar nicht wichtig. Mir ist jetzt mal nur wichtig, dass die
[Schiiler] das wissen und wie man das ableitet. Und warum der Sinus abgeleitet der
Kosinus ist, das ist halt so. Das miissen sie jetzt anwenden konnen.

(Herr B, Absatz 106)

Im Gesprich iiber das Argumentieren wurden von 10 der 14 Lehrkrifte die
Begriffe Erkldren oder Erldutern in ihren Ausfithrungen verwendet. Wie in
Abschnitt 2.1.5 ausgefiihrt wurde, konnen Warum-Erkldrungen theoretisch als
Argumentationen verstanden werden, wihrend andere Formen des Erkldrens vom



128 5 Ergebnisse und Diskussion der Analyse der Lehrerinterviews

mathematischen Argumentieren abgegrenzt werden sollten. Diese theoretische
Unterscheidung konnte an vielen Stellen nicht auf das konkrete Interviewmaterial
iibertragen werden, sodass alle Segmente in diese Subkategorie codiert wurden, in
denen die Lehrkréfte im Kontext des Argumentierens die Begriffe Erkldren oder
Erldutern verwendeten. In manchen Fillen war das Verstdndnis des Erkldrens in
Form von Warum-Erkldrungen eindeutig, ndmlich wenn eindeutig eine der vorge-
legten fiktiven Beispielargumentationen von Schiilern als Erkldrung beschrieben
(Herr A, Absatz 34), das Erkldaren synonym zum Begriinden verwendet (,,Er-
kldr das mal nochmal, begriinde nochmal, wie bist du darauf gekommen?* (Herr
B, Absatz 40)) oder der Begriff Erkldiren in Verbindung mit dem Relativpro-
nomen warum verwendet wurde. Andererseits sind Abgrenzungen in folgenden
Beispielen schwierig:

., Begriinde! Warum ist das so?*“, solche Aufgaben finde ich einfach wichtig. Also das
zu erkldren, wie geht denn das.

(Herr D, Absatz 20)

In dem Moment, wo ich es jemand anderem erkldren muss, daran merke ich immer am
schnellsten, ob man es selbst kapiert hat oder nicht.

(Frau H, Absatz 30)

Wenn mir das ein Schiiler erldutern kann mit den Exponenten, dann wiire das fiir mich
vollkommen okay.

(Frau J, Absatz 26)

Unklar ist, ob Herr D ein begriindendes Warum-Erkldren meint oder doch ein
Wie-Erkliaren, was sich im zweiten Satz andeutet. Frau H und Frau J fiihrten ihre
Beispiele nicht weit genug aus, um eindeutig ableiten zu konnen, was das ,.es*
bzw. das ,,das” ist, welches erkldart wird. In diesem Zusammenhang wird auch
klar, dass die erklirende Funktion des Begriindens fiir viele Lehrkrifte wich-
tig ist und dass das erklirende Element einen Teil ihres Begriffsverstéindnisses
von Argumentieren oder Begriinden ausmacht. Dies ist beispielsweise an den
folgenden Segmenten zu erkennen. Frau O beurteilte die formal ausgerichtete
Beispielargumentation des fiktiven Schiilers Tom folgendermafen:

Also die vom Tom, wenn sie nur so an der Tafel steht und er dazu nichts sagt, finde ich
sie nicht so gut, weil sie schwache Schiiler vielleicht nicht so nachvollziehen kénnen.
Wenn er dabei erkldirt, was er tut, finde ich es gut.

(Frau O, Absatz 36)
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Also die [Schiiler] begriinden sich auch viel gegenseitig. Die erkliren sich dann und
sagen: ,,Du, pass mal auf, da muss das hin, weil...“ oder ,, Das ist falsch, weil...“. Ich
finde das zihlt auch als Begriinden.

(Frau E, Absatz 34)

Eine weitere als Art des Argumentierens klassifizierte Tatigkeit, die von 9 der 14
Lehrkrifte erwidhnt wurde, ist das Diskutieren oder das Stellungnehmen. Diese
Form des Argumentierens beschrieb beispielsweise Herr A mehrfach in seinen
Ausfiihrungen:

Es gab zum Beispiel schon einmal, wo sich die Schiiler nicht klar waren, was ist
8
Jetzt Sl“x&, wenn x gegen 0 geht. Da hatte man im Unterricht eine Diskussion, wo es

verschiedene Meinungen gab. Wo ich dann die Schiiler habe diskutieren lassen.
(Herr A, Absatz 28)

Ja aber das [Argumentieren und Begriinden] machen wir auch schon recht viel. Es
sind natiirlich auch fiir den Lehrer immer spannende Stunden, wenn eine Diskussion
stattfindet. Das habe ich ja in den Gesellschaftswissenschaften héufiger und das kon-
nen wir im Mathematikunterricht noch hdufiger haben. [...] Manchmal hat man das
natiirlich, dass man den Schiilern ein schweres Problem gibt, wo sie erst mal alleine
versuchen, dann schreibt einer was an die Tafel, dann diskutiert man dariiber, dann
kommt man darauf, das war jetzt nicht ganz richtig, dann verwirft man es wieder und
dann hat man viel.

(Herr A, Absatz 48-50)

In dhnlicher Weise bezeichnete Herr B ,,Nimm Stellung zu...“ als &hnlich zum
Operator ,,Begriinde” (Absatz 68). Gerade der Begriff Argumentieren wird von
den Lehrkriften hdufig mit Diskussion und Meinungsaustausch in Zusammen-
hang gebracht:

Argumentieren wiirde ich sagen, wenn jetzt mehrere Schiiler dariiber diskutieren. Dann
bringt so jeder seine Argumente, warum. Also gerade, wenn es eine andere Ansicht
gibt, was in Mathematik ja selten ist.

(Herr G, Absatz 56)

Verschiedene Graphen skizzieren lassen und dann dariiber reden: Passt das? Konnte
das jetzt so sein? Konnten wir hinkommen? [...] Und bei solchen Aufgaben, wenn sich
so Diskussionen ergeben, darf man die Diskussion in meinen Augen auch wirklich an
die Klasse weitergeben. Nochmal mit einem anderen Beispiel. Oder dies auch offen
einfach mal in den Raum stellen: ,,Ja ist das denn immer so?*“

(Frau J, Absatz 28)
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Eine letzte Art des Argumentierens, die aus theoretischer Perspektive mehr als
Teilaspekt des Argumentierens zu bezeichnen wire, aber in den Interviews von 2
Lehrkriften explizit herausgehoben wurde, ist das Folgern oder Schlussfolgern.
Besonders Frau J verwendete den Begriff der Folgerung an mehreren Stellen,
zum Beispiel:

Sie [die Schiiler] miissen auch logische Folgerungen zu Papier bringen. Monotonie-
berechnungen: Die Berechnungen selbst sind ja eigentlich nicht schwer. [...] Also
ableiten, das kriegen sie relativ schnell hin, aber was heifit das denn dann fiir die
Folgerungen? Was berechne ich? Was sind die Zusammenhiinge?

(Frau J, Absatz 8)

Das ist fiir mich der Sinn der Mathematik, dass ich lerne, aus Gegebenem Folgerungen
folgerichtig herzuleiten.

(Frau J, Absatz 14)

Insgesamt zeigt sich, dass 12 von 14 Lehrkriften mehrere Arten des Argu-
mentierens in ihren AuBerungen erwihnten. Das breite Spektrum von einem
Argumentieren in Form von Diskussionen im Unterrichtsgespridch bis hin zum
tendenziell formal aufgefassten Beweisen zeigt, dass sich die Lehrkréfte durch-
aus der Bandbreite der Titigkeit des mathematischen Argumentierens zumindest
implizit bewusst sind. Es werden aber nicht alle diese Titigkeiten hinsichtlich
ihrer Eignung zum Einsatz im Analysisunterricht gleich bewertet. Tendenziell
werden die formal weniger gebundenen Formen wie das Diskutieren und Erklé-
ren deutlich positiver hervorgehoben als die eher als formal strenger verstandenen
Arten Beweisen und Herleiten. Auch im Hinblick darauf, wer die aktive Person
bei diesen Titigkeiten ist, zeigen sich Gegensitze. Das Erkldren und das Dis-
kutieren werden durchaus den Schiilern zugetraut, wihrend das Beweisen und
Herleiten vor allem theoretischer Zusammenhinge den AuBerungen zufolge oft
nur die Lehrkraft iibernehmen konne. Zwischen den in den Interviews genannten
Arten des Argumentierens und den in Abschnitt 2.1 aus der Literatur entnom-
menen Beispielen besteht eine groBe Ubereinstimmung. Allerdings wurden das
Angeben von Griinden (Biirger 2000, S. 31), das Logisch einordnen (Wittmann
1974, S. 36) und das Rechtfertigen (z. B. Jahnke/Kromer 2020) in den Interviews
nicht explizit gefunden. Alle hier aufgefiihrten Begriffe wurden in Abschnitt 2.1.5
in das zuvor entworfene Rahmenmodell zum Argumentieren eingeordnet. Der
Begriff des (Schluss)Folgerns steht dabei mit dem in der Literatur geldufigen
logischen SchlieBen (reasoning) in Verbindung. Verglichen mit den theoretischen
Uberlegungen zeigt sich jedoch, dass das logische SchlieBen und verschiedene
Schlussformen von den Lehrkriften so gar nicht erwidhnt wurden. Es wurde nur
von 2 Lehrkriften explizit das Ziehen von Schlussfolgerungen genannt.
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5.2.1.2 Gestalt der Argumentation

In den AuBerungen der Lehrkrifte zum Argumentieren zeigen sich ganz unter-
schiedliche Auffassungen dariiber, wie Argumentationen oder Begriindungen
ausgestaltet sein konnen. Dabei zeigt sich eine groBe Ubereinstimmung mit
den Beispielen fiir die Gestalt von Argumentationen, die in Abschnitt 2.1.1 aus
der Literatur herausgearbeitet wurden: formal/axiomatisch, inhaltlich-anschaulich,
ikonisch/mit Hilfe von Skizzen/Zeichnungen/Visualisierungen, verbal/(umgangs-)
sprachlich, durch eine Rechnung, mit Hilfe von Beispielen und Gegenbei-
spielen, schrittweise/liickenlos/vollstindig, Plausibilitdtsbetrachtungen. Dass eine
Argumentation in Form einer Rechnung auftreten kann, wurde von 11 der 14
Lehrkrifte genannt. Zum Beispiel gab Herr B an, dass ,.eine Rechnung [...]
auch eine Begriindung” (Absatz 64) sei und fiihrte spéter aus: ,,Wenn ich hier
irgendetwas runterrechne, ist das auch eine Begriindung, eine Argumentations-
kette. Jeder Rechenschritt ist ja wieder ein Argument dafiir, dass ich dem Ergebnis
niherkomme* (Absatz 82). Dass sich hinter den Begriffen Argumentieren und
Begriinden hiufig verfahrensorientierte Aufgaben verbergen, die auf die Anwen-
dung eines (Rechen)Schemas abzielen, wird in der Antwort von Frau E auf
die Frage, wie leicht oder schwer es sei, Begriindungen im Analysisunterricht
einzubauen, deutlich:

Also prinzipiell ist es schon einfach, weil man kann zu jeder Funktion irgendwas
begriinden lassen. Aber die Aufgabentypen werden relativ hdufig die gleichen sein.
[...] Es heifit zum Beispiel: , Begriinde: Ist das Ding punktsymmetrisch oder nicht? .
Muss man aber wieder rechnen. Ist halt wieder schwierig. [... ] Man kann alle Aufgaben
begriinden lassen, die man sonst rechnet. Aber meistens léiuft es auf eine Rechnung
hinaus. Also man kann ja auch sagen: ,,Begriinde, dass das Ding punktsymmetrisch
ist.“ Die Begriindung wird aber eine Rechnung sein. Oder: , Begriinde, dass die erste
Ableitung die Nullstellen bei —2++/2 hat. “ Dann wird auch wieder gerechnet werden.
Also wenn man darauf hinaus mochte, dass die Schiiler wirklich einen Satz antworten,
[...] dann wiirde ich sagen, muss man mehr Erlduternfragen stellen und wenn es in
Ordnung ist, dass sie auch mit Rechnung begriinden, dann kann man das Begriinden
tiberall einbauen. Zu jeder Aufgabe.

(Frau E, Absatz 44)

Auch Herr D gab an, dass mit Hilfe einer ,,Rechenformel” (Absatz 56) oder mit
,.Berechnungen* (Absatz 56) argumentiert werden kann und dass dies einfacher
sei, als wenn ,,man das mit Text macht* (Absatz 56). Wie bei Frau E und Herrn D
zeigt sich auch bei anderen Lehrkriften, dass das rechnerische Begriinden einem
verbalen Begriinden entgegengestellt wird. Beispielsweise beschrieb Frau O das
Begriinden in Leistungserhebungen so: ,,Man hat halt dann oft eine Rechnung
und keinen Aufsatz‘.
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Verbale Begriindungen, die hdufig in Form von miindlichen Begriindungen
auftreten, wurden von 10 der 14 Lehrkrifte erwédhnt. Im Gegensatz dazu sind
rechnerische Begriindungen auf das medial Schriftliche beschrinkt. Fiir die Ope-
ratoren in schriftlichen Aufgabenstellungen erwihnten die Lehrkrifte immer
wieder Formulierungen wie ,,Begriinden Sie in Worten“ (Herr L, Absatz 74) oder
Begriinde in zwei bis drei Sétzen“ (Frau O, Absatz 46) im Gegensatz zu ,,Be-
griinde rechnerisch® (Frau E, Absatz 48), um den Schiilern zu verdeutlichen,
welche Form der Begriindung von ihnen erwartet wird. Herr F sieht es als posi-
tiv an, dass die Aufforderung an die Schiiler im Unterricht, in ganzen Sitzen
zu antworten, oft automatisch dazu fiihre, dass Schiiler Begriindungen in ihre
Antworten mit aufnehmen (Absatz 42).

9 der 14 Befragten verbinden mit dem Argumentieren unter anderem, dass
anschauliche Begriindungen gegeben werden, die beispielsweise durch Skizzen
erginzt sein konnen oder sogar komplett aus zeichnerischen Argumentationen
bestehen. Im Bereich der Analysis wurden hier vor allem hiufig Funktionsgra-
phen genannt, anhand derer graphisch argumentiert werden kann. Frau J beschrieb
eine dafiir beispielhafte Situation:

Ich habe eine Funktion vom Grad 3. Liegt jetzt der Wendepunkt zwischen Hoch- und
Tiefpunkt oder wie sieht das aus? Dann skizzieren wir das eher so hin. Also dann
begriindet das der Schiiler. Er bringt was an die Tafel. Entweder schreiben wir es
insgesamt dann nochmal zusammen. Es kommt jetzt einfach auf den Schiiler an. Also
ob ich sage: Ich kann ihn das wirklich an die Tafel schreiben lassen oder ich lasse
es miindlich und dem Schiiler ist es wichtig, dass die anderen es einsehen, dann ist
das jetzt fachlich vielleicht nicht hundertprozentig korrekt formuliert, aber die Idee ist
riibergekommen.

(Frau J, Absatz 40)

Dass zum Argumentieren auch Beispiele herangezogen werden konnen, beschrie-
ben 6 Lehrkrifte. Ebenfalls 6 der 14 Lehrkrifte, aber teilweise andere, erwdhnten
das Widerlegen mit Hilfe eines Gegenbeispiels als eine Moglichkeit des Argu-
mentierens. Unter Ersteres fillt sowohl die Betrachtung eines konkreten Beispiels,
dass dann generisch verallgemeinert wird, als auch das als negativ bewertete reine
Betrachten von Beispielen ohne damit wirkliche Allgemeingiiltigkeit zu sichern,
und das Veranschaulichen eines Zusammenhangs mit Hilfe eines Beispiels, ohne
damit allgemeingiiltig zu verifizieren. Das Widerlegen mit Hilfe eines Gegenbei-
spiels wurde iiberwiegend als positive Variante des Begriindens genannt, Frau E
beispielsweise fiihrte aus:
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Gegenbeispiel ist immer gut. Also wenn er [gemeint: ein Schiiler] zum Beispiel sagen

«

kann: ,,Das ist falsch, weil...*“, und mir dann eine Funktion sagt und hier sieht es
genau so aus, dass es eben nicht so ist. Das ist super.

(Frau E, Absatz 38)

2 Lehrkrifte erwédhnten noch zusitzlich als Eigenschaft von Argumentationen,
dass diese allgemeingiiltig sein sollen. Beispielsweise leitete Frau H daraus eine
Schwierigkeit von Begriindungsaufgaben ab (siehe auch Abschnitt 5.5.3): ,,Wenn
es wabhr ist, muss ich es echt allgemeingiiltig zeigen oder beschreiben und das ist
schon schwierig” (Absatz 40).

Insgesamt zeigt sich an den AuBerungen der Lehrkrifte, dass sie auch beziig-
lich der konkreten Ausgestaltung von Argumentationen viele unterschiedliche
Eigenschaften kennen und diese auch gezielt in ihrem Unterricht einsetzen. In
miindlichen Situationen wird dabei iiberwiegend verbal argumentiert, wobei die
fachliche Exaktheit nicht immer im Vordergrund stehen muss. In schriftlichen
Begriindungssituationen wird teilweise durch die Formulierung der Aufgaben-
stellung klargestellt, in welcher Form die Schiiler begriinden sollen. Die For-
mulierung ,,Begriinden sie rechnerisch® zeigt sich dabei als Moglichkeit, zwar
vordergriindig Begriindungen einzufordern, aber den Schiilern die Moglichkeit
zu geben, dabei ihre gelernten kalkiilhaften Fertigkeiten anzuwenden. Dies ist
relevant fiir die Beurteilung von Aussagen der Lehrkrifte, dass das Begriin-
den und Argumentieren an vielen Stellen ihres Unterrichts eine Rolle spiele.
Hierbei kann es sich um qualitativ (bezogen auf die Kompetenz des Argu-
mentierens) ganz unterschiedliche Situationen handeln. Im Vergleich zu den
verschiedenen Moglichkeiten, welche Gestalt Argumentationen haben konnen,
die in Abschnitt 2.1.1 herausgearbeitet wurden, zeigen sich viele Ubereinstim-
mungen, jedoch mit unterschiedlichen Schwerpunkten. Wihrend die Lehrkrifte
oft von miindlichen Argumentationen berichteten, dominieren in der Literatur
eher schriftliche. Die von zwei Lehrkriften genannte Eigenschaft der Allge-
meingiiltigkeit, die Argumentationen aufweisen konnen, héngt mit den in der
Literatur gefundenen Begriffen schrittweise, liickenlos und vollstindig zusammen
und ist in der Theorie bedeutender als in der Praxis. Dies konnte moglicherweise
auch mit der Diskrepanz zwischen miindlichen und schriftlichen Argumentations-
prozessen zusammenhédngen. Im Miindlichen wird vermutlich weniger Wert auf
Vollstindigkeit und Allgemeingiiltigkeit gelegt als im Schriftlichen. Wenn die
Lehrkrifte von schriftlichen Argumentationen sprachen, dann hidufig von rech-
nerischen Begriindungen. Diesen kommt hingegen in der Literatur eher weniger
Bedeutung zu.

Insgesamt zeigt sich beziiglich der Ausgestaltung des Argumentierens eine
groBe Ubereinstimmung bei Arten des Argumentierens bzw. der moglichen
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Gestalt von Argumentationen und den in Abschnitt 2.1.1 aus der Literatur her-
ausgearbeiteten Beispielen. Durch die Analyse der Interviews konnte diesen
Beispielen jedoch unterschiedlich viel Gewicht verliehen werden.

5.2.2 Gegenstinde und Ausloser des Argumentierens

Neben der Art des Argumentierens und dessen konkreter Ausgestaltung sollen
nun die Gegenstinde betrachtet werden, die die Lehrkrifte als Inhalte oder Aus-
I6ser argumentativer Situationen im Analysisunterricht benannten, und mit den
in Abschnitt 2.1.1 herausgearbeiteten Gegenstinden und Auslosern verglichen
werden. Die von den Befragten in den Interviews genannten Gegenstidnde und
Ausloser des Argumentierens lassen sich in den in Abbildung 5.6 dargestellten
Subkategorien klassifizieren:

Vorgehen/Rechenweg/Aufgabenbearbeitung (8)

Satze/Regeln/Formeln (9)

Sachverhalt/Zusammenhang (allgemein) (8)

Eigenschaften und Zusammenhiange im Bereich von Funktionen (13)

Argumentieren beim Modellieren (5)

Argumentieren beim Problemldsen (4)

Schiilerfehler als Ausgangspunkt (4)
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Abbildung 5.6 Uberblick iiber die Subkategorie ,,Gegenstinde und Ausloser des Argu-
mentierens*
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Diese Subkategorien weisen nicht alle den gleichen Grad an Allgemeinheit
oder Abstraktion auf. So ist die Nennung eines Sachverhalts ohne Spezifizierung
wesentlich allgemeiner als ein konkreter Inhalt aus dem Bereich der Analysis.
Es konnten auch teilweise Kategorien unter zusétzlichen Begriffen zusammenge-
fasst werden, wiederum ohne dadurch aber ein einheitliches Niveau zu erreichen.
Deshalb wurden diese zusitzlichen Strukturierungsansitze aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit nicht im Kategoriensystem umgesetzt, sondern werden nun in den
folgenden Erlduterungen der Ergebnisse und deren Diskussion mit aufgegriffen.

8 der 14 Befragten erwihnten Situationen, in denen ein Vorgehen, ein
Rechenweg oder eine Aufgabenbearbeitung begriindet wird oder in direktem
Zusammenhang mit diesen argumentiert wird. Das heif}t, dass konkrete Schritte
einer mathematischen Aufgabenstellung nicht nur ausgefiihrt, sondern auch
hinterfragt werden, wie beispielsweise Herr B ausfiihrt:

Ich bin eigentlich so wie es lauft relativ gliicklich. Es ist nicht mehr nur dieses stupide
Runterrechnen, das wir ja vorher schon angesprochen haben, man schaut jetzt zum
Teil dann nochmal hinter die Kulissen und sagt: ,,Mensch, warum hat man das jetzt
so und so gemacht?“

(Herr B, Absatz 88)

Dabei werden Beschreibungen, Erkldarungen und Begriindungen in Zusammen-
hang gebracht und nicht immer klar unterschieden, wie bei Herrn D:

Ich muss eigentlich erkliren, was ich denn tiberhaupt gemacht habe. Also allein schon,
dass ich beschreibe, bedeutet ja schon, dass ich in gewisser Weise eigentlich erkldre
und auch begriinde, was ich da mache und warum ich das mache. Das heif’t, da steckt
das ja eigentlich alles drin.

(Herr D, Absatz 46)

Der mathematische Gehalt der Argumentationen kann in diesem Zusammenhang
variieren. So geht es im Beispiel von Frau J um eine personliche Priferenz bei
der Vorgehensweise, die begriindet wird, wihrend im Beispiel von Frau O der
mathematische Zusammenhang hinterfragt wird:

Ich kann ja auch iiber Vorgehensweisen bei irgendetwas argumentieren. Warum ich
das da lieber so mache oder der andere, warum er es lieber so macht.

(Frau J, Absatz 72)
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Begriinden spielt immer eine Rolle, wenn wir iiber Aufgaben sprechen. Also ich
lasse sehr selten schriftlich begriinden, sondern wenn dann, wenn jetzt ein Schiiler mir
eine Antwort gibt, frage ich schon nach: ,,Ja warum ist das so?

(Frau O, Absatz 22)

Elemente der mathematischen Theorie wie Sitze, Regeln oder Formeln wurden
von 9 der 14 Lehrkrifte als Gegenstinde des Argumentierens genannt. Beziig-
lich der Analysis wurden héufig die Produkt- und Quotientenregel der Ableitung
genannt, der Begriff Formel wurde zumeist ohne konkrete Beispiele erwihnt. Als
Sitze wurden, wenn iiberhaupt, Beispiele aus der Geometrie der Sekundarstufe I
explizit benannt, meist aber wurden auch Sitze nicht niher spezifiziert, beispiels-
weise ,,Ich habe die Erfahrung gemacht, dass es zeitlich den Rahmen sprengt,
wenn man wirklich jeden Satz begriindet” (Frau O, Absatz 44). Hiufig wurde
das Begriinden von Sétzen, Regeln und Formeln als Beispiel genannt, an wel-
chen Stellen im Analysisunterricht nicht begriindet wird. Die vielen Nennungen
zeigen aber, dass den Lehrkriften durchaus bewusst ist, dass es sich hierbei um
mathematiktypische Argumentationsanlidsse handelt.

8 Befragte sprachen ganz allgemein von (Sach-)Zusammenhingen oder Sach-
verhalten, die begriindet wiirden oder die als Anlass zum Argumentieren dienten:
»Warum ist irgendein Sachverhalt so geordnet, so geklart?* (Herr B, Absatz 36),
»diesen Zusammenhang so erschlieBen und ,,nochmal konkret die Zusammen-
hinge darstellen* (Frau O, Absatz 30) sind hierfiir typische Beispiele. Auch die
Zusammenhénge verschiedener Themen wurden hier erwéhnt, beispielsweise von

Frau H auf die Frage hin, ob bei der Einfiihrung neuer Themen begriindet wird:

Also entweder man versteht das so, dass man sagt: Wie komme ich dazu? Also dass
man versucht, so ein bisschen so einen roten Faden zu bekommen, dass man sagt:
,, Okay, das ist jetzt quasi eine logische Folgerung vom letzten Thema, wir miissen jetzt
irgendwie dazu kommen. “ Ergibt sich vielleicht nicht immer, aber ich iiberlege gerade,
ob man da jetzt etwas sagen kann irgendwie.

(Frau H, Absatz 50)

In die Subkategorie Sachverhalt / Zusammenhang (allgemein) wurden auch Seg-
mente eingeordnet, in denen die Frage nach der Allgemeingiiltigkeit und die
Frage ,Ist das immer so?*“ erwihnt wurden, ohne dass aber konkrete Beispiele
angegeben wurden.

Konkrete Beispiele hingegen finden sich in den Segmenten, die in der Subka-
tegorie Eigenschaften und Zusammenhdnge im Bereich von Funktionen eingeordnet
wurden. Diese Kategorie konnte zusammen mit den allgemeinen mathematischen
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Zusammenhidngen der vorangehenden Kategorie in einer neuen Kategorie subsu-
miert werden. Es zeigt sich jedoch durch die grofe Anzahl von Codierungen die
Bedeutung dieser Kategorie, sodass beide Kategorien nebeneinanderstehend bei-
behalten wurden. 13 von 14 Befragten nannten Beispiele von Eigenschaften und
Zusammenhénge im Bereich von Funktionen, die als Gegenstinde fiir das Argu-
mentieren im Analysisunterricht dienen oder dienen konnten. Innerhalb dieser
Subkategorie gibt es eine Bandbreite unterschiedlicher Argumentationsanlisse,
die sich auf ganz konkret vorgegebene Funktionen beziehen (,,Begriinden Sie,
warum die Funktion da monoton steigend ist* (Herr G, Absatz 20)), auf eine
Klasse von Funktionen (,,ganzrationale Funktion dritten Grades ist immer punkt-
symmetrisch® (Frau E, Absatz 42)) oder allgemein auf Funktionen als solche
(,,Alles, was ich in x-Richtung mache, ist genau verkehrt herum. Also ,x — 1°
im Argument verschiebt um 1 nach rechts, nicht nach links. Und ,mal 2 bewirkt
eine Stauchung und keine Streckung. [...] Ich bin aber schon der Meinung, dass
es einmal begriindet sein muss®“ (Herr C, Absatz 46).). AuBlerdem beschrieben
manche Lehrkrifte Argumentationsanldsse an Funktionen, ohne aber konkrete
Beispiele zu geben, wie Frau J:

Weil Sie ja gerade in der Oberstufenanalysis immer wieder diese Spriinge haben zwi-
schen Funktionen, Ableitungen, Graphen, da hiipfe ich ja von einem zum anderen. Und
dann kann ich sie auch schnell begriinden lassen: Warum ist das so? Ich meine es geht
Jja dann ganz hdufig so, dass ich eine Begriindung habe, ohne dass ich die Ableitung
skizziere, dass ich versuche, bei ihnen im Kopf dieses Bild entstehen zu lassen.

(Frau J, Absatz 52)

An den Segmenten in dieser Subkategorie wird deutlich, dass im Unterricht eher
Argumentationen an konkreten Funktionen eine Rolle spielen, wihrend theoreti-
sche Argumentationen tendenziell vermieden werden. Als Beispiel fiir Letzteres
beschrieb Frau O:

Also mit Streifenmethode von oben und von unten. Letztlich reicht es doch, wenn
die Schiiler verstanden haben: Okay, ich kann die Fliche darunter anndhern mit
verschiedenen geometrischen Figuren, die ich da reinpassen kann und kann so den
Flicheninhalt bestimmen. Werde aber nie ganz genau werden und dafiir gibt es aber
eine andere Methode, wie ich das ganz genau ausrechnen kann und kann somit das
Integral einfiihren, ohne jetzt da irgendwie grof3 bewiesen zu haben mit Streifenme-
thode hier und da. Also die Schiiler konnen und verstehen dadurch nicht mehr oder
weniger.

(Frau O, Absatz 60)
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Die nichsten beiden Subkategorien Argumentieren beim Modellieren und Argu-
mentieren beim Problemlosen zeigen, dass die Lehrkrifte Gelegenheiten fiir
Argumentationen kennen, bei denen die Forderung einer anderen prozessbezoge-
nen Kompetenz wie des Modellierens oder Problemlosens im Vordergrund steht.
5 der 14 Befragten nannten Beispiele, wie in Modellierungssituationen das Argu-
mentieren eine Rolle spielen kann. 4 der Befragten beschrieben Argumentationen
im Rahmen des Problemlosens. Beim Modellieren beschreiben die Beispiele
ganz unterschiedliche Argumentationsanlisse, die sich auf unterschiedliche Stel-
len des Modellierungskreislaufs beziehen: Situationen, in denen reale Situationen
mit Hilfe von Modellen beschrieben werden und die jeweilige Wahl begriindet
wird, in denen eine Aussage iiber eine reale Situation begriindet getroffen wird,
in denen das (innermathematische) Vorgehen beim Modellieren begriindet wird
oder in denen unterschiedliche Modellierungsansitze diskutiert werden. Hierbei
ergibt sich eine gute Passung mit den theoretisch herausgearbeiteten Zusammen-
hingen zwischen Argumentieren und Modellieren (sieche Abschnitt 2.2.3), wobei
aber die Sichtweise, dass das Argumentieren an sich einen Modellierungsprozess
darstellen kann, nicht thematisiert wird:

Sie [die Schiiler] sollen mal den Graphen machen von einer geddmpften Schwingung
[...] und sich dann iiberlegen: Wie konnte jetzt so ein Term aussehen, der jetzt so eine
gedampfte Schwingung beschreibt? Und das sollen sie begriinden.

(Herr A, Absatz 28)

Es muss argumentiert werden im Bereich von Modellierungsaufgaben, warum was
passt oder warum jetzt mit einem bestimmten Ergebnis, das man als Funktion heraus-
bekommen hat, was Bestimmtes berechnet werden kann. Warum das so geht? Warum
man damit eine Prognose machen kann bei exponentiellem Wachstum? Das sind so
Beispiele, wo begriindet werden muss und argumentiert werden muss.

(Herr N, Absatz 44)

Wichtiger [als zu wissen, warum In(x) die Stammfunktion von xl ist] sind glaube ich
dann wirklich die Anwendungen. Ich sage: ,,Okay, die Funktion gibt mir jetzt das an
und ich will jetzt das Sachproblem losen. Begriinde mal!“ Wir nehmen die Ableitung.
Die liefert uns ein Extremum.

(Herr B, Absatz 42)

Ich habe jetzt hier in der Schulaufgabe so einen Torbogen, da sollen sie ausrechnen, ob
ein bestimmter LKW mit bestimmten Mafsen durchpasst. [...] Da gibt es verschiedene
richtige Losungen. Und dann kann man argumentieren, was vielleicht einleuchtender
ist.

(Herr G, Absatz 56)
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Die Beispiele, die das Argumentieren im Zusammenhang mit Problemlosesitua-
tionen thematisieren, sind nicht so konkret formuliert wie obige Beispiele aus
dem Bereich des Modellierens. Hauptsidchlich wurde nur erwihnt, dass ein Pro-
blem als Argumentationsanlass dienen kann, beispielsweise von Herrn G: ,,Also,
dass man mehr so an Problemen so ein bisschen herumdiskutiert* (Herr G, Absatz
48).

In einer letzten Subkategorie wurden Segmente von 4 Lehrkriften codiert, die
beschrieben, dass Fehler von Schiilern als Ausgangssituationen fiir das Argu-
mentieren dienen konnen. Exemplarisch dafiir sind die Situation, die Frau E
beschreibt, und allgemein eine Einstellung der Lehrkraft gegeniiber Fehlern, wie
Frau J sie hat.

Ich lege irgendeine Aufgabe unter [die Dokumentenkamera] und sage: ,, Wo ist der
Fehler, den der Schiiler hier gemacht hat?* und dann miissen sie mir begriinden, wo
der Fehler gemacht wurde.

(Frau E, Absatz 30)

Dann auch eine falsche Antwort mal aufnehmen und sich daran iiberlegen: ,, Warum
passt die nicht?* Also auf gar keinen Fall eine falsche Antwort als falsch abtun und
damit ist das erledigt, sondern dann einfach: ,, Warum passt die nicht? Wo liegt das
Problem?*.

(Frau J, Absatz 28)

Insgesamt zeigt sich in Bezug auf Gegenstinde und Ausloser des Argumen-
tierens eine grofle Breite an Argumentationsanldssen, die von den Lehrkriften
genannt wurden. Dabei ergibt sich eine groBe Ubereinstimmung mit den theo-
retisch in Abschnitt 2.1.1 herausgearbeiteten Beispielen. Fast alle Lehrkrifte
sprachen von konkreten Argumentationsanldssen in Bezug auf Eigenschaften und
Zusammenhinge im Bereich von Funktionen. Auflerdem zeigte sich, dass die
Lehrkrifte vor allem das Begriinden eines konkreten Vorgehens, Rechenwegs
oder einer Aufgabenbearbeitung als Beispiele nannten, die im Unterricht auch
umgesetzt werden. Eher theoretische Argumentationsanldsse durch Sitze, Regeln
und Formeln werden zwar auch genannt, aber meist geht aus den Ausfiihrun-
gen hervor, dass diese Argumentationsanlidsse im Unterricht tendenziell weniger
genutzt werden. Dies zeigt, dass die Lehrkréfte durchaus verschiedenste Anlédsse
zur Forderung von Argumentationskompetenz im Analysisunterricht kennen, aber
dabei auch bewusst auswihlen, welche davon sie nutzen und welche nicht. Da
aber teilweise statt der konkreten Angabe von Beispielen allgemein von Zusam-
menhingen, Vorgehen, Scitzen oder Ahnlichem gesprochen wurde, bleibt offen, ob
und wie Lehrkrifte die angesprochenen Argumentationsanlidsse tatsédchlich in die
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konkrete Unterrichtspraxis transferieren. Hier wiirde es sich anbieten, eine Studie
mit Unterrichtsbeobachtungen anzuschliefen, um moglicherweise genauere und
objektivere Erkenntnisse zu erlangen. Von den in Abschnitt 2.1.1. herausgear-
beiteten moglichen Gegenstinden und Auslésern fiir das Argumentieren finden
sich fast alle in den Nennungen der Lehrkrifte wieder. Einzig die Beispiele, die
von Schmidt-Thieme (2006, S. 81) als strittige Angelegenheiten genannt werden,
die ein offenes, ,,unmathematisches® Argumentieren ermoglichen, finden sich so
in den Interviews nicht direkt wieder. Andersherum fehlt in der theoretischen
Zusammenstellung der Bereich konkreter Eigenschaften und Zusammenhinge in
Bezug auf Funktionen, da die Zusammenstellung eher allgemeiner Natur ist.

5.2.3 Zusammenhang und Unterscheidung der Begriffe
Argumentieren, Begriinden und Beweisen

Im Gegensatz zum oben erlduterten Begriffsverstandnis, das sich implizit wih-
rend der Interviews zeigte, wurden die Lehrkrifte abschlieBend gefragt, ob es fiir
sie einen Unterschied zwischen Argumentieren, Begriinden und gegebenenfalls
Beweisen gebe. Es bestiitigte sich als sinnvoll, diese Frage ganz am Ende der
Interviews zu stellen, da sich die Lehrkrifte tiber diese Frage, mit der sich die
meisten von ihnen noch nie beschiftigt hatten, etwas verunsichert zeigten. Dies
geht beispielsweise aus folgenden AuBerungen hervor:

Wow, da bin ich jetzt kein Sprachwissenschaftler.
(Herr E, Absatz 72)

Dariiber, muss ich gestehen, mach ich mir jetzt eigentlich wenig Gedanken, weil meine
Gedanken gehen eher dann darum, wie formuliere ich eine Aufgabe im Unterricht und
ob ich jetzt von Argumentieren oder Begriinden spreche, das ist halt so bestenfalls aus
dem Bauch heraus.

(Herr C, Absatz 52)

Die meisten fingen dann entsprechend wihrend des Interviews laut zu denken an
und korrigierten sich auch mehrmals. Schlieflich zeigten aber die meisten intui-
tiv ein dhnliches Verstdndnis in Bezug auf das Verhiltnis der Begriffe, wie in
Abschnitt 2.1.4 vorgeschlagen, also das Argumentieren als Oberbegriff zu sehen
und darunter das Begriinden als spezielle Form des Argumentierens und das
Beweisen als spezielles Begriinden zu verstehen. Dies zeigt sich unter anderem
an folgenden Beispielen:
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Wobei natiirlich jeder Beweis auch wieder eine Begriindung ist.
(Herr C, Absatz 52)

Begriinden, finde ich, ist mehr zielgerichtet als Argumentieren. Argumentieren kann in
die eine oder in die andere Richtung gehen. Ich finde bei Argumentieren muss man sich
nicht so, nicht so direkt festlegen, bei Begriinden schon. Begriinden ist auch vielleicht,
dass schon festgegeben ist, wo es hinléuft und man nur noch sagen muss, warum. Und
beim Argumentieren kann es in die eine oder die andere Richtung gehen.

(Frau E, Absatz 72)

Argumentieren ist wahrscheinlich ein bisschen offener. Begriinden ist ja sehr zielge-
richtet. [...] Argumentieren ist natiirlich weiter gefasst, das muss ja nicht auf eine
Aussage bezogen sein.

(Frau H, Absatz 76)

Begriinden kann ich ja dann auch ohne Beweis. Ich muss ja dann blof} einen Grund
finden, warum diese Aussage jetzt wahr oder falsch ist, aber ich muss es nicht
mathematisch beweisen.

(Frau M, Absatz 124)

Also fiir mich ist Argumentieren eher noch ein bisschen der Oberbegriff oder umfas-
sender. [...] Argumentieren wiirde ich als Uberbegriff sehen zu Begriinden als streng
formalem Beweis oder Begriinden auf einer anschaulichen Ebene. [...] Diese Bereiche
Begriinden, Beweisen und so weiter wiirde ich als Teilbereiche sehen dieses grofien
Bereichs Argumentieren.

(Herr N, Absatz 82, Absatz 84)

Also beim Begriinden, wiirde ich sagen, ist die Ausgangssituation eher so, dass das
einfach Fakt ist und beim Argumentieren ist es eher so, dass die Ausgangssituation
eventuell sogar vakant ist oder halt man dariiber diskutieren kann. [...] Ich finde
Begriinden ist ein bisschen lockerer als Beweisen. Also wo beim Beweisen einfach
eine klare mathematische Struktur dahinter sein muss und einfach klar mathematisch
strukturiert sein muss und das Begriinden vielleicht ein bisschen lockerer ist, weil man
es eben auch mit eigenen Worten machen kann.

(Frau O, Absatz 66, Absatz 68)

Insbesondere zeigt sich hierbei auch nochmals ein explizit formales Begriffsver-
stindnis der meisten Lehrkrifte zum Beweisen:

Also zwischen Beweisen und Begriinden, denke ich, Beweis ist eher was Formelles.
(Herr B, Absatz 52)
Ich glaub Beweis ist formeller, also so Uni.

(Herr F, Absatz 78)
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Beweis kann sehr formalistisch sein und muss nichts mit Sprache zu tun haben.

(Frau H, Absatz 80)

Es zeigen sich aber auch einzelne abweichende Verstidndnisse. Beispielsweise
iiberlegte Herr B, dass Argumentieren formaler sein konnte als Begriinden:

Ich glaube, vielleicht, Argumentieren ist halt vielleicht dann eher noch das Forma-
lere. Dass man wirklich sagt, also das ist dann sauber hingeschrieben. Begriinden,
begriinden, kann ich vielleicht auch mal einfach so ein bisschen lapidar.

(Herr B, Absatz 96)
Auch Herr L sieht Begriinden als weiter gefasst im Vergleich zu Argumentieren:

Begriinden ist vielleicht ein bisschen allgemeiner vom Begriff her. Weil man vielleicht
Begriinden und Erklédren eher in eine Kategorie schieben kann. Also ich wiirde so
sagen, dass Begriinden allgemeiner gefasst ist als mathematisch Argumentieren.

(Herr L, Absatz 70)

Frau H fasst das Argumentieren noch weiter als in dieser Arbeit vorgeschlagen:
~Argumentieren im weitesten Sinne heifit einfach, Mathematik zu verbalisieren*
(Frau H, Absatz 76). Auf die Nachfrage, wo dann der Unterschied zum Kom-
munizieren sei, antwortete sie: ,,Das wird jetzt schwierig. So wie ich das gerade
gesagt habe, gibt es dann keinen Unterschied mehr. Das stimmt.“ (Frau H, Absatz
78). Herr L versteht Beweisen nicht als Form des Argumentierens, da letzte-
res immer zwingend verbale Argumente erfordere: ,.Beweisen kann rechnerisch
sein. Das ist in meinen Augen kein Argumentieren. Argumentieren ist immer mit
verbalen, sprachlichen Argumenten (Herr L, Absatz 72).

Es zeigt sich also insgesamt, dass das intuitive Begriffsverstindnis der meisten
Lehrkrifte in Bezug auf den Zusammenhang der Begriffe Argumentieren, Begriin-
den und Beweisen dem in Abschnitt 2.1.4 vorgeschlagenen sehr nahekommt.
Trotzdem gibt es bei einzelnen Lehrkriften davon abweichende Vorstellungen.
Auffillig ist zudem das formale Verstéindnis zum Beweisen, das oft mit negativen
Konnotationen verbunden ist, wie sich auch in anderen Bereichen der Analyse der
Interviews immer wieder zeigt. Da aber nicht mit allen Lehrkréften explizit iiber
das Beweisen gesprochen wurde, sondern nur mit denjenigen, die von selbst das
Beweisen ansprachen, ist es nicht moglich, hierzu Aussagen liber alle Befragten
zu treffen.
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5.3 Aktuelle Umsetzung des Argumentierens im
Analysisunterricht

Um die aktuelle Umsetzung des Argumentierens im Analysisunterricht ana-
lysieren zu konnen, wurden mit der Hauptkategorie Aktuelle Umsetzung des
Argumentierens im Unterricht die Segmente codiert, in denen die Lehrkrifte
konkret vom Argumentieren (im weiten Sinne) in ihrem eigenen Analysisunter-
richt sprachen. Wenn sie sich explizit auf andere Teilbereiche wie die Geometrie
oder Stochastik bezogen, wurden diese Segmente nicht codiert. Die codierten
Segmente wurden dann fallbasiert weiter ausgewertet, indem erst segmentweise
zusammengefasst und anschlieBend abstrahiert wurde. Daraus wurden dann fiir
jede Lehrkraft Fallzusammenfassungen erstellt und diese schlieBlich zwischen
den Lehrkriften verglichen, um iibergreifende Tendenzen ableiten zu kdnnen. Im
Folgenden werden erst die einzelnen Fallzusammenfassungen und anschlieend
die iibergreifenden Erkenntnisse vorgestellt.

5.3.1 Fallzusammenfassungen® zur aktuellen Umsetzung
des Argumentierens im Analysisunterricht

Herr A:

Im Unterricht von Herrn A wird an verschiedenen Stellen argumentiert: wenn
Diskussionen mit verschiedenen Meinungen stattfinden, bei speziellen Aufgaben,
beispielsweise wie ein Funktionsgraph aus einem anderen hervorgeht, und beim
Modellieren, wenn ein passendes mathematisches Modell gefunden werden muss.
Aus Zeitgriinden kommen Modellieren und Argumentieren im Unterricht aber zu
kurz. Auch ,,Kalkiildruck“ (Absatz 48) verhindert mehr Argumentieren im Unter-
richt. Die Schiiler miissen vorrangig auf die Abiturpriifung vorbereitet werden.
Dafiir ist es Herrn A wichtig, Standardaufgaben zu iiben, da diese im Vergleich
zu Argumentationsaufgaben vorrangig gepriift werden und schwache Schiiler
durch Standardaufgaben immerhin eine notwendige Minimalpunktzahl erreichen
konnen. In Klausuren werden auch Aufgaben zum Argumentieren gestellt, bei-
spielsweise solche, bei denen die Schiiler durch Rechnen oder Zeichnen des

8 Der besseren Lesbarkeit halber sind die Fallzusammenfassungen im Indikativ formuliert.
Die Inhalte sind aber keine Tatsachen, sondern zusammengefasste und abstrahierte Angaben
der einzelnen Lehrkrifte.
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Funktionsgraphen nicht weiterkommen und dann mit Hilfe einer Skizze argu-
mentieren miissen. Der Zwang zu schemenhafter Bepunktung verhindert aber,
dass Herr A noch mehr Aufgaben zum Argumentieren stellt.

Herr B:

In der Oberstufe wird im Unterricht von Herrn B wenig hergeleitet. Wenn Schiiler
an Herleitungen interessiert sind, konnen sie diese im Buch nachlesen und dazu
Fragen stellen. Wichtiger ist es ihm, sich auf die relevanten Inhalte der Abiturprii-
fung zu konzentrieren und mit den Schiilern Schemata einzuiiben, auch wenn dies
nicht seinem eigenen Anspruch entspricht. Dazu ist es wichtig, dass die Schii-
ler iiber Inhalte Bescheid wissen und diese anwenden konnen. Bei Herrn B ist
der Unterricht ausgewogen zwischen kalkiilorientiertem ,,Kleinrechnen* (Absatz
102) auf der einen Seite und sinnvollem Argumentieren auf der anderen Seite.
Das Argumentieren findet aus Zeitgriinden oft lehrerzentriert statt. Die Schiiler
miissen ihre Rechenwege und ihr Vorgehen beim Losen von Aufgaben begriin-
den und bei Anwendungsaufgaben argumentieren, welcher Losungsweg der beste
ist. Dabei werden unterschiedliche Herangehensweisen im Unterricht aufgegriffen
und thematisiert. Aulerdem miissen die Schiiler Gegenbeispiele und Funktionen
mit vorgegebenen Eigenschaften finden. Der Lehrer fungiert beim Argumentieren
als Korrektiv und hilft den Schiilern. In Klausuren priift Herr B das Argumentie-
ren, beispielsweise beim Zusammenhang zwischen Ableitung und Steigung. Die
Schiiler miissen begriinden, warum Aussagen immer gelten oder Aussagen durch
Gegenbeispiele widerlegen.

Herr C:

Im Unterricht von Herrn C argumentieren Schiiler zum Beispiel bei der Bestim-
mung von Limites am Funktionsterm. Es werden offene Fragen zum Zusammen-
hang zwischen Funktion und Ableitung gestellt und die Schiiler argumentieren
dann qualitativ. Am Ende formuliert Herr C nochmals priziser und exakter.
Begriffe wie ,hinreichend” und ,,notwendig* werden dabei im Unterricht aber
nicht verwendet. Auch Verfahren werden erst im Unterrichtsgesprich begriindet,
bevor sie kalkiilhaft angewandt werden. Herr C wiirde sich weigern, Inhalte zu
unterrichten, die nicht begriindet werden konnen. An konkreten Beispielen wer-
den allgemeine Eigenschaften von Funktionen im Klassengesprich begriindet. Im
Unterricht ergibt sich ein Begriindungsbediirtnis daraus, dass in den meisten Klas-
sen einzelne Schiiler Sachverhalte hinterfragen. Beweise hingegen werden vom
Lehrer vorgefiihrt, da beispielsweise geschickte Ergdnzungen von den Schiilern
nicht erraten werden konnen. Dabei wird zwischen stirkeren und schwicheren
Kursen unterschieden. In letzteren werden Beweise oft weggelassen und Regeln
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nur verkiindet. Allgemeine Zusammenhidnge werden jedoch auch in schwachen
Kursen begriindet. Obwohl Begriindungsaufgaben in Klausuren sowohl fiir Herrn
C als auch fiir seine Schiiler problematisch sind, stellt Herr C sie aus zwei
Griinden: erstens im Hinblick auf das Abitur, in dem die Schiiler auch begriin-
den miissen, und zweitens damit die Schiiler Begriindungen im Unterricht ernst
nehmen. Beweise werden ndmlich nicht ernst genommen, da sie nicht gepriift
werden.

Herr D:

Nach Meinung von Herrn D ist der Analysisunterricht zu einem ,,Rechending®
(Absatz 6) verkommen, in dem nicht mehr bewiesen oder theoretisch argumen-
tiert wird, sondern nur anschaulich interpretiert und plausibel gemacht. Konzepte
werden eingefiihrt, ohne dass sie begriindet werden, es findet kein entdeckendes
Lernen mit anschlieBendem Begriinden statt und es werden keine theoretischen
Probleme, beispielsweise bei Ober- und Untersumme, thematisiert. Das alles fin-
det Herr D schade, entscheidet sich aber dafiir, um seine Schiiler moglichst gut
auf das Abitur vorzubereiten. Dafiir werden Begriindungsaufgaben im Unter-
richt fast jede Stunde behandelt und auch in Klausuren gepriift, aber nicht
ausschlieBlich, da auch schwichere Schiiler eine Chance haben miissen und
da sie korrekturaufwindig sind. Im Unterricht von Herrn D wird anschaulich
begriindet und von Beispielen abstrahiert. Die Schiiler miissen nach Eigenarbeit
Argumentationen liefern und immer ihre Vorgehensweise begriinden.

Frau E:

Frau E leitet Formeln nicht her, sondern présentiert sie und demonstriert deren
Anwendung an Beispielen. Dies dient der Abiturvorbereitung und sorgt fiir gute
Noten, da mehr Zeit fiir Ubungen bleibt. In die Entscheidung, dass im Unterricht
wenig hergeleitet, sondern mehr geiibt wird, werden die Schiiler miteinbezogen
und entscheiden sich immer fiir diese Variante. Begriindungsaufgaben spielen im
Unterricht und in Priifungen eine grofie Rolle. Im Unterricht werden Begriin-
dungsaufgaben oft in Form miindlicher Aufgaben zur Wiederholung am Beginn
der Stunde eingesetzt. In Klausuren werden hidufig rechnerische Begriindun-
gen verlangt. Beim selbststindigen Bearbeiten von Begriindungsaufgaben im
Unterricht fragen die Schiiler nach, wenn sie die Begriindungen in den ausge-
teilten Losungen nicht verstehen. Dann liefert Frau E meist Begriffskldrungen
nach. AuBlerdem miissen die Schiiler bei fehlerhaften Aufgabenbearbeitungen
begriinden, wo ein Fehler gemacht wurde. Beim selbststindigen Bearbeiten von
jeglichen Aufgaben begriinden sich die Schiiler viel gegenseitig, beispielsweise
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ihr Vorgehen oder warum ein Vorgehen eines Mitschiilers falsch ist. Trotzdem
begriindet Frau E insgesamt viel mehr im Unterricht als die Schiiler.

Herr F:

Im Unterricht von Herrn F wird erst ,,technisch® (z. B. Absatz 60) gearbeitet und
am Ende begriindet. Beispielsweise wird beim Thema Integralrechnung begriin-
det, wenn sie zur Flichenbestimmung herangezogen wird oder wenn Funktionen
und zugehorige Integralfunktionen begriindet zugeordnet werden. AufBerdem
begriinden die Schiiler bei einer Problemstellung, warum diese ein neues Problem
darstellt. Miindlich werden im Unterricht Wahr-oder-Falsch-Aufgaben gemacht.
Im Unterrichtsgespriach verlangt Herr F oft nach zusétzlichen Begriindungen. Er
fordert die Schiiler auf, ihre Losungen zu begriinden und immer in ganzen Sit-
zen zu antworten, was auch automatisch fiir Begriindungen sorgt. Herr F selbst
begriindet viel, wenn er Warum-Fragen der Schiiler beantwortet. Insgesamt liegt
inzwischen der Fokus mehr auf Begriindungsaufgaben als auf Aufgaben mit Para-
metern, die frither wichtiger waren. In schwachen Klassen liegt der Fokus mehr
auf Grundtechniken als auf dem Begriinden. In fast jeder Klausur stellt Herr F
Begriindungsaufgaben, beispielsweise zum begriindeten Zuordnen.

Herr G:

Begriinden steht im Unterricht von Herrn G nicht im Mittelpunkt. Beim Begriin-
den zeigt sich eine sehr groBe Heterogenitidt der Schiiler. Deshalb wird nur auf
sehr niedrigem Niveau begriindet, mit dem Ziel, an die Erfahrungen der Schiiler
anzukniipfen, zum Beispiel wenn es darum geht, welche Eigenschaften von Funk-
tionen direkt aus der Funktionsgleichung abgelesen werden konnen. AuBlerdem
begriinden Schiiler ihr Vorgehen. Insbesondere bei Anwendungsaufgaben begriin-
den sie, welches Vorgehen am besten ist. Formales Begriinden oder Beweisen
spielt im Unterricht von Herrn G keine Rolle. Die Schiiler sollen nur wissen,
dass in der Mathematik bewiesen wird, aber nicht selbst beweisen. In Priifun-
gen wird kaum Begriinden verlangt, da Probleme dabei nur schwer diagnostiziert
werden konnen und Schiiler sich weigern, diese Aufgaben zu bearbeiten. Was in
Priifungen gefragt wird ist begriindetes Zuordnen.

Frau H:

Frau H zeigt im Unterricht Zusammenhédnge manchmal am Beispiel auf und ver-
kiindet dann Verallgemeinerungen davon. Beweise werden nur gemacht, wenn
sie besonders schon oder besonders einfach sind, denn es wird viel Zeit damit
,vertan® (Absatz 50). Manche Schiiler sind davon iiberfordert und die Schiiler
schalten dabei ab, da Beweise nicht gepriift werden. Zwischen den einzelnen
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Themen gibt es nicht immer einen roten Faden, mit dem begriindet wird, wie
man von einem Thema zum néchsten kommt. Frau H argumentiert mehr als ihre
Schiiler, da sie erklart. Sie erkldrt auch auf einer Metaebene das Vorgehen beim
Begriinden oder Widerlegen sowie unterschiedliche Begriindungsarten. Es gibt
im Unterricht eine Balance zwischen unterschiedlichen Aufgabentypen, zum Bei-
spiel Rechenaufgaben, Textaufgaben und Begriindungsaufgaben. Dabei wird nie
eine komplette Unterrichtsstunde fiir das Begriinden verwendet, da dabei zu viele
Schiiler abgehingt werden wiirden. Beispielsweise wird bei Wahr-oder-Falsch-
Aufgaben zu Funktionsklassen anschaulich begriindet und Begriindungsaufgaben
werden meistens im Klassengesprach mit eventuell vorangehender Einzel- oder
Partnerarbeit besprochen. Schiiler begriinden auch bei Riickfragen von Frau H.
In Klausuren werden immer auch Begriindungsaufgaben gestellt.

Frau J:

Im Unterricht von Frau J wird die Theorie nicht bewiesen, sondern anschau-
lich plausibel gemacht. Frau J begriindet Regeln kurz und erldutert dann deren
Anwendung. Auf Beweise wird groBiteils verzichtet, da dabei die Schiiler abge-
hingt werden wiirden. Es werden nur kurze Beweise gefiihrt, sonst wird eher
das Beweisverfahren oder die Beweisidee erldutert. Am Anfang des Schuljahres
begriindet mehr Frau J, gegen Ende des Schuljahres gibt sie mehr Begriindungen
an die Klasse ab. In fast jeder Stunde gibt es kurze Begriindungen, beispielsweise
initiiert durch Warum-Fragen oder die Frage ,,Ist das jetzt immer so?*. Es wird
zum Beispiel beim Zusammenhang zwischen Funktionen, Ableitungen und Gra-
phen argumentiert. Wie gut das funktioniert und wie viel das dementsprechend
gemacht wird, hingt von der Klasse ab. Wenn die Schiiler begriinden, dann meist
mit Hilfe von Skizzen. Das Notieren von Begriindungen an der Tafel iibernimmt
dann wieder die Lehrkraft, da die Schiiler Schwierigkeiten beim schriftlichen For-
mulieren haben. Argumentationen werden meist an der Tafel fixiert, um Begriffe
zu verinnerlichen und auf die Begriindungen zuriickgreifen zu konnen. Dabei
kommt es auf die Klasse an, wie viel schriftlich fixiert wird. Als Vorbereitung auf
die Abiturpriifung miissen viele Begriindungsaufgaben geiibt werden, da sie den
Schiilern besonders Probleme bereiten. In Klausuren fragt Frau J auch Begriin-
dungen ab, schwache Schiiler sind dabei bei der Bearbeitung unsicher. Deswegen
wird in Stegreifaufgaben wenig Begriinden gefragt, wenn dann nur am Ende und
mit einschitzbarem Erwartungshorizont.

Herr K:
Im Unterricht von Herrn K gibt es wenig Begriindungen fiir die Theorie. Warum
ein neues Thema eingefiihrt wird, wird nicht iiber einen Sachzusammenhang
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begriindet, sondern, wenn moglich, rein innermathematisch. Zu Beginn eines
Themas stehen erst Trainingsaufgaben zu Rechenfertigkeiten im Vordergrund,
spiter dann Verstindnisaufgaben und Begriindungsaufgaben. Dabei arbeiten die
Schiiler beispielsweise selbsttitig an Begriindungsaufgaben, die dann hinterher
besprochen werden. Auch Alternativbegriindungen werden thematisiert. In schwa-
chen Klassen wird allerdings wenig begriindet. Es stehen mehr die rechnerischen
Fertigkeiten im Vordergrund. In Klausuren stellt Herr K Begriindungsaufgaben,
in Stegreifaufgaben nicht, da sie viel Zeit in Anspruch nehmen und Schiilern
schwerer fallen.

Herr L:

Im Unterricht von Herrn L wird zu Beginn eines Themas ein Theoriegebilde
aufgebaut, um Begriffe einzufiihren. Die Theorie gerit aber immer mehr in
den Hintergrund und wird auch nicht (mehr) gepriift. Insbesondere werden
keine Beweise ausgefiihrt. Die Produktregel beispielsweise wird nur verkiin-
det und dann geiibt. Wichtig sind dann die Anwendungen von Regeln und die
Kochrezepte fiir das Losen von Aufgaben. Im Unterricht argumentieren die Schii-
ler und Herr L ungefihr gleich viel. Dabei argumentieren die Schiiler zum
Beispiel bei der Prisentation von Hausaufgaben. Auch in der Abiturvorberei-
tung wird argumentiert. Es werden Begriindungsaufgaben gemacht, vor allem
begriindetes Zuordnen von Term und Graph sowie Wahr-oder-Falsch-Aufgaben.
Bei Anwendungsaufgaben wird die Passung von Modellen begriindet. Herr L
stellt Argumentationsaufgaben sowohl in Klausuren als auch in Stegreifaufgaben,
obwohl sie korrekturaufwiéndig sind.

Frau M:

Im Unterricht von Frau M wird nur sehr selten die Theorie begriindet. Wenn Frau
M zum Beispiel die Ableitungsregeln begriindet, zeigen die Schiiler kein Inter-
esse, da sie wissen, dass sie das nicht konnen miissen. Beweise werden gar nicht
gefiihrt. Insgesamt begriindet Frau M sehr viel mehr als ihre Schiiler. Bei der
Bearbeitung von Begriindungsaufgaben werden die Schiiler sehr eng betreut: Die
Aufgaben werden vorbesprochen und es gibt Kochrezepte zu deren Losung. In
sehr schwachen Klassen werden keine Begriindungsaufgaben gemacht. In stérke-
ren Klassen argumentieren beispielsweise die Schiiler bei Anwendungsaufgaben
fiir ihre Losungen. In Priifungen wird sehr wenig Begriinden verlangt.

Herr N:
Zur Vorbereitung auf das Argumentieren im Analysisunterricht gibt es bei Herrn
N eine Doppelstunde zu logischen Konstruktionen und Begriffen wie notwendig
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und hinreichend. Im Unterricht wird eher anschaulich begriindet. Zum Beispiel
wird bei den Ableitungen der trigonometrischen Funktionen nicht bewiesen, son-
dern graphisch argumentiert. Beim Zusammenhang zwischen Funktionen und
deren Ableitungen und auch bei Anwendungsaufgaben wird viel begriindet. Bei
Extremwertaufgaben wird begriindet, warum es ein Extremum geben muss, bei
Modellierungsaufgaben wird die Passung eines Modells und der Nutzen der
Modellierung begriindet. Dabei gibt meist Herr N Impulse und die Schiiler
begriinden dann. Eventuell folgt noch eine Ergéinzung durch Herrn N. Insgesamt
haben im Unterricht Kalkiilanteile stirkeres Gewicht als Begriindungsanteile, da
eine Orientierung an den Abituraufgaben stattfindet.

Frau O:

Im Unterricht von Frau O werden Sétze und Zusammenhénge an Beispielen erlidu-
tert und veranschaulicht, aber nicht bewiesen. Der Fokus liegt auf den Ubungen.
Bei theoretischen Nachfragen der Schiiler geht Frau O kurz darauf ein und ver-
weist dann auf das Buch. Im Unterricht wird wenig schriftlich begriindet, da das
viel Zeit kostet und wenig bringt. Begriindungsaufgaben werden meist miind-
lich bearbeitet. Bei Aufgabenbesprechungen fragt Frau O auch teilweise nach
Begriindungen und Alternativen dazu, um mehrere Losungsmoglichkeiten aufzu-
zeigen. Auch beim Uben von Abituraufgaben miissen die Schiiler ihr Vorgehen
begriinden. Wenn von den Schiilern nichts kommt, Zeitdruck herrscht, oder Nach-
fragen kommen, dann begriindet Frau O. Ab und zu werden in Klausuren und
Stegreifaufgaben Begriindungsaufgaben gestellt, meist als indirekter Weg, um
Zwischenergebnisse anzugeben. Dabei werden meist rechnerische Begriindungen
verlangt, da bei Begriindungen in Worten der Korrekturaufwand hoher ist.

5.3.2 Ubergreifende Tendenzen beziiglich der aktuellen
Umsetzung des Argumentierens im Analysisunterricht

Aus den oben dargestellten fallbasierten Auswertungen hinsichtlich der aktuel-
len Umsetzung des Argumentierens im Analysisunterricht zeigen sich bei den
einzelnen Lehrkriften dhnliche Tendenzen.

Beweise und theoretische Herleitungen spielen im Unterricht kaum eine Rolle,
weder bei der Einfiihrung neuer Inhalte noch in Ubungsphasen. Ein selbstindiges
Beweisen durch die Schiiler wird von keiner Lehrkraft erwéhnt. Insgesamt wird
die Theorie wenig begriindet und wenn dann durch die Lehrkraft. Exemplarisch
zeigen dies folgende Aussagen:
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Also ich personlich versuche in der Oberstufe gar nicht so viel herzuleiten. Weil bei
einer Herleitung nimmt man meistens blofi die Guten mit, den Rest verliert man bei
der Herleitung.

(Herr B, Absatz 20)

Wenn ich wirklich irgendwas beweise, also zum Beispiel die Produktregel bei der
Ableitung, das finde ich so einen Klassiker. Ich weif3 nicht ganz genau auswendig,
man muss vermutlich irgendwie plus und minus dasselbe machen dann irgendwie
geschickt umsortieren und so. Da staunen die Schiiler meistens Bauklotze und sagen:
,,» Wie kommt man darauf?““ und dann sage ich: ,, Vielleicht habt ihr gemerkt, ich habe
meinen Zettel in der Hand gehabt und habe das von dem Zettel abgeschrieben. Da
kommt kein normaler Mensch spontan drauf. Sondern da ist irgendein genialer Mensch
mal darauf gekommen und ich kann das nachvollziehen. Und sowas verlange ich von
euch auch nicht, ihr miisst den Beweis nicht auswendig lernen, das halte ich nicht fiir
sinnvoll. “ Also das heifst, in dem Moment argumentiert wirklich der Lehrer und ich
finde, wie sollen Schiiler das erraten, was man da ergdnzen muss? Das geht iiberhaupt
nicht.

(Herr C, Absatz 24)

Also jetzt keine Beweise oder irgendwas, mach ich zum Beispiel gar nicht in der
Oberstufe, weil ich mir denk, dass das fiir die Schiiler fiir das Abitur auch nicht wirklich
so relevant ist.

(Herr L, Absatz 22)

Beweise vermeide ich grofiridumig. Das wird Gott sei Dank bei uns iiberhaupt nicht
gefragt in der Abschlusspriifung und ich mach das auch nicht. Gar nicht.

(Frau M, Absatz 120)

Im Gegensatz dazu sind Argumentationen und Begriindungen im Unterricht eher
informell und es wird oft nur miindlich, beispielsweise im Unterrichtsgesprich,
argumentiert. Diese Tendenz lédsst sich unter anderem an folgenden Aussagen
erkennen:

Dann habe ich eine Dokumentenkamera und lege das Buch unter und stelle
[Begriindungs- JAufgaben miindlich, die den Stoff von letzter Stunde behandeln. [...]
Und dann besprechen wir das anhand von den Aufgaben nochmal und dann bekommen
sie irgendeine Aufgabe zu tun, die sie selbstiindig bearbeiten.

(Frau E, Absatz 22)

Also wie oft stelle ich auch die Frage: ,, Warum ist es genau ein Hochpunkt? Begriinde
doch mal!*“ und dann miissen sie halt wirklich sagen: Entweder mit der Steigung oder
wenn man die Werte in die Ableitung einsetzt.

(Herr F, Absatz 24)
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E's miissen ja nicht immer grofie Begriindungen sein, aber kleine, die einmal die Schiiler
bringen, wenn man nochmal nachfragt: ,,Warum?“. Oder eben, wenn ich irgendwas
mache und dann nochmal ich selbst die Frage stelle: , Ist das jetzt immer so?“

(Frau J, Absatz 62)

Begriinden spielt immer eine Rolle, wenn wir tiber Aufgaben sprechen. Also ich lasse
sehr selten schriftlich begriinden, sondern wenn dann, wenn jetzt ein Schiiler mir
eine Antwort gibt, dann frage ich schon nach: ,,Ja warum ist das so?“. In konkreten
Aufgaben findet es eigentlich fast nur miindlich statt.

(Frau O, Absatz 22)

Viele Lehrkrifte sprechen in Bezug auf das Argumentieren von sogenannten
Begriindungsaufgaben, also Aufgaben, in denen durch die verwendeten Ope-
ratoren Begriindungen verlangt werden. Solche Aufgaben sind auch auf der
Schulbuchdoppelseite’ vorhanden, die den Lehrkriften wihrend des Interviews
vorlegt wurde (siehe Abschnitt 5.3). Eventuell ist die hdufige Thematisierung
von Begriindungsaufgaben in den Interviews auf diesen Prompt zuriickzufiihren.
Begriindungsaufgaben spielen aber aus Sicht der Lehrkrifte im aktuellen Analy-
sisunterricht tatsédchlich eine grofe Rolle bei der Forderung der Kompetenz des
mathematischen Argumentierens. Dies zeigt sich beispielsweise durch folgende
Aussagen:

Also dass wir relativ viel von diesen Begriindungsaufgaben machen. Also ich suche
schon im Buch maoglichst viel raus oder stelle auch selber manchmal eine.

(Herr D, Absatz 78)

Ich nehme auch viel die Buchaufgaben dann her oder eben aus anderen Biichern
suche ich mir Begriindeaufgaben. Wichtig ist, dass ,, Begriinde deine Entscheidung!“
dabeisteht. Nicht nur ,,Wahr oder falsch?“, sondern auch ,, Begriinde!“, weil man da
viele Detailfragen stellen kann.

(Frau E, Absatz 26)

Wenn man dann mit dem rechnerischen Teil zurechtkommt, dann kann man tibergehen
zu solchen Verstdndnisfragen und solchen Begriindungsaufgaben. Und das mache ich
eigentlich, lege ich schon immer Wert darauf, bei egal welchem Thema.

(Herr K, Absatz 28)

9 Siche Anhang D im elektronischen Zusatzmaterial.
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Insbesondere werden Begriindungsaufgaben auch in Klausuren eingesetzt, teil-
weise auch in Stegreifaufgaben'”. Hier zeigt sich ein Unterschied zum Beweisen,
das nicht gepriift wird und dadurch auch keinen groflen Stellenwert im Unter-
richt einnimmt. Begriindungsaufgaben spielen bei einigen Lehrkriften sowohl im
Unterricht als auch in Priifungen eine wichtige Rolle, auch wenn die Lehrkrifte
sie teilweise fiir schwierig halten:

Wir miissen sie [Begriindungsaufgaben in Priifungen] ja machen. Erstmal weil es
verlangt wird, aber da konnte ich noch sagen ,,Das ist mir egal! “, aber sie miissen es
Jja im Abitur auch machen. Ich finde da miisste man einfach, ich finde es schwieriger.
Das heifst ja deswegen noch nicht, dass die jetzt nicht geeignet sind. Aber ich finde es
wirklich eine grofie Herausforderung fiir mich als Lehrer, die vorher so zu trainieren
und Aufgaben dann auch so zu stellen, also ein verniinftiger Schiiler muss ungefahr
wissen, wie tief er darauf eingehen muss. Aber wirklich schwieriger fiir beide Seiten,
fiir mich als Lehrer und auch fiir die Schiiler.

(Herr C, Absatz 40)

Also auch in Schulaufgaben [d. h. Klausuren], in Stegreifaufgaben. Ich schaue, dass
ich immer Begriindeaufgaben mit darin habe.

(Frau E, Absatz 26)

Also immer sehr gut finde ich, wie zum Beispiel Aufgabe 8, wenn es heifst ,, Ordne zu
und begriinde! “, das bringe ich fast in jeder Analysisklausur. [...] Also ich habe, wenn
wir so meine Klausuren durchgehen, wahrscheinlich bei fast jeder immer irgendwelche
Begriindungsaufgaben dabei.

(Herr F, Absatz 20, Absatz 52)

In Stegreifaufgaben, die nur zwanzig Minuten dauern, wenn ich vorneweg eine Begriin-
dungsaufgabe setze, dann werden sie hinten niemals fertig. Also es ist nicht so, dass
ich in Stegreifaufgaben nie was begriinden lasse, das will ich nicht sagen, aber dann
erstens am Ende und den Schiilern muss bewusst sein: ,, Wie viel will sie ungefihr?“.

(Frau J, Absatz 58)

Abgesehen von speziellen Begriindungsaufgaben, die aufgrund ihrer Operato-
ren explizit das Argumentieren fordern, wird von vielen Lehrkriften geschildert,
dass Schiiler beim Losen von Aufgaben aller Art argumentieren, indem sie zum
Beispiel ihren Losungsweg begriinden. Theoretisch konnte dabei unterschieden
werden, ob die Schiiler begriinden, welchen Weg sie warum einschlagen oder ob

10 Stegreifaufgaben sind in Bayern kleine, schriftliche Leistungsnachweise, die nicht ange-
kiindigt werden, sich auf hochstens zwei unmittelbar vorangegangene Unterrichtsstunden
beziehen und eine Bearbeitungszeit von hochstens 20 Minuten haben (§ 23 BayGSO).
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die Schiiler einzelne Schritte beim Ausfiihren des gewihlten Weges begriinden.
Diese Unterscheidung lief sich aber nicht auf die AuBerungen der Lehrkrifte
iibertragen, da diese ihre Beispiele nicht konkret genug beschrieben.

In Mathematik léuft es ja immer auf eine Begriindung raus. So wie die Schiiler irgend-
wie sagen ,,Ja, da kommt 15 raus. *, dann heift es ja auch ,,Ja, warum denn eigentlich?
Also wie kommst du denn iiberhaupt dahin?“

(Herr D, Absatz 46)

Zum Beispiel lege ich irgendeine Aufgabe dann unter und sage ,,Wo ist der Fehler,
den der Schiiler hier gemacht hat?* und dann miissen sie mir begriinden, wo der
Fehler gemacht wurde. [...] Dadurch, dass sie selbstindig Aufgaben rechnen, finde
ich, begriinden sie sich viel gegenseitig. Sie erkldiren sich dann und sagen: ,, Du, pass
mal auf, da muss das hin, weil...* oder , Das ist falsch, weil... “. Ich finde, das zdhit
auch als Begriinden.

(Frau E, Absatz 30, Absatz 34)

Im Sinne von dem, warum mache ich das, was ich da mache, warum mache ich das und
nicht das? Und wenn ich das jetzt gemacht habe, wenn ich jetzt weifs, die Ableitung
ist 0, weif ich dann, dass es ein Extremwert ist? Bin ich da fertig? Oder nicht? Kann
es auch ein Terrassenpunkt sein oder so? Also da miissen sie schon auch begriinden
konnen.

(Herr G, Absatz 20)

Auch speziell im Bereich des Modellierens berichten Lehrkrifte teilweise von
Argumentationsanldssen:

Die sollen mal den Graphen machen von einer gedampften Schwingung, das haben
sie im Physikunterricht nicht gemacht, aber sie sollen es im Mathematikunterricht
machen und sich dann iiberlegen, wie konnte jetzt so ein Term aussehen, der jetzt so
eine geddmpfte Schwingung beschreibt. Und das sollen sie begriinden.

(Herr A, Absatz 28)

Ich mache zum Beispiel unheimlich gerne bei der Einfiihrung der Differentialrechnung
so eine Aufgabe mit einem Meteoritenkrater, wo man eben versuchen muss, so ein
Autochen rauszufahren und dann passt es mit der Steigung nicht und dann muss man
entweder abtragen oder aufschiitten und sowas und grad da argumentieren die Schiiler
Jja auch und begriinden dann ihre Losung, warum sie gerade die gewdhlt haben und
keine andere. Aber da sind immer locker zwei bis drei Unterrichtsstunden weg im
Gegensatz zu wenn ich es einfach blofs hinschreibe. Und darum mache ich das eben
auch nur bei sehr starken Klassen.

(Frau M, Absatz 118)
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Oder es muss argumentiert werden im Bereich von Modellierungsaufgaben, warum
was passt oder warum jetzt mit einem bestimmten Ergebnis, das man als Funktion
herausbekommen hat, was Bestimmtes berechnet werden kann. Warum das so geht?
Warum man damit eine Prognose machen kann bei exponentiellem Wachstum? Das
sind so Beispiele, wo begriindet werden muss und argumentiert werden muss.

(Herr N, Absatz 44)

Das Argumentieren im Analysisunterricht scheint in gewisser Weise einem Unter-
richten von Schemata und Uben von Kalkiil entgegenzustehen. Letzterem wird
oft Vorrang gewdhrt, was zumeist durch eine Orientierung an der Abiturpriifung
begriindet wird. Exemplarisch zeigen dies folgende Segmente:

So unterrichte ich, weil das garantiert mir natiirlich den Erfolg in der Priifung, wo
ich die Schiiler vorbereite. Und es ist natiirlich immer teaching to the test. Ich muss
genau die Sachen natiirlich machen, die so gefragt werden. Wenn jetzt natiirlich mehr
Begriinden und so weiter kommt, dann kann ich natiirlich da auch mehr verwenden,
weil dann sieht man ja unmittelbar: Okay, das dient dem Ziel. Wenn jeder Mathematik-
Abitur machen muss, dann muss ich jeden zum Mathematikabitur befihigen und da
gibt es viele, die hditten das nie freiwillig gemacht, die kdmpfen um einen Punkt und
ein Punkt heifst von 120 Punkten 25 Rohpunkte und 25 Rohpunkte bekomm ich nicht
durch das Argumentieren, sondern da muss ich halt die Ableitung konnen, die Tangente
aufstellen konnen und so weiter. Und das ist das, was ich vor allem dann einiiben muss.

(Herr A, Absatz 46)

Und dann, wenn ich wirklich eine ganz schwache Klasse habe, dann muss ich halt
schauen, wie weit mach ich dann immer das Begriinden oder inwieweit miissen halt
dann solche Grundtechniken da sein, wie dass sie halt mal ableiten konnen oder dass
sie ein Integral bilden konnen oder eine Tangente aufstellen kénnen.

(Herr F, Absatz 44)

Wenn man aber mit recht vielen schwachen Schiilern zu tun hat, bleibt einem oft nichts
anderes iibrig, als sich auf das zu beschrinken, was sie dann iiberhaupt eigentlich
konnen. Und diese schweren Sachen, oder das, was da gefordert wird vom Lehrplan
sind ja eigentlich eher die schwereren Sachen, ndmlich die Kompetenzorientierung
und Sachzusammenhdnge und so weiter. Das ist ja alles noch schwerer als die rei-
nen rechnerischen Fiihigkeiten. Wenn man aber mit schwachen Schiilern zu tun hat,
muss man sich letztlich ja wieder nur auf diese einfachen Rechensachen irgendwie
zuriickziehen, damit man iiberhaupt noch einigermafien passable Ergebnisse in der
Schulaufgabe erzielen kann.

(Herr K, Absatz 74)

Nachdem dargestellt wurde, was die Befragten iiber die Umsetzung des Argumen-
tierens in ihrem Unterricht berichteten, wird in den folgenden beiden Abschnitten
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5.4 und 5.5 analysiert, welche Beweggriinde hinter der Art und Weise steckt, wie
Lehrkrifte das Argumentieren fordern und insbesondere welche Herausforderun-
gen Lehrkrifte davon abhalten, das Argumentieren mehr zu fordern als es zum
Zeitpunkt der Interviews der Fall war.

5.4 Die Bedeutung des mathematischen
Argumentierens

Die weitreichende Bedeutung des mathematischen Argumentierens wurde in
Abschnitt 2.3 ausfiihrlich dargestellt und auch in den Lehrerinterviews zeigte
sich, dass die Lehrkrifte viele Griinde fiir das Argumentieren duBerten, ohne
direkt danach gefragt worden zu sein. Vor dem Hintergrund der theoretischen
Uberlegungen in Abschnitt 2.3 wurden alle positiven AuBerungen gegeniiber dem
Argumentieren in der Hauptkategorie Positive Einschdtzungen zum Argumentieren
codiert und in den Subkategorien Personliches Anliegen der Befragten, Bedeutung
fiir die Schiiler, Positiv fiir das Unterrichten und Typischer mathematischer Prozess
weiter ausdifferenziert.

5.4.1 Personliches Anliegen der Befragten

Bei allen Befragten fanden sich AuBemngen, die darauf schlieBen lassen, dass
das Argumentieren im Analysisunterricht ihnen personlich ein Anliegen ist. Hier-
bei handelt es sich um Segmente, in denen sich die Befragten positiv iiber das
Argumentieren dullerten, es beispielsweise mit Adjektiven wie schon oder toll
beschrieben, dessen Bedeutung hervorhoben und Ahnliches, und dies entweder
explizit intrinsisch begriindeten oder aber gar keine Griinde fiir diese Einschit-
zungen angaben. In letzterem Fall kann trotzdem davon ausgegangen werden,
dass die Griinde in den personlichen Empfindungen iiber das Argumentieren zu
finden sind. Oft gaben einzelne Begriffe oder Satzteile den Ausschlag fiir eine
entsprechende Codierung. In den folgenden exemplarisch ausgewihlten Beispie-
len sind die Worter, die eine Codierung als Personliches Anliegen der Befragten
auslosten, fett hervorgehoben1 L

"' Im Gegensatz dazu sind besondere Betonungen durch die Befragten beim AuBern der
Sidtze gemif der Transkriptionsregeln durch Unterstreichungen markiert.
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Wird gliicklicherweise durch die Aufgabenkultur immer wichtiger.
(Herr A, Absatz 26)

Man schaut jetzt zum Teil nochmal hinter die Kulissen und sagt: ,,Mensch, warum
hat man das jetzt so und so gemacht?”, oder: , Begriinde!*“, oder: , Finde ein
Gegenbeispiel! “. Das finde ich toll.

(Herr B, Absatz 88)

Ich meine idealerweise wiire eigentlich nur Argumentieren angesagt. Weil der Rest
geht eigentlich so.

(Herr D, Absatz 58)
Also einfach Begriindungsaufgaben mag ich sehr gerne.
(Frau H, Absatz 22)

In meinen Augen sollte in jeder Stunde begriindet werden.

(Frau J, Absatz 60)

Ich finde aber, dass man sich als Lehrer nicht davor driicken kann, sondern dass es
wirklich wichtig ist, das zu machen. Einfach weil die Kompetenz in meinen Augen
schon auch sehr wichtig ist.

(Herr L, Absatz 50)

Ich finde es auch sinnvoll, das stark zu machen. Das Kalkiil ist wichtig, das miissen
sie auch beherrschen, aber diese Begriindungs- und Verstehensebenen finde ich schon
sehr wichtig.

(Herr N, Absatz 58)

Alle Lehrkrifte duflerten sich positiv gegeniiber dem Argumentieren, wobei eine
positive Einstellung zumindest ansatzweise interpretativ zugeschrieben werden
konnte. Trotzdem sind Unterschiede in den Segmenten erkennbar. Beispielsweise
milderten manche Lehrkrifte ihre AuBerungen sprachlich ab: Herr D benutzte
in obiger Aussage zweimal ,.eigentlich®, Herr L schob ,,schon auch® ein. Auch
die Anzahl der Segmente, die von der jeweiligen Lehrkraft in die Kategorie Per-
sonliches Anliegen der Befragten kategorisiert werden konnten, zeigt, dass das
Argumentieren trotz allem bei den einzelnen Lehrkriften von unterschiedlicher
Bedeutung ist. Herr A und Herr C haben jeweils elf Segmente in dieser Katego-
rie, wihrend Frau M nur eine und Frau O und Frau E nur jeweils zwei Segmente
zu dieser Kategorie beitragen.
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5.4.2 Bedeutung fiir die Schiiler

In der Subkategorie Bedeutung fiir die Schiiler wurden Segmente zusammen-
gefasst, in denen die Befragten sich positiv gegeniiber dem Argumentieren im
Unterricht duflerten und dies dadurch begriindeten, dass das Argumentieren fiir
die Schiiler wichtig ist. 13 der 14 Befragten @uBlerten sich in dieser Hinsicht. Die
zugehorigen AuBerungen konnten weiter untergliedert werden. In Abbildung 5.7
ist die Ausdifferenzierung dieser Subkategorie dargestellt.

—' Forderung inhaltsbezogener Kompetenzen (10) |

—' Forderung tiberfachlicher Kompetenzen (4) |

—' Priferenz der Schiiler (4) |

—‘ Chance fiir einzelne Schiiler (3) |
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—' Vorbereitung auf Studium (2) |

Abbildung 5.7 Uberblick iiber die Subkategorie ,,Bedeutung fiir die Schiiler

Innerhalb der Subkategorie Bedeutung fiir die Schiiler zeigt sich eine Domi-
nanz der Begriindungen fiir diese Bedeutung iiber die Forderung inhaltsbezogener
Kompetenzen bei den Schiilern. Dies wurde aber hiufig nicht explizit so beschrie-
ben, sondern musste aus impliziten AuBerungen der Lehrkrifte entnommen
werden, beispielsweise liber die Angabe, dass das Argumentieren Verstdndnis
fordert:

Ja das ist mir schon wichtig. Also erstmal, weil man es fiir Priifungen braucht und weil
ich einfach auch finde, dass es natiirlich das Verstdndnis fordert.

(Herr C, Absatz 22)

Mit den Aussagen, die wahr oder falsch sind, dass man das begriinden soll. Das kommt
zwar im Abitur nicht mehr so oft, oder nicht so viel dran, ich mache es aber trotzdem,
weil ich finde, dass das viel fiir das Verstdndnis beitrdgt.

(Herr L, Absatz 28)
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AuBlerdem wurde genannt, dass das Argumentieren zum Nachdenken oder
vernetzenden Denken anregt, woraus wiederum eine Forderung der inhaltsbe-
zogenen Kompetenzen resultieren kann. Zudem wurden das Reflektieren und
Nachdenken dariiber, was inhaltlich gemacht wird und wie die Inhalte fachlich
zusammenhéngen, als Griinde fiir das Argumentieren angegeben, zum Beispiel
von Herrn B:

Das ist schon gut, finde ich, dass man jetzt auch mal ein bisschen hinter die Kulissen
schauen muss. Warum ist irgendein Sachverhalt so geordnet, so geklrt?

(Herr B, Absatz 36)

Die Bedeutung des mathematischen Argumentierens fiir den Erwerb inhaltsbe-
zogener Kompetenzen wird auch in der didaktischen Literatur vielfach betont
(siehe Abschnitt 2.3.3). Im Gegensatz zu den AuBerungen der Befragten in den
Interviews, werden Griinde fiir diese Bedeutung in der Literatur viel stiarker aus-
differenziert. Die im Wesentlichen von den Lehrkriften genannten Aspekte wie
die Forderung des Verstindnisses, tiefere Einsichten in die Zusammenhinge und
die Vernetzung des Wissens finden sich jedoch auch als zentrale Punkte in der
didaktischen Theorie.

Uber die Forderung inhaltsbezogener, fachlicher Kompetenzen hinaus, wurde
von den Lehrkriften auch die Forderung iiberfachlicher Kompetenzen als Grund
fiir das Argumentieren im Analysisunterricht genannt. Hier zeigt sich vor allem
die Bedeutung des Argumentierens in aufermathematischen Bereichen wie im
gesellschaftlichen Meinungsaustausch, beim wissenschaftlichen Arbeiten all-
gemein oder in nicht-mathematischen Berufen, beispielsweise im juristischen
Bereich. Dies impliziert laut Herrn A auch eine bestimmte Denkhaltung:

So lduft doch auch im Prinzip die Idee des Widerspruchsverfahrens, also der Beweis
durch Widerspruch, dass ich sage: ,, Nehmen wir mal an du hast Recht. Dann wiirde aus
dem das folgen, aus dem das folgen, aus dem das folgen und schau, dann hast du einen
Widerspruch, also hast du nicht Recht.“ Aber das ist ja eine sehr freundliche Argu-
mentation. Das beginnt nicht mit ,,Schau mal, du hast einen Scheifs gemacht, weil... “,
sondern ,,Nehmen wir mal an, du hast Recht...“. Das ist ja eine ganz andere Denk-
weise. Also wenn wir jetzt Schiiler heranziehen und sie miindig fiir eine Gesellschaft
machen wollen und wir ziehen sie quasi heran und bei einem Streitgesprdch steigen sie
erst einmal ein und stellen sich erst einmal auf den Standpunkt des Gegeniiber, dessen
Meinung sie insgeheim nicht haben und fiihren diese Meinung ad absurdum, sodass
das im besten Fall der Gegeniiber selbst erkennt, ja da héitten wir doch viel gewonnen
fiir eine friedliche Zusammenarbeit.

(Herr A, Absatz 64)
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Auch in der didaktischen Literatur zeigt sich diese Bedeutung des Argumentie-
rens fiir iiberfachliche Bereiche (siehe Abschnitt 2.3.4). Dabei werden theoretisch
viel mehr Aspekte aufgefiihrt als von den Lehrkriften in den Interviews. Was
von ein paar wenigen Lehrkriften genannt wurde, sind Argumentationskompe-
tenzen in auBermathematischen Bereichen und ansatzweise die Forderung einer
bestimmten Art zu denken. Dariiber hinaus wurden aber in der Literatur genannte
Griinde wie die Forderung iiberlegten Arbeitens, sprachlich-logischer und sozialer
Kompetenzen in den Interviews nicht erwihnt.

Ein weiterer Grund fiir das Argumentieren im Analysisunterricht, der von 4
Lehrkriften angesprochen wurde, ist, dass Schiiler gerne diskutieren, miindlich
argumentieren und Warum-Fragen stellen. AuBlerdem berichtete Herr N, dass er
im Kontext notwendiger und hinreichender Kriterien fiir Aussagen iiber Funk-
tionen immer eine Unterrichtseinheit mit Alltagsbeispielen durchfiihrt, um den
Schiilern die Logik nédher zu bringen und erwihnte dabei, dass dies ,,von Schii-
lern auch immer sehr begriifit (Herr N, Absatz 28) wird. Des Weiteren wurde das
Argumentieren von 3 Lehrkriften als Chance fiir einzelne Schiiler betrachtet. Eine
Lehrkraft sah darin eine Chance fiir schwichere Schiiler, die durch die Moglich-
keit des Umschreibens sogar bessere Losungen entwickeln. 2 Lehrkrifte sahen
die Chance, dass starke Schiiler beim Argumentieren besonders gefordert werden
konnen und zeigen konnen, dass sie besser sind als andere. Aulerdem nannten
zwei Lehrkrifte die Vorbereitung auf ein mogliches Studium im mathematischen
Bereich als Begriindung fiir das Argumentieren im Analysisunterricht.

Insgesamt erwéhnten fast alle Befragten die Bedeutung des Argumentierens
fiir die Schiiler, wobei sich mehrheitlich Ausfiihrungen in Richtung der Férderung
inhaltsbezogener Kompetenzen fanden. Dies zeigt eine Fokussierung der Lehr-
krifte auf die Inhalte, wihrend das Argumentieren vorrangig als unterstiitzendes
Element beim Erlernen dieser Inhalte betrachtet wird.

5.4.3 Positiv fiir das Unterrichten

Ein weiterer von den Befragten genannter Vorteil des Argumentierens im Ana-
lysisunterricht ergibt sich fiir die Tatigkeit des Unterrichtens. Zum einen kann
das Argumentieren als Grundlage fiir gute Unterrichtsgespriche betrachtet wer-
den, zum anderen kann es als Instrument zur Lernstandseinschédtzung dienen.
Insgesamt 8 Lehrkrifte duBerten sich diesbeziiglich, 3 davon zur Grundlage fiir
Unterrichtsgespriche, 7 zur Lernstandseinschitzung. Letzteres wurde unter ande-
rem auch dadurch ausgelost, dass im Interview eine Frage nach der Eignung von
Argumentationsaufgaben fiir Leistungserhebungen gestellt wurde. Aber nur wenn
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hier eine eindeutig positive Einschidtzung der Eignung getroffen wurde, wurde
die entsprechende Antwort in der Subkategorie Lernstandseinschéitzung der Sub-
kategorie Positiv fiir das Unterrichten codiert. Dabei bezieht sich der Fokus der
betreffenden Einschétzung durch die Lehrkrifte meist nicht auf das Argumentie-
ren an sich, sondern liegt auf dem Verstidndnis der Inhalte. Exemplarisch zeigt
sich dies in folgenden Segmenten:

Da merkt man im Endeffekt, wie gut oder schlecht ein Schiiler in Mathe ist.
(Herr D, Absatz 34)

Dass man bei diesen Begriindungsaufgaben feststellt, ob jemand die Strukturen
dahinter erkannt hat und vielleicht viele Informationen, die die letzten Stunden so
im Raum rumgewabert sind, zusammenbringen kann und das konnen eben nicht viele.

(Frau H, Absatz 58)
Nur wenn die Schiiler es begriinden kénnen, haben sie es auch wirklich verstanden.

(Frau O, Absatz 24)

Der Vorteil, dass beim Argumentieren insbesondere das Verstindnis der Schiiler
fiir die fachlichen Inhalte iiberpriift werden kann, wird auch in der didaktischen
Literatur erwihnt (siehe Abschnitt 2.3.5). Der in diesem Zusammenhang von Biir-
ger (1998, S. 585) erwihnte Aspekt, dass Lehrkrifte dabei auch die Denkweisen
der Schiiler erkennen und so Miss- oder Fehlverstindnisse aufdecken konnen,
konnte so aber in den Interviews nicht gefunden werden.

Dariiber hinaus berichteten 3 Befragte von Situationen, in denen sich das
Argumentieren positiv auf den Unterricht an sich auswirkt, beispielsweise
dadurch, dass sich interessante Diskussionen oder Unterrichtsgespriche auf Basis
entsprechender Fragestellungen ergeben, zum Beispiel:

Was ich ganz gut finde sind so Sachen wie hier: Wahr oder Falsch? Da kann man
dariiber diskutieren, sprechen. Das ist zum gemeinschaftlichen Arbeiten gut beim
Wiederholen.

(Herr G, Absatz 18)

5.44 Typischer mathematischer Prozess

Ein letzter Aspekt, warum das Argumentieren im Analysisunterricht eine Rolle
spielen sollte, ergibt sich fiir 6 der befragten Lehrkriifte daraus, dass Argumen-
tieren, Begriinden und Beweisen typische mathematische Prozesse darstellen. Die
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Schiiler sollten das Argumentieren im weiten Sinne also auch deswegen kennen-
lernen, weil es fiir die Mathematik charakteristisch ist. Beispielhafte Segmente
fiir die entsprechende Subkategorie sind:

Also ich halte das schon fiir das Wesen der Mathematik, dass wir begriinden, oder fiir
einen Wesenszug der Mathematik.

(Herr C, Absatz 40)

Sie [die Schiiler] sollen schon mitbekommen, dass in der Mathematik Dinge bewiesen
werden und zwar klipp und klar. Das gehort zur Mathematik, das wiirde ich nicht
drauflen lassen. Ist nur die Frage, ob es in den Schulunterricht in dem Sinne reingehort,
dass die Schiiler das konnen, weil diese Beweise, die hdtte ich mir ja auch nicht
ausgedacht. Die habe ich ja auch von irgendjemand Schlauem iibernommen.

(Herr G, Absatz 56)

Das ist fiir mich der Sinn der Mathematik, dass ich lerne aus Gegebenem Folgerungen
folgerichtig herzuleiten.

(Frau H, Absatz 50)

Diese Begriindungsaufgaben mache ich tatsdchlich eigentlich immer. Ich mag das
auch, weil das vor allem natiirlich auch viel mehr mit eigentlicher Mathematik zu tun
hat als das sture Rechnen. [...] Mathematik hat, wie jeder weifs, der mal Mathematik
studiert hat, eigentlich was mit Denken zu tun und nicht mit sturem Rechnen. Von daher
mache ich das auch eigentlich lieber.

(Herr K, Absatz 50)

Angesichts der grolen Bedeutung, die das Argumentieren und speziell das Bewei-
sen innerhalb der mathematischen Disziplin haben (siehe Abschnitt 2.3.1 &
2.3.2), ist es aber doch auffillig, dass nur 6 der 14 Befragten sich in die-
ser Hinsicht duferten. Eine mogliche Erklarung dafiir konnte sein, dass die
Lehrkrifte zwar die Bedeutung speziell des Beweisens fiir die mathematische
Disziplin kennen, dieses jedoch, wie im Beispiel von Herrn G ersichtlich, fiir
den Schulunterricht skeptisch sehen. Diese Vermutung wird gestiitzt durch eine
US-amerikanische Studie von Kotelawala (2016), in der gezeigt wurde, dass die
teilnehmenden Lehrkréfte zwar generell dem Beweisen in der Mathematik eine
hohe Bedeutung beimessen, gleichzeitig diese Bedeutung aber nicht auf ihren
Unterricht iibertragen. Im Unterricht spielt im Gegensatz dazu das Einiiben von
Verfahren eine grofere Rolle. In Kotelawalas Studie konnte sogar gezeigt werden,
dass Lehrkrifte, die in ihrer Ausbildung viel beweisen mussten, wodurch sie die
Bedeutung des Beweisens praktisch spiirten, dazu tendieren, weniger beweisende
Tadtigkeiten in ihren Unterricht zu integrieren. Gleichzeitig konnte es sein, dass



162 5 Ergebnisse und Diskussion der Analyse der Lehrerinterviews

Lehrkriften nicht explizit bewusst ist, dass sie auch durch die Forderung der all-
gemeinen Kompetenz des Argumentierens zur Ausbildung eines addquaten Bildes
von Mathematik beitragen, da auch das weiter gefasste Argumentieren viele fiir
die Mathematik charakteristische Eigenschaften aufweist.

Insgesamt zeigt sich, dass alle vier Begriindungsbereiche fiir das Argumen-
tieren im Unterricht, die in Abschnitt 2.3 theoretisch herausgearbeitet wurden,
in den Interviews wiederzufinden sind: Die Bedeutung der charakteristischen
Tatigkeit des Argumentierens in der mathematischen Disziplin, die Forderung
inhaltsbezogener, mathematischer Kompetenzen sowie prozessbezogener und
tiberfachlicher Kompetenzen bei den Schiilern durch das Argumentieren und die
Moglichkeit der Lernstandseinschitzung durch die Lehrkrifte bei argumentativen
Tdtigkeiten der Schiiler. Teilweise wurden diese Bereiche durch einzelne dar-
iiber hinausgehende Griinde erginzt, wie die Préiferenz der Schiiler, die Chance
fiir einzelne Schiiler oder die Vorbereitung auf ein mogliches Studium. Jedoch
konnte aufgezeigt werden, dass sich die Breite an Griinden fiir das Argumentie-
ren, die in der Theorie zu finden ist, in den Interviews nicht zeigt. Insbesondere
sind die einzelnen Bereiche jeweils bei weitem nicht bei allen Lehrkréften zu fin-
den. Trotzdem dufBerten sich insgesamt alle Lehrkrifte positiv gegeniiber dem
Argumentieren, begriindeten dies aber ganz unterschiedlich. Zudem sind die
Ausfiihrungen der Lehrkrifte nicht sehr differenziert und bleiben meist relativ
oberfldchlich. Positiv hervorzuheben ist allerdings, dass von allen Lehrkrif-
ten Segmente in der Kategorie Personliches Anliegen der Befragten zu finden
sind, woraus eine positive Einstellung gegeniiber dem Argumentieren bei den
Lehrkriften, zumindest in Ansétzen, gefolgert werden kann.

5.5 Herausforderungen rund um das Argumentieren im
Analysisunterricht

Trotz der vielen positiven Aspekte, die von den Lehrkriften beziiglich des
Argumentierens, insbesondere im Analysisunterricht, genannt wurden und dem
vielfiltigen Begriffsverstindnis der Befragten zeigen sich auch viele Heraus-
forderungen, die eine angemessene Forderung der mathematischen Argumen-
tationskompetenz im Analysisunterricht behindern. Da die Exploration gerade
von Herausforderungen ein erklirtes Ziel der Interviewstudie ist, wurden die
Lehrkrifte im dritten Block der Interviews auch explizit nach Problemen und
Schwierigkeiten gefragt. Dabei ist nicht die Anzahl, sondern die Art und Vielfalt
der genannten Herausforderungen von Interesse. Zudem sollen besonders domi-
nante Problemfelder herausgearbeitet werden, an denen in der zweiten Studie
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dieser Arbeit angesetzt werden kann. In die Hauptkategorie Herausforderungen
rund um das Argumentieren im Analysisunterricht wurden aber nicht nur Segmente
codiert, die auf die explizite Nachfrage nach solchen ge&duflert wurden, son-
dern es wurden auch hier die kompletten Interviews in die Analyse einbezogen.
Neben der konkreten Benennung von Problemen und Schwierigkeiten wurden
auch Segmente codiert, in denen die Befragten sich negativ iiber das Argumen-
tieren duflerten oder in denen Abweichungen zwischen deren Idealvorstellung
zum Argumentieren und der tatsdchlichen Umsetzung im Unterricht zu erkennen
waren. Die Segmente wurden induktiv in drei groe Subkategorien kategorisiert:
Rahmenbedingungen, Unterrichten und Schiiler (siche Abb. 5.8).

Die Subkategorie Schiiler beinhaltet etwa siebenmal so viele Codierungen
wie die Subkategorie Unterrichten und etwa viermal so viele Codierungen wie
die Subkategorie Rahmenbedingungen. Dies ist ein erster Hinweis auf die hohe
Bedeutung von Herausforderungen, die sich im Zusammenhang mit den Schii-
lern ergeben, verglichen mit Problemen und Schwierigkeiten, die durch die
Rahmenbedingungen entstehen oder bei der unterrichtlichen Umsetzung des
Argumentierens durch die Lehrkrifte. Die Codierungen innerhalb der Subkate-
gorie Schiiler wurden weiter in zwei Subkategorien Schiilerschwierigkeiten und
Probleme in Bezug auf Schiiler unterteilt. Mit ersterer wurden Segmente codiert, in
denen die Lehrkréfte Schwierigkeiten beschreiben, die Schiiler beim oder mit dem
Argumentieren haben, mit letzterer Schwierigkeiten, die sich fiir die Lehrkrifte
ergeben, aber mit den Schiilern in Zusammenhang stehen, beispielsweise durch
die Haltung oder die Zusammensetzung der Schiilerschaft. Auch diese beiden
Subkategorien bestehen wiederum aus mehreren Subkategorien auf einer weiteren
Ebene.

5.5.1 Herausforderungen durch Rahmenbedingungen

13 der 14 befragten Lehrkrifte erwihnten Probleme, die sich fiir das Argumentie-
ren im Analysisunterricht aus verschiedenen Rahmenbedingungen ergeben. Diese
Rahmenbedingungen wurden in der Analyse in die in Abbildung 5.8 dargestellten
Subkategorien weiter untergliedert.

Die zwei mit Abstand relevantesten Faktoren, die fiir die Lehrkréfte pro-
blematische Rahmenbedingungen darstellen, sind die begrenzte Zeit sowie die
notwendige Vorbereitung auf Priifungen, insbesondere die Abiturpriifungen. Die
beiden Faktoren hingen auch insofern zusammen, dass durch die notwendige Prii-
fungsvorbereitung, in der das Argumentieren keine grofle Rolle zu spielen scheint,
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wenig Unterrichtszeit in argumentative Titigkeiten investiert wird, wie beispiels-
weise Herr L als Antwort auf die Frage dullerte, was er einem Referendar fiir
seinen Analysisunterricht raten wiirde:

Wenn wir jetzt von der Oberstufe sprechen, dass sie sehr viele Fiicher haben und sehr
wenig Zeit und dass man ihnen klare Rezepte gibt. Also keine Beweise oder irgendwas,
mache ich zum Beispiel gar nicht in der Oberstufe, weil ich mir denke, dass das fiir die
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Schiiler fiir das Abitur auch nicht wirklich so relevant ist. Dass man ihnen klipp und
klar sagt: ,, Wenn du die Quotientenregel anwenden willst, merke dir: NAZ — ZAN
durch Nenner? und wende das Ganze an*, so Kochrezepte.

(Herr L, Absatz 22)

Hinsichtlich der Zeit gaben die Lehrkrifte an, dass sie nicht geniigend Zeit fiir das
Argumentieren haben, dass sie mehr Zeit brauchten, oder dass das Argumentieren
an sich sehr zeitintensiv ist. Frau M verglich eine Themeneinfiihrung, bei der
argumentiert wird, mit der bloBen Verkiindung des Inhalts:

Aber da sind immer locker zwei bis drei Unterrichtsstunden weg im Gegensatz dazu,
wenn ich es einfach blof3 hinschreibe. Und darum mache ich das auch nur bei sehr
starken Klassen, wo ich genau weifs, die Zeit kann ich nachher wieder einholen. Bei
schwachen Klassen mache ich das eben nur sehr reduziert.

(Frau M, Absatz 118)

Ahnlich sieht Frau E Zeit, die sie mit Herleitungen verbringt, als verlorene Zeit
und investiert die Unterrichtszeit lieber in das Uben von Anwendungen:

Das ist ein bisschen schwierig, weil ich sozusagen nicht die Mathematiker fiir die
Mathematik ausbilde, sondern eher: ,, Wie wende ich die Mathematik an?“ Also nicht:
, Wo kommt das eigentlich her?*“. Das ist manchmal ein bisschen schade, aber so
mache ich das, so habe ich geniigend Zeit dafiir und verliere nicht so viel Zeit durch
die Herleitungen und wir haben viel mehr Zeit zum Uben. Und das ciuflert sich positiv
in den Noten.

(Frau E, Absatz 2)

Mehr Zeit, insbesondere mehr Unterrichtsstunden, werden auch als Wunsch fiir
einen idealen Analysisunterricht angegeben.

Wenn niher spezifiziert wurde, dass sich zeitliche Probleme durch Zeitdruck
aufgrund von Abitur- und Priifungsvorbereitung ergeben, wurden diese Segmente
mit der Subkategorie (Abitur-)Priifungsvorbereitung codiert, der zweiten wich-
tigen Subkategorie innerhalb der Schwierigkeiten durch Rahmenbedingungen.
Dadurch dass in der Oberstufe der Fokus vieler Lehrkrifte darauf liegt, ihre
Schiiler auf das bevorstehende Abitur und die Klausuren davor vorzubereiten,
resultiert dies hdufig in einem feaching to the test, das sich an den Aufgabentypen
im Abitur orientiert. Im Interview mit Herrn A trat dieser Aspekt immer wieder
auf, er beschrieb das unter anderem folgendermafen:
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Es gibt den Aufgabentyp, es gibt den Aufgabentyp, es gibt den Aufgabentyp und den
muss ich halt konnen. Ich meine natiirlich so unterrichte ich, weil das garantiert mir
natiirlich den Erfolg in der Priifung, worauf ich die Schiiler vorbereite. Und es ist
natiirlich immer teaching to the test. Ich muss genau die Sachen machen, die so gefragt
werden. [...] Wenn jeder Mathematikabitur machen muss, dann muss ich jeden zum
Mathematikabitur befihigen. Da gibt es viele, die das nie freiwillig gemacht hditten
und um einen Punkt kdmpfen. Und ein Punkt heifit von 120 Punkten 25 Rohpunkte und
25 Rohpunkte bekomme ich nicht durch das Argumentieren, sondern da muss ich die
Ableitung konnen, die Tangente aufstellen kénnen und so weiter. Und das ist das, was
ich vor allem dann einiiben muss.

(Herr A, Absatz 46)

Aber auch viele der anderen Lehrkrifte duBlerten sich in dhnlicher Weise und
betonten, dass fiir das Abitur Rechenfertigkeiten wichtig sind und dass relativ
wenige Aufgaben gestellt werden, die das Argumentieren fordern. Interessant
ist hierbei, dass die Lehrkrifte in diesem Zusammenhang nur die fehlenden
Aufgabentypen im Abitur als Grundlage zur Auswahl der Aufgaben fiir den
Unterricht erwéhnten, nicht aber, dass das Argumentieren trotzdem ein Weg zum
Ziel sein konnte, indem inhaltsbezogene Kompetenzen bei den Schiilern gefordert
und Inhalte miteinander vernetzt werden (siehe Kap. 2.3.3). Frau O merkt sogar
an, dass die Schiiler fiir das Abitur ,,nicht grof} [...] Zusammenhinge verstehen
miissen (Frau O, Absatz 2).

Herr A und Herr B beschreiben, wie es durch eine veridnderte Aufgabenkultur
im Abitur zu einer Veridnderung der Situation im Unterricht kommen konnte:

Wenn jetzt natiirlich mehr Begriinden und so weiter [in der Abiturpriifung] kommt,
dann kann ich da auch mehr verwenden, weil dann sieht man ja unmittelbar: Okay,
das dient dem Ziel.

(Herr A, Absatz 46)

Wenn sich das Abitur, die Priifung, dndert, was da verlangt wird, dann besteht natiirlich
die Moglichkeit, den Unterricht auch darauf auszulegen.

(Herr B, Absatz 76)

Neben der hdufigen Nennung von Problemen durch begrenzte Zeit und notwen-
dige Vorbereitung auf Abiturpriifungen, wurden von wenigen Lehrkréiften weitere
Rahmenbedingungen genannt, die sich als problematisch fiir das Argumentieren
erweisen. Dabei wurde erwihnt, dass es in kleineren Klassen einfacher wire,
argumentative Phasen umzusetzen und dass die zur Verfiigung stehenden Auf-
gaben das Argumentieren nicht ausreichend anregten. In diesem Zusammenhang
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wurden von zwei Lehrkriften auch Kollegen erwihnt, die ,,konservative Rechen-
aufgaben (Herr A, Absatz 44) bevorzugen, was beispielsweise zu Schwierig-
keiten bei der Erstellung gemeinsamer Klausuren fiihren kann. Dariiber hinaus
bezogen sich Einzelnennungen im Bereich von Rahmenbedingungen auf die
Unfreiheit von Lehrkriften im System Schule, beispielsweise bei der Korrektur
und Bewertung von Priifungsleistungen, auf die Reduktion auf richtig und falsch
innerhalb der Mathematik, auf zu wenig Platz im Klassenzimmer oder auf das
G8.

Insgesamt zeigen sich also zwar verschiedene Herausforderungen, die auf
Rahmenbedingungen zuriickzufiihren sind, es ist aber ein Schwerpunkt auf den
Aspekten Zeit und Priifungsvorbereitung, insbesondere fiir das Abitur, zu erken-
nen. Die geringe Bedeutung des Argumentierens innerhalb der Abiturpriifung
ist ein Grund, warum dieses auch in der Vorbereitung vernachldssigt wird,
um geniigend Zeit zum FEiniiben abiturrelevanter Fertigkeiten zu haben. In die-
sem Zusammenhang wird der Einfluss des Argumentierens auf die Entwicklung
der relevanten inhaltsbezogenen Kompetenzen von den Lehrkriiften tendenziell
vernachléssigt.

5.5.2 Herausforderungen beim Unterrichten

Da sich die Interviewstudie auf das Argumentieren im Analysisunterricht aus der
Perspektive von Lehrkriften bezieht, haben alle genannten Probleme und Schwie-
rigkeiten Auswirkungen auf das Unterrichten. In der Subkategorie Unterrichten
der Hauptkategorie Herausforderungen rund um das Argumentieren im Unterricht
wurden aber speziell Segmente codiert, die sich direkt fiir die Lehrkrifte oder
aus den Handlungen der Lehrkrifte ergeben und dabei nicht aufgrund von Rah-
menbedingungen entstehen und nicht direkt auf die Schiiler bezogen sind. So
ergaben sich in der Subkategorie Unterrichten, in der sich Segmente von 13 der
14 Lehrkrifte finden, die Subkategorien Korrektur, Argumentieren vs. Kalkiil, Leis-
tungserhebungen, konkrete Umsetzung im Unterricht sowie Einzelnennungen, die
in einer Restkategorie zusammengefasst wurden (siehe Abb. 5.8).

Die Hilfte der 14 befragten Lehrkrifte duBlerte sich zu Schwierigkeiten, die
sich bei der Korrektur von Argumentationsaufgaben ergeben. Dabei spielt sowohl
der Aufwand bei der Korrektur solcher Aufgaben als auch die fehlende Moglich-
keit einer schemenhaften Bepunktung und eines fairen Vergleichs zwischen den
Schiilern eine Rolle. Stellvertretend dafiir stehen die Aussagen von Herrn F und
Frau O:
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Viele Lehrer schrecken davor zuriick, die [Begriindungsaufgaben] zu stellen, weil es
halt schwieriger zu korrigieren ist. Da braucht man halt dann wirklich schon viele
Abstufungen und man kann kaum quer vergleichen.

(Herr F, Absatz 52)

Schriftlich, also ausformuliert begriinden; klar driickt man sich ein bisschen davor,
weil man es ja dann auch korrigieren muss. [...] In erster Linie [ist es] natiirlich
zeitaufwdndiger, weil man sich erst mal auch héufig mit dem Schriftbild einiger Schiiler
auseinandersetzen muss. Dann muss man natiirlich erst mal das rauslesen, was sie
Jjetzt da genau meinen. Und es ist halt einfach nicht so klar. Wenn man halt eine klare
Rechnung dastehen hat, dann ist diese richtig oder falsch. Wenn etwas formuliert ist
und man weif3 vielleicht sogar, dass der Schiiler das Richtige meint, aber formuliert
es halt falsch, ist es schwierig. Also man kommt leichter in so Zwickmiihlen, weil es
einfach nicht mehr so klar und deutlich ist, wie wir es in der Mathematik ja einfach
auch gerne haben.

(Frau O, Absatz 46-48)

In dieser AuBerung von Frau O deutet sich auch eine Schwierigkeit der Schii-
ler an, Argumentationen schriftlich zu formulieren. Schwierigkeiten dieser Art
wurden (in diesem Fall zusitzlich) in der Subkategorie Schiiler — Schiilerschwie-
rigkeiten — Sprache codiert.

Wie bereits aus den Beschreibungen der praktischen Umsetzung des Argu-
mentierens abgeleitet werden konnte, zeigt sich die Tendenz, dass kalkiil- und
verfahrensorientierte Anteile im Unterricht wichtiger sind als argumentative.
Dies resultiert in einer problematischen Stellung des Argumentierens im Ana-
lysisunterricht. Bei sechs Lehrkriften konnte geschlossen werden, dass sie eine
Art Konkurrenz zwischen Kalkiilanteilen und Argumentieren fiir den konkre-
ten Analysisunterricht wahrnehmen und dabei ein Problem darin besteht, dass
das Einiiben von Verfahren Vorrang bekommt. Herr N, der in seinen Ausfiih-
rungen zu Problemen beim Argumentieren nicht nur seinen eigenen Unterricht
reflektiert, sondern auch den Unterricht seiner Kollegen miteinbezieht, stellt dies
beispielsweise folgendermalien dar:

Also natiirlich gibt es halt das Bestreben, diese ganzen Kalkiilanteile erstmal stark zu
machen. Und da gibt’s halt dann die Gefahr, sich zu wenig Zeit zu nehmen fiir das
Argumentieren. Also dass man zu schnell dann einfach zum Kalkiil iibergeht, zur Kur-
vendiskussion, zur Extrempunktbestimmung und so weiter auf symbolischer, formaler
Ebene und dann Gefahr lduft, halt das Argumentieren iiber Bord zu schmeifien. [...]
Also, dass zu sehr nur das Kalkiil gesehen wird und das Begriinden an den wichtigen
Stellen vernachldssigt wird.

(Herr N, Absatz 60)
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Hierbei kann ein Zusammenhang zu den Rahmenbedingungen, die sich aus den
Abiturpriifungen ergeben, vermutet werden, da in diesem Zusammenhang von
den Lehrkréften dhnlich argumentiert wurde, dass kalkiilhafte Verfahren fiir die
Priifung wichtiger sind als Argumentieren (siche Abschnitt 5.5.1).

Auch Herr G formulierte es als allgemeine Tendenz, dass das Begriinden ,,im
Gymnasialunterricht sehr weit in den Hintergrund getreten* (Herr G, Absatz 48)
ist, weil Schiiler keine Begriindungen ,,brauchen®, sondern stattdessen Ergebnisse
berechnen. Herr K beschreibt seine Idealvorstellung des Analysisunterrichts so,
dass die Schiiler Rechenfertigkeiten schneller beherrschen und so geniigend Zeit
fiir ,,echte Verstdndnisfragen™ bleiben wiirde. Herr B dagegen, der vom realen
Analysisunterricht spricht, warnt davor, dem Begriinden Vorrang vor dem Kalkiil
Zu geben:

Das ist heute die Gefahr, dass man eigentlich mehr in diese Begriindungsschiene
abtaucht und so das rein Rechnerische, diese Fertigkeiten, die wir stupide eintrainiert
haben, dass man die auf der Strecke ldsst. Also es ist dennoch wichtig, auch einfach
gewisse Sachen durchzuzelebrieren und zu iiben und iiben und iiben.

(Herr B, Absatz 36)

Herr G und Frau H antworteten auf die Frage nach der Eignung von Argumenta-
tionsaufgaben fiir Leistungserhebungen, dass diese ,,wenig* (Herr G, Absatz 44)
beziehungsweise ,,nicht komplett* (Frau H, Absatz 60) geeignet seien, was auch
als Teilaspekt des Unterrichtens kategorisiert wurde. Herr K unterscheidet zwi-
schen der Art der Leistungserhebung und sieht bei Stegreifaufgaben von solchen
Aufgaben ab. Dies hingt vermutlich auch mit der Korrektur der Leistungser-
hebungen und mit den Schwierigkeiten von Schiilern bei Leistungserhebungen
(siehe Abschnitt 5.5.3) zusammen. Eine negative Einschitzung der Eignung fiir
Leistungserhebung zieht moglicherweise auch Konsequenzen fiir den Stellen-
wert des Argumentierens im Unterricht und im Ansehen der Schiiler nach sich,
weshalb das Argumentieren auch gepriift werden sollte.

Drei Lehrkrifte erwihnten Schwierigkeiten, die sich bei der konkreten Umset-
zung von schiilerorientiertem Unterricht fiir das Argumentieren ergeben. Bei-
spielsweise zeigt Frau H Unsicherheiten beziiglich der Situation, dass Schiiler
selbstindig Dinge erarbeiten und sich diese gegenseitig erkldren:

Manchmal weif3 ich noch nicht so genau, wie ich gewdhrleisten soll, dass das dann
auch wirklich verstanden wurde und dass die Begriindungen auch wirklich richtig sind.
Da habe ich manchmal noch keine richtig gute Idee, wie man das gewdhrleistet, dass
das dann passt.

(Frau H, Absatz 6)
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Weitere Aspekte, die nur von einzelnen Lehrkriften genannt wurden, sind ein
fehlendes entdeckendes Lernen im Unterricht, die Notwendigkeit einer angemes-
senen Atmosphére im Unterricht und die Gefahr, ,,dass man an der falschen Stelle
begriindet, dass man versucht, diese formalen Argumentationen wasserdicht zu
machen, [...] was den Schiilern aber nicht mehr zugénglich ist (Herr N, Absatz
60).

Insgesamt zeigt sich, dass zwar fast alle Lehrkrifte in irgendeiner Weise

Herausforderungen, die sich fiir das Unterrichten des Argumentierens ergeben,
nannten, dass diese aber ziemlich breit gefichert sind, sodass wenig Uber-
greifendes abgeleitet werden kann. Eine Tendenz scheint es im Bereich von
Leistungserhebungen zu geben, wobei die Schwierigkeiten fiir die Lehrkrifte
vor allem durch die Korrektur entstehen. Die Problematik, dass im Unterricht
eine Konkurrenz zwischen kalkiilorientiertem Arbeiten und Argumentieren zu
bestehen scheint, steht eventuell in Zusammenhang mit den Schwierigkeiten,
die sich durch die Rahmenbedingungen der Abiturpriifungen ergeben. Alles in
allem stellen aber Herausforderungen mit Bezug auf das Unterrichten durch die
Lehrkrifte keinen Schwerpunkt in den Interviews dar. Daraus konnte entweder
abgleitet werden, dass es in diesem Bereich tatsidchlich wenige Probleme gibt.
Oder aber es konnte daran liegen, dass Lehrkrifte dazu neigen, Probleme und
Schwierigkeiten eher Faktoren zuzuschreiben, die sie selbst nur indirekt betref-
fen als introspektiv eigene Schwierigkeiten zu reflektieren. Beispielsweise sprach
keine Lehrkraft dariiber, dass sie selbst Unsicherheiten beim eigenen Argumentie-
ren hitte, obwohl eine solche Problematik auch durchaus denkbar wire und eine
Vermeidungshaltung gegeniiber dem Argumentieren im Unterricht verursachen
konnte. Beispielsweise zeigte Kotelawala (2016) in einer US-amerikanischen
Studie, dass Lehrkrifte, die in der Vergangenheit im Zusammenhang mit dem
Beweisen Angst verspiirten und Lehrkrifte, die in ihrem Studium viele Mathe-
matikkurse belegten, weniger Wert auf argumentative Tadtigkeiten im Unterricht
legen.

5.5.3 Herausforderungen in Zusammenhang mit Schiilern

Mit groBem Abstand am meisten Codierungen im Bereich von Problemen
und Schwierigkeiten mit dem Argumentieren im Analysisunterricht wurden
im Zusammenhang mit Schiilern vorgenommen. Diese sind auf alle Befragten
verteilt. Es handelt sich dabei zum einen um von Lehrkréften berichtete Schwie-
rigkeiten, die die Schiiler selbst beim oder mit dem Argumentieren haben, zum
anderen um Herausforderungen, die sich fiir die Lehrkrifte in Bezug auf die
Schiiler ergeben (siehe Abb. 5.9).
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Abbildung 5.9 Uberblick iiber die Subkategorie ,,Schiiler

5.5.3.1 Schwierigkeiten der Schiiler

In der Subkategorie Schiilerschwierigkeiten, mit der Segmente codiert wurden, in
denen die Befragten Schwierigkeiten und deren Ursachen beschreiben, die Ler-
nende beim oder mit dem Argumentieren im Analysisunterricht haben, finden
sich Aussagen aller Befragten. Die weitere Untergliederung in Subkategorien
ist in Abbildung 5.9 dargestellt und die Erkenntnisse, die sich daraus ergeben,
werden in den folgenden Abschnitten ausgefiihrt.
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5.5.3.1.1 Schulerschwierigkeiten im Allgemeinen

Von 8 Befragten wurden allgemein Schwierigkeiten der Lernenden beim Argu-
mentieren angesprochen, ohne dass diese niher ausgefiihrt oder Ursachen
beschrieben wurden. Die zugehdrigen Segmente wurden deshalb in der Subka-
tegorie Schwierigkeiten allgemein zusammengefasst. Auffillig ist, dass mehrere
Befragte dabei explizit vom Beweisen sprachen, beispielsweise:

Begriinden im Sinne von Beweisen bekommen wir kaum hin.
(Herr G, Absatz 20)

Ich finde es einfach unsinnig, irgendwelche Beweise zu fiihren, wenn die Klasse nach
der zweiten Zeile nicht mehr dabei ist.

(Frau J, Absatz 36)

Also bei den Beweisen sind die Schiiler eigentlich alle ausgestiegen. Ich hatte einen
relativ schwachen Kurs.

(Frau O, Absatz 2)

AuBerdem wurden Schwierigkeiten der Schiiler in Priifungssituationen genannt,
zum Beispiel:

Aber es fiillt den Schiilern nicht wirklich leicht, muss man auch sagen. Jetzt habe ich
auch Abitur korrigiert und auch bei sehr leichten Begriindungsaufgaben war leider
der Erfolg nicht, wie ich es mir erwiinscht hditte.

(Herr F, Absatz 24)

Aber mit solchen Aufgaben [im Abitur] haben sie dann immer wieder Probleme.

(Frau J, Absatz 42)

Dariiber hinaus fiel teilweise der Begriff der Uberforderung, unter anderem
bei der Betrachtung der vorgelegten Schulbuchaufgaben, als zwei Lehrkrifte
die Aufgabe sahen, in der die Begriffe hinreichend und notwendig verwendet
wurden (siehe Abschnitt 5.1).

5.5.3.1.2 Schiilerschwierigkeiten im Bereich Sprache

Ein Bereich, der innerhalb der Subkategorie Schiilerschwierigkeiten besonders
heraussticht, ist die Sprache. In der gleichnamigen Subkategorie finden sich ins-
gesamt 57 Segmente von 12 der 14 Befragten, was die Bedeutung dieses Bereichs
nahelegt. Zur Strukturierung der vielen Codierungen innerhalb der Subkategorie
wurde diese wiederum in weitere Subkategorien untergliedert (siche Abb. 5.9).
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Die dargestellten Subkategorien sind keinesfalls trennscharf und weisen
auch bedeutende Zusammenhinge und Schnittmengen auf. So ist beispiels-
weise fiir eine sprachlich prizise Formulierung einer Argumentation Fachsprache
von groBer Bedeutung. Werden Argumentationen schriftlich notiert, kommt ein
schriftliches Formulieren hinzu. Die sprachlichen Kompetenzen im Bereich der
deutschen Sprache stellen notwendige Voraussetzungen fiir alle diese sprach-
lichen Handlungen dar. Trotzdem bietet die vorgenommene Strukturierung in
weitere Subkategorien einen Uberblick iiber die unterschiedlichen Aspekte von
Schwierigkeiten, die Lehrkrifte beim Argumentieren der Schiiler im sprachli-
chen Bereich beobachteten und zeigt auch auf, welche Schwerpunkte dabei in
den Interviews auftraten.

10 der befragten Lehrkrifte erwidhnten Schwierigkeiten, die Schiiler mit
der mathematischen Fachsprache haben oder gaben an, dass Schiiler zu wenig
Fachsprache benutzten. Dies zeigen exemplarisch folgende Segmente:

Dass die Schiiler irgendwann lernen so zu antworten wie die Lisa [in der vorgelegten
Beispielargumentation]. Das widre toll. Also wenn sie mehr Fachsprache benutzen
wiirden.

(Frau E, Absatz 56)
Schiiler fiihlt sich iiberfordert mit Begriffen, mit Bezeichnungen, mit Schreibweisen.

(Frau J, Absatz 16)

Einige Lehrkrifte nannten die Verwendung von Fachsprache, als sie gefragt
wurden, worin sich Argumentationen von Lehrkraft und Schiiler im Unterricht
unterschieden, beispielsweise Frau H und Frau M:

Wahrscheinlich benutze ich mehr mathematische Fachbegriffe als meine Schiiler in
ihren Formulierungen.

(Frau H, Absatz 34)

Sie machen das mehr so mit allgemeinen Worten, wihrend ich dann doch eher versuche,
mich mit mathematischen Begriffen fundierter auszudriicken.

(Frau M, Absatz 60)

Wie es sich bei Frau M andeutet, wurde die von Schiilern verwendete Sprache
von manchen Lehrkriften explizit nicht als Fachsprache bezeichnet. Beispiels-
weise stellten sie die Fachsprache der ,,Schiilersprache®, ,,Alltagssprache oder
,,Umgangssprache* gegeniiber. So fiihrt zum Beispiel Herr K aus:
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Wobei ich die Erfahrung gemacht habe, dass die Schiiler sich mit einem sauberen
mathematischen Begriinden sehr, sehr schwertun. Klar, die Formulierungen sind dann
Jja in Schiilersprache sozusagen oder in Alltagssprache.

(Herr K, Absatz 22)

Herr B und Herr G sahen die Verwendung von Fachsprache im Unterricht aber
auch kritisch und nicht unbedingt als Ziel des Mathematikunterrichts:

Ich glaube an der Schule sollte man den Schiilern einfach Spaf; an der Mathematik oder
an der Analysis vermitteln und dann vielleicht einfach iiber ganz stringente Sachen,
iiber Schreibweisen einfach einmal dariiber hinwegsehen, wenn sie das falsch machen,
auch die Fachsprache nicht richtig verwenden.

(Herr B, Absatz 106)

Sobald man in die Nihe von Begriindungen kommt im Analysisunterricht, dann geht
es um , hinreichend* und , notwendig*, um ,,wenn — dann* und ,,genau dann ist es
umkehrbar“ und so, dann ist man schon in Bereichen, die sind sehr, sehr abstrakt und
zwar nicht nur mathematisch, auch sprachlich. Also da ist man in einem Bereich, der
mit Umgangssprache gar nichts mehr zu tun hat, mit Erfahrung und ich wiirde mir wiin-
schen, dass das Begriinden, also dass ein Schiiler stets von seinem Erfahrungsschatz
her lernt.

(Herr G, Absatz 52)

Wie im theoretischen Abschnitt 2.1.4 dargestellt, kann Argumentieren nicht nur
mit Hilfe von Fachsprache erfolgen. Die im Folgenden dargestellten Schwierig-
keiten beziehen sich demzufolge auch nicht nur auf fachsprachliche Aspekte,
sondern auf die Sprache im Allgemeinen, ohne dass Beziige zur Fachsprache
damit ausgeschlossen sind.

Von gut der Hilfte der Befragten wurden Schwierigkeiten der Schiiler beim
Formulieren und Verbalisieren genannt, beispielsweise:

Also das Verbalisieren von mathematischen Inhalten fillt Schiilern unglaublich schwer.
(Herr G, Absatz 22)

Dass es den Schiilern duferst schwerfdllt, priizise in Worte zu fassen, was sie denken
[...] oder auch einfach schlecht formulieren konnen.

(Herr K, Absatz 38)

Wenn etwas formuliert ist und man weif vielleicht sogar, dass der Schiiler das Richtige
meint, aber er formuliert es falsch, ist es schwierig.

(Frau O, Absatz 48)



5.5 Herausforderungen rund um das Argumentieren im Analysisunterricht 175

Insbesondere wurde dabei auch von zwei Lehrkriften die fehlende Nachvollzieh-
barkeit der Schiilerformulierungen beméngelt. Frau J wiederholte sich dabei sogar
in dhnlicher Form an mehreren Stellen des Interviews, zum Beispiel:

Und das andere ist, was man schon feststellt, dass sie einfach wahnsinnige sprachliche
Probleme haben. [...] Eine logische Folgerung, einen Relativsatz hinbringen und sich
richtig darauf beziehen. Dass ich einfach sage: ,, Okay, das ist eigentlich wirklich klar
nachvollziehbar.

(Frau J, Absatz 30)

Also meistens formulieren es die nicht so Guten aus und Sie haben dann oft das
Problem, Sie wissen gar nicht, auf was sich der Schiiler denn bezieht. Also Sie konnen
das wirklich, wenn sie es lesen, gar nicht nachvollziehen: Passt das? Oder passt das
nicht? Meinte er das Richtige oder meinte er das nicht?

(Frau J, Absatz 44)

Ein spezieller Aspekt des Formulierens ist der prizise Umgang mit Sprache,
ein Aspekt, den mehrere Lehrkrifte im Bereich sprachlicher Schwierigkeiten
benannten, insbesondere wieder bei der Frage nach dem Unterschied zwischen
Argumentationen von Lehrkraft und Schiilern. Beispielhaft zeigen dies folgende
Segmente:

Also ein schlechter Schiiler, da merkt man so: ,,Okay, der hat schon so ungefihr eine
Ahnung, aber so ganz detailliert kann er es eigentlich nicht erkldren. “ Und gute Schiiler
konnen das dann wesentlich besser erkldren oder da merkt man dann: ,,Ja, okay, der
hat das schon eher verstanden und kann das auch wirklich sauber hinschreiben.
[...] Es ist halt wirklich logisch stringent das Ganze und in sich schliissig. Und auch
wirklich nicht blof3 so wischiwaschi beschrieben, wie das halt die anderen dann zum
Teil machen.

(Herr D, Absatz 36)

Der grifite Unterschied zwischen meiner Begriindung und denen der Schiiler ist,
dass sie es tatsdchlich schlecht zu Papier bringen konnen oder auch einfach schlecht
Sformulieren konnen, mit schlecht in dem Sinne meine ich fehlende Priizision.

(Herr K, Absatz 38)

Die Aussage von Herrn K beinhaltet auch den néchsten Aspekt sprachlicher
Schwierigkeiten, ndmlich solche, die beim Verschriftlichen von Argumentationen
und Begriindungen auftreten. Fiinf der befragten Lehrkrifte duflerten sich diesbe-
ziiglich. Obwohl es vermutlich eine grofle Schnittmenge zwischen den Bereichen
Formulierung und Verschriftlichung gibt, konnten diese beiden Bereiche nicht
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zusammengefasst werden, da die AuBerungen in Bezug auf das Formulieren sich
nicht nur auf schriftliche Auferungen beziehen oder der Bezug sogar offenbleibt,
withrend das Verschriftlichen gerade das medial Schriftliche in den Fokus nimmt.
Auffillig ist, dass Frau J, die insgesamt viele Segmente im Bereich Sprache lie-
ferte, hier mit sieben Segmenten, die teilweise aus verschiedenen Abschnitten des
Interviews stammen, vertreten ist, zum Beispiel:

Und wollen es die Schiiler schriftlich fixiert haben, dann iibernehme es dann meistens
doch wieder ich, dass ich es dann hinschreibe. Weil ich einfach erkenne, dass die
Schiiler sich da wahnsinnig schwertun, dies dann wirklich niederzuschreiben.

(Frau J, Absatz 40)

Und schriftlich miissen sie natiirlich dann ganze Sditze schreiben, wenn sie argumen-
tieren sollen, wenn jetzt sowas schriftlich verlangt ist. Da ist auch immer das Ding,
dass einen ordentlichen Fliefstext zu schreiben bei den Schiilern oft auch einfach ein
Problem ist.

(Herr L, Absatz 48)

Da sprachliche Kompetenzen eine entscheidende Voraussetzung fiir das Argu-
mentieren sind, konnen sich Schwierigkeiten beim Argumentieren durch unzurei-
chende sprachliche Voraussetzungen bei den Schiilern ergeben. Dies erwéhnten
vier der befragten Lehrkrifte. Stellvertretend dafiir stehen folgende Ausschnitte:

Also ein Hindernis ist sicherlich die Beherrschung der deutschen Sprache, aber auch
wie gut man in Deutsch ist.

(Herr F, Absatz 46)

Das liegt daran, dass die sprachlichen Voraussetzungen der Schiiler sowieso nicht
besonders sind.

(Herr G, Absatz 22)
1: Was wiirden Sie sich fiir das Begriinden im Analysisunterricht wiinschen?

B: Dass sie schon gefestigter in die Oberstufe kommen mit mathematischen Schreib-
weisen, dass sie sprachlich etwas fitter sind. Und wenn Sie dann Arbeiten herausgeben
und dann mit den Schiilern zuerst mal den deutschen Satz, was sie damit ausgesagt
haben, diskutieren, denke ich mir... Ja, dass sie da gefestigt werden.

(Frau J, Absatz 63-64)

Zwei Lehrkrifte erwidhnten zudem, dass Schiiler Schwierigkeiten damit haben,
Mathematik und Sprache iiberhaupt miteinander in Verbindung zu bringen:
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Es ist allerdings tatsichlich so, dass dieses Begriinden in Schulaufgaben wenig funk-
tioniert. Also sich sprachlich hier auszudriicken, gelingt selten. [...] Das liegt daran,
dass die sprachlichen Voraussetzungen vieler Schiiler sowieso nicht besonders sind
und es liegt daran, dass sie, wenn sie Mathe machen, grad gar nicht daran denken,
dass man auch Sdtze formulieren sollte. Sondern in Mathe, hat man den Eindruck, dass
viele sogar auch die ganze Umwelt ausblenden. Sie haben ihre Formeln und Zahlen
und da kommen Worte gar nicht vor.

(Herr G, Absatz 20-22)

Unseren Schiilern fiillt es sehr schwer, irgendwie Mathematik mit Sprache in Verbin-
dung zu bringen.

(Frau M, Absatz 40)

Interessant ist, dass diese vielen Aspekte von Schwierigkeiten im Bereich der
Sprache zwar von den Lehrkriften vielfach benannt wurden, dass diese aber
nicht davon sprachen, was sie gegen diese Schwierigkeiten unternehmen oder
auch nicht benannten, dass sie selbst Schwierigkeiten hitten, die Schiiler geeig-
net zu unterstiitzen. Vielmehr klingen die Einschitzungen der Lehrkrifte nach
unveridnderlichen Tatsachen. Des Weiteren sind zwei Punkte in Bezug auf die
Befragten auffillig. Mit 32 zu 24 Segmenten stammen deutlich mehr als die
Hilfte der Segmente innerhalb der Subkategorie Sprache von weiblichen Befrag-
ten, obwohl der Anteil der weiblichen Befragten mit 5 von 14 unter der Halfte
liegt. Aufgrund der geringen Datenmenge lassen sich daraus zwar keine statisti-
schen Schliisse ziehen, aber dennoch konnte die Hypothese generiert werden, dass
weibliche Lehrkrifte eventuell mehr auf sprachliche Aspekte beim Argumentie-
ren achten als minnliche. Noch auffilliger sind die Schularten der Lehrkrifte mit
einer Vielzahl an Segmenten in der Subkategorie Sprache. Herr A, Herr G, Frau
J, Herr K und Frau M sind diejenigen Lehrkrifte, die nicht an einem Gymnasium
unterrichteten, sondern an der Beruflichen Oberschule oder dem Bayernkolleg.
Mit Ausnahme von Herrn A, der nichts im Bereich sprachlicher Schiilerschwie-
rigkeiten duflerte, stammen tiberdurchschnittlich viele Segmente innerhalb der
Subkategorie Sprache von diesen Lehrkriften. Hier liegt die Vermutung nahe,
dass gerade Schiiler, die auf dem zweiten Bildungsweg zum Abitur gelangen
mochten, mehr sprachliche Schwierigkeiten haben als Schiiler am Gymnasium,
was durch weitere Studien zu tiberpriifen wére.

Wie durch die verschiedenen Subkategorien innerhalb der Subkategorie Spra-
che aufgezeigt werden konnte, durchziehen Schwierigkeiten mit der Sprache
verschiedene Bereiche des Argumentierens. So sind sprachliche Kompetenzen
eine Voraussetzung, um Argumentationskompetenzen erwerben zu konnen. Sie
kommen beim Erfassen der Aufgabenstellung, der Analyse einer zu begriindenden
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Aussage und beim Nachvollziehen von Argumentationen in passiver Rolle zum
Tragen, werden aber insbesondere auch aktiv beim Verfassen einer Argumentation
benotigt. Somit hitten die Segmente innerhalb der Subkategorie Sprache auch
in den nachfolgend dargestellten Subkategorien mit eingeordnet werden konnen.
Jedoch ist die Vielzahl an Segmenten fast aller Befragten im Zusammenhang mit
der Sprache so auffillig, dass dieser Bereich gesondert betrachtet wurde, wodurch
auch seine besondere Bedeutung herausgearbeitet werden konnte.

5.5.3.1.3 Schiilerschwierigkeiten durch fehlende Voraussetzungen

Eine wichtige Voraussetzung, um argumentieren zu konnen, sind inhaltsbe-
zogene Kompetenzen im betreffenden, aber auch in angrenzenden Gebieten.
Daraus ergeben sich Schwierigkeiten fiir Schiiler, bei denen diese Kompeten-
zen nicht ausreichend ausgeprigt sind. Dies ist ein Bereich, der von 9 Befragten
angesprochen wurde, zum Beispiel von Herrn D, Frau H und Herrn K:

Sie miissen natiirlich einen gewissen konzeptuellen Hintergrund haben. Also man muss
Jja zumindest die Theorie mal soweit verstanden haben, dass ich weifs, wie wende ich
das an, was kommt da, und das ist fiir schwache Schiiler, glaube ich, nicht so ganz
einfach.

(Herr D, Absatz 48)

Dass man bei diesen Begriindungsaufgaben eben feststellt, ob jemand die Strukturen
dahinter erkannt hat und vielleicht viele Informationen, die die letzten Stunden so im
Raum herumgewabert sind, zusammenbringen kann, und das konnen eben nicht viele.

(Frau H, Absatz 58)

Also irgendeine Rechnung stur durchzufiihren, erfordert vom Schiiler vielleicht irgend-
wie das sture Einiiben von so Rechenfertigkeiten und das ist normalerweise leichter
sich anzueignen als ein echtes Verstindnis, das man fiir solche Begriindungsaufgaben
braucht.

(Herr K, Absatz 66)

Insbesondere wurde dabei auch genannt, dass Inhalte, die weiter zuriickliegen,
beim Begriinden auch benéttigt werden und diese nicht immer abrufbar sind.
AuBerdem sind oft Spezialfille oder Ausnahmen nétig, um Gegenbeispiele bei
Wahr-oder-Falsch-Aufgaben konstruieren zu konnen. Diese sind Schiilern hiufig
nicht bekannt. Aulerdem wurden fehlende bildliche Vorstellungen zu Konzepten
und Begriffen, komplexe Sachverhalte und der hohe Abstraktionsgrad der Inhalte
gerade in der Analysis als inhaltliche Faktoren genannt, die Schwierigkeiten
verursachen.
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In Bezug auf das Argumentieren in der Analysis, also insbesondere in hohe-
ren Jahrgangsstufen, ist es wichtig, dass die Lernenden bereits Vorerfahrungen
mit dem Argumentieren aus niedrigeren Jahrgangsstufen mitbringen, um nun
ihre Kompetenzen weiter ausbilden zu konnen. Zwei Lehrkrifte benannten als
Schwierigkeit, dass Schiilern genau diese Vorerfahrung fehlt (,,Aber unsere Schii-
ler haben das nicht gemacht” (Herr G, Absatz 22)) und sie nur dann in der Form
begriinden konnten, wie es die fiktiven Schiiler in den vorgelegten Beispielargu-
mentationen tun, wenn dies ,.extrem geiibt“ (Frau J, Absatz 46) wiirde. Diese
beiden Lehrkrifte unterrichteten nicht am Gymnasium, sodass ihre Lernenden
tiber den zweiten Bildungsweg zum Abitur gelangen. Moglicherweise konnte dies
eine Ursache fiir die fehlende Erfahrung mit dem Argumentieren darstellen.

Insgesamt zeigen sich also Schwierigkeiten beziiglich fehlender Voraussetzun-
gen bei den Schiilern vor allem im Bereich inhaltlicher Kompetenzen sowie auch
im Bereich sprachlicher Kompetenzen (siehe auch Abschnitt 5.5.3.1.2). Fehlende
Erfahrungen mit dem Argumentieren an sich wurden zwar genannt, spielen aber
aus Sicht der Lehrkrifte vermutlich eher eine untergeordnete Rolle.

5.5.3.1.4 Schilerschwierigkeiten im Prozess des Argumentierens (aktiv
und passiv)

Einige Schwierigkeiten ergeben sich an verschiedenen Stellen eines Argumen-
tationsprozesses, wobei sowohl aktive als auch passive Aspekte der Argu-
mentationskompetenz betroffen sein konnen. So konnen Schwierigkeiten beim
Planen und Produzieren einer eigenen Argumentation genauso auftreten wie
beim Verstehen der zu begriindenden Aussage oder beim Nachvollziehen oder
Evaluieren einer fertigen Argumentation. 13 der 14 Befragten duflerten sich in
diesem breiten Bereich. Die 56 Segmente innerhalb der Subkategorie Prozess
des Argumentierens (aktiv und passiv) wurden mit Hilfe weiterer Subkatego-
rien strukturiert: Erfassen der Aufgabenstellung, Allgemeingiiltigkeit von Aussagen,
Erkennen des Erwartungshorizontes, Mathematische Genauigkeit, Nachvollziehen
von Argumentationen (siehe Abb. 5.9).

Wird ein Argumentationsprozess durch eine (meist schriftlich formulierte)
Aufgabenstellung initiiert, so ist der erste Schritt fiir die Schiiler, diese Aufga-
benstellung zu erfassen, ein Schritt, in dem 5 der Befragten Schwierigkeiten bei
den Schiilern erkannten. So hitten Schiiler Schwierigkeiten, der Aufgabenstellung
die zu begriindende Aussage oder deren Art zu entnehmen oder die betreffenden
Inhalte zu erfassen. Damit zusammen héngt auch die Erfassung des Textes an sich
und dabei die Aufnahme aller wichtigen Worter. Hierbei zeigt sich erneut der
Zusammenhang zu sprachlichen Kompetenzen der Schiiler. Beispielhaft zeigen
folgende AuBerungen Inhalte der Subkategorie Erfassen der Aufgabenstellung:
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Mindestens genauso schwierig ist es fiir die Schiiler, die Aufgabe zu lesen und zu
sagen: , Ich muss jetzt da eins, zwei, drei Sachen begriinden: Parabel, nach oben
gedffnet und*, sagen wir mal, , zwei Nullstellen,* oder was halt dasteht. Ja und sie
begriinden vielleicht nur eine Sache. Sie begriinden nur ,,zwei Nullstellen“. Und das
andere iiberlesen sie. Also es fehlt héufig auch die Struktur, dass man liest, was man
iiberhaupt begriinden soll.

(Herr C, Absatz 30)

Oder weil sie halt die Definition nur so gelernt haben, wie es halt meistens so ist,
aber halt dann auf kleine Worte'? nicht aufpassen, wie streng monoton steigend oder
nur diese Funktion hat diese Eigenschaft. Und gerade diese Ausnahmen oder diese
Besonderheiten finden dann die Schiiler immer so schwer. Was ich aber auch manchmal
verstehen kann, weil manche Aufgaben, die so ,, Wahr-oder-Falsch“ sind, sind halt dann
nur auf die Ausnahmen ausgelegt.

(Herr F, Absatz 26)

Eng damit zusammen hingt, dass die Schiiler beim Argumentieren erkennen
miissen, welchen Geltungsbereich die zu begriindende Aussage hat. Speziell Aus-
sagen, in denen ein allgemeingiiltiger Zusammenhang postuliert wird, bereiten
Schiilern laut der Befragten Schwierigkeiten. Eine hiufig genannte Schwierig-
keit ist dabei, dass Schiiler nur an Beispielen begriinden, davon ausgehend nicht
abstrahieren und somit nicht allgemeingiiltig begriinden, sondern die Beispiele als
ausreichend akzeptieren. Dies wurde von Lehrkriften héufig, aber nicht immer,
in Zusammenhang mit der Betrachtung der vorgelegten Beispielargumentationen
geduBert, da dort in einer Argumentation einer fiktiven Schiilerin von zwei Bei-
spielen auf die Allgemeinheit einer Aussage geschlossen wird. Auch die Tatsache,
dass ein Gegenbeispiel ausreichend ist, um eine falsche Aussage zu widerlegen,
eine wahre Aussage jedoch unabhingig von Beispielen begriindet werden muss,
wird von Lehrkriften als Schwierigkeit fiir die Schiiler gesehen. Die Herausfor-
derung besteht also darin, Beispiele in einer Anfangsphase des Argumentierens
sinnvollerweise heranzuziehen, um sich den Sachverhalt klarzumachen, dann
aber von den konkreten Beispielen wegzukommen, um eine Aussage allgemein-
giiltig begriinden zu konnen. Exemplarisch zeigen folgende Segmente diesen
Schwierigkeitsbereich:

Also diesen formalen Weg, diese formale Begriindung, das machen die wenigsten Schii-
ler. Sie versuchen immer, iiber Beispiele zu gehen. Aber das haben sie dann ja meist

12 Gemeint ist vermutlich ,.Worter und nicht ,,Worte*, da Herr F die Worter ,,streng* und
,,hur* betont.
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nicht drauf, dass halt ein Gegenbeispiel ausreicht, um den Sachverhalt zu vernei-
nen, aber ich kann halt mit einem konkreten Beispiel oder mit mehreren nicht einen
Sachverhalt hinreichend kldiren.

(Herr B, Absatz 56)

Weil sie oft meinen, mit einem Beispiel haben sie dann schon einen ganzen Satz bewie-
sen. Also wenn sie zum Beispiel sagen, die Punkte (0|0) und (1|1) liegen auf beiden
Graphen, also sind die Graphen identisch. Das verstehen viele Schiiler nicht, dass es
dann fiir alle Punkte gelten muss. Also das Abstraktionsniveau haben sie da noch nicht
oder; dass sie dann, wenn sie etwas beweisen miissen, das fiir alle beweisen miissen.

(Herr F, Absatz 22)

Wie bei der Clara [in der vorgelegten Beispielargumentation] jetzt irgendwie, das ist
Jja eine ganz gdngige Sache, dass sie zwei Beispiele angeben und dann sagen: ,, Okay,
und das war’s dann. *

(Frau H, Absatz 40)

Und die Argumentationen der Schiiler sind schon oft vorldufiger oder einfacher
gestrickt oder an einem Beispiel begriindet. Also die haben vielleicht nicht die
Allgemeingiiltigkeit mit im Blick. Sowas gibt es schon.

(Herr N, Absatz 52)

Wie die Aussage von Herrn N andeutet, sind nicht nur an einem beispielgebun-
denen Begriindungsmuster Schwierigkeiten der Schiiler mit der Allgemeinheit
von Aussagen zu erkennen. Auch Frau H nennt die Allgemeingiiltigkeit als
Schwierigkeit:

Und das ist natiirlich ganz schwer zu sagen, eine Begriindungsaufgabe, wenn es
wahr ist, muss ich es echt allgemeingiiltig zeigen oder beschreiben und das ist schon
schwierig.

(Frau H, Absatz 40)

Frau J sieht es aber auch als Ziel, dass die Schiiler lernen, von einem Beispiel
ausgehend auf die allgemeine Giiltigkeit eines Sachverhaltes zu schlieBen und
beschreibt, dass sich gerade auch dabei Schwierigkeiten ergeben:

Anhand eines Beispiels auf die Allgemeinheit oder auf den gesamten Sachverhalt zu
folgern, fillt vielen auch schwer. Und das muss wirklich trainiert werden. Ich denke,
das ist ja im Grund auch unsere Aufgabe, dass man genau diesen Transfer hier leistet.

(Frau J, Absatz 30)
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Bereits zu Beginn des Argumentationsprozesses, beim Erfassen der Aufga-
benstellung, aber insbesondere in einer spiteren Phase beim Verfassen einer
Argumentation wird implizit von den Schiilern erwartet, so zu begriinden,
wie es von der Lehrkraft intendiert wird. Dazu gehoren beispielsweise der
erwartete Umfang, die Ausfiihrlichkeit und die Tiefe der Argumentation, was
moglicherweise zwischen verschiedenen Lehrkriften variiert. Insbesondere in
Priifungssituationen ist dies eine Herausforderung fiir Schiiler. Zugleich ist es
auch eine Schwierigkeit fiir Lehrkrifte, die Aufgabenstellungen ihren Erwar-
tungen entsprechend zu formulieren. Folgende Beispiele zeigen diesen Aspekt
exemplarisch:

Ich finde es schwieriger. Das heift ja deswegen noch nicht, dass die [Begriindungs-
aufgaben fiir Priifungen] jetzt nicht geeignet sind. Aber ich finde es ist wirklich eine
Herausforderung fiir mich als Lehrer, die vorher so zu trainieren und die Aufgaben
dann auch so zu stellen, dass ich sage, also ein verniinftiger Schiiler muss jetzt unge-
fihr wissen, wie tief er darauf eingehen muss. Also schwieriger fiir beide Seiten, fiir
mich als Lehrer und auch fiir die Schiiler.

(Herr C, Absatz 40)

Es ist schon auch oft schwierig fiir die Schiiler, zu erkennen, was fiir mich jetzt eine
ausreichende Begriindung ist und was nicht.

(Herr G, Absatz 28)

Ja ein bisschen Probleme gibt es vielleicht schon, weil man dann halt die Frage hat:
Auf welcher Ebene soll etwas begriindet werden? Miisste man sich mal Gedanken
dariiber machen, wie man fiir die Schiiler da die Erwartungen deutlich machen kann,
auf welcher Ebene begriindet werden soll.

(Herr N, Absatz 64)

Auflerdem ist es beim aktiven Argumentieren wichtig, die wesentlichen Argu-
mente auszuwihlen, den Kern der Sache zu erfassen und dabei weder wichtige
Aspekte auszulassen noch unnétigerweise zu viele, fiir den Argumentations-
gang unnotige, Argumente anzufithren. Auch das gehort mit zur Einschitzung
des Erwartungshorizontes einer Argumentationsaufgabe. Dies kdnnte auch von
der jeweiligen Lehrkraft, die hier die mathematische community vertritt, abhin-
gen, ist aber mehr der zu begriindenden Aussage inhirent als beispielsweise der
erwartete Umfang. Schwierigkeiten von Schiilern zeigen sich in diesem Bereich
dadurch, dass sie zu viele Informationen in ihre Argumentationen einbauen und
sich nicht auf die entscheidenden Aspekte konzentrieren, aber auch dadurch, dass
sie wesentliche Argumente nicht anfiihren, weil ihnen diese als offensichtlich
erscheinen und sie dabei also den Begriindungsbedarf nicht erkennen. Auch zu
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entscheiden, an welchen Stellen ein Zusammenhang ausfiihrlich begriindet wer-
den soll und wann es geniigt, diesen innerhalb einer Argumentation, in der es
im Wesentlichen um einen anderen Aspekt geht, nur zu erwihnen, féllt Schii-
lern schwer. Eine Lehrkraft nannte zudem die Auswahl geeigneter Beispiele fiir
eine Argumentation als Schwierigkeit der Schiiler. Folgende Beispiele illustrieren
diesen Aspekt:

Sie argumentieren hdufig an Stellen ganz, ganz ausfiihrlich, wo ich sage: ,,Da wiirde
mir geniigen, dass du mir sagst, dass du das machst,* und das Eigentliche ist halt
héiufig schlampig.

(Herr C, Absatz 28)

Die Hiilfte der Schiiler wiirde etwas dazu schreiben, die wiirden mindestens doppelt
bis dreimal so lang schreiben, wie sie immer nochmal aufen herum schreiben und
nochmal. Und einfach diese klare Struktur zu haben, so: ,,Ich habe alles erfasst!“, das
ist relativ schwer.

(Frau J, Absatz 58)

Oder sie schreiben dann auch manchmal einfach so: ,,Ja das ist so, weil das ist so.“
Also begriinden es mit dem, was eigentlich sowieso schon dasteht. Habe ich auch schon
gelesen.

(Frau O, Absatz 48)

Beim Verfassen der Argumentation als Produkt eines Argumentationsprozesses
ergeben sich aus Sicht der Lehrkrifte fiir die Schiiler Schwierigkeiten durch
die notwendige mathematische Genauigkeit, mit der beim Argumentieren vor-
gegangen werden muss, um die zu begriindende Aussage prizise zu treffen. 6
der befragten Lehrkrifte berichteten, dass Schiiler beim Argumentieren Begriffe
nicht genau genug abstecken, beispielsweise im Bereich der Monotonie, oder
nicht an Ausnahmen denken. Allgemeiner beschrieben die Befragten, die Schiiler
wiirden nicht so exakt begriinden, nicht detailliert oder sauber genug, zu schwam-
mig und unprézise und es wiirden Aspekte fehlen. Hierbei wird auch wieder der
Zusammenhang zum durch die Lehrkrifte implizit gesteckten Erwartungshorizont
deutlich. Stellvertretend illustrieren dies folgende Aussagen:

Begriinden wird vielleicht dadurch erschwert, dass in der Mathematik die Prdizision
halt viel wichtiger ist als im Alltag. Das ist einmal schwerer sich an dieses hohe Maf3
an Prdzision zu gewdohnen.

(Herr K, Absatz 60)
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Man sieht das ja auch in den schriftlichen Aufgaben. Die Schiiler argumentieren, wiirde
ich mal sagen, nicht so exakt. Also auch wie ich jetzt Abitur korrigiert habe, man sieht
dann ja wieder, ja also eigentlich so ungefihr stimmt das schon, aber es sollte vielleicht
noch etwas detaillierter oder genauer sein.

(Herr D, Absatz 34)

Auch ob sie jetzt monoton steigend ist oder streng monoton steigend. Ist die 2 beim
Intervall mit dabei oder ist sie ausgeschlossen? Ist es umkehrbar, weil jeder x-Wert
genau einen y-Wert hat oder hochstens? Solche Sachen halt. Da lege ich mehr Wert
darauf als die Schiiler. Ich sage dann immer, dass man das auch ein bisschen feiner
formulieren kann und dann kommt es schon immer. Aber so auf den ersten Einstieg ist
es immer schwierig fiir die Schiiler.

(Frau E, Absatz 36)

An den Aussagen von Herrn D und Frau E wird deutlich, dass hier (fach-)
sprachliche und mathematisch-inhaltliche Aspekte zusammenspielen. Es ist nicht
klar, ob die Schiiler das richtige meinen und es nur nicht préizise genug for-
mulieren konnen, oder ob die inhaltliche Unklarheit zur sprachlich unprizisen
AuBerung fiihrt.

Ein letzter Bereich von Schwierigkeiten innerhalb der Subkategorie Prozess
des Argumentierens (aktiv und passiv) betrifft speziell eine passive Komponente
von Argumentationskompetenz, ndmlich das Nachvollziehen von Argumentatio-
nen. Dieser Aspekt kann gegen Ende des Argumentationsprozesses auftreten,
wenn Schiiler gegenseitig ihre verfassten Argumentationen rezipieren und eva-
luieren sollen, kann aber auch durch das Vorlegen fremder oder beispielhafter
Argumentationen initiiert werden. In den Interviews wurden den Befragten fiktive
Schiilerargumentationen zur Beurteilung vorgelegt. Dies wurde teilweise von den
Lehrkriften so aufgefasst, dass sie davon ausgehend beschrieben, wie ihre Schiiler
auf diese Beispielargumentationen reagieren wiirden, zum Beispiel, wenn diese
von Mitschiilern geduBert wiirden. In diesem Zusammenhang sprachen sie dann
davon, dass ihre Schiiler moglicherweise Schwierigkeiten beim Nachvollziehen
dieser Argumentationen haben konnten. Herr G beispielsweise beschrieb:

Also ich personlich wire froh, wenn ich die Daniel-Antwort bekommen wiirde im
Unterricht. Liegt aber einfach daran, dass Lisa und Tom natiirlich Recht haben, aber
dass beides Aussagen sind, die in meinem Unterricht nur eine verschwindend geringe
Anzahl versteht.

(Herr G, Absatz 34)
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Frau J bezog sich nicht auf die Beispielargumentationen, sondern auf die Situa-
tion, dass sie, wenn sie im Unterricht argumentiert, dabei darauf achten muss,
dass sie ihre Schiiler nicht dadurch ,verliert”, dass diese ihre Argumentation
nicht nachvollziehen kdnnen:

Das hiingt aber von der Klasse ab. Bei manchen lduft das ganz schlecht, also wo
Sie wirklich auch jeden Zwischenschritt bei einer Begriindung hinschreiben oder
hinmalen, weil Sie merken: Die Schiiler gehen Ihnen sonst verloren.

(Frau J, Absatz 52)

Es zeigt sich also, dass verschiedenste Abschnitte eines Argumentationsprozesses
Schwierigkeiten fiir Schiiler bereithalten, dass davon aktive wie passive Aspekte
der Argumentationskompetenz betroffen sind und dass Schwierigkeiten in den
verschiedenen Prozessschritten auch zusammenhingen konnen.

Neben den bisher dargestellten Schiilerschwierigkeiten beim Argumentieren
im Analysisunterricht, die entweder in allgemeiner Form benannt wurden, sprach-
licher Art sind, Voraussetzungen fiir das Argumentieren betreffen oder sich
auf den Prozess des Argumentierens in aktiver oder passiver Weise beziehen,
wurden von einzelnen Lehrkriften weitere Aspekte genannt. Da es sich hier-
bei um Einzelnennungen handelt, wurden diese in einer Restkategorie innerhalb
der Subkategorie Schiilerschwierigkeiten gesammelt. Hierbei handelt es sich bei-
spielsweise um Schwierigkeiten, die den Fokus von Wahr-oder-Falsch-Aufgaben
auf Ausnahmen und Besonderheiten betreffen und deshalb bei den bisher darge-
stellten Subkategorien Sprache und Erfassen der Aufgabenstellung innerhalb des
Argumentationsprozesses bereits in dhnlicher Form benannt wurden. Auflerdem
wurde erwihnt, dass Schwierigkeiten dann bestehen, wenn Schiiler alleine argu-
mentieren miissen oder wenn sich Begriindungsaufgaben aufeinander beziehen.
Auflerdem benannte eine Lehrkraft als Ursache fiir Schwierigkeiten die Tatsache,
dass zu wenig Aussagenlogik thematisiert wird.

Insgesamt konnte ein breiter Bereich von Schiilerschwierigkeiten beim Argu-
mentieren aus den AuBerungen der Lehrkrifte abgeleitet werden. Dabei sind vor
allem drei Subkategorien von groBer Bedeutung, die Sprache, Voraussetzungen
fiir das Argumentieren und der Prozess des Argumentierens (aktiv und passiv). In
allen 3 Subkategorien finden sich AuBerungen von mindestens 10 der Befragten.
Besonders dominant zeigt sich das Problemfeld Sprache, wie oben bereits her-
ausgearbeitet wurde. Im Vergleich zur Subkategorie Prozess des Argumentierens
(aktiv und passiv) beinhaltet der Bereich Sprache zwar etwa gleich viele Codierun-
gen, die auch von etwa gleich vielen Lehrkriften stammen, jedoch ist der Bereich
Sprache vergleichsweise iibersichtlich, was die darin enthaltenen Aspekte betrifft.
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Drei Subkategorien der Subkategorie Sprache, ndmlich Fachsprache, Formulie-
rung und sprachliche Prdzision, die auch stark miteinander zusammenhingen,
treten dabei besonders hervor. AuBlerdem fillt auf, dass sprachliche Aspekte
auch innerhalb anderer Schwierigkeitsbereiche immer wieder tangiert werden,
beispielsweise beim mathematisch prizisen Arbeiten oder beim Erfassen der Auf-
gabenstellung. Der zentrale Bereich der Sprache soll deshalb im dritten Teil dieser
Arbeit genauer in den Fokus genommen und Fordermoglichkeiten diesbeziiglich
vorgeschlagen werden.

5.5.3.2 Probleme in Bezug auf Schiiler

Herausforderungen, die sich fiir Lehrkrifte beim Unterrichten des Argumen-
tierens in direktem Zusammenhang mit den Schiilern ergeben, aber weder
Schwierigkeiten sind, die Schiiler mit dem Argumentieren haben, noch Griinde
fiir solche Schwierigkeiten, wurden mit der Subkategorie Probleme in Bezug auf
Schiiler codiert. Wie in Abbildung 5.8 und 5.9 dargestellt, ist diese in die drei
Subkategorien Heterogenitdit, Ablehnende Haltung der Schiiler und Keine Vorteile
fiir die Schiiler weiter untergliedert.

5.5.3.2.1 Heterogenitat der Schiiler

Mehr als die Hilfte der Lehrkrifte sprach iiber schwache Schiiler und Klas-
sen, aufgrund derer sie auf Probleme bei der Umsetzung des Argumentierens
stofen. Im Gegensatz zu Segmenten, die mit der Subkategorie Schiilerschwie-
rigkeiten allgemein codiert wurden, beziehen sich diese Aussagen nicht auf eine
generelle Uberforderung aller Schiiler, sondern explizit auf Teile der Schiiler-
schaft. Schwierigkeiten fiir die Lehrkrifte ergeben sich somit daraus, dass die
Schiiler unterschiedlich auf argumentative Titigkeiten reagieren. So berichteten
die Befragten, dass vor allem schwichere Schiiler Begriindungsaufgaben meiden,
besondere Schwierigkeiten mit diesen haben und durch diese frustriert werden:

Es gibt natiirlich da schon recht schwache Schiiler, die sich an sowas gar nicht viel
hintrauen.

(Herr A, Absatz 36)

Also bei einem schlechten Schiiler merkt man: Okay, der hat schon so ungefahr eine
Ahnung, aber so ganz detailliert kann er es eigentlich nicht erkldiren.

(Herr D, Absatz 34)

Sie diirfen aber nicht iiberfrachtet werden [mit Begriindungsaufgaben], weil sonst sind
die Vierer-/Fiinfer-Schiiler so wahnsinnig frustriert.

(Frau J, Absatz 26)
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Auch das Nachvollziehen von Begriindungen sei fiir diese Schiiler kaum mog-
lich. Deshalb entscheiden sich einige Lehrkrifte dafiir, ,,Grundtechniken* (Herr
F, Absatz 44) den Vorrang zu geben und mit ,,Kochrezepten* (Frau M, Absatz
82) zu arbeiten:

Und wenn ich dann wirklich eine ganz schwache Klasse habe, dann muss ich halt
schauen, inwieweit ich dann immer das Begriinden mache oder inwieweit halt dann
solche Grundtechniken da sein miissen, wie dass sie halt mal ableiten konnen oder
dass sie ein Integral bilden konnen oder eine Tangente aufstellen konnen.

(Herr F, Absatz 44)

Weil ich dieses Jahr eine Klasse mit Schiilern hatte, die schon extreme Probleme hatten,
bis auf zwei Schiiler eben, iiberhaupt mit Mathe klarzukommen. Also ich habe dann
wirklich bei diesen sehr viel iiber Kochrezepte gearbeitet. Also die hditten zum Beispiel
allein mit dem Grad und dann wieder ,,Ableitung Grad 1 *“ und dann kommt auf einmal
ein a vor, wobei iiberhaupt nicht vorher definiert wird, was das a iiberhaupt ist, extreme
Probleme.

(Frau M, Absatz 82, anonymisiert)

Hier zeigt sich wieder die bereits mehrmals angesprochene Gegeniiberstellung
zwischen kalkiilhaftem, verfahrensorientierten Arbeiten und Argumentieren. Bei
manchen Lehrkriften ist auffillig, dass sie besonders schwichere Schiiler inner-
halb einer Klasse im Blick zu haben scheinen und so eventuell stirkere Schiiler
dadurch nicht angemessen gefordert werden. Deshalb wurden auch diese Aussa-
gen, die sich nur auf schwichere Schiiler beziehen, in die Kategorie Heterogenitit
eingeordnet. 10 Lehrkrifte sprachen aber direkt iiber die Heterogenitét der Schii-
ler und davon ausgehende Konsequenzen fiir das Argumentieren. Vielfach wurde
erwihnt, dass sich die Argumentationskompetenzen der Schiiler innerhalb einer
Klasse stark unterscheiden:

Also wenn man gute Schiiler fragt, die konnen das schon sehr gut begriinden und
da braucht man eigentlich auch fast nichts nachbessern. Wenn man natiirlich einen
schwachen Schiiler fragt, ldauft es letztlich darauf hinaus, dass mehr Falsches kommt
oder gar nichts kommt und man selber halt dann nochmal konkret die Zusammenhdinge
darstellen muss.

(Frau O, Absatz 30)

Also es gibt schon wahrscheinlich einige Schiiler, ich glaube zwei Kategorien, also
manche die steigen komplett aus bei den Begriindungsaufgaben, manche die sagen:
,Oh cool, der hat das jetzt so erzdhlt, das habe ich kapiert”, wiirden aber selbst
nie darauf kommen, und dann die dritten, die total Spaf3 daran haben und das auch
sofort durchschauen und sofort die Antwort geben konnen. Und mit diesen ersten zwei
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[vermutlich gemeint: letzten zwei] kann man das, glaube ich, ganz gut machen und mit
dieser dritten Kategorie muss man ein bisschen aufpassen, denke ich. Die muss man
immer irgendwann mal wieder ins Boot holen.

(Frau H, Absatz 58)

Vor allem kommt es ja, wie gesagt, eben auch auf das Niveau der Schiiler an. Sie sind
Jja auch sehr heterogen. Manche bringen es gut hin, andere halt dann wieder weniger
gut.

(Herr B, Absatz 58)

Die Sorge, schwichere Schiiler ,,abzuhidngen (Herr G, Absatz 44) oder zu ,,ver-
lieren* (Herr B, Absatz 20) ist bei der Entscheidung fiir die konkrete Umsetzung
im Unterricht, beispielsweise fiir den Verzicht auf Herleitungen oder auf das
Stellen vieler Begriindungsaufgaben leitend:

Letztlich, wenn man es aber mit recht vielen schwachen Schiilern zu tun hat, bleibt
einem oft nichts anderes iibrig, als sich auf das zu beschrinken, was sie denn dann iiber-
haupt eigentlich konnen. Und die schweren Sachen, oder das, was da gefordert wird
vom Lehrplan, sind ja eigentlich eher die schwereren Sachen, néimlich die Kompetenz-
orientierung und Sachzusammenhdnge und so weiter. Das ist ja alles noch schwerer als
die reinen rechnerischen Fihigkeiten. Wenn man es aber mit schwachen Schiilern zu
tun hat, muss man sich letztlich ja wieder irgendwie nur auf diese einfachen Rechen-
sachen irgendwie zuriickziehen, damit man iiberhaupt noch einigermaflen passable
Ergebnisse in der Schulaufgabe erzielen kann.

(Herr K, Absatz 74)

Man kann nicht nur Begriindungsaufgaben stellen, weil, wie gesagt, man sollte auch
den Schwdcheren eine Chance geben.

(Herr D, Absatz 50)

Also ich personlich versuche in der Oberstufe gar nicht so viel herzuleiten. Weil bei
einer Herleitung nimmt man meistens blof3 die Guten mit, den Rest verliert man bei
der Herleitung.

(Herr B, Absatz 20)

Einzelne Lehrkrifte fiihrten aus, dass verschiedene Niveaus im Unterricht notig
seien, um alle Schiiler angemessen zu fordern. Dies fiihrt aber teilweise dazu, dass
argumentative Aufgaben nur leistungsstirkeren Schiilern gestellt werden. Herr
F beschrieb, dass auch beim Argumentieren ein Fordern auf unterschiedlichen
Niveaus moglich wire, hilt dies aber fiir unfair, wenn er Priifungen mit in den
Blick nimmt:
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Dass die Schiiler halt auch alle auf ihrem Leistungsniveau gefordert werden ist halt
zum Beispiel auch schwierig zu meistern im Unterricht, denn ich kann schon Bldtter
erstellen mit Schwierigkeitsgrad Stufe 1, 2, 3, aber dann ist halt fiir mich die Frage:
Wie viel kann ich dann in der Klausur abpriifen? Also wenn ich jetzt dann Aufgabe
1, 2, 3 mache, dann sagen dann die schlechten Schiiler: ,,Ja aber Aufgabe 3 habe ich
doch nie im Unterricht geiibt und bin da gar nicht dazu gekommen.* Und wenn ich
halt dann nur Aufgabe 1 und 2 priife, dann habe ich das Niveau nicht, das ich haben
will.

(Herr F, Absatz 54)

Frau J duflerte den Wunsch fiir eine mogliche Weiterentwicklung des Analysis-
unterrichts, dass nicht nur die schwicheren, sondern auch die stiarkeren Schiiler
gefordert werden sollten:

Zum einen miissen sie [die Schiiler] so Standardaufgaben iiben, aber dass auch immer
wieder so Fragen da sind, wo sie sich selbst Gedanken machen kénnten. So wie jetzt
hier bei Ihnen die rechte Seite [der vorgelegten Schulbuchseite]. Also wo ich dann
einfach sage, dass sie selbst daran mal, ..., dass sie nicht nur immer hinten fordern,
die zwischen vier und fiinf stehen, sondern dass sie auch vorne mal die, die zwischen
eins und zwei stehen, dass Sie denjenigen auch sagen konnen: ,,Schaut euch das mal
an und iiberlegt euch mal was dazu.* Das wiirde ich mir im Grunde wiinschen.

(Frau J, Absatz 68)

Innerhalb der Segmente, die mit der Subkategorie Heterogenitdt codiert wurden,
fanden sich teilweise auch spezifische Schwierigkeiten, die insbesondere schwi-
chere Schiiler beim Argumentieren haben. Solche Segmente wurden zusitzlich in
die Kategorie Schiilerschwierigkeiten eingeordnet, sodass hier Uberschneidungen
auftreten.

Dadurch dass 12 der befragten Lehrkrifte sich in Bezug auf die Heteroge-
nitdt oder mit Blick auf schwichere Schiiler duBerten, woraus Probleme fiir die
Lehrkrifte im Umgang damit abgeleitet werden konnen, zeigt sich die grofle
Bedeutung dieses Aspekts. Insbesondere sind in den Kategorien jeweils mehrere
Codierungen von 10 der 12 Lehrkrifte zu finden, was diese Bedeutung noch ver-
stirkt. Zudem zeigt sich innerhalb der Subkategorie Heterogenitdt eine inhaltlich
relativ einheitliche Tendenz der AuBerungen bei allen Befragten. Die Bedeutung
der Thematik zeigt sich auch in der aktuellen mathematikdidaktischen Litera-
tur. Siller und Roth (2016) sehen die Arbeit mit heterogenen Lerngruppen als
,zentrale[...] Herausforderungen im Mathematikunterricht aller Schulformen und
-stufen* (Siller/Roth 2016, S. 2). Laut Leuders und Kollegen (2018) hat die Frage
nach Moglichkeiten zum Umgang mit Heterogenitiit derzeit ,,Hochkonjunktur®
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(Leuders et al. 2018, S. 282). Und auch Bruder und Kollegen (2015, S. 514 f.)
berichten von Noten und Hilflosigkeit von Lehrkréften bei der Reaktion auf hete-
rogene Kenntnisse, Fihigkeiten sowie Lern- und Anstrengungsbereitschaft von
Schiilern. Es ist also wichtig, Lehrkriften Moglichkeiten aufzuzeigen, wie mit
Hilfe angemessener Differenzierung eine Forderung aller Schiiler und insbeson-
dere auch schwicherer Schiiler (insbesondere) beim Argumentieren moglich ist.
Dies ist einer der Schwerpunkte des dritten Teils dieser Arbeit.

5.5.3.2.2 Weitere Probleme in Bezug auf Schiiler

Eine weitere Schwierigkeit im Bereich der Schiiler, von der 10 der 14 Befragten
berichteten, ist eine ablehnende Haltung, die Schiiler dem Argumentieren entge-
genbringen. Die Befragten sprachen dabei entweder pauschal von den Schiilern
oder aber von einer Teilgruppe, dem Grofiteil oder von schwicheren Schiilern,
die das Argumentieren nicht mogen, es nicht gerne tun, nicht ernst nehmen,
kein Interesse daran zeigen, entsprechende Aufgaben auslassen oder Aufforderun-
gen zum Begriinden gar nicht nachkommen. Stellvertretend zeigen dies folgende
Segmente:

[Das Argumentieren und Begriinden] mogen die Schiiler gar nicht. Also was heift die
Schiiler? Sagen wir mal so der Grofteil der Schiiler.

(Herr A, Absatz 26)

Diese formalen Beweise nehmen ja viele Schiiler auch nicht ernst. Da kommt, also zum
Beispiel beim Beweis der Produktregel beim Ableiten, hinterher die Frage: ,,Miissen
wir das in der Schulaufgabe kénnen?“, und dann sage ich ,,Nein“. Und dann ist das
Thema fiir 24 von 25 abgehakt.

(Herr C, Absatz 40)

Ich frage auch immer wieder, wie das ist, ob ich ihnen lieber die Theorie herleiten soll
oder ob ich ihnen einfach sagen soll: ,,So ist das. Jetzt iiben wir es.“ Und sie wdihlen
immer die zweite Variante.

(Frau E, Absatz 80)

Also es ist so, dass die Schiiler von Haus aus nicht gerne begriinden.

(Herr G, Absatz 20)

Die [Schiiler] lassen sie [ gemeint sind Begriindungsaufgaben] soweit wie moglich aus.

(Herr K, Absatz 46)

Ein weiteres Problem im Zusammenhang von Lehrkriften, Schiilern und dem
Argumentieren zeigt sich, indem 5 der Befragten erwéhnten, dass sie selbst keine
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Vorteile fiir die Schiiler durch das Argumentieren bei der Einfiihrung von Theorie
sehen. Dies konnte eventuell auch motivationale Auswirkungen auf die Schii-
ler haben und zur eben dargestellten ablehnenden Haltung dem Argumentieren
gegeniiber fithren. Exemplarisch zeigen folgende Segmente diese Einschitzung:

Ich finde, die Herleitung von der Formel, die hilft héufig nicht so viel, sondern lieber
dann viele Beispiele mit unterschiedlichen Anwendungsaufgaben, dass sie dann ler-
nen: Okay, diese Formel kann ich auf dieses Problem auch anwenden und ich muss
das und das und das machen.

(Frau E, Absatz 2)

Wenn ich jetzt im G9 einen LK hiitte, dann wiirde man das natiirlich sauber herleiten:
Differenzenquotient, schauen wir das Ganze mal an, gibt es ein paar Tricks, miissen
wir vielleicht das Element einbauen und so weiter. Wo ein paar mathematische Tricks
dann mit hineinkommen, was jetzt aber fiir den Ottonormalschiiler nicht notig ist.

(Herr L, Absatz 66)

Wie gesagt, ich finde eben auch diese Begriindungen von Scitzen nicht so wichtig. Also
die Schiiler miissen wissen, dass es die gibt und schon auch irgendwo warum, aber
die miissen jetzt nicht bis ins letzte Detail bewiesen haben, warum die Ableitung so
und so und... ja. [...] Also die Schiiler konnen und verstehen dadurch nicht mehr oder
weniger.

(Frau O, Absatz 60)

In diesem Abschnitt wurde aufgezeigt, wie Herausforderungen in Bezug auf
die Schiiler beim Argumentieren auftreten konnen, ohne dass es sich dabei
um Schwierigkeiten handelt, die die Schiiler selbst beim Argumentieren haben.
Besonders wichtig ist hierbei die Heterogenitit der Schiiler, die eine Heraus-
forderung fiir die Lehrkrifte darstellt. In vielen Interviews zeigt sich, dass die
Lehrkrifte wenig Moglichkeiten kennen, auf diese Heterogenitit angemessen zu
reagieren. Eine haufige Folge ist, dass das Argumentieren vernachldssigt wird,
um insbesondere schwichere Schiiler im Unterricht nicht zu ,,verlieren (z. B.
Frau H, Absatz 58). Es zeigt sich aber auch als problematisch, dass Lehrkrifte
teilweise den Wert gerade theoretischer Argumentationen fiir die Schiiler nicht
sehen und sich dies eventuell auch auf die Einstellung von Schiilern gegeniiber
dem Argumentieren auswirkt. Teilweise wird eine solch ablehnende Haltung bei
einem Teil der Schiiler von den Lehrkréften als Herausforderung beschrieben, der
sie gegeniiberstehen. Im Vergleich zu den Schwierigkeiten, die die Schiiler selbst
beim Argumentieren haben, scheint der Bereich der Probleme in Bezug auf die
Schiiler aber nicht ganz so bedeutend zu sein. Allerdings gibt es vermutlich auch
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Zusammenhidnge zwischen beiden Bereichen. So wire es denkbar, dass die Pro-
bleme in Bezug auf die Schiiler ursdchlich sind fiir Schwierigkeiten, die Schiiler
beim Argumentieren haben.

5.6 Fazit zu den Erkenntnissen aus der Interviewstudie
und Zwischenfazit der Arbeit

Durch die Interviewstudie konnte gezeigt werden, dass die Sichtweisen der
befragten Lehrkrifte auf das Argumentieren im Analysisunterricht vielfiltige,
teilweise auch widerspriichliche Aspekte aufweisen. Diese Sichtweisen setzen
sich aus implizitem Verstindnis, expliziten Erfahrungen, theoretischen Uberzeu-
gungen und dhnlichen Komponenten zusammen. Grundlegend fiir die Analyse
war, das Begriffsverstindnis der Lehrkrifte zum Argumentieren mit dem in
Abschnitt 2.1 theoretisch herausgearbeiteten Verstindnis abzugleichen, um nicht
aufgrund der von den Lehrkréften verwendeten Begrifflichkeiten falsche Schliisse
zu ziehen.

Es konnte gezeigt werden, dass die Lehrkrifte die Begriffe Argumentieren,
Begriinden und Beweisen und insbesondere auch deren Zusammenhang ganz dhn-
lich verstehen, wie theoretisch in Abschnitt 2.1.4 dargelegt wurde. Dies bedeutet
aber beziiglich der Unterscheidung zwischen Argumentieren und Begriinden nicht
zwangsldufig, dass die Lehrkrifte die beiden Begriffe auch immer entsprechend
verwendeten. Das wird beispielsweise dadurch deutlich, dass die meisten Lehr-
krifte bei der expliziten Nachfrage zur Unterscheidung der Begriffe am Ende
der Interviews erst einmal liberfordert waren. Deshalb wurden die Begriffe Argu-
mentieren und Begriinden im Kontext der Interviewstudie und deren Auswertung
nicht voneinander abgegrenzt. Zudem zeigte sich eine oft negative Konnota-
tion zum meist formal gefassten Begriff Beweisen, sodass sich die Entscheidung
vorab, diesen Begriff nur dann aufzugreifen, wenn die Lehrkrifte selbst diesen
einbringen, als sinnvoll bestitigte. Aulerdem ist die Breite des Begriffs Argu-
mentieren im Begriffsverstindnis der Lehrkrifte teilweise noch breiter gefasst
als in Abschnitt 2.1.1 dargestellt und vermutlich sind einzelne Aspekte davon
auch anders gewichtet. So wurde zum Beispiel manchmal das Argumentie-
ren mit dem Erkldren gleichgesetzt und hiufig ein alltagsnahes Argumentieren
im Mathematikunterricht positiver bewertet als eine theoretische mathematische
Argumentation. Insgesamt zeigte sich im Bewusstsein der Lehrkrifte eine breite
Vielfalt an Arten des Argumentierens, an Moglichkeiten der Ausgestaltung von
Argumentationen und an Argumentationsanldssen, wobei diese fiir die Eignung
im Analysisunterricht ganz unterschiedlich bewertet wurden.
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Die Aussagen der Lehrkrifte in Bezug auf eine vorgelegte Schulbuchdoppel-
seite, auf der sich sowohl Aufgaben befanden, die explizit zum Argumentieren
auffordern als auch solche, die dies nicht tun, zeigen, dass gerade sogenannte
Begriindungsaufgaben von den Lehrkriften als positiv hervorgehoben wurden.
Davon gab es nur eine Ausnahme, eine Aufgabe, die mit den Begriffen notwen-
dig und hinreichend arbeitet. In Ergidnzung zu den Begriindungsaufgaben wurden
vor allem Standardaufgaben, die kalkiilhaft bearbeitet werden konnen, positiv
bewertet.

Neben dieser hypothetischen Auswahl von Schulbuchaufgaben durch die Lehr-
krifte wurde wihrend der Interviews immer wieder auch konkret iiber die
tatsdchliche Unterrichtspraxis der Lehrkrifte gesprochen. Die fallbasierten Aus-
wertungen der zugehorigen Interviewsegmente zeigen iiber die verschiedenen
Befragten hinweg &dhnliche Tendenzen auf. Wihrend Beweisen und theoreti-
schen Herleitungen wenig Bedeutung beigemessen wird, spielen informelle, meist
miindliche Argumentationen im Unterricht durchaus eine wichtige Rolle. Einen
hiufigen Anlass zum Argumentieren stellen Rechen- und Losungswege dar, die
begriindet werden. Auflerdem sind sogenannte Begriindungsaufgaben, die teil-
weise auch in Leistungserhebungen eingesetzt werden, hdufig Ausgangspunkt fiir
Argumentationen, wenn auch nicht ohne Probleme und Schwierigkeiten. Viele
Lehrkrifte gehen jedoch von einer Konkurrenz des Argumentierens mit einem
kalkiil- und verfahrensorientierten Unterricht aus, insbesondere wenn es um die
Verteilung der Unterrichtszeit geht. Der Vorrang von schematischem, verfahrens-
orientiertem Arbeiten und Kalkiil wird hédufig durch eine Orientierung an den
Abiturpriifungen begriindet. Die Tendenz, den Mathematikunterricht verfahrens-
orientiert auszurichten und deshalb argumentativen Tdtigkeiten wenig Bedeutung
einzurdumen, fand auch Kotelawala (2016) in einer Studie mit Lehrkriften in den
USA. Obwohl die teilnehmenden Lehrkrifte dem Argumentieren in der Mathe-
matik generell eine hohe Bedeutung beimafBien, fand Kotelawala bei den meis-
ten Lehrkriften eine Tendenz, die als procedures-over-proving-in-my-classroom
bezeichnet wird (ebd., S. 1120).

Um zu verstehen, welche Beweggriinde, Einstellungen und Erfahrungen der
Lehrkrifte hinter der tatsidchlichen Praxis stehen und vermutlich auch urséchlich
fiir diese sind, wurden Aspekte analysiert, die von den Lehrkriften in positiver
sowie negativer Weise in Bezug auf das Argumentieren geduflert wurden und
daraus Griinde fiir das Argumentieren aber auch Herausforderungen abgeleitet.

Eine Analyse der ausschlaggebenden Griinde dafiir, das Argumentieren im
Analysisunterricht zu fordern, zeigt vier Bereiche. Fiir alle Befragten ist das
Argumentieren ein personliches Anliegen. Zudem sehen sie darin eine Bedeutung
fiir die Lernenden und auch Vorteile fiir das Unterrichten. Auerdem erkennen sie
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das Argumentieren als typischen mathematischen Prozess, den die Schiiler ken-
nenlernen sollten. Letzterer Bereich deckt sich genau mit einem der theoretisch
herausgearbeiteten Bereiche von Griinden fiir das Argumentieren im Analysisun-
terricht. Aber auch bei den anderen Bereichen sind groBe Ubereinstimmungen zu
erkennen. Die Forderung inhaltsbezogener sowie prozessbezogener und iiberfach-
licher Kompetenzen findet sich in der Bedeutung fiir die Schiiler wieder und die
Bedeutung fiir die Lernstandseinschédtzung durch Lehrkrifte ist ein Teilbereich
der Vorteile fiir das Unterrichten. Die von den Lehrkriften genannten Griinde
sind also dementsprechend sogar vielfiltiger als die theoretisch herausgearbeite-
ten. Andererseits nannten die Lehrkrifte Griinde oft nur ansatzweise, ohne diese
so detailliert ausfithren und begriinden zu konnen, wie dies in der Literatur zu
finden ist.

Demgegeniiber stehen viele negative Aussagen der Lehrkrifte, die Probleme,
Schwierigkeiten und negative Erfahrungen der Lehrkrifte mit dem Argumentie-
ren deutlich werden lassen. Diese umfassen Rahmenbedingungen, wie zeitliche
Einschrinkungen und die notwendige Vorbereitung auf bevorstehende Abitur-
priifungen, sowie Schwierigkeiten, die sich fiir die Unterrichtstitigkeiten der
Lehrkrifte ergeben. Besonders ausfiihrlich berichteten die Befragten aber von
Schwierigkeiten, die sich fiir und in Bezug auf die Schiiler ergeben.

Ein Bereich, der dabei an verschiedenen Stellen angesprochen wurde, sind
Schwierigkeiten, die sich im Zusammenhang mit Leistungserhebungen und den
bevorstehenden Abiturpriifungen ergeben. Dadurch dass in der Sekundarstufe 11
eine Vorbereitung auf die bevorstehenden Abiturpriifungen stattfindet, werden
im Unterricht insbesondere Fertigkeiten trainiert und Verfahren eingeiibt, die
Schiiler direkt auf die zu erwartenden Aufgaben vorbereiten. Da in den Priifun-
gen das Argumentieren keinen groBen Stellenwert zu besitzen scheint, tibertragt
sich dies auch auf den Unterricht. Aber auch im Bereich der Leistungserhebun-
gen wihrend des Schuljahres zeigen sich Schwierigkeiten fiir Lehrkrifte und
Schiiler. Erstere finden es teilweise schwierig, geeignete Argumentationsaufga-
ben zu stellen, die den Schiilern eindeutig deren Erwartungshorizont deutlich
machen. Letztere haben genau mit dem Erkennen dieses Erwartungshorizontes
Schwierigkeiten. AuBerdem sehen sich die Lehrkrifte mit Problemen bei der
Korrektur entsprechender Aufgaben konfrontiert. Schiiler haben laut Angaben
der Lehrkrifte insgesamt Schwierigkeiten mit argumentativen Aufgabenstellun-
gen. Dies betrifft neben dem Erkennen des Erwartungshorizontes den gesamten
Argumentationsprozess mit seinen aktiven und passiven Aspekten. Vor allem
Schwierigkeiten der Schiiler mit der Sprache wurden von den Lehrkriiften in
verschiedenen Zusammenhingen erwéhnt. Dabei spielen insbesondere die Fach-
sprache und das (schriftliche) Formulieren von pridzisen Argumentationen eine
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zentrale Rolle. Ein weiterer wichtiger Aspekt, der sich in Bezug auf die Schii-
ler zeigt, ist die heterogene Zusammensetzung der Klassen. Die Heterogenitit
der Schiiler stellt die Lehrkrifte vor groe Herausforderungen. Es scheint, dass
es den Lehrkriften an Strategien fehlt, allen Schiilern beim Argumentieren im
Analysisunterricht gleichermaflen gerecht zu werden und jeden adaptiv auf sei-
nem individuellen Niveau zu fordern. Dies resultiert hdufig in einer Orientierung
an den leistungsschwicheren Schiilern und in Zusammenhang damit in einer
Vermeidung argumentativer Tatigkeiten im Unterricht.

Es kann angenommen werden, dass alle von den Lehrkréiften angesproche-
nen Herausforderungen in ihrer Gesamtheit ursdchlich dafiir sind oder zumindest
dazu beitragen, dass Lehrkrifte das Argumentieren im Analysisunterricht nicht
in einem Mafle fordern, das sinnvoll wire. Teilweise zeigt sich durch Inter-
viewsegmente, in denen die Lehrkrifte iiber ihre Vorstellungen fiir einen idealen
Analysisunterricht sprechen, dass die Lehrkrifte sich dessen auch bewusst sind.
Nichtsdestotrotz sind auch Einstellungen und Uberzeugungen der Lehrkrifte
gegeniiber dem Argumentieren moglicherweise nicht positiv genug, um aus-
reichend gegen die Probleme und Schwierigkeiten vorzugehen. Dazu kommt,
dass moglicherweise auch die Kenntnis der Lehrkrifte iiber entsprechende
Moglichkeiten fehlt.

Davon ausgehend werden im dritten Teil dieser Arbeit dominante Schwer-
punkte aus den Schwierigkeiten und Problemen, die aus den Interviews her-
ausgearbeitet werden konnten, aufgegriffen, um konstruktiv Vorschldge fiir das
Argumentieren im Analysisunterricht zu entwickeln. Hierfiir werden die Schwer-
punkte Heterogenitdt der Schiiler und Schwierigkeiten der Schiiler mit der Sprache
herausgegriffen. Aulerdem spielen begleitend weitere Aspekte, wie das Erken-
nen des Erwartungshorizontes durch die Schiiler und verschiedene Schritte
eines Argumentationsprozesses, eine Rolle. Dazu werden erst entsprechende
Moglichkeiten zu Differenzierung, Sprache und Losungsbeispielen theoretisch
herausgearbeitet (siehe Kap. 6), die dann in der Entwicklung einer addquaten Ler-
numgebung angewendet werden (siehe Kap. 7), und schlieflich werden in einer
zweiten Studie mit Lehrkriften die Lernumgebung und deren Einsatz evaluiert
(siehe Kap. 8).
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Um die Entwicklung der Kompetenz des mathematischen Argumentierens bei
Schiilern zu unterstiitzen, ist es wichtig, geeignete Unterrichtsmaterialien dafiir zu
entwickeln (z. B. Reiss et al. 2006, S. 194). Auf Grundlage der Erkenntnisse aus
der Interviewstudie (siche Kap. 5) wurde deshalb eine differenzierende, aufgaben-
basierte Lernumgebung mit sprachforderlichen Elementen zum Argumentieren
mit ganzrationalen Funktionen entwickelt. Bevor die konkrete Ausgestaltung
der Lernumgebung présentiert (Kap. 7) und iiber die qualitative Studie zu
deren Evaluation berichtet wird (Kap. 8), werden in diesem Kapitel die dabei
zugrunde liegenden theoretischen Uberlegungen dargestellt. Zunichst wird kurz
der Begriff der Lernumgebung geklirt, bevor diejenigen Grundlagen aus den The-
menbereichen Differenzierung, Sprache im Mathematikunterricht und Lernen aus
Losungsbeispielen priasentiert werden, die fiir die Ausarbeitung der spezifischen
Charakteristika der anschliefend dargestellten Lernumgebung von Bedeutung
sind.

6.1 Lernumgebungen im Mathematikunterricht

Der Begriff Lernumgebung wird innerhalb der Mathematikdidaktik und auch in
ihren Bezugswissenschaften Psychologie und Mediendidaktik nicht einheitlich
verwendet. Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber unterschiedliche
Verstidndnisse des Begriffs und schlieft mit einem fiir diese Arbeit verwendeten
Begriffsverstindnis.

Eine auch in der Didaktik vielzitierte Definition des Begriffs stammt aus der
Psychologie:
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Der Begriff der Lernumgebung bringt zum Ausdruck, dass das Lernen von ganz ver-
schiedenen Kontextfaktoren abhdngig ist, die in unterschiedlichem Ausmaf} planvoll
gestaltet werden konnen. Eine durch Unterricht hergestellte Lernumgebung besteht
aus einem Arrangement von

Unterrichtsmethoden

Unterrichtstechniken

Lernmaterialien

Medien.

Dieses Arrangement ist durch die besondere Qualitiit der aktuellen Lernsituation in
zeitlicher, raumlicher und sozialer Hinsicht charakterisiert und schlief3t letztlich auch
den jeweiligen kulturellen Kontext ein.

(Reinmann-Rothmeier/Mandl 2001, S. 603 f.)

Fiir den Bereich der Mathematikdidaktik fassen Vollrath und Roth (2012) zusam-
men, dass es keine einheitliche Definition von Lernumgebung gibt, dass aber
der gemeinsame Nenner ein ,,zur Unterstiitzung von Lernprozessen planvoll
gestaltetes Gesamtarrangement* (ebd., S. 150) ist. Sie fiihren dann Giitekriterien
und Aspekte an, die bei der Entwicklung und Beurteilung von Lernumgebun-
gen beriicksichtigt werden miissen. Wenn in mathematikdidaktischen Arbeiten
der Begriff Lernumgebung definiert wird, ist eine Konzeption des Begriffs als
Gesamtarrangement iiblich (Ulm 2009; Barzel et al. 2005, S. 30; Hirt/Wilti 2016,
S. 12 f.). Eine héufig zitierte Definition in diesem Bereich ist die von Barzel und
Kollegen:

Lernumgebungen (im weiten Sinne) sind im Grunde alles, was den Lernenden von
aufsen instruiert. Dazu gehoren Inhalte, Ziele, Kommunikationsformen u.a., die durch
die Lehrperson oder die Lernenden vorstrukturiert bzw. festgelegt sind und die den
Rahmen bieten fiir die Lernprozesse der Einzelnen oder der Gruppe.

(Barzel et al. 2005, S. 30)

Diese sehr breit angelegte Definition ermoglicht, jegliche Zusammenstellungen
von Inhalten, Zielen, Kommunikationsformen und weiteren Teilen der Unter-
richtsplanung als Lernumgebung zu bezeichnen, solange diese vorstrukturiert und
festgelegt sind und einen Rahmen fiir Lernprozesse bieten. Damit wire jedes
vorab geplante Unterrichtsvorhaben eine Lernumgebung. Auffillig ist, dass in
dieser Definition Ziele als Teil von Lernumgebungen auftreten und nicht als
Grundlage fiir deren Entwicklung und Ausgestaltung.

Anstelle von oder erginzend zu Definitionen finden sich haufig Auflistun-
gen von Giitekriterien oder Aspekten, die bei der Gestaltung sowie Beurteilung
von Lernumgebungen zu bedenken sind (z. B.: Wittmann 1998, S. 337 f.; Bar-
zel 2006, S. 109 ft.; Ulm 2009; Vollrath/Roth 2012, S. 151; Hirt/Wilti 2016,
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S. 13). Bei vielen Autoren wird der Begriff Lernumgebung explizit oder impli-
zit sehr weit gefasst, sodass er die Rolle eines Sammelbegriffs iibernimmt und
dann durch spezielle Attribute weiter ausdifferenziert und charakterisiert wird.
So finden sich in der Literatur viele so verwendete Attribute, beispielsweise
problemorientiert, aufgabenbasiert, situiert, konstruktivistisch, digital, selbstin-
digkeitsorientiert, internetbasiert, computergestiitzt, selbstdifferenzierend oder
substanziell (Barzel et al. 2005, S. 30; Bruder 2007; Schukajlow/Blum 2018,
S. 4 ff.; Vollrath/Roth 2012, S. 150 f., S. 218 ff.; Kerres 2001, S. 33 f.; Roth
2015, S. 8; Hirt/Wilti 2016, S. 13).

Auffallend ist, dass im Bereich der Mathematikdidaktik fiir die Primarstufe
tiblicherweise ein etwas engerer Lernumgebungsbegriff verwendet wird. Eine ver-
breitete Definition in diesem Bereich ist die von Hirt und Wilti (2016), die in
dhnlichen Formulierungen auch schon frither verdffentlicht wurde:

Eine Lernumgebung fiir den Mathematikunterricht ist im gewissen Sinne eine natiir-
liche Erweiterung dessen, was man im Mathematikunterricht traditionell eine ,gute
bzw. eine substanzielle Aufgabe ‘ nennt. Substanzielle Aufgaben sind ein wesentliches
Merkmal und eine notwendige, aber nicht hinreichende Bedingung zur Gestaltung
erfolgreichen Mathematikunterrichts.

Eine Lernumgebung ist eine flexible grofie Aufgabe. Sie besteht in der Regel aus mehre-
ren Teilaufgaben und Arbeitsanweisungen, die durch bestimmte Leitgedanken — immer
basierend auf einer innermathematischen oder sachbezogenen Struktur — zusam-
mengebunden sind. Der Terminus beschreibt als Erweiterung des iiblichen Begriffs
JAufgabe‘ somit im Wesentlichen eine Unterrichtssituation mit Zielen, Inhalten und

Vorgehensweisen bzw. Tatigkeiten der Lehrperson wie auch der Schiilerinnen und
Schiiler.

(Hirt/Walti 2016, S. 13)

Ein wesentliches Merkmal in diesem Verstindnis, das sich dhnlich auch bei Woll-
ring (2007, S. 5) findet, ist die Idee einer erweiterten substanziellen Aufgabe
im Zentrum der Lernumgebung, die einen inhaltlichen Leitgedanken verfolgt.
Diese Erweiterung weist dann durch Hinzunahme von Zielen, Inhalten, Vorge-
hensweisen und Titigkeiten auch in Richtung des sehr weiten Verstidndnisses
von oben, jedoch aus der Perspektive von erweiterten Aufgaben betrachtet. Des
Weiteren basiert eine Lernumgebung im Primarbereich iiblicherweise auf einer
konstruktivistischen Grundposition, stiitzt die Idee der Kompetenzorientierung
und dient der Differenzierung (Hengartner 2007, S. 11 ff.; Hirt/Wilti 2016,
S. 12 f.). Diese Eigenschaften wiirden in einem weiteren Verstindnis des Begriffs
eher durch zusitzliche Attribute wie konstruktivistisch, kompetenzorientiert und
(selbst-)differenzierend ausgedriickt werden. Auf Wittmann (1995, 1998) zuriick-
gehend findet sich im Primarbereich auflerdem der Begriff der substanziellen
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Lernumgebung, der die Giite einer Lernumgebung oder Unterrichtseinheit zum
definierenden Element erhebt (Wittmann 1995, S. 528; 1998, S. 337 f.).

Die Idee, dass eine Aufgabe den Mittelpunkt einer Lernumgebung zur
nachhaltigen Kompetenzentwicklung bildet, findet sich auch im Bereich der
Sekundarstufe bei Bruder (2007), die dafiir den Begriff aufgabenbasierte Ler-
numgebung wihlt. Durch eine solche werden Lernende dazu angeregt, sich eine
Lernaufgabe zu stellen und sich eine Handlungsorientierung zur Bewéltigung
dieser Lernaufgabe zu erarbeiten (ebd., S. 720).

Auch im Bereich des digitalen Lernens wird hiufig der Begriff der Lernum-
gebung verwendet, sowohl innerhalb der Mathematikdidaktik als auch in der
Bezugswissenschaft der Mediendidaktik. Oft wird der Begriff Lernumgebung
dabei mit Adjektiven wie digital, computergestiitzt, medial, interaktiv, dynamisch
oder internetbasiert spezifiziert, teils aber auch ohne Attribute verwendet (Kerres
2001, S. 33; Barzel et al. 2005; Barzel 2006, S. 84; Meier 2009; Vollrath/Roth
2012, S. 218; Roth 2015, S. 8). Computer- oder internetgestiitzte Lernumge-
bungen konnen weiter ausdifferenziert werden in interaktive Arbeitsblitter und
Lernpfade. Interaktive Arbeitsblitter bestehen aus nur einer Internetseite, in
die ein Applet und mogliche Hilfestellungen eingebunden sind. Lernpfade, die
auch als dynamische Lernumgebungen bezeichnet werden, bestehen aus ganzen
Sequenzen interaktiver Materialien (Vollrath/Roth 2012, S. 218 ff.; Roth 2015,
S. 8).

In Zusammenschau der unterschiedlichen Verwendungen des Begriffs Lernum-
gebung wird deutlich, dass fiir die Verwendung in der vorliegenden Arbeit eine
Begriffskldrung notwendig ist. Dabei ist ein zu weit gefasster Begriff ungiinstig,
da er die Gefahr der Beliebigkeit birgt und eine Abgrenzung zur begrifflichen
Verwendung in anderen Arbeiten verhindert. Ein zu enger Begriff kann dagegen
nicht so einfach auf verschiedene Situationen iibertragen werden, beispielsweise
wenn Eigenschaften wie selbstdifferenzierend oder digital mit in die Definition
genommen werden. Diese konnten fiir die konkrete Entwicklung einer Lernum-
gebung zu stark einschrinkend wirken und sollten deshalb besser in Form von
zusitzlichen Attributen verwendet werden. Aufgrund dieser Uberlegungen wird
der Begriff Lernumgebung in der vorliegenden Arbeit folgendermaflen verwendet:

Eine Lernumgebung wird als Gesamtarrangement von Inhalten, Prozessen,
Materialien, Medien, Unterrichtsmethoden, Sozialformen, Kommunikationsfor-
men sowie intendierten Tidtigkeiten von Lehrperson und Lernenden verstanden,
das einen Kompetenzzuwachs bei Lernenden ermdglichen soll. Dieses Gesamt-
arrangement unterliegt einem Leitgedanken, der sowohl inhalts- als auch pro-
zessbezogen ist und mit Hilfe dessen die Lernumgebung strukturiert wird.
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Dies kann sinnvollerweise durch eine zentrale Aufgabe innerhalb der Lernum-
gebung umgesetzt werden, die aus mehreren Teilaufgaben besteht, die durch
diesen Leitgedanken verbunden sind. Die explizite Gestaltung einer Lernum-
gebung ist abhingig vom zugrunde liegenden Verstindnis von Lernen und
wird deshalb in einem kompetenzorientierten Setting aus der Perspektive der
Lernenden heraus entwickelt. Zur Betonung der Charakteristika von Lernum-
gebungen mit unterschiedlichen Schwerpunkten werden zusitzliche Attribute,
beispielsweise (selbst-)differenzierend, aufgabenbasiert, digital oder zur Forde-
rung von..., verwendet. Beim konkreten Einsatz einer Lernumgebung muss dann
auch das soziale, kulturelle, zeitliche und rdumliche Umfeld des Lernprozesses
und der Zusammenhang zu anderen Lernumgebungen mit in die Uberlegungen
einbezogen werden.

Auf dieser Grundlage wurde fiir die vorliegende Arbeit unter Berticksichtigung
der Ergebnisse der Lehrerinterviews (siehe Kap. 5) am Beispiel der Ablei-
tung ganzrationaler Funktionen eine selbstdifferenzierende, aufgabenbasierte
Lernumgebung mit sprachforderlichen Elementen zur Forderung der Argumen-
tationskompetenz von Lernenden entwickelt. Die theoretischen Grundlagen zu
Differenzierung, Sprachforderung und zum Lernen mit Losungsbeispielen wer-
den in den nichsten Abschnitten dargelegt, bevor in Kapitel 7 die konkrete
Entwicklung der Lernumgebung prisentiert wird.

6.2 Differenzierung

In der Interviewstudie (siehe Kap. 5) zeigte sich, dass ein moglicher Problem-
bereich bei der Umsetzung des Argumentierens im Analysisunterricht darin
begriindet ist, dass Lehrkrifte Schwierigkeiten haben, der Heterogenitit der Schii-
ler beim Argumentieren gerecht zu werden. Laut Siller und Roth (2016, S. 2)
ist ,,[d]ie zentrale Frage beim Umgang mit Heterogenitit [...], wie mit moglichst
allen Lernenden einer Lerngruppe konstruktiv und entwicklungsférdernd gearbei-
tet werden kann®. Diese Frage fiihrt automatisch zum Begriff der Differenzierung,
einem ,,Sammelbegriff fiir alle pddagogischen, didaktischen und organisatori-
schen MafBnahmen, die sich treffen lassen, um Unterschieden zwischen Schiilern
gerecht zu werden (Heymann 1991, S. 63). Scholz (2008, S. 9) pladiert:
»Statt den Unterricht an einem fiktiven Durchschnittsschiiler auszurichten, gilt
es also, sich der Heterogenitdt bewusst zu werden und ihr so weit wie mog-
lich Rechnung zu tragen®. Durch die Lehrerinterviews konnte gezeigt werden,
dass sich die Lehrkrifte der Heterogenitidt der Schiiler, insbesondere beziiglich
des inhaltlichen Vorwissens und der Kompetenz des Argumentierens, durchaus
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bewusst sind. Bei der Umsetzung des Argumentierens stellt diese Heterogeni-
tat aber einen Problembereich dar. Deshalb werden in diesem dritten Teil der
vorliegenden Arbeit Uberlegungen angestellt, wie beim Argumentieren im Ana-
lysisunterricht mittels Differenzierung auf die Heterogenitit der Schiiler reagiert
werden kann, um durch individualisiertes Lernen eine bestmogliche Forderung
jedes einzelnen Schiilers zu erreichen und so von einem ,Lernen im Gleich-
schritt* wegzukommen (vgl. Siller/Roth 2016, S. 3; Leuders/Prediger 2016, S. 9).
In diesem Abschnitt wird ausgehend von einer allgemeinen Begriffsklarung, iiber
speziell mathematikdidaktische Differenzierungsansitze, speziell zur Differenzie-
rung durch Aufgaben hingeleitet. Besonderes Augenmerk wird anschlieBend auf
Bliitenaufgaben gelegt, da dieses Aufgabenformat wegen seines grofien Diffe-
renzierungspotenzials fiir die Entwicklung einer konkreten Lernumgebung (siehe
Kap. 7) ausgewihlt wurde.

6.2.1 Begriffskldrung
Nach Bonsch (1995) wird unter Differenzierung Folgendes verstanden:

[EJinmal das variierende Vorgehen in der Darbietung und Bearbeitung von Lern-
inhalten [...], zum anderen die Einteilung bzw. Zugehdorigkeit von Lernenden zu
Lerngruppen nach bestimmten Kriterien. Es geht um die Einlosung des Anspruchs,
jedem Lernenden auf optimale Weise Lernchancen zu bieten, dabei die Ansprii-
che und Standards in fachlicher, institutioneller und gesellschaftlicher Hinsicht zu
sichern und gleichzeitig lernorientiert aufzubereiten. Differenzierung stellt sich fiir
die Organisation von Lernprozessen als Biindel von Mafinahmen dar, Lernen in fach-
lichem, organisatorischem, institutionellem wie individuellem und sozialem Bezug zu
optimieren.

(Bonsch 1995, S. 21)

Die im Nachfolgenden beschriebenen Unterscheidungen beziiglich des Differen-
zierungsbegriffs sind in Abbildung 6.1 dargestellt. Eine allgemein anerkannte
Unterscheidung sowohl in der Pidagogik als auch in der Fachdidaktik ist die
zwischen duflerer und innerer Differenzierung, wobei letztere meist mit dem
Begriff der Binnendifferenzierung gleichgesetzt wird. AuBere Differenzierung
meint, dass die Lernenden nach Kriterien wie Alter oder Leistungsvermogen orga-
nisatorisch in moglichst homogene Lerngruppen eingeteilt werden, die dann iiber
einen ldngeren Zeitraum bestehen. Innerhalb dieser durch dufiere Differenzierung
entstandenen Lerngruppen setzt dann Binnendifferenzierung mit methodischen
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und didaktischen Ansitzen an. Sie kann nach unterschiedlichen Kriterien umge-
setzt werden und ist nicht dauerhaft. Ziel ist es, den Lernenden individuell
gerecht zu werden und dabei die Chancen einer heterogenen Lerngruppe zu nut-
zen (Heymann 1991; Bonsch 1995; Paradies/Linser 2005; Bruder/Reibold 2010;
Eisenmann/Grimm 2011; Scholz 2008; Leuders/Prediger 2016).

Differenzierung
AuRere Innere Differenzierung
Differenzierung 2 Binnendifferenzierung
Spezial-
form o
Geschlossene Offene Form _ Natiirliche
Form 2 Selbstdifferenzierung Differenzierung
\ J
Y
u.a. Differenzierung durch Aufgaben
(insb. zum Uben und Vertiefen)
Geschlossene Aufgabenformate Selbstdifferenzierende
(geschlossene oder offene Aufgabenformate
Differenzierung, je nach Einsatz) (natiirliche Differenzierung)
Y
Bliitenaufgaben

Abbildung 6.1 Unterscheidungen beziiglich des Differenzierungsbegriffs mit Einordnung
von Bliitenaufgaben

Der Begriff der inneren Differenzierung wird auf Heymann (1991) zuriick-
gehend weiter unterschieden in eine geschlossene und eine offene Form. Bei
der geschlossenen Binnendifferenzierung wird jedem Schiiler entsprechend sei-
ner kognitiven Leistung ein individueller Lernweg zugewiesen. Die Lehrkraft
iibernimmt somit die Alleinverantwortung fiir die Adaptivitit des Lernangebotes.
Bei der offenen Form der Differenzierung, die in der Mathematikdidaktik hiu-
fig auch als Selbstdifferenzierung bezeichnet wird, sollen hingegen die Schiiler
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selbst ihre individuellen Lernwege finden. Die Verantwortung fiir die Adapti-
vitdt des Lernangebotes liegt also bei den Lernenden (Leuders/Prediger 2012,
S. 37; HuBmann/Prediger 2007, S. 2). Nach Heymann (1991) ist diese idealtypi-
sche Unterscheidung aber mehr theoretischer Natur, in der Praxis werden meist
Mischformen verwendet.

Ein Vergleich von geschlossener und offener Differenzierung zeigt, dass eine
rein geschlossene Differenzierungsform aus mehreren Griinden problematisch ist.
Die Lehrkraft muss geniigend diagnostische Kompetenz mitbringen, um adaptiv
jedem Schiiler die passenden Materialien zuzuweisen. Werden die Lernangebote
durch mangelhafte Diagnose oder aus anderen Griinden nicht adaptiv eingesetzt,
konnen durch Uber- oder Unterforderung die eigentlichen Ziele der Differen-
zierungsmafBnahmen nicht mehr erreicht werden (Leuders/Prediger 2012, S. 56).
AuBerdem ist eine ,,passgenaue, individuelle Zuweisung von Lernangeboten fiir
jeden Schiiler und jede Schiilerin einer Klasse durch eine Lehrkraft auch gar nicht
leistbar* (Bruder/Reibold 2012, S. 75 f.). Im Gegensatz dazu haben selbstdiffe-
renzierende Angebote den Vorteil, dass jeder Schiiler auf seinem eigenen Niveau
in seiner eigenen Geschwindigkeit lernen kann. Dadurch sind unterschiedliche
Bearbeitungstiefen und Reflexionsniveaus moglich und prozessbezogene Kompe-
tenzen konnen gefordert werden (Leuders/Prediger 2012, S. 58). Auch Bruder und
Reibold (2012) sehen ,,keine ernsthafte Alternative zu einer ,offenen‘ Differenzie-
rung® (ebd., S. 75), da ,,die allgemeinen Kompetenzziele einen miindigen Biirger
favorisieren, der iiber seine Geschicke selbst entscheiden kann, was im Allgemei-
nen erst gelernt werden muss (ebd., S. 75). Prediger und Scherres (2012) haben
jedoch gezeigt, dass offene Differenzierungsformate im Mathematikunterricht
nicht automatisch adaptiv fiir Differenzierung sorgen. Es ist vielmehr notwendig,
dass die Lehrkraft unterstiitzend titig wird, um fiir niveauangemessenes Arbeiten
zu sorgen und Lernende an das offene Arbeiten heranzufiihren.

In der Mathematikdidaktik findet als Spezialform der Selbstdifferenzierung
das Konzept der natiirlichen Differenzierung Beachtung. Dieses geht auf Witt-
mann (1990) zuriick, wurde im Projekt mathe 2000 entwickelt und nach dem
,.natiirlichen Lernen auBlerhalb der Schule benannt (Wittmann 2007, S. 5; Witt-
mann/Miiller 2008, S. 15). Dabei erhilt ,,[d]ie gesamte Lerngruppe [...] einen
Arbeitsauftrag, der den Kindern Wahlmoglichkeiten bietet (Wittmann/Miiller
2008, S. 15). Dieser Arbeitsauftrag ermoglicht eine ,,ganzheitliche [...] Bear-
beitung von Themen[, bei der] immer Aufgaben unterschiedlicher Schwierig-
keitsniveaus anfallen, [...] [sodass] sich alle Schiiler, von lernschwachen bis
leistungsstarken, nach ihren Moglichkeiten beteiligen [konnen]* (Wittmann 1990,
S. 159, Hervorhebung im Original). Im Zuge dessen plddiert Wittmann (1996,
S. 5) fiir einen offenen Unterricht vom Fach aus, womit gemeint ist, dass die
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Mathematik selbst solch offene Problemstellungen bietet, die auf unterschiedli-
chen Schwierigkeitsstufen bearbeitet werden konnen. So konnen sich Lernende
in heterogenen Gruppen ,,wenn auch in unterschiedlicher Weise, so doch mit
denselben Aufgaben beschéftigen, sodass innerhalb der Gruppen ein Austausch
moglich ist und in Reflexionsphasen auf dhnliche Erfahrungen zuriickgegriffen
werden kann“ (Wittmann 2007, S. 6).

6.2.2 Aufgabenbasierte Differenzierung im
Mathematikunterricht

Wie bereits in Bezug auf die natiirliche Differenzierung angedeutet, stellen Auf-
gaben im Mathematikunterricht ein wichtiges Mittel zur Differenzierung dar.
Gerade beim Argumentieren konnen Aufgaben wesentlich zur Differenzierung
beitragen, wie die folgenden Beispiele zeigen. Bezold (2009, S. 104 f., 111)
entwickelte anforderungsdifferenzierte Aufgaben, die innerhalb eines gemeinsa-
men inhaltlichen Kontextes Anforderungen auf unterschiedlichen Niveaus stellen,
wobei der Begriff anforderungsdifferenziert synonym zum Begriff selbstdifferen-
zierend verwendet wird. Speziell arbeitet sie mit sogenannten Forscheraufgaben,
die Schiilern Entdeckungen ermoglichen, Argumentationspotenzial bieten und
eine natiirliche Differenzierung erméglichen. In einer Studie konnte Bezold zei-
gen, dass durch die Arbeit mit Forscheraufgaben in ihrem Unterrichtskonzept zur
Forderung von Argumentationskompetenz die Selbsttitigkeit der Schiiler gestei-
gert werden kann. Auch die Lehrkrifte empfanden die Erfahrungen mit diesen
Aufgaben als positiv. Aus Bezolds Studie kann also abgeleitet werden, dass
geeignete Aufgaben eine Differenzierung beim Argumentieren ermoglichen.

Wihrend sich die Ideen von Wittmann/Miiller (u. a. 2008) und Bezold (2009)
auf die Primarstufe beziehen, zeigt Schindler (2016) auf, wie auch in der
Sekundarstufe eine Begriindungsaufgabe (,,Betrachte die Summe dreier aufein-
anderfolgender Zahlen. Was fillt dir auf? Begriinde/beweise deine Entdeckung.*
(ebd., S. 20) fiir natiirliche Differenzierung sorgen kann, indem bei der Losung
der Aufgabe unterschiedliche Bearbeitungswege und Darstellungsebenen moglich
sind.

Aufgaben sind auBerdem ein wesentlicher Bestandteil der theoretischen Uber-
legungen zur Differenzierung von Leuders und Prediger (2012, 2016). Sie
unterscheiden Differenzierungsansétze nach Prozessen mathematischen Erkennt-
nisgewinns. Das heifit sie unterscheiden Differenzieren beim Ankniipfen, beim
Erkunden, beim Austauschen, beim Ordnen und beim Vertiefen. Das Diffe-
renzieren beim Vertiefen unterscheiden sie wiederum in Differenzieren durch
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Aufgaben und Differenzieren durch Strukturen. AuBlerdem sortieren Leuders und
Prediger (2016) Differenzierungsansitze nach Unterrichtsphasen (Erarbeiten, Sys-
tematisieren, Uben und Wiederholen, Uberpriifen), nach Differenzierungszielen,
nach Differenzierungsaspekten (welche Aspekte von Heterogenitét sollen in den
Blick genommen werden?), nach Differenzierungsformaten (geschlossen/offen)
und nach Differenzierungsebenen (Differenzierung mit Aufgaben, mit Metho-
den/Arbeitsformen/Sozialformen, mit Unterrichtsstrukturen). Aufgaben stellen
demnach sowohl eine Differenzierungsebene dar als auch eine Moglichkeit, beim
Vertiefen zu differenzieren.

Weiter unterscheiden Leuders und Prediger (2012) beim Differenzieren durch
Aufgaben in geschlossene und selbstdifferenzierende Aufgabenformate (siche
Abb. 6.1). Bei geschlossenen Aufgaben liegt die Verantwortung fiir das Differen-
zierungspotenzial bei der Lehrkraft, die entweder im Sinne einer geschlossenen
Differenzierung den einzelnen Schiilern die passenden Aufgaben zuweisen muss
oder die Schiiler dabei unterstiitzen muss, im Sinne einer offenen Differen-
zierung fiir sich selbst die passenden Aufgaben auszuwihlen. Selbstdifferen-
zierende Aufgaben sind hingegen offene Aufgaben, die von den Lernenden
auf unterschiedlichen Niveaus, mit unterschiedlichen Herangehensweisen und
Losungswegen und in unterschiedlicher Tiefe bearbeitet werden kénnen (Leu-
ders/Prediger 2012, S. 55 ff.; Biichter/Leuders 2005, S. 111 f.). Biichter und
Leuders (2005, S. 111 f.) zeigen Beispiele fiir Situationen auf, in denen dies
gut gelingen kann: So konnen funktionale Zusammenhinge durch Riickgriff
auf unterschiedliche Darstellungsformen untersucht oder Gleichungen mit Hilfe
unterschiedlicher Losungsstrategien gelost werden. Auch fiir geometrische Pro-
bleme gibt es unterschiedliche Zugangsweisen, wie Ausprobieren, Konstruieren
oder abstraktes Argumentieren.

Selbstdifferenzierende Aufgabenformate haben den Vorteil, dass sie adap-
tiv allen Lernenden gerecht werden konnen und gleichzeitig prozessbezogene
Kompetenzen fordern (Leuders/Prediger 2012, S. 55 ff.). Selbstdifferenzierende
Aufgaben konnen somit eine natiirliche Differenzierung ermdglichen. Der Ein-
satz selbstdifferenzierender Aufgaben muss aber auch auf die Klasse abgestimmt
sein. Besteht beispielsweise bei einzelnen Lernenden noch ein vertiefter Forder-
bedarf im Bereich des Grundverstidndnisses von Inhalten, so kann dieser nicht
allein durch selbstdifferenzierende Aufgaben abgedeckt werden (Leuders/Prediger
2012, S. 58).

Leuders und Prediger (2016) differenzieren die Unterscheidung von geschlos-
senen und selbstdifferenzierenden Aufgaben weiter aus und stellen vier nach ihrer
duBeren Struktur verschiedene differenzierende Aufgabentypen vor: paralleldiffe-
renzierende Aufgaben, gestuft differenzierende Aufgaben, selbstdifferenzierende
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Aufgaben und Aufgabengruppen mit Wahl und Pflicht. Paralleldifferenzierende
Aufgaben gehoren zu den geschlossenen Aufgabenformaten und sind so gestal-
tet, dass Schiiler an verschiedenen, aber inhaltlich parallelen Aufgaben arbeiten
konnen. Es handelt sich also um unterschiedliche Varianten der gleichen Aufgabe.
Gestuft differenzierende Aufgaben sind in sich dadurch gestuft, dass sie unter-
schiedliche Niveaus von Anfangs- und vor allem Endpunkten aufweisen, sodass
es beispielsweise eine Grundaufgabe fiir alle und optionale weiterfithrende Aufga-
ben gibt oder eine verstidndnissichernde Einstiegsaufgabe fiir leistungsschwéchere
Schiiler und dann eine Kernaufgabe fiir alle. Der dritte Typus besteht aus selbst-
differenzierenden Aufgaben, die so gestaltet sind, dass alle Lernenden dieselbe
Aufgabe bearbeiten konnen, aber auf unterschiedlichen Niveaus der Lernwege.
Als viertes stellen Leuders und Prediger Aufgabengruppen mit Wahl und Pflicht
vor, bei denen Lernende selbst eine Auswahl treffen diirfen. Diese Aufgaben-
gruppen werden zu offenen Differenzierungsformaten gerechnet und ermoglichen
somit auch eine Selbstdifferenzierung, aber durch die Auswahl der Aufgaben,
nicht wie bei den selbstdifferenzierenden Aufgaben durch die Auswahl von
Lernwegen.

6.2.3 Blutenaufgaben

Ein spezielles Aufgabenformat, das sich zur Differenzierung im Mathematikun-
terricht eignet, sind Bliitenaufgaben', die in Abbildung 6.1 in das Geriist zum
Uberblick iiber Differenzierung eingeordnet sind. Das Konzept dieser Aufga-
ben wurde von Bruder und Kollegen im Rahmen eines Projektes entwickelt

I Die verwendete Metapher einer Bliite wird unterschiedlich erklirt: Laut Bruder (2008,
S. 42) erinnert der Aufbau der Aufgabe an das Wachsen einer blithenden Pflanze, die sich in
verschiedene Richtungen entwickelt. Dabei (und auch von Bruder und Reibold (2010, S. 6)
und Bruder und Kollegen (2015, S. 527)) wird auf Schupp (2002) verwiesen. Dieser benutzt
das Bild einer sich 6ffnenden Bliite im Bereich von Aufgabenvariationen durch Schiiler als
Gegenentwurf zum Bild eines Trichters. Er schldgt vor, im Gegensatz zu einer anfingli-
chen Offenheit einer Problemstellung, die dann zu einer geschlossenen Aufgabe eingeengt
wird, eine sich o6ffnende Problemstellung zu verwenden, bei der nach einem herkommli-
chen Einstieg eine allmihliche Offnung erfolgt. Analog nimmt der Grad der Offenheit iiber
die Teilaufgaben von Bliitenaufgaben hinweg zu. Von Bruder (2013) wird die Metapher der
Bliite so erklirt, ,,dass eine wachsende Pflanze erst eine Bliite treibt und danach weiter in
die Hohe wichst und die nichsten Bliiten sich 6ffnen. Die Bliiten weisen in verschiedene
Richtungen, die unterschiedliche Aspekte oder Blickwinkel zum Thema und mathematischen
Kern beschreiben® (Bruder 2013, S. 38).
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(Bruder 2008; Bruder/Reibold 2010; 2011; 2012; Bruder et al. 2015). ,,Die Grun-
didee der Bliitenaufgaben besteht [...] darin, mit den Lernenden gemeinsam,
wenn auch in unterschiedlicher Verarbeitungstiefe, an demselben mathemati-
schen Unterrichtsthema zu arbeiten* (Bruder et al. 2015, S. 527). Bliitenaufgaben
sind binnendifferenzierende Aufgaben, die ein einheitliches Thema aus unter-
schiedlichen Blickwinkeln beleuchten. Die erste Teilaufgabe ermoglicht einen
geschlossenen, niedrigschwelligen Einstieg. Das Anforderungsniveau und die
Offenheit steigen tiber die weiteren Teilaufgaben hinweg an (Bruder 2008, S. 42;
Bruder/Reibold 2012, S. 84). Die letzten Teilaufgaben bieten ein ,.erweiterndes
Lernangebot* (Grave/Thiemann 2010, S. 18) fiir leistungsstirkere Schiiler. Dabei
sind die Teilaufgaben voneinander unabhingig, sodass leistungsstirkere Schii-
ler auch Teilaufgaben iiberspringen konnten. Deshalb bezeichnen Bruder und
Reibold (2012) Bliitenaufgaben als ,,besondere Form der Wahlaufgaben in der
offenen Differenzierung® (ebd., S. 84). Bliitenaufgaben als ganze sind selbstdiffe-
renzierend, durch ihren speziellen Aufbau enthalten sie aber sowohl geschlossene
als auch selbstdifferenzierende Teilaufgaben (Bruder 2008, S. 45 f., S. 49). Leu-
ders und Prediger (2016, S. 138) ordnen sie in ihrer Typologie im Bereich der
gestuft differenzierenden Aufgaben ein. Da aber durch die 6ffnende Struktur min-
destens die letzte Teilaufgabe als selbstdifferenzierend eingestuft werden kann,
und auch die vorangehenden Aufgaben hinsichtlich der moglichen Losungsan-
sidtze unterschiedliche Bearbeitungen zulassen konnen, ist eine Abgrenzung zu
selbstdifferenzierenden Aufgaben in der Typologie von Leuders und Prediger
nicht moglich.

Bruder und Kollegen (2015, S. 527) schlagen ein Konstruktionsmuster fiir
die Erstellung von Bliitenaufgaben vor. Die erste Teilaufgabe bietet durch eine
einfache Grundaufgabe einen niedrigschwelligen Einstieg. Die zweite Teilauf-
gabe ermoglicht einen Wechsel des Blickwinkels auf den Lerninhalt, der auch
einfach gehalten ist und gleichzeitig das Verstdndnis fordert. Dies kann insbeson-
dere durch Umkehraufgaben geschehen. Den Kern der Bliitenaufgabe bildet die
dritte Aufgabe, die hohere Anforderungen als die ersten beiden Aufgaben stellt.
Weitere Teilaufgaben werden dann zunehmend offener und erméglichen mehr
eigenstidndige Entscheidungen.

Bruder und Reibold stellen die Bedeutung von Transparenz der Lernan-
forderungen gegeniiber den Lernenden fiir die Forderung von Selbstregulation
und realistischer Selbsteinschitzung heraus. Deshalb pléddieren sie entgegen teils
verbreiteter Meinungen dafiir, die Schiiler bewusst iiber den Aufbau von Bliiten-
aufgaben, das steigende Anforderungsniveau und die Schwierigkeitseinschitzung
der Lehrkraft zu informieren (Bruder/Reibold 2012, S. 88).
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Die Vorziige des Konzeptes der Bliitenaufgaben ergeben sich durch das Diffe-
renzierungspotenzial der anforderungsgestuften Teilaufgaben, die sowohl einen
passenden Einstieg fiir leistungsschwichere als auch Forderungspotenzial fiir
leistungsstidrkere Schiiler bieten. AuBlerdem sind Bliitenaufgaben selbstdifferen-
zierend, wenn eine feste Bearbeitungszeit vorgegeben wird und jeder Schiiler
so weit an der Aufgabe arbeitet, wie er in dieser Zeit kommt (Bruder 2008,
S. 44 f.). Durch die (Ergebnis-)Offenheit der hinteren Teilaufgaben bietet sich
den Schiilern die Moglichkeit, ,,sich so flexibel in einem Themenfeld zu bewe-
gen, dass sie dann in Testsituationen entsprechend unblockiert agieren kénnen*
(Bruder 2008, S. 49). Durch den unterschiedlichen Offnungsgrad der Teilaufga-
ben konnen insgesamt die Vorziige offener und geschlossener Aufgabenstellungen
kombiniert werden. Dadurch, dass alle Teilaufgaben einen gemeinsamen Kontext
haben, wird eine fokussierte Arbeit an den Aufgaben sowie eine gemeinsame
Besprechung und Reflexion im Plenum ermdoglicht (Bruder/Reibold 2010, S. 6).
Indem der Lerngegenstand in den einzelnen Teilaufgaben von unterschiedli-
chen Seiten betrachtet wird, werden durch einen vielseitigen, vernetzenden
und mehrperspektivischen Umgang mit dem Lerngegenstand Verstindnis und
Anwendungsfahigkeit gefordert (Bruder/Reibold 2012, S. 86). Dadurch eignen
sich Bliitenaufgaben besonders fiir Ubungs- und Anwendungsphasen und zur
Vertiefung (Bruder et al. 2015).

Grave und Thiemann (2010, S. 20) folgern aus ihren Erfahrungen, dass ,,das
Ziel, ein selbstdifferenzierendes Lernangebot bereitzustellen, mit Hilfe von Blii-
tenaufgaben erreichbar® ist. Erfolg stellt sich dann ein, wenn Schiiler nicht nur die
Minimalanforderungen erfiillen, sondern ihrem Niveau entsprechende Aufgaben
bearbeiten. Allerdings sind nicht immer genau die leistungsstidrksten Lernenden
diejenigen, die motiviert sind, die letzte, offene Teilaufgabe zu bearbeiten. Bru-
der und Reibold (2012, S. 87 f.) berichten, dass die Erfahrung mit Aufgaben,
die Wahlmoglichkeiten bieten, gezeigt hat, dass Schiiler zogern, wenn es darum
geht, Aufgaben auszulassen, da sie nichts verpassen mochten. Auflerdem kon-
nen schwierige Teilaufgaben zu einer Entmutigung von lernschwicheren Schiilern
fiihren.

6.3 Sprache im Mathematikunterricht

Die Bedeutung von Sprache fiir einen guten Fachunterricht allgemein und spe-
ziell fiir den Mathematikunterricht ist unbestritten (Becker-Mrotzek et al. 2013,
S. 7; Leisen 2013, S. 3; Meyer 2017, S. 53; Meyer/Tiedemann 2017, S. V; Ros-
sack/Neumann 2017, S. 1 f.; Schilcher et al. 2017, S. 34 f.; Schmolzer-Eibinger
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2013, S. 25; Verboom 2008, S. 102)?. Prediger und Kollegen (2015) konnten zei-
gen, dass Sprachkompetenz stark mit Mathematikleistung zusammenhéngt. Ein
Grund fiir die Bedeutung von Sprache ist, dass diese im Mathematikunterricht
sowohl eine kognitive Funktion im Rahmen des eigenen Denkens als auch eine
kommunikative im Gedankenaustausch mit anderen einnimmt, wobei die kom-
munikative die kognitive Funktion noch verstirkt (Maier/Schweiger 1999, S. 17,
Meyer/Tiedemann 2017, S. 42 f.). Ein weiterer Grund fiir die Bedeutung von
Sprache ist, dass fachbezogene Sprachkompetenz im Mathematikunterricht in der
Rolle von Lernvoraussetzung (und damit potenziellem Lernhindernis), Lernme-
dium und Lerngegenstand auftritt (Leisen 2013, S. 3; Schmolzer-Eibinger 2013,
S. 25; Becker-Mrotzek et al. 2013, S. 8; Meyer 2017, S. 53 ff.; Meyer/Prediger
2012, S. 2; Meyer/Tiedemann 2017, S. 43 ff.)3. AuBlerdem ist Sprachkompetenz
zum einen ein Bestandteil der mathematical literacy, andererseits trigt kompe-
tenzorientierter Mathematikunterricht auch zur Forderung kognitiv-linguistischer
Kompetenzen bei, zu denen auch das Argumentieren gezdhlt werden kann
(Linneweber-Lammerskitten 2013, S. 151; Schmdlzer-Eibinger 2013, S. 28 f.),
sodass Fach- und Sprachlernen sich gegenseitig bedingen und fordern.

Wihrend urspriinglich Sprache im Fachunterricht aufgrund von Schiilern nicht-
deutscher Muttersprache fokussiert wurde (Rossack/Neumann 2017, S. 2; Feilke
2012; Ufer et al. 2013; Vollmer/Thiirmann 2013; Gogolin/Duarte 2016; 2018),
steht inzwischen das Ziel, Konzepte fiir eine sprachliche Bildung aller zu ent-
wickeln, mehr im Fokus (Abshagen 2015, S. 10 ff.; Gogolin/Dirim et al. 2011;
Gogolin/Lange et al. 2011; Gotze 2015; Leisen 2013, S. 3). Wessel und Pre-
diger (2017) fanden in einer empirischen Untersuchung kaum differentielle
Unterschiede hinsichtlich des sprachlichen Férderbedarfs zwischen verschiedenen
sprachbasiert eingeteilten Gruppen von Lernenden mit mathematischen Schwi-
chen. Insbesondere gab es nur geringe Unterschiede zwischen Einsprachigen und
Mehrsprachigen hinsichtlich des sprachlichen Forderbedarfs. Auch in Bezug auf
diskursive Merkmale beim Begriinden fanden die Autoren kaum interpretierbare

2 Schilcher und Kollegen (2017) untersuchten die Tagungsbandbeitriige zu den Fachvor-
tragen auf der Jahrestagung der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik von 2014 bis
2016, die sich mit dem Thema Sprache im Mathematikunterricht befassten. Diese Untersu-
chung zeigt einerseits die Bedeutung der Thematik in der mathematikdidaktischen Forschung
und gibt andererseits einen interessanten Uberblick iiber aktuelle Strémungen innerhalb der
Thematik (ebd., S. 16-35, 38).

3 Fiir einen Uberblick iiber die mathematikdidaktische Forschung zum Thema Sprache sor-
tiert nach (Fach-)Sprache als Lerngegenstand, (Unterrichts- und Alltags-)Sprache als

Lernmedium und (Bildungs- und Fach-)Sprache als Lernvoraussetzung und potenzielles
Lernhindernis siehe Prediger (2013, S. 167-169).
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Muster und schlielen auf parallele Férderbedarfe und somit keine Notwendigkeit
unterschiedlicher sprachlicher Forderung fiir die verschiedenen Sprachgruppen
(Wessel/Prediger 2017).

Durch die Lehrerinterviews (sieche Kap. 5) konnte gezeigt werden, dass
die teilnehmenden Lehrkrifte viele Herausforderungen beim Argumentieren im
Analysisunterricht gerade im Bereich der Sprache sehen. Deshalb werden im
Folgenden kurz wichtige Begriffe im Zusammenhang von Sprache und Mathema-
tikunterricht geklirt und beschrieben, warum sich gerade in diesem Bereich viele
Schwierigkeiten ergeben, bevor speziell auf verschiedene Formen der Sprachfor-
derung theoretisch eingegangen und auf die konkrete Sprachforderung mit Hilfe
von Wortspeichern geblickt wird. Letztere dient als Grundlage fiir die sprachliche
Forderung innerhalb einer Lernumgebung zum Argumentieren, die im Rahmen
dieser Arbeit entwickelt wurde (siehe Kap. 7).

6.3.1 Systematisierung von Sprache im (Mathematik-)
Unterricht

Sprache tritt im Mathematikunterricht nicht immer mit gleichen Eigenschaften
auf. Sie ist nicht fiir alle Schiiler Muttersprache, sondern kann auch Zweit-
oder Drittsprache sein, deren Erwerbs- oder Lernprozess durch die Schiiler
zu unterschiedlichen Zeitpunkten begonnen hat. Dariiber hinaus tritt Spra-
che in unterschiedlichen (Darstellungs- und Handlungs-)Formen, Ebenen und
Registern auf, sodass Leisen (2013, S. 46) sogar den Plural verwendet und
von verschiedenen in Fachtexten vorkommenden ,,Sprachen® spricht. Die im
Unterrichtsgeschehen verwendete Sprache kann entweder medial miindlich oder
schriftlich auftreten und dabei jeweils entweder konzeptionell miindlich oder kon-
zeptionell schriftlich sein. Diese Unterscheidung geht zuriick auf Soll (1985,
S. 17 ff.) und Koch und Oesterreicher (1986, S. 17 ff.)*. Im Bereich des im
Mathematikunterricht relevanten Sprachschatzes zieht Prediger (2017, S. 240 ff.)

4 S611 (1985) verwendet die Begriffe Code phonique, Code graphique, Code parlé und Code
écrit zur Beschreibung von gesprochenem und geschriebenem Franzosisch in der Realisa-
tion bzw. der Konzeption (ebd., S. 17 ff.). Koch und Oesterreicher (1986) nehmen diese
Unterscheidung auf und beschreiben einen phonischen und einen graphischen Kode als Rea-
lisierungsformen im Bereich des Mediums und einen gesprochenen und einen geschriebenen
Modus im Bereich der Konzeption sprachlicher AuBerungen (ebd., S. 17 ff.). Im Bereich der
Mathematikdidaktik wird diese Unterscheidung beispielsweise von Prediger (2013, S. 175),
Stephany und Kollegen (2015, S. 132 f.), Meyer und Tiedemann (2017, S. 12) und Schilcher
und Kollegen (2017, S. 10) aufgegriffen.
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die Unterscheidung aus der Sprachdidaktik zwischen produktivem (aktiv genutz-
tem), rezeptivem (versteh- und erkennbarem) und potenziellem (erschlieSbarem)
Wortschatz heran. Sie nutzt den Begriff des Sprachschatzes statt dem des Wort-
schatzes, um darauf aufmerksam zu machen, dass nicht einzelne isolierte Worter,
sondern Satzbausteine und bedeutungsbezogene Sprachmittel das Zentrum der
Sprachschatzarbeit ausmachen.

Eine weitere, hidufig verwendete Unterscheidung ist die in Wortebene, Sat-
zebene und Textebene, die auch eine hohe Relevanz insbesondere fiir das
mathematische Argumentieren hat (Meyer/Tiedemann 2017, S. 22). Vor allem in
neueren Publikationen wird in Ergédnzung zur Textebene noch die Diskursebene
in den Blick genommen (Prediger et al. 2019, S. 444 ff.). Auf der Wortebene
sind vor allem mathematische Fachbegriffe von Interesse, die teilweise in der
Alltagssprache in anderer Bedeutung vorkommen, teilweise in dhnlicher Bedeu-
tung und teilweise nur aus einer, moglicherweise fremdsprachigen, Alltagssprache
entstanden sind (Malle 2009, S. 10). Auch Symbole konnen in die Wortebene ein-
geordnet werden. Definitionen mathematischer Begriffe sind auf der Satzebene zu
finden, auf der auch Zusammenhinge zwischen den Begriffen und mathematische
Aussagen formuliert werden, die eine Grundlage fiir das mathematische Argu-
mentieren bieten. Mathematische Argumentationen, Begriindungen und Beweise
werden schlieBlich in die Text- und Diskursebene eingeordnet. In mathemati-
schen Sitzen und Texten tauchen Phidnomene auf, die in umgangssprachlichen
Texten oder Texten anderer Fachdisziplinen kaum zu finden sind, wie Teilsitze,
die in Symbolsprache komprimiert werden, oder die spezielle Verwendung des
Konjunktivs (,,Sei...”). Speziell in Begriindungen, Argumentationen und Bewei-
sen wird eine spezifische Struktur verwendet, sodass die logische Struktur der
Folgerungen sprachlich Ausdruck findet (Meyer/Tiedemann 2017, S. 22 ff,
Meyer/Prediger 2012). Auf der Diskursebene werden zusitzlich Sprecherwechsel
und Ko-Konstruktionen von Texten und die Genrezugehdorigkeit unterschiedlicher
Diskurspraktiken wie Erkldren oder Argumentieren in den Blick genommen (Pre-
diger et al. 2019, S. 444). AuBerdem werden sprachliche Mittel analysiert, die
notwendig sind, um spezifische Sprachhandlungen auszufiihren. Einige Beispiele
dazu aus dem Primarbereich hat Prediger (2016, S. 8) zusammengestellt. Fiir den
Bereich des Argumentierens listet sie dabei Sprachmittel auf, die notwendig sind,
um allgemeine Zusammenhénge zu beschreiben. Dies sind beispielsweise verall-
gemeinernde Mittel wie ,,immer wenn ..., dann...“ oder funktionale Beziige wie
je... desto...“.

Je nach Kommunikationssituation wird Sprache in unterschiedlichen Registern
verwendet (Halliday 1978, S. 35; Prediger 2013, S. 174). Im Mathematikunter-
richt treten drei verschiedene Sprachregister auf, Fachsprache, Bildungssprache
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und Alltagssprache (Abshagen 2015). Diese konnen in unterschiedlichen Darstel-
lungsformen auftreten. Wie Meyer und Prediger (2012, S. 4) aufzeigen, kdnnen
Alltagssprache, Bildungssprache und Fachsprache in verbaler, aber auch in gra-
phischer Darstellungsform auftreten. Bildungs- und Fachsprache kénnen zudem
in numerischer, und Fachsprache auflerdem noch in symbolisch-algebraischer
Darstellungsform verwendet werden. Da im Unterricht als Lernmedium vor-
rangig die Bildungssprache verwendet wird, stellt diese und somit automatisch
auch die zugrunde liegende Alltagssprache eine Lernvoraussetzung und damit
ein potenzielles Lernhindernis dar. Sowohl Bildungs- als auch Fachsprache sind
im Mathematikunterricht Lerngegenstand, wobei die Fachsprache meist explizi-
ter als solcher betrachtet wird (Meyer/Prediger 2012, S. 3 f.). Prediger (2013)
grenzt die Fachsprache ,.als die fiir Fachunterricht spezifische Sprache“ (ebd.,
S. 173, Hervorhebung im Original) noch einmal von der allgemeinen Wissen-
schaftssprache der Mathematik ab, wihrend Abshagen (2015) die Fachsprache
als ,,Sprache der Wissenschaft* (ebd., S. 11) beschreibt. Alltags-, Bildungs- und
Fachsprache stellen keine disjunkten Kategorien dar, sondern sind auf einem Kon-
tinuum anzusiedeln. Dies zeigt sich beispielsweise im Grad der Explizitheit und
der Komplexitit der drei Register. Die Alltagssprache ist oft wenig explizit, meist
kontextgebunden und verwendet eher kurze, oft auch unvollstindige Sitze und
einen Wortschatz von geringem Umfang, weswegen sie auch als konzeptionell
miindlich bezeichnet wird. Beschreibungen, Erkldarungen und Argumentationen
werden nur so weit ausgefiihrt, wie fiir die Kommunikationssituation notwendig.
Die Bildungssprache besitzt einen hoheren Grad an Explizitheit und ist meist
ohne Kenntnis der konkreten Situation verstdndlich. Sie verwendet komplexere
sprachliche Strukturen, einen umfangreicheren Wortschatz und Beziige, die rein
sprachlich hergestellt werden. Dadurch dass sie ,.situationsunabhingig, entper-
sonalisiert, genau, eindeutig, vollstindig, explizit, objektiv, komplex, strukturiert
und distant™ (Pertzel/Schiitte 2016) ist, zeichnet sie sich durch konzeptionelle
Schriftlichkeit sowohl im medial miindlichen als auch im medial schriftlichen
Gebrauch aus. Noch eindeutiger, komplexer und weiter 6konomisch optimiert
ist die Fachsprache5 (Prediger 2013, S. 175; Abshagen 2015, S. 10 f.; Meyer

5 Meyer (2017, S. 59) und Prediger und Kollegen (2019, S. 438) stellen Eigenschaften von
Alltagssprache und Fachsprache bzw. Bildungssprache polarisierend gegeniiber, ohne sich
auf ein Kontinuum zu beziehen. Dabei klassifizieren Sie die Eigenschaften nach Wort-, Satz-,
Text- und Diskursebene. Fiir eine ausfiihrliche Analyse mathematischer Fachsprache auf
Wort-, Satz- und Textebene mit Blick auf Definitionen, Aussagen, Beweise sowie Fachwor-
ter, Symbole, Syntax und Semantik siche Abschnitt 1.2 bis 1.5 von Maier und Schweiger
(1999, S. 20 ft.).
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2017, S. 59). Wessel und Prediger (2017) stellen fest, dass sich das Kon-
tinuum von Alltags- zu Fachsprache widerspiegelt in der Konzeptualisierung
des Begriindens von Brunner (2014a, S. 30 f.), die dieses als Kontinuum vom
alltagsbezogenen Argumentieren iiber das (logische) Begriinden mit mathema-
tischen Mitteln hin zum formal-deduktiven Beweisen darstellt (Wessel/Prediger
2017, S. 169; siehe auch Abschnitt 2.1). Auch Brunner (2014a, S. 64) stellt
fest, dass alltagsnahes Argumentieren auf Alltagsbegriffe gestiitzt sein kann,
wihrend formal-deduktives Beweisen wissenschaftliche Begriffe nutzt. Hierbei
handelt es sich laut Brunner (ebd.) nicht nur um die Verwendung von Fachbe-
griffen, sondern zusitzlich um ,,Zusammenhangswissen®. Uber die Abgrenzung
von Fach- und Bildungssprache sind sich unterschiedliche Autoren jedoch nicht
einig. Prediger (2013, S. 175) beschreibt es als Eigenschaft der Bildungssprache,
dass diese teilweise auch fachsprachliche Ausdriicke enthilt, wihrend Abshagen
(2015) eben das Vorkommen von Fachtermini fiir die Definition von Fachsprache
als Teil der Bildungssprache heranzieht: ,Enthalten bildungssprachliche Texte
auch Fachbegriffe und fachsprachliche Redewendungen, so bezeichnet man sie
auch als Fachsprache“ (ebd., S. 11). Meyer und Tiedemann (2017) argumen-
tieren sogar, dass es aus linguistischer Sicht vertretbar wire, Bildungs- und
Fachsprache als ein Register zusammenzufassen, pldadieren aber dafiir, fiir unter-
schiedliche Schwerpunktsetzungen in der didaktischen Diskussion beide Termini
beizubehalten (ebd., S. 16).

Versteht man Bildungssprache als eine ,,innersprachliche Verkehrssprache zwi-
schen den Wissenschaften und ihren Fachsprachen® (Vollmer/Thiirmann 2013,
S. 42), so nimmt sie eine interessante Position zwischen Alltags- und Fachsprache
ein und hat dadurch eine wichtige Rolle im Mathematikunterricht inne. So sieht
Meyer (2017) sie als ,,gemeinsame[n] sprachliche[n], nicht-fachliche[n] Nenner
der verschiedenen Schulficher (ebd., S. 55). Leisen (2013) definiert Bildungs-
sprache als ,.Sprache, die vorrangig im Bildungsbereich vorkommt und deren
Beherrschung zur Teilhabe an der Bildung erforderlich ist* (ebd., S. 48). Inner-
halb oder in Zusammenhang mit der Bildungssprache werden teilweise weitere
Begriffe wie Unterrichtssprache (Leisen 2013, S. 46) oder Schulsprache (Feilke
2012, S. 5) verwendet. Da eine konkrete Abgrenzung der Bildungssprache von
der Fachsprache im Unterricht kaum moglich ist, schldgt Tiedemann (2015) zur
Bezeichnung der ,,im Unterricht tatséchlich verwendeten Mischung der bereits
beschriebenen Sprachregister (ebd., S. 43) den Begriff der Unterrichtsfachspra-
che vor, die sie auch als ,gefilterte Variante der mathematischen Fachsprache,
welche in der Lerngruppe akzeptiert ist und verwendet wird* (ebd.) beschreibt.
Somit sieht die Ausgestaltung der Unterrichtsfachsprache in jeder Lerngruppe
anders aus (ebd., S. 44; Meyer/Tiedemann 2017, S. 39).
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6.3.2 Schwierigkeiten und Probleme durch Sprache im
Mathematikunterricht

Wie auch durch die Interviewstudie aus der Perspektive von Lehrkréften (siehe
Kap. 5) gezeigt werden konnte, gibt es im Mathematikunterricht Herausforde-
rungen durch die Sprache, insbesondere beim Argumentieren. Abshagen (2015,
S. 13) weist darauf hin, dass gerade die kognitiven Sprachhandlungen Begriinden
und Argumentieren besonders hohe sprachliche Anforderungen an die Lernenden
stellen. Wenn Schiiler diesen Anforderungen nicht geniigen konnen, kann sich
dies in Frustration und Beschdmung duflern, wodurch die Bereitschaft zur sprach-
lichen AuBerung sinkt und somit auch der aktive Gebrauch von Sprache, was
wiederum zu fehlenden sprachlichen Kompetenzen fiihren kann (Verboom 2012,
S. 14). Andererseits leistet aber gerade das Argumentieren ,.einen Beitrag zur all-
gemeinen Sprachentwicklung® (Reblin 2013, S. 227). Es gibt mehrere Griinde
dafiir, warum die sprachlichen Anforderungen und damit auch das Potenzial
fiir sprachliche Schwierigkeiten im Mathematikunterricht hoch sind. Abshagen
(2015, S. 13 ff.) zeigt ,,Stolpersteine der deutschen Sprache® auf, die Schiilern im
Mathematikunterricht Schwierigkeiten bereiten. Dabei unterscheidet sie zwischen
Schwierigkeiten auf der Wortebene, wie Fachbegriffe, Nominalisierungen oder
schriftsprachliche Ausdriicke, Schwierigkeiten auf der Satzebene wie die Verwen-
dung von Genitivattributen oder Partizipialkonstruktionen und Schwierigkeiten
durch den (fehlenden) Kontext und die Vermeidung von Redundanzen.

Etwas allgemeiner skizziert Schmolzer-Eibinger (2013) fiinf Problemfelder
des Fachunterrichts in Bezug auf Sprache:

Die Welt der Texte ist den SchiilerInnen nicht vertraut. [...]

Im Fachunterricht findet zu wenig aktives sprachliches Handeln statt. |[...]
Wissen wird im Fachunterricht v.a. reproduziert anstatt aktiv konstruiert. [...]
Sprachliche Anforderungen des Fachlernens sind oft nicht transparent. [...]

Im Unterricht findet kaum intensive Textarbeit und epistemisches Schreiben statt.

(Schmolzer-Eibinger 2013, S. 29 ff.)

Das erste Problemfeld betrifft dabei insbesondere Lernende mit Deutsch als
Zweitsprache oder aus bildungsfernen Familien. Das zweite Problemfeld wird
unter anderem durch das dritte bedingt, da durch die fehlende aktive Konstruktion
von Lerninhalten kaum Lerngelegenheiten geschaffen werden, die eigenaktives
Arbeiten mit Problemstellungen und dadurch echte Kommunikation erméglichen
wiirden (Schmdélzer-Eibinger 2013, S. 29 ff.).
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Des Weiteren zeigt Leisen (2018) auf, wie die verbale Sprache im Mathe-
matikunterricht zu Problemen fiihren kann. So konnen Begriffe und auch
Funktionsworter in der Umgangssprache und in der Fachsprache verschiedene
Bedeutungen haben. Auflerdem kann die genaue Satzstellung innerhalb eines
mathematischen Satzes die Aussage stirker beeinflussen als in der Umgangs-
sprache. In dhnlicher Weise zeigt Malle (2009) Schwierigkeiten im Bereich der
mathematischen Sprache auf. Beispielsweise werden logische Ausdriicke unter-
schiedlich verwendet. Ist zum Beispiel in der Mathematik der Wahrheitsgehalt
einer Implikation der Form A = B bekannt, so kann daraus nicht auf den Wahr-
heitsgehalt der Umkehrung B = A und damit auch nicht auf den Wahrheitsgehalt
dessen Kontraposition —A = —B geschlossen werden, im Alltag ist dies aber
manchmal moglich: ,,Der Satz ,Wenn du brav bist, gehen wir ins Kino* beinhal-
tet selbstverstidndlich auch ,Wenn du nicht brav bist, gehen wir nicht ins Kino‘*
(Malle 2009, S. 14). Soll Sprache in kohédrenten und kohésiven Texten verwendet
werden, so ergeben sich auflerdem Schwierigkeiten aus der passenden Verwen-
dung von Funktionswortern wie Konjunktionen oder Pripositionen und aus der
notwendigen Kenntnis von Textsorten und dem Zusammenhang zwischen Form
und Funktion eines Textes (Stephany et al. 2013, S. 208 ff.). Diese Schwierigkei-
ten konnen sich also insbesondere beim mathematischen Argumentieren zeigen,
besonders wenn dieses in schriftlicher Form erfolgt.

6.3.3 Schreiben im Mathematikunterricht

Eine wichtige Rolle bei der Verwendung von Sprache im Mathematikunterricht
und insbesondere beim mathematischen Argumentieren nimmt das Schreiben
ein, denn die fiir den Mathematikunterricht wichtigen Sprachregister Fach- und
Bildungssprache konnen zwar medial miindlich verwendet werden, sind aber
von ihrer Konzeption her schriftlich angelegt. Die medial schriftliche Sprach-
verwendung hat den Vorteil, dass die Unmittelbarkeit des Miindlichen fehlt,
da der Adressat meist nicht in unmittelbarer Néhe ist und so eine bewusstere
Sprachproduktion méglich ist. Dem Vorteil durch diese Verlangsamung steht aber
auch das Hindernis der Endgiiltigkeit und Dauerhaftigkeit von Schreibprodukten
gegeniiber, die zu Hemmungen bei den Lernenden fiihren konnen (Leisen 2013,
S. 156). Vorziige des Schreibens beschreiben der Linguist Hermanns sowie Ruf
und Gallin:
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Erst, wenn ich iiber ein Thema schreibe, mache ich es mir wirklich zu eigen, nur
dann habe ich auch eigene Gedanken dazu, nur dann kann ich auch meine Gedanken
wirklich auf ihre Stichhaltigkeit priifen, weil ich sie dann, auf dem Blatt Papier, vor
mir habe. Zugleich verschaffe ich mir, wenn ich iiber ein neues Thema schreibe, mit
den Gedanken und mit dem Wissen auch die Sprache, die ich dafiir brauche. So kann
ich dann, wenn ich mich schrei bend damit beschdiftigt habe, auch viel besser dariiber
sprechen.

(Hermanns 1988, S. 71)

Beim Schreiben verlangsamen und kléiren sich Gefiihle und Gedanken, nehmen Gestalt
an und fordern zur Stellungnahme heraus. Wer schreibt, iibernimmt in besonderer
Weise Verantwortung fiir seine Position und oOffnet sich der Kritik. Individualisierung
ohne Aufbau einer schriftlichen Sprachkompetenz, die es dem Lernenden erlaubt, seine
im Moment verfiigbare Sprache als Medium des Lernens selbstindig zu nutzen, ist
undenkbar.

(Gallin/Ruf 1993, S. 5)

Wie im zweiten Zitat deutlich wird, hingen also auch Differenzierung und
Sprachférderung eng miteinander zusammen. Auerdem bekommt die Lehrkraft
durch schriftliche Sprachproduktionen von Schiilern Einblicke in die Lernpro-
zesse und kann gezielt Riickmeldung geben und differenzieren. Die Schiiler
miissen ihre Gedanken reflektieren und verbindlich verbalisieren, was ihre
Verantwortung erhoht (Barzel/Ehret 2009, S. 6 f.). AuBerdem wird die Schreib-
kompetenz der Schiiler an sich geférdert, die eine Teilhabe am fachlichen Diskurs
im Unterricht und in der Gesellschaft ermoglicht. Besonders wertvoll sind
Schreibhandlungen, die mehrere Funktionen zur gleichen Zeit erfiillen. Gerade
das Erkldren und Argumentieren konnen hier zu den besten Lernergebnissen fiih-
ren, wenngleich dies schwierige Textsorten fiir die Lernenden sind (Stephany
et al. 2013, S. 203, S. 220; Stephany et al. 2015, S. 131). Durch das Schreiben
wird die Sprache bewusst, reflektierbar und analysierbar, sodass diese leichter
korrigiert oder verbessert werden kann, was das Erlernen sprachlicher Struktu-
ren erleichtert (Pertzel/Schiitte 2016, S. 14). Ganz allgemein trigt das Schreiben
im Fachunterricht zur Entwicklung bildungssprachlicher Kompetenzen bei, die
facheriibergreifend und auch auferschulisch verwendet werden konnen (Thiir-
mann et al. 2015, S. 41 f.) Im Zusammenhang mit Differenzierung kann das
Schreiben auch gerade fiir schwache Schiiler, beispielsweise durch den verlang-
samten Prozess und die Moglichkeit, die eigenen Ideen auf dem Papier zu sehen,
einen Vorteil bei der Erarbeitung von Inhalten haben (Becker-Mrotzek 2017,
S. 215; Stephany et al. 2013, S. 204). Und auch fiir den herausfordernden miindli-
chen Sprachgebrauch bietet das Schreiben als Ubung oder als Vorbereitung eines
miindlichen Beitrags eine Unterstiitzung (Pertzel/Schiitte 2016, S. 16, S. 88 f.).
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Stephany und Kollegen (2013, S. 204 ff.) stellen fest, dass in Unterrichtsma-
terialien oft Operatoren verwendet werden, die zu (schrift-)sprachlichen Hand-
lungen auffordern, wihrend kaum explizit gemacht wird, in welcher sprachlichen
Form die Bearbeitung erfolgen soll, ob schriftlich oder miindlich, in welchem
Register oder mit welcher Textsorte. Meist fehlen auch sprachliche Hilfestellun-
gen. Des Weiteren vermuten sie, dass wenn im Mathematikunterricht geschrieben
wird, es sich meist um das Abschreiben von der Tafel oder Ahnlichem handelt
und die Schreibprodukte keine kohdrenten Texte, sondern oft stichpunktartig sind
(ebd.). Sollen Schiiler im Unterricht einen Text einer bestimmten Sorte schreiben,
sollten sie vorab ein Muster eines solchen Textes gelesen haben. Auch fiir die
Nutzung bildungssprachlicher Figuren ist es von Vorteil, sich solche Strukturen
vorher aktiv bewusst zu machen, um sie bei Bedarf potenziell im Gedéchtnis zur
Verfiigung zu haben. Eine weitere Notwendigkeit beim Einsatz des Schreibens
im Unterricht ist, dass die verfassten Texte im Anschluss auch gelesen werden
und als Grundlage fiir ein Gesprich iiber die verfassten Texte dienen. Dies dient
der Vergewisserung und Riickabsicherung, aber auch der positiven Verstirkung
durch Wertschitzung (Pertzel/Schiitte 2016, S. 16).

6.3.4 Sprachférderung im Mathematikunterricht

Sollen Lernende addquat beim Umgang mit der Sprache im Fach unterstiitzt wer-
den, sodass sie Sprache nicht als Hindernis begegnen, sondern die dargestellten
Vorteile der Sprachverwendung beim Mathematiklernen nutzen koénnen, ist es
notwendig, sich mit Eigenschaften und Moglichkeiten eines sprachforderlichen
Unterrichts auseinanderzusetzen. Dabei ist es aus oben aufgefiihrten Griinden
wichtig, nicht nur sprachliche Defizite ausgleichen zu wollen, sondern immer
parallel zum inhaltlichen auch das sprachliche Lernen mit im Blick zu haben
und sprachliche Ressourcen der Lernenden weiterzuentwickeln (Meyer/Prediger
2012, S. 5). Bei Ansitzen zur Sprachférderung kann unterschieden werden zwi-
schen defensiven Ansitzen, bei denen die benutzte Sprache moglichst vereinfacht
wird, sodass mogliche Hiirden beseitigt werden, und offensiven Ansitzen, die
Lernende befihigen, die sprachlichen Herausforderungen des Unterrichts zu meis-
tern. Vielversprechender fiir den fachlichen und sprachlichen Kompetenzerwerb
der Lernenden sind offensive Ansitze (Meyer/Prediger 2012, S. 5). In Anleh-
nung an Meyer und Prediger (2012) kann weiter zwischen einer ganzheitlichen
und einer fokussierten Sprachférderung unterschieden werden.
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6.3.4.1 Ganzheitliche Sprachforderung

Fiir eine ganzheitliche Forderung empfehlen Meyer und Prediger (2012) ver-
schiedene Strategien. Die erste ist, im Unterricht reichhaltige Kommunikations-
situationen zu etablieren, in denen alle sprachlichen Fertigkeiten Anwendung
finden. Diese Strategie kann auch aus den Uberlegungen von Verboom (2008)
und Leisen (2013) abgeleitet werden. Verboom plidiert fiir eine ,lebendige,
intensive Kommunikationskultur® (Verboom 2008, S. 102), die notwendig fiir
die Sprachentwicklung ist. Leisen schlidgt ein Sprachbad vor, welches das fachli-
che Lernen umgibt, die Cognitive Academic Language Proficiency (CALP) fordert
und in welchem Schiiler idealerweise eine Sprachbewusstheit und eine Sprach-
lernbewusstheit entwickeln (Leisen 2013, S. 61, S. 76). Sprachbewusstheit und
Sprachaufmerksamkeit werden auch von Schmolzer-Eibinger (2013, S. 34) als
zentrale Aspekte beim Wissenserwerb betrachtet und konnen ihr zufolge durch
Sprachverwendung der Lehrkraft und bewusstes Nachdenken iiber Sprache und
Sprachgebrauch im Unterricht erzeugt werden.

Als weitere Strategie regen Meyer und Prediger (2012) zum sogenann-
ten Darstellungsvernetzen an, das die Vielfalt sprachlicher Register und deren
Auftreten in unterschiedlichen Darstellungsformen durch gezieltes Hin- und
Herwechseln in den Fokus riickt. Eine weitere Strategie zur ganzheitlichen
Sprachforderung ist das Ankniipfen an und Weiterentwickeln von Ressourcen der
Lernenden, wobei beispielsweise neue Sprachmittel aus verfiigbaren heraus ent-
wickelt oder fremdsprachliche Ausdriicke aus der Muttersprache von Schiilern
mit Migrationshintergrund gezielt eingebunden werden (Meyer/Prediger 2012,
S.5f1).

Im Projekt ForMig wurde zur Forderung bildungssprachlicher Kompeten-
zen das Konzept der Durchgdingigen Sprachbildung entwickelt, das ebenfalls als
ganzheitliche Sprachforderung im Mathematikunterricht eingestuft werden kann.
Dieses Konzept zielt darauf ab, insbesondere das bildungssprachliche Register
unter Beriicksichtigung der vorausgesetzten Mehrsprachigkeit explizit und syste-
matisch zu fordern, da dieses zur Wissensvermittlung und Leistungsiiberpriifung
verwendet wird (Gogolin/Duarte 2018, S. 71).

Im Kontext einer ganzheitlichen Sprachforderung spielt auch das Konzept
des sprachsensiblen Fachunterrichts eine wichtige Rolle, dessen Grundsatz ,,der
bewusste Umgang mit Sprache beim Lehren und Lernen im Fach* (Leisen 2013,
S. 3) ist. Sprachsensibler Fachunterricht fiihrt zum Aufbau bildungssprachlicher
Kompetenzen und konzentriert sich ausdriicklich auf die Kompetenzforderung
sprachschwacher Schiiler (ebd., S. 6). Der sprachsensible Fachunterricht zeich-
net sich sowohl durch ein sprachbezogenes Fachlernen als auch durch ein fach-
und sachbezogenes Sprachlernen aus, indem gegen sprachliche Hindernisse beim
Fachlernen bewusst vorgegangen wird und Sprache an und mit den Fachinhalten
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und Fragestellungen des Fachs gefordert wird. Der sprachsensible Fachunterricht
hat aber auch das Prinzip des Vorrangs der Sachfachdidaktik vor der Sprachdidak-
tik, was bedeutet, dass das inhaltliche Lernen im Vordergrund steht und durch
Sprachorientierung unterstiitzt wird (ebd., S. 43). Wenn die Sprache nicht um der
Sprache Willen gefordert wird, sondern immer fiir das fachliche Lernen genutzt
und daran gebunden bleibt, dann sprechen auch Meyer und Tiedemann (2017,
S. 82) von einem sprachsensiblen Mathematikunterricht und grenzen diesen sogar
begrifflich von der Sprachforderung im Mathematikunterricht ab. Im sprach-
sensiblen Fachunterricht wird Sprachbewusstheit durch Reflexion geférdert und
individuelle Forderung dadurch erméglicht, dass die Lernenden in ,,sprachlich
authentische, aber bewiltigbare Sprachsituationen® (Leisen 2013, S. 6) gebracht
werden und gerade die notwendige Unterstiitzung durch Sprachhilfen bekommen
(ebd., S. 6, S. 42). Schmolzer-Eibinger (2013), die synonym zum sprachsensiblen
von einem sprachbewussten Fachunterricht mit integriertem Sprach- und Fachler-
nen spricht, wirbt fiir den Wert des Schreibens in einem solchen Unterricht und
begriindet: ,,Das Schreiben findet nie im inhaltsleeren Raum statt, im Prozess
des Schreibens wird vielmehr inhaltliches Verstindnis aufgebaut und erweitert;
gleichzeitig wird Sprache dabei als ein Mittel des Denkens und Lernens zuging-
lich* (ebd., S. 32). Sprachsensibler Fachunterricht soll auch dafiir sorgen, dass
Lernende kognitiv-sprachliche Fihigkeiten entwickeln, wozu auch das Argumen-
tieren z#hlt (Pertzel/Schiitte 2016, S. 18 f.). AuBerdem stellen Pertzel und Schiitte
(2016) Eigenschaften zusammen, die Lernaufgaben im sprachsensiblen Unterricht
im Sinne einer expliziten Aufgabekultur haben sollen:

Dazu gehort u. a., dass Lernaufgaben

— auf zusammenhdngend formulierte sinnentwickelnde miindliche oder schriftliche
(!) Sprachproduktion zielen;

— Lernwege im Prinzip fiir individuelle Losungen offen halten;

— hinreichend Zeit fiir die Bewdiltigung der Arbeitsschritte erforderlich machen;

— den Schiilerinnen und Schiilern in schriftlicher Form vorliegen, damit sie den Auf-
gabentext genauer analysieren und Riickfragen stellen bzw. um Modifikation bitten
konnen;

— Anregungen und Impulse dazu enthalten, in welchen Schritten die Aufgaben
bearbeitet werden konnen;

— alle wesentlichen Informationen als Rahmenvorgabe fiir die erwarteten kognitiv-
sprachlichen Leistungen enthalten: (a) Operatoren aus einer zahlenmdf3ig begrenz-
ten und den Schiilerinnen und Schiilern vertrauten Liste, (b) Prizisierung der
Fachinhalte, (c) konkrete Angaben zu den Ausgangstexten bzw. zugrunde liegenden
Materialien, (d) konkrete Angaben zu den Zieltexten und (e) Giitemerkmale der
Zieltexte.

(Pertzel/Schiitte 2016, S. 24 f.)



6.3 Sprache im Mathematikunterricht 223

6.3.4.2 Fokussierte Sprachférderung

Trotz aller Vorziige einer ganzheitlichen Sprachférderung ist innerhalb die-
ses Rahmens eine zusitzliche fokussierte Spracharbeit notwendig und sinnvoll.
Wie Verboom (2012, S. 14) fiir den Grundschulbereich berichtet, sind Schiiler
leicht fiir gezielte Spracharbeit zu motivieren, da sie deren Sinn aufgrund ihrer
Bediirfnislage, sich angemessen duflern zu wollen, nachvollziehen kénnen. Meyer
und Prediger (2012) verstehen unter einer fokussierten Sprachforderung ein
Angebot der ,fiir die Kommunikation notwendigen Sprachmittel auf Wort-,
Satz- und Textebene® (ebd., S. 6) und stellen dazu mehrere Ansitze vor. Eine
Moglichkeit ist eine komplexere WortfelderschlieBung, die ihren Ursprung in der
Sprachdidaktik hat und im Mathematikunterricht in der Form eingesetzt werden
kann, dass moglichst viele Aufgabentexte zur gleichen mathematischen Anfor-
derung gesammelt und verglichen werden. Auferdem fiihren sie das Konzept
einer sprachforderlichen Gesprichsfithrung an, in der beispielsweise die Lehr-
kraft die AuBerungen von Schiilern aufnimmt, das vermutlich Gemeinte aufgreift
und einen passenden Vorschlag zur sprachlichen Verbesserung macht. Ein wei-
terer Ansatz ist, die impliziten Beziige innerhalb von Texten zu thematisieren
und dabei zu explizieren. Ein Hilfsmittel bei der Textproduktion, beispiels-
weise bei Argumentationen, konnen konkrete Fragestellungen sein, die innerhalb
des Textes beantwortet werden sollen oder das gezielte Angebot von Satzteilen
(Meyer/Prediger 2012, S. 7 f.).

,,Viele der fokussierenden Methoden verfolgen den sprachdidaktisch etablier-
ten Gedanken des Scaffolding® (Meyer/Prediger 2012, S. 8). Wihrend der Begriff
Scaffolding so weitldufig verwendet wird, dass darunter viele Sprachforderstrate-
gien gemeint sein kénnen (Neumann 2017, S. 21; Pertzel/Schiitte 2016, S. 21),
ist der Grundgedanke, dass den Lernenden ein unterstiitzendes Geriist ange-
boten wird, das gezielt als Stiitze eingesetzt und dann wieder abgebaut wird,
wenn die Lernenden die darin enthaltenen Inhalte selbstindig verwenden kon-
nen. Das Geriist kann entweder im Aufgabentext enthalten sein oder zusitzlich
angeboten werden (Meyer/Prediger 2012, S. 8; Gotze 2015, S. 23; Gibbons
2015, S. 16; Pertzel/Schiitte 2016, S. 21 f.). Hammond und Gibbons (2005)
unterscheiden fiir den Unterricht zwischen Makroscaffolding, das vorab geplant
ist, und Mikroscaffolding, das in der jeweiligen Unterrichtssituation spontan als
Reaktion angewandt wird. Laut Pertzel und Schiitte (2016) haben sprachforderli-
che unterrichtliche Strategien und Techniken im Sinne des Scaffolding folgende
Eigenschaften:



224 6 Theoretische Grundlagen fir die Entwicklung einer Lernumgebung ...

[Sie] unterstiitzen auf flexible Weise die bildungssprachliche Entwicklung, indem sie

(a) sprachliche Mittel zur reflektierten Auswahl und Erweiterung bereitstellen (z. B.
einschligige Wortfelder zum Zweck des detaillierten Beschreibens, fachlich einschld-
gige Sprachmittel fiir das Erkldren von Ursache-Wirkungs-Verhdiltnissen),

(b) die Aufmerksamkeit auf fachlich relevante sprachliche Phdnomene richten,

(c¢) sprachliche Verwendungsmuster und Eigenschaften von Textsorten bewusstmachen,
(d) durch eigenes kontrolliertes Sprachverhalten Modelle fiir fachangemessene For-
mulierungen bereitstellen,

(e) Modelltexte gemeinsam mit den Schiilerinnen und Schiilern analysieren,

(f) die Funktionsweise von Lern- und Arbeitstechniken (z. B. fiir das Leseverstehen
oder die Textproduktion) vorfiihren und Lerngelegenheiten bieten, diese anzuwenden
und fiir den eigenen Gebrauch zu iibernehmen.

(Pertzel/Schiitte 2016, S. 22)

6.3.4.3 Wortspeicher

Eine spezielle Strategie zur fokussierten Sprachférderung im Mathematikunter-
richt, die auch als spezifische Form des Makroscaffolding bezeichnet werden
kann, ist der Wortspeicher. Die Idee stammt urspriinglich aus dem Primarbereich
und wurde von Verboom (2008) entwickelt und verbreitet. Sie verwendet den
Begrift Wortspeicher fiir ein Lernplakat zum ,,Festhalten von héufig verwende-
ten Begriffen und Ausdriicken zu einzelnen Aufgabenformaten* (ebd., S. 101).
Sie weist darauf hin, dass die Art der Gestaltung des Wortspeichers wichtig
ist, um seine Lernforderlichkeit zu ermoglichen. So pléadiert sie, das Thema in
der Uberschrift anzugeben, eine reduzierte Anzahl von Begriffen zu verwenden,
den Wortspeicher iibersichtlich zu strukturieren, die Begriffe thematisch zu ord-
nen, Veranschaulichungen und Erlduterungen miteinzubeziehen, bei den Nomen
Artikel mit aufzunehmen, auch Konjugationen und verschiedene Zeitformen zu
verwenden und Fachbegriffe in Ausdriicke oder Sétze einzubinden und so auch
auf sprachliche Besonderheiten wie Kasuswechsel aufmerksam zu machen (Ver-
boom 2017, S. 60 f.). Der Wortspeicher kann mit den Schiilern gemeinsam erstellt
oder von der Lehrkraft vorgegeben werden. Insbesondere zu Beginn des Ler-
nens eines neuen Wortschatzbereiches bietet sich die gemeinsame Erarbeitung
an, jedoch miissen Fachbegriffe in der Regel von der Lehrkraft mitgeteilt werden.
Bei Themen mit feststehendem Vokabular, wie es vor allem in den Sekundarstu-
fen der Fall ist, bietet es sich an, dass die Lehrkraft Wortspeicher vorstrukturiert
(Verboom 2012, S. 15). Er sollte keine isolierten Begriffe, sondern Formulie-
rungshilfen in Form sprachlicher Wendungen oder Satzmuster enthalten. Auch
wenn sich Verbooms (2012, S. 13, S. 16) Uberlegungen und die dazugehori-
gen praktischen Erfahrungen auf die Primarstufe beziehen, gibt sie an, dass die
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von ihr vorgestellten Ansitze zur Sprachférderung auch in hoheren Klassenstufen
eingesetzt werden konnen. Gotze (2013, S. 368 f.; 2015, S. 33 f.; 2016, S. 17),
die ebenfalls im Primarbereich tétig ist, unterscheidet zwischen aufgabentiiber-
greifender und aufgabengebundener Sprachférderung und fiihrt Wortspeicher als
Beispiel fiir aufgabeniibergreifende Sprachférderung an. Sie macht dhnliche Vor-
schlidge zur konkreten Nutzung und Gestaltung von Wortspeichern wie Verboom,
ergidnzt die moglichen Inhalte, beispielsweise durch Beschreibungen mathema-
tischer Operationen, Begriindungen, alternative Formulierungen und Synonyme
und betont die universelle Nutzbarkeit, weshalb der Wortspeicher nicht zu auf-
gabenspezifisch sein sollte. Gotze (2013, S. 370 f.) konnte durch die ersten
Ergebnisse einer empirischen Studie zum Einsatz von Wortspeichern zeigen, dass
die Schiiler die Begrifflichkeiten des Wortspeichers fiir ihre eigenen AuBerun-
gen iibernehmen, dass Qualitdit und Umfang der Beschreibungen steigen und
dass die Unterstiitzung durch den Wortspeicher es schafft, an den vorhandenen
sprachlichen Ressourcen der Schiiler anzukniipfen.

Meyer und Prediger (2012, S. 7 f.) iibernehmen das Konzept des Wortspeichers
als Beispiel fiir eine fokussierte Sprachférderung auf Wort- und Satzebene fiir die
Sekundarstufe I und zeigen an einem geometrischen Beispiel, dass in Wortspei-
chern auch Pripositionen und auseinandergezogene Verbformen (z. B. ,,zeichne

. ein*) aufgenommen werden sollten. Auch Bedeutungen von Ausdriicken
konnten ergénzt werden. Stephany und Kollegen (2013) zeigen, dass insbe-
sondere beim Schreiben die Wortschatzarbeit ein wichtiger Bestandteil ist, der
beispielsweise durch Scaffolding mit Hilfe von Wortspeichern umgesetzt werden
kann. Als weitere Scaffolds eigenen sich ,,Satzgeriiste, Textstrukturierungshil-
fen, Checklisten und das gemeinsame Verfassen von Texten“ (ebd., S. 213).
Stephany und Kollegen (2013) untersuchten in einem explorativen Design sprach-
sensible Mathematikkurse einer Sommerschule mit Schiilern der fiinften und
sechsten Klassen. Es sollten sowohl fachliche als auch sprachliche Kompetenzen
unter anderem durch schreibdidaktische Ideen gefordert werden. Dafiir wurden
kommunikativ-epistemische Schreibsettings mit situierten Schreibaufgaben ein-
gesetzt und durch Scaffolding-Methoden, wie zur Verfiigung gestellte Satzgeriiste
und Lernplakate zum Wortschatz, ergénzt. Es wurden quantitative und qualitative
Untersuchungen gemacht, jedoch gab es dabei keine Kontrollgruppe, sodass die
signifikanten Unterschiede, die sich im Prd- und Posttest zeigten, nicht zwin-
gend auf das Setting zurilickgefiihrt werden konnten. Es zeigten sich Fortschritte
auf der sprachlichen und insbesondere der Wortebene. In einer Aufgabe, in der
die Schiiler Fehler finden und beschreiben sollten, zeigte sich, ,,dass der Ein-
satz fachsprachlicher Elemente zu einer préziseren und mathematisch korrekteren
Beschreibung des Fehlers in der gegebenen Rechnung fiihrt* (ebd., S. 219 f.).
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Ahnliche Ideen finden sich im Bereich der Sprachdidaktik, wo beispielsweise
die Methode Wortschatz aus der Werkzeugkiste Schiiler beim Formulieren unter-
stiitzt, indem eine Sammlung von Wortern und Sprachbausteinen zur Verfiigung
gestellt oder gemeinsam zusammengestellt wird (Baurmann 2015, S. 157 f.).
Steets (2009) regt im Kontext der Schreibdidaktik des Deutschen an, Wort-
kombinationen als Textbausteine vorzugeben, um schwichere Schreiber zu
ermutigen.

Die Vorgabe solcher Bausteine eignet sich besonders fiir Textarten, deren Textor-
ganisation weitgehend normiert ist [...]. Indem er aus dem Formulierungsangebot
auswdhlt, kann der Schiiler seine Gedanken prizisieren und versprachlichen, und er
findet gleichzeitig Hinweise zur Textorganisation. Textbausteine stellen also sowohl
eine Formulierungs- als auch eine Strukturierungshilfe dar.

(Steets 2009, S. 67)

Thre Ausfiihrungen konnen gut auf das schriftliche Formulieren mathematischer
Argumentationen iibertragen werden, da es sich bei diesen auch um eine Textart
mit starker Normierung handelt. AuBerdem arbeitet Grundler (2009) im Bereich
der Deutschdidaktik die Bedeutung der Lexik fiir das Argumentieren heraus und
folgert: ,,.Die Forderung der Argumentationsfahigkeit muss daher immer mit einer
Forderung des Wortschatzes der Kinder und Jugendlichen einhergehen® (ebd.,
S. 94). Auch wenn die Kompetenz des Argumentierens in den Bereichen des
Deutsch- und Mathematikunterrichts unterschiedlich ausgerichtet ist, ldsst sich
Grundlers Erkenntnis auf die Mathematikdidaktik tibertragen und unterstiitzt die
Idee, beim Argumentieren einen Wortspeicher zur Forderung auf Wort- und
Satzebene einzusetzen.

6.4 Lernen aus Lésungsbeispielen

Beispiele sind ein bedeutender Bestandteil der Mathematik und insbesondere
des Mathematikunterrichts. Eine Moglichkeit, Beispiele im Mathematikunterricht
sinnvoll einzusetzen, ist die Arbeit mit sogenannten Losungsbeispielen. In diesem
Abschnitt werden verschiedene Arten von Losungsbeispielen dargestellt, Argu-
mente fiir die Effektivitit des Einsatzes von Losungsbeispielen angefiihrt und
schlieBlich speziell die praktische Umsetzung des Lernens mit Losungsbeispielen
thematisiert. Losungsbeispiele werden schliefllich in der in Kapitel 7 entworfenen
Lernumgebung zum Argumentieren verwendet.
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Eine Definition von Losungsbeispielen findet sich bei Renkl und Schworm
(2002):

Losungsbeispiele bestehen aus einer Problemstellung, Ldsungsschritten und der
endgiiltigen Losung selbst. [...] Unter Lernen aus Losungsbeispielen versteht man
aber nicht die iiblicherweise kurze Lernphase zwischen der Behandlung eines Prin-
zips/Gesetzes o. A. und dem Losen von Rechenaufgaben, in der meist nur ein
Losungsbeispiel behandelt wird. Es werden vielmehr die Losungsprozesse und -effekte
betrachtet, die auftreten, wenn statt nur eines Losungsbeispiels mehrere verwendet
werden und die Phase des Losungsbeispielstudiums also verldingert wird.

(Renkl/Schworm 2002, S. 261)

Wihrend Definitionen von Losungsbeispielen weitestgehend einheitlich sind
(Reiss/Renkl 2002, S. 30; Hilbert et al 2006, S. 62; Renkl et al. 2004, S. 77; Reiss
et al. 2008, S. 457), gibt es viele unterschiedliche Uberlegungen dazu, welche
Arten von Beispielen als Losungsbeispiele im Mathematikunterricht verwendet
werden konnen.

6.4.1 Arten von Losungsbeispielen

Als klassische Losungsbeispiele werden iiblicherweise solche Beispiele bezeich-
net, die ,eine algorithmische, zumeist mathematische Vorgehensweise bei der
Losung eines Problems® (Renkl et al. 2004, S. 79) veranschaulichen. Klassi-
sche Losungsbeispiele werden nur dann als solche bezeichnet, wenn sie neben
der Aufgabenstellung und der Losung auch die Losungsschritte beinhalten.
Da sich diese Beispiele nur auf eine inhaltliche Ebene beziehen, werden sie
von Renkl und Kollegen als single-content examples im Gegensatz zu double-
content und triple-content examples (sieche unten) bezeichnet (Renkl et al. 2009,
S. 68; Schworm/Renkl 2007, S. 286). Die Bezeichnung als klassisch ist darauf
zuriickzufiihren, dass zu Beginn der Untersuchungen zur Arbeit mit Losungsbei-
spielen nur algorithmische Bereiche der Mathematik herangezogen wurden. Erst
nach der Jahrtausendwende fiel der Blick auch auf nicht-algorithmisch 16sbare
Problemstellungen.

Reiss und Renkl (2002) entwerfen sogenannte heuristische Losungsbeispiele
fiir das Erlernen des mathematischen Beweisens. Dafiir kombinieren sie die Ideen
der (klassischen) Losungsbeispiele mit Schonfelds (1983) Ansatz, heuristische
Strategien beim Problemldsen zu explizieren. Dies duBert sich darin, dass ,,nicht
nur die Losungsschritte, sondern auch gedankliche Grundlagen, explorative Wege
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und Irrwege oder benutzte Heuristiken, wie etwa Zeichnungen und Planskizzen,
explizit gemacht” (Reiss et al. 2006, S. 196) werden. Somit kann prozessori-
entiert gelernt werden (Reiss et al. 2008, S. 458). Als Grundlage verwenden
Reiss und Renkl (2002) das Prozessmodell des Beweisens von Boero (1999). Ihre
heuristischen Losungsbeispiele regen deshalb zur Exploration der Behauptung
samt Kontext an, beinhalten die Identifikation von Argumenten und prisentieren
schlieBlich einen korrekten Beweis der Behauptung (Reiss/Renkl 2002, S. 32). Im
Gegensatz dazu wiirde ein klassisches Losungsbeispiel eines Beweises eine Art
idealisierte Zusammenstellung von Losungsschritten sein und somit den Eindruck
erwecken, dass das Beweisen eine geradlinige, deduktive Aktivitit sei. Die heuris-
tischen Losungsbeispiele zeigen somit ein authentischeres Bild des tatsdchlichen
Beweisprozesses (ebd.).

Da im nicht-algorithmischen, heuristischen Bereich oft zwei inhaltliche Berei-
che betroffen sind, verwenden Schworm und Renkl (2007) den Begriff der
double-content examples. Die beiden betroffenen Bereiche nennen sie learning
domain (level) und exemplifying domain (level). Die learning domain ist der
Bereich, aus dem etwas, beispielsweise ein Prozess, gelernt werden soll und die
exemplifying domain bezeichnet den dafiir verwendeten Inhalt, der aber nicht im
Zentrum der Aufmerksamkeit steht (Schworm/Renkl 2007, S. 286; Renkl et al.
2009, S. 69 f.). Im Kontext der prozessbezogenen Kompetenzen im Mathematik-
unterricht konnen Prozesse als learning domain nur an konkreten mathematischen
Inhalten der exemplifying domain gelernt werden. Oft beinhalten double-content
examples jedoch keine Losungsschritte, sodass viele keine Losungsbeispiele nach
obiger Definition sind. Werden in double-content examples zusitzlich kognitive
Prozesse eines Experten erldutert, der gerade das Problem 16st, und dadurch heu-
ristische, kognitive Strategien zur Verfiigung gestellt, so ist eine dritte Ebene
betroffen, die als strategy level bezeichnet wird. Solche Losungsbeispiele sind
dann triple-content examples, die auch als cognitive models bezeichnet werden
(Schworm/Renkl 2007, S. 286; Renkl et al. 2009, S. 69 f.).

Enthalten Beispiele zu nicht-algorithmischen Problemstellungen keine explizi-
ten Losungsschritte, werden sie nicht als heuristische Losungsbeispiele bezeich-
net. Renkl und Kollegen (2004, S. 80) verwenden dann den Begriff geloste
Beispielprobleme. So kann ein Losungsbeispiel zu einer Begriindungsaufgabe,
das keine heuristischen Schritte enthédlt, sondern nur aus einer ausgearbeite-
ten Begriindung besteht, nach Renkl und Kollegen (2004, S. 80) als gelostes
Beispielproblem und als double-content example (Renkl et al. 2009, S. 69 f.)
bezeichnet werden, nicht aber als heuristisches Losungsbeispiel. Zur Analyse von
in videographierten Unterrichtsstunden verwendeten Beispielen verwenden Renkl
und Kollegen (2004, S. 80) auerdem den Begriff der entwickelten Beispiele fiir
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den Fall, dass Beispiele erst im Verlauf des Unterrichts entwickelt werden und
erst durch die an die Entwicklung anschlieBende Arbeit mit diesen Beispielen zu
Losungsbeispielen in der Terminologie der Autoren werden.

Renkl und Kollegen (2004, S. 79 ff.; Hilbert et al. 2008b, S. 324) untersuchten
in drei zusammenhingenden Studien den tatsdchlichen Einsatz von Losungsbei-
spielen im Mathematik- und Physikunterricht. Sie fiihrten eine Videoanalyse von
Unterrichtsstunden durch, um herauszufinden, wie hiufig und in welcher Form
Beispiele im Unterricht eingesetzt werden. Auflerdem analysierten sie in Schul-
biichern enthaltene Beispiele und fiihrten eine Interviewstudie mit Lehrkriften
zu deren Auffassung iiber und Einsatz von beispielbasiertem Lernen durch. Sie
fanden heraus, dass in Lehrbiichern zwar klassische Losungsbeispiele die mit
Abstand hiufigste Kategorie sind, dass diese aber von Lehrkriften nicht im klas-
sischen Sinne eingesetzt, sondern im Unterricht entwickelt werden. Sie folgern
aus dem Einsatz von Losungsbeispielen in Ubungsphasen statt bei der Einfiihrung
von Prinzipien oder Themen in den videographierten Unterrichtsstunden und aus
den Interviews, dass der Einsatz der Beispiele vorrangig der allgemeinen Ver-
besserung von Rechenfertigkeiten und weniger der Verstidndnisférderung dient.
Dadurch wiirde das Potenzial von Losungsbeispielen nicht ausreichend genutzt.
Die Lehrkrifte zeigten eine eher ablehnende Haltung gegeniiber dem Lernen aus
Losungsbeispielen im klassischen Sinne, da sie es als oberfldchlich und didaktisch
nicht sinnvoll erachteten. Insbesondere gingen sie nicht davon aus, dass auch leis-
tungsstirkere Schiiler aus Losungsbeispielen etwas lernen konnten (Renkl et al.
2004, S. 79 ff.; Hilbert et al. 2008b, S. 324).

6.4.2 Wirksamkeit von Losungsbeispielen

Beispiele stellen ,,einen unverzichtbaren Baustein beim Wissenserwerb dar (Zottl
2010, S. 10), da das Lernen aus (Losungs-)Beispielen viele Vorteile birgt. Uber-
blicke zu empirischen Studien im Bereich des Einsatzes von Losungsbeispielen in
der Bildungsforschung allgemein und speziell in der Mathematik finden sich bei
diversen Autoren (z. B. Atkinson et al. 2000, S. 182 ff.; Reiss/Renkl 2002, S. 31;
Sweller et al. 1998, S. 274). Die meisten der dort zusammengestellten Studien
zeigen die Vorteile des Lernens mit Losungsbeispielen. Reiss und Kollegen konn-
ten in mehreren Studien (Reiss et al. 2006; 2008; Hilbert et al. 2008a) auch die
Wirksamkeit speziell heuristischer Losungsbeispiele nachweisen. Insbesondere
leistungsschwichere Lernende profitieren von heuristischen Losungsbeispielen
in Ergdnzung zum herkémmlichen Mathematikunterricht. Zottl (2010, S. 223)
tibertrug die Idee vom Beweisen auf das Modellieren und konnte mit einer
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Lernumgebung mit heuristischen Losungsbeispielen die Modellierungskompe-
tenz von schwicheren Schiilern geringfiigig steigern. Langfristige Auswirkungen
wurden dabei jedoch nicht untersucht.

Zur Begriindung der Effektivitit des Lernens aus Losungsbeispielen sowohl
im algorithmischen als auch im heuristischen Bereich ziehen nahezu alle Autoren
die Cognitive Load Theory heran, die auf Sweller und Kollegen (Sweller/Cooper
1985; Sweller 1988; Sweller et al. 1998) zuriickgeht: Das Arbeitsgedéchtnis,
das fiir die Verarbeitung von Lehr-Lern-Materialien zustindig ist, hat nur eine
geringe Kapazitit und kann deswegen nur wenige Elemente gleichzeitig verar-
beiten. Darauf baut die Cognitive Load Theory auf. Es wird angenommen, dass
allen Informationselementen, die im Arbeitsgeddchtnis ankommen, ein gewisses
Mal an Elementinteraktivitit zugeordnet werden kann. Elemente mit niedriger
Elementinteraktivitit interagieren kaum mit anderen Elementen und verursachen
deshalb nur eine geringe Belastung des Arbeitsgedidchtnisses. Deswegen wird
ihnen ein geringer intrinsic cognitive load zugeschrieben. Elemente mit hoher
Elementinteraktivitdt hingegen interagieren stark untereinander, weswegen sie im
Arbeitsgedéchtnis parallel verarbeitet werden miissen. Da dadurch die Kapazi-
tat des Arbeitsgedichtnisses stark belastet wird, wird solchen Elementen ein
hoher intrinsic cognitive load zugeschrieben. Durch Lernprozesse werden intera-
gierende Elemente zusammen in sogenannten Schemata® im Langzeitged:ichtnis
gespeichert, die in Zukunft als einzelne Elemente ins Arbeitsgedichtnis geru-
fen werden konnen und somit die kognitive Belastung des Arbeitsgedidchtnisses
verringern. Dem intrinsic cognitive load, der in der Natur der Informationsele-
mente liegt und nicht beeinflusst werden kann, wird ein extraneous cognitive
load gegeniibergestellt, der durch die Art der Présentation der Elemente und
der vom Lerner geforderten Aktivititen entsteht und somit durch die Art der
Lehr-Lern-Materialien beeinflusst werden kann. Er spiegelt die Anstrengungen
des Arbeitsgeddchtnisses wider, die fiir den Lernerfolg unnétig sind. Von ihm
wird eine dritte Form des cognitive load abgegrenzt, der germane cognitive load,
der auch von auflen beeinflusst werden kann, der aber diejenigen Anstrengungen
des Arbeitsgedéchtnisses widerspiegelt, die zur Konstruktion von Schemata und
somit fiir den Lernerfolg notwendig sind (Sweller et al. 1998, S. 258 f.). Das
Ziel ist folglich, Lehr-Lernmaterialien so zu entwickeln, dass ein hoher extra-
neous cognitive load vermieden wird, wenn ein hoher intrinsic cognitive load

6 Sweller und Cooper (1985) definieren Schemata folgendermaBen: ,,In the present con-
text, schemas are defined as mental constructs that allow patterns or configurations to be
recognized as belonging to a previously learned category and which specify what moves are
appropriate for that category. The presence or absence of these schemas may substantially
explain the differences between levels of expertise (ebd., S. 60).
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vorhanden ist. Eine hoher germane cognitive load ist gleichzeitig jedoch wiin-
schenswert (ebd., S. 259, S. 290). Sweller und Kollegen und weitere Autoren,
die darauf zuriickgreifen, argumentieren nun, dass beim Lernen des Problem-
losens viel kognitive Verarbeitungskapazitit durch extraneous cognitive load
verbraucht wird, da Novizen versuchen, durch allgemeine Problemlosestrate-
gien wie die Mittel-Ziel-Analyse oder Oberflichenstrategien den gewiinschten
Zielzustand herbeizufiihren. Auflerdem fiihrt fehlendes Vorwissen beim anfingli-
chen Problemltsen zu einer zusétzlichen Belastung durch einen hohen intrinsic
cognitive load, da viele Elemente gleichzeitig im Arbeitsgedidchtnis bereitge-
stellt werden miissen. Dies kann zum cognitive overload fithren oder zumindest
erfolgreiche Lernprozesse, die durch germane cognitive load ausgelost werden
wiirden, verhindern. Die Aufmerksamkeit liegt dabei ndmlich hauptsidchlich auf
dem gewiinschten Zielzustand und dessen Unterschied zum Problemzustand. Fiir
den Erwerb notwendiger Schemata miisste die Aufmerksamkeit auf die Kon-
figuration der beiden Zustinde an sich und die notwendigen Operationen zur
Uberfiihrung des Problemzustandes in den Zielzustand liegen und mehr Kapa-
zitdt des Arbeitsspeichers fiir den Erwerb von Schemata zur Verfiigung stehen
(Sweller 1988, S. 261, S. 284; Sweller/Cooper 1985, S. 61 f.; Reiss et al. 2008,
S. 458; Renkl et al. 2009, S. 68; Zottl 2010, S. 22). Werden nun Losungsbeispiele
bereitgestellt, wird weniger kognitive Verarbeitungskapazitit fiir das Problemlo-
sen an sich verbraucht und zudem werden genau die Informationen bereitgestellt,
die fiir den Erwerb von Schemata notwendig sind. Die Lernenden konnen sich
also darauf konzentrieren, die angewandten Strategien in den présentierten Losun-
gen nachzuvollziehen. Extraneous cognitive load wird durch germane cognitive
load ersetzt, indem die Aufmerksamkeit auf die Relation zwischen den relevanten
Problemlosezustinden und auf die relevanten Operationen, also auf die Struktur
der Problemlosung, gerichtet wird. Losungsbeispiele sorgen somit fiir eine dem
Lernen angemessenere Verteilung kognitiver Ressourcen (Sweller/Cooper 1985,
S. 62; Sweller et al. 1998, S. 290; Reiss et al. 2008, S. 458; Renkl et al. 2009,
S. 68; Zottl 2010, S. 22). Renkl und Kollegen (2003) bestitigen in einer Studie
mit Losungsbeispielen aus dem Bereich von Grundbegriffen zur Wahrscheinlich-
keitsrechnung die Erkldrung der Cognitive Load Theorie fiir die Effektivitit des
Lernens aus Losungsbeispielen. Sie variieren einerseits die Losungsmethoden
Lernen aus Losungsbeispielen und Lernen durch Problemlosen und andererseits
das Vorhandensein einer Zweitaufgabe, die fiir zusétzlichen cognitive load im
Sinne der Theorie sorgt. Die Messung der Reaktionszeit bei der Zweitaufgabe
fiihrt zu dem Schluss, dass das Lernen aus Losungsbeispielen nur dann dem Ler-
nen durch Problemldsen iiberlegen ist, wenn der Arbeitsspeicher nicht durch die
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zusitzliche Auslastung durch die Zweitaufgabe ausgelastet ist. Somit konnte die
Erkldrung der Cognitive Load Theorie bestitigt werden (Renkl et al. 2003).

Eine motivationale Begriindung fiir die Effektivitit des Lernens durch
Losungsbeispiele fithren Hilbert und Kollegen (2006, S. 62) sowie Reiss und
Renkl (2002, S. 31) an. Beim reinen Problemlésen wird die Performanzorientie-
rung betont. Das heif3t, die Schiiler bekommen den Eindruck, dass das Hauptziel
die Losung am Ende sei. Dies kann nachhaltigem Lernen im Weg stehen, wenn
reines Probieren oder auswendig gelernte Losungswege angewandt werden und
kein Verstindnis angestrebt wird. Losungsbeispiele hingegen regen zur Lern- oder
Verstehensorientierung an, indem die Schiiler zur Eigenaktivitidt durch Selbster-
kldarung und dadurch zum Erstreben des Verstidndnisses von Vorgehensweisen und
Zusammenhédngen angeregt werden konnen (Hilbert et al. 2006, S. 62; Hilbert
et al. 2008a, S. 47). Durch das Verstehen des sogenannten Ldsungsrationales ist
insbesondere auch eine wichtige Voraussetzung fiir Transferleistungen geschaffen.
Dies wird dadurch ermdoglicht, dass Wissen um abstrakte Prinzipien und Wis-
sen um konkrete Anwendungsfille und Beispiele zu nutzbarem Wissen integriert
werden (Renkl et al. 2004, S. 77 f.).

Ein weiterer Grund fiir die Effektivitit von Losungsbeispielen konnte sein,
dass ein Teil der Verantwortung fiir das Lernen weg von der Lehrkraft und hin
zu den Schiilern verlagert wird. Dadurch werden die Einstellungen von Schiilern
hinsichtlich ihrer mathematischen Fihigkeiten positiv beeinflusst (Carroll 1994,
S. 361). AuBlerdem kann eine Erhhung der Anzahl der verwendeten Losungsbei-
spiele fiir mehr Gelegenheit sorgen, relevante Eigenschaften des Losungsweges
zu abstrahieren. Zudem konnen die Beispiele eine Form des Scaffolding sein und
so Lernende beispielsweise beim Selbststudium zu Hause unterstiitzen (ebd.). Ein
Teil der Wirkungsweise von Losungsbeispielen kann aulerdem durch das in der
sozialen Lerntheorie von Bandura verankerte Modelllernen erkldart werden, da
Losungsbeispiele ,,zumeist in verbalisierter Form Verhaltensweisen vor[geben],
die von den Lernenden imitiert werden* (Zottl 2010, S. 8). Auch die Adap-
tive Control of Thought-Rational-Theorie nach Anderson (1993), die deklaratives
und prozedurales Wissen unterscheidet, liefert einen Erkldrungsansatz. Prozedu-
rales Wissen wird in Form von Produktionsregeln im Produktionengedéchtnis
abgespeichert. Diese Produktionsregeln werden dadurch gebildet, dass Beispiele
encodiert und exemplarische Vorgehensweisen bei dhnlichen Problemstellungen
nachgeahmt werden. Dies betrifft vor allem friihe Phasen des Erwerbs kognitiver
Fertigkeiten (Atkinson et al. 2000, S. 185; Zottl 2010, S. 10).
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6.4.3 Struktur des Lernens mit (Sequenzen von)
Losungsbeispielen

In der Literatur sind viele Gestaltungsprinzipien fiir Losungsbeispiele und Uber-
legungen fiir deren Einsatz im Unterricht zu finden, die sich als sinnvoll fiir das
Lernen herausgestellt haben. Viele davon haben Atkinson und Kollegen (2000)
zusammengestellt und in drei Kategorien eingeteilt. Sie betreffen erstens einzelne
Losungsbeispiele (intra-example features), zweitens das Zusammenspiel mehre-
rer Losungsbeispiele (inter-example features) und drittens die Art der Arbeit mit
Losungsbeispielen durch die Lernenden (situational factors).

Losungsbeispiele sollten im sogenannten integrierten Format entwickelt wer-
den, das weniger kognitive Kapazitit fordert, indem unterschiedliche Informa-
tionsquellen so miteinander verbunden werden, dass diese gemeinsam wahr-
genommen werden konnen und somit keine Anstrengung fiir die Zuordnung
beispielsweise von Abbildungen und Texten (split-attention effect) notwendig ist
(Renkl et al. 2001, S. 16 f.; Renkl/Schworm 2002, S. 262 f.). Zur Relativie-
rung des split-attention effects kann es zudem sinnvoll sein, die Aufmerksamkeit
der Lernenden auf relevante Teile des Beispiels zu lenken. Dafiir bietet es sich
an, mehrere Modalitdten, zum Beispiel akustische und visuelle Elemente, zu
kombinieren (Atkinson et al. 2000, S. 191). Innerhalb eines Losungsbeispiels
sollten Zwischenziele des Losungsweges hervorgehoben werden, sodass Lernen-
den das Erreichen von Teilzielen und das Zusammenfiigen von Losungsschritten
bewusst wird (Renkl et al. 2001, S. 16; Atkinson et al. 2000, S. 191). Da Liicken
im Vorwissen im Bereich der exemplifying domain bei double-content examples
die Fertigkeitsaneignung behindern konnen, ist es sinnvoll, keine zu schwierige
exemplifying domain auszuwéhlen oder vor dem Einsatz ein Vorwissenstraining
durchzufiihren. Wichtig ist auflerdem, dass sich Lernende auf nur ein content level
fokussieren, damit ein cognitive overload durch die gleichzeitige Konzentration
auf zwei content levels verhindert wird (Renkl et al. 2009, S. 73 ff.).

Es ist sinnvoll fiir den Lernprozess, nicht nur einzelne Losungsbeispiele im
Unterricht einzusetzen, sondern mehrere Beispiele zu einer Sequenz zusammen-
zufiigen und somit die Phase der Arbeit mit Losungsbeispielen auszudehnen
(Renkl et al. 2004, S. 77). Die Lernenden sollten dann unterschiedliche Losungs-
beispiele analysieren und miteinander vergleichen (Hilbert et al. 2008a, S. 47,
Renkl et al. 2001, S. 18). Dazu ist es hilfreich, wenn die Oberflichenmerkmale
der Beispiele dazu anregen, die Tiefenstruktur genauer zu untersuchen. Losungs-
beispiele sollten nicht fiir sich stehen und blockweise abgearbeitet werden,
sondern immer in unmittelbarem Zusammenhang zu Problemen stehen, die selbst
gelost werden. Atkinson und Kollegen schlagen diesbeziiglich vor, Losungs-
beispiele und Probleme in sogenannten example problem pairs zu kombinieren
(Atkinson et al. 2000, S. 195).
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Fiir den Einsatz von Losungsbeispielen wird oft vorgeschlagen, Selbsterkla-
rungsaufforderungen und/oder instruktionale Erkldrungen zu verwenden (Atkin-
son et al. 2000, S. 201; Renkl et al. 2009, S. 71 ff.). Dies wirkt dem Problem
entgegen, dass Schiiler Losungsbeispiele nur oberflachlich oder passiv verar-
beiten und insbesondere jiingere Schiiler sich nicht lingere Zeit komplett auf
ein Losungsbeispiel konzentrieren konnen (Reiss/Renkl 2002, S. 34). Renkl und
Kollegen stellen im Bereich der double-content examples die groflie Bedeutung
von Selbsterkldarungsaufforderungen heraus, die dafiir sorgen, dass die kogni-
tiven Ressourcen wirklich fiir die Reflexion iiber Losungsstrategien verwendet
werden. Allerdings steht dem das potenzielle Problem entgegen, dass Novizen
von Selbsterkldarungsaufforderungen kognitiv iiberfordert werden, wenn sie sich
mit komplizierten Inhalten beschiftigen, wie es oft gerade bei double-content
examples der Fall ist. Selbsterkldrungsaufforderungen konnen sich sogar nachtei-
lig auswirken, wenn sie mit zusitzlichen auszufiillenden Liicken in den Beispielen
kombiniert werden und somit zu einem cognitive overload fithren (Renkl et al.
2009, S. 71 f.). Selbsterkldarungen konnen dadurch unterstiitzt werden, dass die
Losungsbeispiele strukturell gut aufbereitet sind (vgl. intra-example features) und
dass Selbsterkldrungen vorab geiibt werden. Weniger vielversprechend ist der
Einsatz von social incentives, bei denen beispielsweise Lernende sich gegenseitig
die Losungsbeispiele erkldren (Atkinson et al. 2000, S. 201).

Schworm und Renkl (2007) fiihrten eine Studie mit double-content examp-
les im Bereich des Argumentierens durch, wobei sie verschiedene Arten von
Selbsterklarungsprompts einsetzten. Das Argumentieren wurde dabei im fécher-
iibergreifenden und nicht speziell im mathematischen Sinne verstanden. Es
wurden verschiedene Varianten einer computergestiitzten Lernumgebung mit
Losungsbeispielen eingesetzt, mit Selbsterkldrungsaufforderungen im Bereich der
exemplifying domain, im Bereich der learning domain (das Argumentieren) und
eine Mischung aus beidem. Insgesamt zeigte sich ein Lernfortschritt durch den
Einsatz der Losungsbeispiele in diesem nicht-algorithmischen Bereich. Der Ein-
satz der double-content examples sorgte fiir eine Steigerung des deklarativen Wis-
sens iiber das Argumentieren. Durch zusitzliche Selbsterkldrungsaufforderungen
konnten auch Argumentationsfertigkeiten gesteigert werden. Selbsterkldrungsauf-
forderungen aus dem Bereich der exemplifying domain verbesserten zwar die
Qualitdt der auf die exemplifying domain bezogenen Selbsterkldrungen, erhohten
aber nicht deren Haufigkeit. Selbsterkldrungsaufforderungen im Bereich der lear-
ning domain erleichterten die Aneignung von Argumentationsfertigkeiten. Unklar
ist, inwieweit diese Ergebnisse auf das mathematische Argumentieren im Sinne
dieser Arbeit iibertragen werden konnen.
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Entwicklung einer differenzierenden, 7
aufgabenbasierten Lernumgebung mit
sprachforderlichen Elementen zum
Argumentieren mit ganzrationalen
Funktionen

Zur Forderung der mathematischen Argumentationskompetenz anhand des
Inhaltsbereichs Ableitung ganzrationaler Funktionen wurde eine differenzierende,
aufgabenbasierte Lernumgebung mit sprachforderlichen Elementen entwickelt,
die in sechs Versionen ausgearbeitet wurde (siehe unten)!. Dies geschah auf
Grundlage der Erkenntnisse der Interviewstudie aus dem zweiten Teil die-
ser Arbeit sowie der theoretischen Uberlegungen, die in Kapitel 6 dargestellt
wurden. Der Begriff der Lernumgebung wird dabei so verwendet, wie in
Abschnitt 6.1 herausgearbeitet, als Gesamtarrangement von Inhalten, Prozessen,
Materialien, Medien, Unterrichtsmethoden, Sozialformen, Kommunikationsfor-
men sowie intendierten Titigkeiten von Lehrperson und Lernenden, das einen
Kompetenzzuwachs bei den Lernenden ermoglichen soll. Die entwickelte Ler-
numgebung zielt vor allem auf einen Kompetenzzuwachs im Bereich des mathe-
matischen Argumentierens ab. Gleichzeitig werden aber auch inhaltsbezogene
Kompetenzen im Bereich der Leitidee funktionaler Zusammenhang geftrdert.
Lernen wird dabei als gemifBigt-konstruktivistisch verstanden, weshalb die Ler-
numgebung aus der Perspektive der Lernenden heraus entwickelt wurde. Durch
den Finsatz der Lernumgebung sollen Argumentationskompetenzen und schrift-
sprachliche Kompetenzen bei den Schiilern moglichst differenziert gefordert und
dabei das Verstindnis von ganzrationalen Funktionen und deren Ableitungen ver-
tieft werden. Das konkrete soziale, kulturelle, zeitliche und ridumliche Umfeld

! Alle Materialien der entwickelten Lernumgebung sind in Anhang I im elektronischen
Zusatzmaterial zu finden.

Erginzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthélt
Zusatzmaterial, auf das iiber folgenden Link zugegriffen werden kann
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des Einsatzes der Lernumgebung wurde nicht in die Gestaltung miteinbezogen,
da die Lernumgebung unabhéngig von einer konkreten Lerngruppe basierend auf
den Erkenntnissen der Interviewstudie aus dem zweiten Teil dieser Arbeit ent-
wickelt wurde. Stattdessen ist die Lernumgebung so flexibel angelegt, dass eine
Anpassung an die jeweilige Lerngruppe durch die Lehrkraft stets moglich (und
notig) ist. So wurden insbesondere verschiedene Versionen der Lernumgebung
entwickelt, woraus sich fiir Lehrkrifte eine Auswahlmoglichkeit basierend auf
den Voraussetzungen ihrer jeweiligen Lerngruppe ergibt.

Im Mittelpunkt der Lernumgebung steht die Forderung der mathematischen
Argumentationskompetenz. Unter dieser Pridmisse basiert die Struktur der Ler-
numgebung auf drei Grundpfeilern, erstens dem konkreten Inhalt, ohne den
prozessbezogene Kompetenzen wie das Argumentieren nicht gefordert werden
konnen, zweitens der Sprachforderung und drittens der Differenzierung als Reak-
tion auf die Heterogenitit der Schiiler einer Lerngruppe (sieche Abb. 7.1). In
der konkreten Umsetzung besteht die Lernumgebung deshalb aus mehreren
Elementen:

Zentrale Aufgabe im Zentrum der Lernumgebung:

Die Lernumgebung besitzt eine zentrale Aufgabe, die aus mehreren, voneinander
unabhingigen Teilaufgaben besteht, die durch einen inhaltlichen, mathematischen
Zusammenhang verbunden sind. Die mathematische Begriindung dieses Zusam-
menhangs stellt den Leitgedanken der Lernumgebung dar. Der spezifische Aufbau
der Aufgabe basiert auf der Idee der Bliitenaufgaben und trigt somit zur Differen-
zierung bei. Es wurden drei Varianten fiir solch eine zentrale Aufgabe entwickelt,
die jeweils einen eigenen mathematischen Zusammenhang in den Blick nehmen.
Dadurch entstanden mehrere Versionen der Lernumgebung (siehe unten). Die
Entwicklung der Aufgaben ist in Abschnitt 7.1 dargestellt.

Formulierungshilfen:

Die zentrale Aufgabe wird jeweils durch Formulierungshilfen ergénzt, die zur
Forderung sprachlicher Kompetenzen bei den Lernenden beitragen. Die For-
mulierungshilfen wurden in zwei Varianten entwickelt, die Wortspeicher und
Satzbausteine genannt werden. Die Entwicklung der Formulierungshilfen ist in
Abschnitt 7.2 dargestellt.
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Vorangestelltes Losungsbeispiel:

Der zentralen Aufgabe ist jeweils ein Losungsbeispiel vorangestellt, das zusitz-
lich zur Differenzierung beitrdgt und gleichzeitig ein sprachliches Vorbild
darstellt. Die Entwicklung dieser Losungsbeispiele ist in Abschnitt 7.3 dargestellt.

Durch die Gestaltung der Lernumgebung soll Lehrkréften beispielhaft aufgezeigt
werden, wie sich Differenzierung im Bereich des mathematischen Argumentie-
rens konkret umsetzen lidsst und wie Schiiler gleichzeitig sprachlich unterstiitzt
werden konnen. Die jeweils entwickelten Ideen lassen sich auf andere Kontexte
und Inhalte tibertragen. Das Arrangement wird komplettiert durch Vorschlige
fiir Lehrkréfte zum Einsatz der Lernumgebung, die Methoden, Sozialformen und
Medien empfehlen. Die tatsdchlichen Entscheidungen fiir die Umsetzung werden
den Lehrkriften auf Grundlage der Einschitzungen ihrer Lerngruppen iiberlassen.

Forderung mathematischer Argumentationskompetenz

Inhalt Sprache Differenzierung
Themenbereich: Orientierung an Konzept von
Ableitung ganzrationaler Bliitenaufgaben
Funktionen Formulierungshilfen:
Wortspeicher

Teilaufgaben mit gestufter

. oder
Leitgedanke Satzbausteine Schwierigkeit
(konkret - abstrakt,
Begriindungsaufgabe im geschlossen - offen)
Zentrum
Vorangestelltes, ausformuliertes Losungsbeispiel
Unterschiedliche Ahnlich der ersten Teilaufgaben
Begriindungen moglich Gegliedert in zwei Schritte und zwei Begriindungen

Abbildung 7.1 Grundpfeiler der entwickelten Lernumgebung

Die Lernumgebung wurde in sechs Versionen entwickelt, die sich aus den
drei unterschiedlichen Aufgaben im Zentrum und zwei Varianten der jeweils pas-
send dazu konstruierten Formulierungshilfen ergeben (sieche Abb. 7.2). Auch vom
Losungsbeispiel wurden drei Varianten, jeweils passend zur zentralen Aufgabe,
entwickelt.
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_Aufgabe 1 . Aufgabe 2 Aufgabe 3
Symmetrie von Funktion und . > .
. Anzahl von Extrema Begriindung einer Kalkiilregel
Ableitung
Satzbausteine Satzbausteine Satzbausteine
Aufgabe L . Aufgabe 2 Aufgabe 1
Symmetrie von Funktion und - > .
. Anzahl von Extrema Begriindung einer Kalkiilregel
Ableitung
Wortspeicher Wortspeicher Wortspeicher

Abbildung 7.2 Sechs Versionen der Lernumgebung

7.1 Die Konstruktion der Aufgaben

Die Lernumgebung wurde so konzipiert, dass sie in den reguliren Mathe-
matikunterricht integriert werden kann. Somit war eine curriculare Anbindung
der verwendeten Inhalte notwendig. Um die Einsetzbarkeit noch zu verbes-
sern, wurden drei verschiedene zentrale Aufgaben als Varianten zur Auswahl
entwickelt. Durch Auswahl einer dieser Aufgaben ergibt sich dann die kon-
krete Lernumgebung fiir den Einsatz im Unterricht’. Alle drei Aufgaben stellen
Begriindungsaufgaben innerhalb des Themenbereichs der Ableitung ganzrationa-
ler Funktionen dar. Dieser Themenbereich wurde aus zweierlei Griinden gewéhlt.
Erstens handelt es sich um einen zentralen Themenbereich in der Sekundarstufe 11
in allen Schularten, die in Bayern zum Abitur fithren: Gymnasium, Berufli-
che Oberschule® und Bayernkolleg*. Damit ist eine gut passende Einbindung
in den reguliren Mathematikunterricht moglich. So kann die Lernumgebung
beispielsweise im Rahmen einer Ubungsphase im Themenblock zur Ableitung
ganzrationaler Funktionen eingesetzt werden. Dies soll die Bereitschaft von Lehr-
kréiften zum Einsatz der Lernumgebung erhohen. Zweitens ist der Themenbereich
der Ableitung ganzrationaler Funktionen sowohl ein typischer als auch ein rela-
tiv einfacher Bereich der Analysis, verglichen mit anderen Themenbereichen
der Sekundarstufe II, die andere Funktionstypen einbeziehen. Dadurch wird der

2 Nach Auswahl der Aufgabe werden dann die zugehorigen Materialien und eine Variante
der Sprachférderung gewihlt, siehe unten.

3 Die Berufliche Oberschule besteht aus der Fachoberschule und der Berufsoberschule. Fiir
die Berufliche Oberschule gibt es einen eigenen Lehrplan.

4 Am Bayernkolleg kann auf dem zweiten Bildungsweg die allgemeine Hochschulreife
erlangt werden. Es wird nach dem gymnasialen Lehrplan unterrichtet.
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Umfang des notwendigen Vorwissens vergleichsweise gering gehalten. Auflerdem
ist so eine Konzentration auf die Tdtigkeit des Argumentierens eher moglich, da
weniger Kapazitit des Arbeitsgeddchtnisses fiir den Inhalt benotigt wird. Dies
kann auf Basis der Cognitive Load Theorie (siehe Abschnitt 6.4.2) angenommen
werden.

7.1.1  Uberblicksartige Schulbuchanalyse zur Ableitung
ganzrationaler Funktionen

Die Ideen fiir die konkreten Aufgaben im Zentrum der Lernumgebung wurden
auf Basis einer iiberblicksartigen Schulbuchanalyse’® entwickelt. Dafiir wurden
zwei in Bayern géingige gymnasiale Schulbiicher verwendet, Lambacher Schwei-
zer 11 (Gétz et al. 2009) und Fokus 11 (Jahnke/Scholz 2009).° Dabei wurden
Begriindungsaufgaben im Themenbereich der Ableitung ganzrationaler Funktio-
nen betrachtet.” Dazu wurden anhand der verwendeten Aufgabenstellungen alle
Aufgaben des jeweiligen Buches ausgewihlt, die mindestens eine ganzrationale
Funktion enthalten oder die allgemein gehalten sind, wobei fiir die Losung ganz-
rationale Funktionen beispielhaft herangezogen werden konnten. Aulerdem muss
in der Aufgabe die Ableitung einer ganzrationalen Funktion eine Rolle spie-
len oder zumindest eine Losungsmoglichkeit bieten. Als Begriindungsaufgaben
wurden dabei Aufgaben verstanden, deren Operatoren oder Formulierungen der
Fragen explizit eine Begriindung verlangen. Aufgaben, bei denen zwar argumen-
tiert werden kann, dies aber nicht explizit aus dem Aufgabentext hervorgeht,
wurden nicht betrachtet. Es zeigte sich, dass als Operatoren in Begriindungsauf-
gaben mit Abstand am hdufigsten begriinden verwendet wird. Weitere auftretende
Operatoren sind zeigen, iiberpriifen, nachweisen, widerlegen, bestdtigen, erliu-
tern, erkldren und Warum-Fragen. Dabei ist zu beachten, dass beispielsweise

5 Einzelne Aspekte dieser Analyse wurden zusammenfassend auch in einem Tagungsband
der GDM-Tagung verdffentlicht (Bersch 2020a).

6 Zum Zeitpunkt der Entwicklung der Aufgaben gab es kein dem Lehrplan entsprechen-
des Schulbuch fiir die berufliche Oberschule, welches hiufig eingesetzt wurde. Deshalb
wurden fiir die Analyse nur gymnasiale Schulbiicher verwendet. Nachdem mit dem Lehr-
planPLUS das neue Schulbuch Mathematik (Altrichter et al. 2017) fiir die berufliche Ober-
schule erschien, welches nun auch verbreitet eingesetzt wird, wurde die Analyse nachtréiglich
auch noch fiir dieses Buch durchgefiihrt. Dadurch konnten die Ergebnisse der Analyse der
gymnasialen Schulbiicher weitestgehend bestitigt werden.

7 Die Analyse wurde nachtriglich auf alle Begriindungsaufgaben im Bereich der Analysis
der jeweiligen Biicher ausgeweitet und vertieft. Die hier dargestellten Ergebnisse konnten
dabei bestitigt werden.
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erldutern oder erkldren nicht zwingend zum Argumentieren auffordern (sieche
Abschnitt 2.1.5). Die Auswahl von Aufgaben mit derartigen Operatoren wurde
im Einzelfall entschieden. Zur Verbesserung der Giite der Analyse wurde diese
mit zeitlichem Abstand erneut durchgefiihrt und die Ergebnisse wurden anschlie-
Bend zusammengefiihrt. Die Analyse ergab, dass sich Begriindungsaufgaben
im Bereich der Ableitung ganzrationaler Funktionen in vier Kategorien ein-
teilen lassen, wobei eine weitere Ausdifferenzierung in Subkategorien moglich
wire. Die Kategorien wurden jeweils induktiv gebildet und sind in Tabelle 7.1

dargestellt.

Tabelle 7.1 Kategorien der iiberblicksartigen Schulbuchanalyse

Kategorie

Definition

Beispiele

Begriindete Zuordnungen

Aufgaben, in denen
unterschiedliche Objekte
einander zugeordnet werden
sollen und eine Begriindung
verlangt ist

Begriindete Zuordnung von
Graphen von Funktion und
Ableitung

Begriindungen innerhalb des
Modellierens

Aufgaben aus dem Bereich
des Modellierens, in denen
Begriindungen verlangt sind

Begriindung der Passung
eines gewihlten Modells
zur Realitit

Begriindete
Schlussfolgerungen vom
Modell auf die reale
Problemstellung

Begriindungen an
ganzrationalen Funktionen
allgemein

Aufgaben, in denen
Aussagen iiber einen
bestimmten Funktionstyp
(z. B. ganzrationale oder
quadratische Funktionen)
begriindet werden sollen

Begriindung, dass eine
spezielle Eigenschaft fiir
alle Funktionen eines
bestimmten Typs gilt

Begriindungen an konkreten
Funktionen

Aufgaben, in denen
Begriindungen in Bezug auf
ganz spezielle Funktionen,
die durch einen
Funktionsterm oder einen
Graphen definiert sind,
gesucht sind

Begriindung, dass eine
konkret gegebene Funktion
ein Extremum besitzt
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Beziiglich der Wahl der Kategorien ist zu beachten, dass diese nicht disjunkt
sind. So kann beispielsweise innerhalb von Modellierungsaufgaben auch an kon-
kreten Funktionen begriindet werden und bei Zuordnungsaufgaben wird in jedem
Fall an konkreten Funktionen argumentiert. Auffillig ist, dass die letzte Kategorie
mit Abstand am héufigsten auftritt. Nur selten werden allgemeine Zusammen-
hinge begriindet. Aulerdem wird kaum die Moglichkeit genutzt, begriindete
Aussagen iiber spezielle Funktionen zu verallgemeinern und so die letzte mit
der vorletzten Kategorie zu kombinieren. Gerade dies wiirde sich mit dem Ziel
der Differenzierung aber anbieten. Deshalb wurde fiir die konkrete Ausgestal-
tung der Aufgaben fiir die Lernumgebung diese Idee weiterverfolgt. Aufgaben
aus Schulbiichern wurden weiterentwickelt, um differenzierende Aufgaben zu
erhalten, in denen sowohl an konkreten Funktionen als auch allgemeine Zusam-
menhinge begriindet werden. Dabei wurde der Fokus auf das innermathematische
Argumentieren gelegt. Eine Steigerung der Komplexitidt durch auBermathemati-
sche oder teilbereichsiibergreifende Einbettungen sollte vermieden werden, um
eine Konzentration auf das Argumentieren bestmoglich zu erreichen.

7.1.2 Die Aufgaben

Fiir die Lernumgebung wurden drei Aufgaben zur Auswahl entwickelt, um Lehr-
kriften mehrere Versionen der Lernumgebung anbieten zu konnen. So sollte
Einsetzbarkeit und Passung zur sonstigen Unterrichtskonzeption und zur Lern-
gruppe ermoglicht werden. Jede der Aufgaben verfolgt die Begriindung eines
mathematischen Zusammenhangs und ist in mehrere Teilaufgaben von unter-
schiedlichem Niveau gegliedert. Es ist davon auszugehen, dass die dritte Aufgabe
dabei insgesamt einen hoheren Schwierigkeitsgrad hat als die ersten beiden, da
der zu begriindende Zusammenhang abstrakter ist.

Im Zuge der oben dargestellten Schulbuchanalyse wurden zwei interessante
Aufgaben ausgewihlt und abgedndert, um die Verkniipfung zwischen Argumen-
tieren an konkreten Funktionen und Argumentieren an allgemeinen Funktionen
zu erreichen. Dies resultierte in den Aufgaben 1 und 2. Fiir die dritte Aufgabe
wurde ein iiblicherweise als Kalkiilregel verwendeter Zusammenhang zwischen
Funktion und Ableitung ausgewihlt und die Begriindung dessen als Kern fiir die
Aufgabe ausgewihlt. Fiir die konkrete Konstruktion der Aufgaben erfolgte eine
grobe Orientierung am Konstruktionsmuster fiir Bliitenaufgaben von Bruder und
Kollegen (2015, S. 527; siehe Abschnitt 6.2.3). Die grofite Abweichung besteht
darin, dass fiir die zweite Teilaufgabe (bzw. bei Aufgabe 3 fiir die dritte Tei-
laufgabe) kein Blickwinkelwechsel durch eine Umkehraufgabe angestrebt wurde.
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Stattdessen wird der Schritt von konkreten Beispielfunktionen zu allgemeinen
Funktionstypen gegangen.

Wie von Bruder und Reibold (2012) und Grave und Thiemann (2010) empfoh-
len, werden die Lernanforderungen gegeniiber den Schiilern transparent gemacht,
um Selbstregulation und realistische Selbsteinschitzung zu fordern. Dazu wird
der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben mit Hilfe von ein bis drei Sternen markiert.
Auf den Arbeitsblittern® ist zudem angegeben, dass die Schiiler mit der ersten
Teilaufgabe beginnen und versuchen sollen, moglichst weit zu kommen. Zudem
sollte den Schiilern die Erwartung mitgeteilt werden, dass jeder mindestens eine
Aufgabe, die mit zwei Sternen markiert ist, bearbeiten soll.

Aufgabe 1: Symmetrie von Funktion und Ableitung

Die Idee zur ersten Aufgabe entstammt einer der wenigen Begriindungsauf-
gaben aus der Schulbuchanalyse (Lambacher Schweizer 11), die tendenziell
Begriindungen an konkreten Funktionen mit Begriindungen allgemeiner Aussagen
verbindet:

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = 2x* — x> = 3.

a) Untersuchen Sie f auf Symmetrie.

b) Bestimmen Sie die Ableitungsfunktion f'.

¢) Untersuchen Sie f' auf Symmetrie.

d) Zeichnen Sie die beiden Graphen mit einem Funktionsplotter.

e) Begriinden Sie allgemein, dass die Ableitungsfunktion einer beziiglich der y-Achse
achsensymmetrischen Funktion punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs ist und
umgekehrt.

(nach Gétz et al. 2009, S. 52/13)

Jedoch wird in den ersten vier Teilaufgaben nicht durch Operatoren zum Begriin-
den aufgefordert. Erst die letzte Teilaufgabe fordert und fordert somit explizit die
Kompetenz des mathematischen Argumentierens. Allerdings ist der Sprung von
den ersten vier Teilaufgaben zur letzten Teilaufgabe relativ grol und wird kaum
durch den Aufbau der Aufgabe vorbereitet.

Darauf aufbauend wurde die in Abbildung 7.3 dargestellte Aufgabe 1 entwi-
ckelt. Sie thematisiert den Zusammenhang symmetrischer Funktionsgraphen mit
den Symmetrien der Funktionsgraphen der zugehorigen Ableitungsfunktionen.

8 Siehe Anhang I im elektronischen Zusatzmaterial.
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Aufgabe 1:
Gegeben ist die ganzrationale Funktion f mit f(x) = 0,5x* — x% — 2.

a) *  Begriinden Sie, dass der Funktionsgraph von f achsensymmetrisch zur
y-Achse ist, und dass der Funktionsgraph der Ableitung f’ punktsymmetrisch zum
Ursprung ist.

b) **  Allgemein gilt: Ist der Graph einer ganzrationalen Funktion achsensymmetrisch zur
y-Achse, so ist der Graph der zugehérigen Ableitungsfunktion punktsymmetrisch zum
Ursprung. Begriinden Sie dies.

c) ** Formulieren Sie eine ahnliche Aussage Uber Funktionen, deren Graphen
punktsymmetrisch zum Ursprung sind. Begriinden Sie diese Aussage.

d) ** Falls Sie in Teilaufgabe a) eine allgemeine Regel verwendet haben, geben Sie diese
an und begriinden Sie diese.

e) ** Gelten dhnliche Zusammenhéange auch fir Funktionen, die zwar achsensymmetrisch,
aber nicht zur y-Achse, oder punktsymmetrisch, aber nicht zum Ursprung, sind?
Stellen Sie Vermutungen an und begriinden Sie diese.

Abbildung 7.3 Aufgabe 1 der Lernumgebung: Symmetrie von Funktion und Ableitung

Der Zusammenhang der Symmetrien wird erst an einem konkreten Beispiel
untersucht, um dann auf den ersten Teil des allgemeinen Zusammenhangs in
Teilaufgabe b) iiberzuleiten. In Teilaufgabe c) soll dann der zweite Teil des
allgemeinen Zusammenhangs selbst als Hypothese formuliert und anschlieend
begriindet werden. So wird auch der Aspekt des Aufstellens von Hypothesen
als Teil der Kompetenz des mathematischen Argumentierens mitberiicksichtigt.
Hiufig wird die Achsensymmetrie zur y-Achse und die Punktsymmetrie zum
Ursprung des Koordinatensystems bei ganzrationalen Funktionen im Riickgriff
auf folgende Regeln begriindet:

Enthalten die Potenzen von x im Funktionsterm nur gerade Exponenten (einschlief3-
lich 0), so ist der Graph der zugehorigen Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse.
Enthalten die Potenzen von x im Funktionsterm nur ungerade Exponenten (und gibt
es keinen Summanden ohne Faktor x), so ist der Graph der zugehorigen Funktion
punktsymmetrisch zum Ursprung des Koordinatensystems.

(selbst formuliert)

Diese Regeln konnen wiederum auf Eigenschaften der Achsen- bzw. Punktsym-
metrie zuriickgefiihrt werden. Darauf wird in Teilaufgabe d) hingewiesen und
zu einer Begriindung der Regel aufgefordert. Teilaufgabe e) verallgemeinert den
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thematisierten Zusammenhang auf eine allgemeine Achsensymmetrie, unabhén-
gig von der y-Achse, und eine allgemeine Punktsymmetrie, unabhingig vom
Ursprung. Auch wenn die Thematisierung dieses allgemeinen Zusammenhangs
beispielsweise nicht direkt vom bayerischen Lehrplan fiir den Unterricht erwéhnt
wird, kann dieser auf unterschiedlichen Niveaus durchaus auf Basis der curri-
cularen Inhalte begriindet werden. Die Teilaufgabe ist offen formuliert, indem
nach der Giiltigkeit dhnlicher Zusammenhinge gefragt und zur Bildung von
Hypothesen angeregt wird.

Die Aussagen innerhalb der einzelnen Teilaufgaben konnen jeweils auf unter-
schiedliche Arten begriindet werden. Die Symmetrien der Graphen der konkret
gegebenen Funktion und deren Ableitungsfunktion in Teilaufgabe a) konnen wie
oben erwihnt auf die Aussage iiber die einzelnen Exponenten im Funktions-
term der Funktion bzw. der Ableitung zuriickgefiihrt werden. Alternativ konnen
die Symmetrien auch direkt durch Rechnung und Anwendung der Symmetrie-
eigenschaft nachgewiesen werden, indem gezeigt wird, dass f(—x) = f(x)
und f'(—x) = —f’(x). AuBerdem konnte die spezielle Aussage auch aus der
allgemeinen Aussage aus Teilaufgabe b) abgeleitet werden, wenn Teilaufgabe
b) zuerst bearbeitet wird. Die allgemeine Aussage kann dabei auf die Regel
iiber die Exponenten zuriickgefiihrt werden. Dann muss aber zusitzlich begriin-
det werden, warum der Funktionsterm der Ableitung nur ungerade Exponenten
besitzt. Die Aussage konnte aber auch unabhéngig von der Gestalt des Funktions-
terms begriindet werden, indem beide Seiten der Gleichung f(—x) = f(x) mit
Hilfe der Kettenregel abgeleitet werden, um so den Zusammenhang f'(—x) =
— f'(x) zu erhalten. Teilaufgabe ¢) kann analog zu Teilaufgabe b) bearbeitet
werden, sobald folgende Hypothese aufgestellt ist: Ist der Graph einer (ganz-
rationalen) Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung, so ist der Graph der
zugehorigen Ableitungsfunktion achsensymmetrisch zur y-Achse. Die in Tei-
laufgabe d) angesprochene Regel konnte die bereits thematisierte Regel iiber
die Art der Exponenten der Potenzen von x sein, die aus dem Zusammenhang
f(=x) = f(x) bzw. f(—x) = — f(x) hergleitet werden kann. Es konnte aber
auch eben dieser Zusammenhang damit gemeint sein, der auf die geometrische
Eigenschaft der Achsensymmetrie bzw. Punktsymmetrie zuriickgefiihrt werden
kann. Die Verallgemeinerung der Symmetrien in Teilaufgabe e) kann algebraisch
oder geometrisch durch Verschiebung des Graphen mit Hilfe der vorher gezeig-
ten Aussagen begriindet werden. Je nachdem ob dabei anschaulich mit Hilfe
von Grundvorstellungen der Ableitung oder algebraisch argumentiert wird, sind
Argumente unterschiedlicher Art und Komplexitit gefragt, sodass unterschied-
lich leistungsstarke Schiiler durch diese Aufgabe gefordert und gefordert werden
konnen.
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Aufgabe 2: Anzahl von Extrema
Die in Abbildung 7.4 dargestellte Aufgabe 2 wurde auf Basis mehrerer Schul-
buchaufgaben entwickelt:

Die Funktion f sei eine ganzrationale Funktion dritten Grades.
Welche der Aussagen sind wahr? Begriinde.

a) f hat mindestens einen Hochpunkt
b) f hat hochstens zwei lokale Extremwerte.

[...]
(nach Lergenmiiller/Schmidt 2009a, S. 187/ 10)°

Begriinden Sie fiir ganzrationale Funktionen:

a) Istder Grad von f gerade, so hat f mindestens eine Extremstelle.
b) Wenn f drei verschiedene Extremstellen hat, so ist der Grad von f mindestens 4.
c) Eine ganzrationale Funktion f vom Grad n hat hochstens n — 1 Extremstellen.

(nach Gétz et al. 2009, S. 87/4)

Zeigen Sie, dass der Graph einer ganzrationalen Funktion 3. Grades entweder einen
Tief- und einen Hochpunkt oder genau einen Terrassenpunkt oder aber keinen solchen
Punkt hat.

(nach Jahnke/Scholz 2009, S. 80/9)

In der Aufgabe aus Neue Wege 6 (Lergenmiiller/Schmidt 2009a, S. 187) werden
allgemeine Eigenschaften ganzrationaler Funktionen dritten Grades beurteilt und
begriindet. In der Aufgabe aus Fokus 11 (Jahnke/Scholz 2009, S. 80) geht es all-
gemein um die Existenz von Extrem- oder Terrassenpunkten bei ganzrationalen
Funktionen dritten Grades. Und auch die Aufgabe aus Lambacher Schweizer 11
(Gotz et al. 2009, S. 87) thematisiert den Zusammenhang zwischen dem Grad
einer ganzrationalen Funktion und der Anzahl an Extremstellen. Alle diese Auf-
gaben sind durch die thematisierten allgemeinen Zusammenhiénge sehr abstrakt
und komplex.

Fiir die zweiten Aufgabe der Lernumgebung wurde die Idee des Zusammen-
hangs zwischen dem Grad einer ganzrationalen Funktion und der Anzahl der
Extrema aufgegriffen und daraus eine neue Aufgabe mit mehreren Teilaufgaben
entwickelt. Diese baut den Zusammenhang bei ganzrationalen Funktionen drit-
ten Grades auf, indem in Teilaufgabe a) anhand zweier Beispiele begriindet und
dann zu allgemeinen Aussagen iibergegangen wird. In Teilaufgabe b) wird die
zu begriindende Aussage noch vorgegeben, in Teilaufgabe c) soll dann iiber die

9 Siche Anhang D im elektronischen Zusatzmaterial.
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Aufgabe 2:

a) * Begrlnden Sie, dass die Funktion f mit
f(x) = (x + 1)(x — 2)(x — 3) zwei lokale Extrema besitzt und die Funktion g mit
g(x) = x3 + x kein lokales Extremum besitzt.

b) ** Begrinden Sie folgende Aussage:
Eine ganzrationale Funktion dritten Grades hat maximal 2 lokale Extrema.

c) ** Gibt es eine ganzrationale Funktion dritten Grades mit genau einem lokalen
Extremum? Begriinden Sie Ihre Antwort.

d) ** Finden Sie jeweils eine alternative Begriindungsart fiir die Aussagen in Teilaufgabe
a).

e) ** Formulieren Sie dhnliche Aussagen Uiber ganzrationale Funktionen vierten Grades
und begriinden Sie diese.

Abbildung 7.4 Aufgabe 2 der Lernumgebung: Anzahl von Extrema

Existenz einer ganzrationalen Funktion dritten Grades mit genau einem loka-
len Extremum entschieden werden. Teilaufgabe d) regt zum Nachdenken iiber
alternative Begriindungsarten fiir die am Beispiel begriindete Aussage an. In der
letzten Teilaufgabe wird der Zusammenhang dann auf ganzrationale Funktionen
vierten Grades iibertragen, indem zur Hypothesenbildung aufgefordert wird und
anschlieBend Begriindungen eingefordert werden.

Die Existenz bzw. Nichtexistenz von Extrema bei den Beispielen in Teilauf-
gabe a) kann mit Hilfe der ersten Ableitung nachgerechnet oder visuell am
Verlauf des Graphen begriindet werden. Da Leitkoeffizient und Nullstellen am
Funktionsterm abgelesen werden konnen, ist der wesentliche Verlauf des Gra-
phen von f relativ einfach zu erkennen. Der Graph von g ist streng monoton
wachsend, da die beiden Summanden des Funktionsterms x> und x jeweils zu
streng monoton wachsenden Funktionen gehoren. Die strenge Monotonie von
g kann alternativ auch algebraisch nachgewiesen werden. In Teilaufgabe b)
konnen aus der Tatsache, dass die Ableitungsfunktion einer ganzrationalen Funk-
tion dritten Grades eine ganzrationale Funktion zweiten Grades ist, Aussagen
iiber deren Nullstellen gemacht werden. Ahnlich kann in Teilaufgabe c) argu-
mentiert werden. Alternativ kann in Teilaufgabe c¢) visuell iiber die moglichen
Verldufe von Graphen ganzrationaler Funktionen dritten Grades argumentiert
werden oder algebraisch mit Hilfe der ersten und zweiten Ableitung einer all-
gemeinen ganzrationalen Funktion dritten Grades. Fiir Teilaufgabe e) konnen
Hypothesen dariiber formuliert werden, wie viele Extrema eine ganzrationale
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Funktion vierten Grades mindestens und hdchstens hat, oder iiber die (Nicht-)
Existenz einer ganz bestimmten Anzahl von Nullstellen, analog zu den Aussagen
in den vorhergehenden Teilaufgaben.

Aufgabe 3: Begriindung einer Kalkiilregel
Die in Abbildung 7.5 dargestellte Aufgabe 3 basiert im Gegensatz zu den ersten
beiden Aufgaben nicht auf Aufgaben aus Schulbiichern sondern auf der Idee, dass
Lernende Kalkiilregeln nicht nur anwenden, sondern diese auch hinterfragen und
begriinden sollten.

In der Aufgabe werden zwei Kalkiilregeln erarbeitet: Fiir eine differenzierbare
Funktion f und alle Elemente x des Definitionsbereichs gilt: (—f) = ()

und (f (—x))’ = — f/(—x). Geometrisch konnen diese Regeln als Spiegelungen
der zugehorigen Funktionsgraphen an der x-Achse bzw. an der y-Achse inter-
pretiert werden, was durch Teilaufgabe a) angeregt wird. Die Tatsache, dass der
Graph von ¢ durch Spiegelung des Graphen von p an der x-Achse hervorgeht,
kann entweder begriindet werden, indem jeder x-Wert unter der Abbildung von
p und von g verglichen wird, woran erkannt wird, dass die Punkte (x|p(x))
und (x|g(x)) jeweils symmetrisch beziiglich der x-Achse liegen. Oder es kann
ein beliebiger, aber fester Punkt des Graphen von p an der x-Achse gespiegelt
werden, wobei festgestellt werden kann, dass der Bildpunkt immer auf dem Gra-
phen von ¢ liegt. Die Aussage von Teilaufgabe b) kann entweder nachgerechnet
oder direkt allgemein analog zu Teilaufgabe c) gezeigt werden. Die Kalkiilre-
gel in Teilaufgabe c) kann auf unterschiedliche Weise begriindet werden, durch
Betrachtung von Steigungsdreiecken, durch Anwendung der Produktregel oder
durch Anwendung der Kettenregel. Auch die Aussage in Teilaufgabe d) kann mit
Hilfe einer Spiegelung interpretiert werden, in diesem Fall an der y-Achse. Dann
sind analoge Argumentationen zu denen in Teilaufgabe c) moglich.

10 Im Zuge der Evaluationsstudie (siche Kap. 8) entstand die Uberlegung, dass es eventuell
besser gewesen wire, die erste Kalkiilregel analog zur zweiten auch mit den Argumen-
ten x zu formulieren, da Schiiler diese Schreibweise moglicherweise besser gewohnt sind:
-f (x))/ = —( f! (x)). In der urspriinglichen Konzeption der Aufgabe wurde das Argument
weggelassen, um den Fokus auf den Unterschied zwischen (— f ) und —( f ) zu lenken und
dabei Ablenkung durch die Argumente zu vermeiden.
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Aufgabe 3:

Gegeben sind die ganzrationalen Funktionen p und g mit
p(x) =2x* —x3 —3x2 +2x -2,
q(x) = —p(x).

a) *  Bestimmen Sie den Funktionsterm von q explizit und begriinden Sie, dass der Graph
von q durch Spiegelung des Graphen von p an der x-Achse hervorgeht.
b) *  Begrinden Sie, dass fir die Ableitungen p’ und q’ gilt:
q'(x) = -p'(x).
c) ** Begrlnden Sie auf zweierlei Arten, dass fur jede beliebige, differenzierbare Funktion
f ailt:
&N ==UN.

(Tipp: Verwenden Sie geometrische Uberlegungen wie in Teilaufgabe a) und/oder
Ableitungsregeln.)

d) ** Finden Sie mehrere Begriindungen dafir, dass fiir jede beliebige, differenzierbare
Funktion g gilt:

(9(=2) = —g'(-0).

Abbildung 7.5 Aufgabe 3 der Lernumgebung: Begriindung einer Kalkiilregel

7.1.3 Differenzierungspotenzial der Aufgaben'!

Bei der Entwicklung der Lernumgebung wurden verschiedene Elemente einge-
arbeitet, die fiir Differenzierungspotenzial sorgen.'” So sind bei allen Begriin-
dungs(teil)aufgaben unterschiedliche Arten des Begriindens moglich. Des Weite-
ren ist der gesamte Aufbau der Aufgaben an das Konzept der Bliitenaufgaben
nach Bruder und Kollegen (Bruder 2008; Bruder/Reibold 2010; 2011; 2012;
Bruder et al. 2015; sieche Abschnitt 6.2.3) angelehnt. Das bedeutet, dass die
jeweilige Aufgabe im Zentrum der Lernumgebung aus mehreren Teilaufgaben
besteht, durch die ein mathematischer Zusammenhang aus dem Themenbereich
der Ableitung ganzrationaler Funktionen argumentativ beleuchtet wird. Gemif
dem speziellen Aufbau von Bliitenaufgaben (siehe Abschnitt 6.2.3) sind sowohl
geschlossene als auch selbstdifferenzierende Teilaufgaben enthalten. Die jeweils

"In zusammengefasster Form wurden die grundsitzlichen Uberlegungen zum
Differenzierungspotenzial der Aufgaben, die in diesem Abschnitt dargestellt werden, und zu
den zughorigen Erkenntnissen der Evaluationsstudie (sieche Abschnitt 8.4.5) bereits in einem
Tagungsband der GDM verdtfentlicht (vgl. Bersch 2020a).

12 Ausfiihrliche Erlduterungen zu den in diesem Abschnitt angesprochenen theoretischen
Hintergriinden sind in Abschnitt 6.2 zu finden.
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ersten Teilaufgaben (bzw. die ersten beiden in Aufgabe 3) stellen dabei eine
Einstiegshilfe insbesondere fiir schwéchere Schiiler dar und tragen somit auch
zur Differenzierung bei. Dies soll der Gefahr entgegenwirken, dass offene, selb-
standigkeitsorientierte Lernformen insbesondere lernschwicheren oder unsicheren
Lernenden weniger Lernchancen bieten konnten als stark vorstrukturierter Unter-
richt (Bruder/Reibold 2012, S. 89). Erst iiber die Teilaufgaben hinweg nimmt
der Grad der Offnung zu. Insgesamt kann die Aufgabe im Zentrum der Ler-
numgebung auch als gestuft differenzierende Aufgabe im Sinne von Leuders und
Prediger (2016) angesehen werden, die durch zusétzliche selbstdifferenzierende
Elemente angereichert ist.

Bei allen Teilaufgaben sind stets unterschiedliche Begriindungsarten mog-
lich. Als niedrigschwelliger Einstieg wird in der jeweils ersten Teilaufgabe (bzw.
den ersten beiden Teilaufgaben in Aufgabe 3) mit Hilfe vorgegebener, konkre-
ter Funktionen am Beispiel argumentiert und dadurch auf einen allgemeinen
Zusammenhang hingearbeitet. In der daran anschlieBenden Teilaufgabe wird der
Zusammenhang, der bereits am Beispiel begriindet wurde, verallgemeinert und
allgemein begriindet. Bei Aufgabe 1 und 2 wird dann eine eigene Hypothe-
senbildung mit anschlieBender Begriindung zu einem analogen Zusammenhang
angeregt. Bei Aufgabe 3 wird ein weiterer allgemeiner Zusammenhang vorgege-
ben, der auf unterschiedliche Arten begriindet werden soll. Bei Aufgabe 1 wird
anschlieBend zur Begriindung einer verwendeten Regel aufgefordert, bei Aufgabe
2 wird nach einer alternativen Begriindungsart gefragt. Die letzten Teilaufga-
ben von Aufgabe 1 und 2 fordern dann zu einer Hypothesenbildung hinsichtlich
eines weiteren, mit den vorherigen Teilaufgaben verkniipften Zusammenhangs
einschlieBlich Begriindung auf. Dabei steigt das inhaltliche Niveau insgesamt an,
es sind aber weiterhin Begriindungen auf unterschiedlichen Niveaus moglich. Die
Schiiler bearbeiten die Teilaufgaben in vorgegebener Reihenfolge und gelangen
je nach Leistungsstirke unterschiedlich weit. Im Idealfall kommen alle Lernen-
den mindestens bis zur vorletzten Teilaufgabe, die letzte Teilaufgabe stellt einen
Zusatz fiir besonders leistungsstarke Schiiler dar. Aber selbst fiir die leistungs-
schwichsten Schiiler bietet die erste Teilaufgabe eine Moglichkeit am gleichen
mathematischen Zusammenhang mit Hilfe von Beispielen zu arbeiten.

Die jeweils letzte Teilaufgabe der Aufgaben 1 und 2 ist offen konzipiert.
Dies bietet eine Mitgestaltungsmoglichkeit fiir die Lernenden, sodass eine Dif-
ferenzierung durch die selbststindige Auswahl und Formulierung der Inhalte
die anschlieBend bearbeitet werden, erfolgt. Dies wird von Hennen (2008) als
,hochste Form einer inhaltlichen Differenzierung (ebd., S. 124) bezeichnet.
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Die Lernumgebung ist zwischen einer strikt offenen, selbstdifferenzierenden
und einer geschlossenen Form von Differenzierung einzuordnen. Sie folgt damit
dem Pldadoyer von HuBBmann und Prediger (2007) fiir eine Kombination aus
geschlossener und offener Differenzierung. Einerseits haben die Schiiler die Mog-
lichkeit, individuelle Lernwege zu finden, Mitverantwortung fiir ihr Lernen zu
tibernehmen und auf eigenem Niveau und in eigener Geschwindigkeit zu ler-
nen. Andererseits wird ihnen ein Teil der Verantwortung dadurch abgenommen,
dass die Teilaufgaben mit Hilfe didaktischer Uberlegungen angeordnet sind und
insbesondere die ersten Teilaufgaben eine geschlossene Form aufweisen. Sie wer-
den zudem von allen Lernenden ohne Wahlmdglichkeit bearbeitet. Dadurch wird
den Lernenden der Einstieg in ihren Lernweg zugewiesen und sie konnen sich
in der weiteren Bearbeitung immer freier fiir ihr eigenes Bearbeitungsniveau und
die passende Geschwindigkeit entscheiden. Die vorliegende Lernumgebung bietet
somit insbesondere eine Moglichkeit, Schiiler an offene Differenzierungsformen
heranzufiihren.

7.2  Entwicklung von Formulierungshilfen'’

Zur fokussierten sprachlichen Unterstiitzung der Lernenden wird die zentrale
Aufgabe innerhalb der Lernumgebung durch jeweils auf sie abgestimmte For-
mulierungshilfen ergénzt. In Abschnitt 6.3.4.3 wurde erldutert, wie Sprach- und
Textbausteine eine sprachliche Unterstiitzung darstellen konnen. Aulerdem wurde
die Idee der Wortspeicher zur fokussierten Sprachférderung theoretisch vorge-
stellt. Im Sinne der Autoren, die solche Wortspeicher verwenden!4, konnen diese
sowohl Begriffe als auch sprachliche Wendungen und Sitze beinhalten. Fiir die
vorliegende Arbeit wurden diese Ideen als Basis genommen und weiterentwickelt.
Dabei wird zwischen Formulierungshilfen auf Wortebene und auf Satzebene
unterschieden. Demzufolge wurden zwei verschiedene Varianten von Formulie-
rungshilfen fiir die entwickelte Lernumgebung entworfen, die als Wortspeicher
beziehungsweise Satzbausteine bezeichnet werden. Abgestimmt auf die drei Auf-
gaben wurden jeweils ein Wortspeicher und Satzbausteine entwickelt, sodass
insgesamt sechs Versionen der Lernumgebung vorliegen.

13 In zusammengefasster Form wurden die grundsitzlichen Uberlegungen zur Entwicklung
der Formulierungshilfen, die in diesem Abschnitt dargestellt werden, und zu den zughérigen
Erkenntnissen der Evaluationsstudie (sieche Abschnitt 8.4.6) bereits in einem Tagungsband
der GDM verdffentlicht (vgl. Bersch 2020b).

14 Verboom (2008; 2012; 2017), Gotze (2013; 2015; 2016), Meyer und Prediger (2012).
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Angelehnt an die Ideen zur Konzeption von Wortspeichern im Primarbereich
von Verboom (2008; 2012; 2017) und Gotze (2013; 2015; 2016) und in der
Sekundarstufe I von Meyer und Prediger (2012) wurden Formulierungshilfen
fiir den Einsatz in der Sekundarstufe II entwickelt, indem die Aufgaben von
Experten bearbeitet und deren Formulierungen als Basis genommen wurden. Die
Idee, zentrale Begriffe, Ausdriicke und Satzbausteine als Unterstiitzung fiir die
Sprachproduktion optisch pridsent zu haben, wird aufgegriffen und in den bei-
den Varianten wie folgt ausdifferenziert: Der Wortspeicher (siehe als Beispiel
Abb. 7.7), der in Form von Notizzetteln visualisiert ist, enthilt thematisch grup-
pierte Fachbegriffe und Funktionsworter zur Verkniipfung von Sitzen, die fiir
das Argumentieren typisch sind. AuBerdem gibt es einen Notizzettel, der Platz
fiir eigene Ergidnzungen bietet. So kann der Wortspeicher individuell, wihrend
der Arbeit mit diesem, weiterentwickelt werden. Die Satzbausteine sind Ver-
bindungen von Wortern und Teilsétze, die auf einem abgebildeten Notizblock
vermerkt und durch einen zuséitzlichen Notizzettel mit Funktionswortern ange-
reichert sind (siehe als Beispiel Abb. 7.6). Da die Formulierungshilfen nicht
wihrend der Erarbeitung des betreffenden Wortschatzes eingesetzt werden, son-
dern in einer Unterrichtsphase, in der die verwendeten Begriffe und Wendungen
bereits bekannt sein sollten, werden diese nicht mit den Schiilern gemeinsam
erarbeitet, sondern sind auf dem Aufgabenblatt mit abgedruckt.

Der in dieser Arbeit verwendete Wortspeicher stellt durch die Beschrinkung
auf die Wortebene eine reduzierte Form der Wortspeicher im Sinne von Ver-
boom und Gétze dar. Diese Reduktion basiert auf der Uberlegung, dass der
Wortspeicher erstens nicht bei der Erarbeitung erstellt wird, sondern zur Wieder-
holung und Aktivierung der Begriffe dient, und zweitens nicht in der Primarstufe,
sondern in der Sekundarstufe II eingesetzt wird. Die hier verwendeten Satzbau-
steine sind eine Art erweiterter Wortspeicher verglichen mit Verboom, Gétze oder
Meyer/Prediger, da Wendungen und Teilsitze fiir eine komplette Argumentati-
onsaufgabe in unterschiedlichen Varianten zur Verfiigung gestellt werden und
die sprachliche Komplexitit in der Sekundarstufe II entsprechend hoher ist als
in der Primar- oder niedrigen Sekundarstufe. Dies hat einen groBen Umfang
der Satzbausteine zur Folge. Diese Variante dient nicht nur der Aktivierung
von Begriffen, sondern soll die Schiiler insbesondere beim Verbalisieren und
Formulieren mathematischer Zusammenhinge unterstiitzen und damit auf die
Schiilerschwierigkeiten beim Formulieren und Verschriftlichen eingehen, die in
der vorangegangenen Interviewstudie von Lehrkréiften benannt wurden. Diese
Variante wird auch der Forderung von Prediger (2017, S. 231) gerecht, nicht
isolierte Worter, sondern Satzbausteine in das Zentrum der von ihr sogenannten
Sprachschatzarbeit zu riicken. In beiden Varianten wird die Sprache nicht isoliert
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Abbildung 7.6 Satzbausteine zu Aufgabe 1 der Lernumgebung'>

15 Dje Satzbausteine zu den weiteren Aufgaben sind in Anhang I im elektronischen Zusatz-
material zu finden.
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Abbildung 7.7 Wortspeicher zu Aufgabe 1 der Lernumgebung!'®

gefordert, sondern in der Diskurspraktik des Argumentierens anhand geforder-
ter Begriindungen in Textform, sodass die Spracharbeit nicht auf die Wort- und
Satzebene beschrinkt bleibt, sondern in die Text- und Diskursebene integriert
wird.

Die Unterstiitzung der Lernenden durch Formulierungshilfen kann als Scaffol-
ding bezeichnet werden, da die Begriffe im Wortspeicher und die Satzbausteine
ein Geriist bieten, das speziell auf die Aufgabe abgestimmt und damit nicht
dauerhaft, sondern speziell fiir die Bearbeitung der Lernumgebung vorgesehen
ist. Es kann anschlieBend im Unterricht nochmals darauf zuriickgegriffen und
mit der Zeit dann ganz weggelassen werden. Da diese Unterstiitzung vorab
geplant ist und allen Schiilern angeboten wird, handelt es sich um eine Form
des Makroscaffolding, die bei Bedarf wihrend des Einsatzes spontan durch

16 Dje Wortspeicher zu den anderen Aufgaben sind in Anhang I im elektronischen Zusatz-
material zu finden.
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zusitzliches Mikroscaffolding angereichert werden kann. Einige der Charak-
teristika, die Pertzel und Schiitte (2016) fiir sprachforderliche Strategien und
Techniken im Sinne des Scaffolding anfiihren, sind in der Konzeption der Ler-
numgebung mit den zur Verfiigung gestellten Formulierungshilfen beriicksichtigt
(sieche Abschnitt 6.3.4.2): Die Formulierungshilfen sind so auf die Aufgaben
abgestimmt, dass sie sich direkt auf die sprachlichen Anforderungen der ein-
zelnen Aufgaben beziehen. Durch den gestuften Aufbau der Aufgaben sind
sowohl die inhaltlichen als auch die sprachlichen Anforderungen in leistbare
einzelne Schritte gegliedert, die sich an einer zentralen Idee orientieren und
so insgesamt der Losung einer komplexen Problemstellung dienen. Die Formu-
lierungshilfen sind dabei nur fiir den Zeitraum der Lernumgebung und damit
tempordr begrenzt angelegt. Die sprachlichen Mittel sind derart ausgestaltet,
dass die sprachliche Entwicklung durch eine notwendige reflektierte Auswahl
aus vorgegebenen Vorschldgen und der Moglichkeit des Hinzunehmens eigener
Formulierungen gefordert wird. Sie sind zudem so ausgewihlt, dass die Auf-
merksamkeit auf relevante sprachliche Phianomene gelenkt und die Spezifika der
Textsorte einer mathematischen Begriindung bewusst gemacht werden. Durch das
zusitzlich angebotene Losungsbeispiel (siehe Abschnitt 7.3) steht ein Modell-
text zur Verfiigung, der vorab im Plenum diskutiert werden kann. Durch die
angeregte methodische Ausgestaltung (siehe Abschnitt 7.4) ist auch eine Riick-
meldung zu den formulierten Begriindungen durch Mitschiiler und abschlieend
in Einzelfdllen auch durch die Lehrkraft vorgesehen (vgl. Pertzel/Schiitte 2016,
S. 21 f.).

Durch die Formulierungshilfen auf Wort- und (Teil)Satzebene wird auch die
Sprachproduktion auf Textebene unterstiitzt. Eine zusétzliche Unterstiitzung auf
Textebene liegt durch das ausgearbeitete Losungsbeispiel (sieche Abschnitt 7.3)
vor. Die Schiiler sollen beim Bearbeiten der Aufgaben lernen, ihre Begriindun-
gen schriftlich zu formulieren. Die verwendete Sprache ist also sowohl medial als
auch konzeptionell schriftsprachlich geprigt. Ziel ist eine Verwendung von Spra-
che im bildungs- und fachsprachlichen Register, wobei die Grenzen flieBend sind
(sieche Abschnitt 6.3.1). Die im Wortspeicher zur Verfiigung gestellten Begriffe
sind iiberwiegend fachsprachlich, wobei die aufgefiihrten Funktionsworter eher
auf der Ebene der Bildungssprache einzuordnen sind. Die in der Variante Sarz-
bausteine verwendete Sprache zeigt auch viele fachsprachliche Anteile, die mit
bildungssprachlichen Elementen verkniipft werden.

Die beiden Varianten der Formulierungshilfen kénnen somit auf dem Konti-
nuum Alltagssprache — Bildungssprache — Fachsprache zwischen Bildungs- und
Fachsprache eingeordnet werden, wobei die Satzbausteine tendenziell nidher an
der Bildungssprache zu verorten sind als der Wortspeicher. Dabei ist allerdings
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im Sinne der Differenzierung eine Variation der moglichen Sprachproduktion in
beide Richtungen denkbar. Zieht man analog das Kontinuum von Brunner (2014a)
zum Begriinden heran, so kann die erwartete Sprachproduktion im Bereich des
logischen Argumentierens mit mathematischen Mitteln mit Tendenz hin zum
Beweisen eingeordnet werden. In der in dieser Arbeit verwendeten Terminologie
des Argumentierens als Oberbegriff konnen die Produkte hingegen als Argumen-
tationen, die auch Begriindungen sind, aber tendenziell keine Beweise, bezeichnet
werden.

Was einzelne Lehrkrifte von ihren Schiilern erwarten, wie sie die vorgegebe-
nen Worter oder Satzbausteine in eine schriftliche Begriindung einbauen, hingt
von der implizit vorhandenen Norm in jeder einzelnen Lerngruppe ab, die fiir
die von Tiedemann (2015) als Unterrichtsfachsprache bezeichnete Realisierung
von Bildungs- und Fachsprache im Unterricht gelten. Es handelt sich hier nicht
um die Erarbeitung eines neuen Wortschatzes, sondern mehr um eine Wieder-
holung und Aktivierung, die den Ubergang der Formulierungen vom rezeptiven
oder sogar potenziellen in den produktiven Wortschatz unterstiitzen soll.

Beim Schreiben im Rahmen der Lernumgebung zeigen sich beide Funktio-
nen von Sprache, sowohl die kognitiv-epistemische als auch die kommunikative.
Erstens werden die Lernenden durch die Aufforderung zur schriftlichen Formulie-
rung der Argumentationen zum Ordnen ihrer Gedanken und folglich zu tieferem
Durchdringen der mathematischen Zusammenhinge angeleitet. Zweitens wer-
den die Schiiler durch die Weiterarbeit mit den schriftlichen Produkten bei der
Kommunikation iiber fachliche Inhalte und iiber die Sprache selbst unterstiitzt.
AuBerdem werden als Lerngegenstand die schriftsprachlichen Kompetenzen der
Schiiler im Bereich des Argumentierens und der Analysis gefordert, die sie fiir
die Teilnahme am fachlichen Diskurs inner- und auferhalb des Mathematikunter-
richts brauchen. Durch den Fokus auf die schriftliche Sprachproduktion werden
auch alle weiteren Vorteile genutzt, die das Schreiben im Fachunterricht hat (siehe
Abschnitt 6.3.3).

Insgesamt leistet die sprachliche Sdule der Lernumgebung einen Beitrag
zu einem sprachsensiblen Fachunterricht nach Leisen (2013; 2018; siehe
Abschnitt 6.3.4.1). Die zur Verfiigung gestellten Formulierungshilfen unterstiitzen
insbesondere sprachschwache Schiiler ungeachtet des Ursprungs dieser nach-
teiligen Lernvoraussetzungen. Die Sprache wird durch die Konzentration auf
Formulierungen gefordert, aber nicht isoliert, sondern an Fachinhalten, mit denen
sie untrennbar verbunden ist. Dabei hat das fachliche Lernen trotz allem Vor-
rang vor dem sprachlichen. Abgestimmt auf die jeweilige Aufgabe wurden die
Formulierungshilfen auf Wort- und Teilsatzebene sowie das Losungsbeispiel
auf der Textebene gezielt konzipiert (siche auch Abschnitt 7.3). Dabei sind
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die Aufgaben an sich und deren sprachliche Anforderungen so gewihlt, dass
sie fiir die Lernenden eine fachlich und sprachlich authentische aber bewiltig-
bare Herausforderung darstellen. Die Lernumgebung erfiillt die Eigenschaften,
die Pertzel und Schiitte (2016) fiir Lernaufgaben im sprachsensiblen Unterricht
zusammenstellen (sieche Abschnitt 6.3.4.1): Die Aufgabenstellungen zielen auf
zusammenhéngend formulierte Argumentationen ab, wobei individuelle Losungs-
wege ermoglicht werden und erwiinscht sind. Die Aufgabenstellungen liegen
schriftlich vor, was eine genaue Analyse und Riickfragen von Seiten der Ler-
nenden ermdglicht. Das Losungsbeispiel (siehe Abschnitt 7.3) bietet Anregungen
und Impulse, die den Schiilern zeigen, wie sie bei der Bearbeitung vorgehen
konnen. Die verwendeten Operatoren entsprechen den gewohnlicherweise im
Unterricht verwendeten und die notwendigen Fachinhalte sollten aus dem vor-
angegangenen Unterricht bekannt sein. Die verwendeten Materialien enthalten an
Stellen, die moglicherweise ungewohnlich erscheinen, zusitzliche Kommentare
und Erkldrungen auf einer Metaebene und die Erwartungen an die Produkte des
Argumentationsprozesses sind durch das zusitzliche Losungsbeispiel offengelegt.

Da die Lernumgebung auf Grundlage der Erkenntnisse der Interviewstudie
(siehe Kap. 5) unabhéngig von der Ermittlung von Lernvoraussetzungen in einer
speziellen Lerngruppe entwickelt wurde, konnte auf diese nicht im Speziellen ein-
gegangen werden. Durch die verschiedenen Versionen der Lernumgebung ergibt
sich aber fiir Lehrkrifte die Moglichkeit, fiir die jeweilige Lerngruppe die Ver-
sion auszuwihlen, die sie als am besten geeignet einschitzen. Dies erfordert
die aktive Auswahl durch die jeweilige Lehrkraft auf Grundlage vorausgehender
Beobachtungen sprachlicher Lernvoraussetzungen ihrer Schiiler.

7.3 Konstruktion eines vorangestellten Losungsbeispiels

Ein weiterer Bestandteil der Lernumgebung ist ein vorangestelltes Losungsbei-
spiel (siehe Abb. 7.8), das sowohl als differenzierendes Element als auch als
sprachliches Muster dient und den Schiilern einen Erwartungshorizont fiir ihre
schriftlichen Bearbeitungen der Lernumgebung aufzeigt. Gleichzeitig fordert das
Nachvollziehen des Losungsbeispiels die passive Komponente der Argumen-
tationskompetenz von Lernenden. Dabei werden die Vorteile des Lernens aus
Losungsbeispielen genutzt, die in Abschnitt 6.4.2 aufgezeigt wurden.

Fiir jede der drei Aufgaben wurde ein passendes Losungsbeispiel konstruiert,
das jeweils an die erste Teilaufgabe angelehnt ist. Somit stellen das Losungs-
beispiel und Teilaufgabe a) zusammen ein example problem pair im Sinne von
Atkinson und Kollegen (2000, S. 195) dar. Dies sorgt fiir eine zusitzliche Unter-
stiitzung schwicherer Schiiler, denen der Einstieg in das Argumentieren dadurch
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ermoglicht wird, dass sie parallel zu ihrer Bearbeitung ein Modell nutzen kénnen.
Somit behandeln alle drei Varianten des Losungsbeispiels eine Begriindungs-
aufgabe aus dem Bereich der ganzrationalen Funktionen. Der Fokus auf das
mathematische Argumentieren, das die learning domain des Losungsbeispiels
darstellt, ist nur am konkreten Inhalt der exemplifying domain moglich. Die
Eigenschaften des Losungsbeispiels werden in Metakommentaren am Rand expli-
ziert. Dabei werden auch Strategien vermittelt, wie das Sammeln von Ideen
zur Aufgabe zu Beginn oder das Denken an einen moglichen Adressaten beim
Formulieren der Begriindung. Somit konnen die Losungsbeispiele als triple-
content examples nach der Klassifizierung von Schworm, Renkl und Kollegen
(Schworm/Renkl 2007; Renkl et al. 2009; siehe Abschnitt 6.4.1) bezeichnet wer-
den. Wie fiir die Lernumgebung im Allgemeinen gilt auch fiir das Losungsbeispiel
im Speziellen, dass durch den Themenbereich der Ableitung ganzrationaler Funk-
tionen ein vergleichsweise elementares Gebiet als exemplifying domain gewéahlt
wurde und somit ein relativ grofer Anteil der Kapazitit des Arbeitsgedédchtnisses
auf das mathematische Argumentieren verwendet werden kann. Dadurch sollen
die Lerneffekte der Schiiler im Bereich des Argumentierens moglichst grof3 sein,
wihrend storende Effekte durch fehlendes Vorwissen im inhaltlichen Bereich
moglichst minimiert werden, aber keinesfalls vermieden werden kénnen.

Das jeweils zur Aufgabe passende Losungsbeispiel ist auf einem separaten
Blatt dargestellt. Am oberen Rand findet sich die Beispielaufgabe, die anschlie-
Bend gelost wird. Auf zwei abgebildeten Notizblocken sind zuerst Notizen zur
Aufgabe notiert und anschlieBend zwei mogliche Begriindungen formuliert. Somit
wird eine explorative und eine produktive Phase des Begriindungsprozesses
ausgewiesen. Parallel dazu gibt es Kommentare auf einer Metaebene, die Eigen-
schaften und verwendete Strategien knapp beschreiben und mit Hilfe von Pfeilen
auf die jeweils beschriebenen Elemente verweisen (sieche Abb. 7.8).

Losungsbeispiel 1 thematisiert wie Aufgabe 1 die Achsen- und Punktsym-
metrie von Funktionsgraphen einer Funktion und ihrer Ableitung. Das Losungs-
beispiel begriindet dabei speziell, dass eine konkret durch einen Funktionsterm
gegebene Funktion einen zur y-Achse symmetrischen Funktionsgraphen hat
und dass der Graph der zugehorigen Ableitungsfunktion punktsymmetrisch zum
Ursprung des Koordinatensystems ist. Als ,,Notizen* sind der Funktionsterm und
der Term der Ableitung notiert und deren Exponenten markiert, aulerdem sind
die Bedingungen fiir Punkt- und Achsensymmetrie aufgeschrieben und der Funk-
tionsgraph skizziert. Fiir die Losung der Aufgabe selbst werden zwei alternative
Begriindungen dargestellt. Die erste Variante argumentiert mit Hilfe der Defini-
tion von Achsen- und Punktsymmetrie, die zweite Variante mit Hilfe der Regel
beziiglich der Exponenten ganzrationaler Funktionen (sieche Abschnitt 7.1.2).
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Bearbeiten von Begriundungsaufgaben

Beispielaufgabe:

Begriinden Sie, dass der Graph der ganzrationalen Funktion g mit g(x) = 0,1x* —05x* — 1
achsensymmetrisch zur y-Achse ist und dass der Graph der Ableitung g’ punktsymmetrisch zum
Ursprung ist.

1. Schritt: Notizen machen =

| Schreiben Sie erst alles aud, was thaen tur Aufgabe einfallt,

'-=0.|Q— n.sé—- 1. .
= 04@- 0

Skizze

H eire logs

| Es gibt viele Méglchkeiten, was man notieren kann:

o | e skizen, 1.6, des Funknonsgraphen [
B *  Barechnungen, 1.0 einer snderen Form des Funktionsterms !
P

ocer des Terms der Ableitungsfunktion

2. Schritt: Lésung formulieren <«

— Busformulierte Begrindungen

| enthalten oft schr viel Test. Verwenden
| Sie viele kurze Sitze, damit der Text
| leicht 7 lesen it

| Beim Begrunden gibt es mestens
| Mesfuere Migckheiien, wie man
. argumentseren kann!

| asch Bechmngien konnen in H
1 Begrindungen eingebaut werden!

| Es st sehin, wenn man die Stz
| verknlipht, um die logische Struktur
| einer Argumentation sichtbar zu

+ machen. Die Warts in Wellenlinian
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| Hiestellung angeboten.
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Abbildung 7.8 Eine Variante des Losungsbeispiels zu Aufgabe 1'7

17 Die andere Variante und die Losungsbeispiele zu den anderen Aufgaben sind in Anhang I
im elektronischen Zusatzmaterial zu finden.
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Losungsbeispiel 2 thematisiert wie Aufgabe 2 die Anzahl von Extrema einer
ganzrationalen Funktion, speziell am Beispiel einer konkret definierten Funktion
dritten Grades, deren Funktionsterm in faktorisierter Form gegeben ist. Gezeigt
werden soll, dass die Funktion genau zwei Extrema hat. In den ,,Notizen* zu
dieser Aufgabe sind wesentliche Eigenschaften der Funktion wie der Grad, der
Leitkoeffizient und die Anzahl der Nullstellen notiert. Auerdem ist eine ausmul-
tiplizierte Form des Funktionsterms, eine Berechnung der Ableitungsfunktion,
das Nullsetzen dieser und eine Skizze des Funktionsgraphen dargestellt. Die
eigentliche Losung enthilt wiederum zwei alternative Begriindungsméglichkei-
ten. In der ersten Variante wird aus den gegebenen Eigenschaften der Verlauf
des Graphen beschrieben, der keine andere Moglichkeit als genau zwei Extrema
zulédsst. In der zweiten Variante werden die Nullstellen der Ableitung berechnet
und aus deren zugehorigem Vorzeichenwechsel geschlossen, dass es sich dabei
um Extremstellen handelt.

Losungsbeispiel 3 behandelt analog zu Aufgabe 3 zwei Funktionen, die iiber
ihre Funktionsterme in einem gewissen Zusammenhang stehen. In diesem Fall ist
eine konkrete Funktion f gegeben und eine Funktion g mit g(x) =2 - f(x). Es
soll begriindet werden, dass der Graph von g durch Streckung des Graphen von f
mit Faktor 2 in y-Richtung hervorgeht und dass fiir die Ableitungen gilt: g’(x) =
2f'(x). In den ,Notizen* wird der Funktionsterm von g berechnet, sowie die
Terme der Ableitungsfunktionen von f und g. Auflerdem gibt es einen Hinweis
auf die Faktorregel und eine Skizze, die die beiden Funktionsgraphen zeigt und in
der mit Hilfe von Pfeilen die Streckung des Graphen von f angedeutet ist. In der
eigentlichen Losung der Aufgabe werden zwei Begriindungsvarianten prisentiert.
Die erste betrachtet alle x-Werte unter f und g und folgert die Lage der Punkte
(x]g(x)) und (x| f(x)) in Bezug auf die x-Achse und damit die Streckung des
Graphen von f, um denjenigen von g zu erhalten. Dass g'(x) = 2f/(x) gilt,
wird durch explizite Berechnung der Funktionsterme von f’ und g’ gezeigt. In
der zweiten Variante wird ein beliebiger, aber fester Punkt des Graphen von f
betrachtet und dieser mit Faktor 2 in y-Richtung gestreckt. Da dieser dann auf
dem Graphen von g liegt, folgt die Behauptung. Aus dem Zusammenhang g(x) =
2 f(x) der Funktionsterme wird dann mit der Faktorregel begriindet, dass fiir die
Ableitungen g’(x) = 2f/(x) gilt.

Durch das Losungsbeispiel wird aufgezeigt, wie beim Argumentieren for-
muliert werden kann und sollte, dass mit Begriindungen auf unterschiedlichen
Niveaus gearbeitet werden kann und dass es beim Begriinden nicht eine einzige,
eindeutige Losung gibt. Da keine ausfiihrlichen Losungsschritte dargestellt wer-
den, konnte das Losungsbeispiel in der Terminologie von Renkl und Kollegen
(2004, S. 80) als gelostes Beispielproblem bezeichnet werden. Die Lernenden
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miissen bei der Bearbeitung der Begriindungsaufgaben in der Lernumgebung
einen Prozess durchlaufen, um eine Begriindung zu finden und diese anschlie-
Bend angemessen schriftlich darzustellen. Dieser Prozess wird verkiirzt durch die
beiden Schritte im Losungsbeispiel ,,Notizen machen* und ,Losung formulie-
ren* abgebildet. Um die Gefahr eines falschen Eindrucks zu vermeiden, dass das
Argumentieren eine geradlinige, deduktive Tatigkeit sei, wird der erste Schritt
»Notizen machen” sehr offen dargestellt, ist nicht deduktiv oder argumentativ
angelegt und wird durch Metakommentare am Rand weiter expliziert. Au3erdem
werden zwei mogliche Begriindungen im Losungsbeispiel dargestellt, um aufzu-
zeigen, dass es zu mathematischen Aussagen mehrere mogliche Begriindungen
geben kann und ein Losungsbeispiel keine eindeutige, sogenannte Musterlosung
darstellt. Anstelle von heuristischen Strategien werden in der Lernumgebung im
ersten Schritt heuristische Hilfsmittel wie Skizzen, kurze Berechnungen oder das
Zusammenstellen von bekannten Regeln und Formeln vorgestellt (vgl. Bruder
2003, S. 21, S. 23), die beim Argumentationsprozess hilfreich sein kénnen.

Die drei Varianten des Losungsbeispiels sind jeweils im integrierten Format
dargestellt, sodass bei der Beschiftigung mit diesen keine Zuordnung verschie-
dener Elemente erfolgen muss. Die Metakommentare, die das Losungsbeispiel
selbst am Rand erginzen, verweisen mit Pfeilen direkt auf diejenigen Stel-
len im Beispiel, auf die sie sich beziehen, sodass sie gemeinsam mit den
jeweiligen Elementen wahrgenommen werden kénnen. Zudem wird dadurch die
Aufmerksamkeit der Lernenden auf relevante Elemente des Beispiels gelenkt.

Im Sinne der Differenzierung stellt das Losungsbeispiel unter anderem eine
zusitzliche Hilfestellung fiir schwichere Schiiler dar. Durch die Passung des
Losungsbeispiels zur jeweiligen Aufgabe stellt die Aufforderung zum Bearbei-
ten der Teilaufgaben automatisch eine Aufforderung zur Selbsterkldrung und
damit tieferen Verarbeitung des Losungsbeispiels vor allem fiir leistungsschwé-
chere Lernende dar, da die Ideen des Losungsbeispiels auf die Teilaufgabe
tibertragen werden miissen. Zusitzliche Erkldarungen finden die Lernenden in den
begleitenden Metakommentaren am Rand des Losungsbeispiels. AuBlerdem kann
das Losungsbeispiel durch das gezielte Offenhalten seines Einsatzes fiir unter-
schiedliche Schiiler unterschiedliche Rollen iibernehmen und somit ein weiteres
Differenzierungselement darstellen. So kann das Losungsbeispiel gleichzeitig
sowohl Sprachmuster als auch Argumentationsvorbild und Erwartungshorizont
sein.

Eine wichtige Aufgabe des Losungsbeispiels ist es, den Schiilern ein Sprach-
muster zur Verfiigung zu stellen, anhand dessen sprachliche Eigenschaften einer
ausformulierten Begriindung verdeutlicht werden. Dadurch wird die sprachliche
Unterstiitzung durch die Formulierungshilfen auf Wort- und Satzebene ergénzt
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durch ein sprachliches Muster, das in der Text- und Diskursebene einzuordnen
ist. Das Losungsbeispiel ist dazu an die jeweils gewdéhlte Variante der For-
mulierungshilfen angepasst. Wird die Variante Wortspeicher gewihlt, sind in
der formulierten Begriindung Fachbegriffe und sprachliche Verkniipfungen her-
vorgehoben und kommentiert. Wird die Variante Satzbausteine eingesetzt, sind
im zugehorigen Losungsbeispiel Teilsdtze markiert und beschrieben. Ein grofer
Unterschied zu den sonstigen in der Literatur beschriebenen Losungsbeispielen
besteht darin, dass eine Konzentration auf die sprachlichen Oberflichenmerk-
male explizit gewiinscht ist, wenn auch nicht ausschlieBlich. Durch die Betonung
sprachlicher Elemente trigt das Losungsbeispiel auch zur Reflexion sprachlicher
Eigenschaften bei. In der anschlieBenden eigenen Sprachproduktion konnen die
Lernenden die erkannten Eigenschaften dann selbst einbauen.

7.4 Vorschlage zu Methoden, Sozialformen und Medien

Um die entwickelte Lernumgebung zu einem Gesamtarrangement von Inhalten,
Prozessen, Materialien, Medien, Unterrichtsmethoden, Sozialformen, Kommu-
nikationsformen sowie intendierten Tdtigkeiten von Lehrperson und Lernenden
(sieche Abschnitt 6.1) zu komplettieren, wurden ergénzende Vorschlige zur
methodischen und medialen Gestaltung und zum Einsatz von Sozialformen
sowie zusétzliche optionale Materialien entwickelt. Dazu gibt es fiir Lehrkrifte
Losungsvorschlidge zu den einzelnen Aufgaben, die insbesondere verschiedene
Begriindungsmoglichkeiten fiir die einzelnen Teilaufgaben aufzeigen.

Die Lehrkrifte erhalten fiir den Einsatz der Lernumgebung eine PowerPoint-
Prisentation, die sie bei der Besprechung des Losungsbeispiels einsetzen konnen.
Dadurch wiirden die Lernenden nicht mit allen Informationen, die sich auf dem
Blatt mit dem Losungsbeispiel befinden, gleichzeitig konfrontiert. Fiir den Ein-
satz der Lernumgebung im Unterricht wird den Lehrkréften ein zeitlicher Rahmen
von 90 Minuten vorgeschlagen. Zu Beginn soll das Losungsbeispiel im Plenum
besprochen werden. Hierbei kann optional die PowerPoint-Préisentation verwen-
det werden. Fiir die Arbeit mit der Aufgabe im Zentrum der Lernumgebung wird
ein Ich-Du-Wir-Format vorgeschlagen. Dies entspricht dem Vorschlag von Grave
und Thiemann (2010, S. 19) zum methodischen Einsatz von Bliitenaufgaben und
der Feststellung von Storz (2018, S. 68), dass das Begriinden mit Verstehen auf
individueller Ebene beginnt und dann mit gegenseitigem Uberzeugen auf sozialer
Ebene fortgesetzt wird. Es ist wichtig, dass jeder Schiiler sich erst selbstindig
mit den Aufgaben auseinandersetzt und vor allem eine Losung notiert. Dies dient
der Kompetenzentwicklung im Bereich der schriftsprachlichen Fertigkeiten. Die
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Schiiler erhalten den Auftrag, die Aufgaben der Reihenfolge nach zu bearbeiten,
da die Teilaufgaben zwar unabhéngig voneinander sind, aber gemél der Steige-
rung von Niveau und Offenheit angeordnet. Besonders leistungsstarken Schiilern
konnte als Differenzierungsmafinahme vorgeschlagen werden, die Aufgaben mit
nur einem Stern zu iberspringen. Um die Motivation der Schiiler zu erhohen,
die Losungen auch wirklich ausfiihrlich aufzuschreiben, ist es sinnvoll, wenn
sie dabei fiir einen moglichen Adressaten formulieren. Deswegen arbeiten die
Lernenden in der nédchsten Phase mit einem Mitschiiler zusammen und lesen
gegenseitig ihre Begriindungen. Dabei geben sie sich Feedback sowohl zu den
inhaltlichen Begriindungen als auch zu den Formulierungen. Durch die Adres-
satenorientierung erkennen die Schiiler die Bedeutung genauer Formulierungen.
Damit moglichst Schiiler eines dhnlichen Leistungsstandes zusammenarbeiten,
kommen sie immer dann zusammen, wenn ein Schiiler mit den Aufgaben einer
Sternkategorie fertig ist. Er trifft sich dann mit demjenigen Mitschiiler, der als
nichstes mit der gleichen Kategorie fertig wird, oder direkt vor ihm fertig
geworden ist. Alternativ konnten Phasen der Zusammenarbeit auch nach jeder
Teilaufgabe stattfinden. Am Ende der Arbeitsphase werden im Plenum unter-
schiedliche Bearbeitungen der Schiiler besprochen. Auch dabei wird sowohl auf
unterschiedliche Begriindungen als auch auf Formulierungen eingegangen. Die
Aufgaben, die mit drei Sternen markiert sind und somit tiber das Ziel fiir alle Ler-
nenden hinausgehen, werden nicht im Plenum besprochen. Hier hat die Lehrkraft
die Moglichkeit, individuelles Feedback zu geben. Trotz dieser Uberlegungen
zum Einsatz der Lernumgebung wird die detaillierte Ausgestaltung des Einsatzes
den Lehrkréften tiberlassen, da diese bei ihren Planungen die Eigenschaften ihrer
Lerngruppe und ihren personlichen Unterrichtsstil beriicksichtigen miissen.
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Qualitative Studie zur Evaluation der 8
Lernumgebung

Durch eine qualitative Studie mit 14 Lehrkriften wurde die in Kapitel 7 ent-
wickelte Lernumgebung evaluiert. So wurde untersucht, inwiefern die in der
Lernumgebung umgesetzten Konzepte (sieche Kap. 7) aus Sicht von Lehrkrif-
ten die intendierte Wirkung erzielen und somit eine addquate Moglichkeit fiir
Lehrkrifte bieten, im Analysisunterricht auf die durch die Interviewstudie (siehe
Kap. 5) erkannten Probleme beim Argumentieren zu reagieren. Indirekt wurde
dadurch auch erhoben, wie Lehrkréfte mit der Lernumgebung umgehen und diese
akzeptieren. Dazu sollten folgende Forschungsfragen beantwortet werden:

1. Welche Varianten der Lernumgebung setzen Lehrkrifte wie ein?

2. Welche Erfahrungen machen Lehrkrifte im Unterricht in Bezug auf die in der
Lernumgebung beinhalteten Aufgaben und wie beurteilen sie die Aufgaben?

3. Welche Erfahrungen machen Lehrkrifte mit dem vorangestellten Losungsbei-
spiel?

4. Welche Erfahrungen machen Lehrkrifte hinsichtlich der Formulierungshilfen
Wortspeicher und Satzbausteine beim Einsatz der Lernumgebung?

5. Welche Erfahrungen machen Lehrkrifte hinsichtlich des Differenzierungspo-
tenzials der Lernumgebung?

6. Welche Verbesserungsvorschlidge fiir eine iiberarbeitete Version der Lernum-
gebung konnen aus den Erfahrungen der Lehrkrifte abgeleitet werden?

Ergiinzende Information Die elektronische Version dieses Kapitels enthilt
Zusatzmaterial, auf das iiber folgenden Link zugegriffen werden kann
https://doi.org/10.1007/978-3-658-40969-2_8.
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Die an der Studie teilnehmenden Lehrkrifte wahlten aus den sechs verschiede-
nen Versionen der Lernumgebung (siche Kap. 7) eine' aus und setzten diese in
ihrem Unterricht ein. AnschlieBend wurden ihre Erfahrungen in einem schrift-
lichen Interview erhoben. Durch das gewihlte Design konnte die Expertise von
Lehrkriften genutzt werden, um Unterrichtskonzepte zu evaluieren, deren direk-
ter Einfluss sonst nur schwer messbar ist. Das gewihlte Design orientiert sich
insgesamt an Ideen des Design Research (vgl. z. B. Cobb et al. 2003; 2016;
Prediger et al. 2012; Bakker 2018; Gravemeijer/Prediger 2019). Da jedoch nicht
direkt die Wirkung der Lernumgebung auf die Lernprozesse der Schiiler, sondern
indirekt deren Wirksamkeit durch die Lehrkrifte erhoben wurde, war zunichst
offen, ob eine zirkuldre Weiterentwicklung mit erneuter Erprobung der Lernum-
gebung im Sinne des Design Research moglich wire. Die Ergebnisse zeigen,
dass mit Hilfe der gewihlten Methode interessante Erkenntnisse gewonnen wer-
den konnten, jedoch eine Weiterentwicklung der Materialien auf Grundlage dieser
Erkenntnisse nicht sinnvoll erscheint (siche Abschnitt 8.4).

8.1 Teilnehmende Lehrkrafte

Die Evaluationsstudie fand im ersten Halbjahr des Schuljahres 2017/2018 statt.
Es nahmen 15 Lehrkrifte teil, wovon eine ausgenommen wurde?. Von den
14 verbliebenen Teilnehmern unterrichteten zum Zeitpunkt der Studie vier an
bayerischen Gymnasien, vier an beruflichen Oberschulen (Fachoberschule und
Berufsoberschule) in Bayern, einer am Bayernkolleg und sechs an Gymnasien in
Rheinland-Pfalz. Die Lehrkréifte wurden so ausgewihlt, dass nach dem Prinzip
der maximalen strukturellen Variation (Kruse 2015, S. 242) eine moglichst breite
Vielfalt gegeben war. Aufgrund der Verfiigbarkeit ergab sich ein unausgewogenes
Geschlechterverhiltnis von vier Lehrerinnen und zehn Lehrern. Die Schnittmenge

I Es war intendiert, dass sich die Lehrkriifte fiir eine Version entscheiden, diese einsetzen
und von ihren Erfahrungen damit berichten. Allerdings hielten sich nicht alle Lehrkrifte
daran und setzten teilweise mehrere Versionen oder eine Mischung daraus ein. Die dabei
gemachten Erfahrungen wurden in der Analyse auch mitberiicksichtigt.

2 Die Lehrkraft, die nachtriiglich aus der Studie ausgenommen wurde, fiillte den Fragenbo-
gen, der die Basis fiir das schriftliche Interview darstellte, nur teilweise aus und reagierte
nicht mehr auf weitere Anfragen.
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mit den Lehrkriften, die bereits an der Interviewstudie teilgenommen hatten,
umfasst vier Lehrkrifte, wobei eine davon zwischenzeitlich die Schule gewechselt
hatte3. Sechs Lehrkriifte waren im Alter zwischen 25 und 34 Jahren, vier Lehr-
kréfte im Alter zwischen 35 und 44 Jahren, drei Lehrkrifte im Alter zwischen
45 und 54 Jahren und nur eine Lehrkraft im Alter zwischen 55 und 64 Jahren.
Von den Lehrkriften hatte ein GroBteil eine Berufserfahrung zwischen einem
Jahr und zehn Jahren, drei hatten eine Berufserfahrung von 11 bis 20 Jahren und
zwei eine Berufserfahrung von 21 bis 30 Jahren. Es zeigt sich also, dass die
Teilnehmer tendenziell eher jung waren und eher wenig Berufserfahrung hatten.
Vier der Lehrkrifte setzten die Lernumgebung in zwei Parallelklassen ein. Zwei
davon beantworteten die Interviewfragen gemeinsam fiir beide Klassen, die ande-
ren beiden fiillten die Interviewfragen fiir beide Klassen getrennt aus. Dadurch
ergibt sich eine Gesamtzahl von 16 Interviews als Grundlage fiir die Auswertung.

8.2 Die Methode der schriftlichen Interviews

Fiir die systematische, qualitative Erfassung von Riickmeldungen der Lehrkrifte
zum Einsatz der Lernumgebung wurde die Methode der schriftlichen Interviews
gewihlt. Dabei werden reflexive Schreibprozesse stimuliert und unter Abwesen-
heit des Interviewers in einer, im Vergleich zu miindlichen Interviews, verzogerten
Art und Weise vollzogen. Dies ermdglicht eine Verlangsamung des Denkens und
Reflektierens und gleichzeitig eine Uberarbeitung und spitere Wiederaufnahme
des Schreibproduktes. Trotzdem ist der Schreibprozess im schriftlichen Interview
kommunikativ und reaktiv. AuBerdem ist das Schreibprodukt auf einen konkre-
ten Leser ausgerichtet (Schiek 2014, S. 380). Durch die Schriftlichkeit sind die
AuBerungen in schriftlichen Interviews ,,weniger spontan, besser durchdacht und
erschopfender* (Bortz/Doring 2015, S. 308). Die gewihlte Methode bietet sich
in der vorliegenden Studie vor allem an, um den Lehrkriften geniigend Zeit zur
Reflexion des Unterrichtsgeschehens zu lassen und so eine tiefere Verarbeitung
ihrer Erfahrungen und eine systematische Prisentation dieser zu ermoglichen.
AuBerdem wurde vermutet, dass negative Kritik an der Lernumgebung in der

3 Aufgrund der kleinen Schnittmenge wurden die Daten der Teilnehmer beider Studien nicht
zueinander in Verbindung gebracht.
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distanzierteren Variante eher geduflert wird als in einer face-to-face-Situation
mit der Entwicklerin der Lernumgebung. Im Gegensatz zur vorausgegangenen
Interviewstudie (sieche Kap. 4 & 5) ist hier die Spontaneitit der Antworten weni-
ger relevant. Die Moglichkeit der Riickfragen im schriftlichen Interview kann
wertvolle Erkenntnisse bringen und so auch Unklarheiten beim Verstindnis der
Antworten der Befragten kldren. So ist auch weniger subjektive Interpretation
notwendig.

Fiir die vorliegende Studie wurde die Grundform des Leitfadeninterviews
gewdhlt, um gezielt auf einzelne Aspekte der Lernumgebung eingehen zu kon-
nen. Grundlage des Interviews bot ein Fragebogen®*, der die Leitfragen enthilt
und als Dokument per E-Mail an die Studienteilnehmer iibermittelt wurde. Diese
beantworteten die Fragen schriftlich direkt in das Dokument und schickten es
zuriick. Die Interviewerin hatte dann die Moglichkeit, auf die Antworten zu rea-
gieren und Riickfragen direkt in das Dokument einzufiigen und dieses wiederum
an den Befragten zu iibermitteln. Dieses Verfahren wurde so lange wiederholt,
bis mogliche Unklarheiten beseitigt waren und die Interviewerin alle Fragen als
ausreichend beantwortet einschitzte.

8.3 Auswertungsmethodik

Die schriftlichen Interviews wurden anonymisiert, indem Namen von Personen
oder Schulen geloscht oder ersetzt und konkrete Angaben zu Alter und Berufs-
jahren durch Intervalle ersetzt wurden. AnschlieBend wurden die Daten mit
Hilfe einer qualitativen Inhaltsanalyse (siehe Kap. 4) im Programm f4analyse
ausgewertet’. Zur Erhchung der internen Studiengiite wurde die Checkliste
von Kuckartz (2016, S. 204 f.) herangezogen (sieche Abschnitt 4.5.1). Im ers-
ten Durchgang wurde das Material anhand deduktiv gebildeter Hauptkategorien
codiert. Diese Hauptkategorien wurden auf Grundlage der Forschungsfragen
und der Interviewfragen gebildet. Anschliefend wurden induktiv Subkategorien

4 Siehe Anhang J im elektronischen Zusatzmaterial.

3 Die Teilnehmer unterschrieben in einer Einwilligungserklirung, dass das von ihnen an die
Autorin iibermittelte schriftliche Interview in anonymisierter Form zur Analyse und Aus-
wertung verwendet werden darf und Ausschnitte daraus im Zusammenhang mit der Studie
veroffentlicht werden diirfen.
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abgeleitet. Das endgiiltige Kategoriensystem und spezielle Entscheidungen im
Codierprozess wurden in einem Codiermanual mit Codierleitfaden® festgehal-
ten. Darin wurden die Kategorien definiert und mit Hilfe von Ankerbeispielen
konkretisiert. Ein zweiter Codierer kategorisierte im Anschluss zwei zufillig
ausgewdhlte Interviews mit Hilfe des Codierleitfadens. Dies entspricht dem
von Kuckartz (2016, S. 215 f.) empfohlenen Verfahren zur Berechnung der
Intercoder-Ubereinstimmung zur Uberpriifung der Giite des Codierschemas (siche
Abschnitt 4.5.1). Im ersten Durchlauf konnte eine Ubereinstimmung von circa
78 % erreicht werden. Nach einem konsensuellen Diskussionsprozess der unter-
schiedlich zugewiesenen Codes durch die beiden Codierer auf Grundlage der
Kategoriendefinitionen und einer Anpassung des Kategoriensystems konnte in
einer zweiten Uberpriifung eine Ubereinstimmung von circa 86 % erreicht
werden. Lotz et al. (2013, S. 94) schlagen eine Grenze von 85 % als Mindest-
anforderung fiir eine angemessene Intercoder-Ubereinstimmung vor. Diese wurde
somit erreicht. Die beim konsensuellen Codieren getroffenen Entscheidungen und
aufgefallenen Spezifika bei der Analyse wurden dann vom ersten Codierer auf die
nicht-konsensuell codierten Interviews iibertragen, um die Studiengiite insgesamt
zu erhohen.”

8.4 Ergebnisse

Abbildung 8.1 zeigt einen Uberblick iiber die Hauptkategorien des Kategorien-
systems®. Die Ergebnisse werden im Folgenden sortiert nach Hauptkategorien
dargestellt.

6 Siehe Anhang K im elektronischen Zusatzmaterial.

7 Ein konsensuelles Codieren des gesamten Materials durch zwei Codierer war aufgrund der
Rahmenbedingungen der Studie nicht moglich.

8 Siehe Anhang K im elektronischen Zusatzmaterial.
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—' Gewdhlte Aufgabe, gewahlte Variante |

—' Beschreibung der Umsetzung |

—' Evaluation des Losungsbeispiels |

—' Evaluation der Aufgaben |

—' Evaluation des Differenzierungspotenzials |
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—' Evaluation der Formulierungshilfen/sprachliche Schwierigkeiten |

—' Anderungswiinsche |
—' Schulart |
—' Personliche Angaben |

Abbildung 8.1 Hauptkategorien der qualitativen Inhaltsanalyse der schriftlichen Inter-
views

8.4.1 Gewabhlte Versionen der Lernumgebung

In der Hauptkategorie Gewdhlte Aufgabe, gewdhlite Variante wurden Segmente
codiert, die zeigen, welche Aufgabe und welche Variante der Formulierungshilfen
die Lehrkrifte aus welchen Griinden gewihlt haben. Abbildung 8.2 zeigt die
zugehorigen Subkategorien.

Aufgabe 1 wurde 8-mal, Aufgabe 2 wurde 9-mal und Aufgabe 3 nur 3-mal
gewihlt. Dabei gab es Lehrkrifte, die zwei oder alle drei Aufgaben auswihl-
ten und entweder in parallelen oder in der gleichen Klasse einsetzten. Mogliche
Erkldarungen und Griinde fiir die seltenere Wahl der dritten Aufgabe konnten
sein, dass diese nicht auf einer Schulbuchaufgabe basiert und moglicherweise
den Lehrkriften deswegen fremder erscheint. Aulerdem ist die Aufgabe abstrak-
ter und es gibt weniger Moglichkeiten einer kalkiilorientierten Herangehensweise.
Die Lehrkrifte gaben fiir ihre Wahl der Aufgabe oft zeitliche, thematische oder
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relevanzbezogene Griinde an. Eine Lehrkraft begriindete ihre Wahl der ersten
Aufgabe mit Ausschlusskriterien fiir die zweite und dritte: ,,Aufgabe 3 finde ich
vom Inhalt her nicht interessant und Aufgabe 2 war zu dem Zeitpunkt noch
nicht behandelt (Extremstellen)* (05al1SBGymBy, Absatz 5). Eine Lehrkraft gab
an, dass Aufgabe 3 gewihlt wurde, da der inhaltliche Zusammenhang, der darin
thematisiert wird, bereits im Unterricht besprochen wurde.

Abbildung 8.2
Subkategorien der
Hauptkategorie ,,Gewihlte
Aufgabe, gewihlte
Variante*

—| Aufgabe 2 |
—| Aufgabe 3 |

—| Satzbausteine (Variante 1) |

—| Wortspeicher (Variante 2) |
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Die beiden Varianten Satzbausteine und Wortspeicher wurden mit 9- bezie-
hungsweise 10-mal ungefihr gleich hiufig gewihlt. Dabei ist kein offensichtlicher
Zusammenhang zwischen gewdhlter Aufgabe und gewihlter Variante zu erken-
nen. Auch bei der Variante gab es Lehrkrifte, die beide Varianten zeitgleich oder
nacheinander einsetzten. Meist war der Grund fiir die Wahl der Satzbausteine
die konkrete, umfangreichere Unterstiitzung fiir die Schiiler in dieser Variante.
Die Wahl auf den Wortspeicher fiel meist wegen des geringeren Umfangs, bei-
spielsweise um zu fordern, ,,dass die Schiiler eigene Formulierungen finden*
(142WSGymRLP, Absatz 4).

Insgesamt ist die Verteilung der Aufgaben und der Varianten iiber die
unterschiedlichen Schularten hinweg ausgeglichen.
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8.4.2 Beschreibung des Einsatzes der Lernumgebung im
Unterricht

Mit der Hauptkategorie Beschreibung der Umsetzung wurden Segmente codiert,
die zeigen, wie die Lehrkrifte die Lernumgebung im Unterricht einsetzten. Diese
Segmente ergaben sich vorrangig aus der folgenden Frage im zugrunde liegenden
Fragebogen: ,,Beschreiben Sie moglichst detailliert, wie Sie die Lernumgebung
im Unterricht eingesetzt haben: (Zeiteinteilung, Themenblock, Vorwissen der
Schiiler, Sozialform, Methoden, Unterrichtsphase, etc.)*. Die Subkategorien, die
sich in dieser Hauptkategorie induktiv ergaben, sind in Abbildung 8.3 dargestellt.

—| Einbettung des Einsatzes der Lernumgebung im Unterrichtsfortgang |

—| Methoden/Sozialformen/Materialien |
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—| Explizite Nennung von Dingen, die nicht umgesetzt wurden |

Abbildung 8.3 Subkategorien der Hauptkategorie ,,Beschreibung der Umsetzung*

Wie vorgesehen setzten die meisten Lehrkrifte die Lernumgebung im Bereich
der Untersuchung ganzrationaler Funktionen ein, teils als Wiederholung, teils als
Abschluss der Unterrichtssequenz, teils als ,,Stunde vor den Ferien“ oder als
Priifungsvorbereitung fiir Klausur oder Abitur. Somit hatten die Schiiler zwar
unterschiedliche inhaltliche Voraussetzungen bei der Arbeit mit den Aufgaben,
brachten aber theoretisch das notwendige Vorwissen mit. Drei Lehrkrifte nann-
ten explizit Ziele, die sie mit der gewihlten Version der Lernumgebung erreichen
wollten, ndmlich Vorwissensaktivierung, Klausur- und Abiturvorbereitung.

In den methodischen Vorschlidgen, die die Lehrkrifte mit den Materialien
erhielten, die aber nicht verpflichtend umzusetzen waren, wurde ein zeitlicher
Rahmen von 90 Minuten fiir die gesamte Arbeit mit der Lernumgebung vorge-
schlagen. Beim konkreten Einsatz der Lernumgebung wurde der zeitliche Rahmen



8.4 Ergebnisse 271

von den Lehrkriften ganz unterschiedlich angesetzt und ausgenutzt. Der gesamte
Einsatz dauerte zwischen 45 und 180 Minuten, wobei die meisten Lehrkrifte die
empfohlene Doppelstunde nutzten. Dabei hatten die Schiiler zwischen 25 und 90
Minuten Zeit fiir die Arbeit mit den Aufgaben. Die Besprechung dauerte zwischen
0 und 90 Minuten.

In den methodischen Vorschldgen war eine Ich-Du-Wir-Methode vorgeschla-
gen worden (siehe Abschnitt 7.4). Diese wurde nicht immer eingesetzt, aber die
Schiiler arbeiteten zumindest immer selbstéindig, in Einzelarbeit, in Partnerar-
beit oder in Kleingruppen mit den Aufgaben, sodass sie die Moglichkeit zur
Selbsttitigkeit und eigenstindigen Formulierung hatten. Ein Austausch zwischen
den Schiilern iiber ihre Bearbeitungen und eine gemeinsame Reflexion im Ple-
num fand jedoch nicht immer statt. Drei Lehrkrifte gaben explizit an, dass sie
die Aufgaben am Ende nicht mit den Schiilern besprachen. Das vorangestellte
Losungsbeispiel, das nicht als optional, sondern als fester Bestandteil der Ler-
numgebung ausgewiesen war, wurde auch nicht immer eingesetzt und einmal
als eine Art Losungskontrolle nach der Bearbeitung der Aufgaben. Die meis-
ten Lehrkrifte setzten das Losungsbeispiel zu Beginn der Lernumgebung ein,
jedoch gab es auch hier Unterschiede in der methodischen Ausgestaltung. Meist
wurde das Losungsbeispiel mit der optionalen PowerPoint-Prisentation bespro-
chen. Nur einzelne Lehrkrifte verzichteten auf die PowerPoint-Présentation. Die
meisten Lehrkrifte gaben an, das Losungsbeispiel mit den Schiilern gemeinsam
im Plenum besprochen zu haben. Teils wurden die Schiiler mit einbezogen, indem
sie das Losungsbeispiel vorlasen, miindlich zusammenfassten oder vorab eine
Losung vorschlugen; teils wurde das Losungsbeispiel aber auch von der Lehr-
kraft allein prisentiert. Einzelne Lehrkrifte berichteten explizit, dass sie bei der
Besprechung des Losungsbeispiels auf spezielle Punkte hinwiesen, wie auf die
gewiinschte Genauigkeit oder auf spezielle Formulierungen.

8.4.3 Evaluation des Losungsbeispiels

In der Hauptkategorie Evaluation des Losungsbeispiels finden sich Aussagen, die
das Losungsbeispiel evaluierend thematisieren und Antworten auf Fragen, die auf
das Losungsbeispiel bezogen waren. Die induktiv gebildeten Subkategorien sind
in Abbildung 8.4 dargestellt.
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—| Keine Wertung, reine Beschreibung |

—| Verbesserungsvorschlage zum Losungsbeispiel |

—| Losungsbeispiel nicht verwendet |
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—| Kein Teil der Antwort auf das Losungsbeispiel bezogen |

Abbildung 8.4 Subkategorien der Hauptkategorie ,,Evaluation des Losungsbeispiels*

Obwohl das Losungsbeispiel fester Bestandteil der Lernumgebung und nicht
optional ist, entschieden sich zwei Lehrkrifte explizit gegen den Einsatz des
Losungsbeispiels. Bei der einen Lehrkraft handelte es sich um einen zweiten
Einsatz einer anderen Version der Lernumgebung in derselben Klasse, was sie
als Grund angab, dass das Losungsbeispiel nicht mehr notwendig gewesen wiire.
Die andere Lehrkraft entschied sich bewusst gegen das Losungsbeispiel, da sie
,.die Induktion kiinstlicher Denkschemata vermeiden wollte* (0823SBGymBy,
Absatz 31). Abgesehen von dieser Lehrkraft gibt es von allen Lehrkriiften
(unter anderem) positive AuBerungen zum Losungsbeispiel. Neben allgemei-
nen Kommentaren wie ,hat gut funktioniert (FBO21SBFOSKolBy, Absatz 17)
oder ,,sinnvoll und hilfreich* (FBO33WSGymRLP, Absatz 15) wurden einzelne
Aspekte positiv hervorgehoben: die Orientierung fiir die Schiiler, die enthaltene
Skizze, die Ausfiihrlichkeit, der Modellcharakter, die Einteilung in zwei Schritte
und zwei mogliche Begriindungen, die verwendeten Pfeile und die Eigenschaft
als ,,Eisbrecher und Einstiegshilfe. Auerdem wurde teilweise die Funktionalitiit
des Losungsbeispiels begriindet, beispielsweise durch die Hilfe fiir Sprachge-
brauch und Argumentation, durch die Forderung eines Grundverstindnisses oder
durch die gezielte Auseinandersetzung mit Argumentationsproblemen. Insgesamt
zeigt sich ein breites Spektrum an positiven AuBerungen zum Losungsbeispiel.
Dieses wurde ergiinzt durch negative AuBerungen, einerseits zum Losungsbeispiel



8.4 Ergebnisse 273

an sich und andererseits zum Umgang der Schiiler mit dem Losungsbeispiel.
Es wurde kritisiert, dass zu viel vorbesprochen wiirde, die Begriindungen zu
umfangreich seien, dass es ,,liberfrachtet” wirke und dass der unbekannte Begriff
des Leitkoeffizienten verwendet wiirde. Auflerdem wurde beschrieben, dass sich
die Schiiler zu wenig daran orientierten und dass diese den Sinn fiir die erste
Teilaufgabe im Anschluss nicht mehr sahen. Zudem gab es einen Verbesserungs-
vorschlag, ndmlich, das Losungsbeispiel als Liickentext zu formulieren, sodass
die Schiiler ihr Vorwissen bei der Besprechung einbringen miissen. Auflerdem
schrieb eine Lehrkraft in der Reflexion, dass sie das Losungsbeispiel vielleicht
hitte intensiver nutzen sollen. Bei einzelnen Lehrkriften kam die Bedeutung des
Losungsbeispiels nicht richtig an, was beispielsweise aus folgender AuBerung
geschlossen werden kann:

Ich habe aus Zeitgriinden die Losung kurz unter die Dokumentenkamera gelegt und
die Schiiler die Losungen lesen lassen. Es gab wenig Riickfragen und deshalb nehme
ich an, dass die bereitgestellten Losungen sinnvoll waren. — Riickfrage: Haben sich die
Schiiler beim Bearbeiten der Aufgaben am Losungsbeispiel orientiert? — Das kann ich
nicht beurteilen, weil ich habe die Schiiler in Ruhe arbeiten lassen und die Losungen
nicht angeschaut. Aber viele meinten ja. Die guten Schiiler meinten, dass die Aufgabe
1 ja total einfach wire, weil man genau das Gleiche hinschreiben kann wie beim
Losungsbeispiel.

(FB05alSBGymBy, Absatz 37-42)

Auffillig ist, dass nur zwei Lehrkrifte das Differenzierungspotenzial des
Losungsbeispiels in ihren Riickmeldungen erwihnten und das auch nur impli-
zit. Eine Lehrkraft formulierte der Einsatz des Losungsbeispiels sei ,,[a]bsolut
sinnvoll um alle (auch schwichere) genau einzuweisen und Mut zum Anfangen
zu geben* (FB132SBGymRLP), eine andere bezog sich auf schwichere Schii-
ler: ,,Sehr sinnvoll, da schlechtere Schiiler oft nur mit Algorithmen arbeiten und
derartige Aufgabenstellungen nicht bearbeiten. So konnten sie die Losung des
Beispiels auf ihre Aufgabe iibertragen” (FB152WSFOSKolBy). Moglicherweise
deutet die fehlende Thematisierung des Differenzierungspotenzials durch die
Lehrkrifte darauf hin, dass sich die intendierte Wirkung nicht entfaltete oder die
Lehrkrifte das Differenzierungspotenzial des Losungsbeispiels nicht erkannten.
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8.4.4 Evaluation der Aufgaben

Mit der Hauptkategorie Evaluation der Aufgaben wurden Segmente codiert, in
denen die Aufgabe im Zentrum der Lernumgebung, deren Inhalte, die Tei-
laufgaben oder die Formulierung der Aufgaben thematisiert wurden, in denen
die Aufgaben gegebenenfalls miteinander verglichen wurden und die Antwor-
ten auf Fragen enthalten, die auf die Aufgaben bezogen waren. Innerhalb dieser
Hauptkategorie ergaben sich die Subkategorien, die in Abbildung 8.5 dargestellt
sind.

—| Positives zu den Aufgaben/Vergleich der Aufgaben |

—| Schiilerschwierigkeiten beim Bearbeiten der Aufgaben |

—| Teilaufgaben |

—| Verbesserungsvorschlage zu den Aufgaben an sich |
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—| Kein direkter Bezug zu den Aufgaben |

Abbildung 8.5 Subkategorien der Hauptkategorie ,,Evaluation der Aufgaben*

Zu allen drei Aufgaben wurden positive Aspekte genannt und teils spezifi-
ziert. Beispielsweise erlduterte eine Lehrkraft, die sich fiir Aufgabe 2 entschieden
hatte: ,,Aufgabenstellungen sind sehr ansprechend fiir Schiiler. Schiiler konnen
ihre Kenntnisse iiber Funktionen anwenden und mit verschiedene [sic.] Mog-
lichkeiten begriinden* (FB152WSFOSKolBy, Absatz 2). Die Verstidndlichkeit der
Aufgabenstellung und der Formulierungen wurde mehrfach und in Bezug auf
alle Aufgaben genannt. Es wurde auch insbesondere die Eignung zur Forderung
der Kompetenz des Argumentierens mehrfach angefiihrt. Aulerdem berichtete
eine Lehrkraft auch explizit von inhaltlichen Verbesserungen bei den Schiilern.
Diejenigen Lehrkrifte, die mehrere Aufgaben miteinander verglichen, konnten
mehrheitlich keine Unterschiede feststellen. Eine Lehrkraft stellte heraus, dass
Aufgabe 2 den Schiilern besser gefiel als Aufgabe 1, unter anderem, da die
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Thematik rund um Extremstellen ,,mehr Spaf3 [macht] als das formel- und alge-
bralastige Priifen der Symmetrie* (FBO5Sb2WSGymBy, Absatz 18). In Bezug auf
einzelne Teilaufgaben ist auffillig, dass nur Lehrkrifte, die sich fiir Aufgabe 1
entschieden hatten, die mangelnde Abgrenzung der einzelnen Teilaufgaben kri-
tisierten. Die Riickmeldungen zur letzten, sehr offenen und fiir leistungsstarke
Schiiler gedachten Teilaufgabe waren sehr unterschiedlich. Teils wurde sie als
selbst fiir starke Schiiler zu schwer empfunden, teils wurde sie als positiv fiir die
Differenzierung herausgehoben und teils wurde angemerkt, dass die Zeit nicht
ausreichend war, um auch diese letzte Teilaufgabe zu bearbeiten.

In Bezug auf die Bearbeitung der Aufgaben berichteten alle Lehrkrifte von
Schwierigkeiten der Schiiler unterschiedlicher Art. Schwierigkeiten, die sich
direkt auf das Begriinden beziehen, wurden dabei nur selten erwéhnt. Meist
ging es in Zusammenhang mit dem Begriinden hauptsichlich um das Formu-
lieren und Verschriftlichen der Begriindungen (siehe Abschnitt 8.4.6). Einzelne
Lehrkrifte berichteten von mangelnder Motivation seitens der Schiiler, von Pro-
blemen, die Aufgaben graphisch zu 16sen und von der Symbolik, die den
Schiilern Schwierigkeiten bereitete. Hiufig wurde von Schwierigkeiten mit den
abstrakteren, allgemeineren und damit schwierigeren Teilaufgaben, mit Transfer-
leistungen oder Inhalten, die so noch nicht besprochen worden waren, berichtet.
Beispielsweise berichtete eine Lehrkraft: ,,Um so [sic.] abstrakter und allgemei-
ner wurde [sic.], desto schwerer taten sich auch die Schiiler. Das liegt sicherlich
auch daran, dass, gerade die schwachen SuS, nur nach Kochrezept arbeiten
und nicht wirklich die mathematischen Zusammenhinge dahinter verstehen®
(FB0912WSFOSKolBy, Absatz 22). Auffillig ist dabei, dass AuBerungen die-
ser Art nur von Lehrkriften stammen, die an der Beruflichen Oberschule oder
am Bayernkolleg arbeiteten. Auflerdem hatten die Schiiler inhaltliche Schwie-
rigkeiten mit den Aufgaben. Dies fiihrten die Lehrkrifte auf fehlendes Vorwissen
oder geringe Mathematikkenntnisse zuriick, die sich dann als Hiirde fiir das Argu-
mentieren herausstellten. Hiufig, aber nicht ausschlieBlich, betrifft dies Schulen
des zweiten Bildungsweges. Drei Lehrkrifte gaben sogar an, dass den Schiilern
tendenziell alles schwerfiel. Zwei dieser Lehrkrifte unterrichten an Gymnasien
in Rheinland-Pfalz, eine an einer nicht-gymnasialen Schule in Bayern. Alle drei
Lehrkrifte hatten sich (unter anderem) fiir Aufgabe 3 entschieden.

Die Verbesserungsvorschldge im Bereich der Aufgaben passen grofteils zu den
berichteten Schwierigkeiten der Schiiler. So wiinschen sich einzelne Lehrkrifte
weniger Abstraktion, dafiir aber mehr Aktivierung des Vorwissens und einfachere
Inhalte. AuBlerdem wiinschte sich eine Lehrkraft eine andere Unterteilung der
Aufgaben sowie Titel fiir die Aufgaben, um darauf verweisen zu konnen. Eine
Lehrkraft schlug aulerdem eine néchste Stufe mit weniger Hilfen vor.
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8.4.5 Evaluation des Differenzierungspotenzials’

In der Hauptkategorie Evaluation des Differenzierungspotenzials wurden insbe-
sondere Antworten auf die Leitfrage ,,Ist die Lernumgebung zur Differenzierung
beim Argumentieren im Analysisunterricht geeignet? Warum oder warum nicht?*
und zudem Aussagen zum Differenzierungspotenzial, die an anderer Stelle
gemacht wurden, gesammelt. Induktiv ergaben sich hieraus die Subkategorien,
die in Abbildung 8.6 dargestellt sind.

—| Positiv |

—| Keine Wertung, reine Beschreibung |
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—| Verbesserungsvorschlage zum Differenzierungspotenzial |

Abbildung 8.6 Subkategorien der Hauptkategorie ,,Evaluation des Differenzierungspoten-
zials*

Auffillig ist, dass es in diesem Bereich keinerlei negative AuBerungen gab.
Nur zwei Lehrkrifte duBerten sich nicht positiv iiber das Differenzierungs-
potenzial, sondern machten nur Verbesserungsvorschlige. Zudem gab es zwei
Beschreibungen, die in den Bereich der Differenzierung einzuordnen sind, die
jedoch nicht wertend sind. Dabei geht es zum einen um einen Schiiler mit
Asperger-Syndrom und wie dieser mit den Aufgaben arbeitete und zum ande-
ren darum, dass nicht alle Schiiler alle Aufgaben bearbeiteten. Die sehr vielen
positiven AuBerungen zum Differenzierungspotenzial wurden teils nicht weiter
begriindet, meistens aber benannten die Lehrkrifte, warum sie der Lernumge-
bung ein hohes Differenzierungspotenzial zuschreiben. Hier wurde angefiihrt,

 Uberblicksartig ~ wurden erste  Uberlegungen zu den Erkenntnissen der
Evaluationsstudie hinsichtlich des Differenzierungspotenzials bereits in einem Tagungsband
der GDM verb6ffentlicht (vgl. Bersch 2020a). Die Auswertungen wurden fiir diese Arbeit aber
noch einmal iiberarbeitet.
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dass verschiedene Begriindungsmoglichkeiten zugelassen werden und alterna-
tive Begriindungsmoglichkeiten eine inhaltliche Differenzierung ermoglichen.
AuBerdem wurde genannt, dass die Steigerung des Niveaus einen Einstieg fiir
alle Schiiler ermoglicht und gleichzeitig leistungsstarke Schiiler herausfordert.
Auch wurde die differenzierende Wirkung unterschiedlicher Arbeitstempos und
Sozialformen erwihnt. Zudem wurden Aspekte genannt, die so nicht vorab
intendiert waren, die sich aber dadurch ergaben, dass die Lehrkrifte meh-
rere Versionen der Lernumgebung einsetzten. So sorgten die unterschiedlichen
Aufgaben und die unterschiedlichen Arten von Formulierungshilfen auch fiir
Differenzierungspotenzial.

Bei den Anderungswiinschen zum Differenzierungspotenzial handelt es sich
um Einzelmeinungen, beispielsweise nach Hilfekarten zur letzten Teilaufgabe,
noch differenzierteren Aufgabenstellungen und einer néchsten Stufe mit weni-
ger Hilfen. AuBerdem wurde angeregt, mit den Ideen friiher anzusetzen und
bereits dhnliche, differenzierende Aufgabenstellungen im Bereich von linearen
und quadratischen Funktionen zu entwickeln.

8.4.6 Evaluation der Formulierungshilfen und sprachliche
Schwierigkeiten'®

Die Hauptkategorie Evaluation der Formulierungshilfen/sprachliche Schwierigkei-
ten war zunidchst nur fiir die Evaluation der Formulierungshilfen gedacht. Bei
der Kategorisierung fiel dann aber auf, dass die Lehrkrifte in diesem Zusammen-
hang immer wieder von sprachlichen Schwierigkeiten der Schiiler berichteten, auf
welche die Formulierungshilfen genau abzielen, sodass diese Schwierigkeiten in
der Hauptkategorie mitkategorisiert und der Titel der Hauptkategorie angepasst
wurden. Die daraus induktiv entstandenen Subkategorien sind in Abbildung 8.7
dargestellt.

10 Uberblicksartig wurden erste Uberlegungen zu den Erkenntnissen der Evaluationsstudie
hinsichtlich der Formulierungshilfen bereits in einem Tagungsband der GDM ver6ffentlicht
(vgl. Bersch 2020b). Die Auswertungen wurden fiir diese Arbeit aber noch einmal
tiberarbeitet.
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Positiv

—| Aussagen nur zum Wortspeicher |—

Negativ
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—| Aussagen zu Schwierigkeiten im Bereich des Formulierens |

—| Kein Bezug zu den Formulierungshilfen oder sprachlichen Schwierigkeiten |

Abbildung 8.7 Subkategorien der Hauptkategorie ,Evaluation der Formulierungshil-
fen/sprachliche Schwierigkeiten®

Je nachdem fiir welche Variante der Formulierungshilfen sich die Lehrkrifte
entschieden hatten, waren ihre Antworten auf Fragen zu den Formulierungshilfen
auf den Wortspeicher, die Satzbausteine oder auf beides bezogen. Teils dullerten
sich Lehrkréfte auch im Nachhinein vergleichend zu beiden Varianten, obwohl
sie nur eine der Varianten eingesetzt hatten.

Zu beiden Varianten gibt es sowohl positive als auch negative Riickmeldungen,
wobei die positiven itiberwiegen. Eine Lehrkraft, die beide Varianten einsetzte,
formulierte ihr positives Fazit folgendermal3en:

Ohne diese Aufgaben (mit den Hilfen) hiitten einige Schiiler iiberhaupt keine Ahnung
gehabt, wie sie mit solchen Aufgaben starten. Zitat eines Schiilers: ,Solche Aufgaben
sollten mehr in den Unterricht einflieffen, wenn diese immer stirker gefordert werden.
Es ist wichtig, dass sie [sic.] Schiiler iiber Mathematik ,reden‘ miissen und nicht nur
rechnen. Das Rechnen stand bis jetzt zu sehr im Vordergrund.

(FB11123WSSBFOSKolBy, Absatz 55-57)

Die positiven Riickmeldungen zum Wortspeicher wurden teils nidher spezifi-
ziert, vor allem dadurch, dass der Wortspeicher den Erwerb von Fachsprache
unterstiitzt, aber auch als Zusammenfassung dienen kann und den Schiilern den
Anspruch des Begriindens aufzeigt. Negativ wurde am Wortspeicher einerseits
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kritisiert, dass er zu stark vorformuliert sei und die Schiiler dadurch wenig denken
miissten. Im Gegensatz dazu wurde von einer anderen Lehrkraft kritisiert, dass
er als reine Auflistung von Begriffen nicht aufzeige, wie mathematisch argumen-
tiert oder begriindet wird. Auflerdem gab eine Lehrkraft an, dass er kaum von
den Schiilern genutzt wurde, da einige Schiiler ,,auch aufgrund geringer Mathe-
matikkenntnisse mit den Begriffen nicht sicher umgehen [konnen]. Gute Schiiler
versuchen ohne Hilfen zu argumentieren* (FBO62WSFOSKolBy, Absatz 18). Bei
all diesen Nennungen handelt es sich jedoch um Einzelnennungen. Insgesamt
haben sich 7 Lehrkrifte positiv zum Wortspeicher geduBert, davon 2 zuséitz-
lich auch negativ. Nur eine Lehrkraft duferte sich ausschlieflich negativ. Eine
Lehrkraft konnte keine umfassende Evaluation des Wortspeichers vornehmen,
da sich die Schiiler aufgrund fehlender inhaltlicher Vorkenntnisse nicht an das
Argumentieren und somit das Verwenden des Wortspeichers herantrauten.

Auch zu den Satzbausteinen duBlerten sich 6 Lehrkrifte positiv, eine davon
zusitzlich negativ und nur eine Lehrkraft dullerte sich ausschlieBlich negativ.
Diese hatte sich allerdings fiir die Variante Wortspeicher entschieden. Positiv
hervorgehoben wurde die sprachliche Unterstiitzung insbesondere im Bereich des
Argumentierens und Formulierens. So sahen die Schiiler, wie sie mathematische
Aussagen sprachlich miteinander verkniipfen konnen und erkannten so auch den
Zusammenhang zwischen Sprache und Logik. Insbesondere schwichere Schiiler
wurden ermutigt und generell konnten Schiiler ihren Argumentationsstil tiberden-
ken. Auch bei diesen AuBerungen handelt es sich meist um Einzelnennungen.
Hierbei wiederholt sich aber die Sinnhaftigkeit der bereitgestellten Satzbausteine.
Negativ kritisierte eine Lehrkraft, dass den Schiilern durch die Satzbausteine
aufgezeigt werde, was sie nicht konnen und dass es zu viel Hilfestellung sei.
Auflerdem wurde genannt, dass die Problematik im mathematischen Vorwissen
zu suchen sei und nicht bei den sprachlichen Fihigkeiten, und das, obwohl die
Schiiler sprachlich ,,nicht sonderlich begabt* (FBO912WSFOSKolBy, Absatz 28)
seien.

Bei den Lehrkriften, die entweder beide Varianten einsetzten oder sich nichts-
destotrotz vergleichend zu beiden Varianten dufBerten, ist keine Tendenz zu
erkennen, welche der beiden Varianten der anderen grundsitzlich vorzuziehen
ist. Es gibt Lehrkrifte, deren Vergleich zugunsten der Satzbausteine ausfillt,
beispielsweise, da die Schiiler damit besser zurechtkamen oder weil sie mehr Hil-
festellung fiir schwéchere Schiiler bieten und mehr zum Argumentieren anleiten.
Es gibt aber auch Lehrkrifte, die sich fiir den Wortspeicher aussprachen, da bei
diesem nicht so viel vorgegeben ist und die Schiiler dadurch weniger eingeengt
werden. Insgesamt fielen die Vergleiche ausgeglichen aus. Manche Lehrkrifte
untermauerten ihre Begriindung auch durch Bezug auf ihren speziellen Kurs,
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sodass die Schlussfolgerung nahe liegt, dass keine der beiden Varianten grund-
sdtzlich besser ist, sondern die Wahl der geeigneten Variante vom jeweiligen Kurs
bzw. der jeweiligen Klasse abhingt.

Verbesserungsvorschldge im Bereich der Formulierungshilfen, die wiederum
aus Einzelmeinungen bestehen, sind weniger Hilfen vorzugeben, die Hilfen
allméhlich abzubauen und klarer zwischen Aufgabenstellung und Formulierungs-
hilfen zu trennen. Auflerdem wurde von einer Lehrkraft der Wunsch nach
Hinweisen auf typische Fehlerquellen im Bereich des Formulierens geduBert.

Trotz der Unterstiitzung durch die Formulierungshilfen berichteten etwa die
Hilfte der Lehrkrifte von Schwierigkeiten der Schiiler im Bereich der Spra-
che und insbesondere beim Formulieren und Verschriftlichen. Dies bestitigt
die Ergebnisse der Interviewstudie, dass hier ein Problemfeld im Bereich des
Argumentierens liegt, an dem gearbeitet werden muss. Die Formulierungshil-
fen der vorliegenden Lernumgebung bieten hierzu eine Moglichkeit, konnen aber
durch den einmaligen Einsatz noch keine substanziellen Verdnderungen bewirken.
Zudem berichteten Lehrkrifte, dass sich inhaltliche Schwierigkeiten der Schii-
ler auf das Begriinden und insbesondere auf das Formulieren auswirken, sodass
eine Forderung von Sprache und fachlichem Inhalt insbesondere in Verbindung
miteinander wichtig ist.

8.4.7 Anderungswiinsche der Befragten

Im Fragebogen, der den schriftlichen Interviews zugrunde lag, wurden die Lehr-
krifte an mehreren Stellen nach Anderungswiinschen hinsichtlich spezifischer
Aspekte gefragt und zudem an einer Stelle auch in Bezug auf die gesamte
Lernumgebung, und zwar durch die Frage ,,Wiirden Sie die Lernumgebung (in
gleicher oder #hnlicher Form) noch einmal im Analysisunterricht einsetzen?
Wenn ja, was wiirden Sie ggf. vor einem erneuten Einsatz an der Lernumgebung
dndern? Wenn nein, warum nicht?* In der Hauptkategorie Anderungswiinsche
wurden erst alle genannten Anderungswiinsche in den gesamten Interviews
gesammelt und dann diejenigen, die bereits an anderer Stelle, beispielsweise in
Bezug auf das Losungsbeispiel oder das Differenzierungspotenzial, kategorisiert
waren, in separate Subkategorien eingruppiert, um sie nicht doppelt zu betrach-
ten. Abbildung 8.8 zeigt die resultierenden Subkategorien der Hauptkategorie
Anderungswiinsche, wobei unter Bereits innerhalb anderer Hauptkategorien als
Verbesserungsvorschlige kategorisiert mehrere Subkategorien zu verstehen sind,
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die sich jeweils auf Verbesserungsvorschlige zum Losungsbeispiel, zu den For-
mulierungshilfen, zu den Aufgaben an sich und zum Differenzierungspotenzial
beziehen.

—' Anderungswiinsche zu Formulierung/Aufbau der Lernumgebung

—' Anderungswiinsche zum (zusitzlichen) fachlichen Inhalt

—' Bereits innerhalb anderer Hauptkategorie als Verbesserungsvorschliage kategorisiert
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—' Anderungswiinsche zum Einsatz der Lernumgebung I

—' Kein Bezug zu Anderungswiinschen

Abbildung 8.8 Subkategorien der Hauptkategorie ,,Anderungswiinsche*

Wie bereits in den vorhergehenden Abschnitten dargestellt wurde, handelt es
sich bei den Anderungswiinschen zum Losungsbeispiel, zum Differenzierungspo-
tenzial, zu den Formulierungshilfen und zu den Aufgaben um Einzelmeinungen.
Diese konnten zwar umgesetzt werden, allerdings ist unklar, ob damit eine Ver-
besserung erreicht werden konnte, die tatsidchlich ein GrofBteil der Lehrkrifte als
solche ansehen wiirde, da die Meinungen der einzelnen Befragten sehr weit aus-
einander gehen. Ahnlich ist es auch mit den Anderungswiinschen beziiglich der
gesamten Lernumgebung. Die Anderungswiinsche konnten unterteilt werden in
solche, die tatsdchlich im Rahmen der vorliegenden Lernumgebung umgesetzt
werden konnten, beispielsweise die Bereitstellung zusitzlicher unterstiitzender
Materialien oder eine andere Einteilung der Teilaufgaben, und in solche, die
die Entwicklung einer weiteren Lernumgebung notwendig machen wiirden, bei-
spielsweise der Wunsch nach dhnlichen Aufgaben zu anderen Themenbereichen.
Zudem gibt es Wiinsche der Lehrkrifte, die sich nicht durch die Konstruktion
oder Abidnderung von Lernumgebungen an sich realisieren lassen, wie beispiels-
weise die Verfiigbarkeit solcher Aufgaben oder Materialien in Schulbiichern.
Bisher noch nicht genannte, aber in Bezug auf die vorliegende Lernumgebung
umsetzbare Anderungswiinsche sind zu Beginn einen Fokus auf die wesentlichen
Argumentationsschritte zu legen, die dann detaillierter ausgefiihrt werden, und
eine gemeinsame Phase des Losens von Argumentationsaufgaben zwischen dem
Losungsbeispiel und der eigenstindigen Arbeit.
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8.5 Diskussion der Evaluationsstudie

In Riickblick auf die Forschungsfragen konnte durch die vorliegende Studie
die konstruierte Lernumgebung in ihren verschiedenen Versionen aus Sicht von
Lehrkriften evaluiert werden. Dabei zeigten sich durch die positiven Riickmel-
dungen in den schriftlichen Interviews die Qualitidt der Lernumgebung und ihre
Akzeptanz durch Lehrkrifte. Die sehr wenigen Einzelnennungen hinsichtlich
Anderungswiinschen bestitigen die Qualitit der Lernumgebung. Dadurch ist eine
Weiterentwicklung der Lernumgebung und eine anschlieBende erneute Evaluation
nicht als gewinnbringend anzusehen. Vielmehr sollten weitere Lernumgebungen
entwickelt werden, die dhnliche Ideen umsetzen und dem Wunsch der Lehrkrifte
nach weiteren Materialien zu anderen Themen gerecht werden.

Die unterschiedlichen Varianten wurden in etwa gleich hiufig eingesetzt und
auch im Riickblick kann keine der Varianten gegeniiber den anderen hervorgeho-
ben werden. So hingt es wohl stark von Klasse oder Kurs und der zugehdrigen
Lehrkraft ab, welche Variante eingesetzt werden sollte. Dies setzt voraus, dass
Lehrkrifte eine hohe Kompetenz zur Einschétzung ihrer Schiiler besitzen, sodass
sie die passenden Materialien und Unterstiitzungsangebote auswihlen oder auch
selbst entwickeln konnen. Aufgabe 3, die weniger stark an Schulbuchaufgaben
orientiert war, wurde seltener gewihlt als die anderen beiden, die mehr kalkiilori-
entiertes Vorgehen erlauben als Aufgabe 3. Es wire interessant zu untersuchen,
wie Schiiler tatsdchlich mit diesen unterschiedlichen Aufgaben umgehen, und
welche der moglichen Begriindungsarten sie verwenden. Es ist anzunehmen, dass
dies auch stark von der Sozialisation in der jeweiligen Lerngruppe abhingt. Die
Lehrkrifte berichteten von unterschiedlichen Schwierigkeiten, die die Schiiler
beim Bearbeiten der Aufgaben hatten. Insbesondere hinderten Liicken im inhaltli-
chen Grundverstindnis schwichere Schiiler am eigentlichen Argumentieren. Dies
steht in Einklang mit der Erkenntnis von Leuders und Prediger (2012, S. 58), dass
bei vertieftem Forderbedarf im Bereich des Grundverstindnisses von Inhalten,
selbstdifferenzierende Aufgaben allein keine Losung darstellen. Vielmehr kann
das Potenzial selbstdifferenzierender Aufgaben erst dann vollstindig genutzt wer-
den, wenn kein vertiefter Forderbedarf im Bereich des Grundverstindnisses von
Inhalten mehr besteht.

Das vorangestellte Losungsbeispiel wurde zwar nicht von allen Lehrkriften
auf die intendierte Art und Weise eingesetzt, aber trotzdem konnten aus den
Riickmeldungen Riickschliisse iiber dessen Qualitit gezogen werden. Die Riick-
meldungen waren liberwiegend positiv und zeigten, dass das Losungsbeispiel
seine unterstiitzende Funktion bei den Schiilern durchaus erfiillen kann. Trotz
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der Formulierungshilfen als sprachliche Unterstiitzung beobachteten die Lehr-
krifte Schwierigkeiten im Bereich des Formulierens und Verschriftlichens von
Argumentationen. Dies bestitigt die Erkenntnisse aus der Interviewstudie mit
Lehrkriften (siehe Kap. 5), auf welche die vorliegende Evaluationsstudie auf-
baut. Die verwendeten Unterstiitzungsangebote sollten nicht einmalig verwendet,
sondern immer wieder in den Unterricht integriert werden. Das Differenzie-
rungspotenzial wurde durchweg als positiv wahrgenommen und dies hinsichtlich
diverser Aspekte der Lernumgebung. Auch die hier entwickelten Ideen soll-
ten sich nicht auf die Lernumgebung beschrinken, sondern auch in weiteren
Unterrichtsmaterialien zum Argumentieren Anwendung finden.

Fiir die Zukunft wire es wiinschenswert, dass die entwickelten Ideen in wei-
teren Lernumgebungen oder anderen Materialien zum Argumentieren wieder
aufgegriffen werden und so regelmifBig Eingang in den Mathematikunterricht
finden. Dariiber hinaus ist es sinnvoll, Lehrkriften die Gestaltungsprinzipien
zu vermitteln, sodass diese selbstindig passende Materialien fiir ihre Lerngrup-
pen entwickeln und individuell einsetzen konnen und somit insbesondere das
mathematische Argumentieren im Bereich der Analysis fordern'!. Eine weitere
Moglichkeit besteht darin, Lehrkriften aufzuzeigen, wie Aufgaben in Schul-
biichern als leicht zugéngliche Basis fiir Lernumgebungen zum Argumentieren
verwendet werden konnen. Dazu ist es wichtig, das Potenzial dieser Aufgaben zu
erkennen und diese entsprechend anzupassen.

1 Eine bereits durchgefiihrte Lehrerfortbildung hat gezeigt, dass dies moglich ist und bei
Lehrkriften auf positive Reaktionen stoft.
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Hauptziel dieser Arbeit war es, durch eine explorative Interviewstudie mit
Lehrkriften die aktuelle Situation rund um das mathematische Argumentie-
ren im Analysisunterricht besser zu verstehen und die gewonnenen Einsichten
zu nutzen, um einen theoretisch fundierten Unterrichtsvorschlag zu entwickeln
und in der Praxis zu evaluieren. Dadurch wurde angestrebt, die in Kapitel 3
herausgearbeitete Forschungsliicke zu schlieen.

Vorab wurde im ersten Teil dieser Arbeit ein Modell entwickelt, das die Kon-
zepte des Argumentierens, Begriindens und Beweisens in Zusammenhang bringt
und das Begriffsverstindnis dieser Arbeit darstellt. Das Argumentieren wird dabei
im weiten Sinne als ein Prozess verstanden, bei dem mit logischen Schliissen,
Argumenten und Griinden fiir oder gegen Aussagen, Hypothesen, Zusammen-
hinge oder Meinungen gearbeitet wird. Um von mathematischem Argumentieren
sprechen zu konnen, miissen entweder der Gegenstand der Argumentation oder
die verwendeten Schliisse, Argumente und Griinde mathematischer Natur sein
(siehe Abschnitt 2.1.1). Das Argumentieren kann somit unterschiedlich ausgestal-
tet sein, verschiedene Gegenstinde betreffen und verschiedene Ausloser haben.
Das Beweisen wird als spezifische Form des Begriindens verstanden, das wie-
derum eine spezifische Form des mathematischen Argumentierens ist. So ergibt
sich eine Teilmengenrelation, die sich dadurch auszeichnet, dass Prozesse und
Produkte des Beweisens strenger als Prozesse und Produkte anderer Formen des
Begriindens, und Prozesse und Produkte des Begriindens strenger als Prozesse
und Produkte anderer Formen des Argumentierens beurteilt werden. Diese Beur-
teilung findet hinsichtlich der Prézision, sprachlicher Aspekte, der verwendeten
Argumente und Schlussweisen sowie hinsichtlich der thematisierten Inhalte und
der moglichen Teilprozesse statt. Durch die Interviewstudie, die im zweiten Teil
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dieser Arbeit dargestellt ist, konnte gezeigt werden, dass dieses Begriffsverstind-
nis weitgehend in Ubereinstimmung mit dem Begriffsverstindnis von Lehrkriften
ist und somit auch im weiteren Austausch mit Lehrkréften sinnvoll als Basis
dienen kann.

Durch die qualitative, explorativ ausgerichtete Interviewstudie mit Lehrkrif-
ten zum Argumentieren im Analysisunterricht konnen die Forschungsfragen
folgendermaf3en beantwortet werden:

Welchen Stellenwert nimmt die Forderung des mathematischen Argumentierens
derzeit im Analysisunterricht ein?

Die Beantwortung dieser Frage hingt stark vom Begriffsverstindnis des Argu-
mentierens der jeweiligen Lehrkraft ab. So zeigte sich bei vielen Lehrkriiften eine
Zuriickhaltung gegeniiber dem Beweisen und theoretischen Herleiten, wéhrend
andere Formen des Argumentierens durchaus positiv bewertet wurden. Durch die
AuBerungen zur vorgelegten Schulbuchdoppelseite konnte gezeigt werden, dass
die Lehrkrifte Aufgaben mit expliziten Begriindungsaufforderungen groftenteils
positiv gegeniiberstehen und diese sogar geringfiigig besser beurteilen als andere
Aufgaben. Die sogenannten Begriindungsaufgaben werden nach Aussagen der
Lehrkrifte auch im Unterricht eingesetzt und spielen dort eine grofle Rolle. Eher
informelle, oft miindliche Argumentationen und Begriindungen finden so ihren
Platz im Unterricht, beispielsweise auch dadurch, dass Losungswege begriin-
det werden. Begriindungen von Theorie kommen hingegen nicht hiufig vor und
werden, wenn iiberhaupt, von der Lehrkraft prisentiert. Wihrend die sogenann-
ten Begriindungsaufgaben auch in Klausuren eingesetzt werden, werden Beweise
tendenziell nicht gepriift. Insgesamt scheint das Argumentieren im Analysisun-
terricht in gewisser Weise einem Einiiben von Schemata gegeniiberzustehen und
nimmt deshalb teilweise nicht den gewiinschten Stellenwert im Unterricht ein.

Welche Griinde fiir die Forderung des mathematischen Argumentierens im Analysi-
sunterricht konnen aus Auferungen von Lehrkriiften abgeleitet werden?

Die Lehrkrifte kennen eine groBle Bandbreite an Griinden fiir die Forderung
des mathematischen Argumentierens im Analysisunterricht, die sie implizit oder
explizit in den Interviews benannten. Bei allen Befragten fanden sich AuBerun-
gen, die darauf schliefen lassen, dass ihnen das Argumentieren ein personliches
Anliegen ist. Auflerdem sehen fast alle Befragten eine Bedeutung des Argu-
mentierens fiir die Lernenden, beispielsweise zur Forderung inhaltsbezogener,
prozessbezogener und iiberfachlicher Kompetenzen. Weitere Griinde fiir die For-
derung des mathematischen Argumentierens sehen die Lehrkrifte teilweise in
der Eignung zur Lernstandseinschidtzung der Schiiler und als Grundlage fiir
gelungene Unterrichtsgespriache. Des Weiteren nannten knapp die Hilfte der
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Befragten als Begriindung fiir die Forderung des Argumentierens, dass Argumen-
tieren, Begriinden und Beweisen typische mathematische Prozesse darstellen und
somit charakteristisch fiir die mathematische Disziplin sind. Insgesamt blieben
die AuBerungen der Lehrkrifte hinsichtlich der Griinde fiir das Argumentieren
aber oberflichlich und die Vielfalt der genannten Griinde zeigt sich vor allem
durch die Betrachtung der AuBerungen aller Befragten im Gesamten. Die ein-
zelnen Lehrkrifte, die sich alle positiv gegeniiber dem Argumentieren duferten,
begriindeten dies aber ganz unterschiedlich.

Welche Herausforderungen sehen Lehrkrdfte in Zusammenhang mit der Forderung
mathematischen Argumentierens im Analysisunterricht?

Durch die Interviewstudie zeigten sich verschiedene Herausforderungen, auf die
Lehrkrifte und Schiiler im Mathematikunterricht stoen, wenn sie mathematisch
argumentieren wollen oder sollen. Erstens zeigten sich Probleme fiir Lehrkrifte
beim Unterrichten des Argumentierens. Dabei sind vor allem die Korrektur von
Leistungserhebungen, in denen Argumentieren gefragt wird, und die Dominanz
von kalkiilorientiertem Arbeiten im Analysisunterricht zu nennen. Verglichen
mit den beiden weiteren Bereichen, scheinen diese Probleme aber nur geringe
Bedeutung zu besitzen. Zweitens zeigten sich Herausforderungen, die auf die
Rahmenbedingungen des Unterrichts zuriickzufiihren sind, wobei die Schwer-
punkte darin liegen, dass es den Lehrkriften an Unterrichtszeit fehlt und dass
der Unterricht auf die (Abitur-)Priifungsvorbereitung ausgerichtet werden muss,
fiir die das Argumentieren wenig Bedeutung zu haben scheint. Drittens benannten
die Lehrkrifte Herausforderungen im Bereich der Schiiler. Dieser Bereich ist mit
Abstand der am umfangreichsten thematisierte. Dabei berichteten die Lehrkréfte
von zahlreichen Schwierigkeiten, die die Schiiler beim Argumentieren haben,
und zwar verschiedenste Schwierigkeiten wihrend des Argumentationsprozes-
ses sowie Schwierigkeiten durch fehlende, meist inhaltliche, Voraussetzungen
der Schiiler. Besonders dominant zeigten sich Schiilerschwierigkeiten unter-
schiedlicher Art, die unter dem Oberbegriff Sprache zusammengefasst werden
konnen. Dabei handelt es sich besonders um Schwierigkeiten mit der Fach-
sprache, mit dem (schriftlichen) Formulieren von Argumentationen und mit der
notigen sprachlichen Prizision seitens der Schiiler. Neben Schwierigkeiten, die
die Schiiler selbst beim Argumentieren haben, sprachen die Lehrkrifte von Pro-
blemen, die sich in Bezug auf die Schiiler ergeben. Hierbei zeigte sich vor allem
die Heterogenitit der Schiiler als besondere Herausforderung fiir die Lehrkrifte
beim Einbinden des Argumentierens in den Analysisunterricht.
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Als Reaktion auf die Heterogenitdt der Schiiler und die sprachlichen Schwie-
rigkeiten, die sich in der Interviewstudie als zwei dominante Problemfelder
zeigten, wurde im dritten Teil dieser Arbeit eine differenzierende, aufgaben-
basierte Lernumgebung mit sprachforderlichen Elementen zum Argumentieren
mit ganzrationalen Funktionen in sechs Versionen entwickelt. Zur Evaluation
der entwickelten Lernumgebung wurde diese von Lehrkriften im Rahmen einer
qualitativen Studie im Unterricht eingesetzt. Die Erfahrungen der Lehrkrifte
beim Einsatz wurden dann durch Riickmeldungen in schriftlichen Interviews
erhoben. Die Auswertung dieser Interviews zeigte die Qualitdt der entwickel-
ten Lernumgebung sowie die Akzeptanz dieser durch Lehrkriifte. Beziiglich der
verschiedenen Versionen, die sich durch alternative Aufgaben und zwei Varian-
ten von Formulierungshilfen ergeben, zeigten sich keine groflen Unterschiede in
den Riickmeldungen. Vielmehr liegt der Schluss nahe, dass es von Klasse oder
Kurs abhingig ist, welche Version der Lernumgebung am besten geeignet ist.
AuBerdem ist ein inhaltliches Grundverstindnis seitens der Schiiler notwendig,
um sinnvoll mit den Materialien arbeiten zu konnen. Die entwickelten Formulie-
rungshilfen konnen Schiiler sinnvoll bei sprachlichen Schwierigkeiten im Bereich
des Argumentierens unterstiitzen und das Differenzierungspotenzial zeigt sich
als wirksam, um auf die Heterogenitit der Schiiler angemessen zu reagieren.
Auch das entwickelte Losungsbeispiel wurde von den Lehrkriften weitestge-
hend positiv beurteilt. Trotzdem kann ein punktueller Einsatz der entwickelten
Lernumgebung bestehende Probleme und Schwierigkeiten nicht komplett 16sen.
Vielmehr konnte gezeigt werden, wie ein Ansetzen an diesen Schwierigkeiten
fiir Lehrkrifte moglich sein kann. Deshalb ist es wichtig, dass die verwendeten
Gestaltungsprinzipien Eingang in die Unterrichtsplanung von Lehrkréften finden
und bei der Entwicklung weiterer Materialien angewendet werden'.
Nichtsdestotrotz weisen die Studien in der vorliegenden Arbeit auch Beschrin-
kungen auf, die nun kurz thematisiert und mit moglichen alternativen Heran-
gehensweisen verglichen werden. Die vorliegende erste Interviewstudie wurde
so konzipiert, dass die Lehrkrifte vorab nicht dariiber informiert waren, dass
das Argumentieren im Fokus der Interviews stehen wiirde. Dies hatte zum Vor-
teil, dass die Lehrkréfte spontan auf das Thema reagierten und moglichst ihre
Aussagen nicht gemdf3 sozialer Erwiinschtheit formulierten. Aulerdem wurde zu
Beginn keine gemeinsame begriffliche Basis geschaffen, um aus den Interviews
ableiten zu konnen, was die Lehrkrifte mit dem Begriff des Argumentierens

'Sollten Leser dieser Arbeit die entwickelten Materialien im Unterricht einsetzen oder diese
weiterentwickeln, wiirde ich mich sehr iiber eine Kontaktaufnahme zum weiteren Austausch
freuen.
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verbinden. Das hat jedoch gleichermaflien zur Folge, dass nicht alle Lehrkrifte
vor dem Hintergrund des gleichen Begriffsverstindnisses sprachen und so die
AuBerungen in den verschiedenen Interviews nicht ganz problemlos zu ver-
gleichen sind. Moglicherweise hitte eine alternative Interviewkonzeption, in
der erst auf Grundlage des in Teil I dieser Arbeit entworfenen Modells eine
gemeinsame begriffliche Basis geschaffen wird und dann iiber die konkrete Situa-
tion im Analysisunterricht der Befragten gesprochen wird, andere Erkenntnisse
gebracht. Dies hitte auch ermoglicht, verschiedene Aspekte konkret anzuspre-
chen, wenn diese nicht von den Lehrkriften selbst aufgebracht worden wiren. Es
wire auch vorteilhaft gewesen, die Lehrkrifte zu Beginn der Interviews explizit
darauf hinzuweisen, dass mit dem Argumentieren ein weites Begriffsverstind-
nis verbunden wird, das nicht auf das Beweisen eingeengt ist. Dadurch hitten
sich die negativen Konnotationen mancher Lehrkrifte gegeniiber dem Beweisen
moglicherweise weniger stark auf die Interviews ausgewirkt. Welche Variante
letztendlich gewinnbringender ist, ldsst sich nicht abschlieBend bewerten.

Eventuell hitte die Qualitit der Interviewstudie und insbesondere der Auswer-
tung und Interpretation der Ergebnisse durch eine kommunikative Validierung
weiter gesteigert werden konnen, wobei die Ergebnisse nach der Analyse mit den
Befragten diskutiert worden wiren (vgl. Mayring 2016, S. 147). So hitten eventu-
elle Missverstindnisse oder Unklarheiten bei der Interpretation beseitigt werden
konnen. Allerdings hitte solch ein Unterfangen auch in Rechtfertigungen der
Befragten im Sinne sozialer Erwiinschtheit miinden konnen. Eine Erhéhung der
Studiengiite wire auch dadurch moglich gewesen, dass das gesamte Interviewma-
terial von zwei Codierern unabhingig codiert und in einem Prozess konsensuellen
Codierens abgeglichen worden wire?. Durch das qualitative Design, das dem
gewiinschten explorativen Charakter der Studie gerecht wird, lassen sich die
Erkenntnisse nicht ohne Weiteres verallgemeinern. Vielmehr liefen sich aus den
Ergebnissen Hypothesen fiir die Grundgesamtheit bayerischer oder deutscher
Lehrkrifte formulieren, die sinnvollerweise in einer anschliefenden quantitati-
ven Fragebogenstudie iiberpriift werden sollten. Dabei wire es sinnvoll, erst eine
gemeinsame begriffliche Basis sicherzustellen und anschliefend Einschitzungen
einer reprisentativen Stichprobe von Lehrkriften zu erheben. So konnten auch
die verschiedenen explorativ gefundenen Aspekte gewichtet werden.

Die Evaluationsstudie im dritten Teil dieser Arbeit weist ebenso Beschrin-
kungen auf. Da die entwickelte Lernumgebung von Lehrkriften im regulidren

2 Dies war leider nicht moglich, da die Studie von einer Einzelperson und nicht von einem
Team durchgefiihrt wurde.
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Unterricht eingesetzt und dadurch evaluiert wurde, dass die Lehrkrifte ihre Erfah-
rungen in schriftlichen Interviews riickmeldeten, wurden die Unterrichtsstunden
nicht direkt beobachtet und die von den Schiilern produzierten Argumenta-
tionen nicht analysiert. Da diese Arbeit jedoch beabsichtigte, die Perspektive
von Lehrkriften in den Fokus zu nehmen, passte das gewihlte Design zu
dieser Ausrichtung. So konnten durch die Einschdtzungen der Lehrkrifte inter-
essante Erkenntnisse zur Praxistauglichkeit der Lernumgebung im Rahmen des
sonstigen Mathematikunterrichts gewonnen werden. Trotzdem wére es eine inter-
essante Moglichkeit fiir weitere Forschungen, die Lernumgebung erneut einsetzen
zu lassen und dabei mit der Methode von Unterrichtsbeobachtungen weitere
Daten zu sammeln. Dadurch konnten insbesondere auch die Umsetzungen durch
verschiedene Lehrkrifte in verschiedenen Klassen oder Kursen verglichen wer-
den. AuBlerdem wire es spannend, auch die im Rahmen der Lernumgebung
produzierten Argumentationen der Schiiler zu analysieren.

Aus den Erkenntnissen dieser Arbeit ergeben sich weitere Moglichkeiten
fiir anschlieBende Studien. In der Interviewstudie mit Lehrkriften zeigte sich,
dass der Unterricht hiufig verfahrensorientiert ausgerichtet wird und dies viel-
fach mit einer Orientierung an den bevorstehenden Abiturpriifungen begriindet
wird, in denen das Argumentieren keine groBle Rolle zu spielen scheint. In
einer Anschlussstudie sollten deshalb Abituraufgaben hinsichtlich der benétigten
Argumentationskompetenz analysiert und konstruktiv mogliche Priifungsaufga-
ben entwickelt werden, in denen gerade diese Kompetenz stirker gefordert
wird. Im Riickschluss konnte durch eine Anpassung der Aufgabenkultur in den
Abiturpriifungen eine Anpassung der Unterrichtspraktiken erreicht werden.

In dieser Arbeit konnte gezeigt werden, dass nach Einschétzung der Lehrkrifte
sprachliche Schwierigkeiten Hindernisse beim Argumentieren im Analysisunter-
richt darstellen. Dies erdffnet einen weiteren Ansatz fiir kiinftige Forschungen, in
denen Argumentationen von Schiilern beziiglich der verwendeten Sprache analy-
siert werden und darauf aufbauend weitere Materialien zur gezielten sprachlichen
Forderung beim Argumentieren entwickelt werden.

Auferdem bietet es sich an, die iiberblicksartige Schulbuchanalyse, die in
Abschnitt 7.1.1 dargestellt ist, auf weitere Themen der Analysis auszuweiten
und den Einsatz von Begriindungsaufgaben in Schulbiichern im Unterricht zu
untersuchen. Dabei konnten sich sowohl Best-Practice-Beispiele zeigen als auch
Schwierigkeiten identifiziert werden. Beispielsweise konnte analysiert werden, in
welchen Phasen des Unterrichts Begriindungsaufgaben welche Funktion iiberneh-
men konnen, welche Rolle bei der Bearbeitung solcher Aufgaben Schiiler und
Lehrkrifte iibernehmen und wie Lehrkrifte auf auftretende Herausforderungen
reagieren.
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Gleichzeitig ergibt sich eine vielversprechende Forschungsrichtung daraus,
Unterrichtsphasen in den Fokus zu nehmen, in denen neue Inhalte eingefiihrt
werden. Gerade fiir diese Phasen, in denen bislang wenig argumentiert wird,
werden Vorschlidge benotigt, wie die Kompetenz des mathematischen Argu-
mentierens gefordert werden und gleichzeitig das Argumentieren den Erwerb
inhaltsbezogener Kompetenzen unterstiitzen kann.
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