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ZUSAMMENFASSUNG. Die vorliegende Arbeit beruht auf den Resultaten
von Bér-Hanke {iber Randbedingungen fiir Metriken mit unteren Ska-
larkriimmungsschranken. Auf Mannigfaltigkeiten mit kompaktem Rand
entwickeln Bar und Hanke ein weitgehendes Deformationsprinzip zur Klarung
der Frage, ob und wie vorgegebene Riemannsche Metriken unter Einhaltung
unterer Skalarkriimmungsschranken verformt werden konnen, sodass sie im
Ergebnis bestimmte Randbedingungen erfiillen.

In meiner Arbeit verallgemeinere ich dieses Deformationsprinzip auf Mannig-
faltigkeiten mit nicht-kompaktem Rand. Dazu werden bekannte Techniken
aus der Arbeit von Bédr und Hanke mit einer geschickten Konstruktion von

Kragenumgebungen und Uberdeckungen des Randes kombiniert.

ABSTRACT. This thesis is based on work of Bér-Hanke on boundary
conditions for scalar curvature. The research question is about deforming
given Riemannian metrics into new ones with additional boundary conditions,
the whole process preserving lower scalar curvature bounds. For metrics on
manifolds with compact boundary, this problem has been solved, to a large
extent, by recent Biar-Hanke deformation results.

In fact, it is possible to generalize such deformation principle to the non-
compact case. I will do so by using appropriate collar neighbourhoods and

covers of the boundary together with techniques known from Bér and Hanke.
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Kapitel 1
Einleitung

Die Skalarkriimmung ist ein zentraler und in der modernen mathematischen Forschung
viel Beachtung findender Aspekt im Studium der Geometrie von Mannigfaltigkeiten. Die
vorliegende Arbeit beschéiftigt sich im Speziellen mit der Skalarkriimmungsgeometrie auf
Mannigfaltigkeiten mit Rand. Ein Ausgangspunkt fiir dieses Forschungsgebiet ist die klas-
sische Fragestellung, welche kompakten Mannigfaltigkeiten mit Rand eine Riemannsche
Metrik positiver Skalarkriimmung zulassen. Ohne zusétzliche Forderungen an die Me-
trik ist dieses Problem durch Gromovs h-Prinzip gelost: Auf jeder kompakten zusam-
menhingenden Mannigfaltigkeit der Dimension mindestens zwei mit nicht-leerem Rand
existiert eine Riemannsche Metrik positiver Skalarkriimmung, und der Raum all dieser
Metriken ist zusammenziehbar.

Interessanter gestaltet sich die Situation, wenn zusétzliche Randbedingungen an die Me-
trik gestellt werden; etwa an die zweite Fundamentalform oder die mittlere Kriimmung. In
einem solchen Rahmen lassen sich Erkenntnisse dariiber gewinnen, wie die Geometrie einer
umgebenden Mannigfaltigkeit — vertreten durch die Skalarkriimmung — und die Geometrie
ihres Randes — vertreten durch die zweite Fundamentalform oder die mittlere Kriimmung
— zusammen- beziehungsweise wechselwirken.

Konkrete Resultate liefert unter anderem die Arbeit [1] von Bér und Hanke, auf der die-
se Masterarbeit aufgebaut ist. Die Autoren beweisen darin einen Deformationssatz fiir
Riemannsche Metriken auf Mannigfaltigkeiten mit kompaktem Rand, mithilfe dessen eine
vorgegebene Metrik in eine Metrik mit vorgegebener zweiter Fundamentalform des Randes
im Sinne einer Homotopie verformt werden kann; siehe [1, Theorem 27]. Die Krux bei dem
Unterfangen ist, dass der gesamte Deformationsprozess unter der Einhaltung unterer Ska-
larkriimmungsschranken stattfinden soll. Der Deformationssatz ist auch nur anwendbar,
sofern die vorgegebene zweite Fundamentalform kein Ansteigen der mittleren Kriimmung
entlang des Randes beziiglich der nach innen zeigenden Einheitsnormale verlangt.

Weil der Deformationssatz fiir kompakte Familien von Metriken formuliert und bewiesen
wird, gewinnen Bar und Hanke Ergebnisse iiber die topologische Struktur von Riéumen
Riemannscher Metriken mit unteren Skalarkriimmungsschranken und vorgegebenen Rand-
bedingungen (bis auf Homotopie). So fithren einige unterschiedliche Randbedingungen
— wie zum Beispiel die Forderung nach einem total geodétischen Rand und die Forde-

rung nach nicht-negativer mittlerer Kriimmung (,mean convex®) — zu schwach homoto-



piefiquivalenten Radumen von Metriken positiver Skalarkriimmung; siehe [1, Abschnitt 4].
Diese Resultate finden dadurch Berechtigung, dass die Homotopiegruppen der betrachteten
Réume zumindest fiir gewisse kompakte Spin-Mannigfaltigkeiten nicht-triviale Elemente
enthalten. Letzteres diskutieren Béir und Hanke in Abschnitt 4.6 ihrer Arbeit.

Das Ziel dieser Masterarbeit ist es, den Deformationssatz 27 aus [1] auf Mannigfaltigkei-
ten mit nicht-kompaktem Rand zu verallgemeinern. Dabei wird folgende Strategie verfolgt:
Zun#chst deformiert man eine vorgegebene Metrik in einer Art und Weise, dass sie an-
schlieflend eine besser zugdngliche Form nahe des Randes besitzt. Genauer werden alle
Ableitungen in Normalenrichtung der Ordnung > 3 eliminiert und die zweite Ableitung so
angepasst, dass sich mit ihrer Hilfe die Skalarkriimmung nahe des Randes leichter kontrol-
lieren léasst. Der 1-jet bleibt beim ersten Deformationsprozess unberiihrt, d.h. insbesondere
dndert sich die zweite Fundamentalform nicht. Méglich wird die Deformation unter Ein-
haltung der Skalarkriimmungsschranken aufgrund des Flexibilitédtslemmas von Bér-Hanke
aus [2, Theorem 1.2 und Addendum 3.4]. Da das Flexibilitdtslemma keine Kompaktheits-
bedingungen an die Mannigfaltigkeit stellt, besteht bis zu dieser Stelle kein substantieller
Unterschied zur Arbeit [1].

Im zweiten Schritt erfolgt eine Deformation im Stil von [1, Proposition 26]: Mithilfe geeig-
neter Uberdeckungen des Randes einer Mannigfaltigkeit kénnen die Betrachtungen zur
Skalarkriimmung deformierter Metriken dabei zunéchst isoliert iiber einzelnen offenen
und relativ kompakten Randstiicken vonstatten gehen. In dieser Situation bringt man
die von Bér und Hanke entwickelten Techniken zur Anwendung, wodurch endlich viele
Bedingungen an die Konstruktion iiber dem gewé&hlten Randstiick gestellt werden. Da die
Uberdeckung des Randes so gewihlt ist, dass jede zugehérige Menge nur endlich viele an-
dere Mengen in der Uberdeckung schneidet, ergeben sich auch global gesehen nur endlich
viele Bedingungen an jedes Randstiick. Dies ist ein entscheidendes Argument im Beweis.
Die Inhalte der letzten beiden Absétze bilden das Kernstiick dieser Arbeit und werden
in Kapitel 3 behandelt. Ein wichtiges Hilfsmittel bei den Konstruktionen sind Kragenum-
gebungen, welche durch die normale Exponentialabbildung einer Riemannschen Metrik
entlang des Randes definiert sind. Sie hingen explizit von der Wahl der Riemannschen
Metrik ab, sodass bei einer Familie von Metriken auch eine Familie von Kragenumge-
bungen vorliegt. Dieser Umstand bringt fiir die Konstruktionen im dritten Kapitel einen
gewissen technischen Aufwand mit sich. Um zu klidren, wie man damit umgehen kann,
beschiftigt sich Kapitel 2 ausfiihrlich mit solchen geodditischen Kragenumgebungen. Die
Beweise nutzen auch grundlegende Sétze der Analysis — zum Beispiel den Umkehrsatz —
beziehungsweise deren Pendants fiir kompakte Familien von Funktionen. Diese finden sich
in Appendix A und B.

Als Ausblick kénnen zukiinftig dhnliche Untersuchungen zu Homotopiegruppen von Riu-
men Riemannscher Metriken angestellt werden wie in Abschnitt 4 von [1] — nur eben auf
Mannigfaltigkeiten mit nicht-kompaktem Rand. Die Grundlage dafiir ist mit Satz 3.11 aus
dieser Arbeit gelegt.



Kapitel 2
Geoditische Kragenumgebungen

Ein wichtiges Werkzeug in der vorliegenden Arbeit sind spezielle Kragenumgebungen auf
Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit Rand, welche durch die normale Exponentialfunk-
tion entlang des Randes bereitgestellt werden. In einer derartigen Kragenumgebung ist
die zugehorige Riemannsche Metrik — oder genauer die Pullbackmetrik — ndmlich als eine
verallgemeinerte Zylindermetrik gegeben. Solche Kragenumgebungen sollen als geoddtische

Kragenumgebungen bezeichnet werden.

2.1 Unparametrisierte Riemannsche Struktur

Das zweite Kapitel erarbeitet einen rigorosen Beweis der oben genannten Tatsachen, indem
Aussagen iiber tubulare Umgebungen in unberandeten Riemannschen Mannigfaltigkeiten
auf Rénder iibertragen werden. Die Beweisidee besteht darin, den Rand durch Ankleben
eines Zylinders in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand einzubetten. Diese Kle-
bekonstruktion wird in Lemma 2.2 und Proposition 2.4 durchgefiihrt, und sie verwendet
das grundlegende Resultat aus Lemma 2.1.

Der erste Teil des Kapitels beschréankt sich auf eine unparametrisierte Riemannsche Struk-
tur, also auf die Wahl einer einzigen, festen Riemannschen Metrik auf einer gegebenen

Mannigfaltigkeit.

Lemma 2.1
Sei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und (M;);c; eine Familie von
glatten Mannigfaltigkeiten der gleichen Dimension n (hierbei ist I eine beliebige Index-
menge). Gegeben seien auflerdem offene Teilmengen U; C M,i € I mit M = U;erU;, und
Homdoomorphismen

¢i: M; > U; , i€l

derart, dass simtliche Wechselabbildungen
@7l o ¢ (UinUy) = ¢ (UiNU;) , i,j €1

Diffeomorphismen sind.



Dann erlaubt M genau eine glatte Struktur, beziiglich derer alle Abbildungen ¢;,i € 1

Diffeomorphismen sind.
Beweis. Auf den Beweis wird an dieser Stelle verzichtet. O

Lemma 2.2 Jede glatte Mannigfaltigkeit mit Rand M ldsst sich durch Ankleben eines

Zylinders in eine glatte Mannigfaltigkeit M+ ohne Rand derselben Dimension einbetten.

Beweis. Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit Rand. Der durch Ankleben
eines Zylinders (—1,0] x OM an M entstehende Anheftungsraum

M* =M Ugp ((—1,0] x OM)

ist eine topologische n-Mannigfaltigkeit ohne Rand (siehe [3, Theorem 3.79]). Um eine
glatte Struktur auf M zu schaffen, wird zunéchst eine Kragenumgebung von M gewahlt,

also ein Diffeomorphismus
C: [0, 1) x OM — Us

auf eine offene Umgebung U; C M von OM mit ¢(0,p) = p fiir alle p € OM. Wichtig
an dieser Stelle ist, dass eine solche Kragenumgebung unabhiéngig von der Exponential-
abbildung realisiert werden kann! Ein moglicher Weg findet sich in [4, Theorem 6.1]. Der
entscheidende Schritt besteht nun darin, die Abbildung ¢ zu einer Abbildung

m(Ap), A<0

¢t (—1,1) x 8M—>7r(U1H ((—1,0] X 8M)) , ¢ (A, p) = { m(c(\p)), A>0

auf der unberandeten Mannigfaltigkeit (—1,1) x 9M fortzusetzen, wobei
m: M ((-1,0] x M) — M*

die kanonische Quotientenabbildung bezeichnet. Die Menge
Ui =7 (U 11 ((—1,0] x OM))

ist dabei offen in M+, da 7= 1(U;") = Uy 11 ((—1,0] x OM) offen in M IT((—1,0] x OM) ist.
Die Abbildung ¢ ist wegen ¢(0,p) = p fiir alle p € OM wohldefiniert und offensichtlich
bijektiv. Sie ist stetig auf (—1,0]x9M und [0, 1) xOM und damit nach dem Klebelemma fiir
stetige Funktionen stetig. Die Umkehrabbildung (c¢*) 1! ist stetig aufgrund der universellen
Eigenschaft der Quotiententopologie, d.h. insgesamt ist ¢ ein Homdomorphismus.
Daneben ist auch Uy := m(int(M)) offen in M, 7 : int(M) — Us ein Homdomorphismus,
und es gilt M+ = U" UUs. Also findet Lemma 2.1 Anwendung auf M+ mit

¢1:=ct:(=1,1) x OM — U,
¢2 1= Tling(ary: int(M) — Uy,

da gb;l o ¢1 = clo,nyxanm: (0,1) x M — U — OM ein Diffeomorphismus ist. Beziiglich

der so definierten glatten Struktur auf M sind ¢; und ¢y Diffeomorphismen, und die



kanonische Abbildung

F=m|y: M— M
ist glatt, da sie sich auf der offenen Uberdeckung (int(M), U;) von M zu glatten Abbildun-
gen Fliay = ¢2: int(M) - M* und Fly, = b1l[0,1) 00 © ¢ ': Uy — M einschrinkt.
Wie sich leicht begriinden lésst, sind F]int( »y und vor allem F|y, Immersionen, weshalb

auch F eine Immersion ist. Da die Abbildung F' gemifl [3, Theorem 3.79] ohnehin eine
topologische Einbettung ist, handelt es sich bei ihr also um eine glatte Einbettung. O

Bemerkung 2.3 Neben einer gesuchten Mannigfaltigkeit M ™ ohne Rand und einer glat-
ten Einbettung F': M — M™ liefert der Beweis des Lemmas die Konstruktion

> einer Kragenumgebung c: [0,1) x OM — M von OM, sowie

> einer offenen Uberdeckung MT = Ufr U Us mit zugehérigen Diffeomorphismen
¢1: (—1,1) x OM — Ut und ¢o: int(M) — Us,

sodass das folgende Diagramm kommutiert:

int(M)
M / 62
/ \
[0,1) x OM / M+
\ 1

(=1,1) x OM

Das obere Dreieck lisst sich auch so lesen, dass Fliapy: int(M) — Uz ein Diffeo-
morphismus ist. Als zusétzliche Eigenschaft erfiillt die Abbildung ¢; die Inklusionen
$1([0,1) x M) € F(M) und ¢1((—1,0) x M) € M+ — F(M).

Als Sprachregelung wird vereinbart, dass das Wort ,, Mannigfaltigkeit“ von nun an immer
eine glatte Mannigfaltigkeit meint. Topologische Mannigfaltigkeiten treten nicht mehr auf.

In der Definition einer Mannigfaltigkeit mit Rand sei H" der rechte Halbraum
H" = {z € R" : 2! > 0}.

Die néchste Proposition weitet die Konstruktion aus Lemma 2.2 auf Riemannsche Man-

nigfaltigkeiten aus.

Proposition 2.4 Jede Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand (M, g) ldsst sich durch
Ankleben eines Zylinders isometrisch in eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M ™, g%) ohne

Rand derselben Dimension einbetten.

Beweis. Sei (M, g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand. Gemé&f
Lemma 2.2 existiert eine glatte Einbettung F': M — M™, wobei M+ aus M durch Ankle-
ben eines Zylinders entsteht. Die Einbettung ist so konstruiert, dass es eine Kragenumge-

bung ¢ und Diffeomorphismen ¢; und ¢9 wie in Bemerkung 2.3 gibt.



Im Beweis wird der Idee gefolgt, die Riemannsche Metrik ¢*g auf [0,1) x OM zu einer
Riemannschen Metrik auf (—1,1) x 9M fortzusetzen. Er besteht aus drei Schritten.

1.Schritt: Die Fortsetzung erfolgt zunédchst lokal um jeden Randpunkt: Sei p € OM und
op = (2%,...,2"): U, = U, CR"!
eine lokale Karte fiir M um p, sowie
¢p: [0,1) x Up = [0,1) x ﬁp , dp(A=12",q) = (2", 0p(q))
eine zugehorige lokale Karte fiir [0,1) x 9M und

®,: TO2([0,1) x OM) | 1yxw, — [0,1) x Up x R™,
(I)p (xla q, AZ] d:[;l & dx]) - (¢p($17 q)? (A'L])Zvj)

eine zugehorige lokale Karte fiir 7(%2)([0,1) x OM). Die Metrik g, := (c*9)|jo,1)xv, in den

gewihlten lokalen Karten wird mit g, bezeichnet, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

[0,1) x U, . > T2 ([0, 1) x OM)j0,1)xv,
ép @p
0,1) x T, o » [0,1) x U, x R

Die Abbildung g, erfiillt die Bedingung Pr(o.1)x 7, ogp = id Sie ist glatt, weshalb

[0,1)xTp"
auch ihre letzten Komponenten

§}? i= Prp,2 ogp: [0,1) x ﬁp - R"
glatt sind. Definitionsgeméfl gibt es also eine offene Umgebung ‘N/p C (—1,1) x ﬁp von
[0,1) x U, und eine glatte Abbildung (32)*: V, — R" mit (§2)* = g2 auf {z' > 0}. Die
so erhaltene Abbildung
— -~ 2 ~
gy i Vp = Vo x R™, gf(x) := (2, (g,) " (2))

ist glatt mit pry, ogy = idf/p und gf = g, auf {z' > 0}. Sei nun

Vp = (id(71,1) XSDp)_l(‘N/p)y
¢1J>r = (id(,m) XSOP)’Vp: Vo=V
und

o TOD((—1,1) x M)y, — Vp x R™,
Of (2!, q, Aijda’ @ da?) = (¢} (', q), (Aij)iy)-



Offensichtlich ist ¢, eine lokale Karte von (—1,1) xdM um (0, p) mit ¢} = ¢, auf {z! >0}
und @ eine lokale Karte von TO2((=1,1) x OM) mit of = @, auf TO2((=1,1) x
OM)| 2150y Zuletzt wird die Abbildung

g;r = (@;)71 oﬁzr o ¢;: Vp — T(0’2)((—1, 1) x 8M)|Vp

definiert, mit der das nachstehende Diagramm kommutiert:

v, ” TO2((—1,1) x dM)|y,
¢ oy
7 Z 7, x R
[0, 1)u>< U, o > [0,1) x ;713 x R
b ®,
0,1) x U, g > T2 ([0,1) x OM)]j0.1)x0,

Die Abbildung g; ist glatt, sie erfiillt die Projektionsbedingung 72 o g;' = idy, und
es gilt g = g, auf {z' > 0}. Dabei bezeichnet 702 702 ((~1,1) x OM)|y, — V), die
Tensorbiindelprojektion. Mit anderen Worten ist g;' ein glattes (0,2)-Tensorfeld auf V,
mit g} = g, auf {z! > 0}.

Wegen der Moglichkeit der Symmetrisierung kann ohne Einschrankung angenommen wer-
den, dass gp+ punktweise symmetrisch ist. Zudem kann nach etwaigem Verkleinern von V),
auch die punktweise positive Definitheit von gz‘,|r angenommen werden. Letzteres ist da-
durch begriindet, dass die punktweisen Riemannschen Metriken eine offene Teilmenge im
Biindel der symmetrischen (0, 2)-Tensoren — oder genauer in dessen Totalraum — bilden.
Folglich ist g; eine Riemannsche Metrik auf V), mit gz‘,Ir = g, auf {! > 0}, und das lokale

Fortsetzungsproblem ist gelost.

2.Schritt: Im Weiteren werden die lokalen Metriken zu einer Metrik auf (—1,1) x M ver-

klebt: Sei dazu (g, )pcans eine Familie von Riemannschen Metriken wie im ersten Schritt,

sei gio eine beliebige Riemannsche Metrik auf (—1,0) x M und sei g~¢ := (c*g)
die Pullbackmetrik auf (0,1) x OM.

(0,1)xOM



Zudem sei (Y<0, V>0, (¥p)peanr) eine der Uberdeckung ((—1,0)x9M, (0,1)xdM, (Vy)peon)
von (—1,1) x &M untergeordnete Teilung der Eins.! Dann ist durch

gf =109ty + 0 gs0+ D> gy
pEOM

eine gesuchte Riemannsche Metrik auf (—1,1) x M mit gﬂ[m)xa M = c"g gegeben.

3.Schritt: Im letzten Schritt des Beweises miissen lediglich die Riemannschen Metriken
gy auf (=1,1) x OM und gy := 9ling(ary auf int(M) zu einer Riemannschen Metrik auf M+

zusammengefiigt werden. Sei also

g" =

(o7 g auf U,
(031)*ga  auf Us.

Hier sind ¢1 und ¢2 die Diffeomorphismen aus Bemerkung 2.3. Wegen gﬂ[O’l)Xa M =C'g
ist (gbfl)*gf = (gb;l)*gg auf U;" N Us. Somit handelt es sich bei g* um eine wohlde-
finierte Riemannsche Metrik auf M ™, und nach Konstruktion ist die glatte Einbettung
F: (M,g) — (M™,g") isometrisch. O

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand. Als erste Anwendung von Pro-
position 2.4 wird die Existenz und Eindeutigkeit von Geodéten bewiesen, die am Rand

mit einem nach innen zeigenden Geschwindigkeitsvektor starten.

Lemma 2.5 Seip € OM undv € T,M —T,0M ein nach innen zeigender Tangentialvek-
tor. Dann existiert eine Geoddite v: I — M mit v(0) = p und 4(0) = v. Das Intervall 1
ist zwingend links abgeschlossen bei t = 0, und je zwei Geoddten mit den obigen Anfangs-

bedingungen stimmen auf threm gemeinsamen Definitionsbereich tiberein.

Beweis. Sei F: (M,g) — (M*,g") eine isometrische Einbettung in eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit (M, g*) ohne Rand wie in Lemma 2.2 und Proposition 2.4. Insbesonde-
re kann angenommen werden, dass eine Kragenumgebung ¢ und Diffeomorphismen ¢; und
@2 wie in Bemerkung 2.3 existieren. Der Beweis nutzt die Existenz- und Eindeutigkeitsre-
sultate fiir Geodiiten auf der unberandeten Riemannschen Mannigfaltigkeit (M, g") und
transferiert diese in geeigneter Weise nach (M, g).

Im ersten Teil wird die Existenzaussage des Lemmas bewiesen: Zunéchst existieren zu
dem Punkt F(p) € M* und dem Tangentialvektor d,F(v) € Tp(p
vall 0 € J C R und eine Geodéte y*: J — M™ mit v7(0) = F(p) und 5+ (0) = d,F (v).
Es ldsst sich leicht zeigen, dass fiir ein geniigend kleines € > 0 die Inklusionen 7 ([0,¢)) C
F(M) und v ((—¢,0)) € M+ — F(M) gelten: Dafiir bezeichne ¢, : U, — U, C R""! eine
lokale Karte fiir 9M um p. Wegen der Stetigkeit von 4t kann nach méglichem Verkleinern

M ein offenes Inter-

'Die Teilmenge (0,1) x OM in der offenen Uberdeckung von (—1,1) x M ist fiir den Beweis von
Proposition 2.4 nicht unbedingt notwendig, wohl aber fiir den spéteren Beweis von Proposition 2.8.



von J ohne Einschrinkung v*(J) C ¢1((—1,1) x Up) angenommen werden. Dann gilt

((ld 10) X¢p) 0 61 0 ) (0)

(d ~1,1) X¢p) 0dp(py ¢1 OdF)()

(d (0,p) 1d[01 X@p) OdF(p ¢1 |¢1 ([0,1)xUp) od F| ([0,1) xUp))( v)
(d(o) (idjo,1) X2p) © dpe e(0,1)x17)) (©)

= dp((idpp,1) X©p) © ¢ e(o,1)x17,)) (V)-

Dabei ist (idjo,1) X¢p) oc’l\c([()’l)xUp) eine lokale Karte fiir M um p. Da v nach innen zeigt,

ist die erste Komponente von

((d(—1,1) x@p) 0 ¢7 " 0vT) (0) = dp((idjo,1) xp) © ¢ oo,y x17,)) (V)

positiv, und es existiert ein € > 0 mit

((d(_1,1) x¢pp) 0 b7 07)([0,)) C [0,1) x U, und
((id(—lyl) Xpp) o ¢1_1 O'Y+)((_570)> C (-=1,0) x ﬁp-

Folglich gilt v ([0,¢)) € F(M) und v"((—¢,0)) € M™ — F(M). Das Karten-Argument
verwendet nicht die geoditischen Eigenschaften von v+, und es zeigt in dhnlicher Weise,
dass ein Intervall I wie aus dem Lemma immer links abgeschlossen bei ¢ = 0 sein muss.
Nun ist die glatte Kurve v%]j.y: [0,&) = F(M) eine Geodite in F(M), und

vi=F " oyF|pe: [0,e) = M

ist eine Geodite in M, da F': M — F(M) als Isometrie Geodéten auf Geodéten abbildet.
Zudem gelten v(0) = p und §(0) = v. Dies beweist die Existenzaussage.

Der zweite Teil widmet sich der Eindeutigkeit: Seien v1 : [y — M und v : Is - M
zwel Geodédten in M mit v1(0) = 72(0) = p und 41(0) = 42(0) = v. Beide Intervalle
I und I sind links abgeschlossen bei ¢ = 0. Dann sind die Kurven F o yy: Iy — M™T
und F ove: [s — M™T Geoddten in M+ mit (F o 71)(0) = (F o 7)(0) = F(p) und
(Foy1)(0) = (Fov)(0) =d,F(v). Ersteres ist dadurch begriindet, dass F': M — F(M)
eine Isometrie ist und dass F(M) die Kodimension 0 in M ™ besitzt.

Da Fov; und F o7, die Anfangsbedingungen am Rand ihrer Definitionsintervalle erfiillen,
wird die Eindeutigkeit {iber einen Umweg gezeigt: Sei ’yf : J1 — M die maximale Geodéite
mit ;7 (0) = F(p) und 4,7 (0) = d,F(v). Dabei ist 0 € J; C R ein offenes Intervall. Neben
77 (0) = (F o v1)(0) und #; (0) = (F o 1) (0) gilt in beliebigen, fest gewihlten lokalen
Koordinaten um F(p) auch 4; (0) = (Fo~;)"(0) aufgrund der lokalen Geodétengleichung,
die von 'yfr und F o v erfiillt wird. Somit definiert

F(t t<0
I1U(J1QR<0)—>M+,15'—> (), -
- (Fom)(t), t=0



eine C2-Kurve, die in ¢ = 0 den Punkt F(p) mit dem Geschwindigkeitsvektor d,F(v)
durchlduft und die um F(p) die lokale Geodétengleichung erfiillt.

Nun ist aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen bekannt, dass die lokale
Geodiitengleichung genau eine C2-Lésung besitzt und dass die eindeutige C?-Losung be-
reits glatt ist. Somit ist die obige Kurve glatt um ¢ = 0. Da sie sich auf I; und J; NRg
ohnehin zu glatten Geodéten einschrankt, bildet sie also eine Geodéte auf ihrem gesamten
Definitionsintervall.

Mithilfe iiblicher Eindeutigkeitsresultate fiir Geodéten folgt, dass I; U (J1 NR<g) C Jp
gilt und dass die Kurve auf ganz I; U (J; N R<g) mit v, {ibereinstimmt. Insbesondere
gelten I; C Jy und ~{|;, = F o71. In gleicher Weise existiert eine maximale Geodite
Yyt Jo — MT mit v5(0) = F(p),%, (0) = dpF(v),Io C Jo und 75 |, = F o 7y2. Da 4
und v, die gleichen Anfangsbedingungen erfiillen, ist J; = Jo und 7" = 7. Demnach

gilt F ov1|nnr, = F o ¥2|nnr, und somit v1|rnr, = Y2|nni,- O

Da OM eine Untermannigfaltigkeit von M und die Inklusion ¢: M — M somit eine
glatte Einbettung ist, bildet auch die Komposition F|gy = For: OM — M™ eine glatte
Einbettung. Folglich ist P := F(0M) eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von Mt und F|gpr: OM — P ein Diffeomorphismus. Weiterhin definiert das nach innen

zeigende Einheitsnormalenfeld N von OM vermdoge
Nt :=dFoNo(Floy)t: P— NP
ein glattes Einheitsnormalenfeld von P in M. Dabei ist die Abbildung
dF: NOM — NP

wohldefiniert, da F' isometrisch ist, und sie ist glatt, da NOM und NP Untermannigfal-
tigkeiten von TM bzw. von TM™ sind. Die Normierung von N7 folgt ebenfalls aus der
Isometrie von F. Im Ergebnis liefert N T eine Trivialisierung NP = R x P.

Nun besitzt P nach [5, Theorem 5.25] eine tubulare Umgebung U 9% in M. Unter Beriick-
sichtigung des obigen Isomorphismus NP =2 R x P existiert also eine positive stetige
Funktion n*: P — R, sodass

+
byt Vyr = U9 = Ule, dg+(t,p) = exp,(tN*(p))

mit
Vor ={(t,p) €eRx P:[t| <n*(p)}
ein Diffeomorphismus ist. Im néichsten Abschnitt wird gezeigt, dass sich ¢,+ auf

v

o+ M {t >0} zu einem Diffeomorphismus

byt Vyr N{t >0} = UL N F(M)

zwischen Untermannigfaltigkeiten mit Rand einschrinkt. Sei dazu p € P.
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Angenommen, es gibt ein 0 < t < 57 (p), sodass ¢ (¢,p) & F(M). Sei dann

to :=1inf{0 <t <n'(p): ¢,+(t,p) & F(M)}.

Wie im Beweis von Lemma 2.5 ldsst sich argumentieren, dass die Kurve ¢+ (e, p) mit dem
Startvektor N (p) fiir kleine Werte ¢ in F(M) verlduft, d.h. es existiert ein € > 0 mit
¢yt (t,p) € F(M) fiir alle ¢ € [0,¢). Daher ist o > 0.

Zudem muss ¢g+(to,p) € F(M) gelten, da M+ — F(M) offen, ¢ + stetig und to ein Infi-
mum ist. Aus den gleichen Griinden ist ¢+ (to,p) ¢ F(int(M)), d.h. es gilt ¢,+ (to,p) € P.
Allerdings ist ¢g+ bijektiv mit ¢4+ (0,q) = ¢ fiir alle ¢ € P. Somit folgt ty = 0. Dies steht
im Widerspruch zu tg > 0.

Analog zeigt man ¢4+ (V,+ N {t < 0}) C Uf]’++ — F(M), sodass ¢g+(Vng++ Nn{t > 0}) =
U é’i N F (M) gilt. Die eingeschrénkte Abbildung und ihre Umkehrabbildung sind glatt, da
V,+ N {t >0} und Ugi N F(M) Untermannigfaltigkeiten mit Rand von V,+ bzw. von Ug:

sind. Insgesamt ist die eingeschriankte Abbildung also ein Diffeomorphismus.
Um daraus ein Resultat fiir M zu erhalten, seien
> n:=ntoF|oy: OM — R,
> V= (idjo,00) XF\@M)_I(V,?+ Nn{t> O}) ={(t,p) € [0,00) x IM : t < n(p)},
> Uf == FH (U9 N F(M)).
Fiir p € OM ist F~1 o ¢ 4+ (e, F(p)) : [0,n(p)) — Uj eine Geodéte in M mit
(F~' o dge (e, F(p)))(0) = p,
(F~" 0 ¢ge (o, F(p))) (0) = N(p),

d.h. es gilt (F~' o ¢+ )(t, F(p)) = exp,(tN(p)) € Uy fiir alle 0 <t < n(p). Diese Schreib-

weise wird durch die Eindeutigkeitsaussage in Lemma 2.5 gerechtfertigt. Demnach stellt

bg: Vi = U, ¢g(t,p) = exp, (N (p))

eine wohldefinierte Abbildung dar, mit der das folgende Diagramm kommutiert:

@
Ve N {t >0} —— U9 N F(M)

n

ido,00) X Flom Flyg

v e U

Da ¢4+ und die beiden vertikalen Abbildungen Diffeomorphismen sind, ist auch ¢, ein

Diffeomorphismus. Damit wurde die nachfolgende Proposition bewiesen.

11



Proposition 2.6 Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand und N das nach
innen zeigende Einheitsnormalenfeld von OM . Dann existiert eine positive stetige Funktion
n: OM — R, sodass exp,(tN(p)) fir alle (t,p) € Vi, := {(t,p) € [0,00) x OM :t < n(p)}
definiert, die Menge U = {exp,(tN(p)) : (t,p) € V} offen in M und

Gg: Vg = U, ¢4(t,p) = exp,(tN(p))

ein Diffeomorphismus ist. Wegen ¢4(0,p) = p fir alle p € OM ist ¢4 eine Kragenumgebung
von OM .

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird die Aussage in Proposition 2.6 sprachlich abgekiirzt.
Ist g eine Riemannsche Metrik auf einer Mannigfaltigkeit mit Rand M, so sagt man
nur: ,, Es existiert eine positive stetige Funktion n: M — R, sodass ¢q4: V;, — Uy ei-
ne (geoditische) Kragenumgebung ist.“ Gemeint ist damit die gesamte Konklusion von

Proposition 2.6.

Beziiglich einer geoditischen Kragenumgebung nimmt die Metrik g nahe des Randes OM

eine vereinfachte Gestalt an.

Proposition 2.7 Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Rand wund
¢g: V) — Uj eine geoditische Kragenumgebung mit der Breitenfunktion . Dann gilt

d)zg = dt2 =+ i,
wobei t die Standardkoordinate in [0,00) bezeichnet und go: Vy; = T*OM @ T*0M mit
gt(p)(v,w) = (¢;g)(t,p)(v,w) fiir alle (t,p) € V,; und v,w € T,0M

eine glatte Familie von Skalarprodukten entlang OM ist.

Um die Notation iibersichtlich zu halten, werden die Pullbacks im dritten Kapitel meist

unterdriickt, d.h. es wird nur g anstelle von ¢7g geschrieben.

Beweis. Genau wie in vorherigen Beweisen sei M ™ eine Mannigfaltigkeit ohne Rand, die
durch Zylinderanklebung aus M hervorgeht, und F: (M, g) — (M™,g") eine zugehorige
isometrische Einbettung. Hierfiir sei wieder auf Lemma 2.2, Bemerkung 2.3 und Proposi-
tion 2.4 verwiesen. Sei P := F(OM),NT :=dF o N o (Flap;)~ ' und 5t :=no (Flaas) .
Fiir jedes p € P bezeichne ¢,+(e,p) die eindeutige maximale Geodéte in M T mit
¢g+(0,p) = p und ég+ (0,p) = N*(p). Insbesondere ist ¢,+(0,p) nach Bogenlinge pa-
rametrisiert. Zugleich kann ¢+ als glatte Abbildung auf einer offenen Umgebung von P
in R x P aufgefasst werden.

Wie im Eindeutigkeitsteil von Lemma 2.5 zeigt man, dass ¢g+ fiir jedes Element in
(idjo,00) X Flaar)(Vy) = {(t,p) € [0,00) x P :t < 5" (p)} definiert ist und dass

¢g+ (t,F(p)) = F(¢(tvp))
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fiir alle (¢, p) € V;, gilt. Sei nun (to, po) € (idj,c) X F'loar)(Vy). Die Proposition basiert auf
dem verallgemeinerten Gaufi-Lemma, nach dem die Geodite ¢+ (e, po) die to-Hyperfliche
dg+({to} x {p € P : to < n™(p)}) orthogonal schneidet. Ein Beweis findet sich in [5,
Theorem 6.38]. Fiir v,w € T, P und a,b € R gilt daher

(65+97)(t0, po)(ady + v,b8; + w)
= (65+97)(to, o) (ady, b3%) + (¢ 97 ) (to, po) (v, w)
= ab - g" (¢g+ (to, p0))(Bg+ (to, Do), Pg+ (to, p0)) + (&4 g™ (t0, p0) (v, w)
= ab+ (6;+9")(to, po) (v, w).

Fiir (to,po) € Vi), v,w € Tp,OM und a,b € R ergibt sich somit

(¢59)(to, po)(adr + v,b0; + w)

F™ 0 ¢yt 0 (idjg ey X Floar)) "9) (o, p0) (ady + v,b8; + w)
idjg,00) X Floar)” ((F~" 0 ¢g+)"9)) (to, po)(ady + v,b8; + w)
Fto¢,) ) (to, F(po))(ady + dpy Flons (v), b0 + dpy Flons (w))
((F~" o dgr)"g) (to, F(po))(dpy Flons (v), dpy Floas (w))
(649)(t0, po) (v, w).

N N/~ o/~

= a

Dies beweist die Behauptung. O

2.2 Parametrisierte Riemannsche Struktur

Der zweite Teil des Kapitels verallgemeinert die vorherigen Betrachtungen auf eine pa-
rametrisierte Riemannsche Struktur. So wird etwa gleich zu Beginn des Abschnitts eine
parametrisierte Version der Zylinderanklebung aus Proposition 2.4 bewiesen. Mit einer
parametrisierten Riemannschen Struktur ist dabei eine stetige Abbildung g: K — Z(M)
von einem topologischen Raum K in den Raum Z(M) der Riemannschen Metriken auf
einer Mannigfaltigkeit M (mit oder ohne Rand) gemeint. In dieser Arbeit ist K stets ein
kompakter Hausdorffraum. Der Raum % (M) ist mit der schwachen C°°-Topologie ausge-
stattet.

Grundsétzlich wird dem Funktionenraum C*(M; N) von glatten Funktionen zwischen
zwei Mannigfaltigkeiten M und N mit oder ohne Rand im weiteren Verlauf — und sofern
nicht explizit anders angegeben — immer die schwache C'*°-Topologie aufgeprégt. Sie ist
auch unter dem Namen ,,C*°-Kompakt-Offen-Topologie* bekannt. Die Beweise des zwei-
ten und dritten Kapitels bedienen sich grundlegender Eigenschaften dieser Topologie, von
denen einige unten zusammengestellt sind. Da die Arbeit ihren Fokus auf die Geometrie
Riemannscher Metriken legt, werden solche rein differentialtopologischen Aussagen ohne
Beweis verwendet. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Topologie von Funktionenrdumen
sei auf die Biicher von Hirsch [4] oder Michor [6] verwiesen, auch wenn sie nicht alle der

unten stehenden Aussagen enthalten.
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Zu den Eigenschaften der C'*°-Topologie: Seien M, N, L und Ny, ..., N, Mannigfaltigkei-
ten mit oder ohne Rand, und sei K ein kompakter Hausdorffraum. Dann gelten folgende

Aussagen:

> Die Kompositionsabbildung

C®(N; L) x C*®°(M;N) — C>*°(M; L),
(9:f) =~ gof

ist stetig. Insbesondere induziert jede glatte Abbildung g: N — L eine stetige Ab-
bildung
gx: C(M;N) = C=(M; L), g«(f) =go f,

und jede glatte Abbildung f: M — N induziert eine stetige Abbildung
[T CF(N; L) = C(M; L), f*(9) =go f.

Als Beispiel ist die Einschrankungsabbildung restrp = *: C*°(M;N) — C*°(P; N)
einer Untermannigfaltigkeit ¢: P — M stetig.

> Die Pullbackabbildung ist stetig:

C®(M;N) x C®°(N;T*N @ T*N) — C®(M; T*M @ T* M),
(¢, h) = ¢"h.

> Die folgende Produktabbildung ist stetig:

f[ C=(M; N;) — O™ (M; f[ NZ-)

i=1 i=1

(f1,-- s fo) = [z (fi(®),..., fol2))].

> Eine Abbildung
F: K — C®(M;N)

ist genau dann stetig, wenn es um jeden Punkt in M eine (von £ € K unabhéingige)
offene Umgebung U C M gibt, sodass

Fly: K= C*(U;N), Flu(§) = F(§)lv

stetig ist.
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> Sei U C R” offen. Dann ist
F: K — C*®(U;R™)
stetig, falls jede der folgenden Abbildungen stetig ist:

KxU—=R", (§z) = F(§) (),

OF(£)

KxU—=R", (&2)— B

(), i=1,...,n,

OrF(€)

KExU—=R", (§2) = 55— (2),

In diesen Zusammenhingen wird das einzige Mal im Laufe der Arbeit verwendet, dass K
hausdorffsch ist. Wie angekiindigt beginnen die Verallgemeinerungen von Abschnitt 2.1

mit der parametrisierten Zylinderanklebung.

Proposition 2.8 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, K ein kompakter Haus-
dorffraum und g: K — Z(M) eine stetige Familie von Riemannschen Metriken auf M.

Dann ezistieren eine glatte Mannigfaltigkeit M+ ohne Rand der Dimension dim M T =
dim M, eine glatte Abbildung F: M — M™ und eine stetige Familie

g7 K —Z(M™")

von Riemannschen Metriken auf M, sodass F: (M, g(&)) — (M, gt (€)) fiir jedes £ € K

eine isometrische Finbettung ist.

Der Beweis dieser Proposition nutzt ein Lemma, welches man als Folgerung aus dem

Fortsetzungsresultat [7] von Seeley gewinnt. In der nachstehenden Aussage sei n € N.

Lemma 2.9 FEs existiert ein stetiger Fortsetzungsoperator

Ey: C*(H") — C*(R"™),
d.h. Ey ist stetig, und es gilt E1(f)|mn = f fir alle f € C*°(H").
Beweis des Lemmas. Wie in [7] sei

Dt :={f e C™®(H}) : f und all ihre (gemischt) partiellen Ableitungen

lassen sich stetig auf H" fortsetzen},
wobei H” := {z € R" : 2! > 0}. Dann existiert gem&8 [7] eine stetige Abbildung
E: DT — C*(R") mit E(f)|gy = [ fiir alle f € D™.

15



Da die Einschrénkungsabbildung restry: : C>®(H") — D™ stetig ist, ist auch die Kom-
position Ey := E o restrgn : C*°(H") — C*°(R") stetig, und es gilt E1(f)|mn = flu fir
alle f € C°°(H™). Wegen der Stetigkeit von f und Fj(f) gilt bereits E1(f) = f auf dem

gesamten Halbraum H". O
Das Lemma lésst sich unmittelbar auf hshere Dimensionen verallgemeinern.

Korollar 2.10 Fir jedes m > 1 existiert ein stetiger Fortsetzungsoperator
E,,: C*(H";R™) — C*(R";R™).

Beweis des Korollars. Sei m > 1. Jede der m Projektionen pr;: R™ — R induziert eine
stetige Abbildung (pr;).: C°(H";R™) — C*°(H"; R). Die Komposition mit F; aus Lem-
ma 2.9 ergibt m stetige Abbildungen Fj o (pr;).: C°(H";R™) — C*°(R™;R). Da zudem
auch die Produktabbildung

(CZR™MR)™ = CXR™SR™), (f1 o f™) =[x (fH (@), ()]
stetig ist, stellt
E,: C(H"R™) —» C*[R";R™),
En(f)(z) = (B o (pry):) (£)(@), .-, (B o (pry,).)(f)(2))
eine gesuchte Fortsetzungsabbildung dar. O
Es folgt der Beweis der Proposition.

Beweis von Proposition 2.8. Der Beweis funktioniert im Wesentlichen wie der Beweis von
Proposition 2.4. Insbesondere sind die Wahlen der Mannigfaltigkeit M ™, der glatten Ein-
bettung F: M — M™ und der weiteren Abbildungen aus Bemerkung 2.3 identisch zum
unparametrisierten Fall. Lediglich der erste Schritt des Beweises von Proposition 2.4 muss
angepasst werden: Sei zundchst n := dim M. In dem lokalen Fortsetzungsproblem sei
p € OM und

op = (22,...,2"): Uy — ﬁp c R !

eine lokale Karte fiir 0M um p, sowie
bp: [0,1) x Up — [0,1) x fjp ) ¢p()\ = $17Q> = (xla (PP(Q))
eine zugehorige lokale Karte fiir [0,1) x 9M und

P,: T(O’Q)([O, 1) x M) |j0,1yxu, = [0,1) x Uy % R™,
(I)p(fEl, q, AU d$z & dSUJ) = (d)p(‘rla Q)v (AZJ)U)

eine zugehorige lokale Karte fiir 702 ([0, 1) x M ). Ohne Einschrinkung sei ﬁp beschrankt.
Fiir jedes { € K wird mit g,(§) die Metrik g,(§) = (c*g(£))lo,1)xv, in den gewihlten
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lokalen Karten bezeichnet, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:

)
0,1) x U, o ’ T(O’Q)([()’ 1) x 8M)|[071)><Up
®p ©p
0,1) x T, o » [0,1) x T x R

Die Abbildung g, () erfiillt die Bedingung Do 1)x 7, ogp(§) = id[o,l)xﬁp' Bis zu dieser Stelle
stimmt der Beweis mit dem von Proposition 2.4 iiberein.

Anders als im unparametrisierten Fall geniigt es nun jedoch nicht, die Metrik g, (€) fiir jedes
£ € K ad hoc glatt fortzusetzen. Solche beliebigen Fortsetzungen miissen ndmlich nicht
stetig mit £ variieren. Stattdessen wird das Fortsetzungsresultat von Seeley aus [7] bzw.
aus Korollar 2.10 verwendet: Fiir dessen Anwendung sei [7; C ﬁp eine offene Umgebung
von ¢p(p) mit cl(ﬁ]’,) C ﬁp, und es sei h,: R” — R eine Abschneidefunktion mit h, = 1
auf (—1, %) X (72'7 und supp hy, C (—1,1) x ﬁp.

Fiir jedes £ € K ist die Abbildung h,, - ﬁg(f): H" — R™ glatt mit hy, - ﬁg(f) = ﬁg(f) auf
((—%, %) X [7]’,) N H". Dabei bezeichnet gg(g) 1= PIp,2 0gp(§) die Projektion von g, (&) auf
die letzten n? Koordinaten. Aufgrund der Stetigkeit von g: K — Z(M) ist

hy -2 K — C(H"R™)

eine stetige Familie von glatten Funktionen. Auf einen strengen Beweis wird hier verzichtet.
Gemifl Korollar 2.10 bildet daraufhin

E,2 o0 (hy-g2): K — C®(R:R™)

cine stetige Familie von glatten Funktionen auf R"™ mit E,z2(h, - g2(£)) = g2(¢) auf
((—=3,3) x U)) "H" fiir alle € € K.
Sei nun ‘N/p C ((-1,3) x (,71’,) eine weitere offene Umgebung von (0, ¢,(p)). Weil die Ein-

schrinkungsabbildung restry : C*®(R™) — C*°(V,) und auch Produktabbildungen stetig

sind, erhélt man eine stetige Familie
~. 00 (17 .1/ n?y -~ ~
gy i K = C=(Vy Vp x R™) L g (€)(2) = (2, Bz (hy - 35(6)) (2))

von glatten Funktionen auf 171) mit 5;; (&) = gp(&) auf 17;7 N H"” fiir alle £ € K. Analog zum
unparametrisierten Fall induziert der Symmetrisierungsoperator A +— %(A + AT) eine ste-
tige Abbildung COO(VP; 1~/p X an) — C°°(17p; 17p X R”Q). Daher kann ohne Einschrinkung
angenommen werden, dass 5; (&)(x) fur jedes £ € K und z € ‘N/p symmetrisch ist.

Zuletzt bilden die positiv definiten Matrizen eine offene Teilmenge im Raum der quadra-
tischen Matrizen. Wegen der Stetigkeit von ’gvz'f und der Kompaktheit von K kann 17p SO
klein (und von ¢ unabhingig) gew#hlt werden, dass g, (§)(z) fiir jedes £ € K und € ‘7},
positiv definit ist. Der Rest des Beweises iibertréigt sich vom unparametrisierten Fall in

Proposition 2.4, mutatis mutandis. O
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Das néchste Ziel besteht darin, einen auf die parametrisierte Riemannsche Struktur ange-
passten Existenzsatz fiir geodidtische Kragenumgebungen zu beweisen.

Aus Proposition 2.6 ist bereits bekannt, dass zu jeder Riemannschen Metrik g auf einer
Mannigfaltigkeit mit Rand M eine Kragenumgebung ¢,: V,, — Uy existiert. Falls nun
g: K — Z(M) eine stetige Familie Riemannscher Metriken ist, so kann nicht erwartet
werden, dass es eine Familie ¢g¢): V — U,§ € K von Kragenumgebungen mit zwei uni-
formen Teilmengen V' C [0,00) x M und U C M gibt. Als Minimalbeispiel kann man
zum Beispiel M = H"™ mit den beiden Metriken gey und 2 - geyiq betrachten.

Allerdings wird Satz 2.14 zeigen, dass eine von ¢ unabhéingige positive stetige Funktion
n: OM — R existiert, sodass ¢g¢): Vi) = Uy © fiir jedes € € K eine geodétische Kragen-
umgebung ist. Mit anderen Worten ldsst sich die Umgebung V' im Modell [0, 00) x M
unabhiingig von ¢g(£) wihlen. Dies erklirt das fehlende Superskript ,, g% in der Notation
von ,,V,,“. Im Sinne von Proposition 2.15 kann umgekehrt auch die Teilmenge U (oder %)
der Mannigfaltigkeit M uniform in g(§) gewéhlt werden. Dann héngt die Urbildmenge
¢;é)(~?/ ) natiirlich wieder von £ ab.

Benotigt werden die geodétischen Kragenumgebungen, wie bereits mehrfach angedeutet,
in den Beweisen des dritten Kapitels. Dabei ldsst sich vereinfacht gesprochen aber nur
in uniformen Umgebungen gut arbeiten. Deshalb werden Satz 2.14 und Proposition 2.15
im Wechsel angewendet: Wie bei einem Ping-Pong-Spiel muss man fortlaufend zwischen
dem Modell [0,00) x M und der Mannigfaltigkeit M hin- und herspringen, wihrend sich
immer kleiner werdende Kragenumgebungen ineinander schachteln. All dies konkretisieren

spater die Beweise von Proposition 3.2 und 3.10.

In der Vorbereitung auf Satz 2.14 sind drei Lemmata zu behandeln. Im zweiten Lem-
ma (Lemma 2.12) wird Appendix A zur Anwendung kommen. Der Appendix B tritt erst

in den Beweisen von Satz 2.14 und Proposition 2.15 in Erscheinung.

Lemma 2.11 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, K ein kompakter Haus-
dorffraum und g: K — Z(M) eine stetige Familie von Riemannschen Metriken auf M.

Die nach innen zeigenden Finheitsnormalenfelder N (&) beziiglich g(&) entlang OM bilden
eine stetige Familie
N: K — C*®(0M;TM).

Beweis. Sei p € OM und ¢,: U, — ﬁp C H" eine lokale Karte von M um p. Der Pullback
von Metriken entlang ¢, ! vermittelt eine stetige Abbildung

(e, 1) Z2(U,) — Z(U,).

Daher ist
gp = (‘P;;l)* oglu,: K — %(Up)

eine stetige Familie von Riemannschen Metriken auf (7,3. Mithilfe des Gram-Schmidt-
Verfahrens ldsst sich die Standardbasis (eq, ..., e,) von Txﬁp = R” fiir jedes £ € K und
x € ﬁp in eine orthogonale Basis beziiglich g,(£)(x) tiberfithren. Hierbei werden fiir { € K
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und z € ﬁp die Vektoren

Un—1 = €n—-1 — gp(f)(x)(vnv en—l) : (
Un—2 ‘= €n—2 — gp(ﬁ)(x)(vnv en—2) : (

— 3 (@) (vn—1, en—2) - (Gp(E)(@) (Vn—1,0n-1)) " - Va1,

ASIERSK

o= e = Y GO @) i) - (GO @ w) v

definiert. Dies ist eine orthogonale Basis von T, wINJp = R" beziiglich g,(£)(x), deren letzte
n — 1 Vektoren (va,...,v,) eine orthogonale Basis von {0} x R"~! bilden. Zudem ist die
erste Koordinate von vy positiv, d.h. fir z € ﬁp N OH" zeigt v; nach innen. Aus den

Berechnungsformeln ist ersichtlich, dass mit g, auch
V1y.v,Un: K — Coo(ffp; ﬁp x R™)

stetige Familien von glatten Objekten — hier Vektorfeldern — sind. Entsprechend bilden
die normierten Vektorfelder ﬁp(f ) mit

Ry©)(@) = (. (@(O@ (1(©@.0m©@)) " 0©@)

eine stetige Familie Kfp: K — Coo(ﬁp;ﬁp x R™). Da ﬁp und ﬁp x R"™ Koordinatenum-
gebungen von M bzw. von T'M sind, ist dies gleichbedeutend mit einer stetigen Familie
N,: K — C=(U,; TM).

Nach Konstruktion ist N,(§)(q) fiir jedes £ € K und ¢ € U,NOM ein nach innen zeigender
Einheitsnormalenvektor beziiglich g(£). Damit gilt Np|y,nonr = N|v,non- Zusammenfas-
send gibt es um jeden Punkt p € OM eine offene Umgebung p € U, N dM C OM, sodass
die eingeschrénkte Abbildung

Nly,non: K — C*(Up, NOM;TM)
stetig ist. Hieraus folgt die Stetigkeit von

N: K = C™(0M;TM). 0
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Lemma 2.12 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit (ohne Rand), K ein kompakter Haus-
dorffraum und g: K — Z(M) eine stetige Familie von Riemannschen Metriken auf M.
Es gilt: Die Teilmenge

& :={(p,v) € TM : exp?®(p,v) ist definiert fiir alle £ € K} ¢ TM
st offen, und die Abbildung

Exp: K — C®(&; M) , Exp(§) = exp?(®)
15t stetig.

Beweis. (nach [5, Proposition 5.19]) Der Beweis fufit auf den grundlegenden Sétzen A.4
und A.5 in Appendix A. Dabei kommt das aus der Theorie gewdhnlicher Differential-
gleichungen bekannte Reduktionsprinzip fiir Differentialgleichungen hoherer Ordnung auf
Systeme erster Ordnung zum Einsatz. Im konkreten Fall ist die Geodé&tengleichung in
lokalen Koordinaten &dquivalent zu einem System von 2n Differentialgleichungen erster
Ordnung, wobei n = dim M.

Diese Korrespondenz lésst sich fiir die Geoddtengleichung sogar invariant formulieren: Die
Geoditen einer Riemannschen Metrik g(¢) sind ndmlich Projektionen von Integralkurven
des geoditischen Vektorfeldes G(€) unter der kanonischen Biindelabbildung 7: TM — M.
Das geoditische Vektorfeld ist seinerseits ein Vektorfeld auf dem Totalraum des Tangen-
tialbiindels 7'M, das in Standardkoordinaten (x!,... 2" v! ... v") iiber einer Koordina-

tenumgebung p = (z!,...,2") € U durch die Formel

) = o5 5 (. 0) — I TEO0) 5 (0,0)

gegeben ist. Details dazu finden sich in [5, Proposition 5.19]. Weil die Christoffel-Symbole
I' = (Ffj) nach der Cramerschen Regel rationale Funktionen in den metrischen Koef-
fizienten und ihren partiellen Ableitungen sind, ist mit g: K — Z(M) auch I': K —
C>(U; ]R”S) stetig. Deshalb bilden die geodiitischen Vektorfelder auf TU eine stetige Fa-
milie G: K — C®(TU;T(TM)). Nach Anwendung fiir jede Koordinatenumgebung in
einem Atlas von M gilt dieses Resultat auch global, d.h. G: K — C®(TM;T(TM)) ist
stetig. Gemafl Satz A.5 ist die Teilmenge

2 ={(t,p,v) € R x TM : Die maximale Integralkurve von G(§) mit Startpunkt (p,v)
ist fiir alle £ € K zum Zeitpunkt ¢ definiert} C R x TM

offen und die zugehorige Flussabbildung 0 : K — C°°(2;TM) stetig. Ist nun (p,v) € &,
so gilt (1, (p,v)) € Z und daher I x &, ,) C Z fiir ein offenes Intervall 1 € I C R und
eine offene Umgebung &,y C T'M von (p,v). Insbesondere ist {1} x &,y C Z oder
S(pw) C & Dies zeigt die Offenheit von &

Des Weiteren induziert die kanonische Abbildung & — 2, (p,v) — (1, (p,v)) eine stetige
Abbildung C*(2;TM) — C®(&;TM), weshalb 05(1,-): K — C®(&;TM) stetig ist.
SchlieBlich ist auch die Komposition Exp = 7, 0 0g(1,-): K — C*°(&; M) stetig. O
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Ist g eine Riemannsche Metrik auf M, so bezeichne By (p,r) den offenen Riemannschen

Ball um p € M vom Radius r > 0.

Lemma 2.13 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit (ohne Rand), K ein kompakter Haus-
dorffraum und g: K — Z(M) eine stetige Familie von Riemannschen Metriken auf M.

(a) Fir jeden Punktp € M und jede offene Umgebung U C M wvon p existiert ein r > 0,

sodass
Be(p,r) == Bye)(p,r) CU

fiir alle ¢ € K.

(b) Umgekehrt gibt es fiir jeden Punkt p € M und jedes R > 0 eine offene Umgebung
U C M von p, sodass
U C Be(p, R)

fir alle ¢ € K.

Beweis. Zu Teil (a): Sei p € M und U C M ohne Einschrénkung eine offene Koordinaten-
umgebung von p. Dariiber hinaus sei A C U eine kompakte Umgebung von p. Fiir jedes
¢ € K, jeden Punkt ¢ € A und jeden Tangentialvektor v € T, M gilt (mit der Einsteinschen

Summenkonvention)

9(&) (@) (v,v) = gi; (&) (@'’

Hier bezeichnen g;;: K x A — R die metrischen Koeffizienten von g und TR LG |
Koordinaten von v beziiglich der Standard-Koordinatenbasis von 7, M. Wie sonst auch ist
n := dim M. Mit den Konstanten

= I ij R d L= i i g
(&J)Iélll(le 9i5(&)(@)v'v un (5,(;)nea}?xA 9ii (&) (g)v"v
(’Ulv"'vvn)esn71 (’Ul,.-.,Un)ESn71

findet man fiir alle £,¢’ € K, alle Punkte ¢ € A und alle (v!,...,9") € S"~! die beiden
Ungleichungen o
£ og©O@u _
L™ (&) (v —
Nach méglichem Kiirzen gelten diese jedoch nicht nur auf der euklidischen (n — 1)-Sphére
Sn=1 sondern bei vorgegebenem & € K und q € A bereits fiir alle (v!, ..., v") € R"\ {0}.

L 2
?_.C’.

Somit ergibt sich fiir die Normen | - |¢ und | - |[¢ von Tangentialvektoren beziiglich der

Metriken g(&) und g(£’) eine Bilipschitz-Bedingung. Genauer gilt:

Es existiert eine Konstante C > 1, sodass fiir alle £,§' € K, alle Punkte ¢ € A und

alle Tangentialvektoren v € Ty M die Normungleichung
= Jole < Jole < C- o
— |Vl v < |V|er
C & = Vg = 13

erfillt ist.
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Als direkte Folgerung erhilt man die Langenungleichung

1

e Ler(7) < le(y) <C -l (v)

fur alle Wege v in A. Sei nun &y € K beliebig, aber fest. Sei R > 0 so, dass Bg,(p, R) C A,
und sei r := R/3C. Dann lésst sich zeigen, dass B¢(p,r) C U fiir alle £ € K gilt.
Der Beweis dieser Aussage wird per Widerspruch gefiihrt: Angenommen, es existieren ein
§ € K und ein g € Be(p,r), sodass ¢ ¢ U. Um einen Widerspruch zu erzeugen, wird ein
von p nach ¢ verlaufender Weg v in M mit l¢(y) < %r betrachtet. Wegen ¢ ¢ U liegt
dessen Orbit nicht vollstindig in A, d.h. es gibt ein ¢ > 0 mit y(¢) ¢ A. Sei dann

to :=inf{t : y(t) ¢ A}.

Aus Stetigkeitsgriinden ist y(tp) € A und (o) ¢ int(A), also y(tp) € 0A. Es gilt

1

3
&l Yoto]) < Le(Vlot]) < le(y) < o7

2

oder

3C 1
€§0(7|[0,t0}) < 77’ = §R < R.

Dabher ist y(t9) € Bg,(p, R) und somit v(tg) € int(A). Dies steht im Widerspruch zur Wahl

von tg.

Zu Teil (b): Seip € M und R > 0. Sei A C M eine kompakte Koordinatenumgebung von p.

Wie in Teil (a) existiert eine Konstante C' > 1, sodass
ule < v < Jule
o =10 = ¢

fur alle £,¢&' € K, alle Punkte ¢ € A und alle v € T, M. Somit gilt

1

5 -65/(7) < g&(’}') <C- 65'(’7)

fur alle Wege v in A. Im Weiteren sei {; € K und r < 2R/3C ein Radius mit Bg,(p,2r) C
A. Es wird gezeigt, dass

U := B¢, (p,7) C Be(p, R) fiir alle £ € K.

Sei dazu ¢ € Bg,(p,r). Dann gibt es einen von p nach ¢ verlaufenden Weg v in M mit
leo(y) < %7‘. Wegen Bg,(p,2r) C A betrigt die g(&)-Linge jedes von p ausgehenden
Weges, der A verlédsst, mindestens 2r. Daher verlauft v vollstandig in A. Fiir alle £ € K
gilt

3¢ 3C 2R
de(p,q) < Le(y) < C - Lgy(7) < ST <S8

Dies zeigt ¢ € Be¢(p, R) fiir alle £ € K. O
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Mithilfe der drei Lemmata kann der Beweis von Satz 2.14 erbracht werden. Er richtet sich
nach [5, Theorem 5.25].

Satz 2.14 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, K ein kompakter Hausdorffraum
und g: K — Z(M) eine stetige Familie von Riemannschen Metriken auf M.

Zu jeder Umgebung % C M wvon OM existiert eine positive stetige Funktion n: OM — R,
sodass fiir alle £ € K gilt:

> gy Vi = Ug(g) ist eine Kragenumgebung von OM ;

> U39 cu.
Beweis. (nach [5, Theorem 5.25]) Sei % C M eine offene Umgebung von OM. Der Beweis

wird in mehreren Schritten gefiihrt:

1.Schritt: Wie im unparametrisierten Fall wird das zu behandelnde Problem durch Zylin-
deranklebung auf eine Mannigfaltigkeit ohne Rand iibertragen. Genauer existieren nach

Proposition 2.8

> eine glatte Mannigfaltigkeit M+ ohne Rand der Dimension dim M+ = dim M,
> eine glatte Abbildung F': M — M™ und

> eine stetige Familie g7: K — Z(M™) von Riemannschen Metriken auf M,

sodass F': (M,g(£)) — (M*,g7(£)) fiir jedes ¢ € K eine isometrische Einbettung ist.
Den Beweisen von Proposition 2.4 und 2.8 folgend wird angenommen, dass M T wie in
Lemma 2.2 konstruiert ist. Insbesondere existieren also Abbildungen ¢1,¢2 und ¢ wie
in Bemerkung 2.3. Gegenstand der folgenden Betrachtungen ist die (n — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit

P:=F(OM) von M™.

Diese Teilmenge stellt tatsdchlich eine Untermannigfaltigkeit dar, da die Inklusion
OM < M und die Abbildung F': M — M™ glatte Einbettungen sind. Im gleichen Zuge
ist F|lappr: OM — P ein Diffeomorphismus.

Wegen OM C ¢~ Y(%) bildet ¢ (%) U ((—1,0) x M) eine offene Umgebung von dM in
(—=1,1) x OM und

Ut =g (c (%) U ((—1,0) x OM))
= g1 (¢ (%)) U1((—1,0) x OM)

eine offene Umgebung von P in M. Des Weiteren liefert die nach Lemma 2.11 stetige
Familie N: K — C*(0M;TM) von Einheitsnormalenfeldern eine stetige Familie

Nt :=(dF).o (Flzy) oN: K — C®(P;TM™").

Die Familie N besteht aus Einheitsvektorfeldern, und es gilt N (&)(p) € Ng+(£)P fiir
alle £ € K und p € P. Dies ist durch die Isometrie von F: (M, g(£)) — (M, g™ (&)) fiir
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alle ¢ € K begriindet. Insbesondere folgt die Trivialitdt des Normalenbiindels N grep
beziiglich jeder Metrik g™ ().

2.Schritt: Als nichstes wird gezeigt, dass die Teilmenge
Ep = {(t,p) ERx P: (p,tNT(£)(p)) € & fiir alle E € K} CR x P

offen ist. Dabei bezeichnet & die Definitionsmenge von Exp aus Lemma 2.12 (mit M statt
M und gt statt g). Fiir den Beweis sei (to, po) € &p, d.h. es gilt (po, toNT(€)(po)) € & fiir
alle £ € K. Sei & € K. Aufgrund der Stetigkeit von N7 ist die Abbildung

K xRxP—=TM*", (§t,p)— (p,tNT(E)(p))

stetig. Zudem ist & C TM™ nach Lemma 2.12 offen. Daher gibt es offene Umgebungen
& € Fe, C K und (tg,po) € Vg C R x P, sodass (p,tN1(§)(p)) € & fiir alle £ € F,
und (t,p) € V;lr Als kompakter Raum wird K bereits von endlich vielen der Teilmengen
Fy, iiberdeckt, etwa von [ Mengen ng, .. .,ng. Setze V0+ = Vg n---N Vg Dann gilt
(p, tNT(£)(p)) € & fiir alle £ € K und (t,p) € V;" beziehungsweise gilt V" C &p. Als
Schnitt von endlich vielen offenen Umgebungen ist VO+ selbst eine offene Umgebung von
(to, po). Dies zusammen zeigt die Offenheit von &p.

Im Anschluss lésst sich zeigen, dass die Abbildung
Ot K — C®(&p; M),
+
O ()(t,p) = expg QENT(E)(p))
stetig ist. Hierzu wird ®* als Komposition

id x Exp

ot K K xC®(& M) —— C®(&p; M)

dargestellt, wobei die zweite Abbildung durch

KxC®(&MT) — C®(&Ep; M),
(& f) = [(t,p) = F(p, tNF(E)(p))]

gegeben ist. Deren Stetigkeit kann man héndisch nachweisen. Darauf soll an dieser Stelle
jedoch verzichtet werden. Da die erste Abbildung id x Exp nach Lemma 2.12 ebenfalls
stetig ist, folgt die Stetigkeit von ®T.

3.Schritt: Das Ziel ist es, den Umkehrsatz aus Korollar B.2 auf die Familie ®* ent-
lang der Untermannigfaltigkeit {0} x P von &p anzuwenden. Bevor dies geschehen kann,
miissen die Differentiale von ®* untersucht werden: Sei ¢ € K. Das Differential von &% (¢)
in einem beliebigen Punkt (0,pyg) € &p besitzt unter dem kanonischen Isomorphismus
T0,p0)6P = R & Ty, P die Darstellung

Ao @t () = (N*(©)p0) dpat)
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wobei ¢: P <> M~ die Inklusion bezeichnet. Da Ty, M+ = N% © P & d,, (T}, P) gilt und
NT(€)(po) den Normalraum Ng;(g)P erzeugt, ist d( p,)®* (&) surjektiv. Aus Dimensions-
griinden muss d(o,po)qﬁ(f ) dann schon bijektiv sein. In dieser Situation lisst sich Korollar
B.2(b) anwenden mit

> &p statt M;
> M statt N;
> & statt F;
> (0,po) statt p;
> pg statt g;
> Ut statt % .
Demnach existiert eine (von ¢ unabhéngige) Umgebung V! C &p von (0, po), sodass
> Ug;(g) = {expg+(£)(tN+(§)(p)) 2 (t,p) € Vi } fiir alle £ € K offen in M7 ist;
> OF(8): Vit — US © fiir jedes ¢ € K ein Diffeomorphismus ist;
> US© 2+ fiwr alle € € K gilt.

4.Schritt: Um eine Familie von Tubenumgebungen von P zu erhalten, ist noch etwas mehr
Aufwand nétig. Bisher sind die Abbildungen ®*(£) nimlich nur lokale Diffeomorphismen
auf einer (in ¢ uniformen) Umgebung von {0} x P in &p.

Fiir die weiterfithrenden Betrachtungen sei erneut pg € P. Ohne Einschrinkung wird

angenommen, dass V}Dt eine Produktumgebung von (0, po) ist. Es gelte also

V}?S = IPO X Upo

mit einem offenen Intervall 0 € I,, C R und einer offenen Umgebung py € U,, C P.
Definitionsgemés ist Uy, = U, N P fiir eine offene Umgebung U} € M* von po. Nach
Lemma 2.13(a) (mit M ™ statt M) gibt es ein 7 > 0, sodass

Be(po, ) := By+(¢)(po,7) C Ut

fur alle £ € K. Folglich gilt B¢(po,r) NP C Uy, fiir alle £ € K. Zusammen mit dem dritten

Beweisschritt kann als Zwischenresultat festgehalten werden:

Fiir jeden Punkt p € P gibt es ein r > 0, sodass fir alle £ € K gilt:
> (—r,7) X (Be(p,7) O P) C &p;

> Die Teilmenge ®F(€)((—r,r) X (Be(p,r) N P)) ist offen in M*;
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> Die Abbildung

F(E): (1) X (Be(p,r) N P) = T (&) ((=r,7) x (Be(p,7) N P))
st ein Diffeomorphismus;

> <I>+(§)((—r, ) X (Be(p,7) N P)) cwUTr.

Offensichtlich sind die vier Bedingungen in dem Fall auch fiir alle 0 < v/ < r erfiillt.

5.5chritt: Definiere nun

R: P— R, R(p) :=sup{0 < r < 1:r geniigt den Bedingungen

aus dem Zwischenresultat}.

Nach dem gerade Gezeigten ist dies eine wohldefinierte positive Funktion. Im Folgenden
wird bewiesen, dass R unterhalbstetig ist: Sei dazu pg € P und 0 < £ < R(pg). Mit Lemma
2.13(b) findet man eine offene Umgebung U, C P von py, sodass U, C Be(po, 5) N P fiir
alle § € K. Sei p € Uy, und ¢ € K. Fiir ¢ € Be(p, R(po) — §) gilt dann

de(po,q) < de(po,p) + de(p, q)
5 ()
Also ist Be(p, R(po) — §) C Be(po, R(po) — §), und es gelten

> (—(R(po) — 5), R(po) — §5) x (Be(p, R(po) — 5) N P) C &p;

> (&) ((—(R(po) — 5), R(po) — §5) x (Be(p, R(po) — 5) N P)) ist offen in M

> Die Abbildung

o) (= (Rpo) — 5) Rlpo) — 5 ) x (Be(p R(po) — 5 ) N P)
(- (0 - .~ ) x (B 5) )
ist ein Diffeomorphismus;

> () ((—(R(po) — 5), R(po) — 5) % (Be(p, R(po) — 5)NP)) CU™.

Diese Eigenschaften sind erfiillt, da

o*(©): (—(Rwo) - 3), Rlwo) = ) % (Be (o, Blpo) - ) 01 P)

8@ - ). - 5) (e ) - ) 17)

sie erfiillt. Da £ € K beliebig war, folgt

R(p) > R(po) - 5 > Rlpo)
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oder
R(po) < R(p) +e.

Fir € > R(po) ist die letzte Ungleichung mit jedem Element p € P erfiillt. Somit exis-
tiert fiir jedes py € P und jedes € > 0 eine offene Umgebung U]’)0 C P von pg, sodass
R(po) < R(p) + ¢ fiir alle p € U, . Mit anderen Worten ist R unterhalbstetig.

6.Schritt: Tm nichsten Schritt sei (U})ic; eine Uberdeckung von P durch offene, rela-

tiv kompakte Teilmengen und (¢;);c; eine dieser Uberdeckung untergeordnete Partition

der Eins. Dabei bezeichnet I eine beliebige Indexmenge. Die Abbildung

1
PSR, pT == .- inf R
1 1 4;% Jnf, R(q)

ist stetig und tiberall positiv, da R auf jeder der kompakten Mengen 7} sein Minimum

annimmt. Es gilt n*(p) < 2R(p) fiir alle p € P. Mit der Funktion n* wird die Teilmenge
Ve ={(t,p) eERx P:|t|] <n"(p)} CRx P

definiert. Sie ist als Urbild von (0, c0) unter der stetigen Abbildung R x P — R, (¢,p)
n*(p) — |t| offen. Zudem gelten nach Konstruktion von R folgende Tatsachen:

> V,+ C &p, denn fiir jedes (t,p) € V,+ ist

(t,p) € (—n*(p),n" () x (Be(p,n" (p)) N P)

c (-1 1) « (:fp L) )

C &p firalle € € K.

> Die Teilmenge
U9 @ = 0% (€) (Vi) = {expd O AN (©)(p)) : (t.p) € Vs }

ist fiir alle £ € K offen in M7, denn fiir jedes (t,p) € V,+ ist

@ (V1 (=370, 7))  (Be(p 7)1 7))

eine in M offene Umgebung von ®*(£)(t, p), welche vollstindig in ®*(£)(V,+) ent-
halten ist.

> Ugi(ﬁ) C ™ fiir alle £ € K, denn fiir jedes (t,p) € V,+ ist

2 (©)(t,p) € 27(©) ((~ 1 RW), 170)) x (Be(p RW)) 1 P)) c .
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Es soll gezeigt werden, dass
+
byt (e) = OT(E): Vipr = U, ©

fiir jedes £ € K ein Diffeomorphismus und damit eine geodétische Tubenumgebung von P
ist. Dabei ist nur die Injektivitdt von Interesse, die Glattheit der Umkehrabbildung folgt
danach — #dhnlich wie bei der letzten Aufzdhlung — aus dem vierten respektive fiinften
Beweisschritt.

Sei also £ € K und seien (t1,p1), (t2,p2) € Vyr mit dg+(e)(t1,p1) = @g+(¢)(t2, p2). Ohne
Einschriinkung gelte n*(p2) < 77 (p1). Dann ist

[0,t1] = MT, £ expd, O ENT(E)(p1))

eine nach Bogenlénge parametrisierte Kurve von p; nach ¢g+(¢)(t1,p1) der g7 (&)-Linge t

und
[0, t2] = M* | t > expd, O (EN*(€)(pa))

eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve von ps nach ¢g+ (¢ (t2, p2) der g™ (&€)-Lénge to.
Nach Verkniipfung beider Wege erhélt man also eine stiickweise glatte Kurve von p; nach

po der gt (€)-Linge t; + to. Somit gilt

de(p1,p2) <t +to
<n*(p1) + 0" (p2)
< 2n*(p1)

< SR(p)
und deshalb (t2,p2) € (—3R(p1), 3R(p1)) % (Be(p1, 3R(p1)) N P). Da

2 (0): (- ;R( DR D) x (Bg(pl,;R(pl))ﬂP)

2
L t(e (( lR ), (p1)> x (Bg(ph%R(Pl))ﬂP))

ein Diffeomorphismus ist, folgt hieraus (¢1,p1) = (t2,p2), was zu zeigen war.

7.Schritt: Zuletzt erfolgt der Transfer zuriick auf die Mannigfaltigkeit M: Wie im un-
parametrisierten Fall kann man argumentieren, dass sich ¢4+ (¢ fiir jedes § € K zu einem

Diffeomorphismus
(l)g+(£)2 Vn+ N {t > 0} — Ug:(ﬁ) NF(M)

zwischen Untermannigfaltigkeiten mit Rand einschrankt. Mit
>n:=n"oF|gp: OM — R,
. -1
> Vi = (idjo,c0) X Flonr)  (Vye N{E > 0}) = {(t,p) € [0,00) x M : t < 7(p)} und

> U39 = P (U n F(0))
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ist gge): Vip = Uy © figr jedes & € K eine Kragenumgebung. Auch dies zeigt man wie im

unparametrisierten Fall. Ferner gilt

vg© = F (U9 n F())

cFYwuh)

= F(61(c71 (@) U 61 ((-1,0) x OM) )
C F Y F(%) Ui ((~1,0) x 8M))

=F Y F%) =%

fiir alle ¢ € K. Hier wird am Schluss die Inklusion ¢1((—1,0) x M) C M* — F(M)

verwendet. Dies schlie3t den Beweis ab. O

Proposition 2.15 Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand, K ein kompakter Haus-
dorffraum und g: K — Z(M) eine stetige Familie von Riemannschen Metriken auf M.
Sein: OM — R eine positive stetige Funktion, mit der ¢g¢): Vy — Ug(g) fir jedes £ € K

eine Kragenumgebung von OM ist.

Dann existiert eine (von & unabhingige) Umgebung % C M von OM, sodass
> % c US® fir alle € € K gilt;
> die Abbildung K — C®(%;V,),& — gi)g_(lg) stetig ist.

Beweis. Fiir den Beweis konnen die ersten drei Beweisschritte von Satz 2.14 Wort fiir
Wort iibertragen werden. Anschliefend existieren geméfl Korollar B.2(a) zu jedem p € P
zwei (von ¢ unabhingige) offene Umgebungen (0,p) € V5 € ép und p € U} € MT,
sodass

THE: VN U) - Uy

fiir jedes ¢ € K ein Diffeomorphismus und
K = C¥(U5 V), €= 077!

stetig ist. Des Weiteren kann nach dem sechsten Beweisschritt von Satz 2.14 ohne Ein-

schrankung angenommen werden, dass
OH(E): Vi — Ug:(g) mit n* :=no F|;y,: P > R

fir jedes ¢ € K ein Diffeomorphismus ist. Die Umgebungen U; lassen sich aufgrund
der Stetigkeit von K — C°(U;;V,F),& — @7(£)~! und der Kompaktheit von K so
verkleinern, dass ®*(¢)"H(U,5) C V,+ fiir alle £ € K und p € P gilt. Wenn um jeden
Punkt p € P eine derartige Umgebung U," C M gegeben ist, bildet

Ut = UU;

peP
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eine offene Umgebung von P in M™T mit #+ Cc U gi © fiir alle ¢ € K. Zudem ist die
Abbildung
K= C®UT Vi), £ 097!

stetig, da sie sich auf allen Mengen U; zu stetigen Abbildungen einschrinkt. Wie in

vorherigen Beweisen lésst sich argumentieren, dass
U :=F Y%t nFM))

eine gesuchte Umgebung von M in M ist. O
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Kapitel 3

Deformationen der Metrik

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension n > 2, wobei der Rand M
explizit nicht als kompakt vorausgesetzt wird. Zudem sei 0: M — R eine stetige Funktion.

Diese Daten sind unabénderlich im Verlauf des Kapitels.

Ist g eine Riemannsche Metrik auf M, so bezeichne

> scaly: M — R die Skalarkriimmung von g,
> glom € C*(OM; (T*M @ T*M)|gn) die Einschrénkung von g auf M,
> go € C°(OM;T*OM @ T*OM) die auf OM induzierte Metrik,

> II, die zweite Fundamentalform von M C M beziiglich des nach innen zeigenden

Einheitsnormalenfeldes,

> Hy = - tr,(I1,): OM — R die mittlere Kriimmung von 9M.

n—1
Mithilfe der normalen Exponentialabbildung von g entlang des Randes OM erhilt man
eine geoditische Kragenumgebung U9 von dM. Genauer existiert eine positive stetige
Funktion n: OM — R, sodass U9 = U; das diffeomorphe Bild von

Vo =A{(t,p) € [0,00) x OM : t <n(p)}
unter der normalen Exponentialabbildung ist, d.h. sodass
Gg: Vo = Ujl, ¢g(t,p) = exp, (N (p)) (3.1)

ein Diffeomorphismus ist (siehe Proposition 2.6). Unter der Identifizierung (3.1) nimmt

die Metrik ¢ in der Kragenumgebung U;] die Gestalt
g=dt* + g (3.2)

an, wobei t die kanonische Koordinate in [0, 00) bezeichnet und go: V,, = T*0M @ T*OM
eine glatte Familie von Skalarprodukten entlang 0M ist. Konkret gilt

gt(p) (v, w) = (¢, 9)(t,p)(v,w) fiir alle (t,p) € V), v,w € T,0M.
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Die Gleichung (3.2) folgt aus dem verallgemeinerten Gauss-Lemma (siehe Proposition 2.7).
Aus der Familie g, ergeben sich neue Familien ge, Je, gg) : Vy = T*OM @T*0M von (0, 2)-
Tensoren entlang OM, die durch die Vorschriften

() (0, 0) = S (0n(p) (0,w),
2
) (0,0) = S 0 (P) (0, ),

l
ICED)

(0) —
D)0 w) =

fur alle (¢,p) € V;), v,w € T,0M definiert sind. Mit dieser Schreibweise ist

1
Iy = — 3o (3.3)

als (0, 2)-Tensorfeld auf OM (siehe [8, Proposition 4.1]). Die néchste Definition etabliert

eine Standardform fiir Riemannsche Metriken in dieser Arbeit.

Definition 3.1 Sei C' € C*°(9M). Eine Riemannsche Metrik g auf M heifit C-normal, falls

die Metriken g, beziiglich einer geniigend kleinen Kragenumgebung UY gegeben sind durch

9:(p) = go(p) +t - Go(p) — C(p)t* - go(p)
= go(p) — 2t - 1ly(p) — C(p)t* - go(p) , (t,p) € V. (3.4)

Hierbei muss V nicht zwangslaufig durch eine stetige Funktion berandet sein.

Anstelle einer einzelnen Metrik g behandeln die Deformationsaussagen in Proposition 3.2,
Proposition 3.10 und Satz 3.11 ganze Familien von Riemannschen Metriken. Zu diesem
Zweck bezeichnet Z(M ) den Raum aller Riemannschen Metriken auf M, versehen mit der

schwachen C*°-Topologie, und
R~o(M) :={g € Z(M) :scaly > o}

den Teilraum aller Riemannschen Metriken auf M, deren Skalarkriimmung punktweise
grofler als o ist.

Als erstes wichtiges Resultat lésst sich jede Familie von Riemannschen Metriken in %, (M)
in eine Familie von C-normalen Metriken in %#~,(M) deformieren. Genauer gilt die fol-

gende Proposition:

Proposition 3.2 Sei K ein kompakter Hausdorffraum und sei g: K — %~,(M) eine

stetige Familie von Riemannschen Metriken, deren Skalarkrimmungen grifier als o sind.

Dann gibt es eine glatte Funktion Co € C(OM) derart, dass fir jede glatte Funk-
tion C € C®(0M),C > Cy und jede Umgebung % wvon OM eine stetige Abbildung
[ K x[0,1] = %Z~s(M) existiert, sodass fiir alle £ € K und alle s € [0,1] gilt:

(a) £(£,0) = g(&);
(b) f(& 1) ist C-normal;
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(c) falls g(€) C-normal ist, so ist f(&,s) eine (1 — s)C + sC)-normale Metrik;
(d) f(&,8)lonr = 9(E)|ons, also insbesondere f(€,5) = g(€)o, und Wy o) = Ty
(e) F(& )0 = (1—5)i(€)o —25Cy(&)o;
(f) F(&9)5) = (1= )g(©) fir alle ¢ >3;

(€5) =

(9) f(& ) =9(&) auf M\ % .

Beweis von Proposition 8.2. Sei % C M eine offene Umgebung von M.
Wie im zweiten Kapitel bereits hidufiger verwendet, bettet M mittels Zylinderanklebung
in eine Mannigfaltigkeit M+ ohne Rand ein. Dabei wird der speziellen Konstruktion aus
Lemma 2.2 und Bemerkung 2.3 mit einer Kragenumgebung c: [0,1) x 9M — M und zwei
Diffeomorphismen ¢;: (—=1,1) x 9M — U;" und ¢o: int(M) — Us gefolgt. Ausnahmsweise
soll die Einbettung

h: M — M*

und nicht F heiflen. Gemifl Proposition 2.8 existiert eine stetige Familie g*: K — Z(M™)
von Riemannschen Metriken auf M, sodass h: (M, g(€)) — (M, gt ()) fiir jedes € € K

eine isometrische Einbettung ist.

Dariiber hinaus werden folgende Daten gesammelt:

> ot: MT — R soll eine stetige Fortsetzung der Abbildung o o h=1: h(M) — R sein.
Um eine solche zu erhalten, setzt man coh~! am einfachsten konstant auf den Fasern

des an M angeklebten Zylinders fort.

> P := h(OM) ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von MT. Die Abgeschlos-

senheit stellt man bei der Durchsicht des Beweises von Lemma 2.2 fest.
> Nt = (dh)s o (hlgy)* o N: K — C®(P;TM?) ist ein Einheitsvektorfeld mit
N*(€)(p) € NI ©OP fiir alle € € K und p € P.
> UT = ¢1(cH (%)) U1 ((—1,0) x OM) ist eine offene Umgebung von P in M.
Fiir alle £ € K und p € P gilt

scal(g™ (€)) (p) = scal(¢}g <§>)<0 h(p ))
)(0,
= scal(c" g(@)( ~(p))
> o(h™'(p) =" (p),

= Scal( x

da h isometrisch ist. Dies wird beim Ubergang von der zweiten zur dritten Zeile verwendet.
Fiir alle p € h(M) — P gilt ohnehin

scal(g* (€))(p) = scal(¢397(£))(h™ 1 (p))
= scal(g(£))(h ™' (p))
)

> a(h™(p) = o™ (

=07 (p).
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Also ist scalgt (¢) [n(ar) > 0 [p(ary- Da mit g% und oF auch die Abbildung
K xM* =R, (£ q) = scalg+(q) — o7 (q)

stetig und K kompakt ist, gibt es eine offene Umgebung von h(M) in M™, auf der
scalg+ (g —o™ fiir alle £ € K strikt positiv ist. Aufgrund dessen kann nach méoglichem
Verkleinern von M+ ohne Einschrinkung angenommen werden, dass scalg+(g) > ot auf
ganz M gilt.

Als letzte Vorbereitung wird eine — nach dem Beweis von Satz 2.14 existente — positive und

stetige Funktion n*: P — R ausgewéhlt, mit der bgtey: Vir — Ug:(g) fir jedes £ € K

n
eine geoditische Tubenumgebung ist und mit der U gj © o+ fir alle ¢ € K gilt.

Nun zum eigentlichen Beweis:

1.Schritt: Tm Folgenden sei (U});e; eine Uberdeckung von P durch offene, relativ kom-

pakte Teilmengen und (1;);c; eine der Uberdeckung (U});c; untergeordnete Partition der

Eins. Hier bezeichnet I eine beliebige Indexmenge. Fiir ¢ € I sei
Cy = sup || trg+(¢), (97 (€)o) llcown)-
¢eK

Da die Teilmenge Uiz1 kompakt und die Funktion Kinil = R, (&) = trgr ()0 (G (€)o(p))
stetig ist, gilt C; < co. Die Stetigkeit folgt dabei — mit ein klein wenig Uberlegung — aus
der Stetigkeit von gT. Definiere damit

1
iel

Die Funktion C’Sr ist glatt, und es gilt

2(n — 1) - CF (p) = |trg+ ©)0m) (T (€)o (D))

fir alle ¢ € K und p € P. Sei C: P — R glatt mit C > Car . Die nun durchzufiihrende
Deformation von g wird besonders plausibel mithilfe der Taylor-Entwicklung von g} um
t=0:

g7 (€= g™ €+ F (€t + 557 (€)o £+ R

Formal ist R(£)e also definiert durch
R(&)e: Vyr = T*PRT*P,

R(§)e(p) = g7 (€)e(p) — 97 (©o(p) = g7 (Eo(p) -t — %é*(f)o(p) 2

Es gilt R(¢)o = R(€)o = R(€)o = 0. Fiir £ € K und s € [0,1] sei
F&.5)i= 0O -5 ( (50700 + C-a7(€) £+ RiEN).
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Diese Vorschrift erklért eine stetige Familie F': K — C°(V,+; T*V,+ ® T*V,+) von sym-
metrischen (0, 2)-Tensorfeldern. Alternativ kann man F'(¢, s) als ein (0, 2)-Tensorfeld auf
U g: © auffassen. Allerdings ist von dem Standpunkt aus nicht unmittelbar klar, dass es
eine gemeinsame Umgebung von P in M™ gibt, auf der alle Tensorfelder F(, s) definiert
sind. Dies ist eine Folgerung aus Proposition 2.15 bzw. ihrem Beweis: Demnach existiert
eine Umgebung %7 € M* von P mit % C U gi(f) fur alle & € K derart, dass die
Abbildung

K = C®(U Ve ), €m0 1 (3.5)

stetig ist. Fir £ € K und s € [0,1] gibt der Pullback von F(,s) entlang ¢;+1(§) ein
(0, 2)-Tensorfeld auf %,", das wieder mit F (¢, s) bezeichnet wird. Genauer ist die Familie

F: K x[0,1] —» C®(%;T* %" @ T*%")
definiert als Komposition

K x[0,1] —— C®(%"; Vs ) x C®(Vyu; T* Vs @ T*V,0) —— C( T @ T,

(€ 5) ¢+ (¢g+ )’ F(¢, ))

(¢, k) v 'k

Insbesondere ist F': K x [0,1] — C™(%,"; T* %" @ T*%") stetig.

2.Schritt: Entlang der Untermannigfaltigkeit P ist F' punktweise positiv definit, da F' dort
mit ¢ {ibereinstimmt. Bekannt ist auch, dass die positiv definiten Tensoren eine offene
Teilmenge im Totalraum des (0, 2)-Tensorbiindels bilden. Zusammen mit der Stetigkeit
von F' und der Kompaktheit von K x [0, 1] kann deshalb ohne Einschréinkung angenom-
men werden, dass F': K x [0,1] — %(%,") eine Familie von Riemannschen Metriken ist.
Seien ¢ € K und s € [0, 1]. Nach Konstruktion von F ist NT (&) ein Einheitsnormalenfeld
von P beziiglich F(,s), und die zweite Fundamentalform von P beziiglich F(§,s) und
NT(€) ist geméB [8, Proposition 4.1] gegeben durch

1. 1 . 1
Upe,s) = —§F(f, s)o = —§g'+(5)0 —sR(§)o = —§9+(5)0 =gt (¢).

Wegen F(&,s)|lp = ¢ (€)|p ist damit auch Wee ) = W,

Weingartenabbildung von P beziiglich N (¢). Wiederum mit [8, Proposition 4.1] berechnet

sich die Skalarkriimmung von F'(&, s) entlang P zu

+()- Hier bezeichnet W, die

scalp(e,s)| p = scalp(e sy, +3tr(Wiee o)) — tr(Wie,s) — trp, 50 (F(€,5)0)
= Scalg+(§)0 +3 tr(W92+(£)) — tI‘(Wg+(f)) - trg+(£)0 (g+ (g)o)
— gt g)o (=55 (€)o — 25C - g (€)o)

35



— sl ) + (0155 (G (€)0) +2C - (= 1)
> scalg+(5)|P + S(trg+(§)0 (G (&)o) + 200+ < (n— 1))
> salyqly

>a+|P.

Beachte hierbei, dass trg+(g),(...) punktweise definiert und damit C°°(90M )-linear ist.
Wegen der Stetigkeit von F ist

K x [07 1] X %1+ — R ) (fa S)Q) = SC&IF(g,s) (Q) - U+(q)

eine stetige Funktion, die entlang P strikt positiv ist. Die Kompaktheit von K x [0, 1]
ermoglicht nach etwaigem Verkleinern von %1+ erneut die Annahme, dass die Funktion
bereits auf ganz K x [0,1] x %," strikt positiv ist. Insgesamt bilden die Metriken F(£, s)
also eine stetige Familie

F: K x[0,1] = %ot (%).

Die Eigenschaften (b) — (f) aus Proposition 3.2 mit F' statt f lassen sich im Prinzip
elementar nachpriifen; Die genauen Rechnungen werden auch nicht vorgefiihrt. Es sei nur
auf eine Spitzfindigkeit hingewiesen:

In den Aussagen (b) — (f) ist die Darstellung von F'(,s) beziiglich einer geodétischen
Tubenumgebung involviert. Damit ist teilweise jedoch eine Tubenumgebung beziiglich der
Metrik F'(¢,s) und nicht der Metrik g7 (£) gemeint, mithilfe derer F'(&, s) definiert wurde.
Dies macht deshalb keinen Unterschied, weil die normalen Exponentialabbildungen der
jeweiligen Metriken iibereinstimmen: Fiir den Beweis sei & € K,s € [0,1],p € P und
v: I — % eine F(€,s)-Geodite mit v(0) = p und 4(0) = N*(£)(p). Da die Abbildung

¢;_&(£) (% F(&s): U - T U T UT)
S (Ve N0k (), F(E9): Vi 11672 (867) TV 0 T°V,)

eine Isometrie ist, schiebt sie v auf eine Geodite ¢;+1(E) oy in (V+ N <;3g_+1(§)(~?/1+), F(¢,s))
mit

(¢;+1(§) 0¥)(0) =p und

(ng_j(g) o ’7).(0) = dpﬁbg_j(g) (N+ (5)(?)) = 0.

Per definitionem ist F'(§,s): V,+ N ¢g_f(§)(%1+) — T*V,+ @ T*V,+ eine verallgemeinerte
Zylindermetrik auf V,+ N ¢;+1(§)(%1+)- Wie in Kapitel 4 von [8] gezeigt wird, ist in dem
Fall t — (t,p) eine Geodite, die bei t = 0 in p mit dem Geschwindigkeitsvektor 0; startet.
Aufgrund der Eindeutigkeit von Geodéten gilt also

(¢;+1(§) o 'V) (t) = (t,p)
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fir alle ¢t € I oder

expl ) (ENT(€) (p) = 4(t)
= Gyt (6)(t,p) = exp? O (ENT(€)(p)).

3.Schritt: Die Bedingung scal > o definiert eine offene partielle Differentialrelation zwei-
ter Ordnung auf dem Raum der punktweisen Riemannschen Metriken iiber M *. Die Fa-
milie von Schnitten g* 16st die Relation global, die Familie F' 16st sie lokal iiber %1+. Des
Weiteren ist g+(£)|%+ = F(£,0) fiir alle £ € K. Schliellich stimmen die 1-jets von F(¢, s)
und g+ (¢) fiir alle £ € K und s € [0,1] entlang P iiberein, da F(&,s)|p = g7 (£)|p und

F(&,5)0 = g1 (€)o gelten.
Nach dem Flexibilitdtslemma fiir Familien von Bér und Hanke aus [2, Addendum 3.4]

existieren eine offene Umgebung P C %" C %" und eine stetige Familie
fFeKx[0,1] = C®(MT;T*MTT*M™T),
sodass fiir alle £ € K und s € [0,1] gilt:
> fT(£,8) € Ao+ (MT);
> f(£,0) = g7 (&)
> fT(&9)

wt = F(E, 3)‘%%
> f+(£»3)‘M+\%l+ = g+(£)‘M+\”Z/l+'

Wegen %" C Ugi(g) C " ist insbesondere fT (¢, 5)|M+\%+ = g+(§)|M+\%+.

Zuletzt erfolgt der Riicktransfer von M T nach M: Ahnlich wie bei den Beweisen im zweiten

Kapitel lésst sich zeigen, dass die Familie von Metriken
fi=h*"fT: K x[0,1] - C®°(M;T*M @ T*M)

alle Eigenschaften (a) — (g) besitzt. Dass f(&,s) fiir jedes £ € K und s € [0,1] der
Bedingung scaly¢ ;) > o geniigt, folgt analog zum ersten Beweisschritt. Mit

Co:=Cg oh: M — R

ist die Proposition erfiillt. ]

Die n#chste Proposition 3.10 gebraucht vier Lemmata, welche nacheinander vorgestellt
werden. Die ersten beiden Lemmata sind der Arbeit [1] von Bér und Hanke entnommen.
Der hier prisentierte Beweis von Lemma 3.4 stimmt bis auf wenige Ergédnzungen mit dem

Beweis aus [1, Lemma 25| iiberein.
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Lemma 3.3 Sei V' ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum und seien g1 und go zwei

Skalarprodukte auf V. derart, dass ||g1 — gollgo < 3. Dann gilt

| trg, (h) = trge ()] < 2+ [lg1 = gollgo - [[Pllgo

fir alle symmetrischen Bilinearformen h auf V. Hierbei bezeichnet || - ||g, die von go auf

dem Raum der symmetrischen Bilinearformen induzierte Norm.
Beweis. Siehe [1, Lemma 24]. Im Beweis ist das letzte ,,=“ durch ,,<“ zu ersetzen. ]

Lemma 3.4 FEs gibt eine Konstante co > 0, sodass fiir jede reelle Zahl 0 < § < % eine
glatte Funktion xs : [0,00) — R mit folgenden Figenschaften existiert:

> xs(t) =t fiir t nahe 0, xs5(t) = 0 fiir t > /6 und 0 < x5(t) < % fir alle t,
> |xs(t)] < co fir alle t,
> —2 < X5(t) <0 fiir alle t € [0,6] und |X5(t)| < co fiir alle t € [5, V).

Beweis. Die Funktion ¢: R — R mit

t—3 fiir £ < &,
G(t) =1 1ouge (10t + 7)(10t — 9)®  firr & <t <
0 fiir t > 2,

ist zweimal stetig differenzierbar und erfiillt —% < @ < 0 auf [0,00) und —% < gZ) <0

auf ganz R. Insbesondere ist die Funktion konkav. Mittels Faltung lédsst sich ¢ durch eine

19
20°

iibereinstimmt und deren zweite Ableitung der Bedingung ||¢ — gZHCQ(R) < 1 geniigt.

glatte konkave Funktion ¢;: R — R approximieren, die auf (—oo, %] und [53,00) mit ¢

Fiir den Beweis sei u € C*°(R) eine nirgends negative glatte und gerade Funktion mit
suppu C [—%,2—10} und fRu = 1. Die Integrationstheorie lehrt, dass das Faltprodukt
01 :=ux*@: R — R eine glatte Funktion ist. Die Konkavitéit von ¢; folgt wegen @1 (t) =

%(u £ @)(t) = (u*@)(t) <O fiir alle t € R. Fiir t < > gilt
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Dabei verschwindet das letzte Integral in der Rechnung, da die Funktion u - idg ungerade
ist. Fir ¢t > 10 gilt

weil ¢(t — o) auf dem Integrationsintervall [—2%, %] identisch Null ist. Zuletzt findet sich

die Abschitzung

161 = Gllcoy = lu* @ = @lloogo,n = SEI)I]/ u(T)((t = 7) = @(t)) dr
te

< sup p(t—7) = @(t)].
te(0,1]
TESUppu

Aufgrund der gleichméBigen Stetigkeit von ¢ auf Kompakta kann nach méglichem Ver-
kleinern von suppu angenommen werden, dass ||¢1 — ||oe < +. Speziell ist —2 < ¢ < 0.
Im Weiteren wird die Funktion ¢ auf das Intervall [0, co) eingeschréankt und die neue Funk-
tion wieder mit ¢; bezeichnet. Aus der Konkavitat folgt 1 = ¢1(0) > ¢1(t) > ¢1(1) =0
fir alle ¢, d.h. insbesondere ist ¢; monoton wachsend und erfiillt daher —% = 1(0) <
©1(t) < ¢1(1) = 0 fiir alle ¢.

Sei nun 0 < § < 3 und sei g;: [0,00) — R definiert durch ¢s(t) := d¢1(t/6). Es gelten

> ps(t) =t — 3 fiir t € [0, 50];

’» 20
> ps(t) = 0 fiir t > 126;

> —g < s < 0 tiberall;

v
o
IN

ps < 1 iiberall;
> —% < ps < 0 iiberall.

Als néichstes sei 11 : [0, 00) — R eine glatte Funktion mit ¢y (t) = 3 fiir ¢ € [0, 33, ¥1(t) =

fiir t > 1 und 0 < 1p1 < 3 iiberall. Sei ¢5: [0,00) — R, ¢5(t) := (wl (t/+/9). Dann gelten
> s(t) = § fiir £ € [0, V3,
> s(t) = 0 fiir t > V/6;
> 0 < 1ps < § iiberall;
> 5] < V3|[¢n| oo,y iiberall;

> W)(S‘ < ||1L1HC’U([O,1}) iiberall.

Das Lemma wird erfiillt mit xs := 5 + 105 und ¢y := max{1 + ||flj}1||00([0’1]), ||QZ;1||CO([O,1])}.

Insbesondere gilt ¥5(t) = ¢5(t) € [~%,0] fiir alle t € [0,6] C [0, 22/4]. O
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Bemerkung 3.5 In der Situation von Lemma 3.4 gilt
. 1
Xs(t) <t firalle0<d < B und alle ¢ € [0, 00).

Beweis. Sei 0 < § < % Auf dem Intervall [0, ] ist Y5 < 0, d.h. x5 ist monoton fallend, und
es gilt xs(t) < x5(0) =1 fiir alle ¢ € [0, ¢]. Die Aussage folgt mithilfe des Mittelwertsatzes.
Fiir t € (0, 00) gilt ohnehin y;(t) < g <t. O

Als Vorbereitung auf den Beweis von Proposition 3.10 werden drei abzihlbare Uber-

deckungen (U})ien, (U?)ien und (U2);en von OM mit folgenden Eigenschaften fixiert:

2 (2 K3

> Alle Teilmengen U}, U?, U3 C OM,i € N sind offen und relativ kompakt.
> Fiir jedes i € N ist die Menge [; := {j € N: U} N U? # @} endlich.
> Es gilt U} € U? und U2 C U fiir alle i € N.

Zudem sei (¢;);en eine der Uberdeckung (U});en untergeordnete Partition der Eins.

Die Existenz solcher Uberdeckungen lisst sich zum Beispiel wie folgt begriinden: Sei
F: OM — RY eine eigentliche Einbettung von dM in einen euklidischen Raum RY (sie-
he [9, Theorem 6.15]). Mogliche Schranken an die Dimension N sind hier unerheblich.
In RY bezeichne B(z,7) den offenen Ball um z € Z" vom Radius r > 0.

Mit U} := F~Y(B(z,vN)), U2 := F~Y(B(2,2V/N)) und U2 := F~!(B(z,3v/N)) sind
(UN),ezn, (U2),ezn und (U2),ezn Uberdeckungen von M, die alle geforderten Eigen-
schaften erfiillen. Insbesondere sind die Teilmengen Ul C F~!(cl(B(z,v/N))) kompakt
aufgrund der Eigentlichkeit von F' (analog fiir U2 und U3). AbschlieBend werden die Men-
gen (U})., (U2), und (U2), gemis einer beliebig gewihlten Bijektion N 2 Z~ nummeriert.

Fiir eine feste Riemannsche Metrik g auf M sind iiber den Randstiicken aus dem letz-
ten Absatz noch weitere geometrische Gréflen definiert: Sei dazu ¢ € N beliebig, aber fest,
sel ¢q: V;) = Uj eine Kragenumgebung wie in G1.(3.1) und sei 0 < 7; < inprUia n(p).
Hierbei gilt inf ¢ n(p) > 0 aufgrund der relativen Kompaktheit von U?.

Auf dem verallgemeinerten Zylinder ([0,7;) x U2, g = dt* + ¢;) ist die Abbildung ge als
eine Familie (g¢);¢[0,,) von Riemannschen Metriken auf U? zu verstehen. Die zweite Fun-
damentalform II; einer Hyperfliche Ny := {t} x Uf, 0 <t < n; beziiglich der Normalen 0;
ist damit gegeben durch

1,
IIt = _igt

Die Weingartenabbildung W;: T'N; — TN, ist als assoziierter selbstadjungierter Endo-

morphismus durch die Gleichung

(Wi(0), w)g, = Ty(v, w) = —%gt(v,w)
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definiert. Zuletzt ist

1
Ht = tr(Wt) = —

n—1 trgt (gt)

_
2(n—1)
die mittlere Kriimmung von NN;. Offensichtlich gilt 11y = Il4|;2 und Ho = Hyg|;2. Mithilfe

der beschriebenen GrioBen berechnet sich die Skalarkriimmung von g auf [0,7;) x U2 zu
scal, = scaly, +3tr(W2) — tr(Wy)? — trg, (i)

Die Formeln und ihre Beweise sind in [8, Proposition 4.1] ausgefiihrt.

Das dritte Lemma liefert eine mogliche Konstruktion abgeschlossener Kragenumgebungen
in Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Vor dem Beweis soll kurz illustriert werden, warum
dies kein triviales Problem ist: Sei dazu g eine Riemannsche Metrik auf M. Angenommen,

es existiert eine Kragenumgebung der uniformen Breite € > 0:
¢g:10,€) x OM — M.

Falls OM kompakt ist, so ist ¢4([0, 5] x dM) als Bild einer kompakten Menge kompakt

und damit abgeschlossen in M. Im nicht-kompakten Fall hingegen ist ¢4([0, 5] x OM) im

Allgemeinen nicht abgeschlossen. Als Gegenbeispiel dienen
M = Hn\ ({0} X IRSO) und g = YJeukl-

Trotzdem existiert in diesem Beispiel eine abgeschlossene Kragenumgebung von 0M,

niamlich die Menge {(z,y) € R? : 0 < x < y}. Alternativ ist auch

(Ulo 3] = [ =]) v ([o5] <o)

i>2

eine abgeschlossene Kragenumgebung. Hiervon inspiriert gelangt man zu Lemma 3.6.

Lemma 3.6 Sei g eine Riemannsche Metrik auf M und ¢4: V,, = Uj eine Kragenumge-
bung von OM wie in Gl.(3.1). Fir jedes i € N sei

1
0<eg < min{,, inf n(p)} und

1 peU3
—1, —_—
U7 = ¢g([0,e:] x U}).
Dann ist | ;e U;’,g C M eine abgeschlossene Umgebung von OM .

Beweis. Sei (pn)nen eine Folge in (J;cy U;’,g mit p, = p € M fiir n — oo. Zu zeigen ist
P € Ujen U;’_g. Fiir den Beweis wird die Urbildfolge (¢, (pn))n = ( 7(11),p£12))n betrachtet.

Dann sind zwei Féille denkbar:
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1.Fall: Es gibt ein L € N, sodass pg) € UiSLUiil fiir alle n € N: In diesem Fall ist

_ T —1,
65 (wa) € | (10,] x UY) baw. poe |J UL
JeL;, Jj€L;,
<L i<L

fiir alle n € N. Die letzte Menge ist als endliche Vereinigung kompakter Teilmengen von
M kompakt und damit abgeschlossen. Es folgt p € el i<l Ui;g C Ujen U;’.g.

7

2. Fall: Es gibt kein solches L. € N wie im ersten Fall: Aufgrund der Wahl der lokalen

S()n) von pg) mit pfol()n)

gilt dg(Py(n), M) — 0 fiir n — oo, und mit der Dreiecksungleichung

Kragenbreiten ¢; existiert eine Teilfolge p — 0 fiir n — oco. Daher

dg(p, OM) < dy(p, pp(n)) + dg(Pp(ny, OM)  fiir alle n € N

ist folglich dy(p,0M) = 0. Die Konklusion p € OM C (J;en U i;g ergibt sich mithilfe der
nachstehenden elementaren Aussage aus der Theorie der metrischen Rdume, angewendet
auf (X,d) = (M,dy) und A =0M. O

Fakt 3.7 Sei (X,d) ein metrischer Raum, A C X eine abgeschlossene Teilmenge und
x € X derart, dass d(x,A) = 0. Dann gilt x € A.

Beweis. Wegen d(x, A) = infycad(z,y) = 0 existiert zu jedem n € N ein z,, € A mit
d(z,zy,) < % Also ist (zy,), eine Folge in A, die gegen = € X konvergiert. Die Abgeschlos-
senheit von A liefert x € A. O

Es folgt das letzte Lemma.
Lemma 3.8 Sei K ein kompakter Hausdorffraum und g: K — Z(M) eine stetige Familie
von Riemannschen Metriken. Fir jedes i € N sei A; eine Umgebung von Uz-3 m M.
Dann existiert eine positive stetige Funktion n: OM — R, sodass fiir alle £ € K gilt:
> Pg(ey: Vi — Ug(g) ist eine geodditische Kragenumgebung von OM ;
> ¢g(e)({(t,p) € [0,00) x UZ: t <n(p)}) C A; fiir alle i € N.

Beweis. Zunichst existiert nach Satz 2.14 eine positive stetige Funktion n': 0M — R,
sodass ¢g¢): Vip = U, gl(g) fiir jedes £ € K eine geoditische Kragenumgebung ist. Anschlie-
Bend sei ¢ € N. Wieder wird Satz 2.14 angewendet, diesmal allerdings auf die Mannigfal-
tigkeit

M; := M — (0M \ UP)

und die Umgebung A;. Demzufolge existiert eine Funktion 73 : UZ-3 — R, sodass

g6)({(t:p) € [0,00) x U+ t <mys(p)}) € A
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fiir alle £ € K. Sei n? := minp 2 U (p). Dann ist

2. 2 .9
7?1 OM =R, q —%wz-%}}m
(A

2

eine positive stetige Funktion mit 7?|;2 < n? fiir alle i € N. Hierbei ist zu beachten, dass

J € I; dquivalent ist zu i € I;. Dieses Argument wird im Beweis von Proposition 3.10

erneut auftauchen. Mit der Funktion n? gilt

dg6)({(t,p) € [0,00) x U2 : t <1*(p)}) C A;

fiir alle ¢ € K und i € N. Schlielich erfiillt 7 := min{n!,7%}: 9M — R die Aussage des

Lemmas. O

Zuletzt sei noch kurz an die C*-Norm von Schnitten in Vektorbiindeln — hier nur Ten-

sorbiindeln — erinnert. Die Definitionen werden als bekannt vorausgesetzt.

Bemerkung 3.9 Ist (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, so ldsst sich auf dem
Raum C®(M;T*M ® T*M) der (0,2)-Tensorfelder in kanonischer Weise eine C'2-Norm
definieren. Der Levi-Civita-Zusammenhang V von ¢ induziert nidmlich Zusammenhénge
auf dem Kotangentialbiindel 7*M — M und auf allen Tensorbiindeln T*M® — M, die
sdmtlich mit V notiert werden. Zudem induziert g ein inneres Produkt auf 7T*M und
T*M®. Die C?-Norm eines (0, 2)-Tensorfeldes h ist dann definiert durch

alllo2ay = max {12l coan): 1V Allooary, VRl coany } -

Wie iiblich zeigt C?(...) an, dass eine Supremumsnorm gebildet wird. Der Vorteil dieser
Definition besteht darin, dass sie ohne die Wahl lokaler Rahmen oder lokaler Koordinaten
auskommt. Falls ¢ € C°°(M) eine glatte Funktion ist, so gilt die folgende Abschétzung:

1% - Al 2 ary < (HWHCO(M) + 2 - [[d¥ [l coar) + \\’V(dlﬂ)\”CO(M)) A2 an-

Hierbei ist zu beobachten, dass d: C*°(M; M x R) — C*°(M;T*M) ein Differentialope-
rator erster Ordnung und Vod: C®(M;M x R) — C®(M;T*M ® T*M) ein Differen-
tialoperator zweiter Ordnung ist — nicht zu verwechseln mit d? = 0: C*°(M; M x R) —
C>°(M; A®T*M). Die Abschitzung folgt aus den Ungleichungen

I¥hllco < lllllco - lhllce < ll¢llco - IRl

und

IV(&h)lllco = [lldy @ h + ¢ @ Vhlco
< ld @ Rlllco + ll¥ © Vh]lco
< ld#llico - lli7lico + llllco - VAl co
< (Illco + ldlico) - iRllce,
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IV2(@h)llco = IV (dy @ h) + V(¢ @ V)| o
=||V(dy) @ h+dy @ Vh + dyp @ Vh + 9 @ V2R o
< IV(dy) @ hlllco +2 - [ld¢ @ Vhl[lco + [+ © V2hl|lco
< IV (@¥)lllgo - llallco +2- lldellco - IVAllco + llvlico - [IV2Rllco
< (I¢llco +2 - lldlico + IV (d)lllco) - llAllc=-

Beziiglich der Notation von Normen wird folgende Vereinbarung getroffen:

> || - |lcx notiert die von g induzierte C*-Norm von Tensorfeldern;
> || - ||g notiert die von g induzierte punktweise Norm auf einem Tensorbiindel;
> | - | notiert den reellen Absolutbetrag.

Nach allen Vorbereitungen kann nun das zweite Deformationsresultat fiir Familien von

C-normalen Metriken bewiesen werden.

Proposition 3.10 Sei K ein kompakter Hausdorffraum.

Sei go: K — C®(OM;T*0OM ® T*OM) eine stetige Familie von Riemannschen Metri-
ken auf OM und seien h,k: K — C*°(OM;T*OM @ T*OM) Familien von symmetrischen
(0,2)-Tensorfeldern mit trg,(h) > try, (k).

Dann gibt es eine glatte Funktion Cy = Cy(go, h, k) € C°(OM),Cy > 0 derart, dass

> fiir jede stetige Familie
9: K = %0 (M)

von C-normalen Metriken mit C € C*°(0OM),C > Cy, deren Skalarkrimmungen
grofer als o sind, und die g(§)o = go(§) und ey = h(€) fir alle § € K erfiillen, und

> fiir jede Umgebung % von OM

eine stetige Abbildung
fi K x[0,1] > Z~o(M)

existiert, sodass fiir alle £ € K und alle s € [0,1] gilt:
(a) f(£0)=g(S);
(b) (&, s) ist C-normal;
(c) £(& s)lonr = g(&)lons, also insbesondere f(£,s)o = go(€);
(@) W = (1— )Ly + sk(€);

(e) f(&,5) =g(&) auf M\ %.
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Beweis. Sei % eine Umgebung von OM. Sei C € C*°(9OM) eine positive glatte Funktion
auf OM und sei g : K — %~,(M) eine stetige Familie von C-normalen Metriken, deren
Skalarkriimmungen gréfler als o sind. Zudem méogen g(§)o = go(§) und ) = h(§) fiir
alle £ € K gelten.

Da Proposition 3.10 im spéteren Beweis von Satz 3.11 im Anschluss an Proposition 3.2
angewendet wird, kann ohne Einschrinkung angenommen werden, dass die Riemannschen
Metriken g(&) die C-Normalititsbedingung (3.4) auf einer gemeinsamen offenen Umgebung
Uy von OM erfiillen. Diese Umgebung % liefert das Flexibilitdtslemma im Beweis von
Proposition 3.2.

Des Weiteren sei fiir jedes i € N eine kompakte Umgebung A; von U? in M gegeben. Nach
Satz 2.14 und Lemma 3.8 existiert eine (von & unabhéngige) positive stetige Funktion
n3: OM — R, sodass

> Pgre): Vip — Ug§5) fiir jedes ¢ € K eine Kragenumgebung von M ist;

> Ug§€) C % N fir alle € € K gilt;
> ¢ge)({(t,p) € [0,00) x UZ : t <n*(p)}) C A; fiir alle i € N und € € K gilt.

Somit ist
9(&) = dt* + go(&) — 2t - h(€) — C1* - go(€) auf UL fir alle £ € K. (3.6)

Um spiéter prizise argumentieren zu konnen, beschafft man sich geeignete Kragenumge-

bungen per ,,Ping-Pong-Prinzip*:

1. Sei % C M eine offene Umgebung von 0M, sodass %1 C Ugg(g) fiir alle £ € K
gilt und sodass K — C°°(%1;V,3),§ — ¢;(1§) eine stetige Abbildung ist.

2. Sei n?: OM — R,n? < n? cine stetige Funktion derart, dass Gg(e): Vg = UgQ(g)

fiir jedes £ € K eine geodétische Kragenumgebung ist und dass U 7‘;72(5) C 2 fir

alle £ € K gilt.

3. Sei & € K beliebig, aber fest, und sei A := UieNUi;g(éo) mit 0 < ¢ <
min{z’fl,infpeUlg n*(p)} fiir alle i € N. Dann ist A C M eine abgeschlossene
Umgebung von OM mit A C %4, siche Lemma 3.6.

4. AbschlieBend sei n = n': OM — R,n' < n? eine stetige Funktion, sodass
bgie): Vip = U, 7‘;’1(5) fiir jedes £ € K eine geoditische Kragenumgebung ist und

sodass Ugl(é) C A fir alle £ € K gilt.

Zusammenfassend hat man fiir alle £ € K die folgende Kette von Inklusionen:

Us® c Aca Uggfg) CUNU.
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Die beiden mittleren Umgebungen A und %4 sind wie % N % unabhéngig von £. Das
Vorgehen basiert auf Satz 2.14 und Proposition 2.15. Sei nun

Ci = [Cllcowsy, (dC)i :=[ldClcowz),  (V(AC)), :=[IV(AC)llcows)

und 0 < 7 < infpeU;"’ n(p) fir jedes i € N, wobei die Suprema und Infima aufgrund der
relativen Kompaktheit der Mengen Ui3 sdmtlich kleiner als unendlich bzw. gréer als Null
sind.

Die Deformation der Metriken ¢(§) findet zunéchst lokal iiber jedem Randstiick Uf in
dem Kragen U,i.’g © = bg(e)([0,m:) X U?) statt. AnschlieBend verklebt die Partition der
Eins (¢;);en die lokal deformierten Metriken zu einer (deformierten) Metrik iiber dem
gesamten Rand OM. Fiir die nachfolgende Konstruktion sei 6 = (d;);en eine Familie von

reellen Zahlen mit

1 _
0 < §; < min {2 i? (IjIéIIH??y)Q}a (TJHEEE{C]) 2,

(max(dC); ) (maX(V(dC))j)_Q}

Jj€el; Jjel;

fur alle ¢ € N. Falls (dC); oder (V(dC)); fiir alle j € I; gleich Null sein sollte, fallen die

entsprechenden Bedingungen einfach weg. Der Beweis wird in vier Schritte aufgeteilt.

1.Schritt: Im ersten Schritt sei ¢ € N beliebig, aber fest. Zu betrachten ist die Familie
lokaler (0, 2)-Tensorfelder

foi K x[0,1] = C®(V2;T*M @ T*M),
Foi(&5) = dt? + (1= CF%) - go(€) — 2t - h(€) + 285, (1) - (h(€) — K(€)),

wobei V,]Qi = [0,7m;) x U2. Fiir alle £ € K,s € [0,1] und (t,p) € Vnzl gilt

1F% (&, ) (t:p) = 9(E)(t, D)l g(e) 1)
= [128x5,(t) - (R(E)(P) = K(E) ()l g(e)(t.p)
= 2sx5,(t) - [[1(&) () = k() P)llgee). v
(€

< 6~ sup  [h(E)(p) — k() (p )Hg(&)z(p)?
EEK (tp)EV

wobei das letzte Supremum kleiner als unendlich ist. Hier kommen die relative Kompakt-
heit von U2 und [0,7;) zum Tragen.

In einer Orthonormalbasis beziiglich g(&)(t,p) ist || f% (&, s)(t,p) — 9(&)(t,p)llg(¢)(t,p) 8leich
der Frobeniusnorm || F% (¢, s)(t, p) — I,,|| von Matrizen, wobei F% (&, s)(t, p) die darstellen-
de Matrix von f% (&, s)(t,p) in der gewiihlten Basis und I,, die Einheitsmatrix bezeichnet.

Da die positiv definiten Matrizen eine offene Teilmenge im Raum der quadratischen Ma-
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trizen bilden und I,, natiirlich positiv definit ist, kann ¢§; so klein gewéhlt werden, dass
fo (&, 5)(t,p) fiir alle & € K,s € [0,1] und (t,p) € VUQZ_ positiv definit ist. Mit anderen

Worten ist f% dann eine Familie von Riemannschen Metriken.

2.Schritt: Im zweiten Schritt werden verklebte Metriken auf ganz M definiert: Es sei

fO K % [0,1] = C®°(M;T*M @ T*M),
dt? + (1 = Ct?) - go(&) — 2t - h(€) + 3 i - 25x5,(t) - (A(E) — k(€))

€N
5 i auf U U 2,9(8)
f (575) - €N g 7
g(&) auf M- Uz
S\

Dabei sollen die Zahlen 9; so klein Wie im ersten Beweisschritt sein. Die punktweise positive
Definitheit von f9(¢, s) auf (U, Un ( ) lasst sich leicht mittels der Darstellung

=i (A + (1= CF) - gol€) — 2t - h(E) +25x5,(8) - (h(E) — k(£)))

€N

9(&)

zeigen. Sei dazu (1,p) € U,en Uif . Dann ist die Bilinearform in der grofien Klammer
positiv definit fiir alle j € N mit p € U 32 Dies folgt aus dem ersten Beweisschritt, falls
t <mj;. Fiir t > n; ist xs;(t) = 0 und die restlichen drei Summanden ergeben das (positiv
definite) Skalarprodukt g(&)(t,p). Wegen 1;(p) = 0 fiir alle j € N mit p ¢ Uj2 sind keine
weiteren Summanden in der groflen Summe zu beachten.

Des Weiteren ist nachzupriifen, dass die Metriken f°(¢,s) tatsichlich glatt sind. Dies ist
auf der Menge (J;cy Un’g © offensichtlich, sodass die Glattheit um jeden Punkt aus dem
Komplement M —U;enUy; 296 4y zeigen bleibt. Dafiir geniigt wiederum die (zu beweisende)

Aussage, dass fO(¢,s) auf M — UjenU \/’g—(g) mit ¢g(§) tibereinstimmt. Geméfl Lemma 3.6,

angewendet auf ¢; = /9;, ist die Menge U;enU \f( ) namlich abgeschlossen in M. Dann

ist f°(¢,s) glatt auf der offenen Uberdeckung (U ieNUg 9(&) , M — Ujen U\f( )) von M und

somit glatt.

2,9(6)

Fiir den Beweis der noch fehlenden Aussage sei (¢,p) € UienUy, UsenU \ﬁ( ) Also ist

(t,p) € U,%.’g ©) fiir ein i € N. Jeder Summand in der Summe

p) = (o) (A2 + (1= 1) go(€) = 2t h(€) + 255, (1) - (h(€) — K(€)))

JEL;

ist entweder gleich 1;(p) - g(&)(t,p) (falls p € Ujl) oder gleich Null (falls p ¢ Ujl). Somit
gilt
p) =Y _¥i(p)- 9(&)(t,p) = g(&)(t,p).
Jjel;

3.Schritt: Als néchstes soll gezeigt werden, dass die Familie

fO K % [0,1] = C®°(M; T*M @ T*M)
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stetig ist. Dafiir beobachtet man zuerst, dass fo(€, s)ana = g(§)|an 4 fiir alle £ € K und
s € [0,1] gilt. Folglich ist f‘s\M\A: K x[0,1] - C®(M \ A;T*M @ T*M) stetig. Zum

anderen lisst sich die Familie f?

2, als Komposition stetiger Abbildungen darstellen:

K % [0,1] —— C®(%; Vi) x C®(Vys; TV @ T*Vys) —— C®(2%;T*M © T*M)

(€,5) (¢;(15)af6(€75))

(¢, f) o*f

Dabei ist f°(¢,s): Vs = T*Vys @ T*V,s gegeben durch

dt? + (1= Ct?) - go(&) — 2t - h(&§) + 2 i - 25x6,(t) - (h(€) — k(€))

ieN
f&(& S) — auf 'LE_JN([O,m) X U?),
V596 auf Vo = U ([0,m) < U7).

Diese Familie ist stetig, da sie sich zu stetigen Familien auf (J;c([0,7:) x U?) und V5 —
Uien([0, V3] x U}) einschriinkt. Dabei gilt zu beachten, dass auch

K x[0,1] = C®(Vip; TV @ T*Va) 5 (€,8) = ¢9(8)

als Komposition stetiger Abbildungen stetig ist. Insgesamt folgt die Stetigkeit von f9: K x
[0,1] — Z(M).

4.Schritt: Im vierten Schritt wird bewiesen, dass die Skalarkriimmung der Riemannschen
Metriken f°(¢,s) fiir geniigend grofies C' und geniigend kleine Zahlen & = (;);en punkt-
weise grofer als o ist. Da f°(€,s) auf M — UieNUI’g(g)

i

das Verhalten auf UieNUg’g(O betrachtet werden. Sei dazu i € N. Auf Ug;g(g) gilt

i

mit g(¢§) tibereinstimmt, muss nur

FO(&s) = dt* + (1= COF) - go(€) — 2t - h(E) + D 1y - 255, (1) - (h(€) — k().

Jjel;

In den gleich durchgefiihrten Rechnungen wird das Vergleichszeichen ,, <“ verwendet, falls
die linke Seite kleiner oder gleich der rechten Seite, multipliziert mit einer positiven Kon-
stanten, ist. Diese Konstante darf nur von den Familien go,h und k auf U? abhiingen.
Insbesondere ist sie unabhéngig von d,t,p, &, s, C. Dariiber hinaus soll eine Aussage als
filr gentigend kleine (6;);¢y, erfiillt” bezeichnet werden, falls die Aussage fiir alle Tupel
(05)jer, erfiillt ist, deren Maximum kleiner als eine gewisse Konstante ist. Diese Konstante
héngt wiederum nur von gg, h und k auf Ui2 und von C auf | er Uj2 ab.

Im Folgenden sei (’Yt)te[o,m) die Familie von Riemannschen Metriken auf UZ-2 mit

o= fO(E8)e = (1= C8) - gol€) = 2t - h(&) + Y by - 25, (1) - (h(€) — k(€)).

Jjel;
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Zudem bezeichne II; die zweite Fundamentalform und W; die Weingartenabbildung der
Hyperfliche N; = {t} x U? beziiglich v := f9(¢,s). Gem#B [8, Proposition 4.1] ist die

Skalarkriimmung von v gegeben durch

scal, = scaly, +3 tr(W7) — tr(W;)? — tro, ()
> scaly, — try, (I1;)% — tr, (5:). (3.7)

Die letzte Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass W ein Feld selbstadjungierter Endo-
morphismen ist. Mit Vielfachheit gezihlt besitzt W7 also punktweise n — 1 nicht-negative

reelle Eigenwerte. Des Weiteren gilt

e =~ = h(E) + Ct - go(€) — 3t s, 1) - (h(€) — K(©)),

JEL;
= =20 go(€) + D _ 5 - 25K, (1) (h(&) — K(€))-
JEL;
Nun konnen die drei Terme in G1.(3.7) separat untersucht werden. Dabei ist wiederum nur
die Teilmenge [0, maxjer, \/g) x U? zu betrachten, da v auf [maxjcy, /57, 7;) x U? mit

g(&) iibereinstimmt. !

Zu scal, : Fir alle t € [0, maxjey, \/g) gilt mit der von vy = go(¢) induzierten C2-Norm

e = volllce = Il = C#* - yo — 2t - B(&) + D 1bj - 286, (1) - () — k(&) 2
J€L;
< IC - volllez + 2t - [[R(E) Iz + 25 Y xs, OIw5 - (h(€) = k)l
Jel;

< 12 (Ci +2(dC)i + (V(AO))i) - Inolllee + 2t - 1)l
+25 > x5, (6) (15l oo + 2llldslllco + IV (@e)lleo) - IAE) = k(E)llc2-

JEL;

Dabei sind

tQ-CiSt'IIlean\/éj'CiSt,
jEI

t2-(dC)i <t - X Vo5 (dC); < t,

£+ (V(dC)), < t-max\/3; - (V(dC)), <,

JEL;

sofern (dC'); # 0 und (V(dC)); # 0. Andernfalls kénnen die letzten beiden Ungleichungen

'Um einen Punkt (maxjer, \/3;,p) mit p € U? gibt es keine offene Umgebung, die vollstéandig in
[max;er, 1/9;,n:) x U? liegt. Allerdings gehen in die Formel fiir die Skalarkriimmung in lokalen Koordinaten
nur die metrischen Koeffizienten und ihre ersten und zweiten Ableitungen ein. Entscheidend ist, dass die
Ableitungen in ¢-Richtung schon durch die rechtsseitigen t-Ableitungen festgelegt sind.
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ignoriert werden. Fiir alle j € I; gilt nach Bemerkung 3.5 zudem 2sxs, (t) < 2t, sodass

llve = olle> < 4t - llolllc> + 2t - [[2(E) 2
+2t > (lljllco + 2ldw;llco + 11V (de))lllco) - 1~ E) = k(E)llc=-

JEL;

Die letzte Summe ist — nach Bilden des Supremums iiber £ — eine von £ und p unabhingige

positive Konstante. Deshalb gilt

e —ollloe St+t+t=3t

< 3max/0; < 3. (3.8)
Jjel;
Hieraus folgt
scal,, 2 —1. (3.9)

Zu tr4,(I;): Von nun an seien die Zahlen (J;)jer, so klein, dass || — Yolc2 < & fiir alle
(t,p) € [0,max;er, \/5;) x U2 Es gilt

|tr7t(IIt)|f§ ’tYVO(IIt)|_% |tth(IIt) _’trVO(IIt”
S [ty (Te) | 4 17ve = Y0llyo - [1Lelyo
S [t (Ie) | 4 (1T .-

Fiir die einzelnen Summanden findet man unter Beriicksichtigung von |xs;(t)| < co (siehe

Lemma 3.4) die Abschétzungen

Lellg = 17(€) + Ct -0 = > by - %5, (1) - (h(€) = k()|

Jel;
< NR(O)llo + VR —1-Ct+ > ;- slxs, (0] - [|A(E) — (&)l
JEIL;
<1+4+C;- max\/7+zwj
Jj€el;

<3

und
|trVO(Ht)’ <vVn-— HHtHVo ~

Daher ist

[0y, (1) S |t (I1)| + [T S (3.10)

Zu —try, (%) : In dem Ausdruck

— b1y, (1) = try, (= Dy - 25X, () - (A(E) — K(£)) + 2C - 70)

Jj€El;

= =D - 25X, (1) - b1, (R(E) = K(€)) + 2C - tr, (%) (3.11)

Jjel;
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werden zunéchst die Summanden in der ersten Summe betrachtet. Sei dazu jy € I; fest.

Fiir t € [0, 6] gilt wegen try,(h) > trq, (k), Xs;, (£) < 0 und GL.(3.8)

o5 (8) -ty (A(E) = K(€)) < Xy, () -t (AE) — K(€)) — X, () - b5 (A(E) — K(€))

< X ()] - [tra, (R(E) — K(€)) — tryg (R(E) —
S Xaj0 (O] - 1ve = 0llyo - 1A(€) = K(€)l50

< i .t

- 5m

<2

Fiir t € [65y,/0j,) gilt

X5, (£) - try, (R(E) — R(E))] < | try, (A(E) — K(E))]

S [t (R(€) = K(ED] + e = 0llyo - 12(E) = K(E) 150

<l+1=2.
Fir alle t > /0, ist s, (t) = 0. Insgesamt gilt

Xajo (1) - try, (R(E) — K(€)) S 1

auf ganz [0, maxjcy, 1/9;) x U? und somit

3wy 25, (1) - (A(E) — k(€)) S 1.

Jel;
Der zweite Summand in GI1.(3.11) erfiillt die Abschéitzung
| try, (70) — 1+ 1 = [ trq, (70) — tT5(70)]

< e =0l - 170l
< max 4/d;.
JEL;

Fiir gentigend kleine (d;);ey, ist daher

1
|tr'yt('70) _n+1| < 5

oder 5
2C - try, (y0) > 2<n - 5)0

Die Gleichungen (3.12) und (3.14) ergeben zusammen

- tr% (Vt) Z Cv

o1

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)



falls C' auf U? geniigend groB ist.? Insgesamt gilt nach G1.(3.7), (3.9), (3.10) und (3.15)
scal, 2 C, (3.16)

sofern C' auf Uf geniigend grof3 ist.

Die Familien go,h und k stellen in den Gleichungen (3.15) und (3.16) eine Bedingung
© -
,J €N

kommen noch weitere — jedoch endlich viele! — Bedingungen an C' auf U? dazu. Es gilt

an C auf Uf. Durch Wiederholung der Rechnung fiir jede der Mengen U%g

nédmlich i € I; genau dann, wenn j € I;. Deshalb gibt es eine positive glatte Funktion
C| € C*(0M), sodass C{, auf allen Randstiicken Uj2, j € N geniigend grof im Sinne der
obigen Rechnung ist. Es ist noch einmal zu betonen, dass C{) nur von den Familien go, h
und k abhéngt.

Nachdem C > C gewéhlt ist, werden im Verlauf der Rechnung an jede der Zahlen
0,7 € I; und insbesondere an ¢; endlich viele Bedingungen gestellt, um die Abschétzung
aus GL.(3.16) zu erhalten. Bei der Wiederholung der Rechnung fiir jede der Mengen
Ug ]?g © ,j € N kommen mit dem gleichen Argument wie gerade nur endlich viele Bedingun-

gen an §; hinzu. Insgesamt erhélt man das folgende Resultat:

Sei C € C*°(0M),C > Cj. Dann ezistiert eine Folge von positiven Konstanten (m;)ieny =
mi(golyz, hlyz, kly2), sodass fir geniigend kleine 6 = (&;)ien und alle i € N gilt

scal, > m; - C  auf [O,maIX V6;) x U
JEL;
Auf Grundlage dieser Aussage kann nachgepriift werden, dass

Co: OM - R, Cy=C| + 22% : malx(mj_l -max{|o(p)| : p € Aj})
ieN ek
eine gesuchte Funktion wie in der Proposition ist. Dafiir muss man sich nur klar machen,

dass Cy > CY) ist und dass fiir jedes feste i € N gilt

Co>2-m;t. max{|o(p)| : p € 4;} auf U?.

4.Schritt: Zuletzt miissen noch die Bedingungen (a) — (e) behandelt werden, wobei (a), (¢)

und (e) aus der Definition der Metriken f°(€, s) offensichtlich sind. Die zweite Fundamen-

2Genaue Begriindung: Nach G1.(3.12) und (3.14) gibt es eine Konstante m > 0, sodass

—try, (p) (’Yt (p)) > —m+ C(p)

fiir alle p € U?. Unter der Bedingung C > m + 1 auf U? gilt dann —m + C(p) > ﬁC(p) fiir alle p € U?.

Dies folgt etwa mit der Tatsache, dass die Funktion R - R,z — —m + x — ﬁ“x monoton wachsend ist.
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talform des Randes beziiglich f9(¢, s) ist nach G1.(3.3) gegeben durch

jaen) = —5 (€ 5)0 = () — 5 3"t~ X6, (0) - (h(E) — k(©))

€N

= h(©) — s 3 - ((E) — k(©))

€N
= (1= s)h(&) + sk(§) = (1 — 5)ly(e) + sk(&),

da ys,(t) = t fiir alle ¢t < 6. Die C- Normalité’ttsbedingung (3.4) wird durch ebenso
einfache Rechnung bestétigt: Ist 1€Nund t < 55 mm]e 1, 0;, so gilt auf UZ:

P& s) = (1= Ct2) - go(§) =2t (&) + D hi - 255, (t) - (h(€) — k(&))

1€EN

= (1—C1) - go(€) — 2t - h(€) + >t - 25t - (A(E) — k(€))

€N

= (1= C#) - go(&) — 2t - h(§) + 2st - (A(&) — k(€))
= g0(§) — 2t((1 — s)h(€) + sk(£)) — C1* - go (&)
= f(& 8)0 — 2t T ps (e ) — Ct* - f2(€, 9)o. O

Mithilfe von Proposition 3.2 und Proposition 3.10 kann das Endresultat dieser Arbeit
bewiesen werden. In seiner Formulierung treten zwei Hilfsfunktionen Sj, S2: [0,1] — [0, 1]

auf. Sie sind definiert durch

1, 0
i :{ 21—1t), }

—_ Nl

i und  Sa(t) = {

1-2t, 0
1
2

<t<
St< 0,

Satz 3.11 Sei K ein kompakter Hausdorffraum und sei
g: K - %Z~o(M)

etne stetige Familie von Riemannschen Metriken, deren Skalarkrimmungen gréfier als o
sind. Sei k: K — C’OO(@M' T*OM @T*OM) eine stetige Familie von symmetrischen (0,2)-
Tensorfeldern mit —L trg (k(€)) < Hy ey fiir alle § € K.

Dann gibt es eine glatte Funktion Cy € C*°(OM),Cy > 0 derart, dass fir jede glatte

Funktion C € C*®(OM) mit C > Cy und jede Umgebung % wvon OM eine stetige Abbil-
dung

f: K x[0,1] > Z~o(M)
existiert, sodass fir alle £ € K und alle s € [0,1] gilt:

(a) f(£0)=g(&);

(b) f(&,1) ist C-normal;

(c) f(& s)lonm = 9(&)|ons, also insbesondere f(&,s)o = g(&)o;
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(d) Mg sy = S1(s) gy + (1 — S1(s))k(E), also insbesondere g 1y = k(§);

(e) falls g(€) C-normal ist, so ist f(£,s) eine Cs-normale Metrik, wobei Cs = Sa(s)C +
(1= 52(s))C5

(f) F(& )0 = S2(5)i(€)o — 2(1 — S2(s))Cg(E)o;
(9) F(€,9)5) = Sa(s) - g(€)y) fiir alle £ > 3;

(h) f(&s)=g(&) auf M\ % .

Beweis. Sei %4 C M eine Umgebung von M. Der Beweis {ibertridgt sich nahezu Wort
fir Wort aus [1, Theorem 27]. Sei Cyp € C*°(9M),Cy > 0 so groB, dass die Aussage aus
Proposition 3.10 fiir die Familien go(£) := g(§)o, h(§) = L) und k(&) erfiillt ist. Nach
moglichem Vergréflern von Cy existiert geméfl Proposition 3.2 zu jeder glatten Funktion
C € C*®(OM) mit C > Cy eine stetige Abbildung

fll K x [0, 1] —)«%>U(M)a

sodass fiir alle ¢ € K und s € [0, 1] folgende Bedingungen gelten:
(i) f1(&,0) = g(&);
(i) f1(€,1) ist C-normal;
(i) f1(& 8)lom = g(§)lonr und Ly (¢ o) = Hge);
(iv) fi(€ 8)o = (1= 9)i(€)o — 25Cg()o;
¢

) f1(& ) = (1= 5)g(©) fiir alle ¢ > 3;

(vi) f1(&,5) = g(§) auf M\ %.

Aufgrund von Punkt (ii) und (iii) kann Proposition 3.10 mit derselben Funktion Cj ange-
wendet werden. Man erhélt eine stetige Abbildung

fo: K x[0,1] = Z~s(M),

sodass fiir alle £ € K und s € [0, 1] gilt:

(vii) f2(&0) = f1(&1);

(viii) fa(€, ) ist C-normal;
(ix) f2(&, 8)lonr = f1(€, Dlonm = 9(&)loms
(x) Wpye6) = (1= )y 1) + 5k(§) = (1 = s)Iye) + sk(&);
(xi) fa(&,8) = f1(&1) = g(&) auf M\ Z.

Die Verkettung von f; und fs beziiglich des s-Parameters liefert eine gesuchte Abbildung f.
O
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Appendix A

Parametrisierte Fliisse

Die Appendizes dokumentieren, wie sich zwei grundlegende Resultate der Analysis —
nidmlich der Fundamentalsatz fiir Fliisse und der Umkehrsatz — fiir Familien von Vek-
torfeldern beziehungsweise Funktionen verallgemeinern lassen. Beide Appendizes bauen
auf einer parametrisierten Version des Banachschen Fixpunktsatzes auf. Die hier gefithrten
Beweise sind eine Zusammenstellung aus dem Buch von Lee [9] und dem Analysis 2-Skript

von Grieser [10].

Der parametrisierte Fundamentalsatz fiir Fliisse in Appendix A wird zunéchst fiir Familien
von Vektorfeldern auf einer offenen Teilmenge von R™ (in Satz A.4) und anschlieflend fiir
solche auf Mannigfaltigkeiten bewiesen (in Satz A.5). Im ersten Fall bedeutet dies, sich
mit der Losungstheorie gewohnlicher Differentialgleichungen zu beschiftigen. Als Hinweis

zur Notation bezeichnet || - || von hier an die euklidische Norm auf R".
Satz A.1 (Banachscher Fixpunktsatz mit Parametern)
Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, Y ein topologischer Raum und

T: Y xX =X

eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften:
> Fs existiert eine Konstante L < 1, sodass
d(T(y,x1),T(y,x2)) < L-d(x1,22)
fir alley € Y und x1,22 € X;

> Fiir jedes x € X ist T(-,x): Y — X stetig.

Dann besitzt die Abbildung T(y,-): X — X fiir jedes y € Y genau einen Fizpunkt p,, und
die Abbildung Y — X , y — p, ist stetig.
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Beweis. (nach [10, Satz 8.3.2]) Der erste Teil der Aussage ist der bekannte (unparame-
trisierte) Banachsche Fixpunktsatz. Daher wird nur die Stetigkeit der Abbildung Y —
X , y — py bewiesen: Fiir alle y,y2 € Y gilt

= d(pyl ) T(y27py2))
< d(py1 ) T(y27pyl)) + d(T(y27 py1)7 T(?/Qypl&))
< d(pylvT(y27py1)) +L- d(pylapyz)

d (pyl ) Pyz)

oder
(1 - L) ’ d(pyupyz) < d(pynT(yQ,pyl))'

Wegen L < 1 folgt hieraus

d(pylvpr) < ’ d(pylvT(y27py1))'

1-L

Ist nun y € Y und (y4)aep ein gegen y konvergentes Netz in Y, so konvergiert das Bildnetz
(T(Yas y))acD gegen T'(y,py) = py aufgrund der Stetigkeit von T'(,py). Zu jedem ¢ > 0
existiert also ein 8 € D, sodass T'(ya,py) € Bx(py, (1—L)e) fiir alle « > . Hierbei notiert
Bx(-,-) einen d-offenen Ball in X. Fiir alle a > 3 gilt

1
d(py: Pya) < 1-1° d(py, T(Yaspy)) < €

beziehungsweise p,, € Bx(py,c). Da die d-offenen Bille eine Umgebungsbasis von p,
bilden, ist die Abbildung y — p, netzstetig und somit stetig in y. O

Fiir den Beweis von Satz A.4 werden zwei Hilfsaussagen bendotigt.

Lemma A.2 Sei (X,dx) ein kompakter metrischer Raum, K ein kompakter Hausdorffraum
und f: K x X =Y eine stetige Abbildung in einen metrischen Raum (Y, dy).

Dann ist f(&,-): X =Y fiir jedes £ € K gleichmdfig stetig. Mehr noch existiert zu jedem
e >0 eind >0, sodass fir alle x1,x9 € X mit dx(z1,x2) < und alle £ € K gilt:

dy (f(&,21), f(§,22)) <e.

Die Zahl § > 0 kann also uniform in & gewahlt werden.

Beweis. Sei ¢ > 0. Fiir jedes §, € K und jedes g € X gibt es eine offene Umgebung
& € Fy, C K und ein g, 5, > 0, sodass

dy(f(g,x),f(§0,$0)) < fiir alle f € F&O und z € BX($075§0,900)‘

| ™

Da der Raum K x X kompakt ist, erlaubt seine offene Uberdeckung durch die Mengen
F¢, x Bx(xo,0¢,2,/2) eine endliche Teiliiberdeckung

KxX= (F&% X BX(xé75§é,mé/2)) U---u <F§é X BX(mé’(Sflo,ﬂﬁé/Q))'
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Setze § = %min{éfé,mé,...ﬁ%,xé}. Sei £ € K und seien 1,22 € X mit dx(z1,z2) < d.
Ohne Einschriankung gelte (£, 1) € Fgg x Bx(z}, (55(%@(1)/2). Dann ist

1
dx(xg,xé) < dX(xé,xl) +dx(z1,22) < 565(1)715 +6< 555@(1),
also zg € BX(az(l),Qé’xé), und somit

dY(f(€7x1)a f(éaZEZ)) < dY(f(€7x1)a f(g(%vx(l))) + dy(f(fé,l‘(l)), f(f,.’Eg))

Das zweite Lemma ist eine Variante der differentiellen Gronwall-Ungleichung.

Lemma A.3 Sei 0 € I C R ein offenes Intervall und w: I — R™ eine differenzierbare
Funktion mit w(0) = 0. Falls

|a)|| < E-|u(t)| +B  firalletel,
wobet £, B > 0 Konstanten sind, so gilt
B B .
lu(t)]] < E(e —1) firalletel.
Beweis. Seien E, B > 0, und es gelte ||u(t)|| < E-||u(t)|| + B fiir alle t € I. Auf der offenen

Menge {||u(t)|| > 0} ist ||u|| differenzierbar mit

d

) = e, w7 = (), u(®) ™ (2u(e), i0)

1 _ . .
< SN Il - a@)]) = @]
<E-[lu(t)] + B.
Dabei wurde die Ungleichung von Cauchy-Schwarz verwendet. Ist nun ¢y > 0 ein Zeitpunkt
mit ||u(to)|| > 0 und ist a = sup{0 < t < o : u(t) = 0}, so gilt aus Stetigkeitsgriinden

u(a) = 0 und ||ul]| > 0 auf (a, to]. Die differentielle Gronwall-Ungleichung, angewendet auf
die Funktion ||u| + B/FE im Intervall [a, to], liefert

B B\ Bio— B
+ =< + — (tO a) < Etg

oder B
E
lu(to) | < (5% = 1),

Der Fall tg < 0 ldsst sich analog behandeln. Auf der Menge {u(t) = 0} ist die Ungleichung
ohnehin erfiillt. O

o7



Satz A.4 Sei U C R" offen, K ein kompakter Hausdorffraum und
V:K — C*®(U;R")

etne stetige Familie von Vektorfeldern. Dann existieren zu jedem p € U eine offene Um-

gebung p € Uy C U und ein offenes Intervall 0 € I C R, sodass das Anfangswertproblem

, , (A1)
y'(0) = xy, i=1,...,n

fiir jedes § € K und jedes xg € Uy eine eindeutige Losung y¢ »,: I — U besitzt, und sodass
die Flussabbildung

0: K — C°(I x Ug; U) , 0()(t, 70) = ye.a (1)

wohldefiniert und stetig ist. Zu gegebenen & € K und xg € U stimmen je zwei lokale

Lésungen des Systems (A.1) auf ihrem gemeinsamen Definitionsbereich iberein.

Beweis. Sei p € U. Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt:

1.Schritt: (nach [10, Satz 8.3.4]) Zu Beginn zeigt der Banachsche Fixpunktsatz mit Pa-
rametern A.1 die Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen y¢ ,,, die auf einem gewissen
Intervall I definiert sind, und er zeigt die Stetigkeit der Abbildung (&, t,x0) — Yg¢ 2, (t).
In der Vorbereitung auf seine Anwendung sei R > 0 so, dass B(p,3R) C U. Aufgrund der
Stetigkeit von V: K — C*°(U;R™) und der Kompaktheit von K existieren die Maxima

(258

C:= max max
i,7=1,...,n

(y)‘ teKye B(p,2R)}
und
M :=max {||V(§)(y)| : £ € K,y € B(p,2R)} .

Gemafl dem Schrankensatz ist

V(&) (1) = V() w2l < ( sup 1dyV(E)llop) - llyr = w2

y€B(p,2R)

fiir alle £ € K und y1,y2 € B(p, 2R). Dabei bezeichnet || - [|op die Operatornorm beziiglich
der euklidischen Norm auf R™. Fiir alle ¢ € K und y € B(p,2R) gilt (ohne Beweis der
ersten Ungleichung)

1dy V(&)llop < [|dy V()| < nC,

sodass
V(&) (1) = VI(E)(y2)l < nC - [y — v2

fiir alle £ € K und y1,y2 € §(197 2R). Sei nun Ty > 0 mit MTy < R und L := nCTy < 1.
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Zudem sei Uy := B(p, R), I := (—Ty,Tp) und

= (CO(I;E(pv QR))’ H ’ Hoo)7
Y i= K x Up.

Nachfolgend wird Schritt um Schritt gezeigt, dass sich der Banachsche Fixpunktsatz mit
Parametern auf die Abbildung

T:Y xX — X, T(§,x0,y)(t):xo+/0 V(€)(y(s)) ds

anwenden lasst:

> X ist ein vollstindiger metrischer Raum: Bekannt. Hier ist die Vollstdndigkeit von
B(p,2R) zentral.

> T ist wohldefiniert: Fiir alle (§,x29) € Y und y € X und alle t € I gilt tatséchlich

IT(€, 20, y)(t) — pll < [IT(E, 20, y)(t) — xoll + [[z0 — pll

<\|/ ) ds|| + R
/||v W ds + R

< MTy+ R < 2R.

Die Stetigkeit von T'(&, zg, y) fiir feste (£, xg,y) € Y x X ist klar. Nach dem Hauptsatz

der Differential- und Integralrechnung ist T'(&, xg, y) sogar stetig differenzierbar.

> T erfiillt eine Lipschitz-Bedingung: Fiir alle (§,xz¢) € Y und alle y;,y2 € X gilt

t

IT(&, 20, 41) — (S,xo,yz)lloo—sup V(f)( 1(s)) dS—/O V(§)(y2(s)) ds

< sup / V(€)1 (s)) = V() (wa(s))]| ds

tel

< sup /0 nC - [ly1(s) — ya(s)]| ds

tel
To
- /O nC - ya(s) — ya(s)| ds

<nCTy - ly1 — y2llec = L - |1 — y2][co-

Nach Konstruktion ist L < 1, und L héngt nicht von £ (und zg) ab.
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> Fiir jedes y € X ist T'(-,y): Y — X stetig: Sei y € X und (§,x9) € Y. Fiir alle
(&, xp) €Y gilt

HT({,%’(), ) € x[)v )HOO

xo +/ V(¢ ) ds — x( — /OtV(g’)(y(s)) ds

= sup
tel

< flwo — @l + ig?/o V() ((s)) = V() (s))ll ds

< |lwo — @pll + To - max [[V(&)(y) = V()W)
yE€B(p,2R)

Ahnlich wie im Beweis von Satz A.l lisst sich mithilfe dieser Abschitzung die
(Netz-)Stetigkeit von T'(-,y) zeigen. Natiirlich ist die Stetigkeit von V dabei es-

sentiell.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz mit Parametern besitzt die Abbildung T'(§, xo, )
fiir jede Wahl von Parametern und Anfangswerten (£, z¢) € Y einen eindeutigen Fixpunkt

Yezo € X, d.h. ye 4, ist eine stetige Funktion ye ,,: I — B(p, 2R) mit

e.ao (1) = 70 + / V() (ye,uo (5)) ds

fir alle ¢ € I. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist y¢ ., stetig
differenzierbar, und y¢ ,, 16st das Anfangswertproblem (A.1).
Dariiber hinaus ist die Abbildung Y — X, (§, xg) + y¢ z, nach Satz A.1 stetig. Wegen der
Stetigkeit der Einsetzungsabbildung I x X — U, (t,y) — y(t) folgt daraus die Stetigkeit
von

K xIxUy—=U, (§&t,20) = Yeu(t).

2.Schritt: (nach [9, Theorem D.5]) Als nichstes wird bewiesen, dass jede stetige Flussab-
bildung
0: K — C(I x Uy; U)

der Familie V fiir jedes £ € K partiell differenzierbar in den xp-Koordinaten ist und dass
alle Abbildungen

90(€)

KxI R"® t :
X ><UO_> ) (§7 ,I‘O)'_) 8IE1

(t,z9), i=1,...,n

stetig sind. Sei also # eine solche Abbildung. Vorweg ist die Existenz der partiellen t-
Ableitung nach Voraussetzung klar, und die Stetigkeit von

K x Ix Uy = B, (6 t,0) v P01 20) = V(€) (0(6) t,20)

folgt aus der Stetigkeit von V und 6. Fiir den Beweis der gewiinschten Differenzierbarkeits-
und Stetigkeitsaussagen geniigt es, fiir jeden beliebigen Punkt (t1,21) aus I x Uy eine of-
fene Umgebung z; € U; C Up und ein offenes Intervall ¢; € I; C I zu finden, sodass die
Aussagen auf K x I; x U; giiltig sind.
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In diesem Zusammenhang ist eine weitere Tatsache von Bedeutung: Im ersten Beweis-
schritt wurden Losungen des Anfangswertproblems (A.1) konstruiert, deren Orbits in ei-
ner kompakten und konvexen Teilmenge von U liegen. Beliebige Losungen erfiillen diese
Eigenschaft nicht global, allerdings noch lokal. Dies wird im néchsten Abschnitt prézisiert.
Im Folgenden sei (t1,x1) € I x Uy und I; ein offenes Intervall mit 0,¢; € I; und I, cl.
Fiir jedes & € K und tg € I; sei Ry, +, ein Radius mit

Bey 1o = B(0(&0)(to, 21), Ry ty) C U

Wegen der Stetigkeit von @ existieren bei gegebenen (£, to) € K x I1 eine offene Umgebung
& € Fy, C K, ein Radius r¢, 4, > 0 mit B(w1,27r¢,,4,) C Up und ein offenes Intervall
to € Iy, C I, sodass

0(&)(t,x0) € Beyy, fiir alle (&,t,20) € Fg, X Iy X B(x1,2r¢ 4,)-

Entscheidend ist, dass sich der kompakte Raum K x I; durch endlich viele Mengen
Fa x La,...,Fq x I; iiberdecken ldsst. Es werden
50 tO 60 tO
ry = min{rg(%’t(l), ce Tgé)’tzo} und
Al = E&-é’té U ce UE&ZO’t‘l;)

definiert. Dann gilt 6(§)(¢, zo) € A; fiir alle (§,¢,20) € K x I1 x B(x1,2r1). Da A; kompakt

ist, existiert das Maximum

V(&)
oyl

C) = max max{’

i,j=1,...,n

Wie im ersten Beweisschritt gilt

V() (1) = V() (y2)| < nCr - [lyr — 2|

fiir alle £ € K und y1,y2 € Aj. Nach dieser Vorbereitung kann die stetige partielle Dif-
ferenzierbarkeit um den Punkt (¢1,z1) gezeigt werden. Zu untersuchen sind dabei die

Differenzenquotienten

0/(€)(tr, 21 + hey) — 0(E) (11, 21)
h

(Ah);‘(fatlaiﬂl): i,j=1,....n (A.2)

fiir betragsméfig geniigend kleine A € R. Um eine rigorose Argumentation zu erméoglichen,
werden diese Differenzenquotienten — auch auf einer Umgebung von (t1,21) — in einer
matrixwertigen Funktion

Ap: K x I x Uy = R™

gesammelt. Dabei ist Uy := B(x1,71). Auflerdem ist 0 < |h| < rp fest. Fir 1 <i,j <mn
bildet (Ah)é (&,t1,x1) aus GL.(A.2) die (¢, j)-Komponente von Ay, ausgewertet in (€, £, x1).
Die Funktion Ap(€,t,-) soll also eine Approximation an die Jacobi-Matrix von 6(&)(¢,-)

sein.
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Wegen der Stetigkeit von 6 ist Ay stetig, und Ay ist stetig partiell nach ¢ differenzierbar.
Zudem lidsst sich leicht begriinden, dass Ay beschréinkt ist (auch uniform in h): Fiir alle
(&, t,x0) € K x I} x Uy und alle 1 < j < n folgt aus den Identitéiten

t
0(6) b0+ hes) = @ + ey + [ VOO 0+ hey)) ds,
¢
0(E)(t.20) = a0+ [ VOO(E)(s.20)) ds
die Differentialungleichung

16(€)(t, w0 + hej) — O(&)(t, o) ||

-+ [ IVO@OE) .20 + hes)) = VO O 0) | ds

IN

IN

1+ [ 1066060 + hes) — 0 s, 0] .
Die integrale Gronwall-Ungleichung gibt
16(€) (¢, 20 + hejy) = 6(E) (8, o) || < [h] - "M < |h|- T =|n] - €M
mit Tp := sup(I U —I) und L; := nC1Tp. Daher gilt
[(AR)5(E t,m0)| < €™
fir alle 1 <4 < n. Hieraus folgt
IAR(E t, 0| < ne™. (A.3)

Das Ziel der nachfolgenden Rechnungen ist es, mithilfe einer Differentialungleichung von
O0A}, /0t niitzliche Abschéitzungen an Ay, fiir kleine h zu erhalten. Dieser Transfer gelingt
durch das Gronwall-Lemma A.3. Die partielle t-Ableitung von Ay, ist aufgrund des Glei-
chungssystems (A.1) zugénglicher als Ay, selbst. Fiir alle (§,¢,20) € K x I} x Uy gilt

S niE ) = 1 (D5t + hey) - L 1))

= L(VI© O (a0 + hey) ~ VIO OE)(a0)). (A4)

Der Mittelwertsatz, angewendet auf die Funktion
ur: [0,1] 5 B un(s) = V() (1~ )0(€)(t.20) + s0(6) (8, z0 + he;))

bei festen (&, t,29) € K x I; x Uy, liefert die Existenz eines ¢ € (0,1) mit u;(1) — u1(0) =
duy/ds(c).! Unter der Substitution yo = (1 — ¢)0(€)(¢, o) + c(€)(t, zo + he;) und gemis

'Man beachte, dass 6(&)(t,xzo) und 6(£)(t,zo + he;) gemeinsam in einem der konvexen Bille
Bgé,tév e Bg(’j,tg liegen. Deshalb ist u; definiert.
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der Kettenregel ist dies dquivalent zu der Gleichung

_ Z ov' () "

Einsetzen in Gl.(A.4) ergibt

O (AW)i(E t ) =

ot (y0) (AR)E (&, ¢, o).

o
—_

Ist h € R eine weitere Zahl mit 0 < |h| < 71, so gilt

(AR o) — (A7 (&, 1,20)

SN "oVt B

2 8y§§)(y0)(Ah)§(£’t’x0)_kzl 8y§§) (o) (A7)5 (€. t, o)
-y ag;gf) (50) ((AR)E(E, 1, 20) — (A)H(E, t, 20))
k=

3 (T on - S E 0 ) ket (A5)

3 =

k=1

Dabei besitzt gy die gleiche Eigenschaft beziiglich h wie yo beziiglich h.

Sei nun ¢ > 0. Jede der partiellen Ableitungen OV?(£)/0y* ist gleichmiBig stetig auf der
kompakten Menge A;. Nach Lemma A.2 gibt es sogar ein > 0, sodass fiir alle y1, 32 € Ay
mit |ly; — y2f] <9, alle { € K und alle 1 < i,k <n gilt:

ag;gf) (y1) — Bg;if) (y2)| <e.

Fiir |, |h] < de~ L1 /n ist

ly0 = (€)X, o) || = cl|0(&) (2, zo + hej) = B(E)(t, xo)l| < c[h[[[An(E, t, zo)l| < 6

und ||yo — 0(§)(t, z0)|| < 0, siehe Gl.(A.3). Daher gilt

269 - 20
- ‘ag;gf) (yo) — 8‘6/;555) (0(E)(t,x0))| + ‘aw(g) (0(€)(t, w0)) — ag;if) (90)| < 2e.

oyF

63



Aus GIL.(A.5) erhilt man zusammen mit Gl.(A.3) und der letzten Abschéitzung die Diffe-

rentialungleichung
3 2 3 L,
a(Ah(f,tal‘O) —A%(f,t,xo)) <n 01”Ah(§,t,xo) —Aﬁ(f,t, l‘())” + 2ene™t.

Diese Ungleichung ist bei vorgegebenen (£, z¢) € K x U fiir alle ¢ € I; erfiillt. Deshalb ist
die Funktion
u: Il — RnQ ) u?(t) = Ah(€7t7x0) - AE(Evt7$O)

differenzierbar mit ||[ua(t)|| < n2Cy|luz(t)| +2en3elt fiir alle t € I1. Zudem lisst sich leicht
nachpriifen, dass ug der Anfangsbedingung us(0) = 0 geniigt. Sofern Cy # 0 ist, folgt aus
dem Gronwall-Lemma A.3 mit E = n?C} und B = 2en3e® die Abschiitzung

2enelt

Tl2
|An(E,t 20) = A5(8,t 20)l < =7 — (e Giltl _ 1)
2enelt oo %enelt .
< re 1) = nly ),
=7 (e ) c (e )

Im Fall C7 = 0 ist V eine stetige Funktion V|int( A,): K — R". Die lokale Losung ¢ des
Anfangswertproblems (A.1) lidsst sich dann explizit angeben, und die stetige partielle Dif-
ferenzierbarkeit um (¢1,x;) kann direkt bewiesen werden. Fiir C; # 0 wurde insgesamt

folgende Aussage gezeigt:

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein & > 0, sodass fir alle h,h € R mit |h|,|h| < de~%1/n und
alle (§,t,z9) € K x I} x Uy gilt:

2enelt

Cy

|AR(E, t0) — Ag(&,t o) | < (e"F1 — 1), (A.6)
Bei der Reihenfolge der Quantoren kommen die im Anschluss an GIl.(A.5) diskutierte
gleichméfige Stetigkeit und — zum ersten Mal — die uniforme Wahl von ¢ in £ zum Tragen.
Mit dem Zwischenresultat kann der zweite Beweisschritt abgeschlossen werden: Sei (hg)g
eine Nullfolge in R. Aus Gl.(A.6) schliet man, dass (A, )i eine Cauchy-Folge von Funk-
tionen beziiglich der Supremumsnorm ist. Wegen der Vollsténdigkeit von R™ konvergiert

(Ap, )k also gleichméfig gegen eine stetige Grenzfunktion
A: K x I xUy —R".

Mithilfe von Gl.(A.6) und eines ,,¢/2-Arguments® ist ersichtlich, dass die Grenzfunktion
nicht von der speziellen Wahl der Nullfolge (hy); abhingt. Somit existieren die partiellen
Ableitungen

90(¢)

W(u I‘O) = %L)Hlo(Ah)j(é-; t, ‘TO) = (A)j(§7 t, J:0)7 j = ]-7 sy
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fiir alle (&,t,x9) € K x I; x U;. Dariiber hinaus sind die Abbildungen

(A)ji KxI xU; —R" s (A)j(f,t,xo) = agq(j.)(t,xo), j=1....n

stetig. Dies schliefit den zweiten Beweisschritt ab.

3.Schritt: (nach [9, Theorem D.5]) Bisher wurde Satz A.4 mit der schwécheren Schluss-
folgerung bewiesen, dass

0: K — CY(I x Uy; U)

wohldefiniert und stetig ist. Eine hohere Regularitdt im Ziel der Abbildung kann durch
vollstédndige Induktion erreicht werden. Die dabei zu beweisende Aussage A(k),k € N ist

Satz A.4 mit der gednderten Passage

- - Dann existieren zu jedem p € U eine offene Umgebung p € Uy C U und ein offe-
nes Intervall 0 € I C R, sodass das Anfangswertproblem (A.1) fiir jedes & € K und jedes
xo € Up eine eindeutige Losung ye »,: I — U besitzt, und sodass die Flussabbildung

0: K — C°I x Ug;U) , 0(E)(t,0) = Ye (1)
wohldefiniert und stetig ist. Jede derartige Flussabbildung ist auch als Abbildung
0: K — C*(I x Uy; U)
wohldefiniert und stetig. “

Die Aussagen A(0) und A(1) sind mit dem ersten und zweiten Beweisschritt abgehan-
delt. Es gelte also A(k) fiir ein beliebiges, aber festes k > 1. Zu einer stetigen Familie
V: K — C®(U;R") von Vektorfeldern und einem Punkt p € U sei

0: K — CI x Uy; U)
eine stetige Flussabbildung des Systems (A.1). Die Abbildung

KxIxUjy— R™ R ({,t, xo) — 897(5)(15,330) = V({)(H(f)(t,.@?o))

ot
ist stetig partiell differenzierbar nach allen zo-Koordinaten. Nach dem Satz von Schwarz
existiert fir alle 1 <14, j < n auch die partielle Ableitung %82;(5), und es gilt
0 00 (¢) 0 096(¢)
R T T
~ V() 09'(€)
= 0(&)(t >~ (¢t . A7
; ayl ( (5)( ,1‘0)) O ( 7$0) ( )
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Definiere nun

W: K — C®U x R”;R" x R"™),

mit
WH(E)(y. 4) = V() (y), i=1,....n,
WOy, A) = axg;(lg) (WAL, ij=1,...,n
=1

Wegen der Stetigkeit von V: K — C*°(U;R") ist dies tatséichlich eine stetige Familie von
Vektorfeldern. Eine Flussabbildung fiir das Anfangswertproblem

§(t) = WHE (), AK), ' (0) = i, i=1....n

5 . | (A.8)
Ai(t) = WHE (), A®), Ai(0)=Al,  ij=1,...,n

ist gegeben durch
O: K — CO(I X UU X Rn2; U x RnQ) ) @(6)(75)1‘07"4) = (e(g)(taxO)ad(t,xo)g(g) : A)7

wobei d; ;,)0(§) € R™ die Jacobi-Matrix beziiglich der zo-Koordinaten am Punkt (£, zo)
meint. Die Losungseigenschaft von © ist durch Gl.(A.7) begriindet. Gem#fl der Indukti-
onsvoraussetzung A(k) ist © eine wohldefinierte und stetige Abbildung

©: K — C*(I x Uy x R""; U x R™).

Insbesondere schlieit man fiir A = I,,, dass jede der Abbildungen

09'(¢)

K xIxUjy—R, (&t —_ —
X X Ug (f SCQ) 6%’7

(t,z9), 4,7=1,...,n
k-mal stetig partiell differenzierbar ist.? Wegen %(f)(t,xo) = V(&)(0(&)(t,z0)) und der
Induktionsvoraussetzung A(k) ist

KxIxUjy—R, (§,t,xo)l—>898(f)(t,x0)

sowieso k-mal stetig partiell differenzierbar. Dies zusammen zeigt die Aussage A(k + 1).
Aus der Giiltigkeit der Aussage A(k) fiir alle & € Ny folgt die Existenz einer stetigen
Flussabbildung 6: K — C*°(I x Uy; U).

Es verbleibt die letzte Aussage aus Satz A.4, nach der je zwei lokale Losungen des Sys-
tems (A.1) zu gegebenen { € K und zy € U auf ihrem gemeinsamen Definitionsbe-
reich iibereinstimmen. Diese Eigenschaft ist aus der Theorie der (unparametrisierten)

gewOhnlichen Differentialgleichungen bekannt. Insgesamt folgt Satz A.4. O

2Damit ist folgendes gemeint: Fiir alle ¢ € K und i,j = 1,...,n ist % k-mal (gemischt) partiell dif-
ferenzierbar nach t und nach den zo-Koordinaten, und all diese hoheren Ableitungen sind als Abbildungen
K x I x Uy — R stetig.

66



Satz A.5 (Fundamentalsatz fiir parametrisierte Fliisse)

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit (ohne Rand), K ein kompakter Hausdorffraum und
VK — C®(M;TM)

eine stetige Familie von Vektorfeldern. Zu jedem solchen Vektorfeld bezeichne ~ye, die

eindeutige mazimale Integralkurve mit e ,(0) = p € M. Dann gilt: Die Teilmenge
2 :={(t,p) € R x M : 7¢ () ist definiert fiir alle £ € K} C R x M
ist offen, und die Abbildung
0: K= C*(Z; M), 0(§)(t,p) = Ve p(t)

ist wohldefiniert und stetig.

Beweis. (nach [9, Theorem 9.12]) Es geniigt zu zeigen, dass die folgende Teilmenge W C 2

mit 2 iibereinstimmt:

W = {(t,p) € Z : Es gibt eine Produktumgebung I x U C Z von (t,p) mit 0,t € I,
sodass die eingeschriankte Abbildung 0|;«y: K — C*®(I x U; M)
wohldefiniert und stetig ist.}

Da W offen ist und da die Stetigkeit von 6 durch Einschrdnkung auf offene Umgebungen
gepriift werden kann, folgt daraus die Behauptung. Der Beweis der Mengengleichheit wird
per Widerspruch gefiihrt, d.h. es wird die Existenz eines (7,pg) € 2 \ W angenommen.
Dabei sei ohne Einschrinkung 7 > 0. Der Fall 7 < 0 funktioniert analog.

In den weiteren Betrachtungen sei to := inf{t > 0 : (t,po) ¢ W}. Nach Satz A.4 — ange-
wendet in einer lokalen Karte um pg — gibt es eine Umgebung von (0, pg), die vollsténdig
in W enthalten ist. Deshalb ist ¢y > 0. Zudem gilt (to,po) € Z wegen to < 7, und es gilt
(to,po) ¢ W wegen der Offenheit von W.

Sei nun § € K und qo := ey po (to). Wiederum nach Satz A.4 gibt es ein € > 0 und eine
Umgebung Uy C M von ¢, sodass durch jeden Punkt aus Uy und fiir jedes £ € K eine

Integralkurve von V(£) mit der Lebensdauer (—¢,¢) existiert, und sodass die Abbildung
0|(f€,s)><U0: K — Coo((—E,E) X Uo; M)

wohldefiniert und stetig ist. Danach wird ein Zeitpunkt 0 < t; < ty mit ¢; + ¢ > tp und
Veo.po (t1) € Up ausgewdhlt. Dies ist moglich aufgrund der Stetigkeit von e, p,. Ohne, dass
es sich in der Notation niederschlégt, hangen Up, e und t; von &y ab.

Geméf der Wahl von tg ist (t1,po) € W, d.h. es existieren ein offenes Intervall 0,¢; €
I C R und eine offene Umgebung py € Uy C M, mit denen die Abbildung 0|7, xp, : K —
C> (I x Uy; M) stetig ist. In der Folge findet man offene Umgebungen & € F¢, C K und
po € Ug, C Uy, sodass e p(t1) € Uy fiir alle £ € Fy und p € Uyg,.
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Dariiber hinaus sei I¢, := (inf I1,¢; + €). Nach allen vorherigen Uberlegungen ist durch

0502 FEO XI§0 X UEO — M |
0(6)(75’]7)’ infl <t<ty

ols b :{ OE)(t—t1,0()(t,p), h—e<i<ti+e

eine Flussabbildung definiert. Aufgrund der Eindeutigkeit von Integralkurven und der
Konstruktion aller Umgebungen ist 550 tatsdchlich wohldefiniert und unendlich oft stetig
partiell differenzierbar. Insbesondere sind die beiden unterschiedenen Fille kompatibel auf
Uberlappungen.

Zuletzt lasst sich K durch endlich viele Mengen Fgg’ . ,Fé(z) tiberdecken. Mit

I =I.N---NIy und
& &
U::Ugéﬂ---ﬁUgé

wird durch die Vorschrift

eine stetige Flussabbildung 0: K — O (I x U; M) erklért, wobei 1 < i <[ eine beliebige
natiirliche Zahl mit £ € FE@ ist. Die Wohldefiniertheit folgt erneut aus der Eindeutigkeit
von Integralkurven.

Somit gilt I x U C 2, und dariiber hinaus ist 8|,y = 8: K — C°(I x U; M) wohldefiniert
und stetig. Das steht aber im Widerspruch zu (tg, po) ¢ W. O
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Appendix B

Umkehrsatz mit Parametern

Satz B.1 (Umkehrsatz mit Parametern)
Sei V C R"™ offen, K ein kompakter Hausdorffraum und

F: K — C®(V;R")

eine stetige Familie von glatten Funktionen. Angenommen, alle Abbildungen F (&) bilden
einen gewissen Punkt p € V auf denselben Punkt ¢ € R™ ab. Sei % C R" eine offene
Umgebung von q. Zuletzt sei d,F(€) fir alle £ € K invertierbar.

(a) Dann gibt es (von & unabhdngige) offene Umgebungenp € V, CV und g € U, C R™,
sodass
> F(&): V,NF(&)~Y(U,) = U, fir alle ¢ € K ein Diffeomorphismus ist;
> die Abbildung K — C°°(Uy, Vp), & — F(&)71 stetig ist.

(b) Es gibt eine (von & unabhingige) offene Umgebung p € V,, C V', sodass

> F(&)(Vp) fir alle § € K offen in R™ ist;
> F(&):V, = F(&)(Vp) fir alle £ € K ein Diffeomorphismus ist;
> F(&)(Vp) C % fir alle £ € K gilt.

Beweis. (nach [9, Theorem C.34]) Zu Teil (a): Eingangs wird in zwei vorbereitenden

Schritten gezeigt, dass der Beweis in einer spezielleren Situation geniigt.
1. Vorbereitung: Hier wird bewiesen, dass die nachstehende Behauptung B.1.1 die Aus-
sage von Satz B.1(a) impliziert.

B.1.1 Sei0 €V CR" offen, K ein kompakter Hausdorffraum und F: K — C*(V;R"™)
eine stetige Familie von glatten Funktionen. Angenommen, es gilt F(£)(0) = 0
fiir alle § € K. Zudem sei doF'(§) fir alle £ € K invertierbar.

Dann gibt es (von & unabhingige) offene Umgebungen 0 € Vo C V und
0 € Uy C R", sodass
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> F(€): VoNF(&)~YUy) — Uy fiir alle ¢ € K ein Diffeomorphismus ist;
> die Abbildung K — C™(Uy, Vo), &+ F(&)71 stetig ist.

Angenommen, die Behauptung B.1.1 ist wahr. Seien V, K, I, p und ¢ wie in Satz B.1. Fiir
den Beweis der Konklusion von Satz B.1 sei Fy: K — C*°(V;;R") definiert durch

Fi(§)(x)=F&)(z+p) —q firalleée Kundz €V :=V —p.

Hierbei ist Vi =V —p = {v—p:v € V}. Es gilt F1(£)(0) = 0 und doF(§) = dpF(§)
fiir alle £ € K. Deshalb ist doF1(§) fiir alle £ € K invertierbar. Nach Behauptung B.1.1
existieren offene Umgebungen 0 € Vo1 C Vi und 0 € Uy C R", sodass Fy die beiden
obigen Aussagen erfiillt.

Wie sich leicht nachpriifen lésst, sind V), := V1 +p und U, := Up 1 + ¢ darauthin gesuchte

Umgebungen von p und ¢: Zum einen ist

F(&): V,NF (&)™ (Uy) — Uy,
F)=ly—y+qoFi(§)o[r—z—p]

fiir jedes € € K als Komposition von Diffeomorphismen ein Diffeomorphismus, zum ande-
ren ist die Abbildung

K= C®UgiVy), = FE T =Fi(§) (e —q) +p

als Komposition stetiger Abbildungen stetig. Vermittels Translation im Definitions- und
Zielbereich kann also ohne Einschréinkung p = 0 und F(§)(p) = F(§)(0) =0 fiir alle { € K

angenommen werden.

2. Vorbereitung: Des Weiteren bedeutet auch die Annahme doF'(§) = I, fiir alle £ € K kei-
ne Einschrinkung. Genauer lisst sich zeigen, dass die Behauptung B.1.1 aus der néchsten
Behauptung B.1.2 folgt.

B.1.2 Sei0 €V CR" offen, K ein kompakter Hausdorffraum und F: K — C*(V;R")
eine stetige Familie von glatten Funktionen. Angenommen, es gilt F(£)(0) = 0
fiir alle § € K. Zudem sei doF(§) = I, fiir alle §¢ € K die Finheitsmatriz.

Dann gibt es (von & unabhingige) offene Umgebungen 0 € Vo C V und
0 € Uy C R", sodass

> F(€): VonNF(&)~YUy) — Uy fiir alle ¢ € K ein Diffeomorphismus ist;
> die Abbildung K — O (U, Vo), & — F (&)~} stetig ist.

Analog zum ersten Vorbereitungsschritt gelte die Behauptung B.1.2. Seien V, K und F

wie in B.1.1. Definiere damit
Fy: K — C®(V;R™) | Fy(€) = (doF (€)' F(9).

70



Aufgrund der Cramerschen Regel ist Fy tatséchlich stetig. Es gilt F5(£)(0) = 0 und
doF2(&) = I, fiir alle £ € K. Nach Annahme gibt es also offene Umgebungen 0 € V2 C V
und 0 € Upo C R", sodass die Schlussfolgerungen aus B.1.2 erfiillt sind.
Es bleibt die Aufgabe, geeignete Umgebungen 0 € V5 € V und 0 € Uy C R" fiir die
Familie F' zu finden: Wegen der Stetigkeit von F': K — C*°(V;R") und der Cramerschen
Regel ist

K xR" 5 R", (&,2) — (doF (€)™ -z

eine stetige Abbildung. Deshalb existieren zu jedem & € K offene Umgebungen & €
Fey, € K und 0 € Ug, C R", sodass (doF(€))™! - Ug, C Uy fiir alle £ € F,. Wie in
vorherigen Beweisen lésst sich K durch endlich viele Mengen F, 2 IRRRE F el iiberdecken. Mit
Uo :=Ug N---NUg gilt dann (doF (€)1 - Uy C Upp fiir alle € € K.

Hieraus schliefit man auf die Inklusion Vo2 N F(€)~Y(Up) C Voo N Fa (€)1 (Up2) fiir alle
¢ € K und darauf, dass

Fy(€): Vo2 NF(€) ™ (Uo) — (doF (€)' - Up
fiir jedes £ € K ein Diffeomorphismus ist. In der Folge ist
F(§) = doF (&) - Fa(€): Vo N F(€)~ (Uo) — Uo

fiir jedes £ € K als Komposition von Diffeomorphismen ein Diffeomorphismus. Gleicher-
mafen ist die Abbildung

K — C®(Up; Vo) » €= F(&)™
als Komposition stetiger Abbildungen stetig:

K ——— C®(Upa; Vo2) x C®(Up; Upa) —— C>(Up; Vp.2)

§—— (F2(&)Y [y = (doF (€)1 y))

Also ist B.1.1 fiir Vg := Vo erfiillt.

Beweis von Behauptung B.1.2: Nach den beiden Vorbereitungen soll im weiteren Ver-
lauf p = 0, F(£)(0) = 0 und doF(¢) = I, fiir alle ¢ € K gelten. Uberdies wird ohne
Einschrinkung angenommen, dass d,F'(§) fiir alle £ € K und x € V invertierbar ist.
Letzteres lidsst sich durch die Stetigkeit von F', die Kompaktheit von K und die Tatsache
begriinden, dass die invertierbaren Matrizen eine offene Teilmenge im Raum der quadra-

tischen Matrizen bilden. Fiir den Beweis von Behauptung B.1.2 sei
H: K — C*(V;R"), H(§)(x) := F(§)(z) — =

Wegen doF'(§) = I, ist dgH(§) = 0 fir alle £ € K. Mit der Stetigkeit von H und der
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Kompaktheit von K folgt die Existenz eines § > 0, sodass B(0,25) C V und

[dH(&)] < fiir alle ¢ € K und 2 € X := B(0,29).

DO | =

Nach dem Schrankensatz gilt damit ||H(£)(z1) — H (&) (z2)|| < 3llz1 — 22| fiir alle £ € K
und x1, x2 € X, vergleiche den ersten Beweisschritt von Satz A.4. Insbesondere erhélt man
fiir z; = 0 die Ungleichung ||H(¢)(z)|| < %|z|| < 6 fiir alle £ € K und z € X. Sei nun
y € B(0,0) und

T: KxX —>R", T, z):=y— H()(x).

Auf diese Abbildung kann der Banachsche Fixpunktsatz mit Parametern angewendet wer-
den, was kurz nachgepriift werden soll: Zunéchst ist X ein vollstdndiger metrischer Raum,

und es gilt
1T o)l = lly = HE) ()| < [lyll + 1HE)(x)l| <646 =26

fir alle £ € K und = € X. Deshalb ist T eine Abbildung T': K x X — X. Des Weiteren
geniigt T' der Lipschitz-Bedingung

1
IT(& 21) = T (& @2)ll = [|H(E)(z1) = H(E)(22)l] < Sl — 22
mit der Lipschitz-Konstanten L := % < 1. Dabei sind x1,x2 € X beliebig. Zuletzt ist

fiir jedes z € X stetig aufgrund der Stetigkeit von H. Somit sind alle Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes mit Parametern erfiillt, und zu jedem £ € K existiert genau
ein x € X mit T(¢,2) = 2. Aquivalent dazu ist F(¢)(z) = y. Wegen T(K x X) C B(0,20)
gilt sogar x € B(0,20).

Zusammenfassend gibt es fiir jedes £ € K und y € Up := B(0,6) genau ein z € Vp :=
B(0,26) mit F(£)(xz) = y. Daher ist die Abbildung

F(&): VonF(&) " (Uo) — Uo (B.1)

fiir jedes £ € K bijektiv. Wie im Beweis des unparametrisierten Umkehrsatzes kann man
zeigen, dass jede der Abbildungen (B.1) ein Diffeomorphismus ist, siche [9, Theorem C.34].
Der Banachsche Fixpunktsatz mit Parametern zeigt zugleich, dass die Abbildung

K—=Vy, £ F()™(y) (B.2)
fiir jedes feste y € Uy stetig ist. Um zu zeigen, dass auch die Abbildung
K xUp— Vo, (&y) = FE) ' (y) (B.3)

stetig ist, wird folgende Beobachtung verwendet: Fiir alle £ € K und z1,22 € Vy gilt
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x1 — 22 = F(§)(x1) — F(&)(z2) + H(&)(x2) — H(E)(x1). Mit ||H(E)(z1) — H(E)(x2)|| <
%Hxl — x| folgt daher
oy — 22l < |F()(@1) — F(E)(@a) | + [ H()(w2) — H(E) ()]

< [[F(€) (1) = F(&)(22)l] + %Ilwl — o

beziehungsweise
21 — 2ol <2 [[F(&)(21) — F(§)(2)]l

Im Speziellen findet man
(€)™ (1) = FEO ™ (w2)ll <2 lly — w2 (B.4)
fiir alle y1,y2 € Up. Seien nun (&p, o), (§,y) € K x Up. Dann gilt

1F (&) (o) — F(O) ' ()l
< [IF (&) (wo) — F) ™ wo)ll + IF (€)' (wo) — F(O) ' ()l
< |IF (&)~ (yo) — F (&) (wo)ll + 2 [lyo — yll-

Aus der Stetigkeit von Abbildung (B.2) und aus der Abschétzung (B.4) lésst sich schlieflen,
dass Abbildung (B.3) stetig in (&p, y0) ist. Als néchstes folgt die Stetigkeit von

K xUy—=R" | (£,y) = dy(FE)™) = (dpge) 10 F ()

mittels der Darstellung als Komposition stetiger Abbildungen:

1
KxUpy —— K xVp —— QL(n) - r#?

(gvy) — (£7F(£)_1(y))

(& z) ———— do F(§)

Entsprechende Stetigkeitsaussagen fiir hohere Ableitungen von F(£)~! lassen sich induktiv
beweisen. Dafiir muss man sich klar machen, dass die partiellen Ableitungen von F(¢&)~1
der Ordnung k koordinatenweise rationale Funktionen in den partiellen Ableitungen von
F(¢)~! der Ordnung < k —1 und den partiellen Ableitungen von F(£) sind. Dies soll nicht

mehr im Detail diskutiert werden. Insgesamt ist der Beweis von Teil (a) abgeschlossen.

Zu Teil (b): Wéhle zwei — nach Teil (a) existente und von § unabhéngige — offene Um-
gebungen p € V) C V und ¢ € U] C R", sodass F(£): V; N F(£)~1(U]) — U fiir jedes
¢ € K ein Diffeomorphismus ist. Ein Kompaktheitsargument, das in dhnlicher Weise be-
reits héufiger présentiert wurde, liefert eine Umgebung p € V,, C VZ mit F'(§)(V,) C % ﬂUC’I
fiir alle £ € K. Da die Abbildungen F(£): V) N F (&)~ (U]) — U, Diffeomorphismen sind,
ist F(€)(Vp) C R™ fiir jedes £ € K offen und F(§): V, — F(§)(V,) fiir jedes { € K ein
Diffeomorphismus. Dariiber hinaus gilt F'(§)(V,) C % fiir alle £ € K. O
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Korollar B.2 Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten (ohne Rand) derselben Dimen-

sion, sei K ein kompakter Hausdorffraum und sei
F: K — C®(M;N)

eine stetige Familie von glatten Funktionen. Angenommen, alle Abbildungen F (&) bilden
einen gewissen Punkt p € M auf denselben Punkt q € N ab. Sei % C N eine offene
Umgebung von q. Zuletzt sei d,F(§) fir alle £ € K bijektiv.

(a) Dann gibt es (von & unabhingige) offene Umgebungen p € V,, C M und ¢ € Uy C N,
sodass

> F(&): V,NF(&)~Y(U,) = U, fir jedes ¢ € K ein Diffeomorphismus ist;
> die Abbildung K — C*°(Uy, Vp), & — F(&)71 stetig ist.

(b) Es gibt eine (von & unabhingige) offene Umgebung p € V,, C M, sodass
> F(&)(Vp) fir alle § € K offen in N ist;

> F(&):V, = F(§)(V,) fir jedes & € K ein Diffeomorphismus ist;
> F(&)(Vp) C % fir alle £ € K gilt.

Beweis. Die Aussage folgt durch Anwendung von Satz B.1 in Koordinatenumgebungen

von p und q. ]
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