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Vorwort

Der Titel dieses Buches ist das — modifizierende — Echo des Titels eines spatmittelalterlichen
Werkes zur Logik: Walter Burleighs De puritate artis logicae. AulRer dieser Andhnlichung der
Titel haben die beiden Blicher manches gemeinsam, und vieles nicht, jedenfalls aber beide
den gewissermaBen liebenden Blick auf das formal Logische in seiner Reinheit und
Schonheit. Gemeint damit ist im vorliegenden Buch zum einen die Reinheit und Schoénheit
logischer Formen, die in der heutigen Zeit sinnlich veranschaulicht werden in den Formeln
einer Symbolsprache (wovon Burleigh noch weit entfernt ist); zum anderen die Reinheit und
Schoénheit rein syntaktischer, rein nach Formelgestalt geflihrter strenger Beweise. Deren
Schonheit ist schon typographisch anschaulich und dadurch sinnlich; wird aber eine
Formelfolge als Beweis nachvollzogen, dann verbindet sich mit der sinnlichen Freude an der
Gestalt von Zeichen und Zeichenfolgen und Folgen von Zeichenfolgen die reinste geistige
Freude: diejenige, die verbunden ist mit der erstaunenden Einsicht in die strenge
GesetzmaRigkeit der Konstruktion eines formalen Gebildes, das zundchst aus den
vorgegebenen ,Materialien” gar nicht nach Gesetzen konstruierbar schien. Und potenziert
ist diese Freude, wenn man selbst den Beweis nach Gesetzen konstruiert hat; es tritt dann
hinzu die Befriedigung durch das Erreichen des gesetzten Ziels.

Zugleich kann der Vorwurf der Inhaltslosigkeit — des bloBen ,,Glasperlenspiels” — nicht
erhoben werden; denn die Formeln haben ja eine Bedeutung, welche jederzeit vergegen-
wartigt werden kann, indem der rein syntaktische Blick auf sie sich zu einem syntaktisch-
cum-semantischen Blick modifiziert. Dabei ist die Bedeutung der Formeln zudem eine bedeu-
tende: Sofern die Formeln in Beweisen konstruierbar sind, handelt es sich bei ihnen um logi-
sche Gesetze — bei deren Nichtbeachtung wir im Denken fehlgehen, indem wir eine Konse-
guenz, die wir ziehen, fiir eine logische Konsequenz halten, obwohl sie gar keine solche ist;
oder eine logische Konsequenz, die wir ziehen sollten, nicht ziehen, weil wir sie gar nicht
sehen.

Dieses Buches fiihrt die — nun eben keineswegs ,leere” und ,,oberflachliche”, sondern
tiefsignifikante — Schoénheit der Kunst der Logik phanomenologisch breit vor Augen: durch
die Prasentation vieler Beweise vieler logischer Gesetze in mehreren verschiedenen, dabei
aber an der Wurzel miteinander verbundenen logischen und symbolsprachlichen Beweissys-

temen. Die logische Phanomenologie — zu der auch gehort, den logischen Gesetzen einen
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Namen zu geben — kommt ja bei der, gewissermaRen, lieblosen Art und Weise, in der Logik
heutzutage an den Universitaten den Studierenden vermittelt wird, sehr zu kurz. Wer fiir die
Aussagenlogik ein , Entscheidungsverfahren” und fir die Pradikatenlogik ein ,,mechanisches
Beweisverfahren” beherrscht, wei von Logik tatsachlich nicht viel. Man ist dann zwar im
Prinzip imstande, die Schritte einer mathematischen, philosophischen, juristischen oder
sonst wie gearteten Argumentation auf ihre Schlissigkeit zu Gberprifen — nur wird man die-
se Uberpriifung wegen der ibermiRigen Beschwerlichkeit, die mit mechanischen Proze-
duren in realistischen Fallen verbunden ist, nur allzu gerne unterlassen. Davon, wie Logik
tatséichlich in Argumentationen zum Einsatz kommt, hat man, wenn man nur mit mechani-
schen Uberpriifungsverfahren ausgeriistet ist, noch keine Ahnung, weil man die Anwendun-
gen der logischen Gesetze Uberhaupt nicht sieht, und zwar deshalb nicht sieht, weil man gar
nicht in nennenswertem Umfang weil}, was — welche Gesetze — die logischen Gesetze Uber-
haupt sind. Erst recht werden mechanische Uberpriifungsverfahren nicht nennenswert be-
hilflich sein, wenn man selbst logisch korrekt argumentieren moéchte, selbst eine logisch
schlissige Argumentation hinstellen méchte. Dazu muss man vielmehr die logischen Gesetze
im geistigen Werkzeugkasten zuhanden haben — was nicht der Fall ist, wenn man nur me-
chanische Uberpriifungsverfahren beherrscht; man muss fiir das eigene Argumentieren die
logischen Gesetze — sie verstehend nachvollziehend — in hinreichender Vielfalt gut kennen-
gelernt haben, in solcher Weise, dass man sie auch wiedererkennt (also sie am besten unter
einem Namen kennenlernt). Nur dann, wenn man Umgang mit ihnen hatte, wird man sie in
eigenen Argumentationen anwenden kénnen.

Die Starkung der logischen Intuition durch vielfachen aufmerksamen Umgang mit den
,Blumen des Logischen” — kurz: durch logische Phanomenologie — ist eines der Anliegen die-
ses Buches. Vielleicht kann dadurch der eine oder die andere dazu angeregt werden, selbst
das Spiel des Beweisens in einem der dargebotenen Kalkiile — einem der symbolsprachlichen
logischen Beweissysteme — zu spielen. Dieses Spiel — kein Glickspiel, sondern konstituiert
durch Zugfreiheit im Rahmen der Regeln, in diesem Sinne Raum bietend fir intelligente
Kreativitat — ist wegen des damit verbundenen echten Erkenntnisgewinns allemal geistig
nahrhafter als gdngige Computerspiele — und macht gewiss nicht weniger Freude, sobald
man es beherrscht. Sein Spielfeld ist unendlich groR. Die in diesem Buch einzeln bewiesenen
,Blumen des Logischen” erschépfen ja noch nicht einmal die logischen Gesetze, die in

mathematischen, philosophischen, juristischen oder anderen Argumentationen tatsdchlich
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zum Einsatz kommen; in den Kalkilen aber sind noch unendlich viel mehr als diese
beweismalig implizit.

Fir die Kunst der Logik gilt der Spruch gewiss: ,Kunst kommt von Kénnen“ — ein Kén-
nen, das durch dieses Buch griindlich geférdert werden soll. Ein anderes — theorieorientier-
teres — Anliegen dieses Buches ist die Ablosung der Logik von der mengentheoretischen Mo-
delltheorie. Es ist dabei unbestritten, dass der modelltheoretische Zugang zur Logik in sich
interessant ist, interessante Fragen aufwirft und beantwortet. Eine grofRe Starke von ihm ist
die quasi-anschauliche Widerlegung der logischen Validitat von Formeln durch die Findung
von mengentheoretisch konstruierten relevanten Modellen, die von den Formeln nicht er-
fillt werden. Aber zur Begriindung der Logik kann der modelltheoretische Zugang nichts bei-
tragen; denn, was auch immer das logische System sein mag, die zugehoérige modelltheoreti-
sche Semantik wird sich schon finden: Modelltheoretisch kann man Beliebiges begriinden.
Die Begriindung der Logik — oder einer Logik — muss vielmehr sein, dass sie in Gesetzesfor-
meln widerspiegelt, was schon rein aus formal-analytischen Griinden in einem
ausgewdhlten, eventuell auch zubereiteten, Teil der Umgangssprache — im Buch wird es
»Normalsprache” genannt — an Satzen, Schliissen und Schlussregeln valide ist.

Zudem: In diesem Buch geht es nicht nur um die Schénheit und Reinheit logischer
Formen, sondern auch um die Reinheit der Methoden in deren Betrachung (der Anklang des
Titels dieses Buches an den Titel des mittelalterlichen Werkes bezieht gerade auch von dort-
her Berechtigung). Die Reinheit der Kunst der Logik besteht auch in einem Sich-Enthalten
von fir Logikbetrachtung und -begriindung ontologisch voraussetzungsreichen Rahmentheo-
rien, insbesondere von der Axiomatischen Mengenlehre (in deren Rahmen die modelltheo-
retische Semantik eines Logiksystem standardmaRig formuliert wird). Es sei ausdricklich
festgehalten: Die Legitimitat der Anwendung solcher Rahmentheorien auf die Logik wird
durch das Sich-Enthalten von ihnen nicht bestritten; ohne diese Anwendung waren ja auch
viele bedeutende gesicherte Erkenntnisse liber die Logik kaum zu erreichen gewesen. Doch
gehoren diese Resultate entschieden der Metalogik an, nicht der Logik selbst; und sie sind
nun eben nicht rein logisch gewonnen.

,Von der Reinheit der Kunst der Logik” wére also sehr wohl ebenfalls ein passender
Titel fur dieses Buch gewesen; aber der genannte Titel ist ja schon besetzt — und das seit
vielen Jahrhunderten. Der Inhalt des Buches nun weist einige Besonderheiten auf; sechs die-

ser Besonderheiten seien vorab angedeutet: (1.) die Begriindung der betrachteten Logiken —
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ohne modelltheoretische Ausmalung — auf der Grundlage des je zugehdrigen Begriffs der
formal-analytischen (oder: logischen) Validitat, bezogen auf eine gewisse zugehorige Nor-
malsprache (davon war gerade schon die Rede); (2.) die Darstellung der betrachteten Logi-
ken durch Kalkiile, mit denen das syntaktische (kalkiilmaRige) Beweisen tatsachlich Freude
macht, weil es leicht ,in Fluss kommt“ und ,flieRt“;, (3.) die Darstellung der alethisch-
modalen Aussagen- und Pradikatenlogiken ohne eine Erweiterung der Ausdrucksmittel: es
wird dafiir kein neuer Operator hinzugenommen; (4.) die unorthodoxe Behandlung der Logik
der Kennzeichnungsterme (und mitfolgend: der Quantifikation) im Rahmen verschiedener
Pradikatenlogiken; (5.) die umfassende Betrachtung und Begriindung der intuitionistischen
Aussagen- und Pradikatenlogik; (6.) die umfassende Betrachtung und (fiir verschiedene
Normalsprachen) mehrfache Losung des Substitutionsproblems modaler Pradikatenlogik.
Einiges in diesem Buch — dieser Verbundbetrachtung logischer Systeme — kdnnte neu
sein. Doch Uberblicke ich nicht annahernd die Literatur, die auch in einer Nischendisziplin —
wie der mit philosophischem Impetus betriebenen formalen Logik — uniberblickbar
geworden ist. Immerhin bin ich mir — jeden Neuheitsanspruch von vornherein einschrankend
— bewusst, auBRer durch meine logische Grundausbildung (durch die Schriften von Franz von
Kutschera und M. J. Cresswell/G. E. Hughes) und die weitschweifende Gelegenheitslektire
logischer Texte, von Ideen der folgenden Autoren in Teilen dieses Buches inspiriert worden
zu sein: Gerhard Gentzen (was die beweistechnisch effiziente Darstellung der Logiken in Kal-
kiilen angeht); Kurt Godel (was die Einbettung der intuitionistischen Logik in eine Modallogik
angeht); Bertrand Russell, Willard van Orman Quine und Saul Kripke (was das Substitutions-
problem modaler Pradikatenlogik angeht). — Was die Einfilhrung des — den orthodoxen
Kennzeichnungsoperator verallgemeinernden — Selektors betrifft, so glaube ich mich zu erin-
nern, dazu einen Text bei David Hilbert (sei es als Autor oder Ko-Autor, oder sei es auch nur
als Herausgeber oder Mitherausgeber) gelesen zu haben. Texte von Karel Lambert und von
Alexius Meinong wirkten zweifellos inspirierend bei meiner Darstellung der freilogischen

bzw. meinongschen Modifikation klassischer Pradikatenlogik.

Ludwig Wittgenstein sagt im Vorwort zu seinen Philosophischen Untersuchungen: ,Dald es
dieser Arbeit in ihrer Dirftigkeit und der Finsternis dieser Zeit beschieden sein sollte, Licht in

ein oder das andere Gehirn zu werfen, ist nicht unmoglich; aber freilich nicht wahr-
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scheinlich.” Es sind dies bescheiden auftretende, aber untergriindig stolze Worte. Doch will
ich mich ihnen, was mein eigenes Buch, das vorliegende, angeht, anschlieen. Wie weit ich

mit ihnen recht habe, ist eine andere Frage.

Uwe Meixner Augsburg, im Januar 2024
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0. Satze, Schlisse, Folgerungsverhaltnisse zwischen Schliissen
bzw. Satzen — Satzformeln, Schlussformeln, Regelformeln —

logische Validitat — die Formelsprache Sigma

Allen in diesem Buch betrachteten Logiken — den axiomatisch angegebenen Logiksystemen —
liegt eine einheitliche Formelsprache [oder: Symbolsprache] Sigma zugrunde; keine der Logi-
ken verwendet Material, das nicht in dieser Formelsprache angebbar ist. Sigma umfasst auf
der obersten Ausdrucksebene Satzformeln, Schlussformeln und Regelformeln. Die Satzfor-
meln stellen Satzformen der (jeweiligen) Normalsprache dar, die Schlussformeln Schlussfor-
men der Normalsprache, die Regelformeln Formen von Folgerungsverhaltnissen zwischen
normalsprachlichen Schlissen bzw. Satzen bei hypothetischer logischer Validitdt dieser
Schliisse bzw. Satze. Die Darstellung von Formen durch Formeln erméglicht die Anwendung
der angegebenen Logiken bei der Kritik fremder, oder bei der Rechtfertigung eigener, nor-
malsprachlicher Argumentationen.

Das ,Ubersetzen” nach Sigma von normalsprachlichen Sitzen, Schliissen und auf lo-
gische Validitat bezogenen Folgerungsverhaltnissen zwischen Schlliissen bzw. Satzen nennt
man ,,Formalisieren [in Sigma]“; flir die Anwendung der Logiken ist es von entscheidender
Bedeutung. Formalisieren ist eine Sache der logischen Praxis, und die Fahigkeit dazu ist
durch Uben und nur durch Uben zu erwerben. Das gilt auch fiir das, was beim Formalisieren
an erster Stelle steht: An erster Stelle steht da das Erkennen, das ,Herausschauen” der voll-
standigen logischen Form des normalsprachlichen Satzes, Schlusses, Folgerungsverhaltnisses
zwischen Schliissen bzw. Satzen bei ihrer hypothetischen logischen Validitat. Daran schlie3t
sich eine akkurate Darstellung in Sigma der erkannten Form (will sagen: das Suchen, Finden,
Aufzeichnen einer solchen Darstellung) an, freilich nur so weit, wie jene Form sich in Sigma
darstellen lasst: nur mit dem Grad an Vollstandigkeit, der sich in Sigma erreichen lasst. In
einem gewissen Sinn, also, kann man von einem — bestméglichen — ,,Ubersetzen” des vor-
findlichen normalsprachlichen Satzes, Schlusses, Folgerungsverhaltnisses zwischen Schllissen
bzw. Satzen bei ihrer hypothetischen logischen Validitat in eine Satzformel, Schlussformel,
Regelformel von Sigma sprechen (von einem Ubersetzen im eigentlichen Sinn — einem so

weit wie moglich sinnbewahrenden — kann natirlich keine Rede sein).
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Ein Wort zur Normalsprache: Die — oder besser gesagt: eine — Normalsprache (stets
handelt es sich hierbei um eine rein deskriptive Sprache) ist hier in erster Linie eine flr die
Formulierung valider objektivontisch-wissenschaftlicher Theorien ideale Sprache — kurz: eine
ideale Wissenschaftssprache —, nicht die vorfindliche Umgangssprache (wobei mit ,die Um-
gangssprache” in diesem Buch der rein deskriptive Teil der vollen Umgangsprache gemeint
ist). In erster Linie werden in diesem Buch Logiken betrachtet, die zu einer Normalsprache
erster Linie — einer idealen Wissenschaftssprache — gehéren. Anders als die Umgangssprache
erfullt eine Normalsprache erster Linie diejenigen Forderungen, die eine fiir die Formulie-
rung valider objektivontisch-wissenschaftlicher Theorien ideale Sprache nun eben erfiillen
sollte: (1) Inhaltseindeutigkeit aller Satze, ja aller Ausdriicke (mindestens bei vorgegebenem
AuRerungskontext, am besten aber unabhingig von jedem AuRerungskontext): Jeder Satz,
jeder Ausdruck hat einen eindeutig bestimmten Sinn: einen und nur einen Sinn und einen
bestimmten Sinn (also: Mehrdeutigkeit und Vagheit kommt nicht vor). (2) Bivalenz aller Sat-
ze: Von jedem Satz ist entweder er selbst oder seine Negation valide (wobei hier Validitat
nicht unbedingt Wahrheit im klassischen Verstandnis sein muss, sehr wohl aber sein kann).
(3) Referenz aller Namen [singuldaren Terme]: Jeder Name bezeichnet etwas (worin schon
liegt: genau ein Etwas). (4) Freiheit [Abwesenheit] von alethischer und deontischer Modali-
tat: Kein Satz enthalt einen alethischen (ontischen) oder deontischen Modalausdruck. (5)
Freiheit [Abwesenheit] von propositionaler Stellungnahme: Kein Satz enthalt einen Ausdruck

propositionaler Stellungnahme (epistemischer, doxastischer oder anderer Art).

{Warum (1), (2) und (3) zu den genannten Idealitdtsaspekten — ,Idealen” — zdhlen, versteht sich gewissermaRen
von selbst, ist man doch in der objektivontischen-wissenschaftlichen Theoriebildung an eindeutiger und be-
stimmter und valider lickenloser Thematisierung des objektiv Seienden interessiert. Und (5) zahlt deshalb zu
ihnen, weil die stets auf wollende, meinende, erkennende Subjekte bezogenen propositionalen Stellungnah-
men in einer objektivontischen-wissenschaftlichen Theorie nichts zu suchen haben (wdhrend sie natirlich in
der Diskussion einer solchen Theorie eine grofRe und unabdingbare Rolle spielen). (4) schlieBlich zahlt deshalb
zu den Ildealitatsaspekten einer idealen Wissenschaftssprache — einer Normalsprache erster Linie —, weil alethi-
sche [ontische] und deontische Modalausdriicke allzu sehr Anlass zu radikaler intersubjektiver Varianz in der,
vorgeblich, objektivontisch-wissenschaftlichen Theoriebildung geben wirden, namlich je nach persénlicher
Weltanschauung — man kdnnte auch sagen: je nach personlicher Metaphysik+Ethik. Zwei prominente Beispiele
seien angefiihrt: (1.) Der eine hat in seiner Theorie den Satz ,Es ist [ontisch!] mdglich, dass ein menschliches
Subjekt korperlos bewusst ist”; die andere hat in ihrer Theorie den Satz ,Es ist [ontisch] unmdoglich, dass ein

menschliches Subjekt korperlos bewusst ist“; wer Recht hat, ist endlos umstritten. (2.) Die eine hat in ihrer
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Theorie den Satz ,Es ist einem Menschen beim Handeln manchmal [ontisch] moglich anders zu handeln, als er
schlieflich handelt”; der andere hat in seiner Theorie: ,Es ist keinem Menschen beim Handeln jemals [ontisch]
moglich anders zu handeln, als er schliefflich handelt”; wer Recht hat, ist abermals endlos umstritten.

Bei einem umfassenderen, inklusiveren Wissenschaftsverstandnis, als es nun gerade das in der Rede
von einer idealen Wissenschaftssprache, wie diese Rede hier soeben gemeint war, vorausgesetzte Wissen-
schaftsverstandnis ist, also bei einem Wissenschaftsverstandnis, bei dem insbesondere die Metaphysik eine
Wissenschaft ist (wenn auch gewiss keine ideale), wird man den Idealitatsaspekt (4) einer idealen Wissen-
schaftssprache allerdings fallen lassen miissen, obwohl doch nach wie vor die Formulierung valider objektivon-
tischer-wissenschaftlicher Theorien das Ziel — nun aber eben das weitherziger aufgefasste (namlich bleibende

Kontroversen nicht ausschlieBende) Ziel — der wissenschaftlichen Bemiihungen ist.}

In zweiter Linie werden in diesem Buch aber auch eine (durchaus wohlmotivierte) Logik
betrachtet, welche zu einer Normalsprache gehort, die (in gewisser Interpretation) konstitu-
tionell das Ideal (2) nicht erfiillt; sowie Logiken, welche zu Normalsprachen gehoren, die
konstitutionell das Ideal (4) nicht erfillen; sowie eine Logik, welche (in einer Interpretation
von ihr) zu einer Normalsprache gehort, die das Ideal (3) nicht erfiillt; sowie eine Logik, wel-
che (in einer Interpretation von ihr) zu einer Normalsprache gehort, die sowohl das Ideal (3)
als auch das Ideal (4) nicht erfillt. Auch eine Logik, welche aus einer normalsprachlichen
Nichterfullung — allerdings in besonderer Weise — des Ideals (5) erwachst, wird zur Sprache
kommen. Die eben (lber ihre Logiken) angesprochenen Normalsprachen zweiter Linie kom-
men der Umgangssprache jeweils in dieser oder jener Hinsicht naher als eine fir die Formu-
lierung valider objektivontisch-wissenschaftlicher Theorien ideale Sprache, halten aber doch
auch an diesem oder jenem wissenschaftssprachlichen Idealitatsaspekt fest.

Was die Anwendung der Logiken angeht, so ist zu sagen: Fir die Anwendung kommt
alles darauf an, vorliegende (den Logiken jeweils angemessene) normalsprachliche Satze,
normalsprachliche Schliisse, normalsprachliche Folgerungsverhaltnisse zwischen Schliissen
bzw. Sdtzen bei Hypothese ihrer logischen Validitadt als Instanzen (nicht als Einsetzungsfille;

Instanz und Einsetzungsfall — oder: Spezialisierung, Spezialfall — sind zu unterscheiden?) von

1 Einsetzungsfille/Spezialfille/Spezialisierungen gibt es nicht nur bei Formeln (gemeint sind damit in diesem
Buch stets Sigma-Formeln), sondern auch bei Schemata von solchen (insbesondere bei Schemata von Regel-
formeln). Bei der Bildung von Einsetzungsfdllen eines [Sigma-]Schemas ist, wenn das Schema einen Gewinn an
Allgemeinheit erbringt, mehr im Spiel als die durch uniforme Substitution erfolgende Bildung von Einsetzungs-
fallen der in ihm explizit auftretenden Formeln. Ein (sehr einfaches) Beispiel: I', A — A ist ein Schema unendlich
vieler (in jeder verniinftigen Logik) logisch valider Schlussformeln; aber diese Schlussformeln gehen - als ent-
schematisierende Spezialisierungen des Schemas — nicht schon jeweils durch eine uniforme Substitution fir die
Satzformel ,A“ aus dem Schema hervor, sondern erst dadurch, dass zudem ,, I"“ durch eine beliebige endliche —
d. h.: endlich-mehrgliedrige [und durch Komma gegliederte], eingliedrige oder nullgliedrige — Folge von Satz-
12
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logisch validen Satzformeln, Schlussformeln, Regelformeln von Sigma zu erkennen — oder
eben auch als Nichtinstanzen von solchen. Grundlegend sind die folgenden Festlegungen
[samt Erlduterungen], wobei , Logik X“ in (I) — (IV) fur eine beliebige der in diesem Buch be-

trachteten Logiken steht:

(1)

Ein normalsprachlicher Satz [ein Satz einer Normalsprache, zu der eine Logik X gehort] ist in
der Weise der [zugehdrigen] Logik X genau dann logisch valide, wenn eine Satzformel, die
eine so genau wie mogliche formelsprachliche Entsprechung von ihm — eine ,Ubersetzung”
von ihm —in Sigma ist, in der Weise der Logik X logisch valide ist.

Ein normalsprachlicher Schluss ist in der Weise der Logik X genau dann logisch valide, wenn
eine Schlussformel, die eine so genau wie mogliche formelsprachliche Entsprechung von ihm
in Sigma ist, in der Weise der Logik X logisch valide ist.

Ein normalsprachliches Folgerungsverhaltnis zwischen Schlliissen bzw. Satzen bei Hypothese
ihrer logischen Validitat ist in der Weise der Logik X genau dann logisch valide, wenn eine
Regelformel [Schlussregelformel oder Satzregelformel], die eine so genau wie mogliche for-

melsprachliche Entsprechung von ihm in Sigma ist, in der Weise der Logik X logisch valide ist.

(1)
Eine Satzformel von Sigma ist in der Weise der Logik X logisch valide genau dann, wenn sie in
einem [axiomatischen] Kalkiil der Logik X beweisbar [anders — aber synonym — gesagt: ab-
leitbar] ist — dort einen Beweis [anders gesagt: eine Ableitung] hat.
Eine Schlussformel von Sigma ist in der Weise der Logik X logisch valide genau dann, wenn
sie in einem Kalkil der Logik X beweisbar ist.
Eine Regelformel von Sigma ist in der Weise der Logik X logisch valide genau dann, wenn sie
in einem Kalkil der Logik X beweisbar ist.

Was es heilt, dass eine Satzformel, Schlussformel, Regelformel von Sigma in einem
Kalkil der Logik X beweisbar [ableitbar] ist — dort einen Beweis [eine Ableitung] hat —, wird
bei der Prasentation der Logik X deutlich werden. Schon hier sei festgehalten, dass alle Kal-

kiile einer Logik deduktiv dquivalent sind: dass in ihnen genau dieselben Satzformeln,

formeln ersetzt wird. [Spezialisierungen, aber keine entschematisierenden Spezialisierungen des Beispielsche-
mas, waren etwa die folgenden Gebilde: T, B> C—> B> C; I, D, A — A. Diese Gebilde sind immer noch Sche-
mata von Schlussformeln, keine Schlussformeln!]
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Schlussformeln, Regelformeln beweisbar sind [ganz direkt, oder wenigstens bei Beriicksichti-
gung von Reprdsentationsverhaltnissen zwischen den Kalkilen: sodass im Kalkil K* die im
Kalkil K direkt beweisbare Formel @ insofern beweisbar ist, als in K" der Reprasentant r(®d)
von @ direkt beweisbar ist, nicht aber @ selbst]. Kalkiile sind hier jeweils Darstellungen oder
Formulierungen einer gewissen Logik, kurz: sie sind Kalklle dieser gewissen Logik. Sind sie
Kalkiile derselben (derselben einen, ein und derselben) Logik, so missen sie deduktiv dquiva-
lent sein, und umgekehrt: Sind sie deduktiv dquivalent, so miissen sie Kalkile derselben Logik

sein.

(1)

Ist eine Satzformel, Schlussformel, Regelformel von Sigma, die eine gewisse Bedingung Y
erfillt, in der Weise der Logik X logisch valide / im X-Kalkil K beweisbar, so ist auch jeder
Sigma-Einsetzungsfall davon, der die gewisse Bedingung Y erflllt, in der Weise der Logik X
logisch valide / im X-Kalkiil K beweisbar.

In den meisten — aber nicht in allen — Féllen ist Y eine trivialerweise allgemein erfillte
Bedingung, oder mit anderen Worten: die in den Relativsatzen zum Ausdruck kommende
Einschrankung kann entfallen, die Relativsatze selbst konnen entfallen. Dann gilt auch: Ist
jeder Sigma-Einsetzungsfall einer Satzformel, Schlussformel, Regelformel von Sigma in der
Weise der Logik X logisch valide, so ist auch die Satzformel, Schlussformel, Regelformel
selbst in der Weise der Logik X logisch valide; denn jede Satzformel, Schlussformel, Regel-

formel von Sigma ist ein Sigma-Einsetzungsfall von sich selbst.?

{Erfillen nicht alle Sigma-Einsetzungsfdlle einer Satzformel, Schlussformel, Regelformel die gewisse Bedingung
Y, so wird zwischen in der Weise der Logik X logisch validen Sigma-Einsetzungsfillen der Formel und anderen
Sigma-Einsetzungsfallen von ihr unterschieden; oder mit anderen Worten: zwischen im X-Kalkil K beweisbaren
Sigma-Einsetzungsfallen der Formel und anderen Sigma-Einsetzungsfallen von ihr. Die erstgenannten Einset-
zungsfalle sind bei beiden Weisen, die Unterscheidung zum Ausdruck zu bringen, diejenigen, die die Bedingung
Y erfiillen, die zweitgenannten diejenigen, die sie nicht erflillen. Bezogen auf den Kalkiil K der Logik X spricht
man dann auch von den Y erfiillenden , Einsetzungsfallen [einer axiomatischen Schlussformel etwa] in Bewei-
sen [mit dem Kalkiil K]“ und, unterscheidend, von den Ubrigen — Y nicht erfillenden — Sigma-Einsetzungsfallen

[der fraglichen Formel], die zwar syntaktisch moglich, aber keine ,Einsetzungsfille in Beweisen” sind, m. a. W.:

2 Bei Einbringung der Relativierung auf die Bedingung Y gilt analog: Ist jeder Sigma-Einsetzungsfall einer Satz-
formel, Schlussformel, Regelformel von Sigma, der eine gewisse Bedingung Y erfiillt, in der Weise der Logik X
logisch valide, so ist auch die Satzformel, Schlussformel, Regelformel selbst in der Weise der Logik X logisch
valide, sofern sie die Bedingung Y erfiillt.

14



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

in Beweisen nicht zulassig sind. Leistet hingegen die Bedingung Y bei einer axiomatischen oder theoremati-
schen Formel keine Einschrdankung der Sigma-Einsetzungsfalle der Formel hinsichtlich Beweisbarkeit (oder ist
die Bedingung Y fiir sie gar nicht angegeben), so sind alle syntaktisch moglichen Sigma-Einsetzungsfalle der

fraglichen Formel ,Einsetzungsfalle [von ihr] in Beweisen“.}

Dabei ist ein Sigma-Einsetzungsfall einer Satzformel, Schlussformel, Regelformel von Sigma
eine Satz- bzw. Schluss- bzw. Regelformel von Sigma, die durch uniforme Substitution — uni-
forme Einfachsubstitution — eines Sigma-Ausdrucks in die urspriingliche Satzformel, Schluss-
formel, Regelformel fiir einen dort vorkommenden unstrukturierten [natlrlich nicht simplici-
ter typographisch unstrukturierten, sondern, was semantische Relevanz angeht, typogra-
phisch unstrukturierten] und sinnunbestimmten Sigma-Ausdruck passender syntaktischer
Grundkategorie (d. h.: Satzformel, Namenformel, Pradikatformel, Variable) hervorgeht. Uni-
form ist die Substitution deshalb, weil die Substitution einheitlich alle Vorkommnisse des
fraglichen unstrukturierten und sinnunbestimmten Sigma-Ausdrucks in der urspriinglichen
Formel betrifft. Eine uniforme Substitution kann (wenn die Gegebenheiten es zulassen) auch
gleichzeitig hinsichtlich mehrerer Vorkommnispfade von gestaltverschiedenen unstrukturier-
ten und sinnunbestimmten Sigma-Ausdriicken (in derselben Satzformel, Schlussformel, Re-
gelformel) erfolgen; auch dann ist das Resultat ein Sigma-Einsetzungsfall der urspriinglichen
Satz- bzw. Schluss- bzw. Regelformel, sofern das Resultat eine Satz- bzw. Schluss- bzw. Regel-
formel von Sigma ist und die uniforme Mehrfachsubstitution hinsichtlich jedes der dabei
uniform substituierten Sigma-Ausdriicke gerade so wie fiir die uniforme Einfachsubstitution
beschrieben vorgenommen wurde.®> Zudem gilt offensichtlich: Ist & ein Sigma-
Einsetzungsfall von &°, und &" ein Sigma-Einsetzungsfall von 9, so ist auch & ein Sigma-

Einsetzungsfall von 9.

(V)
Ein normalsprachlicher Satz ist eine Instanz einer Satzformel o von Sigma dann, und nur
dann, wenn eine so genau wie mogliche formelsprachliche Entsprechung in Sigma von ihm

ein Sigma-Einsetzungsfall von o ist.

3 Eine gleichzeitige uniforme Mehrfachsubstitution kann sehr wohl ein anderes Ergebnis zeitigen als eine Kette
von mehreren uniformen Einfachsubstitutionen, bei denen nach der ersten Substitution jeweils auf das unmit-
telbar vorausgehende Substitutionsergebnis zugegriffen wird, und zwar auch dann, wenn das ,Substitutions-
gut” ein und dasselbe ist: Substituiert man gleichzeitig uniform in , (A > B)“ ,,A“ fur ,B“ und ,B“ fur ,A“, so er-
hélt man ,,(B © A)“; substituiert man aber zunachst uniform ,A“ fir ,,B“ in ,,(A > B)“ und im resultierenden Sig-
ma-Einsetzungsfall sodann uniform ,B“ fuir ,A“, so erhalt man ,(B > B)“.
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Ein normalsprachlicher Schluss ist eine Instanz einer Schlussformel y von Sigma dann, und
nur dann, wenn eine so genau wie mogliche formelsprachliche Entsprechung in Sigma von
ihm ein Sigma-Einsetzungsfall von y ist.

Ein normalsprachliches Folgerungsverhaltnis zwischen Schllissen bzw. Satzen bei Hypothese
ihrer logischen Validitat ist eine Instanz einer Regelformel p von Sigma dann, und nur dann,
wenn eine so genau wie mogliche formelsprachliche Entsprechung in Sigma von ihm ein

Sigma-Einsetzungsfall von p ist.

Nach dem in (I) — (IV) Gesagten ist die ,, Begriindungsmechanik” einer Logik X ersichtlich. Er-
sichtlich ist insbesondere, wie es zu begriinden ware, dass ein normalsprachlicher Satz (ein
Satz einer Normalsprache, zu der die Logik X gehort / die zu der Logik X gehort), ein normal-
sprachlicher Schluss, ein normalsprachliches Folgerungsverhaltnis zwischen Schliissen bzw.
Satzen (bei Hypothese ihrer logischen Validitat) in der Weise der Logik X logisch valide ist.

Eine andere Frage ist es, wie eine Logik X selbst zu begriinden ware. Grundlegend fir
eine Antwort ist, zu welcher Normalsprache mit welchen ,ldealen“ und welchem Sinn der
logischen Konstanten X gehoren soll [anders gesagt: welche Normalsprache mit welchen
yldealen” und welchem Sinn der logischen Konstanten zu X gehdren soll], wobei fiir den Sinn
der logischen Konstanten nicht zuletzt bedeutsam ist, von welchem Begriff von Validitdt —
von der logische Validitdt in der Weise der Logik X nur eine besondere Auspragung ist und
fir die die Validitdt von [Aussage]Sétzen grundlegend ist — ausgegangen wird. Der Rest ist
die auf groRtmogliche Vollstandigkeit gehende Erfassung der in der zugrundegelegten Nor-
malsprache intuitiv (,,in logischer Anschauung”) logisch validen normalsprachlichen (um die
vorgegebenen logischen Konstanten herum gebildeten) Satzformen, Schlussformen, Formen
von Folgerungsverhaltnissen zwischen Schliissen bzw. Satzen bei hypothetischer logischer
Validitat dieser Schlisse bzw. Satze; also: die Erfassung dieser Formen mittels einer axioma-
tischen Darstellung, Reprasentation von ihnen unter Verwendung von (um die vorgegebenen
Sigma-symbolisierten logischen Konstanten herum gebildeten) Satzformeln, Schlussformeiln,
Regelformeln von Sigma.

Man beachte, dass alle so zustande gekommenen axiomatischen Systeme — so ge-
wordenen Kalkiile — in gewissem Sinn (ndmlich ,,in ausschlieRlich je eigener Sache”) trivi-
alerweise widerspruchsfrei und vollstandig sind; denn jedes von ihnen (und jedes seiner je-

weiligen deduktiven Aquivalente) definiert schon eo ipso eine Logik X, deren Kalkiil (axioma-
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tische Formulierung) es ist, und beweisbar in einem Kalkiil der Logik X und logisch valide in
der Weise der Logik X fallen ja flr alle Satzformeln, Schlussformeln, Regelformeln von Sigma
zusammen: siehe (llI). Freilich wird eine Logik — und jeder ihrer Kalkiile — nicht akzeptabel
sein kdnnen, wenn alle Satzformeln in der Weise dieser Logik logisch valide sind; oder wenn
auch nur eine einzige Satzformel in der Weise dieser Logik logisch valide ist, die einen Satz
der Normalsprache, zu der die fragliche Logik unbedingt gehoren soll, als Instanz hat, wel-
cher intuitiv nicht logisch valide ist. Es kommt zudem vor, dass die so genau wie mogliche
formelsprachliche Entsprechung eines intuitiv logisch validen normalsprachlichen Satzes
nicht in der Weise der Logik X logisch valide ist: in keinem Kalkll von X beweisbar ist; nun,
dann muss man eben zu einer Logik X" (ibergehen, in deren Weise sie (die Satzformel) nun
logisch valide ist, oder anders gesagt: zu einem Kalkil der Logik X', in dem sie beweisbar ist.

Wie es zu zeigen ist, dass eine Satzformel, Schlussformel, Regelformel in der Weise
der Logik X logisch valide ist, ist klar: durch Konstruktion eines Beweises flr die Satzformel,
Schlussformel, Regelformel in einem Kalkdil der Logik X. Wie es zu zeigen ist, dass eine Satz-
formel, Schlussformel, Regelformel nicht in der Weise der Logik X logisch valide ist, ist hinge-
gen weniger klar. Eine Methode, zunadchst fir Satzformeln o, ist die folgende: Man hat schon
eine Satzformel ’, von der man weil}, dass sie nicht in der Weise der Logik X logisch valide
ist; man zeigt, dass wenn die Satzformel ¢ in der Weise der Logik X logisch valide ware, auch
die Satzformel ¢’ in der Weise der Logik X logisch valide ware — entgegen dem, was schon
festgestellt ist. Folglich: Die Satzformel o ist nicht in der Weise der Logik X logisch valide.

Selbstverstandlich ist diese Methode mutatis mutandis nicht nur bei Satzformeln,
sondern auch bei Schluss- und Regelformeln anwendbar. Ihr Nachteil ist, dass sie relativ ist:
man muss von einer gewissen Satzformel, Schlussformel, Regelformel schon wissen (wenigs-
tens korrekt voraussetzen), dass sie nicht in der Weise der Logik X logisch valide ist, um die
Methode anwenden zu kdnnen und wie beschrieben von einer weiteren Satzformel, Schluss-
formel, Regelformel zu zeigen, dass sie nicht in der Weise der Logik X logisch valide ist.

Es folgt nun die Beschreibung von Sigma selbst. Da Sigma die einzige in diesem Buch
betrachtete Formelsprache ist, wird die explizite Bezugnahme auf Sigma [,,... von Sigma“,
wie in ,Satzformel von Sigma“, und ,Sigma-...“, wie in , Sigma-Einsetzungsfall“, oder noch

anders] in diesem Buch mehrheitlich weggelassen.

Logische Grundkonstanten:
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-, =, o, AV, D, VY, 3, 5, 1; keine anderen Ausdriicke sind logische Grundkonstanten. Die
logischen Grundkonstanten sind zwar unstrukturiert — insofern logisch einfach —, aber nicht
sinnunbestimmt, sondern haben jeweils eine Lesart (die als Interpretation gilt oder gegebe-
nenfalls erst zu einer Interpretation zu vervollstandigen ist); hervorgehoben, weil weniger
Ublich, seien die folgenden drei dieser Lesarten: ,—“ steht fiir ,,also [folglich, ergo, demnach,

“"

..]“ zwischen Satzen bei ihrer hypothetischen Validitat; ,=" steht flr ,also” zwischen
Schliissen oder auch zwischen Satzen bei ihrer hypothetischen logischen Validitat; ,1“ steht

fur , beispielsweise diese/s/r [So-und-so]“ bzw., im Grenzfall, fiir ,der/die/das [So-und-so]”.

Unstrukturierte und sinnunbestimmte Satzformeln:
A B, C, D, A, B, C, D, A", ..; keine anderen Ausdricke sind unstrukturierte und

sinnunbestimmte Satzformeln.

Unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln:
a, b, c, d a, b, c, d, a’, .. keine anderen Ausdricke sind unstrukturierte und

sinnunbestimmte Namenformeln.

Variablen:
XY,z Uux,y,2,u’, x’, ..; keine anderen Ausdriicke sind Variablen.

[Variablen sind per se unstrukturierte und sinnunbestimmte Ausdriicke.]

Unstrukturierte und sinnunbestimmte Prddikatformeln:

Einstellige: F, G, H,J, F', G", H’, J', F"’, ...; keine anderen Ausdriicke sind einstellige unstruktu-
rierte und sinnunbestimmte Pradikatformeln.

Zweistellige: P, Q, R, W, P’, Q’, R, W’, P, ...; keine anderen Ausdriicke sind zweistellige un-
strukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformeln.

Dreistellige: P3, Qs, R3, W3, P3’, Q3°, Rs’, Ws', P3”", ..; keine anderen Ausdriicke sind
dreistellige unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformeln.

Vierstellige: Ps, Qa, Ra, Ws, Pa’, Q4a", Ra’, W', P4, ..; keine anderen Ausdriicke sind
vierstellige unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformeln.

Usw.
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Andere unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformeln, als in obiger (begonnener)

Sequenz irgendwann zum Auftritt kommen, sind nicht da.

Satzformeln (1. Teil):

(0) Die unstrukturierten und sinnunbestimmten Satzformeln, wie sie weiter oben definiert
wurden, sind Satzformeln.

(1) Ist @ eine n-stellige unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformel und sind a ...
oln unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln, so ist ¢@(o1 ... o) eine logisch
einfache strukturierte Satzformel; keine anders (als eben angegeben) gebildeten Ausdriicke
sind logisch einfache strukturierte Satzformeln. [n > 1; bei n > 1 werden die Namenformeln
durch Komma voneinander abgesetzt.]

(2) Ist o eine Satzformel, so ist —c eine Negationssatzformel; keine anders (als eben angege-
ben) gebildeten Ausdriicke sind Negationssatzformeln.

(3) Sind o und ¢’ Satzformeln, so ist (c A ¢”) eine Konjunktionssatzformel; keine anders ge-
bildeten Ausdriicke sind Konjunktionssatzformeln.

(4) Sind o und ¢’ Satzformeln, so ist (c v &) eine Disjunktionssatzformel; keine anders ge-
bildeten Ausdriicke sind Disjunktionssatzformeln.

(5) Sind ¢ und ¢” Satzformeln, so ist (c © ¢’) eine Implikationssatzformel; keine anders ge-
bildeten Ausdriicke sind Implikationssatzformeln.

(6) Ist o[a] eine Satzformel, in der an gewissen Stellen [moglicherweise auch nur an einer
einzigen Stelle] die unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel o vorkommt, und v
eine Variable, die in o[a] nicht vorkommt, so ist Yuc[v] eine Allsatzformel (wobei v die Na-
menformel o an jenen gewissen [nicht unbedingt allen] Stellen ihres Vorkommens in o]
ersetzt); keine anders gebildeten Ausdriicke sind Allsatzformeln.

(7) Ist o[a] eine Satzformel, in der an gewissen Stellen die unstrukturierte und sinnunbe-
stimmte Namenformel a vorkommt, und v eine Variable, die in c[a] nicht vorkommt, so ist
Juo[v] eine ,,Mindestens ein“-Satzformel (wobei v die Namenformel o an jenen gewissen
Stellen ihres Vorkommens in c[a] ersetzt); keine anders gebildeten Ausdriicke sind ,,Mindes-

tens ein“-Satzformeln.

Namenformeln:
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(0) Die unstrukturierten und sinnunbestimmten Namenformeln, wie sie weiter oben
definiert wurden, sind Namenformeln.

(1) Ist o[a] eine Satzformel, in der an gewissen Stellen die unstrukturierte und sinnunbe-
stimmte Namenformel a vorkommt, und v eine Variable, die in c[a] nicht vorkommt, so ist
wo(v] eine Kennzeichnungsnamenformel (wobei v die Namenformel a an jenen gewissen
Stellen ihres Vorkommens in o[a] ersetzt); keine anders gebildeten Ausdriicke sind Kenn-
zeichnungsnamenformeln.

(2) Die Ausdriicke gemal’ (0) — (1) sind samtliche priméren Namenformeln [von Sigmal.

(3) Ist v[a] eine Namenformel — aber keine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namen-
formel —, in der an gewissen Stellen die unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel
o vorkommt, und v eine Variable, die in v[a] nicht vorkommt, so ist v[v] eine sekunddre
Namenformel (wobei v die Namenformel a an jenen gewissen Stellen ihres Vorkommens in
v[a] ersetzt); keine anders gebildeten Ausdriicke sind sekundare Namenformeln.

(4) Die primaren und die sekunddaren Namenformeln sind samtliche Namenformeln.

Satzformeln (2. Teil):

(8) Ist @ eine n-stellige unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformel und sind vi ... v
primdare Namenformeln, so ist @(vi ... vs) eine atomare strukturierte Satzformel; keine
anders (als eben angegeben) gebildeten Ausdriicke — aufler ldentitatssatzformeln — sind
atomare strukturierte Satzformeln. [n > 1; bei n > 1 werden die Namenformeln durch
Komma voneinander abgesetzt.]

(9) Sind v1 und v, primdre Namenformeln, so ist (v1 = v2) eine Identitatssatzformel; keine an-
ders gebildeten Ausdriicke sind Identitatssatzformeln.

(10) Die Ausdriicke gemal (0) — (9) sind samtliche Satzformeln [von Sigma].

Prédikatformeln:

(0) Die unstrukturierten und sinnunbestimmten Pradikatformeln, wie sie weiter oben
definiert wurden, sind Pradikatformeln.

(1) Ist o[a] eine Satzformel, in der an gewissen Stellen die unstrukturierte und sinnunbe-
stimmte Namenformel o vorkommt, und v eine Variable, die in o[a] nicht vorkommt, so ist

o[v] eine einstellige strukturierte Pradikatformel (wobei v die Namenformel o an jenen ge-
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wissen Stellen ihres Vorkommens in o[a] ersetzt); keine anders gebildeten Ausdriicke sind
einstellige strukturierte Pradikatformeln.

(2) Ist @[a] eine einstellige strukturierte Pradikatformel, in der an gewissen Stellen die un-
strukturierte und sinnunbestimmte Namenformel o vorkommt, und v eine Variable, die in
o[a] nicht vorkommt, so ist @[v] eine zweistellige strukturierte Pradikatformel (wobei v die
Namenformel a an jenen gewissen Stellen ihres Vorkommens in ¢[a] ersetzt); keine anders
gebildeten Ausdriicke sind zweistellige strukturierte Pradikatformeln.

(3) Ist @[a] eine zweistellige strukturierte Pradikatformel, in der an gewissen Stellen die un-
strukturierte und sinnunbestimmte Namenformel o vorkommt, und v eine Variable, die in
¢[a] nicht vorkommt, so ist @[v] eine dreistellige strukturierte Pradikatformel (wobei v die
Namenformel a an jenen gewissen Stellen ihres Vorkommens in ¢[a] ersetzt); keine anders
gebildeten Ausdriicke sind dreistellige strukturierte Pradikatformeln.

Usw.

Andere Pradikatformeln, als in obiger (begonnener) Sequenz irgendwann zum Auftritt kom-

men, sind nicht da.

Prddikatstockformeln:

Neben Pradikatformeln sind auch Prédikatstockformeln als Sigma-Ausdriicke zu berticksich-
tigen, die aber an dieser Stelle, wo die Notwendigkeit ihrer Berlicksichtigung noch nicht er-
sichtlich ist, noch nicht eingefiihrt seien. Siehe aber weiter unten den Erlauterungsabschnitt

Schlussformeln:
Sind o1 ... op und o” Satzformeln, so sind — ¢” und o1 ... 6, — & Schlussformeln; keine an-
ders gebildeten Ausdriicke sind Schlussformeln. [n > 1; bei n > 1 werden die Satzformeln vor

,—" durch Komma voneinander abgesetzt.]

Regelformeln:

(1) Sind 1 ... xn und %" Schlussformeln, so ist x1 ... xn = % eine Schlussregelformel; keine

anders gebildeten Ausdriicke sind Schlussregelformeln.
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(2) Sind o1 ... on und o Satzformeln, so ist o1 ... on = o eine Satzregelformel; keine anders
gebildeten Ausdriicke sind Satzregelformeln.?

(3) Keine anderen Ausdriicke als die gemal (1) bzw. (2) gebildeten Ausdriicke sind Regelfor-
meln. [n > 1; bei n > 1 werden die Schlussformeln bzw. Satzformeln durch Semikolon vonei-

nander abgesetzt.]

Ausdriicke auf der Grundlage von Definitionen und sonstigen abkiirzenden Festlegungen:

Die bisherigen Bestimmungen liefern die basalen (oder ,primitiven”) Ausdriicke von Sigma.
Ausdriicke von Sigma sind aber auch alle durch Anwendung einer Definition, oder mehrerer
Definitionen, aus basalen Ausdriicken von Sigma gebildeten Ausdriicke sowie Uberhaupt alle
(bis auf Variablenwahl) eindeutig auflésbaren Abkirzungen von basalen Ausdriicken von
Sigma. Die derivative Zugehorigkeit solcher Ausdriicke zu Sigma ergibt sich aus der (bis auf
Variablenwahl) eindeutigen Rickfihrbarkeit von ihnen auf je einen basalen Ausdruck von

Sigma.

Es folgen einige weiterflilhrende Bemerkungen zur Sprache Sigma sowie zu den Fest-

legungen (1) — (IV) vor Sigmas soeben erfolgter, sie definierender Beschreibung:

I. Unstrukturierte und sinnunbestimmte Satzformeln sind logisch einfach; die Umkehrung gilt
aber nicht; denn logisch einfache strukturierte Satzformeln (siehe (1) unter Satzformeln, 1.
Teil) sind zwar immer noch sinnunbestimmt, aber eben nicht unstrukturiert. Logisch einfache
strukturierte Satzformeln wiederum sind atomare strukturierte Satzformeln (siehe (8) unter
Satzformeln, 2. Teil); die Umkehrung gilt aber nicht; denn manche atomare strukturierte
Satzformel ist ja eine Identitatssatzformel oder enthadlt eine Kennzeichnungsnamenformel,

“"

die ihrerseits auf jeden Fall ,1“ enthdlt und womdglich auch noch andere logische

Konstanten; die logische Einfachheit ist in beiden Fallen ,dahin“. ,Dahin” ist bei einer

4 Zwischen den Schlussformeln mit mindestens einer Priamisse und den Satzregelformeln besteht offensichtlich
ein eineindeutiges Zuordnungsverhaltnis. Das darf aber nicht dariiber hinwegtdauschen, dass die logische Be-
deutung etwa der Satzregelformel A = B (um den einfachsten Fall zu betrachten) eine wesentlich andere ist als
die der Schlussformel A — B. Die erstere Formel besagt: ,,Angenommen, dass es logisch valide [in der Weise
der Logik, auf die man sich bezieht] ist, dass A; unter dieser Voraussetzung ist es auch logisch valide, dass B“;
die letztere Formel hingegen besagt: ,Angenommen, dass es valide [z. B. wahr] ist, dass A; unter dieser Voraus-
setzung ist es auch valide, dass B“. [Eine Logik, welche die Satzregelformel A = B oder die Schlussformel A — B
als logisch valide fuhrte, ware Ubrigens ganzlich unbrauchbar.] Allerdings bleiben nicht wenige logisch valide
Satzregelformeln logisch valide, wenn man sie wie Schlussformeln liest, z. B.: A; A > B = B (nicht aber, z. B, A
= (JA).
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solchen atomaren strukturierten Satzformel auch die Sinnunbestimmtheit; denn
»Sinnunbestimmtheit” ist im Sinne von vollstédndiger Sinnunbestimmtheit gemeint, und da
=" bzw. ,1“ — beides eine logische Grundkonstante mit bestimmtem Sinn — in ihr vorkommt,
ist sie sicherlich nicht vollstandig sinnunbestimmt. [Man beachte: Ein formaler Ausdruck
kann vollstandig sinnunbestimmt — in diesem Sinne also: (simpliciter) sinnunbestimmt — sein,
obwohl er kategorial einordenbar ist — etwa als Satzformel oder Pradikatformel — und
obwohl er zudem eine semantisch relevante typographische Struktur aufweist; so ist
beispielsweise , F(a)” vollstandig sinnunbestimmt, ist aber kategorial einordenbar — F(a) ist
eine Satzformel — und weist offensichtlich eine semantisch relevante typographische

Struktur auf.]

Il. Variablen sind unstrukturierte und sinnunbestimmte Ausdriicke; deshalb ist die Einset-
zungsfille (von Satz-, Schluss-, Regelformeln) erzeugende uniforme Substitution — vgl. oben
(1) — bzgl. Variablen moglich (wobei das dabei Substituierte wiederum eine Variable sein
muss). Allerdings ist Vorsicht geboten: Die uniforme Substitution von ,,y* fiir ,x“ in ,AyVxR(x,
y)“ ergibt keinen Einsetzungsfall von ,,3yVxR(x, y)“, sondern syntaktischen Unsinn: ,3yVyR(y,
y)“. Zudem kann die uniforme Substitution von Ausdriicken, die eine Variable (echt)
enthalten, leicht nicht zu Einsetzungsfallen fiihren: Die uniforme Substitution von ,,1xF(x)“ fur
»a“in ,,VxR(x, a)“ ergibt , VxR(x, 1xF(x))“ — was abermals syntaktischer Unsinn ist (denn
»VXR(x, xF(x))“ ist nach den syntaktischen Regeln [insbesondere Satzformeln, 1. Teil, (6)]

nicht bildbar).

lll. Eine n-stellige unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformel kommt in Satzfor-
meln, Schlussformeln, Regelformeln oftmals mehrfach vor. Dabei wird sie nicht selten an
verschiedenen Vorkommnisstellen in diesen Formeln von anderen Namenformeln/Variablen
begleitet (in den runden Klammern, die auf sie folgen), von blofRen Variationen der Reihen-
folge der ,Argumente” gar nicht zu reden. Und wenn es auch stets n Vorkommnisse von Na-
menformeln/Variablen sind, die bei ihr stehen, so wird es doch geschehen, dass an verschie-
denen Stellen in der Satzformel, Schlussformel, Regelformel Variablen [man beachte, dass
nun von Variablen die Rede ist, nicht von Variablenvorkommnissen] in verschiedener Anzahl
bei der unstrukturierten und sinnunbestimmten Pradikatformel stehen: dass da und dort
nicht n Variablen [n > 1] bei ihr stehen, sondern weniger, oder auch gar keine Variablen
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(sondern nur Namenformeln). Diesen Komplikationen ist bei der uniformen Substitution fir
unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformeln Rechnung zu tragen.

Eine Prddikatstockformel geht aus einer strukturierten Pradikatformel dadurch her-
vor, dass die freien Vorkommnisse von Variablen in dieser durch eine einheitliche Leerstel-
lenmarkierung, namlich ,,_“, ersetzt werden; die Stellenzahl einer Pradikatstockformel ist die
Anzahl der Vorkommnisse von ,,_“ in ihr. [Man beachte, dass solcherweise z. B. aus einer 1-
stelligen Prddikatformel eine 2-stellige Prddikatstockformel werden kann: Aus der 1-stelligen
Pradikatformel ,R(x, x)“ wird die 2-stellige Pradikatstockformel ,R(_, _)“.] Fir n-stellige un-
strukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformeln werden nun bei der Bildung von Einset-
zungsfallen Pradikatstockformeln uniform substituiert. Eine uniform substituierte Pradi-
katstockformel ist an jeder Substitutionsstelle mit denjenigen n Vorkommnissen von Namen-
formeln/Variablen in zugehoriger Reihenfolge verbunden, mit denen die dortige unstruktu-
rierte und sinnunbestimmte n-stellige Pradikatformel, fir die sie uniform substituiert wird,
dort verbunden ist. Wie die Leerstellen in der Pradikatstockformel zu fillen waren, um auf-
grund des Gegebenen eine Pradikatformel oder gegebenenfalls ein Satzformel zu erhalten,
muss dabei stets eindeutig ersichtlich sein. [Selbstverstandlich muss die verwendete Pradi-
katstockformel fiir all dies syntaktisch geeignet sein; sie kann vor allem keine geringere Stel-
lenzahl haben als die unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformel, fir die sie uni-
form substituiert wird. Die Syntax von Sigma darf in keinem Fall verletzt werden.]

Dazu ein Beispiel: ,VxR(x, a) = R(b, a)“; hierin haben wir eine zweimal vorkommende
2-stellige unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformel: ,R“; nun nehmen wir, um
durch uniforme Substitution einen gewissen (aus irgendwelchen Griinden gerade erforderli-
chen) Einsetzungsfall von ,VxR(x, a) = R(b, a)“ zu erhalten, eine 2-stellige Pradikatstockfor-
mel her: ,,(P(b, ) A Q(_, a))“. Das Ergebnis der uniformen Substitution von ,,(P(b, ) A Q(_,
a))“ far ,R“ in der fraglichen Formel ist dies: ,, Vx(P(b, _) A Q(_, a))(x, a) = (P(b, ) A Q(_,
a))(b, a)“, mit anderen Worten [indem das, was nun ,, ausgelagert”, ,,exportiert” ist — namlich
»(x, a)“ bzw. ,(b, a)“ — exakt der ersichtlichen Reihenfolge nach nahtlos ,wieder eingelagert”,
Limportiert” wird]: ,, Vx(P(b, x) A Q(a, a)) = (P(b, b) A Q(a, a))“.

Sowohl ,,Vx(P(b, x) A Q(a, a)) — (P(b, b) A Q(a, a))“ als auch ,,VxR(x, a) — R(b, a)“
|dsst sich Gbrigens als Einsetzungsfall von ,, VxF(x) — F(b)“ gewinnen: indem fiir die 1-stellige
unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformel ,F“ die 1-stellige Pradikatstockformel
,R(_, a)” uniform substituiert wird: ,VxR(_, a)(x) = R(_, a)(b)“, mit anderen Worten: , VxR(x,
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a) = R(b, a)“; bzw. indem fur die 1-stellige unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikat-
formel ,,F“ die 1-stellige Pradikatstockformel ,,(P(b, _) A Q(a, a))“ uniform substituiert wird:
»VX(P(b, _) A Q(a, a))(x) > (P(b, _) A Q(a, a))(b)“, mit anderen Worten: ,Vx(P(b, x) A Q(a, a))
— (P(b, b) A Q(a, a))“. Ein Einsetzungsfall von , ¥xF(x) — F(b)“ ist auch ,, VxR(x, x) = R(b, b)*;
denn durch uniforme Substitution von ,R(_, )“ Fur ,F“ geht aus , VxF(x) — F(b)“ , VXR(_,
_)(x) = R(_, _)(b)* hervor, was [nach nahtlosem Import des Exportierten] nichts anderes ist
als ,, VxR(x, x) = R(b, b)“.

Nota bene (aus soeben ersichtlich gewordenem Anlass): ,,(F(_) o F(_))(x)“, z. B., ist
syntaktisch ebenso in Ordnung wie ,(F(_) © F(_))(x, y)“, obwohl die Pradikatstockformel
#(F(L) 2 F(L))* ja 2-stellig ist: ,,(F(_) > F(_))(x)“ ist ,,(F(x) 2 F(x))“, ,,(F(_) 2 F())(x, y)*“ ist ,,(F(x)
D F(y))“. Alternativ kann man ,,(F(x) > F(x))“ auch als ,,(F(_) @ F(_))(x, x)“ schreiben. Pradi-
katstockformeln stellen offensichtlich keine echte Erweiterung der ohne sie schon gegebe-
nen Syntax von Sigma dar, tauchen sie doch nur zwischenstufig bei der uniformen Substitu-

tion auf; im Endresultat sind sie wieder verschwunden.

IV. Den verschiedenen in diesem Buch betrachteten Logiken liegt, wie gesagt, eine einheitli-
che Formelsprache zugrunde: Sigma (allerdings in zwei verschiedenen ,Registern” sozusa-
gen: dem aussagenlogischen und dem pradikatenlogischen). Diese Formelsprache wird nie-
mals erweitert, sie wird durch die verschiedenen Logiken nur verschieden interpretiert; wo-
bei Teil einer solchen Interpretation durch eine Logik der interpretierenden Logik eigentiim-
liche explizite Definitionen sein kdnnen, die ,neue” logische Konstanten einfiihren. (Neu sind
diese, sobald durch ihre — allerdings — neue Gestalt definitionsgemald ,hindurchgeschaut”
wird, hochstens der neuen Interpretation der zugrundeliegenden ,,alten Formel nach.)

Der Grundnotation nach sind also z. B. die Pi-Gamma-Satzformeln, also die in der Lo-
gik Pi-Gamma — genauer: in der durch den Kalkiil Pi-Gamma formulierten Logik — figurieren-
den Satzformeln, keine anderen als die Satzformeln von Sigma (wie oben gegeben); aber so,
wie sie im Kalkil Pi-Gamma verstanden werden. Und die Pi-Alpha-Satzformeln, also die in
der Logik Pi-Alpha — genauer: in der durch den Kalkiil Pi-Alpha formulierten Logik — figurie-
renden Satzformeln, sind ebenfalls der Grundnotation nach keine anderen als die Satzfor-
meln von Sigma (wie oben gegeben); aber so, wie sie im Kalkil Pi-Alpha verstanden werden.
Rein syntaktisch (gestaltmaRig) hat man es der Grundnotation nach in Pi-Gamma und in Pi-

Alpha mit genau denselben Satzformeln zu tun, semantisch-syntaktisch hingegen durchaus
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nicht mit denselben. Darliber hinaus figurieren in Pi-Gamma aufgrund systemeigener Defini-
tionen gewisse Satzformeln, die durch jene Definitionen definierte logische Konstanten ent-
halten — Satzformeln, die schon rein syntaktisch in Pi-Alpha nicht figurieren (einfach deshalb
nicht, weil Pi-Alpha die fraglichen Definitionen nicht mitmacht); manche Pi-Gamma-
Satzformeln (aber keine Pi-Gamma-Satzformeln in Grundnotation) sind also schon rein syn-
taktisch keine Pi-Alpha-Satzformeln.

Allerdings gibt es auch systemibergreifende Definitionen, reine Sigma-Definitionen.
Diese sind zunachst die folgenden (mittels Definitionsschemata angegebenen) Definitionen

(weitere kdnnen hinzukommen):

6 =06 =pef (0 D6") A (6" Do) [DEF=]®
T#7T =pef (T =1") [DEF#]
C<>G =pef 0 —> G; 6" — o [DEF&]

Y <% =pefy, = % und x" = x [DEF<].

Definierte Ausdriicke konnen den sie jeweils definierenden Ausdruck an beliebiger
Vorkommensstelle im Text salva significatione ersetzen. Und umgekehrt: Definierende Aus-
driicke konnen den durch sie jeweils definierten Ausdruck an beliebiger Vorkommensstelle
im Text salva significatione ersetzen. Folglich: Ein definierter Ausdruck und der ihn definie-
rende Ausdruck sind logisch (und bei Kenntnis der Definition auch epistemisch) véllig gleich-
wertig. Das gilt jedenfalls dann, wenn, wie stets in diesem Buch, der definierte Ausdruck als
bloRe Abklrzung fiir den ihn definierenden Ausdruck eingefiihrt wird. Es verdient eigens
erwahnt zu werden: Kommt in einer Textpassage ein Ausdruck mehrfach vor, der durch ei-
nen anderen Ausdruck definitorisch ersetzt werden kann, so braucht die Substitution des
einen Ausdrucks fir den anderen keineswegs durchgehend (alle Vorkommnisse betreffend:

,2uniform®) zu sein, um salva significatione zu sein.

{Aus salva significatione ergibt sich salva validitate [und salva veritate, wenn validitas = veritas] und salva inva-
liditate, sowie salva validitate logica und salva invaliditate logica, und zwar Letztere gleichgliltig, ob man ,,ist

logisch invalide” im Sinne von ,,ist logisch nichtvalide” [, ist aus logischen Griinden nicht valide”] oder im Sinne

5> Da die Bedeutung von ,, " von [gewissem] System zu [gewissem] System variiert, variiert auch die Bedeutung
von ,.="von System zu System — trotz der stets gleichlautenden Definition.
6 Jedes dieser vier Definitionsschemata befasst unendlich viele Definitionen unter sich: ndmlich alle Definitio-
nen, die dem jeweiligen Definitionsschema gentigen.
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von ,,ist nicht logischvalide” [, ist nicht aus logischen Griinden valide“] versteht. Auf symbolsprachliche Satzfor-
meln, Schlussformeln, Regelformeln — in diesem Buch sind das die primaren Objekte der Betrachung — ist ,lo-
gisch valide [ob in der Weise der Logik X, oder aber unmittelbar intuitiv aus der Normalsprache]” und ,logisch
invalide” sinnvoll anwendbar, nicht hingegen — jedenfalls nicht ohne Weiteres — das schlichte ,valide” bzw.

»invalide”; diese beiden sind ihrem Sinn nach zunachst nur auf Normalsprachliches beziehbar.}

V. Systemubergreifend sind auch die folgenden Regeln der Klammerersparnis (durch deren
Anwendung sehr viele Formeln signifikant tGbersichtlicher werden): (i) Jeder einstellige Satz-
operator [, 0, (7, ...] bindet starker als jeder zweistellige Satzoperator (und alle einstelligen
Satzoperatoren binden gleichstark). (ii) Unter den zweistelligen Satzoperatoren herrscht fol-
gende Ordnung abnehmender Bindungsstarke: A, v, D bzw. >, =. (iii) Uneingeschrénkt
dufBere Klammern — also: syntaktisch geforderte Klammern [ndmlich ,(“und sein
unerlassliches Pendant ,,)“], die aber nicht innerhalb einer Satzformel [z. B. die Grenzen einer
echten Teilsatzformel von ihr ausmachend] auftreten — kénnen stets weggelassen werden
(missen aber natirlich nicht weggelassen werden). (iv) In Identitdtsformeln [das sind
Formeln, die per Variablenwechsel und/oder partieller oder vollstandiger Fullung durch —
primdare oder sekunddre — Namenformeln aus ,(x = vy)“ hervorgehen] und in
Verschiedenheitsformeln [Formeln, die per Variablenwechsel und/oder partieller oder
vollstandiger Fullung durch Namenformeln aus ,(x # y)“ hervorgehen] werden die
einschliefenden [die Formel begrenzenden, an ihr dufSeren] Klammern weggelassen (obwohl
sie natirlich auch geschrieben werden diirfen); aber sie diirfen nicht weggelassen werden in
Anwendungen von einstelligen Satzoperatoren auf Identitats- bzw.
Verschiedenheitsformeln, wie auch dann nicht, wenn direkt vor der Identitdts- bzw.
Verschiedenheitsformel ein Quantor steht [etwa Vx, Jy, Vy, 3Jx, ...], dessen Bereich sie

bildet.

{Ein Wort noch zu einer haufig anzutreffenden Ambiguitat, deren Vereindeutigung auch in diesem Buch nur im
jeweiligen lokalen Kontext erfolgt: Unter Quantoren werden meistens ,3“ und ,,V*“ [und syntaktisch gleich funk-
tionierende Ausdriicke, wie ,31“] mit beigefiigter Variable [der jeweiligen Quantor-Variable] verstanden, eben:
Vx, 3y, Vy, 3x, ... . Nicht selten heillen aber auch schon die reinen logischen Operatoren ,3“ und ,V“ — ohne

beigefligte Variable — Quantoren.}
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Teil 1: Aussagenlogiken
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1. Allgemeines zu den Kalklilen; sodann der
Schlussformelkalkiil Alpha der wahrheitsfunktionalen

Aussagenlogik

Die Kalkile der in diesem Buch betrachteten Logiken sind gemischt axiomatischer Art: sie
sind aus Axiomen und axiomatischen Regelformeln aufgebaut. Die Axiome und axiomati-
schen Regelformeln eines Kalkils der Logik X sind seine Grundprinzipien, oder auch: Grund-
gesetze; seine Prinzipien, oder: Gesetze, hingegen umfassen darlber hinaus auch die Theo-
reme und echtabgeleiteten [,theorematischen”] Regelformeln, die auf der Basis der Grund-
prinzipien gewinnbar sind. Auch axiomatische Schemata von Axiomen bzw. axiomatischen
Regelformeln und hergeleitete Schemata von Theoremen bzw. echtabgeleiteten Regelfor-
meln konnen (in sekundarer, analogischer Sprechweise) als ,Prinzipien“ und , Gesetze” be-
zeichnet werden, und gegebenenfalls auch als ,,Grundprinzipien“ und ,, Grundgesetze”.

Bei den axiomatischen Regelformeln und den echtabgeleiteten Regelformeln handelt
es sich offensichtlich stets um Regelformeln (von Sigma); bei den Axiomen und Theoremen
wird es sich bei den meisten der in diesem Buch betrachteten Kalkiilen um Schlussformeln
handeln. Satzformeln sind dadurch aber in den fraglichen Kalkiilen — Schlussformelkalkilen —
nicht wirklich von der Beweisbarkeit ausgeschlossen: deshalb nicht, weil in ihnen auch pra-
missenlose Schlussformeln beweisbar sind und Satzformeln durch pramissenlose Schluss-
formeln eins-zu-eins darstellbar sind.

Die Grundprinzipien eines Kalkils der Logik X sind logisch valide in der Weise der Lo-
gik X; sie sind im Kalkil beweisbar (ihr Beweis besteht einfach darin, dass man sie hin-

schreibt).

{Dadurch, dass die Grundprinzipien eines Kalkiils trivialerweise in dem Kalkil beweisbar und bewiesen sind,
sind sie auch trivialerweise in dem Kalkll ableitbar und abgeleitet; denn ,beweisbar im Kalkil“ und ,ableitbar
im Kalkul“, ,bewiesen im Kalkil” und ,,abgeleitet im Kalkal” (und ,,Beweis im Kalkiil” und , Ableitung im Kalkul“)
werden hier als (technische) Synonyme behandelt. Die Grundprinzipien eines Kalkils sind aber weder echtbe-
weisbar noch echtableitbar in ihm, und in ihm weder echtbewiesen noch echtabgeleitet. Echtbeweisbar und
echtableitbar, echtbewiesen und echtabgeleitet sind nur Prinzipien des Kalkiils, die keine Grundprinzipien von

ihm sind.}
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Mit ihnen sind logisch valide in der Weise der Logik X — sind beweisbar im fraglichen Kalkdl
der Logik X — auch alle Einsetzungsfalle von ihnen, oder eventuell nur alle Einsetzungsfille,
die eine gewisse einschridnkende Bedingung Y erfiillen.” Im Folgenden wird in Beweisen die
explizite Differenzierung zwischen einem Grundprinzip und einem zulassigen [d. h.: die ein-
schrankende oder auch gar nicht einschrankende Bedingung Y erfiillenden] Einsetzungsfall
des Grundprinzips in der Regel weggelassen: ein zuldssiger Einsetzungsfall des Grundprinzips
wird im Beweisprotokoll einfach unter dem Namen des Grundprinzips selbst verbucht. Und
dies fur die Grundprinzipien Gesagte gilt auch fiir die echtabgeleiteten Prinzipien [Theoreme
und echtabgeleiteten Regelformeln]. Freilich: Wenn die verwendete uniforme Substitution in
ein Prinzip — Grundprinzip oder nicht — nicht leicht erkennbar ist oder eine der Erinnerung
bedlirftige einschrankende Bedingung erfillt, dann wird die Einsetzungsfallbildung im Be-
weisprotokoll explizit vermerkt. (Sonst aber wird eben nur die Bezeichnung des verwendeten
Prinzips angegeben.)

Eine Satz- bzw. Schlussformel, die kein Axiom des Kalkils ist, ist in einem Kalkil der
Logik X genau dann beweisbar / logisch valide in der Weise der Logik X, wenn sie schrittweise
unter jeweils einmaliger Anwendung ausschlieflich eines Axioms oder einer axiomatischen
Regelformel des Kalkils erzeugbar ist. [In der Formulierung eines Beweises kdnnen mehrere
solche Schritte der Ubersichtlichkeit halber als ein Schritt wiedergegeben werden — mit ent-
sprechender Protokollierung.] Axiome setzen dabei Anfinge; axiomatische Regelformeln
greifen auf schon erzeugte Formeln — ihre Pramissen / ihre Pramisse — zu, um im nachsten
Schritt eine Formel als ihre Konklusion zu setzen. Eine Regelformel wiederum, die keine axi-
omatische Regelformel des Kalkdls ist, ist in einem Kalkil der Logik X genau dann beweisbar
/ logisch valide in der Weise der Logik X, wenn ihre Konklusion aus ihren Prémissen oder aus
ihrer Prdmisse schrittweise unter jeweils einmaliger Anwendung ausschlieBlich eines Axioms
oder einer axiomatischen Regelformel des Kalkiils erzeugbar ist.

Beim Beweisen im Kalkill der Logik X mussen ausschlieRlich Grundprinzipien des Kal-
kiils verwendet werden [genauer gesagt: Grundprinzipien oder in Beweisen zuldssige Einset-
zungsfalle von diesen]. Dagegen wird nicht verstoBen, wenn beim Beweisen im Kalkiil echt-
abgeleitete Prinzipien des Kalkiils [genauer gesagt: echtabgeleitete Prinzipien oder in Bewei-
sen zuldssige Einsetzungsfalle von diesen] zum Einsatz kommen (selbstverstdandlich missen

diese vom Beweisziel ganz unabhdngig gewonnen sein); denn deren Einsatz dient offensicht-

7 Siehe dazu (lIl) im vorausgehenden Kapitel.
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lich rein der Abkirzung des Beweisweges. Der rein unter Einsatz von Axiomen und axiomati-
schen Regelformeln verlaufende Beweisweg kann ja jederzeit unter Verwendung der rein
axiomatisch verlaufenden Beweise der zum Einsatz kommenden Theoreme bzw. echtabge-
leiteten Regelformeln rekonstruiert werden. Um zu letzteren Beweisen zu gelangen, kann es
freilich notwendig sein, im Gebdude der Theoreme bzw. echtabgeleiteteten Regelformeln

viele Stufen nach unten zu gehen — bis man endlich bei ihnen ist.

Hier nun der Kalkil Alpha der wahrheitsfunktionalen Aussagenlogik:

Al A—>A 1. Trivialitédt (TRV1)

R1 I'<o,6>>C=I<0’,0>—>C Gesetz der Pridmissenumplatzierung (PP)
R2 I'>C=I,B—>C Gesetz der Primissenerweiterung (PW)
R3 I'B>CIlI >B=I—>C Strukturelles Schnittgesetz (SSG)

A2 B,BoC—>C Modus ponens (MP)

R4 IB>C=I—>B>C Deduktionsprinzip (DP)

A3 B, -B—>C Ex contradictione quodlibet (ECQ)

R5 I'B>CI,-B>C=I->C Inhaltliches Schnittgesetz (1SG)

A4 A—>AvVvB;B—>AvVB Introductio disjunctionis (ID)

R6 INA—>CI,B>C=I,AvB—>C Gesetz des vorderen ,,oder” (VOG)

A5 A B—>AAB Introductio conjunctionis (IC)

R7 I’AB>C=I,AAB—>C Gesetz des vorderen ,,und” (VUG)

Die Axiome von Alpha sind Al — A5, die axiomatischen Regelformeln von Alpha sind durch
R1 — R7 gegeben. Rein strukturelle Grundprinzipien von Alpha sind Al und die durch R1 —R3
gegebenen axiomatischen Regelformeln; auf logische Konstanten bezogene (und somit ,in-
haltliche”) Grundprinzipien von Alpha sind A2 — A5 und die durch R4 — R7 gegebenen axio-
matischen Regelformeln. Die Axiome von Alpha sind ersichtlich Schlussformeln (unter Ver-
wendung der Regeln der Klammerersparnis geschriebene). Was hingegen auf den ersten

Blick so aussieht wie die axiomatischen Regelformeln von Alpha (ndmlich R1 — R7), sind tat-
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sachlich noch nicht diese Regelformeln (das missten ja Schlussregelformeln sein), sondern
vielmehr Schemata von solchen — welche Schemata unendlich viele Schlussregelformeln als
axiomatische Regelformeln unter sich befassen, und zwar schon vor jeder Bildung von Ein-
setzungsfallen durch uniforme Substitution: ,I"“ steht namlich fiir eine beliebige endlich lan-
ge Folge von Satzformeln [wiederholtes Auftreten derselben Satzformel ist erlaubt], dabei
auch fir die leere Folge von Satzformeln. [Ist die Satzformelfolge nicht leer und nicht
eingliedrig, so sind ihre Satzformeln — deren Vorkommnisse in ihr — durch Komma voneinan-
der abgeteilt.] Freilich gibt es auch bzgl. ,I"” [oder auch , "%, ,I"""“, ...] eine Art von uniformer
Substitution und eine Art von Einsetzungsfallbildung. Namlich: Wenn man von einem
Schlussregelformel-Schema (ob axiomatisch oder hergeleitet) zu einer konkreten Schlussre-
gelformel Gbergeht, so ist ,I'“ Giberall im Schema durch ein und dieselbe konkrete endliche
[leere, eingliedrige, oder endlich mehrgliedrige] Satzformelfolge zu ersetzen; gleiches gilt,
wenn man von einem Beweisschema fir Schlussregelformeln zu einem konkreten Beweis fiir
eine konkrete Schlussregelformel tibergeht: ,I"“ ist Gberall im Schema durch ein und diesel-
be konkrete endliche Satzformelfolge zu ersetzen.

Das in R1 vorkommende ,I'<c, "> wiederum steht fiir eine endliche Folge von Satz-
formeln, in der an einer gewissen Stelle die Satzformel ¢ vorkommt, unmittelbar gefolgt von
einem Komma und dann von einem Vorkommnis der Satzformel ¢’. Und ,I'<c’, 6>“ ist rela-
tiv zu ,I'<o, o >" mutatis mutandis zu verstehen; es handelt sich also bei I'<c’, 6> um beina-
he dieselbe Folge von Satzformeln wie bei I'<c, 6’>, ndmlich um die Satzformelfolge I'<c,
o> mit einem einzigen vollzogenen lokalen Positionswechsel — ,nur um dieses bestimmte
Komma(vorkommnis) herum” — der Satzformeln ¢ und ¢”.

Zur lllustration des Beweisens von Schlussformeln und Schlussregelformeln in Alpha

sei eine Reihe von Beweisen bzw. von Beweisschemata angegeben:

RT1:3T,B,B>C=I,B—>C Gesetz der Primissenkontraktion (PK)
1.1,B,B—>C Annahme
2.I''B—>B A1, R2 {ggf. [wenn T nicht leer ist], und ggf. mehrfach: mit den Satzformeln

inT'}, R1 {ggf., und ggf. mehrfach}

8 RT“ (plus nachfolgende Ziffer in der Beweisreihenfolge) steht hier und im Folgenden fiir ,Regeltheoreme”:
echtabgeleitete Regelformeln. Die, eigentlich, noch voranzustellende Anzeige des verwendeten Kalkdls, hier:
Alpha, wird wegen der Fundamentalitat von Alpha weggelassen.
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3.T,B—>C R3 (1, 2)

{Wie in aller Regel bei Beweisen von Schlussregelformeln handelt es sich beim Obigen direkt um den Beweis
eines Schemas von unendlich vielen Schlussregelformeln. Ebenso handelt es sich beim Obigen direkt um ein
Schema von unendlich vielen Beweisen fiir Schlussregelformeln; nur indirekt (mittels des Schemas) sind die
Beweise fir diese Schlussregelformeln selbst gegeben. Wenn auch ,I'“ (oder auch ,I'"“, ,I'""“, ...) in schemati-
schen Regelgesetzen fiir eine beliebige endliche Folge von Satzformeln steht [bei PK muss es nun gerade eine
mehrgliedrige sein], so ist doch mit verschiedenen Vorkommnissen von ,I'“ in einem Beweisschema fir
Schlussregelformeln — dem Beweis eines Schemas von Schlussregelformeln, eines schematischen Regelgesetzes
— wie auch natirlich in den schematischen Regelgesetzen selbst stets dieselbe Satzformelfolge gemeint.

Die Anwendung von R2 in Zeile 2 des obigen Beweises entfallt natlrlich, wenn T leer ist; das sei hier
im Blick auf die vielen noch kommenden Einfiigungen von Satzformelfolgen in Schlussformeln im Progress von

Beweisschemata fiir Schlussregelformeln einmal gesagt, um es nicht immer wieder sagen zu missen.}

RT2:I’ >A, T>B=>1T—>AAB IC-Regelgesetz
1.TT>A Annahme

2.I'>B Annahme

3.IAAB—>AAB A5, R2, R1°

4.T,A—>B R2 (2)

5.I,A—>AAB R3 (3, 4) {R3 mit der Satzformelfolge I'": ', A}
6. >AAB R3 (5, 1)

{Im Kalkil Alpha mit IC-Regelgesetz //*° IC ist — umgekehrt — IC beweisbar:

IC.AAB—>AAB

1.A,B—>A A1, R2

2.A,B—>B Al,R2,R1
3.A,B>AAB IC-Regelgesetz (1, 2)}

% Anwendungen von R2 oder R1 (und von Entsprechungen von R1 bzw. R2 in manchen anderen Kalkiilen) be-
kommen nicht immer eine eigene Zeile, sondern werden zusammen mit der Anwendung anderer Prinzipien oft
»in einem Aufwasch” durchgefiihrt. Zudem werden bei R2 und R1 mehrfache Anwendungen hintereinander
gewohnlich wie eine einzige Anwendung notiert. Voraussetzung dieser ,,Bequemlichkeiten” ist, dass die Sache
klar ist, wie sie es z. B. im hier vorliegenden Fall ist: Von A5 wird ausgegangen; dann werden die Satzformeln
aus I" der in T" gegebenen Von-links-nach-rechts-Reihenfolge nach in Anwendung von R2 Schritt fir Schritt
hinzugefligt (stets unmittelbar vor dem Pfeil eingefiigt); dann werden sie derselben Reihenfolge nach in An-
wendung von R1 Schritt fiir Schritt allesamt nach hinten (nach links) verschoben (stets bis unmittelbar hinter
,»A“, nicht weiter). (Im Fall, dass I leer ist, lduft die Anwendung von R2 und R1 /eer.)

101/ in dem fettgedruckten Ausdruck besagt, dass das, was links von ,,//“, aber — in Leserichtung — nach dem
,mit“ genannt ist, das, was rechts von ,,//“ genannt ist, bei den Grundprinzipien des Kalkiils (um den es sich
gerade handelt: hier ist es Alpha) ersetzt, wihrend alles Ubrige bei diesen Grundprinzipien gleichbleibt.
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T S AV—A Tertium non datur (TND)
I1LA>AV—-A A4

2.-A—>Av-A A4

3. >Av—A RS (1, 2)

{Im Kalkul Alpha mit TND // ISG ist — umgekehrt — ISG beweisbar:
ISG:I,B>CI,-B>C=I->C

1.I'B—>C Annahme

2.I,-B—>C Annahme

3.IBv—B—C R6 (1, 2)

4T >Bv—B TND, R2

5T >C R3 (3, 4)}

T2:. —A—>A;, > —-—ADA Eliminatio duplicis negationis (EDN)
1.—AA-A Al,R2,R1

2. —A, —-A—>A A3 {,—A" fur ,B”, ,A” fur ,C“}, R1

3. -—-A—>A R5 (1, 2)

4. - ——A>A R4 (3)

I3:A>———A, >AD——A Introductio duplicis negationis (IDN)
1.A,-A—>——A A3

2.A,—A—>—-A Al,R2,R1

3.A>——A R5 (1, 2)

4. A>——A R4 (3)

T4: —A© A > ———A=A Lex duplicis negationis (LDN)
1.—A—>A T2

2.A—>—A T3

3. A A DEF¢> (1, 2)

11 T“ (plus nachfolgende Ziffer in der Beweisreihenfolge) steht hier und im Folgenden fiir , Theorem” (sei es,
wie hier, ein Schlussformeltheorem, oder sei es ein Satzformeltheorem: beim Beweisen in Satzformelkalkiilen).
Die, eigentlich, noch voranzustellende Anzeige des verwendeten Kalkdls, hier: Alpha, wird wegen der Funda-
mentalitdt von Alpha weggelassen.
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4. > ——ADA T2, 2. Halfte

5. >Ao>—A T3, 2. Halfte

6. — («—A D A) A (AD——A) RT2 (4, 5)

7. > A=A DEF= (6)

RT3:LA>B=1,-B—>—-A Aufsteigende Kontraposition (AUKP)
1., A—>B Annahme

2.T,A,—-B—>B R2 (1)

3.I'’A,—-B,B—> —A A3, R2,R1

4.T, A, —B — —A R3 (3, 2)

5.T,—-B,A——A R1(4)

6.1, —-B, -A > —A Al,R2,R1

7.T, =B — —A R5 (5, 6)

RT4: T, A—>-—-B=TI,B—> A Gesetz der Rechtskontraposition (RKP)
1., A—> —B Annahme

2.T,——B — —A RT3 (1)

3.T,B, —B — —A R2, R1(2)

4.1,B—>——B T3,R2,R1

5.T,B— —A R3 (3, 4)

RT5: I, -A—>B=1,-B—>A Gesetz der Linkskontraposition (LKP)
1.I,-A—>B Annahme

2.7, —B > ——A RT3 (1)

3.1, -B,—A—>A T2,R2,R1

4.T,—B—>A R3(3,2)

RT6: [, -B—>-A=IT,A>B Absteigende Kontraposition (ABKP)
1.1, —-B—> —A Annahme

2.T, ——A —> ——B RT3 (1)

3.T,A, ——A —> ——B R2, R1(2)
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4.T,A—> A
5I,A—>——B
6.I,A,—B—>B
7. 'A—>B

T3, R2, R1
R3 (3, 4)
T2, R2, R1
R3 (6, 5)

{Man beachte, dass ABKP eine Konsequenz von LKP und RKP ist, und zwar ohne Verwendung von ISG:

ABKP:T, B>-A=T,A>B

1.T,-B—>—A
2.I''—A—>8B
3.1, -A—> —A
4.T,A—> ——A

5T,A—>8B

Annahme

LKP (1)

Al, R2,R1

RKP (3)

RT7 (4, 2) [gleich unten ohne ISG bewiesen].

In der auf RT11 folgenden Anmerkung wird weiter unten gezeigt, dass AUKP eine Konsequenz von RKP allein —

ohne ISG —ist.}

RT7:I,A—>B,I,B>C=I,A>C Kettenschlussgesetz (KSG)
1., A—>B Annahme

2.I''B—>C Annahme

3.A,B—>C R2,R1(2)

4.T,A—>C R3(3,1)

T5: > ADA 2. Trivialitdt (TRV2)
1.A—>A Al

2. >ADA R4 (1)

{Im Kalkil Alpha mit EDN und RKP // ISG ist IDN und TND beweisbar und mit TND auch ISG (hinsichtlich

letzterer Beweisbarkeit siehe die Deduktion in der Anmerkung unterhalb von T1):

IDN: A > ——A

1. -A—>—-A
2.A—>——A
TND: > Av A
1.-A->Av-A
2.Av—-A—>——(Av—A)

Al
RKP (1)

A4
IDN [soeben bewiesen; ,(A v —A)” fur ,A“]

RT7 (1, 2)
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LA>AV—A

4
5
6. —(A v —A) —> —A
7
8. —A, ——A > —(ADA)
9

12. 5(Av —A) > =(ADA)
13.ADA > ——(Av—A)
14. > ADA

15. = ——(A v —A)

16. ——(Av —A) > Av —A

17. > Av—-A

A4
RT7 (4, 2)

RKP (5)

RKP (3)

A3

R2 (7)

R2, R1(8)

R3 (10, 9)

R3 (11, 6)

RKP (12)

T5

R3 (13, 14)

EDN [,,(A v —A)“ fiir ,A“]
R3 (16, 15)}

{Im Kalkil Alpha mit LKP und RKP // ISG ist EDN und IDN beweisbar, und somit (wie gesehen) TND und somit

(wie ebenfalls schon gesehen) ISG. Dazu ist nur noch EDN zu zeigen (IDN ergibt sich mit RKP ohne LKP, wie

gerade gezeigt):
EDN: —A > A
1.-A—> —A
2.——A—>A

T6: =(A>B)<>AA—-B

1.AAADB—>B
.A,—B > —(ADB)
.AA—-B—> —(ADB)
.—A,A— B

.—A—>ADB

2

3

4

5
6.B,A—>B
7.B—>A>B
8.~(A>B)—>A

9. +«(A>B)—>—B

10. -(A>B)—>AA—-B

11. «(ADB) <> A A —B

Al
LKP (1)}

A2
RT3 (1)

R7 (2)

A3, R1

R4 (4)

Al, R2

R4 (6)

RTS (5)

RT3 (7)

RT2 (8, 9)
DEF<> (10, 3)
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T7: AD B <> —(AA—B) 1. Implikationsdefinition (IMD1)
1.-.(A>B)—>AA—-B T6 {1. Halfte: ,,von links nach rechts“}
2.-(AAn—-B)—>ADB RT5 (1)

3.AA—-B— —(ADB) T6 {2. Hilfte: ,von rechts nach links“}

4. ADB—> —(AA—B) RT4 (3)

5.ADB << —(AA—-B) DEF<> (4, 2)

T8:A>B<«<>—-AVvB 2. Implikationsdefinition (IMD2)
1.-A—>A>DB A3,R1, R4

2.B—>ADB Al,R2,R4

3.-AvB—>ADB R6 (1, 2)

4. AoB,-A—>—-AVB A4,R2,R1

5.AoB,A—>B A2,R1

7.A>B,AB—>—-AVB A4,R2,R1

8.AoB,A—>—-AVB R3 (7, 5)

9.ADB—>—-AVB R5 (8, 4)

10,AoB<«<>—AvVB DEF<> (9, 3)

T9:AAB—>A;AANB—>B Eliminatio conjunctionis (EC)
1.A B—>A A1, R2

2.AAB—>A R7 (1)

3.A,B—>B Al,R2,R1

4. AAB—B R7 (3)

{Im Kalktl Alpha mit EC // VUG ist — umgekehrt — VUG beweisbar:
VUG:T,A,B>C=IT,AAB—>C

1.I,AB—>C Annahme
2.I,A,AAB,B>C R2, R1 (1)
3. AL AAB—>B EC, R2,R1
4.T,A,AAB—C R3 (2, 3)
5.T,AABA—>C R1(4)

6., AAB—>A EC, R2,R1
7.1, AAB>C R3 (5, 6)}
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T10: AvB < —|(ﬁA A —|B)

1.—-AA—B—> —A
A= —(—A A —B)
.—AA—B——B
.B—> —=(—A A —B)

2

3

4

5
6.A—>AvVB
7.-(AvB)—>-A
8.B—>AvVvB
9.-(AvB)—>—B

10. =(Av B) > —-AA—B
11. -(—-AA—-B)—>AVB

T11: AAB —|(—|A Vv —|B)

2

3

4
5.-(—-Av—-B)—>AAB
6.AAB—>A
7.—A — —(A A B)
8.AAB—>B

9.—-B—> —(AAB)

10. -A v =B — —(A A B)
11. AAB— —(—A Vv —B)

T9

RT4 (1)
T9

RT4 (3)
R6 (2, 4)
A4

RT3 (6)
A4

RT3 (8)
RT2 (7, 9)
RT5 (10)
DEF<> (5, 11)

A4
RT5 (1)

A4

RT5 (3)

RT2 (2, 4)

T9

RT3 (6)

T9

RT3 (8)

R6 (7, 9)

RT4 (10)
DEF<> (11, 5)

T12:BvC,—-B—>CBv(C —-C—>B

1.-B,B—>C

A3,R1

1. Gesetz von De Morgan (GDM1)

2. Gesetz von De Morgan (GDM2)

Exklusionsprinzip (EP)
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.—B,C—>C
.—B,BvC—>C
.BvC,—B—>C
.—C,C—>B
.—C,B—>B
.—C,BvC—>B

O N o U b~ W N

.Bv(C,-C—>B

Al, R2, R1
R6 (1, 2)
R1 (3)

A3, R1
Al, R2, R1
R6 (6, 5)
R1(7)

{Im Kalkul Alpha mit EP // ECQ ist — umgekehrt — ECQ beweisbar:

ECQ:B,-B—>C
1.B—>BvC
2.B,-B—>BvC
3.Bv(C,—-B—>C
4.B,-B,BvC—>C
5.8,-B—>C

A4
R2 (1)

EP
R2,R1(3)
R3 (4, 2)}

1.A,—-A—> —(B>B) A3
2.AAn—A— —(BDB) R7 (1)
3.BoB—> —(AA—A) RT4 (2)

4. >B>oB T5

5. —(A A —A) R3 (3, 4)
T14:BoBVAA—-A

1.B—>BVAA—-A Ad
2.BVAA—-A -(AA—-A)—>B T12
3.BVAA—-A— —(AA—-A) T13,R2
4 BVAA-A—>B R3 (2, 3)
5.B&>BVAA-A DEF< (1, 4)
T15:AvB& —-ADB

1.A,-A—>B A3
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.A—>-ADB
.B,-A—>B
.B—>—-ADB

.AvB—>—-ADB

.—ADB,—-A,B—>AVB

2
3
4
5
6. -ADB,—-A—>B
7
8.-A>B, —-A—>AVB
9

.—ADB,A—>AVB
10.-A>B—>AvVB
11.AvB«< —-ADB

T16: AAB © —(A > —B)

1.-.B,A— —B
2.-B—~>A>—-B
3.-(A>—-B)—>B
.—A,A— —B
.—A—>A>-B
.—(A>—-B)>A

O 00 N o U b

A B>A

10. A, B —> ——B
11.A,B—>AA——B
12.AAB—>AA——B
13.AA B — —(A>—B)

T17a:AvB< BV A

1.A—>BVA
2.B—>BVA

3.AvVB—>BVA

R4 (1)

Al, R2

R4 (3)

R6 (2, 4)

A2, R1

A4, R2, R1
R3 (7, 6)

A4, R2, R1

R5 (9, 8)
DEF¢> (5, 10)

A-per-D-Definition (IMPUD)

Al, R2
R4 (1)

RT5 (2)

A3, R1

R4 (4)

RT5 (5)

RT2 (6, 3)

T6 {2. Halfte, ,—B“ fur ,B“}
Al, R2

T3, R2, R1

RT2 (9, 10)

R7 (11)

RT7 (12, 8)

DEF<> (13, 7)

,oder“-Kommutativitéidt (OKOM)
A4 {in B — A v B uniform substituieren: ,B“ fiir ,A“ und , A” fir ,,B“}

A4 {in A > A v B uniform substituieren: , B“ fur ,A“ und ,A“ fuir ,B“}

R6 (1, 2)

41



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

4B—>AvB A4

5.A—>AvB A4

6.BVA—>AVB R6 (4, 5)

7.AvB< BVA DEF< (3, 6)

T17b: AAB<>BAA Lund“-Kommutativitdt (UKOM)
1.AAB—>A T9 {EC}

2.AAB—>B T9

3.AAB—>BAA RT2 (2, 1)

4 BAA—>B T9

5.BAA—>A T9

6.BAA—>AAB RT2 (5, 4)

7.AAB<BAA DEF<> (3, 6)

T18:B<> —(AA—=A) DB 2. Paradox (PX2)
1.B>BVAA—-A T14 {1. Halfte; oder schlicht mit A4}
2.BVAA-A—>AA—-AVB T17a

3.B>AA—-AVB RT7 (1, 2)

4 AAN—-AVB—>—-(AA—A)DB T15

5.B—>—-(AA—-A)DB RT7 (3, 4)

6.BVAA—-A—B T14 {2. H3lfte}
7.AAN=AVB—>BVAA-A T17a

8.AAN—-AVB—>B RT7 (7, 6)

9. «(AA—-A)DB—>AA—-AVB T15 {2. Halfte: ,,von rechts nach links“; Einsetzungsfall}

10. =(A A —A) >B —> B RT7 (9, 8)
11.B<> —(AA—A) DB DEF<> (5, 10)

T19: > (BoC) v (=B () 3. Paradox (PX3)
1.8,-B—>C A3
2.B—>—-B>C R4 (1)

3..BoC—>(B>C)v(-B>2() A4
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4B—>(Bo>C)v(—-B>C) RT7(2,3)
5.-B,B—>C A3, R1
6.—B—>B>C R4 (5)
7.BoC—>(B>oC)v(—-B>(Q) A4
8.—B— (B>C) v (=B>C) RT7 (6,7)
9. >(B>Cv(-B>CQ) R5 (4, 8)
T20: > (B> C) v (B> —=C)

1.(,B—>C Al, R2
2.C>B>C R4 (1)
3.BoC—>(B>C)v(Bo-=C) A4
4.C—>(B>5C)v(Bo—C) RT7(23)
5.-C,B—>-=C Al, R2

6. ~C— B> —C R4 (5)
7.Bo—-C—>(B>C)v(B>-=(Q) A4
8.-C—>(B>C)v(B>—-C) RT7(6,7)
9. > (B>C)v(B>—=Q) R5 (4, 8)
T21: > (B> C) v (CoB)

1.-B,B—>C A3, R1
2.-B—>B>5C R4 (1)
3.BoC—>(B>C)v(CoB) A4
4.—B—(B>C)v(CoOB) RT7(2,3)
5.B,C—>B Al, R2
6.B—>C>B R4 (5)
7.CoB—>(B>C)v(CoB) A4
8.B—(B>C)v(CoB)  RT7(6,7)
9. > (B>C)v(CoB) R5 (8, 4)
RT8:T,A>—(BoB) =T > -A

1., A—> —=(B>B) Annahme
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2.T,B5B——A RT4 (1)
3.7 >B>oB TS, R2
4.T — —A R3 (2, 3)

RT9:I,-A—>=(BoB)=T—>A

1., -A > (B> B) Annahme
2.7 > —A RTS8 (1)
3.1, —A—>A T2,R2,R1
4.T > A R3(3,2)

RT10: I A—> -A=T1 > A

1.T,A— —A Annahme

2. Gesetz indirekten SchliefSens (GIS2)

3. Gesetz indirekten SchliefSens (GIS3)

2.T,A,—-A > (B> B) A3 {,A“ fur ,B“, ,—(B > B)“fir,C“}, R2, R1

3.T,A— —(B>B) R3 (2, 1)
4.T - —A RTS (3)

RT11: I, - A—>A=1 > A

1.T,-A—>A Annahme
2.T,—-A,A—> —(B>B) A3, R2,R1
3., -A—> —(B>B) R3(2,1)
4.T >A RT9 (3)

4. Gesetz indirekten Schliefens (GIS4)

{Im Kalkul Alpha mit AUKP und GIS4 // ISG ist ISG beweisbar:

ISG:I,B>CI,B>C=I—>C

1.I'B—>C Annahme
2.I,-B—>C Annahme
3., -C—>—B AUKP (1)
4.T,-C———B AUKP (2)
5. —-B,—B—>C A3

6.1, =B, -C > ——B R2, R1 (4)
7.T,—-B,-C,—B —>C R2,R1(5)
8.I,—B,-C—>C R3 (7, 6)
9.1, -C,—B—>C R1 (8)
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10.T,-C—>C R3 (9, 3)

11.T'>C GIS4 (10).

Der Beachtung wert ist in diesem Zusammenhang, dass AUKP eine Konsequenz von RKP — und zwar ohne Ver-
wendung von ISG — ist:

AUKP:I'"A—>B=T,-B—> —A

1., A—>B Annahme

2.—-B—> —B Al

3.B—>—B RKP (2) [,—B“ (uniform substituiert) fur ,A“in:I', A>—B =T, B —> —A]
4.T,B—> ——B R2, R1(3)

5.,A—> ——B RT7 (1, 4)

6.7, —B —> —A RKP (5)}

T22: AA(BVC) < AABVAAC 1. Distributivgesetz (DG1)
1.LAB—>AAB A5

.A,B,AAB—>AABVAAC A4, R2,R1
.AAB—>AABVAAC R3(2,1)

.Bv(C, A -B—>C T12,R2,R1
.BvC A —-B—>A Al,R2,R1

2

3

4

5

6.BVvC A —-B—>AAC RT2 (5, 4)

7.BvC A —-B,AACH>AABVAAC A4,R2,R1
8.BVvC A —-B—>AABVAAC R3 (7, 6)
9.A,BvC,—B—>AABVAAC R1 (8)
10.A,BvC,B—>AABVAAC R2, R1(3)
11.AABVvC—>AABVAAC R5 (10, 9)

12.AA(BvC)—>AABVAAC R7 (11)

13.AAB—>A 19
14. AAB—B T9
15.B—>BvC A4
16.AAB—>BvC RT7 (14, 15)

17.AAB—>AA (BV () RT2 (13, 16)

18. AAC—>A T9
19.AAC—>C 19
20.C—>BvC A4
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21.AAC—>BVC RT7 (19, 20)
22.AAC—>AA(BVC) RT2 (18, 21)
23.AABVAAC—>AA(BVC(Q) R6 (17, 22)
2, AABVC)<>AABVAAC DEF<> (12, 23)

{Das 2.Distributivgesetz — DG2 — lautet: A v B A C <> (A v B) A (A v C). Dessen Beweis in Alpha sei den Lesern
Uberlassen. Gelingt ihnen der Beweis, so ist dies der Nachweis ihrer Exzellenz in der Handhabung von Alpha.
Fur die Von-links-nach-rechts-Halfte von DG1 — A A (B v C) > A A B v A A C — braucht man R5, fir die Von-
rechts-nach-links-Halfte von DG1 - AAB v AAC— A A (B Vv C)—braucht man es nicht. Bei DG2 ist es hingegen
wie folgt: Fiir die Von-rechts-nach-links-Halfte von DG2 — (A v B) A (A v C) > A v B A C — braucht man R5, fir

die Von-links-nach-rechts-Halfte von DG2 - A v B A C— (A v B) A (A v C) braucht man es nicht.}

RT12:2 I’ > A, T, A—>B=1T >AAB Hintere n-Erweiterung (HUE)
1.TT>A Annahme

2.IA—>B Annahme

3.'>8B R3(2,1)

4.T >AAB RT2 (1, 3)

RT13: I > A>B=I,A—>B Umkehrung von DP (UDP)
1.T>A>oB Annahme

2.T,A—>A>SB R2 (1)

3.AAADB—>B A2,R2,R1

4.1T,A—>8B R3 (3, 2)

RT14: T, AAB—>C=TI1,A,B>C Umkehrung von VUG (UVUG)
1., AAB—>C Annahme

2.T,A,B,AAB—C R2, R1 (1)

3.IAAB—>AAB A5, R2,R1

4.T,A,B—>C R3 (2, 3)

RT15a: ' > C= > AN o C Prémissenexportationsgesetz (PEG)
1.T'>C Annahme
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2.AIN > C Ist die Folge I leer, dann ist [dann sei festsetzungsgemaR] A(I')
identisch mit B > B und 2. ergibt sich aus 1. mit R2. Umfasst die Folge I'" nur die Satzformel v,
dannist A(I') wie I" identisch mit y und 2. entfallt (bzw. ist eine schlichte Wiederholung der
Annahme). In allen anderen Fallen geht 2. aus 1. durch (n—1)-fache Anwendung von R7
hervor (wobei n die Lange — d. h.: die Anzahl der durch Komma abgeteilten

Satzformelvorkommnisse — der Folge I" ist und n > 2).

3.->A(lN>C R4 (2)

RT15b: > A(lN) D C=T > C Prdmissenimportationsgesetz (PIG)
1.oA(INDC Annahme

2.AN—>C RT13 (1)

3.'>C Ist die Folge I' leer, dann ist A(I') identisch mit B > B und 3.

geht mit R3 aus 2. und — B o B [T5 als Zwischenschritt] hervor. Umfasst die Folge I nur die
Satzformel v, dann ist A(I") identisch mit y, und ebenso I' selbst, und 3. entfallt (bzw. ist eine
schlichte Wiederholung von 2.). In allen anderen Fallen geht 3. durch (n—1)-fache
Anwendung von RT14 — der Umkehrung von R7 — hervor (wobei n die Lange der Folge I ist

und n > 2).

{A(T") sieht fiir n = 3 [I": 61, 62, 03] wie folgt aus [unter Weglassung der duBeren Klammern von A(I')]: 61 A (02 A
a3); fir n = 4 wie folgt: 61 A (62 A (03 A G4)); flir n =5 wie folgt: o1 A (62 A (03 A (G4 A G5))); usw. Nach der An-
wendung von RT14 auf A(I') — C hat man also bei n =5: 61, 62 A (03 A (04 A ©5)) — C; hach der Anwendung von
RT14 auf diese letztere Schlussformel: 61, G2, 63 A (G4 A G5) — C; nach der Anwendung von RT14 auf wiederum
diese letztere Schlussformel: 61, G2, 63, 6a A 65 — C; nach der Anwendung von RT14 wiederum hierauf hat man:
G1, G2, 03, 64, 65 —> C, also: I' = C— nach (n—1)-facher Anwendung von RT14. Die Prozedur kann man mit (n—1)-

facher Anwendung von R7 selbstverstandlich auch wieder riickwarts laufen lassen.}

Manche Gesetze von Alpha geben manchen Logikern Anlass zu intuitivem Befrem-
den. Das gilt insbesondere fiir die ,Paradoxien” T14, T18, T19, T20, T21 [oder: PX1, PX2, PX3,
PX4, PX5]. Diese Gesetze — und viele andere mehr, darunter T7 und T8 und die sehr einfach
zu beweisenden Gesetze B — A > B und —A — A © B — werden als ,,paradox” empfunden,
weil von einem intuitiven Vorverstandnis von ,o“ — der Implikation: des fir wissenschafts-
sprachliche, nicht fir umgangssprachliche, Zwecke zu verwendenden ,Wenn, dann“ — aus-

gegangen wird, zu welchem Vorverstandnis die fraglichen Gesetze nun eben zutiefst nicht
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passen (wobei dieses Vorverstdandnis, obwohl wissenschaftssprachlich orientiert, doch vor
allem umgangssprachlich motiviert sein dirfte). Das gilt auch fiir T14 [PX1], obwohl ,o da-
rin gar nicht vorkommt; denn implizit ist die Implikation wegen T15 [IMPOD] in T14 sehr
wohl prdsent. [Das ,eigentliche Paradox” ist freilich T18, das aus T14 mit T17a und T15 leicht
zu gewinnen ist, wie auch umgekehrt T14 mit T15und T17a aus T18: B<&>BVAA—-A A A
—-AVvB& —(AA—A)DBundB<> —(AA—-A)DB-AA-AVB<BVAA—-A]

Auf Kalkile, die die Erzeugung der ,,Paradoxien” in mehr oder minder groRem MaRe
nicht zulassen, wird im Weiteren ausfiihrlich eingegangen. Zunachst soll es aber um eine
wesentlich andere kalkiilmaRige Darstellung der aktuell thematisierten Logik — der wahr-

heitsfunktionalen Aussagenlogik — gehen.
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2. Der Satzformelkalkiil Beta (Frege-tukasiewicz) der
wahrheitsfunktionalen Aussagenlogik, der Satzformelkalkdil

Beta* und der Kalkil Alpha-Beta*-Hybrid

Der Kalkll Beta (oder Frege-tukasiewicz) ist durch drei Axiome [FA1, FA2, FA3] und eine axi-
omatische Regelformel [FR1] gegeben; hinzukommen zwei Definitionen [FD1, FD2], deren
inhaltliche Angemessenheit fiir die wahrheitsfunktionale Aussagenlogik anhand der Alpha-
Theoreme T15 und T16 ersichtlich ist. Die Axiome und Theoreme von Beta sind Satzformeln,
keine Schlussformeln wie bei Alpha, und die axiomatischen wie auch die theorematischen
Regelformeln von Beta sind ,=“- Verknlipfungen zwischen Satzformeln, nicht zwischen
Schlussformeln wie bei Alpha. Trotz dieser Unterschiede besteht zwischen Alpha und Beta
eine durch Représentationsverhiltnisse vermittelte deduktive Aquivalenz — was im Folgen-

den gezeigt werden wird. Hier nun aber erst einmal die Prasentation des Kalkdils Beta:

FA1 A>S(B>oA)
FA2 (A>(B>C)>((A>B)>(A>(Q)
FA3 (-A>—-B)>(B>A)

FR1 A;AoB=1B

{Man beachte, dass FR1 kein Schema fiir axiomatische Satzregelformeln ist, sondern eine Satzregelformel

selbst; in Alpha hingegen werden alle axiomatischen Regelgesetze schematisch gegeben.}

FD1 oV G =pef—0D0C

FD2 o A G =pef (0 D —0")

Jede Satzformel o ist eins-zu-eins als (pramissenlose) Schlussformel — o reprasentierbar,
und umgekehrt jede Schlussformel — c als Satzformel . Deshalb kann der Satzformelkalkiil
Beta aus dem Schlussformelkalkil Alpha abgeleitet werden (in einem gewissen, offensichtli-

chen Sinn):
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T23: > A> (B A)

1.A,B—o>A Al, R2
2.A—>B>oA R4 (1)
3. >AD(BoA) R4 (2)

T24: > (Ao (Bo Q) ((A>B) o (A>(C)

1.ALAD(B>C)—>B>C
B,BoC—>C
AADB—>B

A,ADB,B>(C,B—>C

A, ADB,BoC—>C

A2

A2

A2

R2, R1(2)
R2 (3)

R3 (4, 5)

A/A>(B>C),A>B,BoC—>C R2,R1(6)

AL AD(BoC),A>DB—>B>C R2 (1)

2.
3.
4.
5.A,AoB,BoC—>B
6.
7.
8.
9.

AAD(B>C),A>DB—>C

R3 (7, 8)

10.A>(B>C),A>B,A—>C R1 (9)

11.A>(B>C),A>B—>ADC R4 (10)

12.A>(B>C)—>(A>B)>(A>CQ)
13. > (A>(B>2C)>((A>B) > (AD(Q)

T25: > (-A>—-B)> (B A)

1.-A,-A>—-B—>—-B
2.,—-A>—-B,—-A—>—-B
3.-A>—-B,B—>A

4. -A>—-B—>B>oA

5.5 (-AD>—-B)> (B2 A)

RT16: >A; >A>DB=—>8B

1.>A
2.->A>DB

3.A,A>oB—>B

A2

R1 (1)
RT6 (2)
R4 (3)
R4 (4)

Annahme
Annahme

A2
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FA2 {in Schlussformel-Darstellung}

FA3 {in Schlussformel-Darstellung}

FR1 {in Schlussregelformel-Darstellung}
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4.A—>A>B R2 (2)
5.A—>B R3 (3, 4)
6. >B R3 (5, 1)

Da Beta aus Alpha ableitbar ist, kann alles, was in Beta beweisbar ist, auch in Alpha bewie-
sen werden — und in Alpha gewo6hnlich viel einfacher bewiesen werden als in Beta. Es folgen
einige Kostproben des mindestens am Anfang — wenn erst weniges bewiesen ist — schwieri-
gen Beweisens in Beta. Die Schwierigkeit dabei besteht darin, die Einsetzungsfille fir die
Axiome und die axiomatische Regelformel von Beta zu finden, die der Erreichung des Be-

weisziels dienlich sind; da den richtigen Einfall zu haben, ist in Beta um einiges schwieriger

als in Alpha.
FTLI2ADA Trivialitdt fiir Beta
1.AD((ADA)DA) FA1

2.(Ao((ADA)DA)D(AD(ADA)D(ADA)) FA2

3. (A (ADA)D(ADA) FR1 (1, 2)
4.A>(ADA) FAL
5.ADA FR1 (3, 4)
FRT1: ADB,BOC=A>C Kettenschlussgesetz fiir Beta
1.A>B Annahme
2.BoC Annahme
3.BoC)>(A> (B> () FA1
4.A>(B>C) FR1 (2, 3)
5. (Ao(B>C)>((A>B)D(ADC)) FA2
6.(ADB)D(ADC(C) FR1 (4, 5)
7.A>C FR1 (1, 6)

FT2: C> (B > B)

12 Wie schon weiter oben, zeigt hier und im Weiteren das vorangestellte ,F“ bei derjenigen Benennungsweise
der Kalkilprinzipien, welche nummerierend der Reihenfolge der Bewiesenheit folgt, die Verwendung von Beta
an — zu Ehren von Gottlob Frege. Die Voranstellung von ,,B“ hingegen ist fiir den (in diesem Kapitel noch folgen-
den) Kalkll Beta* reserviert.
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1. (B> B)>(C>(B>B)) FA1
2.BoB FT1
3.C> (B> B) FR1 (2, 1)

FT3: (=AD> —=(BD>B)) oA

1.(-A>—=(B>B))>((B>B)>A) FA3
2.(FA>—=(B>B))>((B>B)>A)) o (((wA>—(B>B))>(B>B)) > ((—A>—(B>B)) DA))

FA213
3.(-A>—=(B>B))>(B>B) FT2
4. (FA>—=(B>B))o>(B>B))o((-A>—=(B>B)) >A) FR1(1,2)
5. (-A>—(B>B)) DA FR1 (3, 4)
FT4: =C > (Co> =(B > B))
2. (——(B>B)>—C)>(C>—=(B>B)) FA3
3.-C>(C>—=(B>B)) FRT1 (1, 2)
FT5: =—ADA Eliminatio duplicis negationis flir Beta
1.(~A>—=(BDB)) DA FT3
2. —A>D(-AD>—(B>B)) FT4 {,—A“ [uniform] fur ,C“}
3.——ADA FRT1 (2, 1)
FT6: AD> ——A Introductio duplicis negationis fiir Beta
1. ——AD—-A FT5 {,—A“ fur ,A“}
FRT2.A>D—-B=B>-A Implikationskontraposition rechtsseitig

13 Der vorliegende Einsetzungsfall von FA2 geht aus (A > (B o C)) o ((A o B) o (A o C)) [FA2] dadurch hervor,
dass gleichzeitig fur ,,A” uniform ,(—A > —(B o B))“ substituiert wird, fir ,,B“ uniform ,(B > B)” und fir ,C*
uniform ,A“; das ergibt (WA >—=(B>B))>((B>B)>A)) > (((-A>—(B>B)) >(B>B))>((wA>—=(B>B))>
A)).
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1.A>—B Annahme
2. —ADA FT5
3.—A>—B FRT1 (2, 1)
4. (—A D> —B)> (B> —A) FA3

5.B> —A FR1 (3, 4)

FRT3:ADB=>—-B>-A

Aufsteigende Implikationskontraposition

1.AoB Annahme
2.—ADA FT5
3.Bo—B FT6

4. ——ADB FRT1 (2, 1)
5. ——A D> ——B FRT1 (4, 3)
6. (—A D> ——B) > (—-B > —A) FA3
7.-B>—A FR1 (5, 6)

FRT4: -A>DB=-B>A

Implikationskontraposition linksseitig

1.-A>B Annahme
2.Bo——B FT6
3.-A>—B FRT1 (1, 2)
4. (-A>——B)>(-B>DA) FA3

5. -B>A FR1 (3, 4)

Dies moge genligen. Ersichtlich ist der Satzformelkalkil Beta nicht gerade derjenige
Kalkil der wahrheitsfunktionalen Aussagenlogik, der in der Anwendung leicht zu handhaben
ist. Weitaus besser steht es diesbeziiglich um den Satzformelkalkil Beta*, der aus dem
Schlussformelkalkil Alpha — genauer gesagt: aus dem zu Alpha deduktiv dquivalenten
Schlussformelkalkiil Alpha mit IC-Regelgesetz und EC // IC und VUG'* — hervorgeht, wenn

man Alpha zum Satzformelkalkil umschreibt. Dazu missen die in den Axiomen und axioma-

4 Die fragliche deduktive Aquivalenz wird ersichtlich aus der Anmerkung unmittelbar im Anschluss an den
Beweis von RT2 [vom IC-Regelgesetz] in Kapitel 1 zusammen mit der Anmerkung unmittelbar im Anschluss an
den Beweis von T9 [von EC] in Kapitel 1: Man kann aus Alpha axiomatisch ohne IC und VUG, aber stattdessen
axiomatisch mit IC-Regelgesetz und EC [und alles (ibrige Axiomatische an Alpha gleichbleibend] IC und VUG
herleiten — hinzukommend dazu, dass man umgekehrt IC-Regelgesetz und EC in Alpha herleiten kann (siehe
RT2 und T9).
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tischen Regelformeln auftretenden Schlussformeln unter Ersetzung von ,,—“ durch ,,o“ und
unter Ersetzung der Kommata durch Vorkommnisse von ,A“ in Satzformeln umgeschrieben
werden, wobei — aufSer im Fall von R1 — statt der Satzformelreihe I', sofern diese nicht leer
ist, stets einfach eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Satzformel geschrieben werden
kann, die in der urspriinglichen Formulierung von Alpha (siehe Kapitel 1) nicht verwendet
wird, z. B. ,,D“. Der Fall der Leere von I" muss allerdings gesondert behandelt werden; siehe
dazu weiter unten. Hier sei aber schon festgehalten: Wenn ein Schlussformelkalkiil, der in
seinen Prinzipien pramissenlose Schlussformeln — ¢ — ,Schlussformeln mit leerem I' — zu-
lasst [wie Alpha oder ein mit Alpha deduktiv dquivalenter Schlussformelkalkdl], in einen
Satzformelkalkil umgeschrieben wird, dann geht — o schlicht in o Gber.

Im Fall von R1 hinwiederum geht die nichtleere Satzformelreihe I'<c, "> (die min-
destens zwei Vorkommnisse von Satzformeln umfasst und in der ¢ und ¢” durch Komma
getrennt wie angegeben unmittelbar aufeinander folgen) lber in den satzformeléhnlichen
Ausdruck A*(I'<o, 6”>). Sei I'<c, o'> die Satzformelreihe 61, 2 ... 6, (Mit n > 2);%° dann ist
A*¥(I'<o, 6°>) bei n = 2: 61 A 62; bein =3: 61 A 62 A G35 bei n = 4: 61 A G2 A G3 A Gg; usw.1®
Und ,A*(I'<c’, o>)" ist relativ zu ,A*(I'<o, 6">)“ mutatis mutandis zu verstehen; somit: die
aus der Satzformelreihe I'<c, "> durch lokale einmalige Umplatzierung hervorgehende Satz-
formelreihe I'<c’, o> wird derselben (eben beschriebenen) Umformulierungsprozedur un-
terzogen wie I'<c, "> selbst (mit entsprechendem, ein wenig anderem Resultat).

Obwohl mittels ,,A”“ aus den Satzformelvorkommnissen o1, o2 ... on Wie beschrieben
gebildet (aus Satzformelvorkommnissen, denn die Prozedur ist ja auch anwendbar, wenn
positionsverschiedene Glieder in der Folge o1, G2 ... o, dieselbe Satzformel sein sollten), sind
bei n > 3 die Ausdriicke A*(oc1, 02 ... on) keine Satzformeln; in der Definition der (basalen)
Satzformeln von Sigma werden sie nicht angesprochen, und sie sind auch keine durch weite-
re Definitionen gewonnenen (derivativen) Satzformeln. Sie sind aber einsetzungstechnisch
(bei der Bildung von Einsetzungsfallen mittels uniformer Substitution) Satzformeln in strikt

begrenzter Weise gleichgestellt. Jedes Auftreten eines A*(c1, G2, 03 ... On)-Ausdrucks inner-

15 Bei n = 2 (als Ldnge von I'<s, 6">) kann sich ,,<o, 6'>“ in , I'<c, 6">“ nur auf 61, 62 beziehen; bei n = 3 kann es
sich auf o1, 02, oder auf o2, o3 beziehen; bei n = 4 kann es sich auf o1, 62, oder auf 62, o3, oder auf 63, o4 bezie-
hen; usw.
16 vgl. in Kapitel 1 den Beweis von RT15a und den Beweis von RT15b und die unmittelbar auf die beiden Bewei-
se folgende Anmerkung; man beachte aber den Unterschied zwischen A(I") und A*(I"), also zwischen A(o1 ... Gn)
und A*(o1 ... on), bei I'-Ldnge n > 3.
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halb einer Satzformel hat die Gestalt A*(c1, 02, 63 ... 64) D &, wobei zudem A*(c1, G2, O3 ...
on) D 6’ nicht weiter eingebettet sein darf; ein anderes Auftreten eines A*(c1, 62, 03 ... On)-
Ausdrucks in Satzformeln kommt festlegungsgemal (per fiat) nicht vor. Die Ausdriicke A*(c1,
032 ... 0p) sind bei n > 3 [handle es sich um 61 A 62 A 03, 0der um 61 A G2 A G3 A Ga, 0oder um
G1 A 02 A G3 A O4 A Gs, Usw.] Abklirzungen von gewissen (jeweils mehreren!) Satzformeln in
gewissen Kontexten; von welchen Satzformeln in welchen Kontexten — das wird kompakt
noch einmal in dem besonderen Beta*-Grundprinzip B*RO spezifiziert (siehe weiter unten).

Wir erhalten somit — in der eben beschriebenen Weise — aus dem Kalkil Alpha den
Kalkiil Beta*. Hinzukommt freilich aufseiten von Beta* ein Grundgesetz — namlich das eben
angesprochene B*R0O —, welches aufseiten von Alpha kein Vorbild hat; siehe unten. Die ge-
schweiften Einklammerungen in gewissen Regelgesetzen von Beta* (siehe unten) bedeuten,
dass nicht nur diejenige Satzregelformel ein Gesetz ist, die entsteht, wenn aus dem Regelge-
setz mit Vorkommnissen geschweifter Klammern alle Vorkommnisse geschweifter Klammern
(und nur diese Vorkommnisse) entfernt werden [die entstehende Formel ist nach den Regeln
der Klammerersparnis zu lesen], sondern dass auch diejenige Satzregelformel ein Gesetz ist,
die entsteht, wenn alle Vorkommnisse von geschweift Eingeklammertem samt Klammern
(und nur diese Vorkommnisse) aus dem besagten Regelgesetz entfernt werden. Diese Kom-
plikation ist notwendig, um dem Fall der Leere von T im Kalkiil Alpha bei der Ubersetzung
von Alpha nach Beta* gerecht zu werden. [Bei der Ubersetzung von R4 in B*R4 allerdings
entfillt die Komplikation: weil R4 mit leerem T bei seiner Ubersetzung nach Beta* trivial
wird.]

Die Regeln der Klammerersparnis kommen im Folgenden zur Anwendung, wo immer
es ohne Weiteres moglich ist [in B*R6 ist es in ,,{D A} (A v B) © C“ nicht ohne Weiteres mog-
lich!]. AuBerdem kommt, wie erwahnt, auf der Seite von Beta* ein Grundgesetz hinzu, das
ohne Vorbild auf der Seite von Alpha ist — ein Gesetz, das zu einer Klammerersparnis genutzt
werden kann, die noch weiter geht als diejenige, die durch die kalkiilibergreifenden, allge-
meinen Regeln der Klammerersparnis [siehe Kapitel 0, V.] ermoglicht wird. Das Gesetz dient
der bestmoglichen Reprasentation in Beta* auch der mindestens dreigliedrigen I'-Folgen in
Alpha, die ja alle — wie auch die ein- und zweigliedrigen und nullgliedrigen I"-Folgen in Alpha
— gewissermafSen klammerfrei sind: Klammern kommen in den I'-Folgen in Alpha nur inner-
halb der in ihnen aufgelisteten [ab I'-Ldnge 2 durch Kommata getrennnten] Satzformeln vor

[sofern man die Klammern, die diese Satzformeln umschlieRRen, also an ihnen dufere Klam-
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mern sind, weglasst — was hier stets praktiziert wurde und was man darf, da diese Klammern
ja auch uneingeschrénkt duflere sind]. Das Gesetz, von dem die Rede ist, ist in der Reihe der

Grundgesetze von Beta* gleich das erste:

B*RO Lasst sich aus den Satzformelvorkommnissen 61, 62, 63 ... on [n >3] in der
angegebenen Reihenfolge durch reine Verwendung von ,A” und ohne verbleibenden Rest
eine Satzformel syntaktisch bilden, die das Antezedens einer Implikationssatzformel ist,
welche Letztere im gegebenen Kontext nicht in einer anderen Satzformel als Teilsatzformel
auftritt, so diirfen in ihr (der Antezedensformel) die Klammern, die in ihr gegeniiber c1, o3,
03 ... Gn heu hinzukommen,'’ alle geldscht werden (B*RO-Klammerléschung). [Schon ohnehin
dirfen nach den allgemeinen Regeln der Klammerersparnis die Umfassungsklammern der
Antezedensformel, die eine Konjunktionssatzformel ist, im gegebenen Kontext der
Implikationssatzformel geléscht werden.] Ist ein Ausdruck 61 AG2 A G3 ... AGr D G in der
beschriebenen Weise entstanden, so dirfen Klammern in ihm gesetzt werden (B*RO-
Klammersetzung), wenn und nur wenn ihre Setzung eine Satzformel [von Sigma] ergibt [und
sei es eine nach den allgemeinen Regeln der Klammerersparnis geschriebene].

Klammergesetz fiir ,,\"“-Ketten im Antezedens

B*A1l ADA Trivialstes Satzformelgesetz

B*R1 A*(oc1...0j, Ok...on) DC = A*(01... Ok Gj...0n) DC Gesetz der
Umplatzierung im Antezedens [n > 2]*8

B*R2 {Do}C={DA}BDC Gesetz der Antezedenserweiterung®®

B*R3 {DA}BDC,{D2}B={D>}C 1. Antezedensschnittgesetz

17 Eine Klammer tritt aber dann da nicht neu auf, wenn eine Klammer, die zunichst — als uneingeschrankt duRe-
re Klammer — nicht geschrieben wurde (sondern eingespart wurde), nun im Satzformelkontext geschrieben
werden muss. Z. B.: Wenn aus ,,B, B > —A, A vD” die folgende Satzformel wird: ,,(B A (B © —A)) A (A v D)“, so ist
in ihr gegeniber ,B, B > —A, A vD“ neu hinzukommend allein die farblich herausgehobene Klammer. Und sie
darf geléscht werden, wenn ,,(B A (B © —A)) A (A v D)“ das Antezedens einer (nach den Regeln der Klammerer-
sparnis geschriebenen) Implikationssatzformel ist, wie z. B. ,,(B A (B © —A)) A (A v D) o D“; das Resultat der
Léschungist: ,B A (B> —A) A (A v D) > D"
18 Das Gesetz B*R1 ist erst ab n > 2 sinnvoll (bei n = 2 fillt 5; mit 61 und ok mit 62 [= 6s] zusammen). Man be-
achte, dass B*R1 ein Schema von Regelgesetzen ist, durch welches unendlich viele axiomatische Regelgesetze
auf einmal gegeben werden. Dabei ist zum rechten Verstandnis B*RO zu beriicksichtigen.
1% 1n B*R2 sind zwei Grundgesetze von Beta* in einen Gesetzesausdruck geschrieben: (a) Do C =D AB > (;
(b) C = B o C. Gleiches gilt fur samtliche axiomatische Regelgesetze von Beta*, die geschweifte Klammern
enthalten, z. B. auch flir B*R5: (a) DABD>C,DA—-B>C=D>C;(b) B> C;, =B > C = C; z. B. auch fir B*R6:
@QDAADCGDABDC=DA(AVB)DC (b)ADC B>C= (AVv B)>DC, oder [da hier bei (b)
Klammerersparnis moglich ist]: (0)) A C;B>C=AvB>C.
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B*A2 BA(BDC)DC Modus ponens als Satzformel

B*R4 DABDC=D>(B>() Exportationsgesetz fiir Satzformeln

B*A3 BA—-B>OC Ex contradictione quodlibet als Satzformel
B*R5 {DA}BOC,{DA}-BDC={D>}C 2. Antezedensschnittgesetz

B*A4 ADAVB;BODAVB Introductio disjunctionis als Satzformeln
B*R6 {DA}ADC,{DA}BDC={DA}(AVB)DC Vord.-,oder“-Gesetz f. Satzformeln
B*A5" AABDA;AABDB Eliminatio conjunctionis als Satzformeln
B*R7 {Do}A;{DD}B={D>D}AAB Hint.-,und“-Gesetz f. Satzformeln

{B*A5" ist keine Umschrift von A5: A, B — A A B; die ware namlich trivial: eine Einsetzungsfall von B*A1. B*A5’
ist aber eine Umschrift des Alpha-Theorems T9, wobei der Inhalt von T9 [EC] mit dem Inhalt von R7 [VUG] -
vorausgesetzt Alpha ohne Konjunktionsgrundprinzipien — deduktiv dquivalent ist (siehe den Beweis von T9 und
den daran gleich anschlieRenden Kommentar zu EC). B*R7" wiederum ist keine Umschrift von R7: T, A, B > C
=T, A AB — C; die wire namlich ebenfalls trivial. B¥*R7" ist aber eine Umschrift des in Alpha echtableitbaren
Regelgesetzes RT2, wobei der Inhalt von RT2 [IC-Regelgesetz] mit A5 [IC] — vorausgesetzt Alpha ohne Konjunk-
tionsgrundprinzipien — deduktiv dquivalent ist (siehe den Beweis von RT2 und den daran gleich anschlieRenden

Kommentar zum IC-Regelgesetz).}

In Beta* lassen sich die Beweise in Alpha direkt — Gbersetzungsartig — nachbauen; nur bei
Verwendungen von A5 und R7 sind kleine Umwege vorzunehmen, um mit B*R7" (statt A5)
und B*A5’ (statt R7) das genau Aquivalente dessen zu erreichen, was in Alpha mit A5 und R7

erreicht wird. Es folgen einige Ubersetzungsbeispiele.

In Alpha:

T23: > A (BDA) FA1 {in Schlussformel-Darstellung}
1.AB—>A Al, R2

2.A—>B>DA R4 (1)

3. >AD (B2 A) R4 (2).
In Beta*:

B*T1: Ao (B> A) FA1 {es selbst: als Satzformel}

1.AABDA B*Al, B*R2
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2.A>(BDA) B*R4 (1)

{Die komprimierten Schritte des Beweises von B*T1 seien ,aufgedroselt”: B*Al ist A > A. Der verwendete Ein-
setzungsfall von B*R2, also von {D D} C = {D A} B C, ist {A D} A = {A A} B > A [,A” uniform fir ,,D“, und , A”
uniform fir ,C“], also unter Weglassung der geschweiften Klammern: (i) A > A = A A B D A. Der verwendete
Einsetzungsfall von B*R4, alsovonD ABD>C=D > (B> (), ist: (i) AABD>DA = A>(B>A)[,A” uniform fiir
,D“, ,,A“ uniform fur ,C“]. Mit (i) gelangt man von A © A nach A A B O A; mit (ii) gelangt man von AAB D A

nachA> (B> A).}

Im Beweis von B*T1 zeigt sich nun, dass das Axiom B*A5" iberfllssig — nicht unabhéangig —
ist: dass die Schlussformel, die es beinhaltet, in Wahrheit ein Theorem von Beta* ohne B*A5’
ist. Denn entfaltet man den Weg zur ersten Zeile jenes Beweises, so gewinnt man einen

Beta*-Beweis der ersten Halfte von B*A5" (ohne Verwendung dieses Prinzips):

AABDA EC, 1. Halfte
1.ADA B*Al
2.AABDA B*R2 {Einsetzungsfall} (1)

Und der Beweis der zweiten Halfte von B*A5" (ohne Verwendung dieses Prinzips) sieht so

aus (namlich fast gleich):

AABOB EC, 2. Halfte
1.BOB B*A1 {Einsetzungsfall}
2.BAADB B*R2 (1)
3.AABDB B*R1 (2).

Nach diesen Feststellungen geht es weiter mit Beispielen von Beweislibersetzungen

von Alpha nach Beta*:

In Alpha:

T24: 5> (A (BoC)>((A>B) (A Q) FAZ2 {in Schlussformel-Darstellung}

1.ALAS(B>5C)>B>C A2

2.B,BoC—>C A2
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3.A,ADB—>B A2
4.A,A>B,B>C,B—>C R2, R1(2)
5.A,ADB,BoC—B R2 (3)
6.A,ADB,BOC—>C R3 (4, 5)
7.A,A>(B>C),A>B,BoC—>C R2,R1(6)
8.AAAD(B>C),A>DB—>B>C R2 (1)
9.A,A>(B>(C),A>B—>C R3 (7, 8)
10.A>(B>C),ADB,A>C R1(9)
11.A>(B>C),ADB—>ADC R4 (10)
12.A>(Bo>C)—>(A>B)D(ADC) R4 (11)
13. > (A>(B2(C))o((A>B)D(AD>C)) R4(12).

In Beta*:

B*T2: (A (Bo Q) ((A>B) D (A> () FA2 {es selbst: als Satzformel}
1L.AA(AD(BDC)>(B2CQ) B*A2

2.BA(BDC)DC B*A2

3.AA(ADB)DB B*A2

4. AN(ADB)A(BDC)ABDC B*R2, B*RO, B*R1 (2)%°
5,AAN(ADB)A(BDC)DB B*R2, B*RO (3)
6.AA(ADB)A(BDC)DC B*R3, B*RO (4, 5)**
7.AAN(AD(BDC)A(ADB)A(BDC)DC B*R2, B*RO, B*R1 (6)
8 AA(AD(BDC)A(ADB)D(BDCQ) B*R2, B*RO (1)

9. AAN(AD(BDC)A(ADB)DC B*R3, B*RO (7, 8)

20 |n Auflésung der Komprimierung ist zu sagen: BA (B> C) > C = (B A (B> C)) A A D Cist der relevante Ein-
setzungsfall der 1. Anwendung von B*R2; (BA(BDC))AADC=((BA(BDC)) AA)A(ADB)>DCistder rele-
vante Einsetzungsfall der 2. Anwendung von B*R2. Aus 2. [d. h. aus B A (B > C) o C] ergibt sich also zunachst
mit zweimaliger Anwendung von B*R2: ((B A (B © C)) A A) A (A > B) o C. Nun lasst sich die Satzformel ((B A (B
5 C)) A A) A (A D B) durch reine Verwendung von ,A“ und ohne verbleibenden Rest aus den Satzformelvor-
kommnissen B, (B > C), A, (A o B) in der angegebenen Reihenfolge bilden [oder auch aus B, B 5 C, A, A © B; vgl.
FulRnote 17]. GemaR B*R0 erhélt man also als ndchsten Schritt: B A (B > C) A A A (A © B) o C. Durch mehrfache
Anwendung von B*R1 geht schlieRlich hervor: 4. AA(AD>B)A(BD>C)ABDC.

21 Die Satzformel ,,((A A (A © B)) A (B o C))“ wird uniform fiir ,,D“ substituiert in B*R3 ohne geschweifte Klam-
mern,d. h.:in , DAB>C;D>B=D>C" Esgehthervor: (AA(ADB))A(BDC)ABDC; ((AA(ADB)) A (B
5C))o>B=((AA(ADB)) A (B>C))>C. Das ist der relevante Einsetzungsfall von B*R3. Von 4. geht man ge-
malk B*RO-Klammersetzung tber zu: (A A (A © B)) A (B D C)) A B o C; und von 5. geht man gemalR B*RO-
Klammersetzung tber zu: ((A A (A 2 B)) A (B © C)) o B. GemaR dem relevanten Einsetzungsfall von B*R3 erhalt
man dann: ((A A (A 2 B)) A (B o C)) ©C, also mit Anwendung der Regeln der Klammerersparnis: (A A (A D B)) A
(B > C) o C. Daraus wiederum gewinnt man gemaR B*R0-Klammerléschung: 6. AA(ADB)A (B> C) > C.
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10. (A (BoC)A(ADB)AADC
11. (A (B C) A(ADB) AADC
12.(A>D(Bo>C)A(ADB)D(ADC)
13.(Ao(B>C)>((A>B)2(ADQ)

B*R1 (9)
B*RO (10)22
B*R4 (11)
B*R4 (12)

In Alpha:

1.—AA>A
2. —A -A—>A
3. —A—>A

4. > ——ADA
In Beta*:

In Alpha:

1.A,-A—>——A
2.A,—A—>——A
3.3A—>——A

4, > A>——A

In Beta*:

Eliminatio duplicis negationis (EDN)
Al,R2,R1
A3, R1
R5 (1, 2)
R4 (3).

EDN als Satzformel
B*Al, B*R2, B*R1
B*A3, B*R1
B*R5 (1, 2)

Introductio duplicis negationis (IDN)
A3
Al,R2,R1
R5 (1, 2)
R4 (3).

IDN als Satzformel
B*A3
B*Al, B*R2, B*R1
B*R5 (1, 2)

22 Dje Satzformel ((A o (B > C)) A (A D B)) A A ldsst sich durch reine Verwendung von ,,A” und ohne verbleiben-
den Rest aus den Satzformelvorkommnissen (A o (B o C)), (A o B), A in der angegebenen Reihenfolge bilden.
Die dabei neu auftretenden Klammern diirfen im gegebenen Satzformelkontext weggelassen werden [B*RO-
Klammerléschung], mit dem Ergebnis: (A © (B > C)) A (A © B) A A > C; und sie dirfen auch wieder gesetzt wer-
den [B*RO-Klammersetzung], mit dem Ergebnis: (A (B> C))A(ADB))AADC.
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In Alpha:

RT3: T, A>B=I1,-B—>—A Aufsteigende Kontraposition (AUKP)
1., A—>B Annahme

2.T,A,—-B—>B R2 (1)

3.T,A,—B,B—> —A A3, R2,R1

4.T, A, —B —> —A R3(3,2)

5.1, =B, A —> —A R1 (4)

6.1, —-B, -A —> —A Al,R2,R1

7.T, =B > —A RS (5, 6).

In Beta*:

B*RT1: {D°'A}A>B={D" A} -BD>—-A AUKP als Satzregelformel
1.{D"A}ADB Annahme

2.{D°A}AA—-B>DB B*R2 (1) {im Fall D’ A A A =B > B auch B*R0}
3.{D"A}AA—-BAB>—-A B*A3, B*R2, B¥R0O, B*R1

4.{D° A}JAA—B>D—-A B*R3, B*RO (3, 2)

5.{D°A}—-BAAD—A B*R1 (4)

6.{D" A}-BA—-AD—-A B*A1, B*R2, B*R1 {im Fall D’ A =B A —A D —A auch B*R0}
7.{D" A}-B>>—-A B*R5 (5, 6) {und gegebenenfalls auch B*R0}

{Was ist in der obigen Herleitung der relevante Einsetzungsfall von B*R3? Antwort:

In Zeile 2 und Zeile 3 steht (nach Auflosung der die geschweiften Klammern involvierenden komprimierten
Schreibweise) entweder A A —B > B und A A —B A B > —A [erster Falll, oder aber D’ AAA—-BD>Bund D" AAA
—B A B D —A [zweiter Fall]. Einschlagig ist in beiden Féllen B*R3 in der FormD AB>C;D>B=D>C.

Flir den ersten Fall ist der relevante Einsetzungsfall von B*R3: (AA —B)ABD —-A;AA—-BDODB=AA—-BD—-A
[,(A A —=B)“ fur ,D“, ,,—A“ fur ,C“; Klammern, die nach den allgemeinen Regeln der Klammerersparnis wegge-
lassen werden dirfen, sind weggelassen].

Flir den zweiten Fall ist der relevante Einsetzungsfall von B*R3: (D" A(AA—=B))ABD>—A;D’A(AA—B)DB=
D'’A(AA—=B)D—-AI[,(D" A (A A—=B))“far,D” ,—A“ fur ,,C“; Klammern, die nach den allgemeinen Regeln der
Klammerersparnis weggelassen werden dirfen, sind weggelassen].

Im ersten Fall ergibt sich nach B¥R0O-Klammersetzung in A A —B A B D —A [in der Zeile 3]: (A A —B) A B D —A.
Also resultiert wegen A A —B D B [in der Zeile 2] mit dem fiir den ersten Fall relevanten Einsetzungsfall von

B*R3: A A =B D —A (vgl. Zeile 4).
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Im zweiten Fall ergibt sich nach B¥*R0-Klammersetzung in D° A A A =B A B © —A [in der Zeile 3]: (D" A (A A —B))
A B D —A, und nach B¥*R0-Klammersetzung in D" A A A =B > B [in der Zeile 2]: D" A (A A —=B) > B. Also resultiert

mit dem fiir den zweiten Fall relevanten Einsetzungsfall von B*R3: D" A (A A —B) D —A (vgl. Zeile 4).}

In Alpha:

RT6:,—-B—>—-A=1,A>B Absteigende Kontraposition (ABKP)
1.T,—-B > —A Annahme

2.T, ——A —> ——B RT3 (1)

3.T,A, —A —> ——B R2, R1 (2)

4.T,A—> A T3,R2,R1

5.T,A— ——B R3 (3, 4)

6.IA,—B—>B T2,R2,R1

7. A—>B R3 (6, 5).

In Beta*:

B*RT2: {D'A}-Bo—-A={D"A}ADB ABKP als Satzregelformel
1.{D" A}=B D> —A Annahme

2.{D° A} =—A > ——B B*RT1 (1)

3.{D"A}AA———AD>——B B*R2,B*R1(2){imFall D’ A A A =—A > ——B auch B*R0}

4.{D° AJAD ——A B*T4, B*R2, B*R123

5.{D"A}A>——B B*R3 (3, 4) {und gegebenenfalls B*R0}
6.{D"A}AA——B>DB B*T3, B*¥R2, B*R1 {im Fall D’ A A A =—B > B auch B*R0}
7.{D°"A}ADB B*R3 (6, 5) {und gegebenenfalls B*R0}

In Alpha:

T25: > (-A>—-B)> (B A) FA3 {in Schlussformel-Darstellung}
1.-A,-A>—-B—>—B A2

2. ~A>—B, —A — —B R1 (1)

3.-A>—B,B—A RT6 (2)

4. —-A>—B—>BDOA R4 (3)

5. — (=A > —B) S (B 5 A) R4 (4).

In Beta*:

23 B*R2 und B*R1 kommen nur ins Spiel, wenn im Antezedens ,D"“ als Konjunktionsglied stehen soll.
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B*T5: (wA>—=B)>(BDA) FA3 {es selbst: als Satzformel}
1.—A A (<A S —B) > —B B*A2

2. (=A > —B) A —A > —B B*R1 (1)

3.(-AD>—-B)ABDA B*RT2 (2)

4. (-A>—B) > (BDA) B*R4 (3)

{Was ist in der obigen Herleitung der relevante Einsetzungsfall von B*RT2? Antwort:
InD"A—B > —A = D" A ADB ist (simultan uniform) zu setzen: ,(—A > —B)“ far ,D’“, ,A“ fiir ,,B“ und ,B“ fiir
,A“. Das Ergebnis ist (-A > —B) A =A > —B = (—A D> —B) A B © A, was beim Ubergang von der Zeile 2 zur Zeile

3 zum Einsatz kommt.}

In Alpha:

RT16: > A, >ADB=—>8B FR1 {durch Schlussregelformel dargestellt}
1.->A Annahme

2.>ADB Annahme

3.A,AoB—>B A2

4.A—>ADB R2 (2)

5.A—>8B R3 (3, 4)

6. > B R3 (5, 1).

In Beta*:

B*RT3: A;A>DB=18B FR1 {es selbst: als Satzregelformel}
1.A Annahme

2.AoB Annahme

3.B B*R3 (2, 1)

{B*RT3 koinzidiert bis auf die Reihenfolge der Pramissen und die Wahl der auftretenden unstrukturierten und
sinnunbestimmten Satzformeln mit der einen Hélfte von B*R3: derjenigen ohne , D“-Ergdnzung [d. h.: mit dem,
was aus B*R3 hervorgeht, wenn man aus B*R3 — wie es fiir einen der beiden durch B*R3 intendierten Inhalte

erlaubt ist — die geschweiften Klammern samt dem durch sie Eingeklammerten weglasst].}

Mit den Theoremen B*T1, B*T2, B*T5 und B*RT3 ist ersichtlich, dass Beta in Beta* deduktiv
enthalten ist. Das Umgekehrte gilt ebenfalls; aber von dem &duRerst langwierigen und kom-

plizierten Beweis dafiir (unter alleiniger Verwendung von Beta!) sehe ich ab.
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Im Einzelnen ist, um das Enthaltensein von Beta* in Beta zu beweisen, in Beta vor

Anwendung der Beta-Definitionen FD1 und FD2 das Folgende zu zeigen:

{Die nachfolgende Auflistung ist auch eine Gelegenheit, eine Modifikation von Beta* vorzufiihren, ndmlich die
Gestalt, die Beta* in der Grundnotation hatte, wenn ,v“ und ,,A” in Beta* durch ,—“ und ,o“ wie in Beta
definiert waren. Die kompakte Schreibweise gewisser Grundprinzipien — die Schreibweise mit den geschweiften
Klammern: ,zwei Grundprinzipien in einem” — ist in diesem modifizierten Beta* in der Grundnotation nicht
mebhr realisierbar, sondern es ist da jeweils die ,,.zweifliRige” Schreibweise zu verwenden: die Aufspaltung in (a)-
Grundprinzip und in (b)-Grundprinzip. Was B*R0 und B*R1 angeht, so muss auf die Verwendung der

Grundnotation verzichtet werden (aus naheliegenden Griinden).}

B*RO [siehe unten]

B*Al ADA

B*R1 [siehe unten]

B*R2 (a)D>C=>—(D>—B)>C (b)C=B>C
B*R3 (a)+(D>—-B)>C,DoB=D>C (b)BoC;B=>C

B*A2 —(Bo>—(B>C(C))>C
B*R4 —(Do>—-B)>C=D>(B>C()

B*R5 (a) «(D>—-B)>C,—~(D>——B)DC=D>C (b)BDC,—Bo>C=C

B*A4 A>(—-A>B);B>(—-A>B)

B*R6 (a) «(D>—-A)DC,—(D>-B)>oC=—(D>—(—-ADB))>C
(b)ADCGBo>C=(-ADB)DC

B*A5" —(A>—-B)>A; -(A>—-B)>B

B*R7" (Q)DoA;Do>B=D>—(A>—B) (b) A; B= —(A > —B)

All dies in Beta zu beweisen ist keine Kleinigkeit.
Was nun B*R0 angeht, so sind dessen zwei einfachsten Fille diese: (I) A A B A D darf
(AAB)ADINn(AAB)AD>DCersetzen, und (AAB)ADdarf AABADINAABADDCerset-

zen. () AABADdarf AA(BAD)in AA(BAD)>Cersetzen,und AA(BAD)darf AABAD
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in A A B A D D C ersetzen. Zur Rechtfertigung dieser einfachsten zwei Falle (1) und (ll) von
B*RO ist in Beta zu zeigen: (A A B) A D=A A (B A D); denn wenn dies etabliert ist, so spricht
nichts gegen eine konveniente Abkilirzung (dann, wenn sie konvenient ist) sowohl von (A A B)
ADin(AAB)ADDCalsauchvon AA(BAD)in AA(BAD)>Cdurch AAB A D; denn auf
die Klammersetzung kommt es dann offensichtlich logisch nicht an. Es ist, mit anderen Wor-
ten (angesichts von FD2), in Beta zu zeigen: —(—(A > —B) D —D) = —(A > ——(B > —D)). Aber
diese Aufgabe hat sichtlich einen demotivierenden Charakter, insbesondere im Hinblick auf
das gefiihlt aulerst Geringfligige, was durch deren Erfiillung inhaltlich erbracht wiirde, nam-
lich: der Beweis in Beta des Assoziativgesetzes [als Satzformel] fiir ,,und” [A] — welches Ge-
setz intuitiv eine vollkommene Selbstverstandlichkeit ist.

Was B*R1 angeht, so ist dessen einfachster Fall dieser: AABD>C=BAADC. Zur
Rechtfertigung dieses einfachsten Falls ist in Beta zu zeigen: -(A > —B) > C = —(B > —-A) D
C. Die Losung dieser Aufgabe, immerhin, ist besser absehbar als die Losung der im vorausge-
henden Absatz hingestellten Aufgabe; aber mit ihrer Losung ist nur der Anfang einer Recht-
fertigung von B*R1 auf der Grundlage von Beta gemacht. Wie ja auch mit der Rechtfertigung
der einfachsten Falle von B*RO nur der Anfang einer Rechtfertigung von B*RO auf der Grund-
lage von Beta gemacht ist. Der Rest der Rechtfertigung von B*R1 ist unter Ruckgriff auf
schon Bewiesenes fiir jede beliebige Anzahl n > 2 der [durch Komma abgeteilten] Satz-
formelvorkommnisse in 61 ... 6, vorzunehmen. Bei n = 4, beispielsweise, ist 61 ... 6, identisch
mit 61, 02, 03, 64; und A*(o1 ... Gn) ist dementsprechend identisch mit 61 A 62 A 63 A 4. Was
den Rest der Rechtfertigung von B*RO betrifft, so ist — bei n = 4 — in Beta unter Rickgriff auf
schon Bewiesenes zu zeigen: (i) = (ii), (ii) = (iii), (iii) = (i), und zwar fiir (i): (c1 A (02 A 03)) A G4,
(ii): (o1 A 02) A (03 A ©4), (iii): 01 A (02 A (03 A 04)). Was aber B*R1 bei n = 4 betrifft, so ist in
Beta unter Rickgriff auf schon Bewiesenes zu zeigen: (a) 61 AG2A03A G4 DC =01 AG2 A
c4A03DC (b)o1Anc2A03A00DC=>01A03A02A04DC;(c)o1AC2AGCIAGEIDC=
G2 AG1AG3A04DC.

Freilich: Auch ohne ausgefiihrten Beweis ist davon auszugehen, dass nicht nur Beta in
Beta*, sondern auch umgekehrt Beta* in Beta deduktiv enthalten ist. Somit haben wir mit
Beta — dem Frege-tukasiewicz-Kalkiil — auch Alpha ,,in der Tasche” (wie ja doch nicht anders
zu erwarten ist, wenn bereits Gottlob Frege ein Beschreiber der kompletten wahrheitsfunk-

tionalen Aussagenlogik war); denn Beta* ist nichts anderes als die getreue Ubersetzung ins
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,Satzformelige” des in ,,Schlussformelig” formulierten Kalkiils Alpha%* — oder genauer gesagt:
des Kalkils Alpha mit IC-Regelgesetz und EC // IC und VUG, welcher Kalkul aber, wie gesagt
(und gezeigt), mit Alpha deduktiv dquivalent ist. (Man beachte: Wahrend in Alpha mit IC-
Regelgesetz und EC // IC und VUG das IC-Regelgesetz deduktiv daquivalent IC — eine Schluss-
formel — ersetzt, und EC — zwei Schlussformeln — deduktiv dquivalent das Regelgesetz VUG
ersetzen, wird in der Formulierung des Kalkils Alpha mit IC-Regelgesetz und EC // IC und
VUG EC [A A B — A; A A B — B] auf die axiomatische Listenposition von IC gesetzt [konnte
dort zur Unterscheidung ,, A5 “ heiRen] und das IC-Regelgesetz [I' - A;I" > B =1 — A A B]
auf die axiomatische Listenposition von VUG [wo es zur Unterscheidung ,,R7"“ heilen kdnn-
te]. Diese PlatzierungsmaRnahme, die die besagten deduktiven Aquivalenzen nicht augenfal-
lig macht, dient der weitestmoglichen formulierungsmdfigen Kontinuitdt von Alpha mit IC-
Regelgesetz und EC // IC und VUG mit Alpha.)

AbschlieBend sei darauf hingewiesen, dass R3 (das Strukturelle Schnittgesetz: SSG)
beziiglich des Restes von Alpha (Alpha ohne R3), aber ergéinzt um UDP und UVUG, mit R3* —
d h: >{DA}B>C — {D>2} B = —>{D >} C[m. a. W.: B¥R3 in Schlussregelformel-
Darstellung, statt, wie original, als Satzregelformel] — deduktiv dquivalent ist; R3 ist also in

diesem (gewissen) Sinne ,eliminierbar”:

Bei R3 ohne ,I'“ und Komma, und R3* ohne ,{D A} und ,{D o}“:2°

R3* aqus R3:

1. -B>C Annahme

2.—>8B Annahme

3.B,BoC—>C A2

4.B—>B>C R2 (1)

5.B—>C R3(3,4)

6. >C R3 (5, 2) {Vgl. den Beweis von RT16.}
R3 aus R3*:

1.B—>C Annahme

2.—->8B Annahme

24 Das Extraprinzip B*R0 in Beta* dient allein der Vollendung der Ubersetzung von Alpha nach Beta*.
5 Die hiermit angesprochenen Fille sind durch die Standardformulierung von R3 bzw. R3* abgedeckt. Statt ,,R3
ohne ,I'“ und Komma*“ kann man auch sagen ,,R3 mit leerem I'“.
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3.
4.

—->B>oC

—>C

R4 (1)

R3* (3, 2)

Bei R3 mit ,I'“ und Komma, und R3* mit,D A“ und ,D o, aber ohne geschweifte

Klammern:26

R3* agus R3:

1.

2
3
4.
5
6
7

—->DABDC

.—>D>B

.DAB—>C

D,B—>C

.D—>B
.D—>C

.—>D>oC

R3 aus R3*:

1.

2
3
4
5
6.
7
8
9

I,B—>C

.I'>B
.B,I'>C
.B,AI') > C
.A(l),B—>C

AMT)AB—>C

.A(l')>B
> AI)ABDC

.—>A(l)oB

10. > A(lN)>C

11. A(T) > C

12.T' > C

Annahme
Annahme

RT13 {upr} (1)
RT14 {UvuaG}(3)
RT13 {ubr}(2)
R3 (4, 5)

R4 (6)

Annahme

Annahme

R1 (1) {ggf. mehrfach hintereinander oder, wenn I leer ist, leer angewendet}
R7 (3) {gaf. mehrfach hintereinander; eventuell ist aber auch 4. gleich 3.}*’
R1 (4)

R7 (5)

R7 (2) {ggf. mehrfach hintereinander; eventuell ist aber auch 7. gleich 2.}
R4 (6)

R4 (7)

R3* (8, 9)

UDP (10)

UVUG (11) {ggf. mehrfach hintereinander; eventuell ist aber auch 12. gleich 11.}

{Falls T" leer ist, ergibt sich 12. aus 11. mit der beweisbaren Schlussregelformel B> B — C = — C, und 7. aus 2.

und 4. aus 3. mit R2 (die eingefligte Satzformel ist B o B). Siehe dazu die Erlduterungen bei RT15a.}

26 Die hiermit angesprochenen Fille sind durch die Standardformulierung von R3 bzw. R3* ebenfalls abgedeckt.
In diesem zweiten Fall wird davon ausgegangen, dass I' in R3 nichtleer ist; dass hingegen I" in R3 leer ist, wird
im zuvor behandelten ersten Fall angenommen.

27 Die Beweiszeile 4 ist gleich der Beweiszeile 3, wenn I' nur eine einzige Satzformel umfasst. Zu A(I") siehe in
Kapitel 1 die Beweise von RT15a und RT15b und die Anmerkung zu diesen.
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Von einer Eliminierbarkeit von R3 (aus Alpha) in einem eigentlichen (nicht blof in einem ge-
wissen) Sinn aufgrund des Gezeigten kann natirlich keine Rede sein, sondern eigentlich nur
von der deduktiven Aquivalenz von Alpha mit R3*, UDP, UVUG // R3 mit Alpha (UDP und
UVUG sind ja in Alpha beweisbar: siehe RT13 und RT14).

Sei nun Alpha-Beta*-Hybrid der Kalkul, der aus Alpha aufgrund der folgenden fiinf Modifika-

tionen bzw. Konventionen hervorgeht:

[0] Das Klammergesetz fiir ,A“-Ketten im Antezedens — B*RO von Beta* — wird auch in Alpha-
Beta*-Hybrid als Grundprinzip aufgestellt, unter der Bezeichnung ,R0“.28

[1] A5 wird ersetzt durch A5": AA B — A; AA B — B; R7 wird ersetzt durchR7:T" > A; I’ >
B=AAB?

[2] Ein Komma in der Satzformelfolge links von ,,—“ [in einer Schlussformel] kann stets durch
ein Vorkommnis von ,A“ ersetzt werden; ein Vorkommnis von ,,A” in der Satzformelfolge
links von ,,—“ [in einer Schlussformel], welches in der Satzformel, in der es vorkommt,
Hauptkonnektiv ist, kann stets durch ein Komma ersetzt werden.3°

[3] Wenn links von ,,—“ nur eine Satzformel steht [und sei es eine verkappte Satzformel: eine
mindestens dreigliedrige , A“-Kette], wie ohnehin rechts von ,,—“ nur eine Satzformel

steht, dann kann ,—“ durch ,o ersetzt werden; in Satzformeln der Gestalt c > ¢, die

28 Bei dem Klammergesetz fiir ,A“-Ketten im Antezedens handelt es sich um eine Regel der Klammerersparnis
(und -setzung), die anders als die allgemeinen Regeln der Klammerersparnis nicht rein durch typographische
Konvenienz moviert ist. Sie hat unerldsslich auch inhaltliche, erst durch den Sinn des , A“-Symbols gegebene
Grinde.
2% Der durch die beiden Ersetzungen aus Alpha hervorgehende Kalkiil ist mit Alpha deduktiv dquivalent (wie
schon gezeigt); in ihm ist genau dasselbe beweisbar wie in Alpha.
30 Wenn es da kein Hauptkonnektiv ist, kann es natiirlich nicht durch ein Komma ersetzt werden, weil nach den
fortbestehenden syntaktischen Regeln Kommata eingebettet in Satzformeln nicht vorkommen diirfen. Man
beachte, dass in einer — wie festgelegt — ohne Klammern geschriebenen ,A“-Kette 61 A G2 A ... Gn [n > 3] es
dennoch immer ein Vorkommnis von ,A“ gibt, welches in der Kette als Hauptkonnektiv gelten kann: Jedes der
Vorkommnisse von ,A“ kann als Hauptkonnektiv gewdhit werden. Z. B.: Wenn die ,,A“-Kette 61 A G2 A G3 ist, sO
ergibt sich bei der einen Hauptkonnektiv-Wahl als Resultat der ,,A“-durch-Komma-Ersetzung in 61 A 62 A G3 —
6’: 01 A 02, 063 — ¢; bei der anderen Hauptkonnektiv-Wahl hingegen: 61, 62 A 63 — ¢’. Wie man hier auch
wahlt, im sichtlich naheliegenden nachsten Schritt der Ersetzung eines Hauptkonnektiv-Vorkommnisses von ,A“
durch ein Komma ist man in beiden Fallen bei genau demselben Ergebnis: 61, 62, 63 —> ¢”.
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weder in Satzformeln noch in Schlussformeln eingebettet sind, kann ,o“ durch ,—“ er-
setzt werden.3!

[4] Wenn links von ,,—“ keine Satzformel steht (rechts von ,,—“ steht selbstverstandlich sehr
wohl eine), dann kann ,,—“ entfallen; vor jede Satzformel, die weder in einer Satzformel

noch in einer Schlussformel eingebettet ist, kann ,,—“ gesetzt werden.

Das erste Ergebnis flir Alpha-Beta*-Hybrid ist, dass A5" als Axiom eingespart werden kann;
denn es ist wegen [2] nur eine andere Schreibweise der trivialen Theoreme A, B — A (mit Al,
R2) und A, B — B (mit A1, R2, R1). Wie steht es aber in Alpha-Beta*-Hybrid mit dem Ver-
haltnis von R3, B*R3 [wie es in Beta* heiRt] und R3*, welche Schlussregelformel man aus
B*R3 durch Voranstellen von ,,—“ vor dessen Pramissen und Konklusion erhalt (siehe oben)?

Die Antwort ist das Folgende:

[A] Wegen [4] sind B¥R3 und R3* bloRe Formulierungsvarianten voneinander.

[B] Bei leerem I' belduft sich R3 auf B—> C; - B = — C [denn ,,I'“ samt Komma kann da
schlicht weggelassen werden], oder m. a. W. (gemaR [3], [4]): auf B > C; B = C,3? also auf
B*R3 ohne ,{D A} und ,{D }“.

[C] Bei nichtleerem T" belauft sich R3 auf o1 ..., 6, B> C; 01 ..., 6h > B = G1 ..., 6n = C, oder
m. a. W. (gemaR [2], [3]): aufo1..AonABDC,01...AGhDB=0G1..A0, DClbein=1
entfallen die Kommata, die die oj voneinander abteilen, und die ,,A“-Vorkommnisse, wel-
che diese Kommata ersetzen], also auf einen Einsetzungsfall im erweiterten Sinn von B*R3
mit ,D A“ und ,, D ©“, aber ohne geschweifte Klammern. [G1 ... A Gy ist da zwar bein > 3
nicht selbst fir ,D“ einsetzbar — da es unter der fraglichen Bedingung gar keine Satzfor-

mel ist —, aber einsetzbar ist fir ,D“ z. B. die (definierte) Satzformel A(c1 ... 6n).3% In A(o1

31 In eingebetteten (also als echter Teil einer Satzformel oder Schlussformel stehenden) Satzformeln ¢ o ¢°
kann ,o“ natirlich nicht durch ,—“ ersetzt werden, weil nach den fortbestehenden syntaktischen Regeln ,—*
eingebettet in Satzformeln bzw. Schlussformeln nicht vorkommen darf.

32 Das ist nicht A2 nach Anwendung von R1; denn A2 — und A2 nach Anwendung von R1 — ist eine Schlussformel,
keine Satzregelformel. Unverkennbar sind aber Schlussformeln und Satzregelformeln Bilder voneinander
(freilich nur typographische, keine auch semantischen).

33 Man beachte den Unterschied zwischen A(c1 ... 6n) [was o1 ist, oder 61 A G2, oder 61 A (G2 A ©3), oder 61 A
(o2 A (03 A ©4)), oder ...] und A*(o1 ... on) [Was o1 ist, oder 61 A G2, oder 61 A 62 A G3, oder 61 A G2 A O3 A Oa,
oder ...]. A(O1 ... On) ist stets eine Satzformel, A*(o1 ... o) ist flir n > 3 keine Satzformel, sondern nur eine Abkiir-
zung einer solchen — eine Abkirzung, die zudem nur in bestimmten Kontexten verwendet werden darf und
deren Auflésung nicht eindeutig bestimmt ist (aber die Auflosungsmenge ist fiir jedes n > 3 sehr wohl endlich
und eindeutig bestimmt!). Dadurch unterscheidet sie sich erheblich von den Abkirzungen von Satzformeln, die
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..on) AB>C, A(o1 ... o) D B und A(o1 ... 65) D C dirfen dann die Klammern im — unab-
gekiirzt geschriebenen — Antezedens gemall RO geldscht werden, sofern sie bei der Bil-
dung von A(o1 ... 6n) A B aus o1 ... 6y, B — bzw. bei der Bildung von A(G1 ... Gp) aus 61 ... Gn
— neu hinzukommen; die Loschungen ergeben den fraglichen Einsetzungsfall im erweiter-
ten Sinn von B*R3.]

[D] Ohne ,,{D A} und ,{D o}“ belduft sich B¥R3 auf B > C; B = C, oder m. a. W. (gemaR [3],
[4]): auf B — C; > B= — C, also auf R3 bei leerem I".

[E] Mit ,D A“ und ,,D ©“, aber ohne geschweifte Klammern, belduft sich B*R3 auf D A B > C;
D 5B = D > C, wovon A(G1 ... 6n) A B D C; A(C1 ... 6n) D B = A(01 ... 6n) D C ein Einset-
zungsfall ist. Die Klammern in den drei — unabgekirzt geschriebenen — Antezedentia dir-
fen gemall RO geldscht werden, sofern die Klammern bei der Bildung von A(c1 ... 6n) A B
aus o1 ... Gn, B —bzw. bei der Bildung von A(o1 ... Gn) aus 61 ... 6, — neu hinzukommen; ihre
Loschung ergibt: 61.. AchnABDC;061... AGh DB = 01.. A0, DC, oder m. a. W. (gemal}
[3], [2]; man beachte Fufinote 30): 61 ..., 6s, B—> C; 01..., 6h > B = 01..., 6h > C—was

nichts anderes ist als R3 bej nichtleerem T'.

{Man beachte: [D] ist die Umkehrung von [B], [E] die Umkehrung von [C]. Wegen [A] gelten diese Resultate

nicht nur fur B*R3, sondern auch fur R3*.}

Im Kalkil Alpha-Beta*-Hybrid sind also R3, B*¥R3 und R3* nichts weiter als Formulierungsva-
rianten voneinander, und zeigte man eine Uberfliissigkeit — d. h.: eine Eliminierbarkeit im
eigentlichen Sinn — von R3 fir Alpha-Beta*-Hybrid, so auch die von B*R3 bzw. R3*, und vice
versa.

Zu unterscheiden ist allerdings die Uberfliissigkeit im schwachen Sinn eines Grund-

prinzips fir einen Kalkiil und dessen Uberfliissigkeit im starken Sinn.

{Die Grundprinzipien eines Kalkils sind Grundprinzipien durch Setzung, Festlegung, Deklaration. Da kann es
durchaus vorkommen, dass sich ein Grundprinzip des Kalkils nachtraglich als Gberflissig erweist. Wenn es
vorkommt, so bedeutet das nur, dass sich ein Grundprinzip des Kalkdls als kein ,,echtes”, ,,wirkliches“, ,eigentli-

ches” Grundprinzip erwiesen hat; ein Grundprinzip [per Festlegung] des Kalkiils ist es aber immer noch.}

durch Anwendung der allgemeinen Regeln der Klammerersparnis hervorgehen. (Letztere sind freilich, streng-
genommen, ebenfalls keine [Sigma-]Satzformeln; aber von dieser Strenge wird bei ihnen abgesehen: siehe den
Schluss der Beschreibung von Sigma in Kapitel 0.)
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Im starken Sinn Gberflissig fir einen Kalkil ist ein Grundprinzip genau dann, wenn es zirkel-
frei aufgrund der Gbrigen Grundprinzipien des Kalkiils beweisbar ist. Das dirfte bei R3 fir
Alpha, bei B*R3 fur Beta* und bei R3/B*R3/R3* fur Alpha-Beta*-Hybrid nicht der Fall sein.
Denn wie will man z. B. die folgende in Alpha beweisbare (aber hoffentlich in Alpha niemals
anwendbare) Schlussregelformel ohne R3 zirkelfrei in Alpha beweisen: - A; > -A = — B?
Offenbar ist es nicht moglich — wahrend es doch moglich sein misste, wenn R3 zirkelfrei auf-
grund der lbrigen Grundprinzipien von Alpha beweisbar ware. Mit R3 ist der Beweis von —

A; > —A = — B in Alpha ganz einfach:

1.>A Annahme
2. > —A Annahme
3.A,-A—>B A3

4. A — —A R2(2)
5.A—>8B R3 (3, 4)
6.—>B R3(5,1).

Im schwachen Sinn (oder: im Gentzen’schen Sinn) Gberfllssig fiir einen Kalkil ist ein
Grundprinzip hingegen genau dann, wenn jede Schlussformel bzw. Satzformel, die ein Theo-
rem des Kalkils ist, auch ohne jenes Grundprinzip — ohne jede Spezialisierung von ihm —im
Kalkiil echtbeweisbar ist (was aber eben noch nicht bedeutet, dass auch jede Schlussregel-
formel bzw. Satzregelformel, die im Kalkil echtableitbar ist, auch ohne jenes Grundprinzip
im Kalkul echtableitbar ist). In diesem Sinn von ,Uberflissig” konnte man auf den Gedanken
kommen (von Resultaten angeregt, die auf Gerhard Gentzen zuriickgehen), dass R3 fir
Alpha, B*R3 fur Beta* und R3/B*R3/R3* flr Alpha-Beta*-Hybrid tberflissig ist (im selben
Sinn, wie - A; > —A = — B in jedem brauchbaren — nicht ,allbeweisenden® — Schlussfor-
melkalkiil, der diese Formel als Grundprinzip fihrt, Gberflissig ist,3* und A; —A = B in jedem

brauchbaren diese letztere Satzregelformel als Grundprinzip flihrenden Satzformelkalkul).

34 Diese Uberfliissigkeit von — A; = —A = — B ergibt sich insbesondere dann, wenn keine Satzformel c da ist,
sodass sowohl — o als auch - —c im Schlussformelkalkiil K beweisbar ist. Denn dann ist > A; > —-A = — Bin
K nie anwendbar, und folglich ist trivialerweise jedes Theorem von K auch ohne - A; - —A = — B in K echt-
beweisbar. Man kénnte, wie gesagt, auf den Gedanken kommen, dass R3 im selben Sinn wie > A; > —A = —
B (dem eben verwendeten Sinn) Uberflissig fir Alpha ist; aber gewiss ware da R3 in anderer Weise als — A; —
—A = — B in jenem Sinn Uberfllssig fir Alpha, nicht trivialerweise wie - A; - —A = — B, obwohl/ doch in
Alpha — wovon auszugehen ist — fiir keine Satzformel 6 sowohl — & als auch - —c beweisbar ist.
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{Betrachten wir den zu Alpha deduktiv dquivalenten Schlussformelkalkil Alpha mit TND // ISG (siehe T1 und
die zugehorige Anmerkung im vorausgehenden Kapitel; ISG ist R5 in Alpha). Wobei deduktive Widerspruchs-
freiheit fur Alpha mit TND // I1SG (wie fur Alpha) bedeute, dass fir keine Satzformel ¢ die Schlussformel —
und die Schlussformel — —c in Alpha mit TND // ISG beweisbar ist. [Die Prdmissenlosigkeit ist hier entschei-
dend, denn selbstverstandlich gibt es unendlich viele Schlussformeln der Gestalt I' = o und der Gestalt ' —
—o, die beide mit identischem I" in Alpha mit TND // ISG beweisbar sind — wo aber T stets nichtleer ist!] We-
gen — A; - —A = — A A —A (gemiR RT2) zum einen, und — A A —=A = — A sowie — A A —=A = — —A3 zum
anderen, lasst sich die deduktive Widerspruchsfreiheit fir Alpha mit TND // ISG dquivalent auch so ausdri-
cken: Fiir keine Satzformel o ist die Schlussformel — ¢ A —c in Alpha mit TND // ISG beweisbar.3® Und (drit-
tens) ist die deduktive Widerspruchsfreiheit von Alpha mit TND // ISG auch wie folgt ausdriickbar: — A ist in
Alpha mit TND // ISG nicht beweisbar.?’

Wenn R3 fir Alpha mit TND // ISG im schwachen (Gentzen’schen) Sinn Uberflissig wére, im schwa-
chen (néamlich dem Gentzen’schen) eigentlichen Sinn eliminierbar ware [obzwar es im starken Sinn offenbar
nicht Gberflissig, im starken eigentlichen Sinn nicht eliminierbar ist], dann ist Alpha mit TND // ISG deduktiv
widerspruchsfrei. Ware namlich R3 fur Alpha mit TND // ISG im schwachen Sinn tiberflissig und zugleich Alpha
mit TND // ISG nicht deduktiv widerspruchsfrei, also — A in Alpha mit TND // ISG beweisbar, so miisste sich —
A auch ohne Verwendung von R3 in Alpha mit TND // ISG als Theorem beweisen lassen. Das ist aber nicht mog-
lich: Im letzten Schritt eines R3-freien Beweises von — A in Alpha mit TND // ISG musste — A erreicht werden,
und das einzige Grundprinzip, das in Alpha mit TND // ISG neben R3 Pramissenlosigkeit (wie sie bei — A gege-
ben ist) herbeifiihren (nicht, wie TND, bloR setzen) kann, ist R4. Doch mit R4 lasst sich — A nicht erreichen, da
R4 rechts vom ,—“ stets eine Implikationssatzformel einfihrt, ,A“ aber eine unstrukturierte und sinnunbe-
stimmte Satzformel ist. Nun kdnnte vielleicht ohne Verwendung von R3 fir eine Satzformel 6" 6" v -~ — Ain

Alpha mit TND // ISG beweisbar sein;3 zudem ist - 6" v =6~ — wie auch immer " beschaffen ist — ein Einset-

3> GemaR T9: A A —A — A und A A —A — —A; also unter der Annahme — A A —A mit R3: — A sowie — —A.
Mithin sind - A A —=A = — A sowie —> A A —=A = — —A echtableitbare Schlussregelformeln von Alpha — wie
auch von Alpha mit TND // ISG.
36 Angenommen, fiir eine Satzformel o ist sowohl — o als auch = —c in Alpha beweisbar; dann ergibt sich
damit und - 6; > -6 = — 6 A —c [will sagen: dem relevanten Einsetzungsfall des Alpha-Regelgesetzes — A;
— —A = — A A —A] die Beweisbarkeit von — o A —c in Alpha. Angenommen umgekehrt, fiir eine Satzformel
G ist > o A —o in Alpha beweisbar; dann ergibt sich mit > 6 A =6 = — © sowie > 6 A =0 = —c [will sagen:
den relevanten Einsetzungsfallen der Alpha-Regelgesetze - A A —-A = — Aund -> A A —=A = — —A] die Be-
weisbarkeit von sowohl — & als auch — —c in Alpha. — Die vorgelegte Aquivalenzdemonstration gilt selbstver-
sténdlich auch fiir Alpha mit TND // ISG.
37 Angenommen, — A ist in Alpha beweisbar; dann ist neben — A auch — —A [als Einsetzungsfall von — A] in
Alpha beweisbar; also ist fur eine Satzformel 6 sowohl — & als auch — —c in Alpha beweisbar. Angenommen
umgekehrt, fur eine Satzformel ¢ ist sowohl — & als auch — —c in Alpha beweisbar; nun ist, wie auch immer ¢
beschaffen ist, > 6; - —6 = — A ein Einsetzungsfall des oben im Haupttext fir Alpha bewiesenen Regelge-
setzes > A; > —A = — B; folglich ist — A in Alpha beweisbar [was per Einsetzungsfallbildung etc. damit dqui-
valent ist, dass fiir jede Satzformel 6" die Schlussformel — " in Alpha beweisbar ist]. — Die vorgelegte Aquiva-
lenzdemonstration gilt selbstverstdndlich auch fiir Alpha mit TND // ISG.
38 Das ist allerdings schwer vorstellbar. Ausgangspunkt misste der folgende Einsetzungsfall von A3 sein: ¢°, —c’
— A. Mit 6" — —c” und R3 erhielte man daraus 6" — A; und hat man auch -6 — ¢’, so erhielte man mit R1
und R3 aus ¢°, =6" — A auch —6" — A. Aus 6" — A und —¢" — A wiederum erhielte man mit R6 schlieRlich: ¢’
v =6~ — A. Doch ohne R3 kommt man in dieser Herleitung nun gerade nicht aus.
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zungsfall eines Axioms von Alpha mit TND // ISG. Aber ohne R3 geht es spatestens jetzt keinen Schritt mehr
weiter auf dem Weg, der zu — A fiihren soll. Freilich wiirde der folgende Spezialfall von R3 dafiir schon ausrei-
chen:Bv —B > A; > Bv —B = — A—mit ¢’ eingesetzt fir ,B”.

Es ergibt sich in Alpha mit TND // ISG mit jenem Spezialfall auch das Regelgesetz Bv —B > A = — A;
wie bei - A; - —A = — B ist es auch bei B v =B — A = — A nicht zu sehen, wie es ohne R3 aus den restli-
chen Grundprinzipien von Alpha mit TND // ISG zirkelfrei herleitbar sein konnte (mit R3 ist die Herleitung ganz

einfach). Einen Umweg Uber ISG zu gehen, das in Alpha mit TND // ISG echtableitbar ist, fuhrt nicht weiter:

1.Bv—-B—>A Annahme

2.B—>Bv-—-B A4

3.-B—>Bv—-B Ad

4.B—> A KSG [echtableitbar in Alpha mit TND // ISG] (2, 1)
5.-B—A KSG (3, 1)

6. > A ISG [echtableitbar in Alpha mit TND // ISG] (4, 5).

Es so zu machen, fihrt deshalb nicht weiter, weil ja im Beweis von KSG in Alpha mit TND // ISG R3 in Anspruch
genommen werden muss (wie in Alpha: siehe den Beweis von RT7). AuRerdem muss auch im Beweis von ISG in
Alpha mit TND // ISG R3 in Anspruch genommen werden (siehe die Anmerkung zu T1). R3 kann also kaum im
starken Sinn Uberflissig fir Alpha mit TND // ISG sein, denn, wenn es so wére, misste Bv —B > A = — A
ohne R3 aus den restlichen Grundprinzipien von Alpha mit TND // ISG zirkelfrei herleitbar sein — was es offen-
bar nicht ist.

Aber auch um die schwache, Gentzen’sche Uberfliissigkeit von R3 — der strukturellen Schnittregel —,
um deren schwache, Gentzen’sche [eigentliche] Eliminierbarkeit fir Alpha bzw. fiir sein deduktives Aquivalent
Alpha mit TND // ISG steht es — gegeben, wie diese Kalkile beschaffen sind — nicht gut. Betrachten wir zwei

einfache Beweise (vgl. den Beweis von T8, genauer: der Halfte ,von links nach rechts” des Theorems):

In Alpha: In Alpha mit TND // ISG:

AoB—>-AvB AoB—>-AvB

1.AoB,-A—>—-AvB A4,R2,R1 1.AoB,-A—>—-AvB A4,R2,R1

2.AoB,A—>B A2, R1 2.A>B,A—>B A2, R1

3.AoB,A B—>—-AVvB A4,R2,R1 3.AoB,A B—>—-AVvB A4,R2,R1

4.A5B,A—>—-AvB  R3(32) 4.A5B,A—>—-AvB  R3(32)

5.A5B—>—-AVvB RS [ISG] (4, 1). 5.A5B,Av—A——AvB R6 (4, 1)
6.,ADB—>AVv—-A TND, R2
7.A>DB—>—-AVB R3 (5, 6).

Wie will man hier in Alpha bzw. Alpha mit TND // ISG ohne R3 ans selbe Ziel kommen wie mit R3? Es ist nicht

zu sehen, wie.

Doch offenbar [um von da an mit dem Haupttext fortzufahren, wo er vor der soeben abge-

schlossenen Anmerkung aufhérte] ist, wie die vorstehenden Uberlegungen nahelegen, R3 fiir
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Alpha (und mitfolgend B*R3 fiir Beta*, R3/B*R3/R3* fur Alpha-Beta*-Hybrid) nicht Uber-
flissig als Grundprinzip, nicht im starken, und nicht im schwachen Sinn — wie ja ebenso auch
FR1 fur Beta als Grundprinzip nicht GberflUssig ist (und zwar offensichtlicherweise; wobei
allerdings Alpha in einem allgemeinen Sinn als ein Kalkil ,des natirlichen SchlieRens” ange-
sehen werden kann, Beta gewiss nicht). Will man Gentzen’sche Eliminierbarkeit von R3 fur
einen Kalkiil der wahrheitsfunktionalen Aussagenlogik, so muss dieser Kalkiil anders als
Alpha gebaut sein —worauf im Rahmen dieses Buches aber nicht weiter eingegangen sei.

Es scheint intuitiv evident, dass in Alpha und in Alpha mit TND // ISG die Schlussfor-
mel — A nicht bewiesen werden kann [und in Beta und Beta* nicht die Satzformel A]; und
wenn — A [bzw. A] da nicht bewiesen werden kann, dann sind (siehe die obige, langere An-
merkung) Alpha und Alpha mit TND // ISG [bzw. mutatis mutandis Beta und Beta*] deduktiv
widerspruchsfrei. Bewiesen ist die deduktive Widerspruchsfreiheit von Alpha mit TND // ISG,
z. B., hiermit freilich nicht. Will man einen beweistheoretischen Beweis fiir das Fragliche, so
kann man wie folgt vorgehen: Man gibt einen Schlussformelkalkll K* ohne — A als Axiom
an, der bzgl. Schlussformeln bewiesenermaBen deduktiv daquivalent mit Alpha mit TND //
ISG ist und in dem R3, wie in Alpha mit TND // ISG, die einzige Weise darstellt, in Beweisen
im Ubergang von vorausgehenden Zeilen zur nichsten in einer Schlussformel ein Satzformel-
vorkommnis ohne Anderung ihrer Konklusion ,herauszuschneiden” — wobei aber nun R3 fiir
K* bewiesenermafSen im schwachen Sinne Uberflissig ist. Im Kalkil K* ist dann die Schluss-
formel — A nicht beweisbar (vgl. dazu die Ausfiihrungen in der obigen Anmerkung); also ist
sie wegen der deduktiven Aquivalenz von K* und Alpha mit TND // ISG bzgl.Schlussformeln
auch nicht in Alpha mit TND // ISG beweisbar (also auch nicht in Alpha wegen der dedukti-
ven Aquivalenz von Alpha und Alpha mit TND // ISG); und also ist Alpha mit TND // ISG (und

damit auch Alpha selbst) deduktiv widerspruchsfrei.
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3. Der Schlussformelkalkil Gamma einer alethisch-modalen
Aussagenlogik, sowie der Schlussformelkalkil Gamma* einer

anderen alethisch-modalen Aussagenlogik

Der Kalklil Gamma geht aus dem Kalkil Alpha dadurch hervor, dass in einem ersten Schritt
das Axiom A2 — B, B o C —» C (Modus ponens, MP) — und das Schema filir axiomatische
Schlussregelformeln R4 —T", B— C = I" — B o C (Deduktionsprinzip, DP) — um einiges modi-
fiziert und die Ubrigen Grundprinzipien von Alpha nach Gamma (ibernommen werden (die

Kalkilbildung fir Gamma ist dadurch aber noch nicht abgeschlossen):

GA2a B,BoC—>C

GR4 B—>C=—->B>C

GA2a ist typographisch (nur typographisch) identisch mit dem Axiom A2 in Alpha. Die
Schlussformel in GA2b ist ein in Alpha (mit Alpha-Deutung der Satzformeln) beweisbares
Theorem; der Beweis ist umstandlich, aber ohne besondere Schwierigkeiten, wenn man vom
Alpha-Theorem B, —B v C — C ausgeht3® und bertcksichtigt, dass auch D <> —D o D ein
(leicht zu zeigendes) Theorem von Alpha ist (und dassB <> —-B >B,C<«>—-C>Cund -Bv C
<> —(—=B v C) o =B v C Einsetzungsfalle dieses Theorems sind). Zu den Axiomen GA2a und
GA2b werden spater noch weitere Axiome — deren Listenbezeichnungen ebenfalls mit ,GA2“
beginnen — hinzukommen; die Aufstellung von Gamma ist also, was die Axiome angeht, noch
nicht abgeschlossen!

GR4 wiederum ist eine Spezialisierung von R4 (namlich R4 fiir leeres I') und darum in
Alpha (mit Alpha-Deutung der Satzformeln) trivialerweise beweisbar. Umgekehrt ist R4 eine
Verallgemeinerung von GR4 — eine Verallgemeinerung, die sich in Gamma nicht beweisen
lasst: Von I', B — C fiir nichtleeres I' kommt man in Gamma nicht zu I' - B D C (nicht fir

beliebiges nichtleeres I'), denn das fiir den fraglichen Schritt entscheidende Gamma-

3 pDer Alpha-Beweis fiir dieses Theorem ist unten im Beweis von GT1 enthalten: Das fragliche Theorem steht —
formgleich, nur mit einer anderen Auswahl an unstrukturierten und sinnunbestimmten Satzformeln geschrie-
ben —in der 5. Zeile jenes Beweises.
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Grundprinzip GR4 verlangt fir seine Anwendbarkeit die Leere von I', die vorausgesetzterma-

Ren nun gerade nicht gegeben ist.

{Nur in speziellen Fallen lasst sich auch bei nichtleerem I' auf dem DeduktionswegvonI', B—>Czul’ > B> C
eine Situation herstellen, bei der GR4 anwendbar wird. Man lasse, z. B. (es ist das einfachste Beispiel), I" nur die

Satzformel D © D umfassen.}

Sehr wohl aber lasst sich in Gamma beweisen:

GRT1: A(l*) > C<= > A(l*) © C, wobei A(I'*) diejenige Satzformel ist, die aus der

nichtleeren (eventuell nur eingliedrigen) Folge von Satzformeln I'* in der Weise hervorgeht,
die im Kapitel 1 im Anschluss an RT15a und RT15b (und auch schon in den Beweisen dieser

Gesetze) beschrieben wird.*°

1L.AT*) > C=>—o>AI*)DC GR4-Einsetzungsfall {damit bewiesen: die 1. Hilfte von GRT1}
2. > A(I*)>C Annahme

3.AI*), AT*)C—>C GA2a

4. AN(IT*) > A(T*) D C R241 (2)

5. A(T*) — C R3 (3, 4)

Der Kalkil Gamma ist nun zwar deduktionsschwacher als der Kalkil Alpha (woran auch das
im weiteren Verlauf zu Gamma noch axiomatisch Hinzugefiigte nichts dndern wird), ist doch
GR4 deduktionsschwacher als R4. Andererseits lasst sich aber die gesamte Alpha-Logik in der

Gamma-Logik abbilden, unter Verwendung der folgenden Definition:

GD1 >0 =pef—C VG,

und bei Reprdsentation von , 25" (so, wie es in Alpha gedeutet wird, ndamlich als sogenannte

materiale Implikation) durch ,>“ (so, wie es durch GD1 definiert wird). Dazu muss man nur

zeigen:

40 pemnach ist A(G1 ... 6n) bein=1:c1; bein=2: 61 A 02, bein=3:61A(c2AG3):bein=4:61A (62 A (03 A
04)); bein =5: 61 A (02 A (03 A (04 A G5))); ...
41 Da Gamma mit Alpha in axiomatischer Hinsicht identisch ist bis auf die Grundprinzipien, die ,o“ betreffen,
entfallt fur diejenigen Grundprinzipien von Gamma, die nicht Grundprinzipien von Gamma fiir ,o“ sind, die
Kennzeichnung mit ,G“.
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GT1:AA>B—>B Die A2-Analogie fiir Gamma
1.-AvB, —A—>B T1242 {Exklusionsprinzip: EP}

2.A—>—A T3

3.A, —AVB—>——A R2 (2)

4.A, —Av B, ——A —> B R2, R1 (1)

5.A,—-AvB—B R3 (4, 3)

6.A,A>B—>B GD1 (5)

GRT2: T, A>B=>1T"—>A>B Die R4-Analogie fiir Gamma
1., A—>B Annahme

2.I'B—>—-AVvB A4, R2,R1

3., A—>—-AvVB RT7 {Kettenschlussgesetz: KSG} (1, 2)

4.1, -A—>—-AVvB A4,R2,R1

5.'>—-AvVvB R5 (3, 4)

6. >A>B GD1 (5)

Die Abbildung der Alpha-Logik in der Gamma-Logik verlauft dann so,

dass (1.) Alpha-Beweise, die weder A2 noch R4 involvieren [sei es direkt, oder sei es indirekt:
sofern namlich in ihnen Prinzipien beweisabkiirzend zur Anwendung kommen, deren Bewei-
se ihrerseits A2 oder R4 direkt oder indirekt involvieren], als Gamma-Beweise (ibernommen
werden, und zwar so, dass die bewiesenen Prinzipien in Alpha und Gamma dieselben Na-
men tragen;

dass (2.) Alpha-Beweise, die A2 oder R4 (oder beide) involvieren, in ihrer gesamten jeweili-
gen Ableitungsgeschichte (inklusive der Ableitungsgeschichten der Beweise von in ihnen
eventuell verwendeten anderweitig bewiesenen Prinzipien, sofern die Beweise dieser letzte-
ren A2 oder R4 involvieren) in Gamma-Beweise umgeschrieben werden, und zwar wird da-

bei jedes Vorkommnis von ,,o“ durch ein Vorkommnis von ,,>“ ersetzt, und jede Berufung

42 Wird beim Beweis einer Schlussformel oder Schlussregelformel in Alpha R4 und A2 nicht verwendet (auch
nicht indirekt, etwa beim vorausgehenden Beweis eines im aktuellen Beweis hilfsweise verwendeten Prinzips),
so ist jene Schlussformel oder Schlussregelformel auch in Gamma beweisbar und ihre Listenbezeichnung ist
genau dieselbe wie die schon fiir Alpha gegebene (,T...“ bzw. ,RT..., wo fur ,....“ ein mit arabischen Ziffern ge-
schriebenes Numerale zu setzen ist).
43 Man beachte die vorletzte FulRnote.
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auf A2 wird ersetzt durch eine Berufung auf die A2-Analogie fiir Gamma (also auf GT1), jede
Berufung auf R4 durch eine Berufung auf die R4-Analogie fiir Gamma (also auf GRT2);
dass (3.) die in dieser Weise gewonnenen Theoreme und echtabgeleiteten Schlussregelfor-
meln [bzw. Schemata von solchen] von Gamma werden mit denselben Listenbezeichnungen
und inhaltlichen Kennzeichnungen benannt wie ihre Originale aufseiten von Alpha; z. B. hat
— A > ——A aufseiten von Gamma dieselbe Listenbezeichnung wie - A > ——A aufseiten
von Alpha, ndamlich , T3“ und auch die inhaltliche Kennzeichnung ist dieselbe, namlich ,IDN“
— ,Introductio duplicis negationis“. [Dasselbe gilt schon gemaR (1.) fur die 1. Halfte von T3:
firA > ——A]

Wenn GD1 nach Alpha iGbernommen wird — was jederzeit getéatigt werden kann und
hiermit auch wirklich getatigt sei —, dort nun ,,D1“ heil’t, so ist in Alpha beweisbar: A > B <>
A > B [wegen T8 und D1]; welches Letztere nun allerdings in Gamma nicht beweisbar ist.

Beweisbar ist in Gamma nur dies:

GT2:A>B—>A>B

1.AAA>DB—B GA2a
2.B—>—-AvVB Ad
3.A,AoB,B—>—-AVB R2, R1(2)

4.A,A>B—>—AVB R3(3,1)
5.A5B,A—>—AVB R1 (4)
6. -A—> —AvB A4
7.A5B,—-A—>—AvB R2, R1 (6)
8.ADB—>—AVB R5 (5, 7)
9.A>B—>A>B GD1 (8)

Es ist lehrreich, den Versuch zu unternehmen, auch A>B — A > B in Gamma zu beweisen:

1.-A,A—>B A3,R1
2.B,A—>8B Al, R2.
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Ja, und nun misste man R4 jedenfalls fiir zweigliedrige Satzformelfolgen vor ,—“ [im vorlie-
genden Fall: eingliedriges T', bloB aus ,—A“ bzw. ,B“ bestehend, plus , A“]** zur Verfiigung
haben, um wie folgt fortfahren zu kbnnen:

3.-A—>A>DB R4 (1)

4.B—>ADB R4 (2).

Und dann kénnte man mit R6 und GD1 vollenden:

5.-AvB—>ADB R6 (3, 4)

6.A>B—>ADB GD1 (5).

Aber R4 hat man in Gamma nun eben nicht zur Verfligung, nicht einmal fiir zweigliedrige
Satzformelfolgen vor ,,—“, sondern nur GR4, mit anderen Worten: R4 eingeschrankt auf
eingliedrige Satzformelfolgen vor ,—“ [die, weil eingliedrig, gar keine echten Satzformelfol-
gen mehr sind; I', Gbrigens, wenn man es unnétiger- und irrefiihrenderweise in GR4 hinein-

schriebe, musste da als stets leer festgelegt werden].

Nachdem nun sichtlich ist, dass in Gamma eine starke (oder strikte) Implikation (ausgedriickt
durch ,,0“) von der materialen Implikation (ausgedriickt durch ,>“) unterschieden ist, ist es
ein Leichtes, mithilfe jener starken Implikation in Gamma — also innerhalb eines Rahmens,
der abgesehen von der Abschwachung von R4 auf GR4 und der noch nicht vollendeten Ver-
starkung von A2 auf GA2a,b,... ganzlich klassisch ist — alethische Modaloperatoren zu definie-

ren:

GD2 [Oo=pef—CDOC

Die Darstellungen als Schlussformeln der als Satzformeln formulierten alethisch-modalen
Axiome und die Darstellung als Schlussregelformel des als Satzregelformel formulierten al-

ethisch-modalen axiomatischen Regelgesetzes des vertrauten Basiskalkils der alethischen

4 Jede Satzformelfolge ist auffassbar auch als eine Folge von Satzformelvorkommnissen, und jede Folge von
Satzformelvorkommnissen ist auffassbar auch als eine Folge von Satzformeln: Beispielsweise A, B, A ist auffass-
bar als eine dreigliedrige Folge von Satzformeln, in der an erster Stelle ,A“ steht, an zweiter ,B“, an dritter
wiederum ,A“; A, B, A ist aber auch auffassbar als eine dreigliedrige Folge von Satzformelvorkommnissen, in
der an erster Stelle ein Vorkommnis von ,,A” steht, an zweiter Stelle ein Vorkommnis von ,,B“, an dritter Stelle
ein anderes Vorkommnis von , A“.
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Modallogik, des Satzformelkalkiils [,,Satzkalkils“] T, sind dann die folgenden in Gamma be-

weisbaren Prinzipien:

GT3:OJA>A; > A>A Abbau der Notwendigkeit (ABN)
1.-ADA—>-A>A GT2

2. —A—>A T2

3.A-A Al

4. ——AvVA—>A R6 (2, 3)

5.-A>A A GD1 (4)

6. mADAA RT7 (1, 5)]

7.0A > A GD2 (6)

8. > A>A GRT2 (7)

{Mit dem Einsetzungsfall CJ—A — —A von GT3, mit RT4 und GD3 beweist man leicht: A —»0A.}

GRT3: > C= —>(IC Aufbau der Notwendigkeit (AUN)
1.->C Annahme

2.-C—>C R2 (1)

3. >-C>oC GR4 (2)

4. 0cC GD2 (3)

{In Gamma ist hingegen nicht beweisbar: C — (JC, oder mit anderen Worten wegen GD2: C — —C o C. Denn
obwohl man mit A3 hat: C, =C — C, geht von da kein Schritt in Gamma weiter, da in Gamma R4 nicht zur Ver-
fligung steht, sondern nur GR4. Ebenso ist in Gamma nicht beweisbar: — C > (JC, denn dazu kdme man nur
Uber einen Beweis fir C — (JC (und der Anwendung von GRT2 im né&chsten Schritt). Eine Trivialisierung der

alethischen Modallogik findet also in Gamma nicht statt.}

GT4: OJ(A>B), (0A —» IB; —»> [J(A>B) > (CJA > (IB) Principium necessitatis (PN)
1.-ADA —-(-AvB)>D—-AvB—>—-B>OB GA2b

2.0A, O(A>B) > B GD1, GD2 (1)

3.0(A>B), JOA— OB R1(2)

4. — (A >B)> (A >B) GRT2 (3), 2x
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{Mit ABN, PN und AUN sind die alethisch-modalen Grundprinzipien (hinzukommen mussen noch geeignete
wahrheitsfunktionale Grundprinzipien) des Basiskalkiils T der alethischen Modallogik — Grundprinzipien, die in
der dem Satzformelkalkil T gemaRen Weise formuliert sind — reprdsentiert, dargestellt als echtabgeleitete
Prinzipien des alethisch-modalen Schlussformelkalkiils Gamma — in der Formulierungsweise, die diesem letzte-

ren Kalkil gemalR ist.}

Von besonderer Nitzlichkeit ist, des Weiteren, das folgende Regelgesetz:

GRT4:A—>B=0A—> B Bedingter Aufbau der Notwendigkeit (BAUN)
1.A—>B Annahme

2. >A>B GRT2 (1)

3. > (A >B) GRT3 (2)

4.JA, OJ(A>B) > B bewiesen im Beweis von GT4 (2. Zeile)

5. A — (A > B) R2 (3)

6. JA— B R3 (4, 5)

{In T entspricht GRT4 die echtableitbare Satzregelformel A > B = CJA > [JB; wobei freilich bei den Ublichen
Formulierungen von T ,, 0" oder ,—*“ statt ,>“ verwendet wird. Dadurch darf man sich nicht verwirren lassen,
denn gemeint ist dort (in den Gblichen Formulierungen) mit ,o“ oder ,,—“ dasselbe, was hier mit ,,>“ gemeint
ist: die materiale Implikation. Man beachte auch, dass statt des objektsprachlichen ,,=* lblicherweise das
metasprachliche , | verwendet wird. Sodass dann also das GRT4 entsprechende Regelgesetz von T wie folgt
aussehen mag: A — B F (JA — (B, oder auch wie folgt (wenn zudem fir die unstrukturierten und sinnunbe-
stimmten Satzformeln andere Symbole als hier gebraucht werden, namlich weithin tbliche): p o q F Op o

Oq.}

In der alethischen Modallogik spielen Prinzipien (gewohnlich formuliert in einem
Satzformelkalkil) eine groRe Rolle, die eine Kiirzung von Modalitdatensequenzen (unter Wah-
rung logischer — deduktiver — Aquivalenz) erlauben; solche sind — in der fiir Gamma pas-
sendsten Darstellung — vor allem: OJA — COOA (S4-Axiom), —-OA — O—OA (S5-Axiom),
—0O-0A — A (Brouwersches Axiom). [Mit ,das S4-Axiom“, ,das S5-Axiom“ und ,das
Brouwersche Axiom“ sind im Kontrast zu den sowohl artikelfreien wie kursivierten Benen-

nungen , S4-Axiom“, ,S5-Axiom“, ,Brouwersches Axiom"“ nicht Schlussformeln, sondern Satz-
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formeln gemeint: die den eben angefiihrten Schlussformeln entsprechenden Satzformeln.]

Und wichtiger noch als die Sequenz(kiirzungs)prinzipien sind die folgenden beiden ,zweisei-
tigen” Schlussformeln [also: je eine Schlussformel plus ihre Umkehrung] als Prinzipien: CJA
<> —0—A und 0A <> —[J—A, durch welche die Interdefinierbarkeit von O und ¢ zum Aus-
druck gebracht wird (die im Prinzip besteht, obwohl in Gamma nun eben ¢ durch (J, und
nicht O durch ¢ definiert ist). Wie steht es mit der Herleitung all dieser Prinzipien in
Gamma? Zudem, last but not least, hatte man in Gamma gerne auch das Folgende als her-

leitbares Prinzip: A > B <> (J(A > B).

GT5: 0A <> —[J—-A O-per-0-Prinzip

1. OA — OA Al
2. 0A — —[J—A GD3 (1)
3. —J—A — 0A GD3 (1)

GT6: OJA & —0—A J-per-0-Prinzip

1. -0—A > —0—A Al

2. —0—A = A GD3 (1)

3. —0—+—A—>0O-+A T2 {gemeint ist: Einsetzungsfall der 1. Halfte der Gamma-Kopie von T2}
4, —0—A — T——A RT7 (2, 3)

5. —A—>A T2 {gemeint ist: die 1. Halfte der Gamma-Kopie von T2}

6. —> —A>A GRT2 (5)

7. = O(——A> A) GRT3 (6)

11. O—-——A —> 0OA R3 (9, 10)
12. -0—-A — A RT7 (4, 11) {die eine Halfte von GT6 ist erreicht}

14. O—A > —0O—A T3 {gemeint ist: Einsetzungsfall der 1. Hilfte der Gamma-Kopie von T3}
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15. O——A —> —0—-A RT7 (14, 13)

16.A—> —A T3 {gemeint ist: die 1. Hilfte der Gamma-Kopie von T3}
17. > A>—A GRT2 (16)

18. —» (J(A > —=—A) GRT3 (17)

21. OA > O(A>——A) R2 (18)
22. A — (——A R3 (20, 21)
23. 0A - —0—A RT7 (22, 15) {die andere Halfte von GT6 ist erreicht}

{Zum besseren Verstandnis der Kommentierung der Zeilen 3 und 5 (und, mutatis mutandis, der Zeilen 14 und
16) sei gesagt:

T2 ist dies: —A — A; > —A D A; die Gamma-Kopie von T2 ist hingegen dies: —A — A; &> ——A >
A. Auf die Gamma-Kopie von T2 wird — nach den getroffenen Festlegungen zur Abbildung der Alpha-Logik in
der Gamma-Logik — bei der Kommentierung von Beweisen in Gamma schlicht mit der Alpha-Bezeichnung , T2
verwiesen, obwohl doch nur die erste Halfte von T2 und die erste Halfte der Gamma-Kopie von T2 semantisch
und typographisch identisch sind, hingegen die zweite Halfte von T2 [das, was nach dem Strichpunkt folgt] und
die zweite Halfte der Gamma-Kopie von T2 [das, was dort nach dem Strichpunkt folgt] zwar semantisch iden-
tisch sind, aber (offensichtlich) nicht auch typographisch. Steht in einem Gamma-Beweis in einer Zeile > ——A
> A, so ware die Kommentierung ebenfalls: ,T2“, und man kdnnte erlauternd hinzusetzen: ,{gemeint ist: die 2.
Halfte der Gamma-Kopie von T2}“. Steht hingegen in einem Gamma-Beweis in einer Zeile - ——A D A, so hatte
diese Formel nicht denselben Sinn, den sie in Alpha hat, also nicht denselben Sinn, den - ——A > A in Gamma
(und auch in Alpha) hat, und die Kommentierung diirfte auf keinen Fall wie bei einem Alpha-Beweis , T2“ lau-
ten. (Es handelt sich aber sehr wohl auch bei — ——A > A um eine Schlussformel, die in Gamma beweisbar ist:

man wende GR4 auf —A — A an.)}

Auf der Grundlage des S5-Axioms — dem kennzeichnenden Axiom des Satzformelkalkiils S5 [T
+ das S5-Axiom] — ist bekanntlich in S5 sowohl das S4-Axiom — das kennzeichnende Axiom
des Satzformelkalkils S4 [T + das S4-Axiom] — als auch das Brouwersche Axiom — das kenn-
zeichnende Axiom des Satzformelkalkils B [T + das Brouwersche Axiom] — herleitbar; umge-
kehrt ist das S5-Axiom auf der Grundlage des S4-Axioms und des Brouwerschen Axioms in
der Vereinigung von S4 und B herleitbar (welche Vereinigung sowohl als ,,$4 + das Brouwer-
sche Axiom*“ als auch als ,,B + das S4-Axiom“ bezeichenbar ist). Nachvollziehen wir all dies in

einem jeweils passenden Schlussformelkalkil, indem wir den Kalkil Gamma, der noch im
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Wachsen begriffen ist, rein hypothetisch um S5-Axiom bzw. um S4-Axiom + Brouwersches
Axiom ein Stick weiter komplettieren tGber den Punkt hinaus, bis zu dem Gamma jetzt schon

kategorisch feststeht:

(GS5)T1: =O0=O0A—> A Brouwersches Axiom
1.-0A—> O-0A S5-Axiom

2.-0-0A—> 0A RT5 {LkP} (1)

3.0JA—>A GT3

4. -0O0-0A—>A RT7 (2, 3)

(GS5)T2: OA —» 0JA S4-Axiom

1. 0-0A > —-0A GT3

2.0A —-> -0-0A RT4 {rRkP} (1)

3. =0A - O-=0A S5-Axiom

4. -0-0A— 0OA RTS (3)

5.0-0-0A—>00A  GRT4(4)

6. =O0-0A - O-0-0A S5-Axiom {Einsetzungsfall: ,~OA“ fur ,A“}

7. —O0=0A - O0A RT7 (6, 5)

8.00A > O0A RT7 (2, 7)

(GS4+B)T1: —O0A - O-0A S5-Axiom

1. -0-00A - 0OA Brouwersches Axiom {Einsetzungsfall: ,0JA“ fir , A“}
2. ~OA - O=00A RT5 (1)

3.0A->0O0A S4-Axiom

4, -0O0A —> —-0A RT3 {AukP} (3)

5.7-00A—>0-0JA  GRT4(4)

6. —JA — J—A RT7 (2, 5)

Nun drickt ,,0% weil es in Gamma eine strikte (oder starke) Implikation ausdriickt, in

Gamma ein notwendigerweise bestehendes oder notwendigerweise nichtbestehendes Be-
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dingungsverhaltnis aus. Zu den Axiomen von Gamma wird deshalb — nun nicht rein hypothe-

tisch, sondern kategorisch — hinzugenommen:

GA2c¢ ()Bo>C—>—(B>C)>(B>C);(ii)=(BoC)—>—-—(B>C)>—=(B>C),*
oder unter Anwendung von GD2 geschrieben:

GA2c (()Bo>C— OB >C);(ii))~(B>C)— O=(B>CQ).

GAZ2c hat sofort zwei interessante Konsequenzen:

GT7: OA > O0OA S4-Axiom

1.-A>A—>O-ADA) GAZ2c {Einsetzungsfall von GA2c(i): der ersten Hélfte von GA2c}

2.0A—>0O0A GD2 (1)

GT8: =[JA —» (O-0A S5-Axiom

1. (-ADA) > O=(—ADA) GAZ2c {Einsetzungsfall von GA2c(ii): der zweiten Hélfte von GA2c}
2. -0A - O-0A GD2 (1)

Da vor der Aufstellung von GA2c im rein hypothetisch um S5-Axiom (als Grundprinzip) ein
Stlick weiter komplettierten Gamma-Kalkil S4-Axiom herleitbar ist [siehe (GS5)T2], liegt der
Gedanke nahe, dass GA2c(i) — mit welchem Prinzip im durch GA2c kategorisch ein Stlick wei-
ter (aber immer noch nicht ganzlich) komplettierten Gamma-Kalkiil S4-Axiom ebenfalls ge-
wonnen werden kann [siehe GT7], und zwar ohne dass dazu das ganze GA2c vonnoéten ist —
womdglich aus GA2c(ii) herleitbar ist, mit welchem letzteren Prinzip seinerseits im durch
GA2c kategorisch ein Stick weiter komplettierten Kalkiil S5-Axiom gewonnen werden kann
[siehe GT8], ohne dass dazu das ganze GA2c vonnoéten ist. Besteht — im Restkalkil bei ge-
genwartigem Stand von Gamma: im Kalkil ohne GA2c(i), aber mit GA2c(ii), und ceteris pari-
bus — jenes eventuelle, angedachte Herleitungsverhiltnis tatsdchlich?*® Zunichst ist festzu-

halten:

% In Alpha sind beide Schlussformeln aufgrund von A3 und R4 beweisbar (oder auch aufgrund von A1, R2 und

R4) — natdrlich in ihrer Alpha-Deutung.

46 Mit anderen Worten: Verhilt sich GA2c(ii) (plus Basis-Gamma) zu GA2c(i) so, wie sich S5-Axiom (plus Basis-

Gamma) zu S4-Axiom verhalt? — angesichts dessen, dass sich mit S5-Axiom (plus Basis-Gamma) S4-Axiom
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GT9: Ao B < ¢(A>B)

1. (A > B) > O—(A > B) GA2c(ii)
2.0—~(A>B) > —(A>B) GT3

3.A>B— —J~(A>B) RT4 (2)
4.A>B— O(A>B) GD3 (3)

5. -J—~(A>B)>ADB RT5 (1)
6.0(A>B) >ADB GD3 (5)
7.A>B < O(A>B) DEF<> (4, 6)

Wenn nun die Schlussregelformel

OA > A= A— A,

deren logische Validitat intuitiv hochst plausibel ist, als Regelgesetz in Gamma zur Verfligung
stiinde, so kdnnte man wegen GT9 die erste Halfte von GA2c — GA2c¢(i) — mithilfe der zweiten

— GA2c(ii) — bereits folgern und brauchte sie nicht zu postulieren:

1.0(BoC)—>B>C GT9 {furr dessen Beweis nur GA2c(ii), nicht auch GA2c(i) verwendet
wird; siehe oben}

2.BoC—>0(B>C) mit dem in Auge gefassten Regelgesetz aus 1.
Und tatsdchlich lasst sich die fragliche Schlussregelformel in Gamma beweisen (als Einset-
zungsfall einer allgemeineren), wobei eine herleitungsmaRige Abhangigkeit nur zur zweiten

Halfte von GA2c besteht, keine zur ersten Halfte:

GRT5: 0A > B =A > [B {wovon 0A > A= A — A ein Einsetzungsfall ist}

1.0A—>8B Annahme

2.00A — 0B GRT4 (1)

ergibt, zudem mit GA2c(ii) (plus Basis-Gamma) S5-Axiom und mit GA2c(i) (plus Basis-Gamma) S4-Axiom. Ergibt
sich mit GA2c(ii) (plus Basis-Gamma) GA2c(i)? Es konnte so sein. Ist es tatsachlich so?
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3.-0-A— 0-0-A GT8 {nicht abhingig von GA2c(i), sondern nur von GA2c(ii); ,—A“ fir ,A“}

4. -0-0-A—> —A aus 3. wie im Beweis von (GS5)T1 {dabei einsetzungsfallbildend ,,—A“
far ,A“}

5.A— O0-0-A RT6 {ABKP} (4)

6. A —> CJ0A GD3 (5)

7.A— 0B RT7 (6, 2)

Damit ist nun gezeigt (angesichts des zuvor Gesagten), dass die erste Halfte von GA2c tat-

sachlich als Axiom entbehrlich ist. Wir kdnnen sie als Theorem von Gamma fihren:

GT10: A>B > OJ(A>B)

1.0(A>B)—>ADB GT9

2.A>B—>[J(A>DB) GRT5 (1)

Wie steht es schlielRlich mit der Beweisbarkeit in Gamma von A © B <> (J(A > B) [als
positives Gegenstiick zur Nichtbeweisbarkeit von A > B <> A > B in Gamma; in Alpha — mit
Alpha-Deutung — sind naturlich beide Schlussformelpaare — sowoh/ A > B — (J(A > B) / (A
>B) > A>BalsauchA>B—>A>B/A>B— A>B- beweisbar]? A > B« (J(A > B)
mochte man selbstverstdandlich gerne als Prinzip in Gamma haben; denn mit Gamma-logisch
validem / Gamma-beweisbarem A > B <> [J(A > B) ist in der hier verwendeten Notation das
Verhaltnis der in Gamma intendierten, ausgezeichneten strikten (oder starken) Implikation

zur materialen Implikation zu charakterisieren. Beweisbar in Gamma ist nun bereits:

GT11: A>B —> [J(A>B)

1.ASB—>A>B GT2

2. (A5 B) — (A > B) GRT4 (1)

3.AoB—> O(A>B) GT10 {GA2c(i), spater Axiom von Gamma*: als G*A2c}
4.A>B—> (A>B) RT7 (3, 2)
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Aber die Umkehrung von GT11 ist schwerlich schon beweisbar; sie wird man als weiteres
Gamma-Axiom (genauer: als Einsetzungsfall eines weiteren Gamma-Axioms) postulieren

mussen:

GA2d —(—-Bv(C)>—-BvC—>B>C(C¥

oder unter Anwendung von GD1 und GD2 geschrieben:

GA2d OJ(B>C)>B>5C.

{Mit GA2d ist allerdings viel gesagt; denn tatsachlich wird GR4 als axiomatisches Regelgesetz bei GA2d als Axi-
om beinahe UberflUssig:

1.B—>C Annahme

2.-5>B>C GRT2 (1)

3.—> 0(B>C) GRT3(2)[AUN]

4.0B>C)>B>oC GA2d

5.-B>C R3 (4, 3).

Zum Gluck fur die ,,axiomatischen Ehren” der Schlussregelformel, die hier und jetzt GR4 ist, wird diese Schluss-
regelformel im Beweis von GRT3 (siehe dort) unverzichtbar verwendet. Aber in Gegenwart von GA2d kénnte
AUN — also die Schlussregelformel, die hier und jetzt GRT3 ist — deduktiv dquivalent an die axiomatische Stelle

eben jener Schlussregelformel treten (und dann anstelle von ihr mit ,,GR4“ bezeichnet werden).}

Zusammenfassend ist also zu sagen: Ersetzt man in Alpha

A2 B,BoC—>C Modus ponens (MP)
R4 ILB>C=I—>B>C Deduktionsprinzip (DP)
durch

GA2a B,BoC—>C

GA2b —-BoB,—+(-BvC)D-BvC—>—-C>oC

GA2c —(B > C) — ——(B > C) o —(B > C) {GA2c ohne seine urspriingliche 1. Hilfte: ohne GA2c(i)}
GA2d —(—-BvC)o-BvC—>B>C

GR4 B—>C=>—->B>C

47 In Alpha ist diese Schlussformel [mit Alpha-Deutung] beweisbar.
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und fligt die Definitionen

GD1 o0 >0 =pef =0 Vv O {ohne echte Hinzufiigung wird hier nur der Name ,D1“ durch ,,GD1“ ersetzt}
GD2 Ooc=pef—0C>D0C

GD3 OG =Def—||:|—|0'

hinzu und lasst alles Ubrige von Alpha gleich, so geht der Kalkiil Gamma hervor. Bis vor der
Aufstellung von GA2d war Gamma nicht komplett, sondern wurde nur vom Ausgangspunkt
aus — Rest-Alpha [hier: Alpha schlicht ohne A2 und R4] + GA2a + GA2b + GR4 — immer weiter
komplettiert; nun aber jst der Kalkll komplett. Gamma enthalt die komplette S5-modale
Aussagenlogik samt der zugehorigen Logik der strikten Implikation als necessitierte materiale
Implikation. Nota bene: Es war zur Bildung von Gamma nicht nétig, die Formelsprache Sigma
um einen Grundausdruck zu erweitern.

Einen Kalkil, der die komplette S4-modale Aussagenlogik samt der zugehorigen Logik
der strikten Implikation als necessitierte materiale Implikation enthalt, erhdlt man hingegen,
wenn man wie eben angegeben verfahrt, aber bei GA2c von seiner urspriinglich angegebe-
nen Gestalt nicht die zweite Halfte (wie in Gamma), sondern die erste stehen lasst, also B
C—> =(B>C)>(B>C)an die Stelle von —(B o C) - ——(B o C) © —(B o C) setzt. Alles ibri-
ge Axiomatische ist ganz wie bei Gamma — mit Ausnahme nur der Listenbezeichnung des
einen Axioms, das, wie eben beschrieben, ein einziges Axiom von Gamma ersetzt: Wo
Gamma in der Bezeichnung dieses letzteren, ersetzten Axioms ,G“ hat (da damit ein Axiom
von Gamma bezeichnet wird), ist nun in der Bezeichnung jenes ersetzenden, neuen Axioms
,G*“ zu setzen; ,,GA2c” geht da also Uber in ,G*A2c”, denn der Kalkil, der wie gerade be-
schrieben gegenliber Gamma abgewandelt ist, ist nun eben Gamma*.

Man beachte (es ist besonders wichtig): In Gamma (und Gamma*, wie auch, natiir-
lich, in Alpha) ist das folgende Regelgesetz [,,zwei Regelgesetze in einem“] beweisbar: B — C
< — B> C, und das folgende: B— C <> — B > C [mit B > C =pef —B Vv C], woraus unmittelbar
das folgende weitere Regelgesetz [,zwei in einem”] hervorgeht: - B > C< — B > C. Aus

diesen bedingten Ableitbarkeitsgesetzen (Leseschema: ,Wenn diese eine Schlussformel in
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Gamma ableitbar [beweisbar] ist, dann auch diese andere“)*® kann man aber keineswegs
(auf keinem Wege) folgern, dass B © C <> B > C in Gamma ableitbar ist [anders gesagt: in der
Weise der zugehdrigen Logik — der Logik, von der Gamma eine Formulierung ist — logisch
valide ist]; vielmehr lasst sich diese letztere zweiseitige Schlussformel [oder: lassen sich diese
letzteren zwei Schlussformeln] — vollig an den genannten Regelgesetzen vorbei — in Alpha
beweisen [T8, D1], in Gamma aber nur B> C —> B> C [GT2], und B> C — B o C nun gerade
nicht.

Hier noch einige echtableitbare Schlussregelformeln sowie Theoreme von Gamma,

samt ihren Beweisen:

GRT6: A—>B =0A > 0B Bedingter Aufbau der Méglichkeit (BAUM)*°
1.A—>B Annahme

2. —B — —A RT3 (1)

3.0-B—>-A GRT4 (2)

4. -1-A —> —-[—-B RT3 (3)

5.0A — 0B GD3 (4)

GRT7:A—>(B=0A—>B Die Umkehrung von GRT5

1.A— (B Annahme

2. 0A — 00IB GRT6 (1)

3.-0B—» 0B GT8 {s5-Axiom}

4. -0-0B—B aus 3. wie im Beweis von (GS5)T1 {Brouwersches Axiom}
5.00B—>B GD3 (4)

6.0A —> B RT7 (2, 5)

{Mit GRT7 — ja schon mit seinem Einsetzungsfall A — CJA = 0A — A —und der ersten Hadlfte des urspriinglichen
GA2c kdnnte man dessen zweite Hélfte herleiten:

1.BoC—>0(B>C) Annahme [GA2c(i) in GD3-Formulierung]

48 Bedingte Ableitbarkeitsgesetze sind wie alle Gesetze (im Rahmen der Logik) ausschlieBlich mit logischer Vali-
ditdt befasst; das bedeutet relativ zu Gamma: ,,Wenn diese eine[n] Schlussformel[n] in Gamma ableitbar ist
[sind], dann ist es auch diese andere” besagt nichts anderes als ,,Wenn diese eine[n] Schlussformel[n] in der
Weise der Logik, von der Gamma eine Formulierung ist, logisch valide ist [sind], dann ist es auch diese andere”.
4 Vgl. GRT4: Bedingter Aufbau der Notwendigkeit (BAUN).
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2.0BoC)—>B>oC GRT7 (1) [A —» OA = OA — A reicht auch]
3.-0-(B>C)—>B>C GD3 (2)
4. -(BoC)—> O—(B>C) RT5 (3).

Der Kalkil, der wie Gamma ist, aber G*A2c [= GA2c(i)] statt GA2c [was schlussendlich, wenn auch nicht ur-
spriinglich, GA2c(ii) ist] hat und zudem A — CJA = OA — A als weiteres axiomatisches Regelgesetz, ist also mit
Gamma deduktiv dquivalent; denn es ist ja (was die andere Seite der deduktiven Aquivalenz angeht) nicht nur
A — OA = 0A — A, sondern auch B > C — (J(B o C) in Gamma beweisbar; sieche GRT7 und GT10. Mit anderen
Worten: Der Kalkil, der aus Gamma* hervorgeht, wenn Gamma* um A — (JA = 0A — A axiomatisch erganzt

wird, ist mit Gamma deduktiv dquivalent.}

GT12: -A>A—> A

1. —A>A, —A A GT1,R1
2. —A>A A A A1, R2, R1
3. —A>A DA R5 (2, 1)

GT13: - AD A O(=A>A)

1.-ADA—>(-A>A)  GT11

2.0(-A>A)>—A>A  GT3

3.-A>A->A GT12
4.0(-A>A) > A RT7 (2, 3)
5. 00(-A>A) > OA GRT4 (4)

6. J(—A>A) > O(—A>A) GT7
7.0(-A>A) > A RT7 (6, 5)

8.J(—A>A)>—-ADA  GD2(7)

Das Bemerkenswerte an GT13 ist, dass es ohne Heranziehung von GA2d beweisbar ist (wie
vorgefiihrt). GT11 und GA2d zusammen ergeben hingegen GT14, welches Theorem die Ver-
allgemeinerung von GT13 ist (aus welcher Verallgemeinerung dann wiederum der Inhalt von

GT13 unmittelbar gewonnen werden kann: als Einsetzungsfall):

GT14:A>B < OJ(A>B)
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1.A>B— J(A>B) GT11
2.0(A>B) >A>SB GA2d
3.A> B J(A>B) DEF<> (1, 2)

Es folgen zwei in Gamma beweisbare Schlussformeln, die nicht nur als typographisch diesel-
ben (wie ja jedes Prinzip von Gamma), sondern zudem als semantisch dieselben auch in
Alpha beweisbar sind (ihre jeweilige Alpha-bezogene Listenbezeichnung ware nach in Alpha
durchgefiihrten Beweisen von ihnen selbstverstindlich eine andere als ihre Gamma-

bezogene):

GT15: -A>-B—>B>A

1. ——Av —B, —B > ——A T12 {B v C, ~C — B: EP}
2. ——A v —B, B, =——B — ——A R2, R1 (1)

3.——Av —B,B—>——B T3, R2, R1

4. ——Av —B, B —> ——A R3 (2, 3)

5. ——A v —B, B, A —> A T2, R2, R1

6. ——A Vv —B, B> A R3 (5, 4)
7.—-A>—B,B— A GD1 (6)
8.—A>—B—>B>A GRT2 (7)

GT16:A>B —>—-B>-—-A

1.-AvB,—B—>—-A T12
2.—AvB—>—B>—A GRT2 (1)

{Fir die Ubersetzung der Beweise von GT15 und GT16 nach Alpha braucht man nur zu beriicksichtigen, dass die
Gamma-Definition GD1 in Alpha die gleichlautende und gleichbedeutende Definition D1 ist und dass das ver-
wendete in Gamma bewiesene Schema fiir Regelgesetze — mit Bezug auf Gamma ,,GRT2“ geheilen — mit der-

selben Semantik und derselben Typographie auch in Alpha beweisbar ist.}

Aufbauend auf die eben bewiesenen zwei Theoreme geht es weiter mit:
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GT1l7: - A>—-B—>B>A

1.-A>—-B—>B>A

2. J(—A>—-B) —> (B >A)
3. -A>—-B —> J(—A >—B)
4. -A>—B— O(B>A)
5.0(B>A)—>B>oA

GT18:AoB—>—-B>-A

1.A>B—> —-B>-A

2. J(A>B) > (=B >—A)
3.AoB— [J(A>B)

4. Ao B— O(—B>—-A)
5.0(—B>—-A) > —-B>—A

GT15
GRT4 (1)
GT11
RT7 (3, 2)
GA2d
RT7 (4, 5)

GT16
GRT4 (1)
GT11
RT7 (3, 2)
GA2d

RT7 (4, 5)

{Die Beweise der fir die (ausgezeichnete) strikte Implikation, d. h.: flr die strikte Implikation als necessitierte

materiale Implikation, unverzichtbaren (als logisch valide unverzichtbaren) Schlussformeln in GT17 und GT18

fUhren deutlich vor Augen, dass GA2d kein bloBes ,Schonheitsaxiom®, kein bloBer ,Inhaltsabrunder” ist, son-

dern vielmehr auch sonst an wichtiger Stelle entscheidend fungiert.}

GT19:A> A [0-A

1. 0-A0-A
2.—AD-A0-A
3. —AD-A>AD-A
4 AD-A—>—AD-A
5,Ao—-A—>[0-A

6. 0-A—>A>D—-A

7.A>-Ao 0-A

GT20: =(A D> —A) > 0A

Zweitdefinition der Unmdglichkeit
Al, DEF&
GD2 (1)
GT17 {,—A" fur ,A“, ,A“ fur ,B“}
GT18 {,—A" fur ,B“}
RT7 (4, 2) {von 2. wird ——A S —A — [J—A verwendet}
RT7 (2, 3) {von 2. wird nun O—A — ——A > —A verwendet}

DEF<> (5, 6)

Zweitdefinition der Méglichkeit
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1.AD-A—>O-A GT19 {1. Halfte}
2. =O0—-A > —(A > —A) RT3 (1)
3.0-A>AD—-A GT19 {2. Hilfte}
4. —(A>—A) > —-0-A RT3 (3)

5. —(A > —A) & —[J-A DEF<> (4, 2)

Es folgen —in Gamma bewiesen — verschiedene wichtige Modalprinzipien:

GT21: OJ(AAB)«<>JAA B J-lber-n-Verteilungsprinzip
1.LAAB—>A T9
2.AAB—>B T9

3.0(AAB)—> A  GRT4(1)
4.CAAB)—IB  GRT4(2)

5.0(AAB)—>OAACB RT2 {rist J(AAB)} (3, 4)

6.A,B—>AAB A5

7.A—>B>AAB GRT2 (6)

8.0A— O(B>AAB) GRT4 (7)

9.0(B>AAB),0B— J(AAB) GT4 {O(A > B), OJA — 0IB; Einsetzungsfall}

10.0JA, 0B, OJ(B>AAB) > J(AAB)  R2,R1(9)
11.0JA, 0B —> (B> A A B) R2 (8)
12.0A, OB —>J(AAB)  R3(10, 11)

13.0AA B —> T(AAB) R7 {leeresT} (12)

14. (A AB) <> TJAATIB  DEF< (5, 13)

1.0-0C — —=0cC GT3
2. 01C - —O—0C RT4 (1)

4.C— O0cC GT7 {S4-Axiom; in Gamma und auch schon in Gamma* beweisbar}
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5.0C — O=0-0C RT7 (4, 3)

1. -0C— O-0C GT8 {S5-Axiom; nur in Gamma beweisbar, nicht in Gamma*}

2.-0-0C—>C aus 1. wie im Beweis von (GS5)T1 {Brouwersches Axiom; nur in Gamma
beweisbar, nicht schon in Gamma*}

3.0-0-0Cc—0cC GRT4 (2)

GRT8: I’ > C= O[I'l > C Generalisierter Aufbau der Notwendigkeit (GAUN)

1.T'>C Annahme

2.A(IN)—>C R7 (1) {sooft schrittweise von rechts nach links in I angewandst, bis die

Satzformelfolge I" vollstandig in eine Satzformel verwandelt ist; bei leerem I" ist A(I") die Satzformel B > B, und
2. geht aus 1. durch R2 hervor; ist I" nur eine einzige Satzformel, dann ist A(I') diese Satzformel, und 2. ist eine

Wiederholung von 1.}

3.0A(N —» OC GRT4 (2) {,0A()“ ist nicht etwa selbst eine Satzformel, sondern beschreibt
schematisch — als metasprachlicher Ausdruck — eine Satzformel einer bestimmten
Gestalt: O(B o B) oder 0o oder O(c1 A 62) oder (o1 A (624 63)) oder (o1 A (024

(o3 A ©4))) oder ...}

4, 0J[I'l - 3c aus 3., und zwar wie folgt:

Wenn T leer ist, dann ist die Satzformelfolge CI[I"] leer; wenn I" hingegen nicht leer ist,
sondern o1 ... oy ist, dann ist (J[I'] die Satzformelfolge (o1 ... OJop; also fir n = 1 die
Satzformel (Joy; fur n = 2 die Satzformelfolge o1, OJoy; etc.

Wenn T leer ist, dann ist zudem OA(I") die Satzformel OJ(B = B), da dann A(I') B > B ist
[siehe oben die Erlauterung zu 2.], und man geht von 3. nach 4. wie folgt vor:

3. (B> B)— C

3.1. —>0(B>B) Al, GR4, GRT3

32 - 0cC R3 (3, 3.1), also: 4. O[I'] - OC.

Wenn T nicht leer ist, dann ist zudem CJA(I") die Satzformel CJo1 oder die Satzformel (o1 A

o) oder die Satzformel CJ(o1 A (02 A 03)) oder die Satzformel (J(o1 A (024 (03 A 64))) oder ...
[etc.]; und man geht von 3. bis 4. wie folgt vor:

Wenn n =1, dann hat man:
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3. Ooc1— OC, also: 4. [I'] —» OC.

Wenn n = 2, dann hat man:

3. O(c1A02)— OC

3.1 Ooc1 A Oo; —> O(c1A02)  GT21 {,von rechts nach links“}
3.2 Ooc1 A Ooc;— 0OC RT7 (3.1, 3)

33 oy, Jo, — 0OC RT14 (3.2), also: 4. O[] — OIC.

Wenn n = 3, dann hat man:

3. O(c1 A (02 A03)) > 3C

3.1 Ooc1 A (o2 03) > O(o1 A (02 A 63)) GT21

3.2 Ooc1A O(c2A03)—> OC RT7 (3.1, 3)

3.3 Oo1, O(c2 A03) > C RT14 {uvua} (3.2)

34 Oo1, Jo2 A Oosz >0(o2 A 63) GT21, R2,R1

3.5 Oo1, OJo2 A Oo3z — 0OC RT7{,A—>B;T,B>C=T,A—>C}(3.4,3.3)

3.6 oy, oz, Oos — 0C RT14 (3.5), also: 4. O[] — CIC.

Wenn n =4, dann hat man:

3. O(oc1 A (02 A (03 A04))) > OC

3.1 Ooc1 A (o2 A (03 A62)) > (o1 A (024 (03 A Ga))) GT21
3.2 Ooc1 A (o2 A (03 A0a)) = OC RT7 (3.1, 3)

33 Oc1, (o2 A (03 A 04)) > OC RT14 (3.2)

3.4 Oo1, Jo2 A O(o3 A 64) > (024 (03 A G1)) GT21,R2,R1
35 Oc1, Jo2 A O(o3 A c4) > C RT7 (3.4, 3.3)

3.6 Oc1, Joz, (o3 A c4) > OC RT14 (3.5)

3.7 Oo1, Joz, Oo3z A OJos — (03 A C4) GT21,R2,R1

3.8 Ooc1, Oo, Jos A Ooa — 0OC RT7{I,A—>B;I,B>C=TI,A—>C}(3.7,3.6)
3.9 Oo1, Do, Oos, Jos — OC RT14 (3.8), also: 4. O[I'] — OC.
Usw. usf.

Es ist ersichtlich, dass man fiir beliebige n > 1 [wo n die Anzahl der selbststéandigen, bei n > 2
durch Komma abgeteilten, Satzformelvorkommnisse in I" ist] nach Durchfiihrung der aus den
angegebenen Beispielen herauslesbaren repetitiven Prozedur im Anschluss an

3. OA() —» 0OC
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am Ende immer dastehen hat:

3. Ooi... 0oy, — OC, also: 4. O[I'] - OC.

Der Beweis fur das Schema GRT8 von Regelgesetzen ist hiermit abgeschlossen, denn alle zu
berlicksichtigen Falle sind behandelt und jeweils zum ihnen entsprechenden Beweisziel
gefuhrt worden [bzw.: dessen Erreichen ist wenigstens unfehlbar absehbar gemacht

worden].

{Es ist der Beachtung wert, dass GRT3 [AUN, die Gamma-Reprasentation der axiomatischen Satzregelformel
von T, des alethisch-modallogischen Basiskalkils] ein spezieller Fall von GRT8 ist: GRT8 bei leerem I'; ebenso ist
das liberaus nitzliche Regelgesetz GRT4 [BAUN] ein spezieller Fall von GRT8: GRT8 bei eingliedrigem I". AuRer-
dem sei darauf hingewiesen, dass GT4 [PN, also die Gamma-Reprasentation des T-Axioms, das zu dem durch
ABN — GT3 — Gamma-reprasentierten T-Axiom hinzukommt] mit GRT8 so gut wie unmittelbar aus der A2-
Analogie fiir Gamma — GT1 — gewonnen werden kann: Ausgehend von GT1, dessen Beweis von keinem Prinzip,
das Gamma eigentlimlich ist, Gebrauch macht (nicht einmal die Definition GD1 ist ja Gamma eigentimlich, da
sie aufseiten von Alpha unter dem Namen ,D1“ ebenfalls figuriert), ist nur einmal R1 einzusetzen, bevor GRT8
zum Einsatz kommt und das erwiinschte Ergebnis liefert.>® Bei GRT8 handelt es sich also um ein ziemlich leis-
tungsfahiges und dabei elegantes Prinzip — zumal es GA2b ersetzen kann: (B, (J(B > C) — (JC, erhélt man ja
mit GRT8 noch unmittelbarer als GT4 aus (einem Einsetzungsfall von) GT1 (die Anwendung von R1 kann man
sich nun sparen), und GA2b ist nichts anderes als eine Formulierungsvariante von (JB, (J(B > C) — (JC,
allerdings keine nebensachliche, sondern eine grundlegende, namlich eine Formulierungsvariante, bei der die
gemaR GD1 und GD2 definierten Ausdriicke vollstindig durch die zugehorigen definitorisch primitiven
Ausdrucke ersetzt sind: =B > B, —=(—B v C) > =B v C — —C o C. Es ist ersichtlich: Der Kalkiil Gamma mit GAUN
// GA2b ist deduktiv dquivalent mit Gamma. Und offensichtlich gilt auch: Der Kalkil Gamma* mit GAUN //

GA2b ist deduktiv dquivalent mit Gamma*.}

GRT9:I,B>C=0T]1—>B>oC Deduktionsprinzip der strikten Implikation (DPSI)

1.I,B—>C Annahme
2.I'>B>C GRT2 (1)
3.0[I1— 0O(B>C) GRT8 (2)
4.0[l'],O(B>C) >B>C GA2d,R2,R1

5.0[]—>B>C R3 (4, 3)

50 Fiir die prdmissenlose Version von PN [siehe die zweite Halfte von GT4] braucht man zusétzlich noch die R4-
Analogie fiir Gamma; diese kann in Gamma ebenfalls hergeleitet werden, ohne von Prinzipien Gebrauch zu
machen, die Gamma eigentiumlich sind (siehe GRT2).
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Fligt man einem der vertrauten alethisch-modallogischen Satzformelkalkiile das Axi-
om A > A hinzu, so ,kollabiert” das System jedes Mal in die wahrheitsfunktionale Aussa-
genlogik (bzw. im pradikatenlogischen Fall — bei entsprechendem Satzformelkalkil — in die
elementare Pradikatenlogik). Wie steht es diesbezliglich bei Gamma und Gamma*?

Hat man A — (JA als zusatzliches Axiom,*! so ist A > B — [(J(A > B) ein Einsetzungsfall
davon. Mithin erhalt man wegen GA2d [spezifisch wegen —(—A v B) > —A v B — A O B, alias
(J(A>B) > A > B] und RT7: A > B — A D B. Mit Letzterem ist nun aber die Regel R4 beweis-
bar (Uber die Regel GR4 hinaus):

1., A—>B Annahme

2.I'>A>B GRT2 (1)

3. A>B>A>B mitA>B—>A>BundR2,R1

4.T>A>oB R3 (3, 2).

Angesichts dessen, dass wir in Gamma und Gamma* A2 gewissermalien schon haben —
namlich als GA2a —, ist dieser Beweis von R4 alles, was notig ist, um Gamma und Gamma* in
Alpha kollabieren zu lassen: Die gegeniber Alpha deduktiv schwacheren Kalkile Gamma
und Gamma* werden also durch Hinzufligung von A — [JA als weiterem Grundprinzip zu
Kalkiilen, die mit Alpha deduktiv dquivalent sind (und darum auch untereinander); es ist
dann nicht nur alles, was in Gamma bzw. Gamma* beweisbar ist, auch in Alpha beweisbar,
sondern auch umgekehrt ist alles, was in Alpha beweisbar ist, auch in Gamma bzw. Gamma*
beweisbar — und zwar nicht nur in typographischer Hinsicht, sondern auch in semantischer;
denn insbesondere ist dann in Gamma und Gamma* — wie in Alpha — A > B <> A > B be-
weisbar, und zwar ohne dass ,—“ oder ,v*“, durch welche Konstanten ,>“ gemal GD1 und
gemals D1 definiert ist, in Gamma bzw. Gamma* auf der einen Seite und Alpha auf der an-
deren Seite jeweils verschiedene Bedeutungen hatte.

Freilich muss man hier genauer von einem Hinaufkollabieren von Gamma und
Gamma* in Alpha sprechen: Diese Kalkile, die zunachst deduktiv schwacher als Alpha wa-
ren, werden zu Kalkilen, die mit Alpha deduktiv dquivalent sind. In den gewéhnlichen Dar-

stellungen der alethischen Modallogik mit (J als Grundoperator hat hingegen die Tatsache,

51 Oder stattdessen: — A o (JA. Ob man A — (JA oder — A o (JA nimmt, ist gleichgiiltig, denn in Gamma bzw.
Gamma* ist nicht nur GR4 ein Grundgesetz, sondern auch die Umkehrung von GR4, - B > C = B — C, beweis-
bar: 1. - B o C [Annahme]; 2. B — B © C [R2 angewendet auf 1.]; 3. B, B > C — C [GA2a]; 4. B — C [R3 ange-
wendet auf 3. und 2.].
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dass [J ein logischer Grundoperator ist, zur Folge, dass ein entsprechender alethisch-
modallogischer Kalkil deduktiv stérker ist als der wahrheitsfunktional-aussagenlogische bzw.
elementar-pradikatenlogische Kalkil, aus dem er durch Hinzufligung von J als Grundopera-
tor samt den zugehdérigen Grundprinzipien entstanden ist. Die axiomatische Hinzufligung von
A — [JA [oder von — A D [JA, oder in gewdhnlichen alethisch-modallogischen Satzformel-
kalkiilen von A © CJA, was in diesen Kalkilen mit A > OJA — also: —A v (JA — deduktiv dquiva-
lent ist] zum modallogischen Kalkil bedingt dann ein Hinunterkollabieren: Zwar ist dann im
modallogischen Kalkil (mit CJ) immer noch mehr beweisbar als im nichtmodallogischen (oh-
ne (), aber der Operator (J ist nun im modallogischen Kalkil als Gberflussige , Kruste” er-
kannt und kann (berall entfernt werden: eine Formel ,ohne Kruste” ist beweisbar dquivalent
mit der je gegebenen Formel ,mit Kruste” (gleichgiiltig, wie die Kruste ausfillt). Ubrig bleibt

—nach dem Entfernen der tberflissigen Kruste — rein der nichtmodallogische Kalkdl.

{Nicht nur die Hinzufligung von A — (JA bzw. von — A > (JA fihrt zum Kollaps von Gamma und Gamma* in
Alpha, sondern auch die Hinzufiigung von — A > (JA; letztere Hinzufiigung kommt namlich der Hinzufiigung
von — A D [JA gleich: Wegen GT2 und R3 hat man: - A > (JA = — A > (JA; und aus — A > (JA ergibt sich
umgekehrt mit GRT3: — CJ(A > (JA), also mit GA2d und R3: — A o (JA, und mithin hat man auch: —» A > (JA
= — A > (JA. Alternativ — und weniger aufwendig — kann man auch argumentieren, dass die Hinzufligung von

— A >[JA der von A — (JA gleichkommt (wegen GRT2 und RT13 [mit ,>“ statt ,0“]).}

Hier noch zwei im alltaglichen modallogischen SchlieRen immens niitzliche elementa-

re Theoreme (die als elementare sowohl in Gamma wie in Gamma* beweisbar sind):

GT24: (A, 0B —> O(A A B) 1. Prinzip der Méglichkeitserweiterung
1.A,A>—-B—>—B GT1

2.0A, O >—B) — T—B GRTS8 (1)

3.0A, —=00—-B — (A > —B) RT3 {AUKP} (2)

4, -(-Av —-B)—>AAB T11 {A A B < —(—A v —B)}

5. —(AAB)—>—Av —B RT5 {LkP} (4)

6. <(AAB)—>A>—B GD1 (5)

7. O—(A A B) = (A >—B) GRT4 (6)
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11. CIA, 0B — O(A A B) GD3 (10)

{Zum Namen ,1. Prinzip der Mdoglichkeitserweiterung” wiirde wohl besser — rein asthetisch — die folgende

Schlussformel passen: OA, (JB — O(A A B). Diese letztere Schlussformel erhalt man aus GT24 wie folgt:

1. (B, 0A > O(B A A) GT24 [namlich ein Einsetzungsfall davon]

2.0A, 0B — O(BAA) R1 (1)

3.BAA—>AAB T17b [UKOM, namlich ein Einsetzungsfall davon]
4.0(B AA)—> O(AAB) GRT6 (3)

5.0A, (B A A) > O(A AB) R2, R1 (4)

6. 0A, OB — O(A A B) RT7 (2, 5).

Umgekehrt lasst sich GT24 in der eben beschriebenen Weise — mutatis mutandis — auch aus dem Theorem OA,
(OB — O(A A B) gewinnen. Die Angabe eines von GT24 unabhéangigen Beweises fir OA, (DB — O(A A B) sei Le-

sern Uberlassen.}

GT25: 0A,A>B > 0(AAB) 2. Prinzip der Mdglichkeitserweiterung
1.A,A>B—>B GT1

2.A,A>B—>A Al, R2

3.A,A>B—>AAB RT2 (2, 1)

4.A>B,A—>AAB R1 (3)

5.A>B,<(AAB)—>—A RT3 (4)

6.0(A>B), J~(AAB)—>J—A  GRTS(5)

7. (A > B), =—A —> —=J—(A A B) RT3 (6)
8. OA, CJ(A > B)—> O(A A B) R1, GD3 (7)
9.0A, ASB— (J(A>B) GT11, R2, R1
10. OA, A> B — O(A A B) RT7 (9, 8)

{Das an die Gestalt von GT24 angepasste Korollar von GT25 sieht so aus: B 5 A, 0B — O(A A B). Diese letztere
Schlussformel erhalt man aus GT25 wie folgt:

1.0B,BD>A—>9(BAA) GT25 [ndmlich ein Einsetzungsfall davon]

2.BoA 0B—>0BAA) RI1(1)
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3.BAA—>AAB T17b

4.0(BAA)—> O(AAB) GRT6 (3)

5.BoA,0B,0(BAA) > O(AAB) R2,R1(4)

6.B> A, 0B — O(A AB) R3 (5, 2).

Aus dem Theorem B D A, 0B — O(A A B) lasst sich in der eben beschriebenen Weise — mutatis mutandis —
wiederum GT25 gewinnen. Die Angabe eines von GT25 unabhéngigen Beweises fir B > A, 0B — O(A A B) sei

Lesern Uberlassen.}

Und damit auch das Brouwersche Axiom nicht ohne Listenplatz herumirrt, obwohl es doch —
oder besser gesagt: seine Schlussformel-Aquivalente — in Gamma beweisbar ist (wie ldngst

deutlich geworden ist), sei sein offizieller Beweis nachgeholt:

GT26: —=0—=O0A > A; 0CJA > A Brouwersches Axiom
1. -0A—-> 0O-0A GT8 {S5-Axiom}

2.-0-0A—>0A RT5 {LkP} (1)

3.0JA>A GT3

4. —O0-0OA—>A RT7 (2, 3)

5.00A—>A GD3 (4)

{Vgl. den Beweis von (GS5)T1. Eine Anwendung von GR4 auf 4. und dann auf 5. erbringt weitere zwei Schluss-
formel-Aquivalente des Brouwerschen Axioms. Zudem: Die Schlussformeln A — (3—=—A und A — TJ0A kdnn-

ten ebenfalls als ,, Brouwersches Axiom“ bezeichnet werden; sie sind unter Verwendung von GT26 leicht be-

weisbar:

1.-0-0-A > —-A GT26 [Einsetzungsfall]
2.A—> 0-0-A RT6 [ABKP] (1)
3.A— I0A GD3(2).}

Als Schlusspunkt schlieRlich seien die folgenden drei Theoreme gesetzt, die zusammenge-
nommen zeigen, dass die (Logikern) intuitiv einleuchtende Bedeutungsanalyse von ,Es ist
notwendig, dass A“ durch ,Dass A, wird davon, dass wenn A, dann A, strikt impliziert” in

Gamma und auch schon in Gamma* eingeholt wird: Diese Analyse ist in diesen Systemen
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beweisbar dquivalent mit der durch GD2 ausgezeichneten Bedeutungsanalyse von ,Es ist

notwendig, dass A“ durch ,,Dass nicht-A, impliziert strikt, dass A“:

GT27a:JA—>D>SA

1.0A>A GT3
2.0A,D—A R2 (1)
3.0A>D>A GRT2 (2)

4.00A - 0(D>A) GRT4 (3)

5. 0A— O0A GT7 {s4-Axiom}
6.0(D>A)—>D>A GA2d
7.0A—>0(D>A) RT7(5,4)

8.JA> DDA RT7 (7, 6)

GT27b: (A A DA A

1.(ADA) DA ADA—>A GA2a,R1
2.A—>A Al

3. >ADA GR4 (2)
4. (ADA)DA>ADA R2 (3)
5. (ADA) DA A R3 (1, 4)

6.0(A>A)>A)—> A GRT4(5)
7.(ADA)DA—>OJ((ADA)DA)  G*A2c {in Gamma*; GT10 in Gamma; Einsetzungsfall}
8. (ASA)SA— A RT7 (7, 6)

GT27c:O0A O (ADA) DA

1. (ASA) > A—> A GT27b
2.0A—>(ADA)DA GT27a {Einsetzungsfall}
3. 0AG (ADA) DA DEF<> (2, 1)

{Also ergibt sich mit GD2: —A D> A <> (A D A) D A. Aber auch—-AD> A <> (A>A) D Aist ein Theorem:

GT27balt: (A>A) D A— A GT27calt: OA & (A>A)DA

1.(A>A) DA A>A>A GA2a, R1 1.(A>A)DA—> OA GT27balt
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2.A—>A Al 2.0A—> (A>A)DA GT27a [Einsetzungsfall]
3.>A>A GRT2 (2) 3.0A (A>A)DA DEF<> (2, 1).

4. (A>A)DA—>A>A R2 (3)

5.(A>A)DA—>A R3 (1, 4)

6. J((A>A)DA)—> OA GRT4 (5)

7.(A>A)>DA—> O((A>A)>A) G*A2c [oder GT10]
8. (A>A) DA — A RT7 (7, 6).
Man beachte schliefllich, dass (JA <> c > A ein [doppelseitiges] Theorem von Gamma bzw. Gamma* fir jede

Satzformel o ist, fur die — ¢ in Gamma bzw. Gamma* beweisbar ist. Der Beweis dafiir ist — nach den zuletzt

gegebenen Beweisparadigmen — leicht.}
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4. Der Kalkul Delta der intuitionistischen Aussagenlogik, und

der Kalkul Delta*

Der Kalkiil Delta geht aus dem Kalkil Alpha dadurch hervor, dass R5 durch IR5 ersetzt wird,

alles Ubrige bei den Grundprinzipien aber gleichbleibt:
IR5*2 I'B—>—-C=TI,C—>—B

IR5 ist [bis auf die simultane Ersetzung von , A“ durch ,B“ und von ,B“ durch ,,C“, die deduk-
tiv auswirkungslos ist] RT4 (RKP) unter den echtabgeleiteten Prinzipien von Alpha. Hiermit
ist klar, dass jedes Prinzip von Delta auch ein Prinzip von Alpha ist. Ist jedes Prinzip von
Alpha auch ein Prinzip von Delta? Dies ware genau dann der Fall, wenn das inhaltliche
Schnittgesetz — ISG: das Grundprinzip R5 in Alpha — in Delta herleitbar ware. Ist es das? Ver-
suchen wir, es herzuleiten.

Zundachst ist festzustellen, dass bzgl. Delta ISG mit TND [T1 in Alpha] ohne Verwen-

dung von IR5 deduktiv daquivalent ist:

1.I,B—>C Annahme

2.I',—-B—>C Annahme

3.T,Bv—B—C R6 (1, 2)

4.—>Bv—B TND

5. >Bv—-B R2 {eventuell mehrfach angewendet oder auch gar nicht benétigt} (4)

52 Die Voranstellung von ,1“ (fir ,intuitionistisch®) wird hier gegeniiber der eigentlich filligen Voranstellung von
,D“ (als Delta-Kennzeichnung) préaferiert. Alle Axiome, Theoreme und axiomatischen und theorematischen
Schlussregelformeln von Alpha — oder Schemata von solchen —, in deren Beweis ISG [R5 in Alpha] keine direkte
oder indirekte Rolle spielt (noch, folglich, ein mit ISG relativ zum Restkalkiil als deduktiv dquivalent erwiesenes
Prinzip), deren Beweis also ,frei von ISG/R5” ist, werden ohne ,1“-Kennzeichnung, sondern mit ihrer Alpha-
Kennzeichnung als Delta-Prinzipien Ubernommen. [Wobeij die Alpha-Kennzeichnung stets leer ist: In der Listen-
bezeichnung der Alpha-Prinzipien ist ja, dass sie zu Alpha gehoéren, aufgrund der Fundamentalitdt von Alpha
nicht durch ein eigenes Zeichen vermerkt.] Die ,|“-Kennzeichnung hingegen wird am Anfang der Listenbezeich-
nung eingesetzt bei dem Delta-Grundprinzip IR5, und sobald ein Prinzip unter direkter oder indirekter Verwen-
dung von IR5 (letztere ist gegeben beim Einsatz von Prinzipien, die mithilfe von IR5 echtabgeleitet sind) eigens
in Delta bewiesen ist. [Es kann vorkommen, dass ein Delta-Prinzip — als Delta-Prinzip — zwei Delta-
Listenbezeichnungen hat: eine mit einer Alpha-Listenbezeichnung identische, und eine unter Voranstellung von
,1“ gebildete. Das ergibt sich, wenn das Prinzip auf beiden der hier soeben beschriebenen zwei Wege bewiesen
ist.] Es kann besondere Griinde geben, die ,I1“-Kennzeichnung auch bei Nichtvorliegen ihrer Voraussetzungen
einzusetzen: siehe IT9.
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6.’ > C R3 (3, 5) — womit nun mit TND ISG hergeleitet ist.
1.B—>Bv—-B A4
2.—-.B—>Bv-—-B A4
3.>Bv—B ISG (1, 2) — womit nun mit ISG TND hergeleitet ist.

Deduktiv dquivalent ist bzgl. Delta zudem TND mit EDN [T2 in Alpha], was nun allerdings

keine Sache von wenigen Schritten ist und woran IR5 sehr wohl beteiligt ist:

1. -A>AVv-A A4

2. ~(Av—A) > =(Av—-A) Al

3.Av—-A—> —=(Av—-A) IR5 (2)

4, —A —> ——(A v —A) RT7 (1, 3) {RT7 ist in Alpha frei von ISG [R5] bewiesen}
5A->Av-A A4

6. A—> ——=(Av—-A) RT7 (5, 3)

7.—(Av—-A) > —A IR5 (6)

8. -(Av—-A)—> ——A IR5 (4)

9.-A, ——A > —(ADA) A3

10. (A v —A), A > ——A R2 (8)

11. ~(Av —A), —-A, =——A > =(A D A) R2, R1(9)

12. 5(Av —A), -A > —=(ADA) R3 (11, 10)

13. 5(Av —-A) > =(ADA) R3 (12, 7)

14 Ao A— ——(Av—A) IR5 (13)

15.->ADA T5 {T5 ist in Alpha frei von ISG [R5] bewiesen}
16. > ——(A v —A) R3 (14, 15)

17. —(Av —-A) > Av —A EDN {n&mlich ein Einsetzungsfall von EDN}
18. > Av —A R3 (17, 16) — womit nun mit EDN TND hergeleitet ist.
1.-Bv—-B TIND

2.—B,-B—>B A3,R1

3.——B,B—>B Al, R2,R1
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4, —B,Bv—-B—>B

R6 (3, 2)
R2 (1)

R3 (4, 5) — womit nun mit TND EDN hergeleitet ist.

Deduktiv dquivalent ist bzgl. Delta zudem EDN mit LKP [RT5 in Alpha]:

1.-A—>—-A Al

2. —A A LKP (1) {LKP: T, =A — B = I', =B — A; durch die Einsetzung von ,,—A" fiir ,B“ erhalt
man: T, —=A - —A =T, ——A — A; T ist im vorliegenden Fall leer} — womit nun
mit LKP EDN hergeleitet ist.

1., -A—B Annahme

2.-B—>—-B Al

3.B—>——B IR5 (2)

4.T,—-A,B—>——B R2,R1(3)

5I,-A—>——B R3 (4, 1)

6

8.1,—-B,—A—>A

IR5 (5) {IR5: T, B > —C =T, C — —B; durch die Einsetzung von ,—A“ fiir ,,B“ und
von ,—B“ fur ,,C” erhdlt man: ', -A > —B =1, -B > ——A}

EDN
R2, R1(7)

R3 (8, 6) — womit nun mit EDN LKP hergeleitet ist.

Deduktiv dquivalent ist bzgl. Delta schlieRlich auch LKP mit ABKP [RT6 in Alpha]:

1., -A—>B
2.-B—>—-B
3.B—> —B

4.1, —-A,B—> ——B
5T,—-A— ——B

6., -B—>A

Annahme

Al

IR5 (2)

R2, R1 (3)

R3 (4, 1)

ABKP (5) {ABKP:T', =B — —A = T', A — B; durch simultane Einsetzung von
LA fiir ,B“ und von ,—B“ fiir ,A“ erhilt man: T, =A »> ——B =T, =B — A}

—womit nun mit ABKP LKP hergeleitet ist.
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1.T,—-B—> —A Annahme

2., —A—>B LKP (1) {LKP: T, =A — B = TI', —B — A; durch simultane Einsetzung von ,B“ fiir
,A“und von ,—A” fur ,B“ erhdlt man:IT', =B > -A =T, —A — B}

3., -A—> —A Al, R2,R1

4.T,A—> —A IR5 (3)

5., A—>B RT7 (4, 2) {RT7:T,A—> B; T, B— C=T, A — C; durch die Einsetzung von

,——A“far ,B“ und von ,B“ fur ,,C* erhdlt man: ', A > —A; I, -—A > B =

I, A— B} — womit nun mit LKP ABKP hergeleitet ist.

Kann man ISG, TND, EDN, LKP oder ABKP in Delta beweisen? Kann man eins von diesen fiinf

in Delta beweisen, so kann man alle fiinf in Delta beweisen; kann man eins von diesen fiinf

in Delta nicht beweisen, so auch alle finf nicht.

Die betrachtete Familie der Delta-bezogenen deduktiven Aquivalenz ldsst sich weiter

vergroRern; denn deduktiv dquivalent ist EDN bzgl. Delta auch mit GIS2 [RT9 in Alpha]:

A3,R1
GIS2 (1) {GIS2: T, =A = —(B o B) = I = A; durch die Einsetzung von
,,—|—|A” fur ,,F" erhalt man: —|—|A, —A > —|(B ) B) = A > A} - WOm't

nun mit GIS2 EDN hergeleitet ist.

1.T, -A—> —=(B>B)
2.I'BoB—>——A
3. ' >B>oB
I ——=—A

o U b

IT—oA

Annahme
IR5 (1)

T5, R2

R3 (2, 3)
EDN, R2, R1

R3 (5, 4) — womit nun mit EDN GIS2 hergeleitet ist.

Mit der Beweisbarkeit in Delta von einem Prinzip aus ISG, TND, EDN, LKP, ABKP, GIS2 sind sie

alle in Delta beweisbar; und mit der Nichtbeweisbarkeit in Delta von einem Prinzip aus ISG,

TND, EDN, LKP, ABKP, GIS2 sind sie alle in Delta nicht beweisbar.
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Andererseits sind in Delta beweisbar: trivialerweise RKP [RT4 in Alpha, IR5 in Delta;
das Pendant zu LKP], und sowohl IDN [T3 in Alpha; die Umkehrung von EDN] als auch GIS1
[RT8 in Alpha; das Pendant zu GIS2] und GIS3 [RT10 in Alpha], das zudem mit RKP — IR5 —

relativ zum Rest der Axiomatik von Delta deduktiv aquivalent ist:

T1:A> ——A; > AD——A IDN
1. -A—>—A Al

2.A—>—A IR5 (1)

3. >AD>—A R4 (2)
IRTla:[LA—>—(BoB) =T —> —-A GIS1
1.I', A—> —(B>B) Annahme
2.I'BoB—>—-A IR5 (1)

3.7>B>B T5, R2

4.T > —A R3 (2, 3)

IRTib: A —-A=>T > —A GIS3
1.T,A—> —A Annahme

2.T, A, —A — —(B > B) A3, R2, R1

3.T,A—> —(B>B) R3(2,1)
4.1T,BoDB—>—A IR5 {RKP} (3)
5. >B>oB T5, R2

6.7 > —A R3 (4, 5)

{Umgekehrt ergibt sich RKP — alias IR5 in Delta — mit GIS3 [und Rest-Delta: Delta schlicht ohne Grundprinzip
RKP/IR5] wie folgt:

RKP:I',B—>—-C=1,C—> B

1.I,B—> —C Annahme
2.C,-C—>—B A3
3.T,B,C—>—C R2 (1)
4.T,B,C,-C—> —B R2, R1(2)
5.T,B,C— —B R3 (4, 3)
6.1,C,B—>—B R1 (5)
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7.T,C—>—B GIS3 (6).
Beim Schritt von 6. nach 7. ist die fir die Anwendung von GIS3 relevante Satzformelfolge nicht I', sondern T, C.
,I'“ steht ja in GIS3, wie auch sonst, fur eine beliebige endliche Folge von Satzformeln — deshalb auch fiir eine

beliebige solche Folge, die um ein Vorkommnis von ,,C“ verlangert ist.}

Wir kénnen aufgrund von IRT1b und der Anmerkung dazu festhalten: Delta mit GIS3 // RKP
ist deduktiv daquivalent mit Delta (welcher Kalkil ja RKP unter dem Namen ,,IR5“ als Grund-

prinzip fihrt).

{Man beachte in diesem Zusammenhang, dass GIS3 bzgl. Rest-Delta [Delta unter Weglassung von RKP/IR5 und
mit keiner Hinzuftigung] mit (a) I’, A — B; I'’, A—> —B = I' — —A deduktiv dquivalent ist, GIS3+EDN hingegen
mit (b) I, —=A — B; I', =A —» —B = I' — A. Denn links auf der Seite im Folgenden ist die Herleitung in Rest-
Delta von (a) mit GIS3, und umgekehrt von GIS3 mit (a); rechts auf der Seite ist die Herleitung in Rest-Delta von

(b) mit GIS3+EDN, und umgekehrt von EDN und GIS3 mit (b):

1.I’A—>B Annahme 1.I'-A—>B Annahme
2.I’A—> —B Annahme 2., -A—> —B Annahme
3.T,B,-B—>—A A3,R2,R1 3.T,B,—-B—> ——A A3,R2,R1
4.T,B,A— —B R2, R1(2) 4.T,B,—A— —B R2, R1(2)
5.1,B,A,—B—> —A R2, R1 (3) 5.T,B,—-A,—B—>——A R2,R1(3)
6.1,B,A—> —A R3 (5, 4) 6.1,B, -A—> ——A R3 (5, 4)
7.T,A, B> —A R1 (6) 7.T, —A, B > ——A R1 (6)
8.T,A—>—A R3(7, 1) 8.T,-A—> ——A R3(7,1)
9. > —A GIS3 (8) 9. > —A GIS3 (8)

10.T, ——A—> A EDN, R2, R1
1.T,A—> —A Annahme 11.T—> A R3 (10, 9)
2.I,A—>A Al,R2,R1
3.'>—-A (a) [,A” fur ,B“] (2, 1). 1.—A -A—>A A3,R1

2. /A, —-A—>-A Al,R2,R1

3.—A—>A  (b)[[ist,——A“ ,Afir,,B“] (1, 2)

1.T,A—> —A Annahme
2., —A—>A EDN mit (b) bewiesen, R2, R1
3., =—A > —A RT7 (2,1)
4.7, —A > ——A Al,R2,R1
5. > —-A (b) [,,—A“ far ,A“, ,—A" fur ,B“] (3, 4).

In Anbetracht des vor dieser Anmerkung bereits Gezeigten ergibt also die Hinzufligung von (a) zu Rest-Delta

einen mit Delta deduktiv dquivalenten Kalkiil; die Hinzufigung von (b) zu Rest-Delta hingegen ergibt einen mit
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Alpha deduktiv dquivalenten Kalkil. Denn bzgl. Rest-Delta [identisch mit Rest-Alpha: hier Alpha unter Weglas-
sung von ISG/R5 und mit keiner Hinzufligung] laufen die folgenden sechs alternativen Hinzufligungen zu Rest-
Delta [m. a. W.: Rest-Alpha] wie gezeigt deduktiv auf dasselbe hinaus: (b), GIS3+EDN, RKP+EDN, RKP+TND,
TND, ISG; Rest-Delta + ISG ist nun aber Alpha.}

AuRBerdem ist beweisbar in Delta:

IRT2: I, A—>B=T1,—-B—> —A AUKP {die Umkehrung von ABKP; RT3 in Alpha}
1., A—>B Annahme

2.I''A,B—>——B IT1, R2, R1

3.A—> —B R3(2,1)

4.T,—-B > —A IR5 (3)

{AUKP wird in Kapitel 1 unter Verwendung von R5 bewiesen: siehe den Beweis von RT3.}

Und bemerkenswerterweise ist auch das Folgende in Delta beweisbar:

IT2: > ——(A v —A) Doppeltnegiertes TND (DNTND)

{Der Beweis dafiir ist oben bereits gefiihrt: im ersten Teil des Beweises der deduktiven Aquivalenz bzgl. Delta

von TND und EDN; siehe dort Zeile 16. Selbstverstandlich ist DNTND auch in Alpha beweisbar.}

Wie bemerkenswerterweise auch dies [IRT3a und IRT3b]:

IRT3a: I, B—>C, I', -B—>C=1 —» —=—C Schwaches inhaltliches Schnittgesetz (SISG)

1.I,B—>C Annahme
2.I',—-B—>C Annahme
3.T,-C—> —B IRT2 (1)
4.T,-C—> —-—B IRT2 (2)

5.—-B, —B —> —(B>B) A3

6.1, —-C,—B > ——B R2 (4)

7.1, —-C, —B, =—B — —(B > B) R2, R1(5)
8., —-C,—B —> —(B>B) R3 (7, 6)
9.T,-C—> —(B>B) R3 (8, 3)
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{Ein anderer Beweis fiir IRT3a, und zwar ohne Anwendung von IRT1a:

IRT3a: I,B>CI,-B>C=I —>—-C

1.I'B—>C Annahme
2.I,-B—>C Annahme
3.I'Bv—B—>C R6 (1, 2)

5.T, —=—(B v —B) = ——C IRT2 (4)

6.T — ——(B v —B) IT2, R2

6. > ——C R3 (5, 6)}.

IRT3b: I, B—>—-CTI,-B>-C=I —>-C ISG fiir Negationen (NISG)
1.T,B—> —C Annahme

2.I',—-B —> —C Annahme

3. ' 5> ——C IRT3a {,—C“ fur,,c} (1, 2)

4.1, ——C —> —=C IT4, R2, R1 {IT4 wird gleich im Folgenden bewiesen, als simple Konsequenz aus
IT1 und IRT2}
5.' > —=C R3 (4, 3)

{NISG, wie ja auch schon GIS3, ist relativ zum (hier relevanten) Rest von Delta [ndmlich: Delta bei bloRer Weg-
lassung des Grundprinzips RKP/IR5] deduktiv dquivalent mit RKP. Dass NISG sich in Rest-Delta + RKP/IR5 [also:
in Delta] ergibt, ist schon gezeigt; umgekehrt ergibt sich RKP wie folgt in Rest-Delta +NISG:

RKP:I',B—>—-C=1I,C—> B

1.I''B—> —C Annahme
2.T,C,—-B—>—B Al,R2,R1
3.IB,C,-C—>—B A3, R2,R1
4.1,B,C—>—C R2 (1)
5.1,B,C— —B R3 (3, 4)
6.1,C,B—>—B R1 (5)
7.T,C—>—B NISG (6, 2).

Beim Schritt von 6. und 2. nach 7. ist die flir die Anwendung von NISG relevante Satzformelfolge nicht I", son-
dern T', C. ,I'” steht ja in NISG, wie auch sonst, fir eine beliebige endliche Folge von Satzformeln — deshalb

auch fur eine beliebige solche Folge, die um ein Vorkommnis von ,C” verlangert ist.}
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Wir kénnen aufgrund von IRT3b und der Anmerkung dazu festhalten: Delta mit NISG // RKP
ist deduktiv dquivalent mit Delta.

Aus dem weiter oben Gesagten ist ersichtlich: Wenn man in Delta —A — A (EDN)
als Theorem hétte oder wenigstens ——(A v —A) — A v —A — denn dieser Einsetzungsfall von
EDN wiirde auch schon reichen, da sich mit ihm (angesichts von IT2 und R3) - A v —A erga-
be —, so fiele Delta mit Alpha deduktiv zusammen und ware nichts anderes als eine andere
Formulierung der wahrheitsfunktionalen Aussagenlogik. Aber es ist nicht zu sehen, wie die
Schlussformel ——A — A oder die mit ihr bzgl. Delta deduktiv dquivalente Schlussformel — A
v —A [oder die mit — A v —A bzgl. Delta deduktiv dquivalente Schlussformel ——(A v —A) —
A v —A] in Delta — folglich ohne axiomatische Setzung von ISG, sondern nur mit axiomati-
scher Setzung von RKP — bewiesen werden kénnte, zumal beide Schlussformeln [bzw. alle

drei] bzgl. Delta deduktiv dquivalent mit ISG sind.

{EDN ist T2 aufseiten von Alpha und wurde da unter Verwendung von R5 bewiesen; und IDN ist T3 aufseiten

von Alpha und wurde da ebenfalls unter Verwendung von R5 bewiesen:

EDN in Alpha: IDN in Alpha:

T2: =—A > A, > —ADA T3:A> ——A, > AD——A

1. ——A,A—>A Al,R2,R1 1.A, -A—>——A A3
2.—A -A>A A3,R1 2.A,—A—> A Al,R2,R1
3. —A—>A R5 (1, 2) 3.A—> A R5 (1, 2)
4, > —-——ADA R4 (3). 4. > A>—A R4 (3).

Aber wahrend beim Beweis von IDN in Delta R5 [ISG] sich als durch IR5 [RKP] ersetzbar erweist, sieht man beim
Versuch, EDN in Delta zu beweisen, dass diese Ersetzung da nicht funktionieren kann:
EDN in Delta: IDN in Delta [und abermals in Alpha]:

2.A— ——A IRS (1)

Ausgehend von —A — —A brauchte man in Delta LKP, um wie im Beweis von IT1 vorgehen zu kénnen, um EDN
zu gewinnen; aber LKP — das (wie gezeigt) bzgl. Delta mit ISG deduktiv dquivalent ist — hat man da eben nicht

(offenbar nicht) zur Verfliigung, sondern nur RKP, alias IR5.}

Was sich aber in Delta wiederum sehr wohl beweisen lasst, ist dies:
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1.A, —A A A1, R2

2.A—> ——ADA R4 (1)

3. A, —A > A A3

4, —-A—>—-—ADA R4 (3)

5. > ——(——ADA) IRT3a {SISG} (2, 4)

{K6nnte man also in Delta den reflexiven Einsetzungsfall von EDNs pramissenloser Variante beweisen: —
——=(——A D A) D (——A D A), so fielen abermals Alpha und Delta deduktiv zusammen. Denn mit dem besagten
Einsetzungsfall und IT3 erhdlt man in Delta (unter Verwendung von A2, R1, R2, R3): > ——A D A, d. h.: die pra-
missenlose Variante von EDN, also auch ——A — A (wegen RT13) — mit allen schon aufgewiesenen Konsequen-

zen.}

Und dies:

1. -A—> ———A IT1 {Einsetzungsfall}
3. —A—>—A IRT2 (2) {die gefolgerte Schlussformel ist SEDN: Schwaches EDN}

Und das Folgende ist nichts weiter als ein Einsetzungsfall von IT4:

Sequenzen des Negationszeichen lassen sich also in Delta sehr wohl beweisbar kiirzen, und
zwar so, wie es aus IT4 und IT5 ersichtlich ist: bis auf ein ,—“ im Fall von ungeradzahligen
solchen Sequenzen, bis auf zwei ,—“ im Fall von geradzahligen — aber eben nicht weiter:
nicht (offenbar nicht) bis zur Elimination von ,—".

Ich gehe im Folgenden davon aus, dass EDN (ob als —A — A oder, genauso gut, als
— ——A D A) in Delta nicht beweisbar ist — was sicherlich keine unbegriindete Annahme,
sondern jenseits verniinftigen Zweifels ist. (Eine weitere Untermauerung dieser Annahme

wird im nachsten Kapitel geboten.) Damit ist klar (angesichts des weiter oben Ausgefiihrten),
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dass ISG, TND, LKP, ABKP und GIS2 in Delta ebenfalls nicht beweisbar sind, sodass Delta eine
erhebliche Abschwachung von Alpha ist.

Nicht in Delta beweisbar ist z. B. auch —(——A > A) - ——A D A, denn sonst ware ja
wegen IT3 und R3 — ——A D A, also EDN, in Delta beweisbar. Da es jedoch Einsetzungsfalle
von EDN gibt, die sehr wohl in Delta beweisbar sind [siehe IT4 und IT5, bei beiden Theore-
men die Von-links-nach-rechts-Halfte], stellt sich die Frage, ob es nicht auch Einsetzungsfalle
von TND gibt, die in Delta beweisbar sind. Die Delta-deduktive Aquivalenz von TND und EDN
|asst das vielleicht erwarten. Ist insbesondere — —A v ——A ein solcher in Delta beweisbarer
Einsetzungsfall [per ,—A“ fur ,A“] von TND?>3

Zur Beantwortung dieser Frage sei zundchst gesagt: Man kommt beim Beweisversuch
gut bis zu > ——(—A v ——A), welche Schlussformel aber nichts weiter als ein Einsetzungsfall
der oben schon bewiesenen Schlussformel — ——(A v —A) ist (siehe IT2). Daraus ergabe sich
mit ——(—A v —A) > —A v ——A (und R3) das Erwilinschte; aber wie ware denn nun dieser
Einsetzungsfall von EDN in Delta zu beweisen?

Tatsachlich ist nicht zu sehen, wie— —A v ——A in Delta beweisbar sein konnte; doch
ein Beweis fiir die Nichtbeweisbarkeit in Delta dieser Schlussformel fehlt bislang — und sei es
nur ein Beweis unter der gerade eben festgemachten Voraussetzung, dass EDN und seine
erwiesenen Delta-deduktiven Aquivalente ISG, TND, LKP, ABKP, GIS2 in Delta nicht beweis-
bar sind.

Wie gesehen sind ISG und TND bzgl. Delta deduktiv dquivalent:

1.I,B—>C Annahme
2.I',—-B—>C Annahme

3.I,Bv—B—>C  R6(1,2)

4. - Bv—B TND

5. >Bv—-B R2, R1 (4)

6.’ > C R3 (3, 5) — womit nun mit TND ISG hergeleitet ist.

1.B—>Bv—-B A4

53 Alle anderen reinen Negationsspezialisierungen von TND [mit ,A“]: &> ——A vV ———A, = ———A vV ————A,
— ————A v —————A, usw. reduzieren sich auf der Grundlage der Prinzipien von Delta, insbesondere gemal

IT4, ITS und T17a (also der ,oder“-Kommutativitdt), auf — —A v ——A.
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3.>Bv—B ISG (1, 2) — womit nun mit ISG TND hergeleitet ist.

Aus diesem Beweis lasst sich [per uniforme Substitution: ,,—B“ fiir ,,B“] leicht ablesen, dass
auchI', -B—> C, I', =—B > C =1 — C und—> —B v ——B bzgl. Delta deduktiv dquivalent
sind. Das Schema I', =B — C; I', —B — C = I' — C fiir Schlussregelformeln ist nun offen-
sichtlich keineswegs ISG, sondern eine Spezialisierung davon, ebenso wie (auf andere Weise)
NISG eine Spezialisierung von ISG ist (nicht aber SISG: es kann nicht durch uniforme Substitu-
tion aus ISG gewonnen werden). NISG ist in Delta beweisbar und bzgl. des verbleibenden
Delta ein deduktives Aquivalent von RKP, dem Delta-Grundgesetz IR5: siehe IRT3b plus Zu-
satzbemerkung. Es sieht jedoch nicht danach aus, dassI', =B > C; I, =—B > C=1 — Cin
Delta beweisbar ist, sondern danach, dass es dort nicht beweisbar ist, und zwar, ohne dass
es bzgl. Delta mit ISG deduktiv dquivalent ware. Von daher konnte manI’, =B — C; I', =——B
— C=1T — C, d. h.: das vornverminderte inhaltliche Schnittgesetz (VISG), oder vorzugsweise
sein Delta-deduktives Aquivalent - —B v ——B, d. h.: das schwache tertium non datur
(STND), den Grundgesetzen von Delta hinzufligen, damit zu Delta* Ubergehen, und wirde
trotzdem nicht einen Kalkil erhalten, der deduktiv dquivalent zu Alpha ware. Die Lage ware
also im Blick auf die eine Stelle in den Grundgesetzen, in dem die Kalkiile Delta, Delta* und

Alpha voneinander abweichen, diese:

Bei Alpha: I'B—C; T, -B= CJ[ISG]
Bei Delta*: I'B—>—-C=T,C— —Bund —> —B v ——B [RKP und STND]
Bei Delta: I,B—>—-C=T,C— —B[RKP]

Oder indem unter den Namen ,Delta” und ,Delta*“ von mit Delta bzw. Delta* eigentlich nur deduktiv dquiva-
lenten Kalkiilen ausgegangen wird und man sich — fiir Vergleichszwecke vorteilhaft — rein auf Schnittgesetze

konzentriert:

Bei Alpha: I,B—>C,I,—-B= CI[ISG]
Bei Delta*: I'B—>-CI,—-B>—-C=I—>—-CundIl,-B—>C; T, =——B — C=T — C[NISG und VISG]
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Es sieht nicht danach aus, dass ISG eine Konsequenz von NISG zusammen mit VISG in Delta* wéare (wodurch
Delta* mit Alpha zusammenfallen wiirde), oder dass VISG sich aus NISG in Delta ergdbe (wodurch Delta* mit

Delta zusammenfallen wiirde).

Die Schlussformel —- —A v ——A [oder — —B v ——B; es ist gleichgiltig] ist, wie ge-
sagt, das schwache tertium non datur: STND. Wie TND ist STND in Delta nicht beweisbar (da-
rauf weist alles hin). Mit STND lasst sich — anders als mit TND (siehe oben in diesem Kapitel)
— EDN auf der Grundlage von Delta nicht mehr gewinnen; ersetzt man in der oben angege-
benen Delta-basierten Herleitung von EDN aus TND TND durch STND, so bekommt nur noch
eine Herleitung von ———B — —B [eine ganz andere als die aus dem Beweis von IT4 ersichtli-
che], nicht aber eine von ——B — B. Die Herleitung jedoch bzgl. Delta von TND auf der Basis
von EDN (siehe oben in diesem Kapitel) vereinfacht sich bei zusatzlicher hypothetischer Her-

anziehung von STND ganz erheblich; statt 18 Schritte braucht man nur noch 7:

2.A—>Av—A A4
3.——A—>Av—A RT7(1,2)

4.—A—>Av—A A4
5.-Av—-——A—>Av—A  R6(43)
6.>—-Av——A  SIND

7. Av—A R3 (5, 6)

{Trivialerweise verwandelt die Hinzufligung von EDN zu Delta* Delta* genauso in Alpha (genauer gesagt: in
einen mit Alpha deduktiv dquivalenten Kalkil), wie dieselbe Hinzufligung Delta in Alpha verwandelt; denn
Delta* enthalt ja deduktiv Delta, wobei beide Kalkiile ihrerseits deduktiv in Alpha enthalten sind. Es ist nur so,
dass flur Delta*, wo STND ein zusatzliches Grundgesetz ist, dieses Ergebnis erheblich leichter als fiir Delta er-
langt werden kann; wenngleich selbstverstandlich auch der schwerere Weg zur Verfiigung steht, namlich, in-

dem man sich in Delta* ausschlieRlich auf Delta-Mittel beschrankt.}

Es sei in diesem Zusammenhang im Nachzug zu schon erfolgten Deduktionen aus
wichtigen Griinden (siehe die zugehorigen, gleich folgenden Anmerkungen) noch ausdrick-

lich festgehalten:
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IRT4a: —|—|(A\/—|A) —>AVv-A=>—>AVv-A

IRT4b: 5> AV-»A=>——A>A

{Das sind — ,ausnahmsweise” — direkt présentierte Regelgesetze, und nicht zunachst Regelgesetzschemata
(wobei Regelgesetzschemata in diesem Buch aus Griinden der Konvenienz ebenfalls ,Regelgesetze” genannt
werden). Die Delta-Beweise fiir IRT4(a) und IRT4(b) sind zu entnehmen den zwei Deduktionen zu Anfang dieses
Kapitels, die der Darlegung der Delta-deduktiven Aquivalenz von TND und EDN dienten. Man beachte (es ist
wichtig), dass die erste dieser Deduktionen (die 18-schrittige) nicht etwa zeigt, dass —A > A = > A v —A
eine in Delta beweisbare Schlussregelformel ist; denn ——A — A [EDN] ist gar keine Annahme jener Deduktion,
sondern tatsachlich (siehe Zeile 17) ist eine Annahme von ihr nur ——(A v —A) — A v —A [also ein einschrdn-
kender Einsetzungsfall von EDN]. Die erste jener Deduktionen zeigt deshalb nur, dass wenn ——A — A eine in
Delta beweisbare Schlussformel wdre, dass dann auch — A v —A eine in Delta beweisbare Schlussformel wadre,
aber nicht dass —A — A = — A v —A eine in Delta beweisbare Schlussregelformel ist. (Die zweite jener bei-
den Deduktionen hingegen verwendet tatsdachlich TND ganz ohne einsetzungsfallbedingte Einschréinkungen als
Annahme und zeigt deshalb nicht nur, dass wenn — A v —A in Delta beweisbar wdre, dass dann auch ——A —
A eine in Delta beweisbare Schlussformel wdre, sondern zudem, dass > A v —A = ——A — A eine in Delta
beweisbare Schlussregelformel ist.)

Hatte man —A — A = — A v —A — und eben nicht bloB ——(A v —-A) > Av -A=> > Av —-A-als
beweisbar in Delta, so ware es Ubrigens Gberhaupt kein Problem STND in Delta zu beweisen. Denn ——A —
—A = — —A v ——A ist ja ein Einsetzungsfall von —A > A = — A v —A [,,—A” uniform fur ,A“]. Also wiirde in

Delta wegen IT4 (spezifischer: der 3. Zeile im Beweis von IT4) — —A v ——A [STND] folgen.}

{Allgemeiner ist zu den Verhaltnissen, die in der unmittelbar vorausgehenden Anmerkung exemplarisch ange-
sprochen wurden, das Folgende zu sagen (wobei mit ¥ =« " zum Ausdruck gebracht sei, dass die Schlussre-
gelformel y = " im Schlussformelkalkiil K beweisbar ist, mit =«: ¢~ hingegen, dass die Schlussformel %" in K
beweisbar ist). Sei © bzw. p eine Schlussformel, die zu K als beweisbares Prinzip hinzugenommen wird:

Aus = x folgt nicht generell T =« y, aber aus p =« .~ folgt sehr wohl generell =k+p: %". Z. B. folgt
auS =pelta + —A > A —> A V—A (was ja gilt, wie wir gesehen haben) nicht —A — A =peita —> A v—A; aber aus —
A v—A =peita ——A — A (was ebenfalls gilt, wie wir gesehen haben) folgt im Sinne des eben angesprochenen
generell bestehenden Folgerungsverhaltnisses sehr wohl =peita + > Av-a: =—A — A. Durch die erste der beiden
Deduktionen zu Anfang dieses Kapitels — die in der vorausgehenden Anmerkung schon angesprochen wurden —
ist gezeigt: ——(A v —A) > A v —A =>peita = A v —A [durch die zweite hingegen — A vV—A =peita —A — A],
damit auch =pelta + ——(Av -A) > Av —-a: —> A v —A (im Sinne des des eben angesprochenen generell bestehenden
Folgerungsverhaltnisses), damit aber auch =peita+ —a »>a: = A v —A, weil =——(A v —A) > A v —A ja ein Einset-
zungsfall von —A — A ist. AUS =pelta+—A - A: —> A vV —A kann man aber mitnichten ——A — A =pelta > A V—A

folgern; denn —A — A = — A v—A ist keine in Delta beweisbare Schlussregelformel (sonst ware die Beweis-
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barkeit von STND in Delta — bei seiner doch gegebenen Nichtbeweisbarkeit in Delta — die unausbleibliche Folge,
wie in der vorausgehenden Anmerkung schon dargelegt wurde).

Die generelle Problematik dessen, aus =k+x: ¢ ohne Weiteres © =« y folgern zu wollen, lasst sich auch
durch ein einfacheres, aber strukturell zu dem bislang betrachteten Beispiel exakt parallelles Beispiel aufzeigen.

Eine einfache Deduktion zeigt ndmlich > A A —A =peita = C:

1.A,-A—>C A3
2.AA—A>C R7 (1)

3. >AA—-A Annahme
4. >C R3 (2, 3).

Also gilt auch =peita + > A A —a: = C, damit aber auch =peita + > ax8: = C, weil > A A —A ja ein Einsetzungsfall

von — A A B ist; oder anschaulich als konkrete Deduktion realisiert:

1.A,-A—>C A3

2.AA-A>C R7 (1)

3. >AA-A Einsetzungsfall von > A A B
4. >C R3 (2, 3).

Hieraus — aus =peita+ —»A A 8: = C — kann man aber mitnichten — A A B =peita > C folgern; denn > AAB = —
C st keine in Delta beweisbare Schlussregelformel (sonst ware die Beweisbarkeit von — C in Delta — bei seiner
doch gegebenen Nichtbeweisbarkeit in Delta — die unausbleibliche Folge, denn - (A A) A (A D A) = — Ciist
ein Einsetzungsfall von - A A B = — Cund — (A > A) A (A D A) ist eine in Delta beweisbare Schlussformel.
Der rein beweistechnische Grund dafiir, dass — A A B =peita — C nicht resultiert, ist aber, dass in der eben
angegebenen zugehorigen Deduktion, welche prima facie — A A B =peita — C zu zeigen scheint, die Schluss-

formel — A A B gar nicht als Annahme verwendet wird, sondern nur ihr Einsetzungsfall > A A —A.}

Das Ausmald der Abschwachung von Alpha zu Delta sei noch ein wenig weiterver-
folgt. In Delta sind im Gleichklang mit Alpha die folgenden Schlussformeln beweisbar, wah-
rend ihre jeweiligen Umkehrungen, im Ungleichklang mit Alpha, in Delta nicht beweisbar

sind:

IT6: AV B—> ﬁ(—|A AN ﬁB)

{Siehe den [Alpha-]Beweis von T10 bis zur 5. Zeile. Im fraglichen Beweisabschnitt werden aulRer RT4, alias RKP,
alias IR5, nur Alpha-Prinzipien verwendet, die frei von R5 [ISG] bewiesen sind [sei es qua Grundprinzip oder
gua echtbewiesen]. Folglich ist die Kennzeichnung des durch den Beweisabschnitt gegebenen Delta-Theorems

Iu

mit 1, also als eines der eigentimlichen Delta-Theoreme, gerechtfertigt, sobald nur in der
Beweiskommentierung ,RT4“ durch ,IR5” ersetzt ist (vgl. dazu FuBnote 52). [Der typographische Inhalt von
T10, 1. Halfte, kann aber nicht auch unter der Bezeichnung , T10, 1. Halfte” als Delta-Prinzip gefiihrt werden;
denn RT4 — im fraglichen Alpha-Beweis in der 2. und 4. Zeile verwendet — ist in Alpha Uber RT3 von R5

abhangig (siehe die zu den beiden Regelgesetzen gehdrigen Beweise), sodass R5 in jenem Beweis indirekt eine
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Rolle spielt, und zwar auch schon in seinen ersten fiinf Zeilen.] Die Umkehrung, —(—A A —B) — A v B, ist
deshalb nicht in Delta beweisbar, weil sonst — bei Beweisbarkeit dieser Schlussformel in Delta — durch den
Einsetzungsfall =(—A A ——A) — A v —A von ihr wegen der Beweisbarkeit von — —(—A A ——A) in Delta [um —
—(—A A ——A) zu beweisen, braucht der Beweis von IT11 bloR leicht modifiziert zu werden] auch - A v —A in

Delta beweisbar ware — welche Schlussformel nun aber gerade nicht in Delta beweisbar ist.}

IT7: AAB—> ﬁ(—|A Vv ﬁB)

{Siehe den Beweis von T11 ab der 6. Zeile bis zur 11. Zeile. Im fraglichen Beweisabschnitt werden aulRer RT4,
alias RKP, alias IR5, und RT3, alias AUKP, alias IRT2, nur Alpha-Prinzipien verwendet, die frei von R5 [ISG] be-
wiesen sind. Die Kennzeichnung des durch den Beweisabschnitt gegebenen Delta-Theorems mit ,1“ ist also
gerechtfertigt, sobald nur in der Beweiskommentierung ,, RT4“ durch ,IR5“ und ,, RT3 durch ,IRT2 ersetzt ist.
Die Umkehrung, —(—A v —B) — A A B, ist deshalb nicht in Delta beweisbar, weil sonst auch —(—A v —=A) > A A
A in Delta beweisbar ware [als Einsetzungsfall], also wegen der Beweisbarkeit in Delta von ——A — —(—=A v —A)
[siehe unten] und von A A A — A [ein Einsetzungsfall von T9, welches Theorem nur mit Alpha-Prinzipien, die
frei von R5 bewiesen sind, bewiesen ist] mit RT7 (passend angewendet) auch —A — A in Delta beweisbar
ware, welches Schlussformel nun aber gerade nicht in Delta beweisbar ist. Der noch nachzutragende Beweis

von ——A —> —|(—|A \ —|A)

1.—A— —A Al
2. A > —A Al

3. AV —A > —A R6 (1, 2)
4. ——A—> —(—Av —A) IRT2(3).}

IT8: Ao B—>—-B>-—-A

1.AoB,A—>B A2,R1
2.AoB,AB—>——B IT1, R2, R1
3.AoB,A—>——B R3(2,1)
4. ADB,—B—>—-A IR5 (3)
5. AoB—>—-B>—-A R4 (4)

{Die Umkehrung — —B > —A — A D B — ist deshalb nicht in Delta beweisbar, weil sonst wegen der Beweisbar-
keit von —A — ———A in Delta auch —A — A in Delta beweisbar wére, diese Schlussformel aber nun eben

nicht in Delta beweisbar ist:

1.-A—> ———A IT1

2.5 —A>D———A R4 (1)

3. AD———A—>—-——ADA Einsetzungsfall von —B > —A — A D B [als beweisbar supponiert]
4. > ——ADA R3 (3, 2)
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5.-—A—>A RT13 (4) — RT13 ist frei von R5 in Alpha bewiesen}

IT9: - AvB—>A>DB

{Siehe den Beweis von T8 bis zur 3. Zeile. Im fraglichen Beweisabschnitt werden nur Alpha-Prinzipien verwen-
det, die frei von R5 [ISG] bewiesen sind; deshalb wird die Schlussformel —A v B — A > B unter der Listenbe-
zeichnung ,T8, 2. Halfte” auch als Delta-Prinzip geflhrt (siehe zu diesem Vorgehen FulRnote 52). Die mit der
»1“-Kennzeichnung versehene Listenbezeichnung ,,IT9” wird ihr aber zusatzlich verliehen, weil es sich bei dem
vorliegenden Theorem um eine fir Delta héchst markante, den Kalkil gegen Alpha, Gamma und Gamma*
abgrenzende Angelegenheit handelt: wegen der Nichtbeweisbarkeit in Delta der Umkehrung des Theorems (die
in Alpha, Gamma und Gamma* beweisbar ist!). Die Umkehrung — A > B — —A v B —ist deshalb nicht in Delta
beweisbar, weil sonst ja auch A> A — —A v A in Delta beweisbar wire, also wegen den Alpha/Delta-Prinzipien
T17a und RT7 auch A > A — A v —A, woraus sich mit den Alpha/Delta-Prinzipien T5 [> AD> AJund R3 > A v

—A in Delta ergeben wirde. Aber — A v —A [TND] ist in Delta nicht beweisbar.}

{—=A v B — A D B ist also ein Beispiel fiir eine Schlussformel, die als Delta-Prinzip eine doppelte Listenbezeich-
nung hat: , T8, 2. Halfte” und ,IT9”. Allerdings kommt ihr die ,,1“-Kennzeichnung nur ,ehrenhalber” zu (siehe die
vorausgehende Anmerkung und FuRnote 52, letzter Satz). In Ermangelung eines schon vorhandenen Beispiels
fiir die in FuBnote 52 als moglich behauptete, nicht bloB ,ehrenhalber” erfolgende Bezeichnungsdopplung sei

hier ein Beispiel konstruiert:

In Alpha: In Delta:

TIN: =Av —B,B—> —A ITN:—Av —B,B—> —A

1.B,-A —> —A Al, R2,R1 1.-Av —B, B, —B—> —A T12 [Einsetzungsfall], R2, R1
2.B,—-B—>—-A A3 2.-Av—-B,B—>——B IT1, R2,R1
3.B,—-Av—-B—>—-A R6 (1, 2) 3.-Av—B,B—>—A R3 (1, 2).

4. —Av —B, B — —A R1 (3).

Zundchst: Die rechte Deduktion ist eine Deduktion in Delta, denn T12 — das Alpha-Theorem, das in dieser De-
duktion verwendet wird — ist frei von R5/ISG bewiesen (und also unter der Bezeichnung ,T12“ nicht nur ein
Alpha-, sondern auch ein Delta-Prinzip. Weiterhin: Der Schlussformel —A v —B, B — —A als in Alpha wie vor-
gelegt bewiesener Schlussformel ist die Listenbezeichnung , TN“ zu geben, hingegen als in Delta wie vorgelegt
bewiesener Schlussformel wegen IT1, welches Theorem mithilfe von IR5 bewiesen ist, die Listenbezeichnung
JTN™ (welches arabische Numeral mit ,N“ bzw. ,N™ konkret gemeint ist, richtet sich nach dem konkreten
Platz der Schlussformel in der jeweiligen konkreten Liste von Theoremen). Schlieflich: Da im gegebenen Alpha-
Beweis von —A v —B, B — —A R5/ISG keine Rolle spielt (keine direkte und auch keine indirekte), ist die Listen-
bezeichnung ,, TN“ auch fiir —A v —B, B — —A als Delta-Theorem in Geltung — neben der davon verschiedenen

Listenbezeichnung ,,ITN“.}

IT10: A>B — —(AA—B)
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1.A,A>B,—-B—>B A2, R2
2.A,A>B,—B,B——(C>C) A3, R2, R1
3.A,ADB,—-B— —(C>C) R3(2,1)
4.A>B,A —B—>—(C>C) R1(3)
5.A5B,AA—B——(C>C) R7 (4)
6.A>B— —(AA—B) IRT1a (5)

{Die Umkehrung, —(A A —B) — A D B, ist deshalb nicht in Delta beweisbar, weil sonst auch —(——A A —A) —>
——A D A in Delta beweisbar wire, also wegen der Beweisbarkeit von — —(——A A —A) in Delta [siehe gleich
anschlieBend IT11], auch - ——A D A, also mit RT13 auch ——A — A — was nun aber in Delta gerade nicht be-

weisbar ist.}

1. —A, —-A —> —(B > B) A3,R1
2.—AA—-A—>—=(BDB) R7(1)
3.BoB—>—=(—AA—=A) IR5(2)
4. - B>oB T5

Die zu beobachtende ,Vereinseitigung” der intuitionistische Aussagenlogik setzt sich auch
bei den Regelgesetzen fort. In der wahrheitsfunktionalen Aussagenlogik — in Alpha — ist das
doppelseitige Regelgesetz A <> B < —A <> —B beweisbar; in der intuitionistischen

Aussagenlogik —in Delta — nur das Regelgesetz A <> B = —A <> —B:

IRTS:A>B=-A<—B

1.A-B Annahme
2.A—>B DEF<> (1)
3.B—>A DEF<> (1)
4. -B — —A IRT2 (2)
5.—-A—> —B IRT2 (3)

6. -A <> —B DEF< (5, 4)
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{Die Umkehrung, —A <> —B = A <> B, ist deshalb nicht in Delta beweisbar, weil sonst wegen der Beweisbarkeit
in Delta von —(A © A) <> —(A v —A) — siehe gleich anschlieBend IT12 —auch A > A <> A v —A in Delta beweis-
bar ware, also wegen der Beweisbarkeit von — A S A in Delta auch — A v —A in Delta beweisbar ware — wel-

che letztere Schlussformel nun aber gerade nicht in Delta beweisbar ist.}

Doch hat das Ausbleiben von Alpha-Doppelseitigkeiten in Delta auch seine Grenzen:

1. +(ADA),ADA—>—(Av—A) A3 Rl

2. 5(ADA)>ADA T5, R2

3. 5(ADA) > —(A v —A) R3 (1, 2)

4. —(Av —A), ——(Av —A) > =(ADA) A3

5. —(A v —A) > ——(A v —A) IT2, R2

6. (A v —A) > =(ADA) R3 (4, 5)

7. 2(ADA) & (A v —A) DEF< (3, 6)

Auler IT12 gibt es noch andere ,lberraschende” gemeinsame [typographisch gemeinsame]
doppelseitige Prinzipien bei klassischer wahrheitsfunktionaler und nichtklassischer intuitio-

nistischer Aussagenlogik, bei Alpha und Delta:

1.Av B— —(—AA—B) IT6

2. —AA—B—> —(AvB) IR5 (1)

3.3.A—>AvVvB A4

4. —(AvB) > —A IRT2 (3)

5.B—>AvB A4

6. —(A v B) > —B IRT2 (5)

7.-(AvB)—>—-AA—-B RT2 (4, 6) {RT2 ist auch ein Delta-Regelgesetz}
8. «(AVB)<>—AA—B DEF< (7, 2)

1. (A v B) <> —A A —B IT13
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Im Unterschied zu —(A v B) <> —A A —B ist nun aber ,erstaunlicherweise” dessen Dual —(A A
B) <> —A v —B nicht in Delta beweisbar, sondern nur die eine Seite davon: —A v —B — —(A

A B):

IT15: —Av —B —»> —(A A B)

1.AAB—A T9
2.AAB—B T9
3.-A—>—(AAB) IRT2(1)
4.—B——(AAB) IRT2(2)

5. A v =B —> (A A B) R6 (3, 4)

{Die Umkehrung, —(A A B) — —A v —B, ist deshalb nicht in Delta beweisbar, weil sonst STND in Delta beweis-

bar wére (das aber in Delta nicht beweisbar ist):

1. ~(AA—A) > —-Av——A Einsetzungsfall von —(A A B)— —A v —B [als beweisbar supponiert]
2. >—(AA—-A) ein Delta-Theorem [man ersetze im Beweiskommentar von T13 ,RT4“ durch ,,IR5“]

IT16: =(AAB)<>AD>—B

1.AA>D—-B—>—-B A2
2.A,B—> —(A>—B) IR5 (1)
3.AAB—>—(AD>—B) R7 (2)

4. A>—B—>—=(AAB) IR5 (3)
5.A,B—>AAB A5

6.A, —(AAB)—> —B IRT2 (5)
7.-(AAB),A— —B R1 (6)

8. —-(AAB)>AD—-B R4 (7)

9. -(AAB)>AD—B DEF<> (8, 4)

1.-(AAB)<>AD—B IT16
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IT18: AA—B > —(A>DB)

1.A,A>B—B A2
2. A, —B — —(A > B) IRT2 (1)
3.AA—B—>—(ADB) R7 (2)

Was folgt, ist die Beinahe-Umkehrung von IT18 (aber eben nur die Beinahe-Umkehrung):

1.B,A—>B Al, R2
2.B>A>B R4 (1)
3.4(A>B)—>—B IRT2(2)
.—A,A—>B A3, R1
.—A—>A>B R4 (4)
.—~(A>B)—>——A IRT2(5)

N oo o b

Wire sowohl die Umkehrung von IT18 als auch die Umkehrung von IT19 in Delta beweisbar,
so ware wegen RT7 in Delta auch beweisbar: =—A A =B — A A —B, und also als Einset-
zungsfall davon in Delta beweisbar: —A A —(——A A =A) &> A A =(——A A —A), woraus sich
(unter Beriicksichtigung von IT11 und anderen Delta-Prinzipien) die Beweisbarkeit in Delta
von EDN ergadbe; EDN ist aber in Delta nicht beweisbar. Doch welche der beiden fraglichen
Umkehrungen, —-(A > B) - A A =B und —A A —B — —(A D B), ist nun in Delta nicht be-
weisbar? Es sind ja nicht beide in Delta beweisbar (weil sonst es auch EDN ware). Oder sind
gar beide in Delta nicht beweisbar? Prima facie liegt das Letztere nahe. Doch tatsachlich ver-

halt es sich anders, denn die Umkehrung von IT19 ist in Delta beweisbar:

1.AoB,A—>B A2, R1
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3. +—A, —B,ADB > —A R2, R1(2)
4. —~—A, —B, A> B, =A —> —(B > B) A3, R2, R1
5. ——A, =B, AS B —> —(B > B) R3 (4, 3)
6. ——A, =B = —(A S B) IRT1a (5)
7. ——A A —B — —(A > B) R7 (6)

Damit steht fest (aufgrund der obigen Argumentation), dass die Umkehrung von IT18 in
Delta nicht beweisbar ist. Allerdings wurde dieses Ergebnis per Ausschlussverfahren erreicht;
lasst es sich auch mit der bisher verfolgten, direkteren Methode, Nichtbeweisbarkeit in Delta
zu zeigen, erlangen? Das Folgende zeigt, dass das fragliche Ergebnis sich auch mit eben die-
ser Methode erlangen lasst:

Ware —(A o B) > A A —B — die Umkehrung von IT18 — in Delta beweisbar, so auch als
etwas komplexerer Einsetzungsfall davon: —(A v —A > —(B o B)) = (A v —A) A ——(B > B).
Nun ist aber — —(A v —A D —(B D B)) in Delta beweisbar. Folglich ware wegen R3 etc. auch
— A v —Ain Delta beweisbar — was nun gerade nicht der Fall ist.

Aber jst denn — —(A v —A D —(B > B)) in Delta beweisbar? Es ist in Delta beweisbar:

IT21: > —(A v =A o> (B o B))

1.Av—-A,Av—-A>—(BD>B)—>—=(B>B) A2
2.Av—-A>—~(B>B),A,Av—-A—> —=(BDB) R2, R1 (1)
3.AV-AD—~(BDB),A>Av—-A A4, R2,R1

4. Av—-A>—~(B>B),A—> —(B>DB) R3 (2, 3)
5.Av—-A>—=(B>B),—-A Av—-A— —(BDB) R2, R1 (1)
6.Av—-AD—(B>B),-A—>Av—-A A4, R2,R1
7.Av —-A>—(B>B), -A—> —=(B>B) R3 (5, 6)
8.Av—-A>—(B>B)—>—(B>B) IRT3b {NIsG} (4, 7)
9. > —~(Av—-A>—=(B>B)) IRT1a {GIs1} (8)

{AuBerdem: Wegen IT19 und IT20 — zusammen: —(A D B) <> =——A A =B — belduft sich > —(A v —=A > —(B 2 B))
in Delta auf - ——(A v —A) A —=—(B D B), und Letzteres ist selbstverstandlich in Delta beweisbar [im Blick auf

IT2, T5, IT1, etc.].}
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Wesentlich einfacher, freilich, geht der Beweis im vollen Alpha, das Gber Delta axiomatisch

hinausragt:

T26: > —(A v —=A > (B> B))

1.Av—-A Av—-A>—~(B>B)— —~(B>B) A2

2.Av—-A— —(Av—-A>—=(B>DB)) RT8 {GIs1, IRT1a} (1)
3.>AV—A T1 {aber kein Delta-Theorem}
4, > —~(Av —-A>—(B>B)) R3 (2, 3)

An dem folgenden Delta-Regelgesetz, Ubrigens, ldsst sich eine allgemeine Beobach-

tung Gber Schlussformelkalkiile festmachen:

IRT6: > Av—-A>D=(BoB)=—>—=(B>B)

1.-Av—-A>—~(B>B) Annahme

2.A>Av-A>D—~(BDB) R2 (1)

3.A,Av—-AD—(BDB)—>AV—-A A4, R2

4.A,Av —A>—(B>B), Av —A—> —(B>B) A2, R2, R1

5.A,Av—-AD>—(B>B)—> —(B>B) R3 (4, 3)

6.A— —(B>B) R3 (5, 2)

7.-A — —(B>B) wie 6. ab 2. gewonnen {wobei ,A“, wenn es nicht im

Satzformelkontext steht, durch ,—A“ ersetzt ist}

8. > (B> B) IRT3b {NISG} (6, 7)

{Der Weg zu 7.:

2. —A—>Av—A>—(B>B) R2 (1)

3. -AAv—-AD—=(BDB)>AVvV—-A A4, R2

4. —A,Av—-A>—(B>B),Av—-A—>—(B>B) A2,R2,R1

5.-A,Av—-A>—(B>B)—> —(B>B) R3 (4, 3")

6. —A —> —(B>B) R3 (5, 2).

D. h.: Zeile 7 im Beweis von IRT6 ist soeben aus Zeile 1 im Beweis in IRT6 gewonnen worden.}

Die Suggestion ist sehr stark, dass man doch mit IRT6 unmittelbar auf - —(A v —A > —(B o
B)) schlieen kdnnen misste, also IT21 auch auf diesem anderen Wege etablieren kénnen
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miusste. Intuitiv ist dieser Gedanke sicher richtig, aber im Kalkiil Delta — und auch in Alpha —
ist der fragliche Ubergang keineswegs vorgesehen. Das folgende — intuitiv zweifelsohne lo-
gisch valide — héherstufige Regelgesetz, wie es nach entsprechender Erweiterung der Aus-
drucksmoglichkeiten der Formelsprache Sigma (durch Hinzufligen des Grundsymbols ,,))*

und seiner Syntax) formal formulierbar ist, ist ersichtlich:

HRG1 —->C=—>—=(B>B)))>-C

Das miusste Delta als Grundprinzip aber erst hinzugefiigt werden, um damit im erweiterten
Kalkil Delta + HRG1 arbeiten zu kdnnen; es sei denn, — was weniger ad hoc ware — man
setzte es (oder noch Grundlegenderes, aus dem es herleitbar ist) fur alle Schlussformelkal-
kile von vornherein voraus [und entsprechend fiir alle Satzformelkalkiile von vornherein: C

{Allerdings wird das, was von HRG1 im Blick auf IT21 geleistet wird [oder bei seiner Hinzufligung zu Delta ge-
leistet wiirde], in anderer, aber dhnlicher Weise bereits von IRT1a [GIS1] geleistet; denn eine Spezialisierung
von IRTla—alsovon I, A—> —(B>B) = I -» —A —ist ja C— —(B o B) = — —C, wovon wiederum A v —=A D
—(B > B) > =(B > B) = — —(A v =A D —(B D B)) ein Einsetzungsfall ist. Nun mag es freilich scheinen, dass im
Unterschied zu der Schlussregelformel — A v —A > —(B > B) = — —(B > B) [IRT6] die Schlussformel A v —A >
—(B © B) — —(B D B) in Delta bislang nicht bewiesen ist. Selbstverstdndlich ist sie bei Zuhilfenahme von 1T21 —
IT21 als Theorem — mittels R2 [Pramissenerweiterung durch B > B] und IR5 in Delta leicht beweisbar; aber dann
kann IRT1a nicht mehr von Nutzen sein, mit bewiesenem A v —A > —(B > B) — —(B > B) IT21 allererst zu be-
weisen. Gebraucht wird also ein von IT21 unabhangiger Beweis in Delta fir A v —A > —(B > B) - —(B o B).
Und tatsachlich ist ein solcher Beweis nicht weit zu suchen: siehe den Beweis von IT21 bis zur 8. Zeile. Der
Ubergang von der 8. zur 9. und letzten Zeile dieses Beweises bringt dann gerade die = —(A v —A > —(B > B))

zeitigende Anwendung von IRT1a, die in dieser Anmerkung in Auge gefasst wurde.}

Von einer solchen [vor der Anmerkung beschriebenen] Erweiterung der Kalkiile sei
aber abgesehen — schon aus dem Grund, weil diese Erweiterung die Erweiterung der Aus-
drucksmoglichkeiten der Formelsprache Sigma erfordert, Sigma aber in diesem Buch so, wie
sie anfangs gesetzt wurde, ein fur alle Mal feststehen soll. Doch zeigt sich mit HRG1 punktu-
ell eine Mannigfaltigkeit hoherstufiger logischer Gesetze: logischer Gesetze, von denen in

den in diesem Buch betrachteten Kalkilen keine Rede ist.
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Fiir das Verhaltnis von TND und STND in Delta ist, schlieRlich, noch das folgende The-

orem aufschlussreich:

IT22: Av =A > —=A v —A

1.A—>——A IT1
2. ——A > —Av ——A A4
3.A5 —Av ——A RT7 (1, 2)
4. —A - —Av ——A A4

LieRe sich auch die Umkehrung von IT22 in Delta beweisen, so fiele Delta* [= Delta + STND]
mit Delta + TND deduktiv zusammen, also auch mit Alpha. Aber die Umkehrung von IT22
|asst sich nicht in Delta beweisen. Sonst ware ja auch —(B v —B) v ——(B v —=B) = (B v —B) v
—(B v —B) — ein Einsetzungsfall der Umkehrung von IT22 [,(B v —B)“ fiir ,A“] — in Delta be-

weisbar und damit TND:

1. > ——(B v —B) IT2

2. ——(Bv —B) > —=(B v —-B)v—-—(Bv—B) Ad

3. > (B v —=B) v —=—(Bv-—B) R3(2,1)

4. —~(Bv —B) v ——(Bv—-B)—>(Bv—-B)v—(Bv-B) mit der Umkehrung von IT22 {als
beweisbar supponiert}

5.— (Bv —=B)v —=(Bv—B) R3 (4, 3)

6. ——(B v —B), (B —=B) v =(Bv —=B) —> Bv =B  T12 {EP; ein Alpha- und ein Delta-Theorem}, R1

7.——(Bv —B)— (Bv—=B)v —(Bv—B) R2 (5)

8.—(Bv—B)—>Bv—B R3 (6, 7)

9. >Bv—B R3(8,1)

Aber TND ist in Delta nicht beweisbar.

Friihere Ausfiihrungen in diesem Kapitel besagen, dass die Hinzunahme des reflexi-
ven Einsetzungsfalls von - ——A D A, also von — ——(——A D A) D (——A D A), zu den Axio-
men von Delta einen Kalkil ergibt, der mit Alpha deduktiv dquivalent ist (weil in dem fragli-

chen Kalkil EDN beweisbar ist; vgl. die Anmerkung zu IT3). Der hier zuletzt angegebenen
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Deduktion, und zwar ihren Zeilen 5 bis 9, plus Zeile 1, lasst sich nun entnehmen, dass die
Hinzunahme des reflexiven Einsetzungsfalls von — A v —A, also von — (A v —A) v —(A v
—A), zu den Axiomen von Delta denselben Effekt hat (weil in dem so entstandenen Kalkul

angesichts von T12, IT2, etc. TND beweisbar ist).
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5. Delta in Gamma*

Die deduktiven Unterschiede zwischen Alpha und Delta sind nun hinreichend deutlich ge-
worden. Aber was kann einen veranlassen, statt von Alpha von Delta auszugehen, mit ande-
ren Worten: Was kann einen veranlassen, an die Stelle von R5 nur noch IR5 zu setzen, also
statt I, B—> C; I', =B — C = I" — C [des inhaltlichen Schnittgesetzes: 1ISG] nur nochI', B —
—C =T, C—> —B [das Gesetz der Rechtskontraposition: RKP] als Grundgesetz zu verwenden
(und alles Ubrige gleich zu belassen)? — Schauen wir statt auf Alpha und Delta einen Augen-
blick auf Alpha und Gamma bzw. Alpha und Gamma*. Was ganz besonders stark dazu moti-
vieren kann, von Alpha zu Gamma oder auch zu Gamma* lberzugehen, ist dies: Es ist das
Bediirfnis eine andere Implikation neben der sogenannten materialen Implikation zu haben,
und zwar eine, die eine logische Verstarkung dieser Letzteren ist (ohne doch den Charakter
des , Konditionativen”, des Bedingungssdtze Bildenden, zu verlieren), um einem gewissen
intuitiven Vorverstandnis des flr wissenschaftssprachliche Zwecke zu verwendenden
,Wenn, dann“ gerecht zu werden. — Was jedoch kann nun dazu motivieren, von Alpha zu
Delta tberzugehen?

Delta liegt eine andere Interpretation der logischen Konstanten (qua syntaktische
Einheiten) zugrunde als diejenige, die Alpha zugrundeliegt. Grundlegend firr diese andere
Interpretation ist ein anderes Verstandnis der Aussage von Aussagesatzen (auch derjenigen
Aussagesatze, die keine logischen Konstanten enthalten), wofiir wiederum grundlegend ist,
dass von einer anderen Auffassung der Validitét von Aussagesatzen als es nun eben Wahr-
heit ist, ausgegangen wird. Systemiibergreifend sei zunachst definiert [in Fortsetzung der

Definitionsliste in Kapitel 0, IV.]:
WG =pef 0 [DEFW]
Diese Definition erlaubt es insbesondere, jede Satzformel o, in der ,w“ noch nicht vor-

kommt, d. h.: die ,,w“-frei ist, in eine zu ihr trivialerweise logisch dquivalente (weil definito-

risch synonyme) Satzformel ¢” zu Ubersetzen, die aus ¢ in der Weise hervorgeht, dass vor
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jede Teilsatzformel von o (einschlielllich ¢ selbst) Gberall in o genau einmal ,,w” gesetzt
wird;>* diese Ubersetzung nennen wir die ausgezeichnete ,w“-Ubersetzung von .

In Alpha nun wird der Satzoperator ,,w“ interpretiert als ,,Es ist [ob erkanntermalRen
oder nicht] wahr, dass“; in Delta hingegen wird ,w“ (als Satzoperator) interpretiert als , Wir
wissen [als groReres Kollektiv, nicht als jeder Einzelne des Kollektivs], dass“ oder, unpersonli-
cher [dem Klang, nicht dem kognitiven Sinn nach], als ,Man weil3, dass”. Dass ein Aussage-
satz ¢ so viel besagt wie ,Wir wissen, dass ¢“, ist in manchen Bereichen menschlichen Aus-
sagens/Behauptens sehr wohl gegeben, etwa im Bereich der Mathematik, als einer éffentlich
und intersubjektiv betriebenen Wissenschaft: Eine dort gedulRerte mathematische Aussage &
besagt so viel wie ,,Wir wissen, dass o“ (wobei in mathematischen Dingen , Wir wissen, dass
c“ nichts anderes bedeutet als ,,Wir haben einen Beweis dafiir, dass ¢“). Die Schule der Intu-
itionisten innerhalb der Philosophie der Mathematik geht nun aber Gber diese Konvention
des mathematischen Diskurses hinaus und geht davon aus, dass die Delta-Interpretation von
,2W* flir mathematische Aussagen die einzig mogliche ist; denn eine an sich bestehende ma-
thematische Realitat, die es erlauben wiirde, dem Konzept einer an sich (ob erkanntermalien
oder nicht) bestehenden mathematischen Wahrheit einen Sinn zu geben, gebe es nicht. Von
daher muss die klassische Logik, meinen die Intuitionisten, jedenfalls fir die Mathematik
durch eine andere (dann nichtklassische) Logik ersetzt werden, also auf grundlegender Stufe
die wahrheitsfunktionale Aussagenlogik durch die intuitionistische Aussagenlogik, z. B. Alpha
(eine Formulierung der ersteren Logik) durch Delta (eine Formulierung der letzteren). Zwar
kann flr Intuitionisten das mathematisch Wahre nicht einfach verschwinden, da ja intersub-

jektives Wissen — also der Validitatsbegriff, der gemaR den Intuitionisten fiir die Logik in der

54 Die logische Aquivalenz der so entstandenen Satzformel zur urspriinglichen ist eine triviale Konsequenz von
DEFw. Man muss dafiir nicht schon das Ersetzungsgesetz der Satzformeln (als logisch valide) voraussetzen: A <>
B = o[A] <> o[B] (oder anders, aber logisch gleichwertig formuliert: - A =B = — o[A] = 6[B]). Dieses Gesetz
(eigentlich: ein Gesetzesschema) lasst sich fiir Alpha bzw. Delta (fir die Satzformeln, die in diesen Kalkilen in
Betracht gezogen werden) durch vollstandige Induktion nach dem logischen Komplexitdtsgrad der Satzformel,
in die hinein substituiert wird, zeigen. [In der Formulierung des Gesetzes steckt: Die Satzformel ,,B“ wird in der
Satzformel G[A], in der an gewissen Stellen die Satzformel ,,A”“ vorkommt, an genau diesen Stellen fiir ,,A” sub-
stituiert, wodurch o[B] hervorgeht.] Auch fir das Ersetzungsgesetz fiir Satzformeln gilt: Mit seiner Beweisbar-
keit/logischen Validitat in Alpha bzw. Delta ist auch jede seiner Spezialisierungen — die stets Uiber das ganze
Gesetz hinweg uniform erfolgen — beweisbar/logisch valide in Alpha bzw. Delta. Das Gesetz selbst lizensiert
aber — wenn in Spezialisierungen von ihm die jeweilige Pramisse logisch valide ist — logische Validitat erhalten-
de Substitutionen, die keine uniformen sind, sondern selektive. Eine (entschematisierende) Spezialisierung des
Gesetzes ist z. B. D <> ——D = —D o D <> —D > ——D, woraus sich in Alpha wegen T4 ergibt: =D > D <> —-D >
——D. Anders gesagt: Dieses Theorem geht aus dem Theorem —D > D <> —D > D durch Substitution hervor,
aber durch keine uniforme, sondern durch eine durch das Ersetzungsgesetz fir Satzformeln (und das Alpha-
Theorem T4) lizensierte selektive Substitution: fur ,D“ wird nur an einer gewissen Stelle, nicht an allen Stellen,
,——D" gesetzt.
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Mathematik grundlegend ist — per se Wahrheit impliziert; das mathematisch Wahre muss
aber fir sie im intersubjektiv gewussten Mathematischen aufgehen (kann nicht dartiber hin-
ausgehen).>®

Die Delta-Interpretation von ,w“ als redundanter Satzoperator ist verschieden von
der Alpha-Interpretation. Wenn es wabhr ist, dass A, dann ist es zweifellos immer auch wabhr,
dass es wahr ist, dass A. Und wenn wir wissen, dass A, dann wissen wir zweifellos auch im-
mer, dass wir wissen, dass A. Aber wenn wir nicht wissen, dass A, dann wissen wir, leider,
nicht immer, dass wir nicht wissen, dass A — wahrend im Gegenteil zweifellos gilt: Wenn es
nicht wahr ist, dass A, dann ist es immer auch wahr, dass es nicht wahr ist, dass A.

TND geht gemiR der ausgezeichneten ,w“-Ubersetzung (unter Verwendung von
DEFw) in das Folgende iber: — w(wA v w—wA). Nach der Alpha-Interpretation besagt —
w(wA v w—wA) so viel wie ,Es ist wahr, dass es wahr ist, dass A, oder wahr ist, dass es nicht
wabhr ist, dass A (wer wiirde da widersprechen wollen?). Nach der Delta-Interpretation je-
doch besagt — w(wA v w—wA) so viel wie ,,Wir wissen, dass wir wissen, dass A, oder wissen,
dass wir nicht wissen, dass A“. Aber wenn wir nicht wissen, dass A, aber dennoch im Einklang
mit uns selbst liberzeugt sind, dass wir wissen, dass A (was ja vorkommt), dann wissen wir
doch nicht dies: dass wir wissen, dass A, oder wissen, dass wir nicht wissen, dass A; denn wir

wissen dann weder das eine [dass A] noch das andere [dass wir nicht wissen, dass A].

{Aus dem Blickwinkel der auf der wahrheitsfunktionalen Aussagenlogik aufbauenden epistemisch-doxastischen
Logik betrachtet sind fiir dieses Ergebnis (dem soeben ab ,,Aber” formulierten) nur die folgenden (intuitiv) ele-
mentaren Prinzipien dieser Logik erforderlich:

1. Aus Wissen, dass B, folgt B [WB — B].

1. Aus Wissen, dass B, folgt Uberzeugtsein, dass B [WB — UB].

I11. Aus im Einklang mit sich selbst Uberzeugtsein, dass B, folgt Uberzeugtsein, dass B, und Nichtiiberzeugtsein,
dass nicht-B [U*B — UB A —U—B].

Die informelle (und dabei doch semiformale) Herleitung des fraglichen Ergebnisses sieht dann so aus: Ange-
nommen, —WA und U*WA; also mit [einem Einsetzungsfall von] /ll. [und EC]: mU—WA; also mit [dem AUKP-
Resultat eines Einsetzungsfalls von] /.. =W—-WA; also [mit IC] =\WA A —W—WA, und also [mit GDM1 etc.]

—(WA v W—WA); also mit [dem AUKP-Resultat eines Einsetzungsfalls von] I.: -“W(WA v W—WA).}

55 Wollte man dies — Delta-Logik statt Alpha-Logik — nicht nur fiir die Mathematik haben, sondern fiir alle Be-
reiche menschlicher Erkenntnisaktivitdt (sofern sie wissenschaftlich ist), dann lieRe sich das mit der Annahme
eines allgemeinen ontologischen Idealismus husserlscher Pragung rechtfertigen. Diesem allgemeinen ontologi-
schen Idealismus zufolge fallt Realitdt (und darum Wahrheit) mit (menschlich) intersubjektiv gewusster Realitdt
zusammen. Allerdings gibt es, wenn Delta pradikatenlogisch zu Pi-Delta erweitert wird, Grund, die dann resul-
tierende Logik doch lieber auf die Mathematik zu beschranken; siehe Kapitel 12.
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EDN wiederum geht gemiR der ausgezeichneten ,w“-Ubersetzung in das Folgende
uber: w—w—wA — wA. Nach der Alpha-Interpretation besagt w—w—wA — wA so viel wie
,Vorausgesetzt, dass es wahr ist, dass es nicht wahr ist, dass es nicht wahr ist, dass A, ergibt
sich: Es ist wahr, dass A“, was zweifelsohne logisch korrekt ist. Nach der Delta-Interpretation
jedoch besagt w—w—wA — wA so viel wie ,Vorausgesetzt, dass wir wissen, dass wir nicht
wissen, dass wir nicht wissen, dass A, ergibt sich: Wir wissen, dass A“. Aber wenn wir es fir
moglich halten, dass wir wissen, dass A, d. h.: nicht (iberzeugt sind, dass wir nicht wissen,
dass A, dann wissen wir, dass wir nicht wissen, dass wir nicht wissen, dass A; doch deshalb

brauchen wir noch lange nicht zu wissen, dass A.

{Diese Argumentation macht Gebrauch von der (wohl auch tatsachlich vorkommenden) Moglichkeit, dass
W—W-—WA wahr ist, aber WA nicht, was insbesondere dann vorliegt, wenn —U—WA wahr ist, WA aber nicht,
und zwar wegen des epistemisch-doxastischen logischen Prinzips =U—WA — W—W-WA. Bei der Herleitung
dieses Prinzips ist von einem weiteren Prinzip der epistemisch-doxastischen Logik auszugehen; es ist kaum
weniger elementar als die drei in der vorausgehenden Anmerkung schon angefiihrten Prinzipien:

IV. Aus Nichtiiberzeugtsein, dass B, folgt Wissen vom Nichtiiberzeugtsein, dass B [-UB — W—UB].

Nun die Herleitung von mU—=WA —» W—W—-WA:

1. W—WA — U—-WA Einsetzungsfall von /. [zu . siehe die vorausgehende Anmerkung]
2. —0-WA 5> —W—WA mit AUKP aus 1.

3. W=U-WA -> W—-W—-WA mit der epist.-dox. Analogie von BAUN aus 2.

4. -U—-WA - W—U—-WA Einsetzungsfall von IV.

5. -0-WA -> W—W—-WA mit KSG aus 4. und 3.

[Man beachte — zur Untermauerung der Méglichkeit, dass —U—WA wahr ist, WA aber nicht —, dass =U-WA —
WA sicherlich kein Prinzip der epistemisch-doxastischen Logik ist; denn sonst wére ja auch das zu —=U—-WA —
WA gehorige LKP-Resultat =WA — U—WA ein solches Prinzip, welche Schlussformel jedoch Kontrainstanzen
hat. Denn es ist moglich und kommt wohl auch wirklich vor: Wir wissen nicht, dass A, sind aber im Einklang mit
uns selbst Gberzeugt zu wissen, dass A; mithin: wir wissen nicht, dass A, und sind doch nicht Gberzeugt, nicht zu

wissen, dass A.]}

Nach der Alpha-Interpretation sind also sowohl TND wie EDN logische Prinzipien,
nach der Delta-Interpretation aber weder TND noch EDN. IDN hingegen geht gemaR der
ausgezeichneten ,w“-Ubersetzung in das Folgende iiber: wA — w—w—wA. Nach der Alpha-
Interpretation besagt dies so viel wie ,Vorausgesetzt es ist wahr, dass A, dann ergibt sich: Es

ist wahr, dass es nicht wahr ist, dass es nicht wahr ist, dass A“, was zweifelsohne logisch kor-
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rekt ist. Nach der Delta-Interpretation hingegen besagt wA — w—w—wA so viel wie ,Vo-
rausgesetzt wir wissen, dass A, dann ergibt sich: Wir wissen, dass wir nicht wissen, dass wir

nicht wissen, dass A“ — und das ist ebenfalls logisch korrekt.

{WA - W—W-—-WA (vgl. das nicht nur in Gamma, sondern auch in Gamma* beweisbare GT22) ist ein
epistemisch-doxastisches logisches Prinzip. Fiir seine Herleitung braucht man noch das folgende elementare
Prinzip der epistemisch-doxastischen Logik:

V. Aus Wissen, dass B, folgt Wissen vom Wissen, dass B [WB — WWB].

Nun die Herleitung:

1. W—=WA > —WA Einsetzungsfall von /.

2. WA - -W-WA mit RKP aus 1.

3. WWA > W—-W-WA mit der epist.-dox. Analogie von BAUN aus 2.
4. WA -> WWA trivialer Einsetzungsfall von V.

5. WA > W—-W—-WA mit KSG aus 4. und 3.}

IDN ist also sowohl nach der Alpha- als auch nach der Delta-Interpretation ein logisches
Prinzip.

Die Delta-Interpretation der ,,w“-freien Satzformeln [nur mit ,w“-freien Satzformeln
hat man es in Delta und Alpha auf der grundausdriicklichen Ebene zu tun] lasst sich nun in-
nerhalb des aussagenlogischen alethisch-modalen Kalkiils Gamma* strukturell darstellen;

welcher Kalkiil wie Alpha ist, aulRer dass A2 und R4 ersetzt sind durch:

GA2a B,BoC—>C

GA2b —-B>B,—+(—-BvC)D-BvC—>-C>oC
G*A2c B>C—>—(B>C)>(B>C)*

GA2d —(—-BvC)>o—-BvC—>B>C

GR4 B>C=—->B>C

Gamma* enthdlt die komplette S4-modale Aussagenlogik samt der zugehdrigen Logik der

strikten Implikation, wie in Kapitel 3 unter Verwendung der Definitionen A > B =pef —A v B

56 Im Unterschied zu Gamma* hat der Kalkiil Gamma nicht B > C - —(B > C) o (B o C) als Axiom, sondern das
Folgende: —(B o C) > ——(B o C) D —(B > C), wobei dieses letztere Prinzip in Gamma ,,GA2c” heif$t. In der
urspriinglichen Formulierung von Gamma war vom Axiom GA2c in zwei Teilen, GA2c(i) und GA2c(ii), die Rede;
aber GA2c(i) erwies sich in Gegenwart von GA2c(ii) als entbehrlich. GA2c schrumpfte somit auf GA2c(ii) zu-
sammen; aus GA2c(i) hingegen wurde das Gamma*-Axiom G*A2c.
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[GD1] und OJA =pesf —A D A [GD2] gezeigt wurde (die Erganzung durch 0 =pef —[J—0c [GD3]
ist optional). Die strukturelle Darstellung der Delta-Interpretation der ,, w“-freien Satzformeln
innerhalb von Gamma* gelingt deshalb, weil der Satzoperator ,,w“ in seiner Delta-Deutung
mit dem Satzoperator ,,[1“ in seiner S4-Deutung strukturell isomorph ist, mit anderen Wor-
ten: ,w“ bringt in seiner Delta-Deutung (,w"“ in der Bedeutung von , Wir wissen, dass”) struk-
turell eine S4-Notwendigkeit zum Ausdruck (keine S5-Notwendigkeit!). Man kann demnach
fiir ,w“ in seiner Delta-Deutung in den durch die ausgezeichnete ,w*“-Ubersetzung gebilde-
ten Satzformeln ,0“-mit-S4-Logik setzen (und dabei ,3“ gut und gerne als ,Wir wissen,
dass” lesen; es ist dafiir nicht erforderlich, dass die S4-Aussagenlogik die komplette episte-

misch-doxastische Aussagenlogik abbildet, was sie sicherlich nicht tut).

{Die S4-Aussagenlogik bildet die komplette epistemisch-doxastische Aussagenlogik schon dann nicht ab, wenn
U ein gegeniiber W selbststiandiger Satzoperator ist. Aber ist es so? U* jedenfalls ist gegeniiber U nicht selbst-
stiandig, sondern l3sst sich durch U wie folgt definieren [dabei einer vollkommen addquaten Bedeutungsanalyse
folgend]: U*c =pef Us A —U—o. Kann man nicht analog U auf W plus andere Satzoperatoren definitorisch redu-
zieren [dazu bedeutungsanalytisch motiviert] und damit die epistemisch-doxastische Logik basal zu einer reinen
W-Logik machen? Fiir dieses Ziel bietet sich an, ,U“ als mit ,—~W—W* sinngleich zu behaupten — was aber tat-

sachlich nicht unbedingt plausibel ist. Freilich ist ~W—WB —> UB ein Prinzip der epistemisch-doxastischen Lo-

gik:

1.WB — UB I.

2.-0B > —wB mit AUKP aus 1.

3. W—UB - W—-WB mit der epist.-dox. Analogie von BAUN aus 2.
4. -UB »> W—UB IV. [zu IV. siehe die vorletzte Anmerkung]
5.-UB - W—-WB mit KSG aus 4. und 3.

6. -W—WB — UB mit LKP aus 5.

Aber die logische Validitit der Umkehrung hiervon — also von UB — —W—WB — unterliegt Zweifeln: Man kann
doch offenbar von etwas Uberzeugt sein und gleichzeitig wissen, dass man es nicht weiB; viele wiirden ja sagen
,Wir sind iberzeugt, dass Gott existiert, aber wir wissen, dass wir nicht wissen, dass Gott existiert”.

Allerdings gibt es einen anderen als den soeben angesprochenen Wissensbegriff, bei dem die folgen-
den zusdtzlichen epistemisch-doxastischen logischen Prinzipien gelten (hinzukommend zu den Prinzipien I. - V.,
die im Laufe der vorausgehenden drei Anmerkungen angefiihrt wurden).
VI*. Aus Uberzeugtsein, dass B, folgt Uberzeugtsein zu wissen, dass B [UB — UWB]. [Mit anderen Worten: Mit
Uberzeugtsein ist stets ein Wissensanspruch verbunden.]
VII*. Aus Uberzeugtsein zu wissen, dass B, folgt Nichtiiberzeugtsein nicht zu wissen, dass B [UWB — —U—WB].
[Mit anderen Worten: Was Wissensanspriiche angeht, befindet man sich stets im Einklang mit sich selbst.]

UB - —W—WB lisst sich damit wie folgt herleiten:
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1. W—WB — U—-wB Einsetzungsfall von /.

2.0B— UwsB VI*,

3.0wB - —U—-wB VII*.

4. -0—WB — —W—WB mit AUKP aus 1.

5.0B > —-0-wB mit KSG aus 2. und 3.

6. UB > -W—-WB mit KSG aus 5. und 4.

Und wenn man sich nun auf diesen anderen Wissensbegriff einlieBe (gezwungen ist man dazu ja nicht — wie
gesehen) und sich durch die bei diesem Wissensbegriff gegebene logische Validitit von UB <> ~W—WB zu der
(bedeutungsanalytisch motivierten) Definition U =pef “W—Wg veranlasst sdhe [neben der schon gegebenen
bedeutungsanalytisch motivierten Definition U*c =pef Us A —U—c; wenn nun U* und U keine Grundoperato-
ren sind, ist das System der epistemisch-doxastischen Logik natiirlich dementsprechend umzubauen] — wiirde
dann die epistemisch-doxastische Aussagenlogik sich komplett durch die S4-Aussagenlogik abbilden lassen?
Man hatte es ja dann basal — aulRer mit den wahrheitsfunktionalen Satzoperatoren — nur noch mit dem Satz-
operator W zu tun, und lieRe sich der denn nun nicht durch S4-CJ reprasentieren?

Diese Fragen sind zu verneinen (wenn es auch zunachst ganz so aussieht, als wéren sie zu bejahen). Bei
Anwendung von U*c =pet U A —U—c und Uc =pef —\W—Wo bis zur Elimination der durch diese Definitionen
definierten Satzoperatoren und bei vollstandiger Ersetzung von ,W*“ durch ,,(3“ ergibt sich: Prinzip / [WB — B]
wird durch ein S4-Prinzip abgebildet: TIB — B; Prinzip // [WB — UB] wird durch ein S4-Prinzip abgebildet: (B
— —0-0B; Prinzip il [U*B — UB A —U-B] wird durch ein triviales S4-Prinzip abgebildet: —J—B A
——0-0-B - —=0-0B A ——0—-0-B; Prinzip IV [-UB — W—UB] wird durch ein S4-Prinzip abgebildet:
——0-08B —» O—-—0-0B, oder S4-logisch dquivalent: (—B — J—B; Prinzip V [WB — WWB8] wird
durch ein S4-Prinzip abgebildet: 0B — CJ0IB; Prinzip Vi* [UB — UWB] wird durch ein S4-Prinzip abgebildet:
—0-08B —» —0O-00B. Prinzip VII* [UWB — —U—WB] schlieRlich wird durch =008 — ——-0-B
abgebildet, oder S4-logisch dquivalent: —=(J—B — (J—[J—B [oder unter Anwendung von GD3 gesagt: ¢(JB
— (JOOIB]; aber diese Schlussformel ist nun kein S4-Prinzip.

Und auch (last but not least) Prinzip VIII — das gleichberechtigte (nur aus darstellungstechnischen
Griinden erst jetzt eingefiihrte) Pendant zu Prinzip IV, mithin, wie Prinzip IV, ein logisches Prinzip fiir jeden
Wissensbegriff — wird durch kein S4-Prinzip abgebildet, auch nicht bei U =pet “-W—WGo:

VIIl. Aus Uberzeugtsein, dass B, folgt Wissen vom Uberzeugtsein, dass B [UB — WUB].

Denn Prinzip VIl wird bei Uc =peft =W—Wg direkt durch —[—B — (J—-J—JB abgebildet [und nicht erst wie
UWB — —U—WB nach Geltendmachung S4-logischer Prinzipien], und =—B — T-—-IB ist, wie gesagt,
kein S4-Prinzip: =(J—IB — (J—J—IB ist erst ein S5-Prinzip, nicht schon ein S4-Prinzip. Man bekommt es aus
dem S4/S5-Theorem GT22 mit dem reinen S5-Theorem GT8 [S5-Axiom] wie folgt:

3.-0-08 — OB RT5 [LKP] (2)
4. —~O0—0B = O—-0-01B RT7 [KSG] (3, 1).}
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Da sich nun die Delta-Interpretation der ,w“-freien Satzformeln in der S4-
Aussagenlogik strukturell darstellen ldsst, ldsst sich die intuitionistische Aussagenlogik inner-

halb der S4-modalen-Aussagenlogik reprdsentieren. Wie folgt:

Der erste Schritt ist, die ,w“-freien Satzformeln, die in Delta (mit Delta-Sinn, also intuitionis-
tisch verstanden) figurieren, durch in Gamma* (mit Gamma*-Sinn) figurierende Satzformeln
eins-zu-eins zu reprasentieren: Sei ¢ eine beliebige ,,w“-freie Satzformel, die in Delta figu-
riert. Vor jede Satzformel, die ein Teil von o ist, wird einmal und nur einmal [nun nicht ,,w*,
sondern] ,(3“ gesetzt (einschlieRlich vor o selbst®’), wobei zudem jedes eventuelle Vor-
kommnis von ,, o in ¢ durch ein Vorkommnis von ,>“ zu ersetzen ist. Hier die einfachsten
der in der beschriebenen Weise gebildeten Eins-zu-eins-Korrespondenzen zwischen Delta-

Satzformeln und gewissen Gamma*-Satzformeln:

Delta Gamma*

A OA

—A O-0A

ADB O(CA > B) {d. h. gemiR GD1: OI(—0JA v OB)}
AvB O(COA v B)

AAB O(COA A B)

——A O0-0-0A

Fiir die einer ,w“-freien Delta-Satzformel [d. h.: einer in Delta figurierenden Satzformel] ¢
nach dem beschriebenen Verfahren eins-zu-eins korrespondierende Gamma*-Satzformel [in
Gamma* figurierende Satzformel] schreibe ich: tr(c). Die den Delta-Satzformeln — darunter
seien nun immer die Delta-Satzformeln auf der grundausdriicklichen Ebene, also nur ,w*“-
freie Delta-Satzformeln verstanden — nach dem beschriebenen Verfahren eins-zu-eins kor-
respondierenden Gamma*-Satzformeln heiBen kurz: Gamma*D-Satzformeln. (Nicht jede

Gamma®*-Satzformel ist eine Gamma*D-Satzformel!) Darauf aufbauend sei festgelegt:

57 Den Teilformeln duRere Klammern, die man in Anwendung der Regeln der Klammerersparnis zunichst weg-
gelassen hat, muss man dazu nattrlich wieder einfligen.
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(i) tr(— o) ist — tr(o) fur alle Delta-Satzformeln c;

(ii) tr(o1 ... on > &) ist tr(oc1) ... tr(oa) — tr(c’) fur alle Delta-Satzformeln 61 ... 65, 6°;

(iii) wenn I" eine leere Folge von Delta-Satzformeln ist, dann ist tr(I") eine leere Folge von
Gamma*D-Satzformeln;

(iv) wenn I" die nichtleere Folge von Delta-Satzformeln o1 ... o, ist, dann ist tr(I') die

nichtleere Folge von Gamma*D-Satzformeln tr(c1) ... tr(cn).

Es gilt dann:

I. Ist IT ein Grundgesetz von Delta, so ist tr(I1)* in Gamma* beweisbar, wobei tr(IT)* im Kern
die ,,Ubersetzung” tr(IT) von IT nach Gamma* ist [gem&R dem eben beschriebenen Transla-
tionsverfahren], aber als Grundgesetz des (hier noch kiinftigen) Kalkils tr(Delta)* per fiat [so
soll es sein, so sei es festgelegt] nur beweisbare Einsetzungsfalle / Spezialisierungen hat, wel-
che als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile [kurz fir: Teile, die Satz-

formeln sind] nur Gamma*D-Satzformeln darbieten.

{Handelt es sich bei einem Gesetz IT eigentlicher gesprochen um ein Gesetzesschema, so ist der vorzuziehende
Ausdruck ,,Spezialisierung von IT“; ist das Gesetz Il aber kein Gesetzesschema, so kann ,Spezialisierung von IT“
oder ,Einsetzungsfall von I1“ verwendet werden, mit Praferenz fir den letzteren Ausdruck. Mehr zu dieser

Thematik steht in FuRnote 1.}

Der Beweis von l.:

(a) A1, also A — A, ist ein Grundgesetz von Delta, und tr(A1)* — das ist im Kern tr(A1): JA —

(JA, wobei dies aber nun als Grundgesetz tr(A1)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur be-
weisbare Einsetzungsfalle hat, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satz-
formelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten — ist beweisbar in Gamma*, weil tr(Al) ein
Einsetzungsfall des Gamma*-Grundgesetzes Al ist (weswegen dann erst recht tr(Al1)* in
Gamma* beweisbar ist, denn alle tr(Delta)*-beweisbaren Einsetzungsfalle von tr(A1)* sind
Gamma®*-beweisbare Einsetzungsfalle von tr(A1)).

{Nota bene: Das vice versa zum eben Gesagten gilt nicht. (JTJA — (JJA ist ein Gamma*-beweisbarer Einset-

zungsfall von A1 [mit ,0J0A” fur ,A“] und ein Gamma*-beweisbarer Einsetzungsfall von tr(A1) [mit ,CJA” fir
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,A“], aber kein tr(Delta)*-beweisbarer Einsetzungsfall von tr(A1)* [das doch im Kern mit tr(A1) — OJA — OA -
zusammenfallt]; denn A ist keine Gamma*D-Satzformel. Ein Gamma*-beweisbarer Einsetzungsfall von Al
und tr(A1) ist zudem O-0A — O-0A [mit ,0-0A“ fur ,A” bei A1, und ,—OA” fur ,,A” bei tr(A1)]. Und

O-0A — O-0A ist nun auch ein tr(Delta)*-beweisbarer Einsetzungsfall von tr(A1)*; denn (J—JA ist eine

Gamma*D-Satzformel.}

(b) R1, also I'<o, 6> > C = I'<c’, o> — C, ist ein Grundgesetz[esschema] von Delta, und
tr(R1)* — das ist im Kern tr(R1): tr(I')<tr(c), tr(c’)> —» OC = tr(I')<tr(c”), tr(c)> —» OC, wo-
bei dies aber nun als Grundgesetz tr(R1)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur beweisbare
Spezialisierungen hat, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satz-
formelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten — ist in Gamma* beweisbar, weil tr(R1)
eine Spezialisierung des Gamma*-Grundgesetzes R1 ist (weswegen dann erst recht tr(R1)* in
Gamma®* beweisbar ist, denn alle tr(Delta)*-beweisbaren Spezialisierungen von tr(R1)* sind

Gamma*-beweisbare Spezialiserungen von tr(R1)).

(c)R2,alsoI' > C=T, B— (C, ist ein Grundgesetz[esschema] von Delta, und tr(R2)* — das
ist im Kern tr(R2): tr(I") > OC = tr(I'), OB — [JC, wobei dies aber nun als Grundgesetz
tr(R2)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur beweisbare Spezialisierungen hat, welche als
ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln
darbieten — ist in Gamma* beweisbar, weil tr(R2) eine Spezialisierung des Gamma*-

Grundgesetzes R2 ist (weswegen dann erst recht tr(R2)* in Gamma* beweisbar ist).

(d)R3,alsoI',B—> C,I' > B =T — C, ist ein Grundgesetz[esschema] von Delta, und tr(R3)*
— das ist im Kern tr(R3): tr(I"), OB — OC; tr(I') > OB = tr(I') > C, wobei dies aber nun
als Grundgesetz tr(R3)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur beweisbare Spezialisierungen
hat, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-
Satzformeln darbieten — ist in Gamma* beweisbar, weil tr(R3) eine Spezialisierung des
Gamma®*-Grundgesetzes R3 ist (weswegen dann erst recht tr(R3)* in Gamma* beweisbar

ist).

(e) A2, also B, B > C — C, ist ein Grundgesetz von Delta, und tr(A2)* — das ist im Kern tr(A2):

B, OJ(OB > JC) — IC, wobei dies aber nun als Grundgesetz tr(A2)* von tr(Delta)* ge-
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nommen per fiat nur beweisbare Einsetzungsfalle hat, welche als ihre nicht mehr in Satzfor-
meln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten — ist in Gamma*
beweisbar, weil tr(A2) in Gamma* beweisbar ist (weswegen dann erst recht tr(A2)* in
Gamma®* beweisbar ist):

1.0(0B>0C), 03B — OOC GT4 {O(A > B), OJA — 0IB; fur Gamma* wie fiir Gamma}

2.08— 008 S4-Axiom {GT7; auch in Gamma* beweisbar wegen

G*A2c [= GA2c(i)]}

3.0B, (718 > 0IC) — 008 R2 (2)

4. 08, (0B >0C), J0B —» O01C R2, R1 (1)

5.08, J(0B>0C) —» OC R3 (4, 3)

6. 00C—C GT3 {JA — A; fur Gamma* wie fir Gamma}
7.08, 0(0B>C), O00C — C R2, R1 (6)

8. 0B, J(T8B > C) - C R3 (7, 5).

(f)R4,alsoI', B—>C =1 — B>, ist ein Grundgesetz[esschema] von Delta, und tr(R4)* —
das ist im Kern tr(R4): tr(I'), OB — OJC = tr(I') —» O(OB > JC), wobei dies aber nun als
Grundgesetz tr(R4)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur beweisbare Spezialisierungen hat,
welche als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-
Satzformeln darbieten — ist in Gamma* beweisbar, weil tr(R4) in Gamma* beweisbar ist

(weswegen dann erst recht tr(R4)* in Gamma* beweisbar ist):

1.tr(I"), OB — C Annahme

2.tr(lN) > 0B >0C GRT2 {I", A— B=T"— A > B; fir Gamma* wie fiir Gamma} (1)
3. A(tr(I')) > OB >1C R7 (2) {sooft, bis tr(I') in eine Satzformel verwandelt ist>}

4. OA(tr(I')) > O(3B > C) GRT4 {A —» B = A — IB; fir Gamma* wie fiir Gamma} (3)
5.tr(I") » O(3B > Q) aus 4., wie sogleich beschrieben wird:

Wenn I leer ist, dann ist tr(I') ebenfalls leer und A(tr(I')) ist B > B [per Festlegung] und
OA(tr(I")) folglich (B > B). Dann erhalt man 5. aus 4. wie folgt:

4. (B > B) — O(OB > IC)

58 Wenn tr(I") nur aus einer einzigen Satzformel besteht, so braucht R7 nicht angewendet zu werden, und in
Zeile 3 steht dasselbe wie in Zeile 2. Ist tr(I") hingegen leer (weil I" leer ist), so gilt (per Festsetzung): A(tr(I)) ist
B o B, und es steht somit in Zeile 3: B> B — (OB > (JC, mit dem Kommentar ,R2 (2)“.
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41 BB Al
4.2 —B>B GR4 (4.1)

43 —O(B>B) GRT3 (4.2)

4.4 — 0(3B> Q) R3 (4, 4.3), also: 5. tr(I') > (B > C).

Um zu sehen, dass sich 5. aus 4. auch dann ergibt, wenn I" und also tr(I') nichtleer ist, muss
man sich vor Augen halten, dass tr(I') in den Fallen, wo T nichtleer ist, wie folgt aussieht:
61 ... Jop [wobei Ooi ... 0o, Gamma*D-Satzformeln sind, namlich diejenigen, die aus
den Satzformeln in I" hervorgegangen sind — bei n > 1 durch Komma voneinander abgesetzt];
demnach A(tr(I')) wie folgt aussieht: (o1 oder o1 A ... A Oo, [nur der Ubersichtlichkeit
halber ohne die bei n > 3 anfallenden internen Klammern geschrieben]; schlieRlich also
OA(tr(I")) wie folgt aussieht: (o1 oder ((Jo1 A ... A Oon). Demzufolge hat 4., wenn I
und also tr(I') nichtleer ist, die folgende Gestalt: o1 — (OB > JC) oder OJ(Jo1 A ... A
Oocn) — O(B > £IC).

Dann geht man wie folgt vor, wenn n =1:

4. O0c1— O(0B > C)

4.1 Ooi1— 000 S4-Axiom

4.2 Ooci1— O(OB> C) RT7 (4.1, 4), also: 5. tr(I') —» (B > C).

Und wie folgt geht man vor, wenn n > 1:

4, O(Ooc1 A ... AOcy) —» O(3dB> C)

4.1 O0oc1AO3(0o2 A ... AOop) > O(0o1 A ... AOon) GT21 {J(A AB) < OJA A OB;

fur Gamma* wie fur Gamma}

4.2 O0c1AO(Oo2 A ... AOocp) —» (B> IC) RT7 (4.1, 4)

4.3 O0c1, O(0oc2 A ... AOon) — 3(AB > Q) RT14 {I', AAB—>C=T",A,B
—C}(4.2)

4.4 Ooc:1 — 0001 S4-Axiom {GT7}

45 Ooci, O(Ooc2 A ... AOcp), 061 — O(OB > Q) R2, R1 (4.3)

4.6 Oo1, (o2 A ... AOop)— 0001 R2 (4.4)

4.7  Ooci, O(Ooc2 A ... AOcp) > O(OB> Q) R3 (4.5, 4.6).

Nun muss man (o2 A ... A Oon) behandeln (mutatis mutandis) wie zuvor (o1 A .. A

(Jon), bis man fur den Fall n = 2 hierzu gelangt:
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4X  Oocy, Oo2,— O(OB> 3C), also: 5. tr(I') —» O3(IB > IC);

bzw. fur den Fall n > 2 hierzu gelangt:

4Y  Oocy, Ooz, J(Ooz A ... AOacs) > O(B > C),

und wie gehabt (aber mutatis mutandis) weitermachen muss. In jedem Fall (denn n ist ja
endlich groR) gelangt man aber schlieRlich zu:

40 Ooci ... Oc,— O(0OB> 0IC), also: 5. tr(T) — O(TB > CIC).

(g) A3, also B, =B — C, ist ein Grundgesetz von Delta, und tr(A3)* — das ist im Kern tr(A3):
B, (J-0B — [JC, wobei dies aber nun als Grundgesetz tr(A3)* von tr(Delta)* genommen
per fiat nur beweisbare Einsetzungsfille hat, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln ein-
gebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten — ist in Gamma* beweis-
bar, weil tr(A3) in Gamma* beweisbar ist (weswegen dann erst recht tr(A3)* in Gamma*

beweisbar ist):

1. 0B, =0OB — 0C A3
2.0-08— 0B GT3

3. 08B, O-08, —0B — 0IC R2, R1(1)
4. 0B, 0—0B — —B R2, R1(2)
5. 0B, O—08B — 0C R3 (3, 4).

(h) IR5, also ', B—> —C = I', C —> —B, ist ein Grundgesetz[esschema] von Delta (ndmlich das
Grundprinzip, durch das sich Delta von Alpha unterscheidet), und tr(IR5)* — das ist im Kern
tr(IR5): tr(I'), OB — O—-0C = tr(I'), OC — J-IB, wobei dies aber nun als Grundgesetz
tr(IR5)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur beweisbar Spezialisierungen hat, welche als
ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln
darbieten — ist in Gamma* beweisbar, weil tr(IR5) in Gamma* beweisbar ist (weswegen

dann erst recht tr(IR5)* in Gamma* beweisbar ist):

1.tr(I"), OB —» O-0C Annahme
2.tr(I'), -O0-0C — =B RT3{I',A—>B=T",-B— —A}(1)
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4. -O-0C, A(tr(I')) > —-B R7 (3) {sooft, bis tr(') in eine Satzformel verwandelt ist>%}
5. Altr(I')), -0-0C— =08 R1 (4)

6. A(tr(I')) A =O0-0C —> -0B R7 (5)

7. O(A(tr(I)) A =0-0C) » O-08 GRT4 (6)

8. OA(tr(I) A O-0-0C — O(A(tr(T")) A =0-0C) GT21

9. OA(tr(I)) A O-0-0C— O-08B RT7 (8, 7)

10. OA(tr(T), J=-0C - -8B RT14 {die Umkehrung von R7} (9)
11. OC - O0-0-0C GT22 {fir Gamma* wie fir Gamma}

12. OA(tr(I)), OC, O-0-0C — O0-0B R2,R1(10)

13. OA(tr(T), OC - O-0-0C R2, R1 (11)
14. OA(tr(I')), OC - O-08B R3 (12, 13)
15. tr(I"), OC —» O-0B aus 14., wie sogleich beschrieben wird:

Der Ubergang von 14. zu 15. erfolgt mutatis mutandis nach derselben Prozedur wie diejeni-

ge, diein (f) von 4. nach 5. fihrt.

(i) A4, also A —> A v B; B —> A v B, ist ein Grundgesetz von Delta, und tr(A4)* — das ist im
Kern tr(A4): OJA — O(OA v OB); OB — CJ(CJA v JB), wobei dies aber nun als Grundgesetz
tr(A4)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur beweisbare Einsetzungsfalle hat, welche als
ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln
darbieten — ist beweisbar in Gamma*, weil tr(A4) in Gamma* beweisbar ist (weswegen dann

erst recht tr(A4)* in Gamma* beweisbar ist):

1.0A—> 0OAvOB; 0B — (JAv B A4

2. 00A - O(0OA v O3B); 3OB —» O(JA v (JB) GRT4 (1)
3.0A—- 0O0A; 0B — 0O0B S4-Axiom
4. OA - O(0OA v OB); OB — O(JA v (IB) RT7 (3, 2).

(j))R6,alsoI', A>C, I',B—>C=1,AvB—C,ist ein Grundgesetz[esschema] von Delta,

und tr(R6)* — das ist im Kern tr(R6): tr(I'), JA — OC; tr(I'), OB — OC = tr(I'), (DA v 0IB)

59 ..., auBer wenn tr(I") nur aus einer einzigen Satzformel besteht oder leer ist. Fiir diese letzteren Fille siehe die
vorausgehende FuRnote.
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— [JC, wobei dies aber nun als Grundgesetz tr(R6)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur
beweisbare Spezialisierungen hat, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten
Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten — ist in Gamma* beweisbar, weil

tr(R6) in Gamma* beweisbar ist (weswegen dann erst recht tr(R6)* in Gamma* beweisbar

ist):

1.tr(I'), OA —> C Annahme
2.tr(I), OB — OC Annahme
3.tr(I"), JAv OB — OC R6 (1, 2)
4.tr(T), J(JA v 0OB) > OJAv OB GT3, R2, R1
5.tr(I"), J(OJA v OB) —» OC RT7 (4, 3).

(k) A5, also A, B—> A A B, ist ein Grundgesetz von Delta, und tr(A5)* — das ist im Kern tr(A5):
OA, OB — O(OA A 0B), wobei dies aber nun als Grundgesetz tr(A5)* von tr(Delta)* ge-
nommen per fiat nur beweisbare Einsetzungsfalle hat, welche als ihre nicht mehr in Satzfor-
meln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten — ist in Gamma*
beweisbar, weil tr(A5) in Gamma* beweisbar ist (weswegen dann erst recht tr(A5)* in

Gamma* beweisbar ist):

1.0A,0OB—> OAAOB A5

2.00A, 008 — OJ(JA A B) GRTS8 {fiir Gamma* wie fiir Gamma} (1)
3.3A, O0B, OOA — O(TJA A (IB) R2, R1(2)

4. OJA, O0OB — O0OA S4-Axiom {GT7}, R2

5.0A, O0B — O(0OA A OB) R3 (3, 4)

6. JA, OB, J0OB — (J(JA A B) R2,R1(5)

7.0A, 08— 008 S4-Axiom, R2, R1

8. JA, OB — O(OJA A B) R3 (6, 7).

() R7,alsoI’, AAB—>C=1,AAB— C, ist ein Grundgesetz[esschema] von Delta, und
tr(R7)* — das ist im Kern tr(R7): tr(I'), JA, OB — OC = tr(I'), (A A 0OB) — JC, wobei
dies aber nun als Grundgesetz tr(R7)* von tr(Delta)* genommen per fiat nur Spezialisierun-

gen hat, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile nur
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Gamma*D-Satzformeln darbieten — ist in Gamma* beweisbar, weil tr(R7) in Gamma* be-
weisbar ist (weswegen dann erst recht tr(R7)* in Gamma®* beweisbar ist):

1.tr(I'), OA, OB — C Annahme

2.tr(I), OAA OB — C R7 (1)

3.tr(l), J(TA A OB) > OJAA B GT3,R2,R1

4. tr(T), J(CJA A OIB) — 0IC RT7 (3, 2).

Der Beweis von I. ist hiermit abgeschlossen.

tr(Delta)* ist nun das folgende axiomatische Teilsystem von Gamma*, wobei jedes Prinzip
[Grundgesetz oder echtabgeleitetes Prinzip] von tr(Delta)* per fiat [so soll es sein, so sei es
festgelegt] nur beweisbare Einsetzungsfille / Spezialisierungen hat, welche als ihre nicht

mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten:

tr(A1)* OA - OA

tr(R1)* tr(I')<tr(o), tr(c”’)> > OC = tr(I')<tr(c"), tr(c)> — OC
tr(R2)* tr(l') > OC=tr(I'), OB — C

tr(R3)* tr(I"), OB — 3C; tr(I') > OB = tr(I') > C

tr(A2)* 0B, J(0B >0C) —» 3C

tr(R4)* tr(I"), OB —» OC = tr(I") > (B > C)

tr(A3)* 0B, 0-0B — C

tr(IR5)* tr(I"), OB - O-0C = tr(I'), OC —> OB

tr(A4)* OA — O(0JA v B); OB — O(0A v (JB)

tr(R6)* tr(I"), JA — 3C; tr(I'), OB —> OC = tr(I"), D(JA v B) —» IC
tr(A5)* OA, OB — CJ(CJA A OIB)

tr(R7)* tr(I"), JA, OB > OC=tr(I'), (A A OB) —» C

{, I'“ steht fir jede beliebige endliche Folge von in Delta figurierenden [,,w“-freien] Satzformeln, und sei sie leer
oder umfasse nur eine einzige Satzformel.}
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Es gilt nun offensichtlich aufgrund von I.:

II.1 Ist eine Delta-Schlussformel  in Delta beweisbar, so ist tr(n) in Gamma* beweisbar
(denn der Delta-Beweis von m ldsst sich Schritt fir Schritt und eins-zu-eins in einen
tr(Delta)*-Beweis von tr(n)*®® umwandeln — der aber nichts anderes ist als ein Gamma*-
Beweis von tr(m), der zusatzliche Bedingungen erfillt).

1.2 Ist © eine Delta-Schlussformel und ist tr(m)* in tr(Delta)*, also auch tr(w) in Gamma¥*,
beweisbar, dann ist © in Delta beweisbar (denn der tr(Delta)*-Beweis von tr(m)* lasst sich

Schritt fir Schritt und eins-zu-eins in einen Delta-Beweis von m umwandeln).

AuBerdem gilt aufgrund von I. offensichtlich:

lll.1 Ist eine Schlussregelformel p, in der nur Delta-Schlussformeln figurieren, in Delta be-
weisbar, so ist tr(p) in Gamma* beweisbar (denn der Delta-Beweis von p in lasst sich Schritt
fur Schritt und eins-zu-eins in einen tr(Delta)*-Beweis von tr(p)*®' umwandeln— der aber
nichts anderes ist als ein Gamma*-Beweis von tr(p), der zusatzliche Bedingungen erfillt).

l11.2 Ist p eine Schlussregelformel, in der nur Delta-Schlussformeln figurieren, und ist tr(p)*
in tr(Delta)*, also auch tr(p) in Gamma*, beweisbar, dann ist p in Delta beweisbar (denn der
tr(Delta)*-Beweis von tr(p)* lasst sich Schritt fiir Schritt und eins-zu-eins in einen Delta-

Beweis von p umwandeln).

Hier zwei Beispiele zur Illustration von Il.:

Delta-Schlussformel m: tr(m)*/tr(m):
Beweis in Delta: Beweis in tr(Delta)*/Gamma*:

60 tr(m)* ist im Kern tr(m), wobei aber nun tr(n)* als Prinzip von tr(Delta)* genommen per fiat nur tr(Delta)*-
beweisbare Einsetzungsfille hat: nur beweisbare Einsetzungsfille, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln
eingebetteten Satzformelteile [Teile, die Satzformeln sind] nur Gamma*D-Satzformeln darbieten.
51 tr(p)* ist im Kern tr(p), wobei aber nun tr(p)* als Prinzip von tr(Delta)* genommen per fiat nur tr(Delta)*-
beweisbare Einsetzungsfille hat: nur beweisbare Einsetzungsfalle, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln
eingebetteten Satzformelteile nur Gamma*D-Satzformeln darbieten.
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2.A—>——A IR5(1) 2. OJA - O-0-0A tr(IR5)* (1)

{IR5istT", B> —-C=T, C > —B; die verwendete Spezialisierung kommt zustande per ,—A“ fur B, ,A“ fir ,C“, T
leer. Also: —=A — —A = A — ——A. Und tr(IR5)* ist [im Kern]: tr(I"), OB — O0—-0C = tr(I'), JC — O-B; die
verwendete [und in tr(Delta)* allein erlaubte, namlich nur Gamma*D-Satzformeln als satzformelkontextfreie
Satzformeln darbietende] Spezialisierung kommt zustande per ,—OA“ fur ,B“, ,A“ fur ,C“, tr(I') leer. Also:

Delta-Schlussformel =: tr(m)*/tr(m):

— (A A —A) — O-0(0A A O-0A)

Beweis in Delta: Beweis in tr(Delta)*/Gamma*:

1. A, —A —> —(ADA) A3 1. OA, O-0A - O=0(0A > 0A) tr(A3)*
2.An—A—>—(ADA)R7 (1) 2. O(OA A O-0A) > O-0(0A>0A)  tr(R7)* (1)
3.ADA— —(AA—A)IR5 (2) 3. J(JA>0A) > O-0(0A AO-=0A)  tr(IR5)* (2)®2
4.A A Al 4.0A — OA tr(A1)*

5. 3>ADA R4 (4) 5. C(TJA > JA) tr(R4)* (4)
6. > —(A A —A) R3 (3, 5) 6. > O-0(0JA A O-0A) tr(R3)* (3, 5)

Das Ergebnis Il.1 wirft neues Licht auf die Frage der Nichtbeweisbarkeit in Delta von

gewissen Schlussformeln:

Warum ist TND — also: — A v —A — in Delta nicht beweisbar? (Warum es in Delta nicht be-
weisbar sein sollte, angesichts der mit Delta verbundenen logischen Intentionen, dariber
wurde schon gesprochen.) Nun, TND ist in Delta nicht beweisbar, weil die Axiome und axio-
matischen Schlussregelformeln von Delta dies — offenbar — nicht erlauben. Eine andere Ant-
wort ist diese: Wenn — A v —A in Delta beweisbar ware, so ware —» (A v (O=A)
[tr(TND)] gemaR II.1 in Gamma* beweisbar. Aber diese Schlussformel ist nicht in Gamma*

beweisbar [darum erst recht nicht in tr(Delta)*], sondern nur in Gamma, namlich so:

1. -0OA - O-0A S5-Axiom {GT8; nur fir Gamma, nicht fir Gamma*}

62 |n der vorliegenden Anwendung von tr(IR5)* ist tr(I) leer, und fiir ,B“ ist ,(JA A O—=0A)“ eingesetzt, fir ,C“
L(OA>0OA)“. Aus ,tr(T'), OB — O-0C = tr(I'), OC — O-=0B“ wird also ,, J(0JA A O-0A) » O-0(0JA >
OA) = O(0OA > 0A) - O-0(0A A O-0A)“.
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2. 0-0A—> JAv O-0A A4
3.-0A—> OAv O-0A RT7 (1,2)
4.0A— OAv O-0A A4

5. - TJAv O-0A RS (4, 3)
6. > O(TA v O-0A) GRT3 (5).

{Tatsachlich ist - (A v O—-0A) mit S5-Axiom deduktiv dquivalent, und zwar schon auf der Grundlage des
Kalkiils Basis-Gamma, der entsteht, wenn man in Gamma GA2c einfach weglasst [ohne G*A2c an seine Stelle
zu setzen], oder anders gesagt: in Gamma* G*A2c einfach wegldsst [ohne GA2c an seine Stelle zu setzen]. Dazu

ist nur noch zu zeigen, dass sich =(JA — (J—=[JA in besagtem Kalkiil aus — OJ(CJA v (0—JA) ergibt:

1. - O(OA v O-0A) tr(TND)
2.0(TA v O-0A) - OA v O-0A GT3

3.5 0OAvO-0A R3(2,1)

4. —0A > OAv O-0A R2 (3)
5.—0A, OAv O-0A > O-0A T12 [EP], R1
6. —JA - O—0A R3 (5, 4).}

Warum ist EDN — also: —A — A — in Delta nicht beweisbar? Nun, weil EDN und TND bzgl.
Delta deduktiv aquivalent sind (wie im vorausgehenden Kapitel gezeigt), und TND in Delta
nicht beweisbar ist. Eine andere Antwort ist diese: Wenn ——A — A in Delta beweisbar ware,
so ware (J—--0A — A [tr(EDN)] gemaR Il.1 in Gamma* beweisbar. Aber OJ-0—-0A —
JA [oder unter Anwendung von GD3 geschrieben: CJOCJA — [JA] ist nicht in Gamma* be-
weisbar, sondern nur in Gamma, namlich insbesondere so, wie im Beweis von GT23 vorge-

legt.

{Zum Beweis von O—-0-0A — OA wirde auch schon Brouwersches Axiom, —-[—-0OA — A [in Gamma be-
weisbar: GT26, aber nicht in Gamma*], zusammen mit Basis-Gamma — dem Kalkul, der aus Gamma entsteht,
wenn man GA2c ersatzlos weglisst (alles Ubrige unverdndert beibehilt) — hinreichen: die Anwendung von

GRT4 auf —=OJ-0A — A geniigt (wie im Beweis von GT23 erfolgt).%%}

8 (brigens: Die traditionelle Benennung der Satzformel —(J—JA o A als ,das Brouwersche Axiom*, oder
dementsprechend hier der Schlussformel —(J—-CJA — A als , Brouwersches Axiom”, zu Ehren des Begriinders
des mathematischen Intuitionismus, ist kurios, weil =(J-A — A bzw. —=CJ—[JA o A als Prinzip nun eben nicht
mit einem intuitionistischen Prinzip verbunden ist, sondern vielmehr mit einem anti-intuitionistischen, namlich
mit ——A — A [EDN] bzw. ——A D A.
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Warum ist STND — also: - —A v ——A — in Delta nicht beweisbar? Nun, weil die Axiome und

axiomatischen Schlussregelformeln von Delta dies — offenbar — nicht erlauben. Eine andere
Antwort ist diese: Wenn — —A v ——A in Delta beweisbar ware, so ware —» O(O—-0A v

(—-0-=0A) [tr(STND)] gemal Il.1 in Gamma* beweisbar. Aber —» (J(OJ-0A v O-0-=0A)

ist nicht in Gamma* beweisbar, sondern nur in Gamma, namlich so:

1. -0A - O-0A S5-Axiom {in Gamma* nicht beweisbar}
2. 0-0A-> 0-0Av O-0-0A A4

3. -0A— O0-0Av O-0-0A RT7 (1, 2)

4. OA - O-0-0A GT22 {schon in Gamma* beweisbar!}

6. A — O—0A v O—0O—0A RT7 (4, 5)

Zum Zwecke des Vergleichs von Alpha, Gamma®* und Delta, ist gleich im Folgenden
eine Tabelle angegeben (wobei die Gamma/Gamma*-Definition GD1, A > B =pes —A Vv B, die
von Alpha als D1 (ibernommen wurde, der reinen Gestalt nach auch von Delta Gbernommen

sei, allerdings unter der Bezeichnung ,ID1“ (zur Betonung des Kontexts).

{Sie ,D1“ zu nennen, wirde sich freilich ,,gewohnheitsrechtlich” nicht verbieten — eben wegen der Gleichgestalt
der Alpha- und der Delta-Definition —, obwohl ,>“ in Delta einen anderen Sinn hat als in Alpha. Vgl. diejenigen
Delta-Grundprinzipien (es sind alle bis auf eines), die jedes genauso heilen wie das mit ihnen jeweils gleichge-

staltige (aber sinnverschiedene) Alpha-Grundprinzip.}

Schlussformel Alpha-beweisbar Gamma*-beweisbar Delta-beweisbar
—ADA—A Ja Ja Nein®*
—-A>A—>A Ja Ja Nein®®

64 _A > A — A ist nicht Delta-beweisbar; andernfalls wiare wegen ——A v A = —A D A [Einsetzungsfall von IT9]
und RT7 ——A v A — A Delta-beweisbar, also wegen ——A — ——A v A [A4] und RT7: ——A — A — was jedoch
nicht Delta-beweisbar ist.
5 Man beachte, dass —A > A — A nichts anderes besagt als —A v A = A, und schaue auf die vorausgehende
FuBnote.
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A—>—-ADA Ja Nein Ja
A—>—-A>A Ja Ja Ja
A>DB—>A>B Ja Ja Nein
A>B—>A>DB Ja Nein Ja {IT9!}

{Die Formeln A > —A — —A und A > —A — —A und —A — A > —A sind Alpha-, Gamma*- und Delta-beweisbar.

Die Formel —A — A D —A ist Alpha- und Delta-beweisbar, aber nicht Gamma*-beweisbar.}

Warum ist —mA > A — A in Delta nicht beweisbar? Eine Antwort auf diese Frage ist die in
FulRnote 64 gegebene; eine andere Antwort ist diese: Wenn —A > A — A in Delta beweisbar
ware, so ware (J(0O0—-0A > 0JA) — OA [tr(—A > A — A)] in Gamma* beweisbar (gemal 11.1).

Diese Schlussformel ist aber nicht in Gamma* beweisbar, sondern nur in Gamma, namlich

SO:

1.-0-0A-> A GT26 {Brouwersches Axiom; kein Gamma*-Theorem}
2.0A—>A GT3

3. oO—=OAV A= A R6 (1, 2)

4. 0-0A>0A—> A GD1 (3)

5. (O—=0A > CJA) - OA GRT4 (4).

Warum ist —A > A — A in Delta nicht beweisbar? Eine Antwort auf diese Frage ist die in
FuBnote 65 gegebene (und zwar im Lichte von FuBBnote 64). Eine andere Antwort ist diese:
Wenn —A > A — A in Delta beweisbar wire, so ware O(OJ—-0-=0A v JA) - OJA [tr(—A > A
— A)] in Gamma* beweisbar.®® Diese Schlussformel ist aber nicht in Gamma* beweisbar,
sondern nur in Gamma, namlich so:

1. -0-0A—>A GT26 {kein Gamma*-Theorem}

66 Man kénnte auf den Gedanken kommen, dass tr(—A > A = A) nicht O(O0-0-0A v OA) — OA ist, sondern
O(0-=0A > 0JA) — OA. Aber die Vorschrift fiir die Ubersetzung von Delta hach Gamma* bezieht sich auf
Delta in Grundnotation und ist nur dafiir definiert. Zudem soll ja jene Ubersetzung den strukturellen Sinn der
Delta-Formeln wiedergeben: denselben strukturellen Sinn, nur eben formuliert aufseiten von Gamma*. Aber
der strukturelle Sinn der Delta-Formel —A > A — A ist nicht der strukturelle Sinn der Gamma*-Formel
O(O-0A > 0OJA) — OA; denn der strukturelle Sinn dieser letzteren Formel ist ja schon der der Delta-Formel
—A>A— Afund ,o>“und ,>"sind in Delta strukturell sinnverschieden; man sieht es am Beweisbarkeitsausfall
der Umkehrung von IT9, aber auch hieran: — A o A ist in Delta beweisbar, — A > A jedoch nicht, besagt diese
Schlussformel doch — wegen ID1 — nichts anderes als — —A v A].
150



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

2. 0-0-0A - -0-0A
3.0-0-0A—>A

4. 0JA—>A
5.0-0-0Av0OA—>A

6. J(O-0-0Av 0OA) > 0OA

GT3
RT7 (2, 1)
GT3
R6 (3, 4)

GRT4 (5).
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6. Kalkile im Umkreis von Alpha und Delta und der Hauptsatz

uber das Verhaltnis zwischen Alpha und Delta

Alpha unter (bloRer, ersatzloser) Weglassung von R5 — alias I1SG — ist (das hier relevante)

Rest(Alpha). Also:

() [Rest(Alpha) + ISG] = Alpha.
Schon langst ist eingesehen:

(I1) [Rest(Alpha) + TND] = Alpha.

{,=“ driickt die deduktive Aquivalenz — das gegenseitige deduktive Enthaltensein — von Kalkiilen aus. Die deduk-
tive Aquivalenz von Kalkiilen ist eine transitive und symmetrische und tiber Kalkiilen reflexive Beziehung. Sie ist
von der ebenfalls transitiven, symmetrischen und liber Kalkiilen reflexiven Identitét von Kalkiilen zu unter-

schieden.}

Aullerdem gilt:

(1) [Rest(Alpha) + EDN + STND] = Alpha.

Beweis:

Nach den Ausfiihrungen in Kapitel 1 ist bereits klar, dass Alpha den Kalkil [Rest(Alpha) +
EDN + STND] deduktiv enthalt. Es gilt aber auch, dass [Rest(Alpha) + EDN + STND] Alpha
deduktiv enthalt:

VISG:I', =A > C, I', =——A > C =1 — C{Vornvermindertes inhaltliches Schnittgesetz}

1.I,-A—>C Annahme

2., —A—>C Annahme

3.7, -Av —A—>C R6 (1, 2)

4, > —-Av ——A STND {Schwaches tertium non datur}

6.7 —C R3 (3, 5);
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ISG/R5: I, A—> C, I', =A = C = TI" — C {Inhaltliches Schnittgesetz}

1.I,A—>C Annahme

2.I,-A—>C Annahme

3. —A—>A EDN {Eliminatio duplicis negationis}
4.1, —A—>A R2, R1(3)

5T, —-—AA->C R2, R1 (1)

6., —A—>C R3 (5, 4)

7. >C VISG {soeben bewiesen} (2, 6).

Rest(Alpha) unter Hinzufligung von RKP ist Delta (siehe Kapitel 4, wonach zudem Delta in

Alpha deduktiv echt enthalten ist). Also:

(IV) [Rest(Alpha) + RKP] = Delta.

Aullerdem gilt:

(Va) [Rest(Alpha) + AUKP + IDN] = Delta.

Beweis:

Nach den Ausfiihrungen in Kapitel 4 ist bereits klar, dass Delta den Kalkiil [Rest(Alpha) +
AUKP + IDN] deduktiv enthalt (siehe IT1 und IRT2). Es gilt aber auch, dass [Rest(Alpha) +
AUKP + IDN] Delta deduktiv enthalt:

RKP: T A—>—-B=1I,B—> —A

1.I,A—>—B Annahme

2., —B —> —A AUKP {Aufsteigende Kontraposition} (1)
3.T,B,—B —> —A R2, R1(2)

4.T,B—> ——B IDN, R2, R1

51,B—>—-A R3 (3, 4).

(Vb) [Rest(Alpha) + NISG] = Delta.

Beweis:
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Nach den Ausfihrungen in Kapitel 4 ist bereits klar, dass Delta und der Kalkil [Rest(Alpha) +
NISG] deduktiv daquivalent sind [siehe IRT3b und die daran anschlieRende Anmerkung; NISG

{Alternativ lasst sich (Vb) auch zeigen, indem man zeigt, dass [Rest(Alpha) + NISG] den Kalkiil [Rest(Alpha) +
AUKP + IDN], der gemaR (Va) mit Delta deduktiv dquivalent ist, deduktiv enthélt (denn [Rest(Alpha) + NISG] ist
wegen IRT3b schon sicher in Delta deduktiv enthalten):

AUKP:I'"A—>B=T,—-B > —A

1.I,A—>B Annahme
2.I'’A,—-B—>B R2 (1)
3.I''A, —B,B—> —A A3, R2,R1

4.T, A, —B —> —A R3 (3, 2)

5.T,—B,A— —A R1(4)

6., —-B, -A > —A Al,R2,R1

7.T,—B— —A NISG (5, 6) [die Satzformelfolge fiir die NISG-Anwendung ist nicht ", sondern I", —B];
IDN: A > ——A

1.A-A—>—A A3

2.A,—A—>—A Al,R2,R1

3.A> A NISG (1, 2) [durch,A” far ,, I, ,—A“ fir ,B“ und ,,—A“ fir ,,C“ wird ', B - —=C; I, =B

— —C =T — —Czu der Schlussregelformel A, -A > —A; A, =——A > ——A=> A >

——A spezialisiert].}

Delta mit Hinzufligung von STND ist Delta* (siehe Kapitel 4). Also [unter Heranziehung von

(IV)]:

(Vla) Delta* = [Delta + STND] = [Rest(Alpha) + RKP+ STND].

(VIb) Delta* =~ [Delta + VISG].

Beweis:

Siehe Kapitel 4, wo die deduktive Aquivalenz von STND und VISG bzgl. Delta gezeigt wird.
Folglich: [Delta + STND] = [Delta + VISG], also mit (VIa): Delta* = [Delta + VISG].

(VIc) [Rest(Alpha) + STND] = [Rest(Alpha) + VISG].

Beweis:
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Siehe Kapitel 4, wo die deduktive Aquivalenz von STND und VISG bzgl. Delta gezeigt wird
[durch bloRe substitutionelle Spezialisierung des Erweises der deduktiven Aquivalenz von
TND und ISG bzgl. Delta] und dabei tatsachlich von IR5/RKP keinerlei Gebrauch gemacht wird
(weder direkt noch indirekt), mithin STND und VISG auch bzgl. Rest(Alpha) deduktiv daquiva-

lent sind.

(Vid) Delta* = [Rest(Alpha) + NISG + VISG].

Beweis:

Delta* =~ [Delta + VISG] = [Rest(Alpha) + NISG + VISG]. Die zweite deduktive Aquivalenz
ergibt sich wegen (Vb), die erste wegen (VIb). [Im Blick auf noch Folgendes sei gesagt: An die
gegebene Kette deduktiver Aquivalenzen l3sst sich wegen (VIIl) ,= [Alpha* + NISG]“ anhin-

gen.]

(VIla) Delta ist in Delta* deduktiv echt enthalten, und Delta* ist in Alpha deduktiv echt ent-
halten, m. a. W.: Delta* ist deduktiv zwischen dem deduktiv schwdécheren Delta und dem
deduktiv stéirkeren Alpha.

Beweis:

Dass Delta in Delta* deduktiv enthalten ist, ist [wegen (VIa)] trivial; dass Delta* in Alpha
deduktiv enthalten ist, ist [im Lichte von (Vla)] aufgrund von Kapitel 1 schon gewiss. Dass
Delta* nicht in Delta deduktiv enthalten ist, steht [wegen (VIa)] aufgrund dessen fest, dass
STND in Delta nicht beweisbar ist. Dass Alpha nicht in Delta* deduktiv enthalten ist, ergibt

sich [wegen (Ill) und (VIa)] daraus, dass EDN nicht in Delta* beweisbar ist.

{Mit der Beweisbarkeit von EDN in Delta* hatte man hingegen das deduktive Enthaltensein von [Rest(Alpha) +
RKP + STND + EDN] in Delta* [wegen (Vla)], also auch das deduktive Enthaltensein von [Rest(Alpha) + STND +

EDN] in Delta*, also mit (Ill) das deduktive Enthaltensein von Alpha in Delta*. In Delta* ist aber nur beweisbar:

SEDN: ——A —> —A Schwache eliminatio duplicis negationis

1.——A —-A—>—-A Al,R2,R1

2. ——A, —A > —A A3,R1

3. —A—>—-A VISG (1, 2) [VISG ist in Delta* beweisbar; siehe oben (VIb)].

Wobei SEDN (und dessen Umkehrung) auch bereits in Delta beweisbar ist: so, wie es in dem langst angegebe-
nen Beweis von IT4 demonstriert ist; oder auch so, dass in der soeben erfolgten Deduktion der Schritt von 1.
und 2. nach 3. als eine Anwendung von NISG (statt von VISG) gesehen wird (Delta ist ja gemall (Vb) mit
[Rest(Alpha) + NISG] deduktiv dquivalent).}
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In Delta* ist neben dem [schon Delta-beweisbaren] Regelgesetz IRT3a/SISG, also: I', B —» C;
I’b’, .-B > C =T —- —C, und neben dem [schon Delta-beweisbaren] Regelgesetz
RT3b/NISG, also: T, B > —C; I, =B > —C = T = —C, auch VISG, also: T, =B = C; ', ——B
— C=1T — C, beweisbar. Aber die geballte deduktive Kraft von SISG, NISG und VISG reichen
nicht heran an die deduktive Kraft von ISG. Die blofRe Hinzufligung von EDN zu Delta* liefert
jedoch einen mit Alpha deduktiv dquivalenten Kalkil, und tatsachlich gilt ein noch viele star-

keres Resultat als dieses:

(VIlb) [Rest(Alpha) + _ISG + EDN] = Alpha, wobei an die Stelle von ,,_“ gesetzt werden kann:
,S“ oder ,V“ oder, N“.

Beweis:

Die folgenden drei Deduktionen machen neben SISG bzw. VISG bzw. NISG nur von
Rest(Alpha) und EDN Gebrauch, um ISG herzuleiten; durch sie ist — angesichts von (1) und der
Beweisbarkeit von SISG, VISG, NISG und EDN in Alpha — die deduktive Aquivalenz von
[Rest(Alpha) + _ISG + EDN] mit Alpha fiir die Setzung von ,S“, ,V“ oder ,N“ anstelle von ,_“

gezeigt:
Deduktion von ISG ausgehend von SISG + EDN: Deduktion von ISG ausgehend von VISG + EDN:
1.I'B—>C Annahme 1.I'B—>C Annahme
2.I,-B—>C Annahme 2.I,—-B—>C Annahme
3.' > —C SISG (1, 2) 3.T,——B,B—>C R2,R1 (1)
4.T,——C—>C EDN, R2, R1 4.T,——B—>B EDN, R2, R1
5.'>C R3 (4, 3). 5.T,—B—>C R3 (3, 4)

6.'>C VISG (2, 5).
Deduktion von ISG ausgehend von NISG + EDN:
1.I'B—>C Annahme
2.I,-B—>C Annahme
3., -C—> —B AUKP (1) [AUKP ist mit NISG und Rest(Alpha) beweisbar; siehe die Anmerkung zu

(Vb)]

4.T,—B —> ——C AUKP (3)
5., ——B—>—C AUKP zweimal hintereinander (2)
6. > ——C NISG (4, 5)
7., —C—>C EDN, R2, R1
8.I'>C R3 (7, 6).
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Rest(Alpha) mit Hinzufligung von VISG ist Alpha*. Also:

(VII1) Alpha* = [Rest(Alpha) + VISG].

Es gilt:

(IX) Alpha* = [Rest(Alpha) + VISG] = [Rest(Alpha) + STND].

Beweis:

GemalR (VIII) ist Alpha* der Kalkil [Rest(Alpha) + VISG], welcher Kalkil gemaR (Vic) mit
[Rest(Alpha) + STND] deduktiv daquivalent ist.

(X) Alpha* ist in Alpha deduktiv enthalten [wie aus (IX) und Kapitel 1 ersichtlich ist], und
Alpha* ist deduktiv enthalten in Delta* [gemaR (IX) und (VIa)]. Alpha* ist aber nicht in Delta
deduktiv enthalten [dies folgt auf der Grundlage von (IX) und (IV), da STND in Delta nicht

beweisbar ist].

{Unter Verwendung des Satzoperators > [c > 6" =pef =G Vv G°] in Delta und Alpha* wére also zu sagen, dass in
Delta zwar — A > ——A beweisbar ist [siehe IT1], aber nicht — A > ——A; dass hingegen in Alpha* auch — A >
——A beweisbar ist: wegen der Alpha*-Ableitbarkeit von STND. [Zur Beweisbarkeit wiederum von - A 5 ——A

[IDN] auch in Alpha* siehe FuRRnote 67.]}

In vergleichender Zusammenstellung haben wir:

Alpha = [Rest(Alpha) + ISG] {ISG:T,B>CTI,—-B>C=T—>C}
Delta = [Rest(Alpha) + NISG] {NISG: T, B - —C; T, =B > —-C =T — —C}
Alpha* = [Rest(Alpha) + VISG] {VISG:T, =B —>C; T, =——B - C=T — C}

Delta* = [Rest(Alpha) + NISG + VISG]

Sowohl NISG als auch VISG sind Spezialisierungen von ISG. Aber weder ist NISG eine
Spezialisierung von VISG noch VISG eine Spezialisierung von NISG. Sehr wohl aber haben
VISG und NISG eine gemeinsame Spezialisierung: I', =B - —C; I', =—B - -C = I —» —C.

Und folglich wird ein weiterer Kalkil sichtbar, ein Kalkil, der an deduktiver Kraft von den
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bisher betracheten Kalkilen verschieden ist — er ist in jedem der bisher betrachteten Kalkile
deduktiv enthalten, enthalt aber selbst keinen von ihnen —, namlich derjenige Kalkdl, der
hervorgeht, indem man zu Rest(Alpha) axiomatisch hinzufiigt: I', =B — —=C; I', =——B — —C
= I' - —C. Dieses (in Alpha selbstverstandlich beweisbare) Schema ist das — prima facie (es
geht sehr wohl noch minimaler: siehe im Folgenden SVISG) — minimale inhaltliche Schnittge-

setz, kurz: MINISG, und der fragliche Kalkil heil3e ,Epsilon“. Also:

(XI) Epsilon = [Rest(Alpha) + MINISG].

Hinzukommend zu (VIIb), welcher Satz sagt, dass die Kalkiile [Rest(Alpha) + SISG + EDN],
[Rest(Alpha) + VISG + EDN] und [Rest(Alpha) + NISG + EDN] mit Alpha deduktiv dquivalent

sind, gilt nun auch:

(X1) [Epsilon + EDN] = [Rest(Alpha) + MINISG + EDN] = Alpha.

Beweis:

Es ist zur Erreichung des Beweisziels nach allem, was schon festgestellt ist, nur noch die Her-
leitung von ISG in [Epsilon + EDN] anzugeben:

ISG:I,B—>CI,B—>C=I->C

1.I,B—>C Annahme
2.I',—-B—>C Annahme
3.C—>—C IDN {in Epsilon beweisbar wegen A3 und A1 [etc.] und der folgenden Spezialisierung

von MINISG: C, -C - —C; C, =—C »> —C = C —»> ——C}¥’
.T,B,C>——C  R2,R1(3)
.T,B—> ——C R3 (4, 1)
.T,—B,C—>——C R2,R1(3)
.T,-B—>—-—C  R3(6,2)
.T,——B—>B EDN, R2, R1

O 00 N o Uu b

.T, =B, B—> ——C R2, R1 (5)

67 ¢, -C - ——C; C, =—C = ——C = C = ——C ist auch eine Spezialisierung von VISG und von NISG, weshalb
IDN ganz wie in Epsilon auch in Alpha* [angesichts von (VIII)] und in Delta [angesichts von (Vb)] sowie in Delta*
[angesichts von (VId)] bewiesen werden kann.
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11.T —» ——C MINISG (7, 10)
12.T, =—C — C EDN, R2, R1
13.T > C R3 (12, 11).

Auch SISG —also: I', B > C,; I, =B - C = I' > ——C —, das in derselben Lage wie
NISG, VISG und MINISG ist, ndmlich zusammen mit EDN Rest(Alpha) zu einem mit Alpha de-
duktiv dquivalenten Kalkil zu starken [siehe (VIIb) und (XIl)], kann zur Definition eines Kal-

kiils verwendet werden: Es ist der Kalkiil [Rest(Alpha) + SISG], der kurz ,Delta**“ heiRe:

(X11) Delta** = [Rest(Alpha) + SISG].

Schliefilich gibt es noch eine Modifikation von VISG, die im selben Verhaltnis zu VISG
steht wie SISG zu ISG, namlich SVISG: T, =B — C; I, —B - C =T — ——C, und auch damit

|asst sich ein Kalkul definieren:

(XIV) Alpha** = [Rest(Alpha) + SVISG].

Starkt auch SVISG zusammen mit EDN Rest(Alpha) zu einem mit Alpha deduktiv daquivalen-

ten Kalkdl? Ja, so ist es:

(XV) [Alpha** + EDN] = [Rest(Alpha) + SVISG + EDN] = Alpha.

Beweis:

Es ist zur Erreichung des Beweisziels nach allem, was schon festgestellt ist, nur noch die Her-
leitung von ISG in [Alpha** + EDN] vorzulegen:

ISG:I,B>CI,B>C=>T—>C

1.I,B—>C Annahme
2.1, -B—>C Annahme

3.T,——B,B—>C  R2,R1(1)

4.T,——B —>B EDN, R2, R1
5.1, ——B —C R3 (3, 4)

6. > ——C SVISG (2, 5)
7.T,——C—C EDN, R2, R1
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8.T - C R3 (7, 6).

Wir haben es also mit sechs Kalkiilen zu tun — Delta**, Alpha*, Delta, Delta*, Epsilon,
Alpha**, identisch oder deduktiv dquivalent mit: [Rest(Alpha) + SISG bzw. + VISG bzw. +
NISG bzw. + NISG + VISG bzw. + MINISG bzw. + SVISG] —, die alle, wenn man sie um EDN
(grundprinziplich) ergénzt, mit Alpha deduktiv dquivalent werden. Die Unterschiede an de-
duktiver Kraft zwischen ihnen werden also durch die Hinzunahme von EDN ausgel6scht; alle
sechs kollabieren bei dieser Hinzunahme hinauf in Alpha (nicht hinunter, denn Alpha ist ja

deduktiv starker als sie alle).

{Fir Delta** gilt dies aufgrund von (Xlll) und (Vllb); fir Alpha* aufgrund von (VIll) und (VIlb); fir Delta
aufgrund von (Vb) und (VIIb); fiir Delta* aufgrund von (VIb), (Vb) und (VIIb);% fiir Epsilon aufgrund von (XI1); fiir
Alpha** aufgrund von (XV).}

Alle sechs Kalkiile haben neben dem eben beschriebenen ,Phdnomen” zudem gemeinsam,

dass in ihnen IDN beweisbar ist.

{FUr Delta und Delta* ist die Beweisbarkeit von IDN ldngst klar: siehe IT1. Ein alternativer Beweis fiir IDN kann
jedoch der im Beweis von (XIl) angegebenen Deduktion entnommen werden: siehe deren 3. Zeile und die Ful3-
note dazu. Fir Epsilon, und darum auch fiir Alpha*, ist der Beweis von IDN ebenfalls der im Beweis von (XII)
angegebenen Deduktion zu entnehmen: siehe wiederum deren 3. Zeile und die FuBnote dazu. Was nun

Delta** angeht, so geht der Beweis von IDN wie folgt:

1.C,B—>C Al, R2
2.C,—B—>C Al, R2
3.C> ——C SISG (1,2).

Der Beweis schlielich von IDN in Alpha** geht wie folgt:

1.C,—B—>C Al, R2
2.C,——B—>C Al, R2
3.C> ——C SVISG (1, 2).}

Aber nur einer der sechs Kalkiile ist ein Kalkil der intuitionistischen Aussagenlogik: Delta.

68 GemaR (VIb): Delta* = [Delta + VISG], also mit (Vb): Delta* = [Rest(Alpha) + NISG + VISG]. Folglich: [Delta* +
EDN] = [Rest(Alpha) + NISG + EDN + VISG], also mit (VIIb): [Delta* + EDN] = [Alpha + VISG]. Nun gilt aber offen-
sichtlich: [Alpha + VISG] = Alpha. Also schliellich: Delta* + EDN] = Alpha.
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{Man konnte vielleicht meinen, dass auch Delta** ein Kalkll der intuitionistischen Aussagenlogik ist. Dazu
musste freilich Delta** mit Delta deduktiv dquivalent sein. Tatsachlich ist Delta** in Delta deduktiv enthalten.
Das ist schon mit IRT3a klar [angesichts von (IV) und (XIIl)]; aber hier noch der Beweis dafiir mithilfe des — ge-
maf (Vb) — mit Delta deduktiv dquivalenten Kalkils [Rest(Alpha) + NISG]:

SISG: T, B>CGI,—B—>C=>T—>—-=C

1.I'B—>C Annahme

2.I,-B—>C Annahme

3.C»>—C IDN, in [Rest(Alpha) + NISG] beweisbar
4.T,B,C— ——C R2, R1(3)

5.I,B—>——C R3 (4, 1)

6., —B,C—> ——=C R2, R1 (3)

7.T,—-B —> ——=C R3 (6, 2)

8.I'>—=C NISG (5, 7).

Delta ist nun aber schwerlich in Delta** deduktiv enthalten. Dass Delta in Delta** deduktiv enthalten ist, erga-
be sich wegen (Vb) und (XIII) dann, wenn NISG in Delta** beweisbar ware; aber der Versuch, NISG in Delta**

zu beweisen, zeigt deutlich, woran es hakt:

1.T,B— —C Annahme

2.T,-B— —C Annahme

3.T > ——C SISG (1, 2)

4, ——C— —C SEDN {in Delta** beweisbar??}
5T,-—C—>-C R2, R1 (4)

6. > —C R3 (5, 3).

So ginge es, wenn SEDN — Schwache eliminatio duplicis negationis — in Delta** beweisbar ware. Aber es ist
nicht zu sehen, wie SEDN in Delta** bewiesen werden kann — wahrend es sogar in Epsilon (und darum erst
recht in Delta, Delta* und Alpha*) beweisbar ist:

1.—A -A—>-A Al,R2,R1
3. —A—>—-A MINISG/NISG/VISG (1, 2).

Mit SISG (also in Delta**) oder auch mit SVISG (also in Alpha**) erhdlt man hingegen aus 1. und 2. nur eine
Trivialitét:

{Die Unableitbarkeit von SEDN in Delta** und Alpha** bedingt, dass in keinem der beiden Kalkile MINISG
ableitbar ist, woraus folgt, dass Epsilon weder in Delta** noch in Alpha** deduktiv enthalten ist. Hatte man
hingegen SEDN bewiesen zur Verfiigung, so konnte man, um MINISG zu beweisen, wie folgt vorgehen:

In Delta**: In Alpha**:

1., —-B—>—=C Annahme 1., —-B—>—=C Annahme
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2., —B —>—=C Annahme 2.1, —B —>—=C Annahme

3.' > ———C SISG [Spezialisierung] (1, 2) 3.' > ———C SVISG [Spezialisierung] (1, 2)
4.T, ——C—>—=C SEDN, R2, R1 4.T, ——C—>-C SEDN, R2, R1

5.' > —C R3 (4, 3). 5.' > —C R3 (4, 3).

Es lasst sich allerdings zeigen, dass, umgekehrt, Alpha** in Epsilon deduktiv enthalten ist, denn SVISG

lasst sich in Epsilon ableiten:

1.I'-B—>C Annahme

2.I,—B—>C Annahme

3., C—> —-C IDN [in Epsilon beweisbar], R2, R1

4.1,—-B—> ——C RT7 (1, 3)

5.T, ——B — ——C RT7 (2, 3)

6. > —-C MINISG [Spezialisierung; ,,—C“ eingesetzt fiir ,C“] (4, 5).

Delta** hingegen ist, anders als Alpha**, nicht in Epsilon deduktiv enthalten; denn SISG lasst sich in Epsilon
nicht ableiten: Man bekommt — auch unter Einsatz von IDN — die dafiir erforderliche Spezialisierung von
MINISG nicht hin.

Es bleibt noch zu sagen, dass Alpha** in Delta** deduktiv enthalten ist; denn SVISG ist ja eine Speziali-

sierung von SISG: man setze in SISG ,,—B“ fir ,,B“.}

Der im Titel dieses Kapitels erwahnte Hauptsatz liber das Verhaltnis zwischen Alpha

und Delta ist nun dieser:

(XVI) Eine Schlussformel I' — o’ ist in Alpha genau dann beweisbar, wenn I' - ——c” in
Delta beweisbar ist.
Beweis:

(o) Von rechts (vom ,genau dann, wenn“) nach links: Wenn I' - ——c” in Delta beweisbar

ist, dann ist, weil Delta deduktiv in Alpha enthalten ist, ' — ——c” in Alpha beweisbar, und
also ist wegen der Beweisbarkeit von I', =——c” — ¢” in Alpha (T2, R2 R1) mit R3T" — ¢” in
Alpha beweisbar.

(B) Von links (vom ,genau dann, wenn”) nach rechts: Sei I' — ¢ in Alpha beweisbar, habe

also einen Beweis in Alpha. Man bringt diesen Beweis zundchst auf seine Grundform — wenn
er sie nicht schon hat —, also auf die Form, die er ohne die abkiirzende Verwendung von

echtabgeleiteten Prinzipien von Alpha hat.

162



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

(B-1) Enthalt der Beweis dann keine Anwendungen von R5 (ISG), so ist er auch ein Beweis in
Delta und I' — o’ ist somit auch in Delta beweisbar. Folglich ist wegen IT1 (IDN) I' - ——0c’
in Delta beweisbar: 1.’ > o’ 2.T, 6'—> ——0c" [IT1, R2, R1]; 3. —» ——0c’ [R3 mit 2. und 1.].
(B.2) Enthalt der fragliche Beweis hingegen Anwendungen von R5, so ersetzt man jede dieser
Anwendungen durch eine Anwendung von R6. Stattvon I, 6 > o undI’, =6 — ¢’ mit R5
zu " — "’ Uberzugehen, geht man also jedes MalvonI'', 6 > ¢ und I, =6 — ¢’ mit R6
Uber zu I'", o v =6 — ¢”’. Da durch die R6-Anwendungen nichts weggekiirzt wird [die
entstehenden TND-Formeln kann man mit R1 zunachst bis hinter I'” verschieben, sodass sie
auch beweis-psychologisch nicht stéren], geht in dieser Weise aus dem Beweis in Alpha von
I' - o’ schliefilich ein Beweis in Alpha von I', 61 v =01 ... 64 vV =G, — G~ hervor. Dieser
Beweis ist aber auch ein Beweis von I', 61 v =61 ... on vV —6n — ¢~ in Delta, enthélt er doch
keine Anwendungen von R5/ISG [er ist, genauer gesagt, ein Beweis in Rest(Alpha) — wobei
»Rest(Alpha)“ so wie bisher in diesem Kapitel verstanden wird]. Nun geht man des Weiteren

wie folgt vor:

1.T, 61V =01 ... On-1V —Gn-1, Gn V —Cn —> G % in Delta beweisbar
2.1, 01V =01 ... On-1V —On-1, =6~ —> —(Cn vV —0n) IRT2 (1)

3.T, 61V =061 ... Gp-1 V —0On-1, =—(Cn vV —Gp) > =0~ IRT2 (2)

4.1, 61V =01 ... On-1V —0n-1 —> ——(Cn V —Gn) IT2, R2

5.T, 61V =61 ... Gp-1 V —Gn-1 —> ——G~ R3 (3, 4)

6.1, 61 v —061.. 206" = —=(Cn-1 vV —0On-1) IR5 (5)

7.1, 61V =01 ... =—=(On-1 V =Op-1) &> =0’ IRT2 (6)
8.1,01vVv—01..>——(0n-1V —0On-1) IT2, R2
9.1T,01v—01.. >0 R3 (7, 8)

Usw. usf. — wenn notig — nach derselben (vorgefiihrten) Verfahrensweise. Am Ende steht
jedenfalls da:

QTI'» -0

Durch (B.1) und (B.2) ist gezeigt: Ist ' - c” in Alpha beweisbar, so ist | - ——c” in Delta

beweisbar.

59 Das Glied 6n-1 v —Gn-1 hat natiirlich nur fiir den Fall, dass n > 2, eine eigene Bedeutung neben 61 v —G1. Bein
= 2 fusioniert 6n-1 vV —6n-1 Mit 61 v —o1; bei n = 1 entféllt 6o-1 v —0n-1.
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Da Alpha*, Alpha**, Delta*, Delta** und Epsilon deduktiv in Alpha enthalten sind, erhalt

man als ein Korollar des Hauptsatzes:

(XVII) Wenn eine Schlussformel I' — ¢” in Alpha*, Alpha**, Delta*, Delta** oder Epsilon

beweisbar ist, dann ist ' - ——0c” in Delta beweisbar.

Die Umkehrung von (XVII) gilt aber nicht, denn —» ——(A v —A) ist in Delta beweisbar (IT2),
aber —> A v —A ist weder in Alpha* noch in Alpha** noch in Delta* noch in Delta** noch in

Epsilon beweisbar.

{Warum ist - A v —A in den genannten Kalkiilen nicht beweisbar? Antwort: Wegen Rest(Alpha) in ihnen (vor
allem R6) wirde die Beweisbarkeit von — A v —A in diesen Kalkiilen, die Beweisbarkeit in ihnen von ISG bedin-

gen. Sie waren also alle mit Alpha deduktiv dquivalent — was sie aber doch nicht sind.}

Ein besonders schones Korollar von (XVI), des Hauptsatzes zum Alpha-Delta-

Verhiltnis, ist des Weiteren dies:

(XVIII) Eine Schlussformel I' — —c” ist in Alpha genau dann beweisbar, wenn I' — —c” in
Delta beweisbar ist.

Beweis:

Wegen (XVI) gilt zunadchst: I' — —c” ist in Alpha genau dann beweisbar, wenn I' > ——a" in
Delta beweisbar ist. Hinzukommt aber nun wegen IT4: ' - ———c" ist in Delta genau dann

beweisbar, wenn I — —c” in Delta beweisbar ist.

{1.T » ———0c’ Annahme 1.T > —c’ Annahme
2. ———0 > -0’ IT4 [1. Halfte] 2. -6" > ———0’ IT4 [2. Halfte]
3.1, =——0¢ — =0’ R2, R1 (2) 3.T, 6" > ———0o’ R2,R1(2)
4.T > —c’ R3 (3, 1) 4.T - ———0’ R3 (3, 1).}

Da Delta* Uber alle Beweismittel verfiigt, Gber die auch Delta verfiigt [siehe (VIa)], gilt der
Satz (XVI) und der Satz (XVIII) auch fiir Delta*. Also gilt (XVIIl)-fiir-Delta*, oder mit anderen

Worten:
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(XIX) Eine Schlussformel I' — —c” ist in Alpha genau dann beweisbar, wenn I" — —c” in

Delta* beweisbar ist.

Man erhalt somit schlielilich:

(XX) Eine Schlussformel I' — —c” ist in Delta* genau dann beweisbar, wenn I' - —c” in
Delta beweisbar ist.
Beweis:

Der Satz ist eine logische Folge aus (XVIII) und (XIX).

{In (XX) ist der Satz ,Eine Schlussformel I' - ——c" ist in Delta* genau dann beweisbar, wenn I' > ——c” in

Delta beweisbar ist“ logisch eingeschlossen. Man erhalt ihn aber auch aus (XVI) und (XVI)-fiir-Delta*.}

Delta und Delta* kénnen sich also — wie schon Delta und Alpha — hinsichtlich der Beweis-
barkeit einer gegebenen Schlussformel nur dann unterscheiden, wenn die Konklusion dieser
Schlussformel keine Negationssatzformel ist. Dementsprechend gilt z. B.: (i) &> —(—A v ——A)
ist wie = —(A v —A) [wie auch — A v —A] weder in Delta noch in Delta* beweisbar; (ii) >
——(—A v ——A) ist [wie auch — ——(A v —A)] sowohl in Delta als auch in Delta* beweisbar;
(iii) > —A v ——A ist nicht in Delta, doch sehr wohl in Delta* beweisbar [ist doch STND ein

Axiom von Delta*].
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Sieben Kalkiile:”°

Alpha
|

Delta— Delta* — Alpha*

\ \ | ) )

| Epsilon |

Delta** — Alpha**

Sieben Schemata von Schlussregelformeln:”?

ISG

NISG— NISG + VISG —VISG

\ \ | ) )

| MINISG |

| \ |

SISG — SVISG

70 Dje andeutungsweise zwischen den Kalkiilnamen gezogenen Linien sind so zu verstehen, dass sie die in die-
sem Kapitel festgestellten Verhaltnisse des deduktiven Enthaltenseins zwischen Kalkiilen abbilden. Diese Ver-
haltnisse sind allerdings stets einseitig; es ist also jeweils eine (nur eine) Richtung bei den Linien zu ergénzen.
Bei den vertikalen (geraden oder gebogenen) Linien ist es die Richtung zum unteren Seitenrand; bei der — dem
Lesefortschritt gemaR — ersten horizontalen Linie ist es die Richtung zum linken Seitenrand, bei der — dem Lese-
fortschritt gemaRk — zweiten und dritten horizontalen Linie hingegen ist es die Richtung zum rechten Seitenrand.
Was dann abgebildet wird, ist stets ein Verhaltnis der Gestalt ,K: enthalt deduktiv K>“, wobei der enthaltende
Kalkiil im Sinne der jeweils spezifizierten Richtung der je gegebenen Linienverbindung stets friiher genannt
wird als der enthaltene. Man beachte, dass das deduktive Enthalten zwischen Kalkilen eine transitive Bezie-
hung ist, und dementsprechend sind die Linienverbindungen (im Sinne ihrer jeweils spezifizierten Richtung)
transitiv zu denken.

"1 Diese zweite Graphik ist mutatis mutandis analog zur ersten zu verstehen; nur geht es in ihr nicht um Kalkiile,
sondern um Schemata von Schlussregelformeln und deren stets einseitigen Verhéltnisse der Gestalt ,,Im Kalkal
[Rest(Alpha) + SSRF1] ist SSRF2 beweisbar”.
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Teil 2: Pradikatenlogiken
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7. Der Schlussformelkalkul Pi-Alpha der klassischen

Pradikatenlogik (1. Stufe) mit Identitat und Kennzeichnung

Der Kalkll Pi-Alpha geht aus dem Kalkiil Alpha dadurch hervor, dass von der ein fiir alle Mal
in diesem Buch feststehenden Formelsprache Sigma nun auch die feiner — nicht bloR ,, mole-
kular” — strukturierten Formeln in den Blick genommen und logisch gewlirdigt werden und
dementsprechend zu Alpha — d. h.: zu seinen Grundprinzipien [A1 — A5, R1 — R7] — das Fol-

gende hinzugefligt wird:

A6 VxF(x) = F(a) Dictum de omni (DO)

R8 I' > ola] = I' - Yvuo[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o in der Satzformelfolge I" und in der , Alle“-Satzformel Yuc[v] nicht mehr
vorkommt. Gesetz der hinteren Allgeneralisierung (GHAG)

A7 F(a) = 3IxF(x) ,Existenzgeneralisierung” (EG)

R9 I, ola] > o" =T, Juc[v] = o, wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o in der Satzformelfolge I, in der ,,Mindestens ein“-Satzformel Juc[v] und in
der Satzformel 6" nicht mehr vorkommt.

Gesetz der vorderen , Existenzgeneralisierung” (GVEG)

A8 —a=a Reflexivitdt der Identitdt (RID)
A9 b =a, F(a) > F(b) Substituierbarkeit der Identischen (salva veritate) (SID)
A10  3IxF(x) = F(uxF(x)) Auswahlprinzip (AP)

{Damit A10 kein Befremden auslést, muss man im Auge behalten, dass der Kennzeichnungsoperator ,1“ hier
zunéchst und primér als Selektor intendiert ist und im Sinne von ,beispielsweise diese/s/r” aufgefasst wird;
sodass ,,1xF(x)“ zu lesen ist als ,beispielsweise diese/s/r F“, oder — technischer — als ,beispielsweise dieses X,
das Fist“. Erst im Grenzfall — wenn unterstelltermaRen iberhaupt nur ein einziges Etwas, das F ist, gegeben ist
— nimmt der Selektor bedeutungsmaRig den Charakter des determinierten Kennzeichnungsoperators — des
Kennzeichnungsoperators im (iblichen, definite descriptions liefernden Sinn — an; da ist dann ,,1xF(x)“ zu lesen

als , der/die/das F“, oder — technischer — als ,dasjenige x, das F ist“.}
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{Was die Einsetzungsfallbildung in pradikatenlogischen Beweisen angeht, so darf folgender Hinweis nicht feh-
len: Die uniforme Substitution in Prinzipien, echtabgeleitete oder axiomatische, kann in pradikatenlogischen
Beweisen, obwohl von der logischen Sache her vollig berechtigt, zu syntaktischem Unsinn flihren. Dies ist bei-
spielsweise bei folgendem ,Einsetzungsfall“ von A10 gegeben: Ix3yR(x, y) — JyR(ix3yR(x, y), y). Zur Prob-
lemlésung ist zu sagen: Als korrekt gebildeter Einsetzungsfall eines Prinzips zahlt auch jede syntaktisch wohlge-
formte Formel, die durch geeignete Variablenersetzung (man spricht auch von ,Variablenumbenennung®) aus
einem syntaktisch nicht wohlgeformten Ergebnis uniformer Substitution in das fragliche Prinzip hervorgeht.
Somit sind Ax3yR(x, y) = AyR(wx3Iy’'R(x, y'), y) und Ix3Iy'R(x, y’) = Iy'R(1xIyR(x, y), y') korrekt gebildete Einset-
zungsfalle von A10 [also von 3xF(x) — F(1xF(x))], obwohl sie [im Gegensatz zu Ix3yR(x, y) — JyR(ix3yR(x, y), y)]

nicht durch uniforme Substitution aus A10 gewonnen werden kdnnen.}

D1 0 > 0 =pef =0 Vv G {schon in Alpha gegeben}

D2 Fluo[v] =pef JUG[L] A YOVVL (6[L] A G[V] DL =V)

Alle Prinzipien von Alpha, sind auch Prinzipien von Pi-Alpha, wobei die Einsetzungsfalle /
Spezialisierungen der Alpha-Prinzipien — nun, da sie auch Pi-Alpha-Prinzipien sind — gewdhn-

lich feiner strukturiert werden.

{Feiner strukturiert werden konnten jene Einsetzungsfille / Spezialisierungen freilich schon in Alpha; denn
Sigma, die Formelsprache, ist ja fiur alle betrachteten Kalkile einheitlich gegeben [was die Grundnotation plus
systemibergreifende Definitionen und Sprachregelungen angeht]. Aber tatsdchlich feiner strukturiert werden

sie in Alpha nie, da die Axiomatik von Alpha dies nicht erfordert, es ganzlich tGiberflissig ware.}

Hinzukommen nun bei Alpha, und damit auch bei Pi-Alpha, vor allem nun aber nicht schon
bei Alpha, sondern erst bei Pi-Alpha, in jedem Fall jedoch in schlichter Fortsetzung der in
Kapitel 1 fur Alpha begonnenen und in Kapitel 2 und 4 schon weitergefihrten ,T“/,RT“-
Listenzahlung, die folgenden bewiesenen Prinzipien [jeweils unter der ihrer Bewiesenheits-

position entsprechenden Bezeichnung im gerade angesprochenen Stil]:

T27: AABD>C,B>ASC

1.AAB,AABDC—>C A2
2.A,B,AABDC,AAB—>C R2, R1 (1)
3.A,BLAABODC—>AAB A5, R2
4.A,B_AABDC—>C R3 (2, 3)
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5.AAB>C,BA—>C R1 (4)
6.AAB>C,B—>A>SC R4 (5)

{Man beachte bei der verwendeten klammerfreien Schreibweise: A bindet stdrker als >. T27 ist ein
Schnittgesetz (ohne ein Regelgesetz zu sein), ein quasi-strukturelles zudem. Man vergleiche T27 hiermit:

AB>C—o>B=>A—>C

1.AAB—>C Annahme
2.—>8B Annahme
3.A—>8B R2 (2)

4.A—>C R3 (1, 3).}

T28: AxF(x), b = wxF(x) = F(b)

1. b = wxF(x), F(uxF(x)) = F(b) A9 {Einsetzungsfall: ,, .xF(x)“ fir ,a“}
2. b =1xF(x), F(1xF(x)), F(c) — F(b) R2 (1)

3. b = wxF(x), F(1xF(x)), 3xF(x) — F(b) R9 (2)

4, IxF(x), b = 1xF(x) — F(1xF(x)) A10, R2

5. IxF(x), b = 1xF(x), F(1xF(x)) = F(b) R1 (3)

6. IxF(x), b = 1xF(x)— F(b) R3 (5, 4)

Sinnvollerweise nur fir den Grenzfall [was die Auswahl mittels 1xF(x) aus den F angeht] der
Einzigkeit der F — also erst mit 3!xF(x), nicht schon mit 3xF(x) [man beachte den primar in-
tendierten Sinn von ,1“!] — ist die folgende Pramisse-Konklusion-Tauschung zu T28 beweis-

bar:

T29: 31xF(x), F(b) = b = wxF(x)

1. 3IxF(x) = IxF(x) A VXVY(F(y) A F(x) Dy =x) Al, D2

2. IxF(x) A VxVy(F(y) A F(x) Dy =x) > VxVy(F(y) AF(x) Dy=x) T9
3. AIxF(x) > YxVy(F(y) A F(x) Dy =x) RT7 (1, 2)

4. VxVy(F(y) A F(x) oy =x) = Vy(F(y) A F(ixF(x)) oy = xF(x))  A67?
5. 3IxF(x) = Vy(F(y)A F(1xF(x)) Dy = xF(x)) RT7 (3, 4)

72 Die Schlussformel in Zeile 4 ist ein Einsetzungsfall von A6: ,Vy(F(y) A F(_) Dy = _)* fur ,F“, ,wF(x)“ fur ,a“.
Zur ndheren Beschreibung der pradikatenlogischen Einsetzungsfallbildung, die komplexer ist als die aussagen-
logische, siehe Ill. in Kapitel 0.
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6. IxF(x) A VXVY(F(y) A F(x) Dy = x) — 3IxF(x) T9

7. 3IxF(x) — IxF(x) RT7 (1, 6)

8. AxF(x) — F(1xF(x)) A10

9. 3IxF(x) — F(1xF(x)) RT7 (7, 8)

10. Vy(F(y) A F(1xF(x)) o y = xF(x)) = F(c) A F(1xF(x)) D ¢ = 1xF(x) A673
11. 3IxF(x) = F(c) A F(1xF(x)) o ¢ = 1xF(x) RT7 (5, 10)

12. F(c) A F(ixF(x)) © ¢ = wxF(x), F(1xF(x)) = F(c) > c = wF(x) T27

13. 3IxF(x), F(c) A F(xF(x)) © ¢ = xF(x), F(1xF(x)) = F(c) D ¢ = 1xF(x) R2,R1(12)
14. 3IxF(x), F(c) A F(1xF(x)) > ¢ = wxF(x) — F(1xF(x)) R2 (9)

15. 3IxF(x), F(c) A F(1xF(x)) > c = wxF(x) = F(c) > ¢ = wxF(x) R3 (13, 14)
16. 3!xF(x) = F(c) o ¢ = wxF(x) R3 (15, 11)
17. 3IxF(x) = Vy(F(y) Dy = xF(x)) R8 (16)

18. Vy(F(y) o y = xF(x)) = F(b) > b = 1xF(x) A674

19. FIxF(x) = F(b) o> b = 1xF(x) RT7 (17, 18)

20. 3!xF(x), F(b) = b = 1xF(x) RT13 (19)

{Alternativ und kirzer ab der 10. Zeile:

10. Vy(F(y) A F(1xF(x)) oy = 1xF(x)) = F(b) A F(1xF(x)) © b = 1xF(x) A6

11. 3!xF(x) = F(b) A F(1xF(x)) D b = 1xF(x) RT7 (5, 10)
12. 3!xF(x), F(b) A F(1xF(x)) = b = 1xF(x) RT13 (11)
13. 3!xF(x), F(b), F(1xF(x)) — b = xF(x) RT14 (12)
14. 3!xF(x), F(b) — F(1xF(x)) R2 (9)

15. 3!xF(x), F(b) = b = 1xF(x) R3 (13, 14).}

{Die Regeln der Klammersparnis, die zunachst fiir Satzformeln formuliert sind, tGbertragen sich auf Pradikatfor-
meln (welcher Stellenzahl auch immer). Insbesondere diirfen bei Pradikatformelvorkommnissen, die in keinem
Satzformelkontext stehen, die (eigentlich zu setzenden) begrenzenden, an ihnen duBReren Klammern weggelas-

sen werden. Eben diese Klammern miissen aber im Satzformelkontext gesetzt werden; sonst ergibt sich Unin-

73 Die Schlussformel in Zeile 10 ist per Transitivitdt ein Einsetzungsfall von A6: Zunichst ist VyF(y) — F(c) ein
Einsetzungsfall von A6 [,y“ fur ,x“, ,c“ fur ,,a“], aber zudem ist Vy(F(y) A F(1xF(x)) Dy = 1xF(x)) = F(c) A F(1xF(x))
> ¢ = 1xF(x) ein Einsetzungsfall von YyF(y) — F(c) [,(F(_) A F(ixF(x)) D _ = «xF(x))“ fur ,,F“; rechts vom Pfeil wur-
den die duReren Klammern im Endergebnis der uniformen Substitution weggelassen].
74 Die Schlussformel in Zeile 18 ist per Transitivitit ein Einsetzungsfall von A6: Zunichst ist VyF(y) — F(b) ein
Einsetzungsfall von A6 [,y fur ,x“, ,b“ fir ,,a“], aber zudem ist Vy(F(y) o y = «xF(x)) = F(b) > b = xF(x) ein
Einsetzungsfall von VyF(y) — F(b) [,(F(_) D _ = wxF(x)) fur ,,F“; rechts vom Pfeil wurden die duReren Klammern
im Endergebnis der uniformen Substitution weggelassen].
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tendiertes, schlimmstenfalls syntaktischer Unsinn. Z. B. darf man sehr wohl ,,F(y) D y = ixF(x) ist eine einstellige
Pradikatformel“ schreiben, statt in schoner Vollstandigkeit ,(Fly) © y = wxF(x)) ist eine einstellige
Pradikatformel”; aber man darf durchaus nicht , VyF(y) D y = xF(x)“ schreiben statt ,Vy(F(y) D y = xF(x))",
wenn man eine Satzformel hinschreiben will, in der die Pradikatformel F(y) > y = «xF(x) vorkommt. Auch darf
man ,y = a ist eine einstellige Pradikatformel” schreiben, statt ,(y = a) ist eine einstellige Pradikatformel”, aber
nur Jy(y = a) ist eine Satzformel, in der die Pradikatformel y = a vorkommt, dyy = a hingegen ist nicht einmal
syntaktisch wohlgeformt.

Das hier fir Pradikatformeln Gesagte gilt im Prinzip auch fiir Prddikatstockformeln. Allerdings werden
bei Pradikatstockformeln die an ihnen duferen Klammern in der Regel auch bei ihrem formelkontextfreien
Auftreten nicht weggelassen; der Grund ist, dass von Pradikatstockformeln in der Regel bei Substitutionen die
Rede ist: Es soll da gadnzlich unmissverstandlich sein, welcher Ausdruck genau es in Vollstdndigkeit ist, der sub-

stituiert wird.}

Jeder Zeile des Beweises von T29 und jeder Zeile jedes Pi-Alpha-Beweises einer Schlussfor-
mel (und jeder Zeile jedes Beweises einer Schlussformel in irgendeinem Schlussformel-
Kalkil) kann das Bewiesensein (im Kalkiil) dessen, was jeweils in der Zeile steht, entnommen
werden, sei es erst aktuell erfolgt (in diesem Fall hat man bis einschlieBlich der fraglichen
Zeile einen Beweis dessen, was in der Zeile steht, frisch vor Augen [allerdings vielleicht einen,
der umstandlicher als noétig ist]) oder schon friiher erfolgt. Schlussformeln, die im Rahmen
des Beweises einer Schlussformel in einer Zeile als Zwischenstation neu (mit)bewiesen wer-
den, werden in der Regel nicht weiter hervorgehoben: durch Verleihung einer Listenbe-
zeichnung (in der Liste, die die Theorem herzahlt) oder durch Nennung mit Verweis auf ihren
Beweisort (etwa bei ihrer Verwendung in einer anderen Deduktion). Aber in diesem Buch
gibt es diesbezligliche Ausnahmen; hier sind nun — angesichts von T29 — fir den Kalkdl Pi-

Alpha gleich mehrere solche Ausnahmen:

T30a: JIxF(x) = IxF(x)

{Siehe Zeile 7 des Beweises von T29.}
T30b: FIxF(x) — F(1xF(x))
{Siehe Zeile 9 des Beweises von T29.}

T30c: FIxF(x) = VxVy(F(y) A F(x) Dy =x)

{Siehe Zeile 3 des Beweises von T29.}

T30d: JIxF(x) = Vy(F(y) > v = xF(x))

{Siehe Zeile 17 des Beweises von T29.}

172



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

T31: 3IxF(x) = F(b) = b = 1xF(x); IIxF(x) = Vy(F(y) =y = xF(x))

1. IxF(x), b = xF(x) = F(b) T28

2. AxF(x) = b = xF(x) > F(b) R4 (1)

3. 3IxF(x) — 3IxF(x) T30a

4. AxF(x) = b = wxF(x) D F(b) RT7 (3, 2)

5. 3IxF(x), F(b) — b = wxF(x) T29

6. 3IxF(x) = F(b) o b = 1xF(x) R4 (5)

7. AIxF(x) — (F(b) o b = 1xF(x)) A (b = wxF(x) > F(b)) RT2 (6, 4)
8. 3IxF(x) — F(b) = b = 1xF(x) DEF= (7)

9. AIxF(x) = Vy(F(y) =y = 1xF(x)) R8 (8)

{Auch die Umkehrung der zweiten Hdlfte von T31 [hinter dem Semikolon] ist in Pi-Alpha beweisbar. Der Beweis
ist aus Konvenienzgriinden erst spater, in einer Anmerkung gleich unterhalb von T66 — dem Gesetz der ,,Drit-

tengleichheit” — angegeben.}

T32a: J(1xF(x)), IxF(x) = Ix(J(x) A F(x))

1. J(1xF(x)), IxF(x) = J(1xF(x)) Al, R2
2. J(xF(x)), IxF(x) — F(1xF(x)) A10, R2, R1
3. J(wxF(x)), IxF(x) — J(1xF(x)) A F(1xF(x)) RT2 (1, 2)

4. J(1xF(x)), IxF(x), J(1xF(x)) A F(1xF(x)) = Ix(J(x) A F(x)) A7, R2,R1
5. J(1xF(x)), IxF(x) — Ix(J(x) A F(x)) R3 (4, 3)

T32b: JIxF(x), J(1xF(x)) — Ix(J(x) A F(x))

1. AIxF(x), J(1xF(x)), IxF(x) = Ix(J(x) A F(x)) T32a, R2,R1

2. 3IxF(x), J(1xF(x)) — IxF(x) T30a, R2

3. JIxF(x), J(1xF(x)) — Ix(J(x) A F(x)) R3 (1, 2)

T33:a=b—>b=a; > VxVy(x=yDy=x) Symmetrie der Identitdt (SYMID)

7> Der verwendete Einsetzungsfall von A7 — also von ,,F(a) — 3xF(x)“ — ergibt sich durch uniforme Substitution
von ,,(J(_) A F(L))* far ,F“ und von ,,ixF(x)“ fiir ,a“. Man erhalt somit: ,(J(_) A F(_))(wxF(x)) = 3Ix(J() A F())(x),
was im Endergebnis [,nach nahtlosem Import des Exportierten”: siehe Kapitel 0, Ill.] nicht anderes ist als
SXF(X)) A F(ixF(x)) — 3x(J(x) A F(x))“ [links vom Pfeil wurden die dem Ausdruck dufReren Klammern im Ender-
gebnis der uniformen Substitution weggelassen].
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l.a=b,b=b—>b=a A976
2.>b=b A8
3.a=b—>b=b R2 (2)
4.a=b—>b=a R3(1, 3)
5.>a=b>ob=a R4 (4)
6. > Vyla=y>oy=a) R8 (5)
7. > VxVy(x=yDy=x) R8 (6)

Sinnvollerweise nur fir den Grenzfall der Einzigkeit der F (was die Auswahl mittels 1xF(x) aus
den F angeht) — also erst mit 3!xF(x), nicht schon mit IxF(x) [man beachte den primar inten-
dierten Sinn von ,1“!] — ist dann die folgende Pramisse-Konklusion-Tauschung zu T32a be-

weisbar:

T34: 3IxF(x), Ix(J(x) A F(x)) = J(1xF(x)]

1.J(a), Vy(F(y) oy = ixF(x)) = F(a) 2 a = xF(x) A6, R2,R1
2. J(a), Vy(F(y) oy = «xF(x)), F(a) = a = xF(x) RT13 (1)
3. J(a), Vy(F(y) o y = xF(x)), F(a), a = wxF(x) &> xF(x) =a  T33, RR2,R1

4.J(a), Vy(F(y) oy = wxF(x)), F(a) = wxF(x) = a R3 (3, 2)

5. 1xF(x) = a, J(a) = J(1xF(x)) A9

6. Vy(F(y) oy = wF(x)), J(a), F(a) > xF(x) = a R1 (4)

7. Vy(F(y) oy = wxF(x)), J(a), F(a), wxF(x) = a = J(1xF(x)) R2, R1(5)

8. Vy(F(y) oy = xF(x)), J(a), F(a) = J(xF(x)) R3 (7, 6)

9. Vy(F(y) oy = «F(x)), J(a) A F(a) — J(1xF(x)) R7 (8)

10. Vy(F(y) oy = wF(x)), Ix(J(x) A F(x)) = J(1xF(x)) R9 (9)

11. FIxF(x), Ix(I(x) A F(x)), Vy(F(y) 2y = xF(x)) = J(1xF(x)) R2, R1(10)
12. 3IxF(x), Ix(J(x) A F(x)) > Vy(F(y) Dy = xF(x)) T30d, R2

13. IIxF(x), Ix(J(x) A F(x)) = J(1xF(x)) R3 (11, 12)

76 Der verwendete Einsetzungsfall von A9 — also von ,b = a, F(a) — F(b)“ — ergibt sich so: Zunichst wird in A9
simultan ,b“ fir ,a“ und ,,a” fur ,,b“ substituiert: ,a = b, F(b) — F(a)“. Darin wird dann uniform far ,,F“ (b = _)“
substituiert, was ,,a = b, (b = _)(b) & (b = _)(a)“ liefert, im Endergebnis also: ,, a=b, b =b — b = a“ [duRere
Klammern wurden weggelassen].
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T35: FIxF(x) = J(uxF(x)) = Ix(J(x) A F(x))

{Der Beweis von T35 aufgrund von T32b: J!xF(x), J(1xF(x)) = Ix(J(x) A F(x)) und T34: IFIxF(x), Ix(J(x) A F(x)) —>

J(1xF(x)) geht fast genauso wie der Beweis von T31: 3IxF(x) — F(b) = b = 1xF(x) [genauer: der 1. Halfte von T31]

aufgrund von T29: 3!xF(x), F(b) = b = xF(x) und T28: IxF(x), b = 1xF(x) — F(b) — nur mit einigen Schritten weni-

ger.}

T36: J(1xF(x)), =3IxF(x) = Ix(J(x) A =F(x))

1. J(1xF(x)), =3IxF(x) = J(1xF(x)) Al, R2

2. F(1xF(x)) — 3IxF(x) A7

3. —3xF(x) = —F(1xF(x)) RT3 {AuKkP} (2)

4. J(1xF(x)),—3xF(x) — =F(1xF(x)) R2, R1(3)

5. J(1xF(x)), —3xF(x) — J(1xF(x)) A =F(1xF(x)) RT2 (1, 4)
6. J(1xF(x)), —3xF(x), J(1xF(x)) A =F(1xF(x)) = Ix(J(x) A =F(x)) A7,R2,R1
7. J(1xF(x)), —3axF(x) = Ix(J(x) A =F(x)) R3 (6, 5)

T37a: — Ix(F(x) v =F(x)) Erstes , existenzielles” tertium non datur (ETND1)

1. - F(b) v —F(b) T1 {TND}
2. F(b) v —F(b) — 3x(F(x) v —F(x)) A7

3. — Ix(F(x) v —F(x)) R3(2,1)

T37b: — 3AxF(x) v Ix—=F(x) Zweites , existenzielles” tertium non datur (ETND2)
1. F(b) = 3IxF(x) A7

2. —F(b) — 3Ix—F(x) A7

3. IxF(x) — IxF(x) v Ix—F(x) A4

4. F(b) — 3IxF(x) v Ix—=F(x) RT7 (1, 3)

5. Ix—F(x) = 3IxF(x) v Ix—=F(x) A4

6. —F(b) — IxF(x) v Ix—F(x) RT7 (2, 5)

7. — IxF(x) v Ix—F(x) R5 (4, 6)

{Neben — A v —A ist in Pi-Alpha — —(A A—A) [T13] beweisbar, aber neben — 3xF(x) v Ix—F(x) ist in Pi-Alpha

— —(3IxF(x) A =Ix—F(x)) nicht beweisbar.}
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T38: = F(ixF(x)) v =F(1x=F(x))

1

2
3
4
5
6.
7
8
9

Alternativ formuliertes ETND2 (AETND2)

. IxF(x) = F(1xF(x)) A10
. Ix—F(x) = —F(1x—F(x)) A10
. F(1xF(x)) = F(1xF(x)) v =F(1x—F(x)) A4

. IXF(x) = F(xF(x)) v —=F(1x—F(x))

Ix—F(x) = F(1xF(x)) v =F(1x—F(x))
. IxF(x) v Ix=F(x) = F(xF(x)) v —F
. — 3IxF(x) v Ix—F(x)

. — F(1xF(x)) v —F(1x—F(x))

RT7 (1, 3)

. —F(1x—=F(x)) > F(ixF(x)) v =F(tx—=F(x)) A4

RT7 (2, 5)
(1x—F(x)) R6 (4, 6)
T37b {ETND2}

R3 (7, 8)

{Der inhaltlich-beschreibende Name von T38 erklart sich dadurch, dass auf der Basis von A7 und A10 JxF(x) <

F(ixF(x)) [siehe T41] und folglich (als Einsetzungsfall) 3x—F(x) <> —F(1x—=F(x)) in Pi-Alpha beweisbar ist, und

deshalb auch 3xF(x) v Ix—F(x) <> F(1xF(x)) v —=F(1x—=F(x)) und — 3xF(x) v Ix—=F(x) < — F(1xF(x)) v —=F(1x—=F(x))

in Pi-Alpha beweisbar sind (ohne Heranziehung von ETND2 oder AETND2).}

T39: IxF(x) <> =V x—=F(x)

1

2
3
4
5.
6
7
8

. Vx—F(x) — —F(b)

. F(b) > —Vx—F(x)

. IXF(x) > = Vx—F(x)
. F(b) = 3IxF(x)
—3xF(x) — —F(b)

. —AXF(x) = Vx—F(x)
. = Vx—=F(x) = 3IxF(x)
. IXF(x) <> = Vx—F(x)

T40: VXF(x) <« —3Ix—=F(x)

1

2.
3.
4,

. —=F(b) — 3Ix—=F(x)
—3x—F(x) — F(b)
—3x—F(x) > VxF(x)
VxF(x) — F(b)

. —F(b) > = VxF(x)

1., Definition” des ,,Manches“-Operators (1DMO)
A6
RT4 {rRkP} (1)
R9 (2)
A7
RT3 {AUKP} (4)
R8 (5)
RT5 {LkP} (6)
DEF& (3,7)

1. ,Definition” des ,,Alle“-Operators (1DAO)
A7
RT5 {LkpP} (1)
RS (2)
A6
RT3 {AUKP} (4)
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6. Ix—F(x) = = VxF(x) R9 (5)

7. VXF(x) = —3x—F(x) RT4 {RKP} (6)

8. VxF(x) <> —3Ix—F(x) DEF< (7, 3)

T41: IxF(x) <> F(1xF(x)) 2. ,,Definition” des ,,Manches “-Operators (2DMO)
1. IxF(x) — F(1xF(x)) A10

2. F(1xF(x)) = 3IxF(x) A7

3. IxF(x) <> F(1xF(x)) DEF< (1, 2)

{Von Definitionen im eigentlichen Sinn kann bei T39 — T41 natirlich keine Rede sein; sie sind, eigentlich gespro-
chen, gestaltméaRig an Definitionen im eigentlichen Sinn erinnernde Gesetze der wechselseitigen Deduzierbar-
keit. Dasselbe gilt von einer ganzen Reihe von anderen Prinzipien, die das Wort ,Definition” im inhaltlich be-
schreibenden Namen fiihren: IMD1, IMD2, IMPOD, IMPUD, Zweitdefinition der Mdglichkeit bzw. der Unmég-
lichkeit, bei ihnen freilich, ohne dass jenes Wort in Anfiihrungszeichen gesetzt wurde. Bei T39 — T41 ist es ge-

schehen, um Gelegenheit zu geben, darauf, was hier eigentlich Sache ist, aufmerksam zu machen.}

RT17:A<—-B=>-—-A<>BundAs>B=-A< B

1.A<-—B Annahme 1.A-B Annahme
2.A—> —B DEF<> (1) 2.A—>B DEF< (1)
3.-B>A DEF<> (1) 3.B—>A DEF< (1)
4.B—> —A RT4 {RKkP} (2) 4. -B — —A RT3 {AUKP} (2)
5.—A—>B RT5 {LKP} (3) 5.—A—> —B RT3 (3)

6. A< B DEF< (5, 4) 6. -A <> —B DEF«< (5, 4)

RT18: A& BB C=>Ac CundBoAABooC=>AC

1.A<B Annahme
2.BC Annahme
3.A—>B DEF<> (1)
4.B—>C DEF<> (2)
5.A—>C RT7 (3, 4)
6.B— A DEF<> (1)
7.C—>B DEF<> (2)
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8.CoA RT7 (7, 6)
9.A<C DEF<> (5, 8)

{Der Beweis der zweiten Halfte von RT18 [nach ,und”] ist eine triviale Abwandlung des Beweises der ersten
Halfte [A — B in Zeile 3 lasst sich ja nicht nur wegen DEF<> aus A <> B in Zeile 1 deduzieren, sondern wegen
DEF<«> auch aus B <> A in Zeile 1]. Die erste Hélfte von RT18 erinnert von der Gestalt her an das Gesetz der
Transitivitat der Identitdt (siehe T65), die zweite an das Identitatsgesetz der , Drittengleichheit” (siehe T66)
[dies insbesondere angesichts dessen, dass man aufgrund des trivial beweisbaren Gesetzes D <> D" = D" <> D

in jener zweiten Halfte ,B <> A“ durch ,,A <> B“ und ,,B <> C“ durch ,,C <> B“ beweisbar ersetzen kann].}

T42: VxF(x) <> Flix=F(x)) 2. ,,Definition” des , Alle“-Operators (2DAOQ)
1. Ix—=F(x) <> =F(1x—F(x)) T41 {Einsetzungsfall: ,—F(_)“ fur ,F“}

2. —3x—F(x) <> F(1x—=F(x)) RT17 (1)

3. VxF(x) <> —3Ix—F(x) T40

4. YxF(x) <> F(ix—=F(x)) RT18 (3, 2)

Was verrdt T42 Uber 1, den [Kennzeichnungsoperator als] Selektor? GemaR A10 wahlt man
dann mittels Benennung durch ,,i1x—F(x)“ unter den non-F eines aus, wenn [ein einziges oder
mehrere] non-F vorhanden sind. Folglich: Wenn man mittels Benennung durch ,,ix—F(x)“
keines [nicht eines] unter den non-F auswahlt — sondern vielmehr eines unter den F, denn
etwas muss ,,1x—F(x)“ ja benennen —, dann sind keine non-F vorhanden, mit anderen Wor-
ten: Alle [Etwasse] sind F. Zudem folgt, umgekehrt, aus , Alle sind F“ schlicht durch Anwen-
dung des Dictum de omni, dass auch das durch ,,1x—F(x)“ benannte Etwas ein F ist.

Dieser Argumentation entspricht der folgende alternative Beweis in Pi-Alpha fir T42:

T42: VxF(x) <> F(ix=F(x)) {alternativ bewiesen}

1. Ix—=F(x) = —F(1x—=F(x)) A10 {Einsetzungsfall}

2. F(ix—F(x)) — —3Ix—F(x) RT4 (1)

3. F(tx—F(x)) = VxF(x) aus 2. mit T40 {von rechts nach links} und RT7
4. VxF(x) = F(ix—F(x)) A67’

5. VxF(x) <> F(ix—=F(x)) DEF<> (3, 4)

77 Die Schlussformel in Zeile 4 ist aufgrund schlichter Ersetzung von ,a“ in ,VxF(x) = F(a)” durch ,ix—F(x)“ ein
Einsetzungsfall von A6.
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Bemerkenswert an T42 ist, dass es sich mit A10 ohne zu A10 noch hinzukommende axiomati-

sche Charakterisierungen des Sinns von ,1“ ergibt. Und auch die unter erfillter Einzigkeits-

“"

bedingung erfolgende Spezialisierung des Sinns von ,1“ in ,1xF(x)“ zum determininierten

Kennzeichnungsoperator wird allein durch die Annahme der F-Einzigkeit [3!xF(x)] statt blof3
der F-Erfilltheit [IxF(x)] geleistet; keine zu A10 hinzukommenden axiomatischen Postulie-
rungen sind noétig. Eine mehr oder minder komplexe logische Theorie der determinierten

Kennzeichnung [liblicherweise ,Kennzeichnungstheorie” genannt] eribrigt sich.

{Aber was bezeichnet denn ,,1xF(x)“ [indem wir ,,ixF(x)“ fir den Augenblick wie einen normalsprachlichen Aus-
druck behandeln: eine Praxis, die schon gelibt wurde und die auch wiederkehren wird], wenn keine F vorhan-
den sind? Antwort: Etwas, was es da noch bezeichnen kann (und etwas muss es ja bezeichnen unter den [fir
Pi-Alpha einschlagigen, bei Pi-Alpha erfiillten] Idealitatsforderungen an die Normalsprache): ein Etwas, das
non-F ist. Analog ist die Frage zu beantworten, was denn ,1x—F(x)“ bezeichnet, wenn keine non-F vorhanden
sind? Antwort: Etwas, was es da noch bezeichnen kann (und etwas muss es ja bezeichnen): ein Etwas, das F ist.
Beide Antworten sind korrekt — und necessitieren keinerlei zu Pi-Alpha (oder zum gegebenen Stand von Pi-

Alpha) noch hinzukommende Axiomatik.}

T43: —3xF(x) <& Vx—=F(x); =VxF(x) <> Ix—F(x)

1. VXF(x) <> —3x—F(x) T40
2. IXF(x) <> = Vx—F(x) T39
3. —3AxF(x) <> Vx—F(x) RT17 (2)
4. -V xF(x) <> Ix—F(x) RT17 (1)

RT19: I A—>B; I, - A>C=1T—>BvC

1., A—>B Annahme
2.I,-A—>C Annahme
3.B—>BvC A4

4.T,A,B—>BvC R2,R1(3)
5., A—>BvC R3 (4, 1)
6.C—>BvC A4

7.,—-A,C—>BvC R2,R1(6)
8.I,-A—>BvC R3(7, 2)
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9.T >BvC R5 (5, 8)

T44: J(xF(x)) = Ix(J(x) A F(x)) v Ix(J(x) A =F(x))

1. J(xxF(x)), IxF(x) — Ix(J(x) A F(x)) T32a
2. J(xF(x)), =3xF(x) = Ix(I(x) A =F(x)) T36
3. J(xF(x)) — Ix(J(x) A F(x)) v Ix(J(x) A =F(x)) RT19 (1, 2)

RT20: I, A—>B, I ,B>C=I" T ,A>C Generalisiertes KSG (GKSG)
1.I",A—>B Annahme
2., B—>C Annahme

3., T,/ A—>B R2, R1 (1)
4.1, T”,B—>C R2, R1(2)
5., T, A—C RT7 {KSG} (3, 4) {RT7 ist anwendbar, weil I"", " zusammen eine Satzformelfolge I"

bilden; im Fall, dass I'"" leer ist, ist I identisch mit I'"; im Fall, dass I"" leer ist, ist I

identisch mit I""'}

RT20 wird gleich im Folgenden verwendet.

Die Umkehrung von T44 lasst sich selbstverstandlich nicht beweisen. Doch es lasst
sich nicht einmal beweisen: 3x(J(x] A F(x)) — J(1xF(x)) — zu Recht, denn die mittels ,1xF(x)“
ausgewahlte F-Entitdt, muss nicht eine J-Entitat sein, mag auch manche Entitdt sowohl eine
J- als auch eine F-Entitat sein. Etwas anderes ist es allerdings, wenn zudem nur eine einzige
F-Entitat zur Verfligung steht, ausgewahlt zu werden: siehe T34; oder aber, wenn zudem alle
F-Entitaten J-Entitdten sind: Das Theorem Vx(F(x) = J(x)), Ix(J(x] A F(x)) = J(1xF(x)) ist ein in
Pi-Alpha leicht zu gewinnendes Korollar des im Folgenden nachsten und drittndchsten

Theorems, 1. Halfte, zusammengenommen.

T45: Vx(F(x) o> J(x)), IxF(x) = J(1xF(x))

1. Vx(F(x) > J(x)), F(1xF(x)) = F(uxF(x)) = J(1xF(x)) A6, R2

2. Vx(F(x) 2 J(x)), F(xxF(x)), F(1xF(x)) = J(1xF(x)) — J(1xF(x)) A2,R2,R1
3. Vx(F(x) 2 J(x)), F(ixF(x)) — J(1xF(x)) R3(2, 1)

4. Vx(F(x) o J(x)), IxF(x), F(1xF(x)) = J(1xF(x)) R2, R1(3)

5. Vx(F(x) = J(x)), IxF(x) = F(ixF(x)) A10, R2, R1
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6. Vx(F(x) D J(x)), IxF(x) = J(1xF(x)) R3 (4, 5)

T46: Vx(F(x) = J(x)), IxF(x) = Ix(J(x) A F(x))

1. Vx(F(x) o J(x)), F(c) = F(c) o J(c) A6, R2

2. Vx(F(x) ©J(x)), F(c), F(c) o J(c) > J(c)  A2,R2,R1

3. Vx(F(x) > J(x)), F(c) = J(c) R3(2,1)

4. Vx(F(x) o J(x)), F(c) = F(c) Al,R2,R1

5. Vx(F(x) ©J(x)), F(c) = J(c) A F(c) RT2 (3, 4)

6. J(c) A F(c) = Ix(J(x) A F(x)) A7

7. Vx(F(x) 2 J(x)), F(c) = Ix(J(x) A F(x)) RT20 (5, 6) {I" ist, Vx(F(x) D J(x))“, T ist leer}
8. Vx(F(x) 2 J(x)), IxF(x) — Ix(J(x) A F(x)) R (7)

T47a: Ax(J(x) A F(x)) = IxF(x); Ix(J(x) A F(x)) = IxJ(x) A,3-Verteilungsgesetz, 1.

Formulierung
1. J(a), F(a) = IxF(x) A7,R2,R1  1.J(a), F(a) > Ix(x) A7,R2
2. J(a) A F(a) — 3IxF(x) R7 (1) 2. J(a) A F(a) = 3IxJ(x) R7 (1)
3. Ix(J(x) A F(x)) > IxF(x) R9(2) 3. 3Ix(J(x) A F(x)) > IxJ(x)  R9I(2)

{Zum Theorem Vx(F(x) = J(x)), Ix(J(x] A F(x)) = J(1xF(x)): Aus Ix(J(x) A F(x)) — IxF(x) [T47a, 1. Halfte] mit R2
und R1: Vx(F(x) o J(x)), Ix(J(x) A F(x)) = IxF(x); daraus mit VYx(F(x) D J(x)), IxF(x) = J(1xF(x)) [T45] und RT7:
Vx(F(x) o J(x)), Ix(J(x) A F(x)) — J(1xF(x)). Dasselbe Ergebnis lasst sich auch direkt mit RT20 aus T47a, 1. Hélfte,

und T45 deduzieren, wobei I'" leer ist und I""" nur aus Vx(F(x) > J(x)) besteht.}

T47b: 3Ix(J(x) A F(x)) = IxF(x) A IxJ(x) A,3-Verteilungsgesetz, 2. Formulierung
1. Ix(J(x) A F(x)) = IxF(x) T473, 1. Halfte
2. Ix(J(x) A F(x)) = IxI(x) T47a, 2. Halfte

3. Ix(J(x) A F(x)) = IxF(x) A IxJ(x) RT2(1, 2)

Wegen T47a kann 3xF(x) in T45 durch 3x(J(x) A F(x)) ersetzt werden (wie gerade gezeigt).
Was aber in Pi-Alpha nicht beweisbar ist, ist zu Vx(F(x) 2 J(x)), Ix(J(x) A F(x)) — J(1xF(x)) die
folgende Pramisse-Konklusion-Tauschung: Vx(F(x) = J(x)), J(«xF(x)) — 3x(J(x) A F(x)); denn es

ist in Pi-Alpha nicht einmal das Folgende beweisbar: Vx(F(x) > J(x)), J(1xF(x)) — 3IxF(x) [was
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aber wegen T47a beweisbar wdre, wenn ¥Yx(F(x) 2 J(x)), J(1xF(x)) — Ix(J(x) A F(x)) beweisbar
wdre]. Und zu Recht ist Vx(F(x) > J(x)), J(1xF(x)) — 3IxF(x) nicht in Pi-Alpha beweisbar: Wenn
nichts F ist [entgegen der Konklusion der fraglichen Schlussformel] — was doch leicht sein
kann —, dann sind namlich trivialerweise alle F J und ,1xF(x)“ muss ein non-F bezeichnen —
und womoglich bezeichnet es da eines, welches ein J ist!

Die Beweise in Pi-Alpha der verschiedenen ein- oder doppelseitigen prddikatenlogi-
schen Verteilungsgesetze (,Quantor Uber Satzoperator”) sind eine gute Gelegenheit, das
Funktionieren des Kalkiils noch ndher kennenzulernen. Solche Beweise wurden bei T47a,b

gerade vorgefiihrt; hier sind die weiteren derartigen Beweise:

T48: Ax(F(x) v J(x)) <> IxF(x) v IxJ(x) v,3-Verteilungsgesetz
1. F(a) — 3xF(x) A7

2. J(a) = IxI(x) A7

3. IxF(x) — 3IxF(x) v IxJ(x) A4

4. AxJ(x) = IxF(x) v IxI(x) A4

5. F(a) = 3IxF(x) v IxJ(x) RT7 (1, 3)

6. J(a) = IxF(x) v IxI(x) RT7 (2, 4)

7. F(a) v J(a) — IxF(x) v IxJ(x) R6 (5, 6)

8. Ax(F(x) v J(x)) — IxF(x) v IxJ(x) R (7)
9. F(a) » F(a) v J(a) A4
10. F(a) v J(a) = Ix(F(x) v J(x)) A7

11. F(a) — Ix(F(x) v J(x)) RT7 (9, 10)

12.J(a) > F(a) v J(a) A4

13. J(a) — Ix(F(x) v J(x)) RT7 (12, 10)

14. AxF(x) = Ix(F(x) v J(x)) R9 (11)

15. IxJ(x) — Ix(F(x) v J(x)) R9 (13)

16. IxF(x) v IxJ(x) — Ix(F(x) v J(x)) R6 (14, 15)
17. Ix(F(x) v J(x)) <> IxF(x) v IxJ(x) DEF<> (8, 16)

T49a: VxF(x) = Vx(F(x) v J(x)); VxJ(x) > Vx(F(x) vI(x)) v,V-Verteilungsgesetz, 1.

Formulierung
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1. VxF(x) = F(b) A6 1. VxJ(x) — J(a) A6

2. F(b) = F(b) v J(b) A4 2.J(a) > F(a) vI(a) A4

3. VxF(x) — F(b) v J(b) RT7 (1, 2) 3. VxJ(x) = F(a) v J(a) RT7 (1, 2)
4. VxF(x) > Vx(F(x) vJ(x)) R8(3) 4. VxJ(x) > Vx(F(x) vI(x)) R8(3)
T49b: VxF(x) v VxJ(x) = Vx(F(x) v J(x)) v,V-Verteilungsgesetz, 2. Formulierung
1. VxF(x) = Vx(F(x) v J(x)) T49a, 1. Halfte

2. VxJ(x) = Vx(F(x) v J(x)) T49a3, 2. Halfte

3. VxF(x) v VxJ(x) = Vx(F(x) v J(x)) R6 (1, 2)

T50: Vx(F(x) A J(x)) <> VXF(x) A VXJ(x) A, V-Verteilungsgesetz

1. Vx(F(x) A J(x)) = F(a) A J(a) A6

2. F(a) AJ(a) > F(a) T9

3. Vx(F(x) A J(x)) = F(a) RT7 (1, 2)

4. Vx(F(x) A J(x)) = VYxF(x) R8 (3)

5. F(a) A J(a) — J(a) T9

6. VX(F(x) A J(x)) = J(a) RT7 (1, 5)

7. VX(F(x) A J(x)) > VxJ(x) R8 (6)

8. Vx(F(x) A J(x)) > VxF(x) A VxJ(x) RT2 (4, 7)

9. VxF(x), VxJ(x) = F(a) A6, R2

10. VxF(x), VxJ(x) = J(a) A6, R2, R1

11. VxF(x), VxJ(x) = F(a) A J(a) RT2 (9, 10)

12. VxF(x), VxJ(x) = Vx(F(x) A J(x)) R8 (11)

13. VxF(x) A VxJ(x) > Vx(F(x) A J(x)) R7 (12)

14. Vx(F(x) A J(x)) <> VXF(x) A VXxJ(x) DEF<«> (8, 13)

T51a: Vx(F(x) 2 J(x)), VxF(x) = VxJ(x) D,V-Verteilungsgesetz, 1. Formulierung
1. Vx(F(x) 2 J(x)), VxF(x) = F(a) > J(a) A6, R2

2. Vx(F(x) > J(x)), VxF(x), F(a) o J(a) — F(a) A6, R2, R1

3. Vx(F(x) 2 J(x)), VxF(x), F(a) o J(a), F(a) > J(a) A2,R2,R1
4. Vx(F(x) 2 J(x)), VxF(x), F(a) 2 J(a) — J(a) R3 (3, 2)
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5. Vx(F(x) 2 J(x)), VXF(x) — J(a) R3 (4, 1)
6. Vx(F(x) 2 J(x)), VXF(x) = VxJ(x) R8 (5)
T51b: Vx(F(x) 2 J(x)) = VxF(x) D VxJ(x) D,V-Verteilungsgesetz, 2. Formulierung
1. Vx(F(x) 2 J(x)), VXF(x) = ¥xJ(x) T51a

2. Yx(F(x) 2 J(x)) = VxF(x) D VxJ(x) R4 (1)

T52: Ax(F(x) D J(x)) <> VYxF(x) D IxJ(x) D,3-Verteilungsgesetz
1. VxF(x), F(a) > J(a), F(a) — J(a) A2, R2, R1

2. VxF(x), F(a) o J(a) — F(a) A6, R2

3. VxF(x), F(a) o J(a) — J(a) R3(1, 2)

4. VxF(x), F(a) > J(a), J(a) = IxJ(x) A7,R2,R1

5. VxF(x), F(a) o J(a) — IxJ(x) R3 (4, 3)

6. F(a) > J(a), YxF(x) — 3IxJ(x) R1(5)

7. F(a) o J(a) > VxF(x) o IxJ(x) R4 (6)

8. Ax(F(x) 2 J(x)) = VxF(x) 2 IxJ(x) RO (7)

9. —F(a), F(a) = J(a) A3, R1

10. —F(a) = F(a) > J(a) R4 (9)

11. F(a) o J(a) — Ix(F(x) 2 J(x)) A7

12. —F(a) — 3Ix(F(x) > J(x)) RT7 (10, 11)
13. Ix—F(x) = Ix(F(x) 2 J(x)) R9 (12)

14. —3x—F(x) = VxF(x) T40

15. =V xF(x) = Ix—F(x) RT5 {LkP} (14)
16. =V xF(x) — Ix(F(x) D J(x)) RT7 (15, 13)
17.J(a), F(a) — J(a) Al, R2

18.J(a) = F(a) o J(a) R4 (17)

19. J(a) — Ix(F(x) o J(x)) RT7 (18, 11)
20. IxJ(x) — Ix(F(x) 2 J(x)) R9 (19)

21. =V xF(x) v IxJ(x) = Ix(F(x) 2 J(x)) R6 (16, 20)
22. VxF(x) D IxJ(x) > = VxF(x) v IxJ(x) T8 {IMD2}
23. VxF(x) o IxJ(x) = Ix(F(x) 2 J(x)) RT7 (22, 21)
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24, Ix(F(x) D J(x)) <> VxF(x) o 3IxJ(x) DEF<> (8, 23)

T53 — T60 im Folgenden sind die bzgl. o, A und v einschlagigen (und ganz und gar
nichttrivialen) Verteilungsgesetze fiir V bzw. 3, wenn eine der beiden Seiten des o-, A- oder
v-Ausdrucks, auf die der Quantor [,,V“ oder ,3“ mit beigefligter Variable] verteilt wird, ihn
gar nicht annehmen kann: deshalb nicht, weil sie kein Vorkommnis der Quantor-Variable

enthilt.”®

T53: V(D o F(x)) <> D © VXF(x) {wobei jegliche Variable, die bei der Einsetzungsfallbildung fir ,x“

uniform substituiert wird, in dem, was fir [die unstrukturierte und sinnunbestimmte Satzformel] ,,D“ uniform

substituiert wird [es muss stets eine Satzformel sein], nicht vorkommt [wie ja auch ,x“ in,,D“ nicht

vorkommt]}”®

1. Vx(D > F(x)) > D o F(b) A6

2. Vx(D o F(x)), D — F(b) RT13 (1)
3. Vx(D o F(x)), D — VxF(x) R8 (2)
4. Vx(D o F(x)) > D o VxF(x) R4 (3)

5. D, D —> F(b) A3, R1
6. -D —> D D F(b) R4 (5)

7. VxF(x), D — F(b) A6, R2
8. VxF(x) > D o F(b) R4 (7)
9. —D v VxF(x) > D o F(b) R6 (6, 8)

10. D o VxF(x) = —D v VxF(x) T8

11. D o VxF(x) — D o F(b) RT7 (10, 9)
12. D o VxF(x) = Vx(D o F(x)) R8 (11)

13. Vx(D o F(x)) <> D © VxF(x) DEF< (4, 12)

78 Enthélt kein Vorkommnis der Quantor-Variable” ist hier dquivalent mit ,,Enthilt kein freies Vorkommnis der
Quantor-Variable”. Denn der Fall, dass sie (die fragliche Ausdrucksseite) ein Vorkommnis der Quantor-Variable
enthalt, aber ein schon gebundenes, ist bei dem gegebenen ausschlieBlichen Interesse an syntaktisch wohlge-
formten Ausdriicken ,aus grammatischen Griinden” ausgeschlossen; denn in jenem Fall ware die ganze
angebliche Satzformel mit dem voranstehenden, unverteilten Quantor nach den syntaktischen Regeln von
Sigma tatsachlich keine Satzformel, sondern syntaktischer Unsinn. So stehen die Dinge z. B. bei ,, Vx(3xF(x) ©
G(x))“ oder ,, Vx(F(x) o IxG(x))“.

79 Bei dieser Beifligung handelt es sich um einen erinnernden Hinweis, nicht um die Formulierung einer eigentli-
chen einschrankenden Bedingung fir die Bildung von Einsetzungsféllen, insbesondere beweisbaren
Einsetzungsfallen, von T53. Denn vermeidet man — es ist ein Vermeiden, dessen Gebotensein selbstverstandlich
ist —bei der uniformen Substitution in T53 die Art von syntaktischem Unsinn, von dem in der vorausgehenden
FuBnote die Rede ist, so ist das, worauf die Beifligung erinnernd hinweist, ganz von selbst gegeben.
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T54: Vx(F(x) > D) <> IxF(x) oD

1. Vx(F(x) o D), F(b) > F(b) > D

. Vx(F(x) o D), F(b), F(b) oD —> D
. Vx(F(x) o D), F(b) > D

. Vx(F(x) = D), IxF(x) > D

. VX(F(x) > D) —> IxF(x) o D

. Vx—=F(x), F(b) = —F(b)

. Vx—=F(x), F(b), =F(b) - D

. Vx—=F(x), F(b) > D

O 00 N o u B~ w N

. Vx—=F(x) > F(b) oD

=
o

. —3AXF(x) = Vx—F(x)

[y
[y

. —3xF(x) > F(b) oD

[EEN
N

.D—F(b)oD

=
w

.—3IxF(x) vD— F(b)>D

[EEN
I

. IxF(x) > D > —3xF(x) v D

[EEN
Ul

.IxF(x) oD —> F(b) oD

[EEN
(o)}

. IxF(x) o D — Vx(F(x) o D)

[EEN
~N

. VX(F(x) o D) <> IxF(x) o D

T55: 3x(D > F(x)) <> D o IxF(x)

1. F(b) > D o 3IxF(x)

2. —-D — D o 3xF(x)

3. =D v F(b) > D o 3xF(x)
4.D > F(b) > —D v F(b)

5. D o F(b) > D o 3xF(x)

6. Ix(D o F(x)) > D o 3xF(x)
7.—D — D o F(b)

8. D o F(b) = 3x(D o F(x))
9. =D — 3Ix(D o F(x))

10. F(b) — D > F(b)

A6, R2
A2,R2,R1
R3(2,1)

R9 (3)

R4 (4)

A6, R2
A3,R2,R1
R3 (7, 6)

R4 (8)

T43 {da die 1. Doppel-Schlussformel, und von ihr die 1. Halfte}
RT7 (10, 9)
Al,R2, R4
R6 (11, 12)
T8

RT7 (14, 13)
R8 (15)
DEF<> (5, 16)

A7, R2, R4
A3, R1, R4
R6 (2, 1)
T8

RT7 (4, 3)
R9 (5)
A3, R1, R4
A7

RT7 (7, 8)
Al, R2, R4
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11.
12.
13.
14.
15.
16.

15

F(b) — 3x(D > F(x))

IxF(x) — Ix(D > F(x))

—D v IxF(x) — 3Ix(D > F(x))
D o 3IxF(x) — —D v 3IxF(x)
D o 3xF(x) = 3x(D o F(x))
Ix(D o F(x)) <> D > 3IxF(x)

6: Ix(F(x) © D) <> VxF(x) > D

[E

O 00 N o u B~ w N

e S N T = Y S Gy SENR Y
0o N oo U1 D W N L O

F(b) o D, VxF(x), F(b) > D

. F(b) o D, VxF(x) — F(b)
.F(b) oD, VxF(x) > D
.F(b) oD —> VxF(x) oD

. Ix(F(x) o D) > VxF(x) o D
.—=F(b) > F(b) > D

. F(b) > D — 3x(F(x) > D)

. =F(b) = Ix(F(x) > D)

. Ix—=F(x) = 3Ix(F(x) o D)

. = VxF(x) — Ix—F(x)

. —VxF(x) = 3x(F(x) o D)
.D—>F(b)>D

. F(b) > D — 3x(F(x) > D)

. D — 3Ix(F(x) o D)

. = VxF(x) v D — 3Ax(F(x) o D)
. VXF(x) oD —> = VxF(x) v D
. VXF(x) > D — 3x(F(x) > D)

. Ix(F(x) o D) <> VxF(x) oD

RT7 (10, 8)
R9 (11)

R6 (9, 12)
T8

RT7 (14, 13)
DEF<> (6, 15)

A2,R2,R1
A6, R2,R1

R3 (1, 2)

R4 (3)

R9 (4)

A3, R1, R4
A7

RT7 (6, 7)

R9 (8)

T43 {da die 2. Doppel-Schlussformel, und von ihr die 1. Hilfte}
RT7 (10, 9)
Al,R2, R4
A7

RT7 (12, 13)
R6 (11, 14)
T8

RT7 (16, 15)
DEF<> (5, 17)

T57: VX(D A F(x)) <> D A YXF(x); VX(F(x) A D) <> VYXxF(x) A D

1.
2.
3.

Vx(D A F(x)) = D A F(b)
D A F(b) = F(b)
Vx(D A F(x)) = F(b)

1. Vx(F(x) A D) = F(b) AD A6
2. F(b) AD = F(b) T9
3. Vx(F(x) A D) = F(b) RT7 (1, 2)
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4. Vx(D A F(x)) = VxF(x)

5.D AF(b) > D

6. VX(D A F(x)) > D

7. VX(D A F(x)) = D A VXF(x)
8. D, VxF(x) = F(b)

9.D, VxF(x) > D

10. D, VxF(x) = D A F(b)

11. D, VxF(x) > Vx(D A F(x))
12. D A VXF(x) = Vx(D A F(x))
13. Vx(D A F(x)) <> D A VxF(x)

4. Vx(F(x) A D) —> VxF(x)
5.F(b) AD —>D

6. Vx(F(x) AD)—> D

7. Vx(F(x) A D) = VxF(x) AD
8. VxF(x), D — F(b)

9. VxF(x),D—>D

10. VxF(x), D > F(b) AD

11. VxF(x), D > Vx(F(x) A D)
12. VxF(x) A D = Vx(F(x) A D)
13. Vx(F(x) A D) <> VxF(x) AD

T58: Ax(D A F(x)) <> D A IxF(x); Ix(F(x) A D) <> IxF(x) A D

1. D A F(b) = F(b)

2. F(b) = 3IxF(x)

3. D A F(b) — 3xF(x)
.DAF(b)—>D

. D A F(b) > D A IxF(x)

. 3Ix(D A F(x)) > D A 3xF(x)
. D, F(b) > D A F(b)

. D A F(b) = 3x(D A F(x))

O 00 N o U b

. D, F(b) = 3x(D A F(x))

10. D, F(b) — 3x(D A F(x))

11. D, AxF(x) — 3Ix(D A F(x))
12. D, AxF(x) — 3Ix(D A F(x))
13. D A IxF(x) — 3Ix(D A F(x))
14. 3x(D A F(x)) <> D A IxF(x)

{RT20 ist dies: T", A > B; I, B—> C=TI", ", A — C. Die im Ubergang von 7. und 8. auf 9. auf der linken
Beweisseite verwendete Spezialisierung hiervon ist diese: I ist spezialisiert zu ,D“, ,A” ist spezialisiert zu
,F(b)“, ,,B” ist spezialisiert zu ,,D A F(b)“, """ ist leer, ,,C” ist spezialisiert zu ,3x(D A F(x))“; insgesamt ergibt sich
also: D, F(b) = D A F(b); D A F(b) = 3x(D A F(x)) = D, F(b) = 3x(D A F(x)). Die im Ubergang von 7. und 8. auf 9.

auf der rechten Beweisseite verwendete Spezialisierung von RT20 ist diese: I ist spezialisiert zu ,,F(b)“, ,A” ist

1. F(b) A D — F(b)
. F(b) = 3IxF(x)
. F(b) A D — 3xF(x)
.F(b)AD—>D

.F(b) AD — 3xF(x) AD

2

3

4

5

6. Ix(F(x) A D) > 3IxF(x) AD
7. F(b), D —> F(b) AD

8. F(b) A D — Ix(F(x) A D)
9. F(b), D — 3x(F(x) A D)

10. D, F(b) — 3x(F(x) A D)
11. D, IxF(x) — 3x(F(x) A D)
12. AxF(x), D — 3Ax(F(x) A D)
13. AxF(x) A D — 3x(F(x) A D)

14. Ax(F(x) A D) <> IxF(x) AD
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R8 (3)

T9

RT7 (1, 5)

RT2 (6, 4; 4, 6)
A6, R2, R1; A6, R2
Al, R2; A1, R2, R1
RT2 (9, 8; 8, 9)
R8 (10)

R7 (11)
DEF«> (7, 12)

T9

A7

RT7 (1, 2)

T9

RT2 (4, 3; 3, 4)
R9 (5)

A5

A7

RT20 (7, 8)

9. {da capo}; R1 (9)
R9 (10)

11. {da capo}; R1 (11)
R7 (12)
DEF<> (6, 13)
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spezialisiert zu ,D“, ,B“ ist spezialisiert zu ,F(b) A D“ T ist leer, ,C” ist spezialisiert zu ,3x(F(x) A D)*;

insgesamt ergibt sich also: F(b), D — F(b) A D; F(b) A D — 3x(F(x) A D) = F(b), D — 3x(F(x) A D).}

T59: Vx(D v F(x)) <> D v VxF(x); Vx(F(x) v D) <> VxF(x) v D

1.
2.
3.

O 00 N o u b

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

D— D v F(a)
D — Vx(D v F(x))
VxF(x) — F(a)

.F(a) > D v F(a)

. VxF(x) > D v F(a)

. VxF(x) = Vx(D v F(x))
. D v VxF(x) > Vx(D v F(x))
. Vx(D v F(x)) > D v F(b)
.D v F(b), =D — F(b)

1.

O 00 N o »uu B~ w N

. Vx(D v F(x)), =D, D v F(b) — F(b)

VxF(x) = D v VxF(x)

Vx(D v F(x)), =D — D v F(b)
Vx(D v F(x)), =D — F(b)
Vx(D v F(x)), =D — VxF(x)

Vx(D v F(x)), =D — D v VxF(x)
Vx(D v F(x)), D — D v VxF(x)
Vx(D v F(x)) > D v VxF(x)
Vx(D v F(x)) <> D v VxF(x)

D—Fa)vD

. D — Vx(F(x) v D)

. VxF(x) = F(a)

.F(a) > F(a) vD

. VxF(x) > F(a) vD

. VxF(x) = Vx(F(x) v D)

. VxF(x) v D = Vx(F(x) v D)

. Vx(F(x) vD) > F(b) v D

. F(b) v D, =D — F(b)
10. Vx(F(x) v D), =D, F(b) v D — F(b)

. Vx(F(x) v D), =D — F(b) v D

. Vx(F(x) v D), =D — F(b)

. Vx(F(x) v D), =D — V¥xF(x)

. VxF(x) = VxF(x) v D

. Vx(F(x) v D), =D — VxF(x) v D
. Vx(F(x) v D), D — VxF(x) vD

. Vx(F(x) v D) = VxF(x) v D

. Vx(F(x) v D) <> VxF(x) v D

A4

R8 (1)

A6

A4

RT7 (3, 4)

R8 (5)

R6 (2, 6; 6, 2)

A6

T12 {EP}
R2, R1 (9)
A6, R2

R3 (10, 11)

R8 (12)

A4

RT20 (13, 14)

A4, R2; A4, R2, R1
R5 (16, 15)
DEF&> (17, 7)

{Die Verwendung [einer Spezialisierung] von RT20, um den Ubergang von 13. und 14. auf 15. zu

bewerkstelligen, ist strukturell analog der Verwendung von RT20, um im Beweis von T58 den Ubergang von 7.

und 8. auf 9. zu bewerkstelligen.}

T60: 3x(D v F(x)) <> D v AxF(x); Ix(F(x) v D) <> IxF(x) v D

1.

2.

D — D v IxF(x)

F(b) — 3xF(x)

3. IxF(x) — D v 3IxF(x)

4.

F(b) — D v 3xF(x)

1.

2.

D — IxF(x) v D

F(b) — 3xF(x)

3. IxF(x) —> 3IxF(x) v D

4. F(b) > 3IxF(x) v D
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5.D v F(b) = D v 3IxF(x)

6. 3x(D v F(x)) > D v IxF(x)
7.D — D v F(b)

8. D v F(b) = 3x(D v F(x))
9.D — 3x(D v F(x))

10. F(b) —> D v F(b)

11. F(b) — 3x(D v F(x))

12. AxF(x) = 3Ix(D v F(x))

13. D v IxF(x) = Ix(D v F(x))
14. 3x(D v F(x)) <> D v IxF(x)

5. F(b) v D — 3xF(x) v D R6 (1, 4; 4, 1)
6. Ix(F(x) v D) — IxF(x) v D R9 (5)

7.D > F(b)v D A4

8. F(b) v D — 3x(F(x) v D) A7

9. D — 3Ix(F(x) v D) RT7 (7, 8)

10. F(b) — F(b) v D A4

11. F(b) — 3x(F(x) v D) RT7 (10, 8)

12. IxF(x) = 3Ix(F(x) v D) R9 (11)

13. IxF(x) v D — Ix(F(x) v D) R6 (9, 12;12,9)
14. Ix(F(x) v D) <> IxF(x) v D DEF<> (6, 13)

Es folgen die Gesetze der Platztauschung der Quantoren:

T61: VXVVYP(x,y) <& VyVXP(x,y)

1. VxXVYyP(x, y) = VyP(a, y)

2. VyP(a,y) = P(a, b)

3. VxVyP(x, y) = P(a, b)

. VxVyP(x, y) > VxP(x, b)

. VxVyP(x, y) = VyVxP(x, y)
. VyVxP(x, y) > VxP(x, a)

. VxP(x, a) > P(b, a)

. VyVxP(x, y) = P(b, a)

O 00 N o U b

. VyVxP(x, y) > VyP(b, y)
10. VyVxP(x, y) = VxVyP(x, y)
11. VxVyP(x, y) <> VyVxP(x, y)

VV-Tauschung
A6 {,VyP(_, y) fur ,F“in ,VxF(x) — F(a)“}
A6 {,y“ fur ,x“, ,b“fur ,a“ ,P(a, )" fur ,F"in ,VxF(x) —> F(a)“}
RT7 (1, 2)
R8 (3)
R8 (4)
A6 {,y“ fur ,x“in ,VxF(x) = F(a)“; dann , VxP(x, _)* fur ,F“}
A6 {,b“ fir ,a“in, VxF(x) > F(a)”; dann ,P(_, a)“ fur ,F“}
RT7 (6, 7)
R8 (8)
R8 (9)
DEF<> (5, 10)

{Die Einsetzungsfallbildung in der 6. Zeile in Ausfiihrlichkeit: ,xF(x) — F(a)“ geht per ,y“ uniform substituiert

fir ,x“ Gber in ,VyF(y) = F(a)“; ,,VyF(y) = F(a)“ geht per ,VxP(x, _)“ uniform substituiert fiir ,F“ Gber in die

Ubergangsformel , VyVxP(x, _)(y) = VxP(x, _)(a)“; dieses Letztere geht per Wiedereinlagerung [,Importation

des Exportierten”] Gber in ,, VyVx(Px, y) > Vx(Px, a)“.}

T62: IxAyP(x, y) <> IyIxP(x, v)

33-Tauschung
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1. P(a, b) = 3IxP(x, b) A7 {,P(_, b)“fir ,Fin ,F(a) — IxF(x)“}

2. IxP(x, b) > IyIxP(x,y) A7 {,y“fir x* ,b“fir,a“in ,F(a) = IxF(x)*; dann ,3xP(x, _) fiir ,F“}
3. P(a, b) &> Jy3axP(x, y) RT7 (1, 2)

4. AyP(a, y) — Jy3axP(x, y) R9 (3)

5. Ix3yP(x, y) — Jy3IxP(x, y) R9 (4)

6. P(a, b) > 3yP(a, y) A7 {,y“fur ,x“und b fur ,a“ in ,F(a) - IxF(x)*; dann ,P(a, _)“ fur ,F*}5°
7. 3dyP(a, y) = Ix3yP(x, y) A7 {,3yP(_, y)“ fur ,F“in ,F(a) —> IxF(x)“}

8. P(a, b) > Ix3AyP(x, y) RT7 (6, 7)

9. AxP(x, b) — Ax3IyP(x, y) R9 (8)

10. Jy3axP(x, y) = IxIyP(x, y) R9 (9)

11. Ix3IyP(x, y) <> y3IxP(x, y) DEF< (5, 10)

T63: AxVyP(x, y) = VyIxP(x, y) 3V-Tauschung

1. VyP(a, y) = P(a, b) A6 {,y" fur ,x“ und ,b“ fiir ,a” in , YxF(x) = F(a); dann ,P(a, )" fur ,F*}
2. P(a, b) > 3IxP(x, b) A7 {,P(_, b)“fir ,Fin ,F(a) — IxF(x)“}

3. VyP(a, y) = 3xP(x, b) RT7 (1, 2)

4. VyP(a, y) > Vy3axP(x, y) R8 (3)

5. IxVyP(x, y) = Vy3axP(x, y) R9 (4)

Die Umkehrung von T63 [, V3-Tauschung”] ist hingegen in Pi-Alpha nicht beweisbar: Ware
diese Umkehrung in Pi-Alpha beweisbar, so ware in Pi-Alpha auch Vy3x(x = y) > IxVy(x = y)
als deren Einsetzungsfall®! beweisbar, also wegen der Pi-Alpha-Beweisbarkeit von — Vy3x(x
= y) (siehe das nachste Theorem) auch — IxVy(x = y); welche letztere Schlussformel nun
aber — davon kann ausgegangen werden — in Pi-Alpha nicht beweisbar ist, mit anderen
Worten: nicht in der Weise der durch Pi-Alpha formulierten Logik logisch valide ist.

Was ganz so ist, wie es sein soll: Denn jeder Satz der Pi-Alpha zugrundeliegende Nor-
malsprache [der Normalsprache, zu der Pi-Alpha und die durch Pi-Alpha formulierte Logik

gehort], dessen so genau wie mégliche formelsprachliche Entsprechung [gegeben die Pi-

80 Der erste Schritt ergibt ,,F(b) — JyF(y)“; der zweite Schritt ergibt [auf der Grundlage des schon Gewonnenen]
»P(a, _)(b) = 3yP(a, _)(y)“, also [im Endeffekt: nach Wiedereinlagerung] ,P(a, b) — 3yP(a, y)*“.
81 (= ) fir ,P“ in ,Vy3axP(x, y) = IxVyP(x, y)“ ergibt ,VyIx(_ = )(x, y) = IxVy(_ = )(x, y)*, also [im
Endeffekt: nach Wiedereinlagerung] ,, Vy3x(x = y) — IxVy(x = y)*“.
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Alpha-Interpretation der logischen Grundkonstanten von Sigma] die Satzformel IxVy(x = y)
ist, ist nicht wahr [es ist ja doch nichts mit allem identisch], ist also nicht normalsprachlich
valide [intuitiv betrachtet, namlich im Sinne des Validitatsbegriffs — Wahrheit mit Bivalenz —
der Pi-Alpha zugrundeliegenden Normalsprache und wegen deren Semantik sowie der
Faktenlage] und ist mithin auch nicht normalsprachlich logisch valide. Und deswegen ist
(offensichtlich) auch jeder Schluss der Pi-Alpha zugrundeliegenden Normalsprache, dessen
so genau wie mégliche formelsprachliche Ent31sprechung die Schlussformel — AxVy(x = vy)
ist, nicht normalsprachlich logisch valide. Passend dazu ist nun jene Schlussformel nicht in
der Weise der durch Pi-Alpha formulierten Logik logisch valide, mit anderen Worten: nicht in
Pi-Alpha beweisbar — was so ist, wie es sein soll: gemal dem vorausgesetzten begriindenden
Verhaltnis zwischen Normalsprache einerseits und zugehoriger Logik und diese Logik

formulierendem Kalkil andererseits.

T64: > Vx(x = x); = VyIx(x =y); = Vy3Ix(y = x)

l.>a=a A8

2. > Vx(x=x) R8 (1)
3.a=a—>3Ix(x=a) A7{,( =a)“fir,F}
.— Ix(x = a) R3(3,1)

.— VyIx(x =y) R8 (4)
.a=a—>dx(a=x) A7 {,(a=_)"fir,F}

.— Ix(a =x) R3 (6, 1)

o N o v b

. — Vy3ax(y = x) R8 (7)

I65:a=b,b=c—>a=c;, > VxVyVz(x=yAy=zDx=2z) Transitivitit der Identitdt (TRAID)

l.a=b,b=c—>a=c A9 {Einsetzungsfall}
2.a=bAab=c—>a=c R7 (1)
3.>a=bAab=coa=c R4 (2)
4. > Vz(a=bAab=zDa=2) R8 (3)

5.5 VyVzla=yAy=zDa=1z) RS (4)
6. > VxVyVz(x=yAy=z>x=2z) R8(5)
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{A9 lautet so: b = a, F(a) — F(b); um den flr T65 einschldgigen Einsetzungsfall von A9 zu erhalten, ersetze man
zunachst in ,b = a, F(a) — F(b)“ ,,a“ uniform durch ,b“ und (simultan) ,b“ uniform durch ,a“; das ergibt: a = b,
F(b) — F(a). Dann ersetze man hierin ,,F“ uniform durch ,,(_ = c)“; das ergibt: a = b, (_ = c)(b) = (_ = ¢)(a), also
im Endeffekt [nach ,Importierung des Exportierten” und nach Weglassung duRerer Klammern]:a=b,b=c—a

=c.}

T66:a=b,c=b —>a=c; > VxVz(dy(x =y Az =y) D x = z) Gesetz der , Drittengleichheit”

l.a=b,c=b,b=c—a=c T65, R2, R1
2.a=b,c=b—>b=c T33, R2,R1
3.a=b,c=b—>a=c R3 (1, 2)
4. a=bAac=b—a=c R7 (3)
5.dy(a=yac=y)—>a=c R9 (4)

6. >dyla=yAc=y)Da=c R4 (5)

7. > Vz(dy(a=yAaz=y)Da=z) R8(6)

8. > VxVz(Idy(x=yAz=y)Dx=2z) R8(7)

{Selbstverstandlich ist auch — VxVzVy(x =y A z =y D x = z) eine (mit der eben angegebenen deduktiv dquiva-
lente) Formulierung des Gesetzes der ,Drittengleichheit”, wie ja auch > dy(a=yAc=y) D a=cund - Vy(a =
Yy A €=y Da=c)[man denke in diesem Zusammenhang an T54]. Hier nun aber der schon langst angekiindigte
Beweis der Umkehrung der 2. Hdlfte von T31, bei welchem Beweis T66 eine die Arbeit sehr erleichternde Rolle
spielt:

Vy(F(y) =y = wxF(x)) = JIxF(x)

1. Vy(F(y) =y = xF(x)) > F(1xF(x)) = ixF(x) = 1xF(x) A6

2. F(1xF(x)) = wxF(x) = 1xF(x) = (F(1xF(x)) 2 1xF(x) = wxF(x)) A (1xF(x) = xF(x) © F(1xF(x))) Al, DEF=
3. (F(1xF(x)) @ 1xF(x) = xF(x)) A (1xF(x) = xF(x) > F(1xF(x))) = xF(x) = xxF(x) > F(1xF(x)) T9
4. Vy(F(y) =y = 1xF(x)) = wxF(x) = xF(x) D F(1xF(x)) RT7 (1, 2; 3) [RT7-Verkettung]

5. xF(x) = 1xF(x) © F(ixF(x)), 1xF(x) = xF(x) = F(1xF(x)) A2, R1

6. — xF(x) = xF(x) A8

7. 1xF(x) = 1xF(x) © F(1xF(x)) = xF(x) = wxF(x) R2 (6)

8. 1xF(x) = wxF(x) > F(1xF(x)) = F(1xF(x)) R3 (5, 7)

9. F(1xF(x)) = 3xF(x) A7

10. Vy(F(y) =y = «xF(x)) — 3xF(x) RT7 (4, 8; 9) [RT7-Verkettung]

11. Vy(F(y) =y = xF(x)) > F(a) = a = 1xF(x) A6

12. Vy(F(y) =y = xF(x)) = F(c) = ¢ = xF(x) A6

13. F(a) = a = xF(x) = (F(a) @ a = «xF(x)) A (a = xF(x) > F(a)) Al, DEF=
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14. (F(a) D a = xF(x)) A (@ = xF(x) D F(a)) — F(a) D a = wxF(x)

15.

16
17

19.
20.

21
22

24,
25.
26.V
27.V
28.V
29.V
30.V
31V
32.V
33.V
34.V
35.V

. Vy(F(y) =y = 1xF(x)), F
- Vy(Fly) =y = xF(x)),
23.

Vy(F(y) =y = xF(x)) = F(a) > a = 1xF(x)

F
Vy(Fly) =y =wxF(x)), F
Vy(Fly) =y = 1xF(x)

Vy(Fly) =y = 1xF(x)

F

)
)
),
)
),
), F
)

)

A,—,AAAA

F
a=1wxF(x),c=wxF(x) >a=c
Vy(F(y) =y = xF(x)),

Vy(Fly) =y = xF(x)), F(a), c

a) >a=

c)—>c=

. Vy(F(y) =y = xF(x)) = F(c) o ¢ = 1xF(x)

. Vy(F(y) =y = xF(x)
18.

a) — F(a) o a =1xF(x)
c) = F(c) D c = wxF(x)
a), F(a) o a = xF(x) = a = 1xF(x)

c), F(c) o c = 1xF(x) = ¢ = xF(x)

WxXF(x)

xF(x)

F(a), c = wxF(x),a=1xF(x) >a=c

xF(x) — a = wxF(x)

F(y) =y = xF(x)), F(a), c=wxF(x) >a=c

Fy) =y = xF(x)),

F(y) =y = xF(x)), F(a), F(c), c = 1xF(x) > a=c

F(a), F(c) = ¢ = 1xF(x)

F(y) =y = wF(x)), F(a), F(c) >a=c

F(a) AF(c) > a=c

F(y)=y=1wxF(x)) > F(a) AF(c) Da=c

Fly) =y = xF(x)) = Vy(F(y) AF(c) Dy =)

F(y) =y = xF(x)) > VxVy(F(y) A F(x) Dy =x)
F(y) =y = xF(x)) = 3IxF(x) A VXVY(F(y) A F(x) Dy =X)

)
)
y( (x)
y( (x))
y( (x)
y( (x)
y(Fly) =y = xF(x)),
y( (x)
y( (x))
y( (x)
y( (x)
y( (x))

x)) — 3IxF(x)

T67: F(b) <> 3x(b = x A F(x))

1.
2.

O 00 N o U b

b =a, F(a) > F(b)
b=aAF(a) > F(b)

. Ix(b =x A F(x)) = F(b)
. F(b) = F(b)

.F(b) >b=b
.F(b) > b =b A F(b)
.b=b A F(b) > Ix(b =x A F(x))
. F(b) = 3x(b = x A F(x))
. F(b) > 3x(b = x A F(x))

T68: F(b) <> Vx(b = x > F(x))

A9

R7 (1, 2)
R9 (2)
Al

A8, R2
RT2 (5, 4)

RT7 (6, 7)
DEF<> (8, 3)

T9

RT7 (11, 13; 14) [RT7-Verkettung]

aus 12. wie 15. aus 11.

R2 (15)

R2 (16)
A2, R2, R1
A2, R2, R1
R3 (19, 17)
R3 (20, 18)
T66
R2, R1 (23)
R2 (21)

R3 (24, 25)
R2, R1(22)
R2, R1(26)
R3 (28, 27)
R7 (29)

R4 (30)
RS (31)
RS (32)

RT2 (10, 33)
D2 (34).}

Erstes ,,De dicto = De re“-Gesetz

A7 {,b“fir ,a”in ,F(a) = IxF(x)“

;dann,(b=_ A F())“fur,F}

Zweites ,,De dicto = De re“-Gesetz



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

1. F(b),a=b — F(a) A9 {,a“ fir ,b" und ,b* fiir ,a*}, R1

2.F(b),b=a—a=b T33, R2, R1

3. F(b), b=a — F(a) RT7 (2, 1)

4.F(b) > b=a>F(a) R4 (3)

5.F(b) > Vx(b=x>F(x) RS (4)

6. Vx(b=xDF(x)),b=b—>b=b>F(b)  A6{b"fir,a“in ,VxF(x) - F(a)*; dann (b = _ > F(_))"
far ,F“}, R2

7. ¥x(b=x>F(x)), b=b, b =b > F(b) = F(b) A2, R2, R1

8. Vx(b =x>F(x)), b=b — F(b) R3 (7, 6)

9. Vx(b=x>F(x)) >b=b A8, R2
10. Vx(b = x D F(x)) — F(b) R3 (8, 9)
11. F(b) <> Vx(b = x 2 F(x)) DEF<«> (5, 10)

Sowohl T67 als auch T68 erscheinen paradox, wenn man Pi-Alpha auf eine Normalsprache
bezieht, welche fiir die klassische Pradikatenlogik 1. Stufe mit Identitdt und Kennzeichnung
nicht angemessen ist (z. B. auf die volle Umgangssprache); zuhauf gibt es dann
Gegenbeispiele [in den Kapiteln 10 und 11 wird das ein Thema sein]. Die Situation ist
vergleichbar mit der Situation bei den (sogenannten) ,Paradoxien der materialen
Implikation” [z. B. T18 — T21]: in Alpha beweisbare Schlussformeln, die als Paradoxien
erscheinen, wenn man Alpha auf eine Normalsprache bezieht, die fir die
wahrheitsfunktionale Aussagenlogik nicht angemessen ist, ndmlich eine Normalsprache (z. B.
die volle Umgangssprache), in der — anders als etwa in der (klassischen) Sprache der
Mathematik — eine generelle Deutung von ,,Wenn A, dann B durch ,nicht-A oder B intuitiv

(vom Verstandnis ihrer Satze her) nicht in Frage kommt.

T69: IxF(x) <> Vy(xF(x) =y o F(y))

1. IxF(x) = F(1xF(x)) A10

2. F(ixF(x)) > Vy(ixF(x) =y D F(y)) T68, 1. Halfte {,y“ fur ,x“; dann ,,ixF(x)“ fiir ,,b“}
3. IxF(x) = Vy(ixF(x) =y D F(y)) RT7 (1, 2)

4. Vy(xF(x) =y D F(y)) = F(1xF(x)) T68, 2. Halfte {,y“ fir ,x“; dann ,xF(x)“ fur ,b“}
5. F(1xF(x)) — 3xF(x) A7

6. Vy(ixF(x) =y D F(y)) = 3IxF(x) RT7 (4, 5)
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7. AxF(x) <> Vy(ixF(x) =y > F(y)) DEF<> (3, 6)

{Man vergleiche T69 mit 3!xF(x) <> Vy(F(y) =y = 1xF(x)), also mit T31, 2. Halfte, plus die Umkehrung davon (der

Beweis fiir die Umkehrung steht gleich unterhalb von T66).}

T70: Ix—(F(x) > J(x)) <> Ix(F(x) A =J(x))

1. F(a) o J(a) > —(F(a) A —J(a)) T7, 1. Hélfte
2. F(a) A —J(a) > —(F(a) o J(a)) RT4 (1)

3. —(F(a) A —J(a)) — F(a) o J(a) T7, 2. Hélfte
4. —(F(a) o J(a)) = F(a) A —J(a) RT5 (3)

5. —(F(a) 2 J(a)) = Ix—(F(x) 2 J(x)) A7

6. F(a) A —J(a) > Ix—(F(x) 2 J(x)) RT7 (2, 5)

7. F(a) A —=J(a) = Ix(F(x) A =J(x)) A7

8. —(F(a) o J(a)) = Ix(F(x) A —J(x)) RT7 (4, 7)

9. Ax(F(x) A =J(x)) = Ix—=(F(x) 2 J(x)) R9 (6)

10. Ix—(F(x) 2 J(x)) = Ix(F(x) A —=J(x)) R9 (8)
11. Ix—(F(x) 2 J(x)) <> Ix(F(x) A =J(x)) DEF< (10, 9)

T71: —3IxF(x) <> Fy(ixF(x) =y A =F(y))

1. IxF(x) <> Vy(1xF(x) =y D F(y)) T69

2. —3AxF(x) <> = Vy(xF(x) =y D F(y)) RT17 (1)

3. = Vy(uxF(x) = y D F(y)) <> Jy—(wxF(x) =y D F(y)) T43 {,y“fiir ,x*; dann ,,(xF(x) = _ > F(_))“ fur ,F“}
4. —3AxF(x) <> Jy—(xF(x) =y D F(y)) RT18 (2, 3)

5. dy—(xF(x) =y D F(y)) <> Jy(ixF(x) =y A =F(y)) T70{,y“ fir ,x dann ,,(xF(x) = _)“ fir ,F*; dann

,F“ fir ,J“; einsparbare Klammern wurden

weggelassen}

6. —AxF(x) <> y(xF(x) =y A =F(y)) RT18 (4, 5)

Weder T69 noch T70 noch T71 sind verwunderlich (oder gar rational anstoRig), sind sie doch
nur gesetzmaBig-deduktive Metamorphosen von zuvor Bewiesenem und Akzeptiertem. Die
intendierte Deutung von ,1“ als Selektor (und nicht primar als determinierter Kennzeich-

nungsoperator) muss flr diese Einsicht allerdings im Blick behalten werden.
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Bei den Identitdtsgesetzen A8, T33, T64, T65, T66 sowie bei den Platztauschungsge-
setzen flir Quantoren T61, T62, T63 handelt es sich um reine Relationsgesetze: Schlussfor-
meln, die keine einstelligen unstrukturierten und sinnunbestimmten Pradikatformeln enthal-
ten (bei unzahligen beweisbaren Einsetzungsfallen von T61 — T63 ist das schon anders). Aus
dem weiten Feld der reinen Relationsgesetze von Pi-Alpha sei allein noch das folgende Ge-
setz bewiesen (wenn dieses Gottlob Frege bewusst gewesen ware — natirlich so, wie er es

als Satzformel formuliert hatte —, ware die Geschichte der Logik anders verlaufen):

T72: > —3IxVy(R(y, X) = —=R(y, y)) Russell-Gesetz

1. Vy(R(y, b) =—=R(y, y)) = R(b, b) = —=R(b, b) A6 {,y“ fur ,x“, b“fur ,a“ (R b)==R(_, _))"
far ,F“}

2. R(b, b) =—=R(b, b) > R(b, b) > —R(b, b) A1, DEF=, etc.

3.R(b, b) = —R(b, b), R(b, b), R(b, b) > —R(b, b) = —R(b, b) A2, R2, R1

4. R(b, b) =—R(b, b), R(b, b) = R(b, b) > —R(b, b) R2(2)

5. R(b, b) =—=R(b, b), R(b, b) - —R(b, b) R3 (3, 4)

6. R(b, b) = —R(b, b), —=R(b, b) = —R(b, b) A1, R2, R1

7.R(b, b) =—R(b, b) > —R(b, b) R5 (5, 6)

8. R(b, b) = —R(b, b) - —R(b, b) > R(b, b) A1, DEF=, etc.

9. R(b, b) = —=R(b, b), =R (b, b), =R (b, b) > R(b, b) = R(b, b) A2, R2, R1

10. R(b, b) = —R(b, b), =R(b, b) = —R(b, b) > R(b, b) R2 (8)

11. R(b, b) = —R(b, b), =R(b, b) = R(b, b) R3 (9, 10)

12. R(b, b) = —R(b, b), R(b, b) = R(b, b) A1, R2, R1

13. R(b, b) = —R(b, b) = R(b, b) R5 (12, 11)

14. R(b, b) = —R(b, b) = R(b, b) A =R(b, b) RT2 (13, 7)

15. Vy(R(y, b) = —=R(y, y)) = R(b, b) A =R(b, b) RT7 (1, 14)

16. —(R(b, b) A —=R(b, b)) = =Vy(R(y, b) = =Ry, y)) RT3 (15)

17. - —(R(b, b) A =R(b, b)) T13

18. —> = Vy(R(y, b) = —=R(y, y)) R3 (16, 17)

19. —» Vx=Vy(R(y, x) = —R(y, y)) R8 (18)

20. Vx=Vy(R(y, x) = =R(y, y)) = —3IxVy(R(y, x) = =R(y, y)) T43 {,Vy(R(y, _) =—Rl(y, y)“ fur
SF}

21. —> —3IxVy(R(y, x) = =R(y, y)) R3 (20, 19)
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Das mengentheoretische (heute als ,naiv”“ bezeichnete) Komprehensionsaxiom — eigentlich
ein Axiomenschema: FJvVYv’'(L” € v = o[v’] [wobei v nicht in 6[v’] vorkommt] — hat eine
Spezialisierung, namlich ,IxVy(y € x = —=(y € y))“, von der eine [normalsprachliche:
mathematisch-normalsprachliche] Instanz von T72, namlich ,—3axVy(y € x = —(y € v))“, die
Negation ist; wodurch jene Spezialisierung in der Weise der klassischen Pradikatenlogik 1.
Stufe mit Identitdt und Kennzeichnung — also in der Weise der von Pi-Alpha [und von
anderen Kalkilen] formulierten Logik — logisch falsch ist, da ja ,—3IxVy(y € x=—=(y € y))“ in
der Weise dieser Logik logisch valide/logisch wahr ist.8? Das ist das ganze Geheimnis der
sogenannten Russell’schen Antinomie; mehr ist an ihr nicht dran.

Es bleibt noch zu erwdhnen: Wie zu Alpha hinzutreten Beta, Beta* und Alpha-Beta*-
Hybrid (siehe Kapitel 2), so tritt zu Pi-Alpha hinzu Pi-Beta, Pi-Beta* und Pi-Alpha-Beta*-
Hybrid. Dabei gilt:

(A) Pi-Beta ist Beta plus FA4, FA5, FA6, FA7, FR2, FD3, FD4; also: Pi-Beta ist das folgende Sys-

tem:

FA1 A>S(BDA)

FA2 (AS(B>oC)>((A>B)>(ADC)
FA3 (-A>—-B)>(B>A)

FA4 VxF(x) > F(a)

FA5 a=a

FA6 b=a>(F(a) > F(b))

FA7 —F(1xF(x)) o Vx—F(x)

FR1 A;ADB=8B

82 validitat ist fur die klassische Pradikatenlogik 1. Stufe mit Identitdt und Kennzeichnung Wahrheit, logische
Validitat also logische Wahrheit. Demnach ist fur jene Logik einschlagig: Ist —o ein valider/wahrer Satz [der
Normalsprache], so ist o ein falscher Satz [c ist falsch =pef —0 ist wahr], und also: Ist —c aus logischen Griinden
[z. B. den in Pi-Alpha niedergelegten Griinden] ein valider/wahrer Satz — m. a. W.: Ist —c ein logisch
valider/logisch wahrer Satz —, so ist ¢ ein aus logischen Griinden falscher Satz: ein logisch falscher Satz.
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FR2 o >ola] = ¢ o VYuo[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o, in 6" © Yvuac[v] nicht mehr vorkommt [also in 6" von vornherein nicht

vorkommt].

{Es ist geschickter, FR2 — wie gerade erfolgt — als Schema fur axiomatische Satzregelformeln zu formulieren,
und nicht als einzelne axiomatische Satzregelformel. Freilich wéare auch Letzteres sehr wohl moglich: Die
einzelaxiomatische Satzregelformel B > F(a) = B O VxF(x) [ebenfalls ,FR2“ genannt] ware dann zu ergdnzen
um eine Bedingung, welche die in Pi-Beta-Beweisen zuldssigen [d. h.: Bewiesenheit/logische Validitat im Sinne
von Pi-Beta weitertragenden] Einsetzungsfille von B © F(a) = B D VxF(x) einschrdnkt: Es sind da nicht alle
Einsetzungsfille von B O F(a) = B > VxF(x) zuldssig, sondern nur gewisse. Jene einschrankende Bedingung —
umstdndlich zu formulieren — liefe auf dasselbe hinaus wie die Schemabeschriankung, die oben bei [dem

Schema] FR2 steht.}

FD1 oV G =pef—0D0
FD2 o A G =pef (0D —0")
FD3  JuG[V] =pef = VL—G[V]

FD4 3luoc[v] =pef JVA[L] A YUV VU (6[V] A c[LU] DV =V)

{Ubrigens: In Pi-Beta — weil schon in Beta — kdnnte ¢ > 6" als eine bloRe Schreibvariante von ¢ © ¢ eingefiihrt
werden, oder anders gesagt: ¢ > " kdnnte in trivialer Weise durch ¢ © ¢ definiert sein. Alternativ kdnnte man
o > ¢ in Beta, und somit in Pi-Beta, durch —c v ¢’ definieren (wie in anderen Kalkilen), wodurch dann ¢ > ¢’
wegen FD1 auf ——o D ¢ hinausliefe. In Beta und Pi-Beta spielt der Unterschied zwischen 6 > 6" und ——0c O
o’ natlrlich keinerlei logisch relevante Rolle: Bei beiden erwogenen Definitionen wédre 6 > 6" = o D ¢’ in Beta
und Pi-Beta beweisbar — passend dazu, dass 6 > 6" <> ¢ D ¢’ in Alpha und Pi-Alpha und, wiederum,c>c' =0

> o’ in Beta* und Pi-Beta* beweisbar ist.}

(B) Pi-Beta* ist Beta* plus B*A6, B*R8, B*A7, B*R9, B*A8, B*A9, B*A10, B*D2;® also: Pi-

Beta* ist das folgende System:

B*RO {Zum Inhalt von B*RO siehe die Vorstellung des Kalkiils Beta* in Kapitel 2.}

B*Al ADA

83 B*D1 ist schon in Beta* gegeben; siehe dazu die nachfolgende FuRnote.
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B*R1

B*R2

B*R3

B*A2
B*R4
B*A3
B*R5

B*A4
B*R6

B*A5’
B*R7’

B*A6
B*R8

A*(o1 ... Gj, Ok ... 6n) D C= A*(01 ... Ok Gj ... on) D C

{Zum A*-Funktor siehe die Erlauterungen in Kapitel 2, kurz vor der Prasentation von Beta*.}
{Do}C={DA}BC

{Zum Sinn von ,{D o} und ,{D A}“ siehe die Erlduterungen in Kapitel 2, kurz vor der

Prasentation von Beta*, sowie in der Prdsentation von Beta* die FuBnote zu B¥R2.}

{DA}BDC,{D}B={D>}C

BA(BoC)>C
DABDC=D>(B>CQ)
BA-B>C
{DA}BDC;{DA}-BoC={D>}C

ADAvVvB,BoDAVB
{DA}JADC {DA}BDC={DA}(AVB)DC
AABDA,AABDB

{Do}A;{D>}B={D>}AAB

VxF(x) > F(a)

{o" o} ola] = {c" D} Yuo[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte

Namenformel o in {c” 2} Yuo[v] nicht mehr vorkommt.

B*A7
B*R9

F(a) > IxB[x]

{o" A}ola] o6 = {o” A} Juo[v] D 6" wobei die unstrukturierte und

sinnunbestimmte Namenformel a in {o” A} Juc[v] D " 'nicht mehr vorkommt [also in &’

und ¢’ von vornherein nicht vorkommt].

B*A8
B*A9

B*A10

a=a4a

b=aAF(a) > F(b)

IxF(x) o F(1xF(x))
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B*D1 G>G =pef—0 VG

B*D2 Fluce[v] =pef AVA[V] A VOV U (o[L] A G[L] DL = V)

(C) Pi-Alpha-Beta*-Hybrid schlielRlich steht zu Pi-Alpha und Pi-Beta*, so wie Alpha-Beta*-

Hybrid zu Alpha und Beta* steht. Fiir letzteres Verhaltnis siehe Kapitel 2.

84 Bei der Prisentation von Beta* im Kapitel 2 war diese Definition noch nicht auf dem Schirm; sie kam erst
spater unter dem Namen ,D1“ zu Alpha hinzu (in Kapitel 3), damit aber (ohne dass der Akt explizit gemacht
wurde) auch zu Beta* (unter dem — bis jetzt unerwdhnten — Namen ,B*D1“). Demnach: Wie D1 zum
aussagenlogischen Grundstock Alpha von Pi-Alpha gehort, so gehort B*D1 (gleichlautend mit D1) zum
aussagenlogischen Grundstock Beta* von Pi-Beta*.
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8. Die Schlussformelkalktile Pi*-Alpha und Pi*2-Alpha einer
existenziellen Pradikatenlogik mit Identitat und

Kennzeichnung

Ist die Schlussformel F(a) — 3xF(x) (die sogenannte , Existenzgeneralisierung”) denn tatsach-
lich logisch valide und ein logisches Gesetz — gewissermalien ,an sich” betrachtet, nicht ,be-
zlglich”, also insbesondere ohne auf ihren Status in derjenigen Logik zu blicken, die durch
den Kalkil Pi-Alpha formuliert wird? Zu dieser Frage ist zunachst zu sagen, dass es ein
Verstandnis jener Schlussformel gibt, wonach sie ohne Zweifel logisch valide ist.
Ausschlaggebend fiir dieses Verstandnis der Schlussformel ist dasjenige ihrer Konklusion, der
Satzformel 3xF(x), welches sich auf das folgende Prinzip griindet: Es gilt definitorisch [und
darum analytisch], dass ein semiformaler Satz der Gestalt Juc[v] (siehe dazu Fulnote 85)
genau dann valide — etwa: wahr — ist, wenn der [eventuell ebenfalls semiformale] Satz c[v]
fir mindestens einen Namen v valide — wahr — ist. Aber dieses in sich noch nicht
ontologische (namlich in sich rein namensubstitutionelle) Verstandnis von semiformalen
Satzen der Gestalt Juc[v], und dadurch bedingt der Satzformel 3xF(x), ist nun nicht das
normale, Ubliche. Vielmehr: Normalerweise liest man semiformale Satze der Gestalt Juc[v],
und dadurch bedingt Satzformeln Jvc([v],® als ,Fiir mindestens ein [oder: fiir manches] v
gilt: o[v]“, oder — sogar noch haufiger — als ,Es gibt ein v, sodass gilt: g[v]”; durch diese
Lesarten ist zweifellos ein per se ontologisches Verstandnis solcher Satze indiziert — eines,

wenn nicht mehr als eines.

{Von der weiten Verbreitung (unter Logikern) der Lesart von 3vc|[v] als ,,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]“ — ohne
dass damit eine tiefergehende Analyse von Existenz verbunden wdre — rihrt die gdngige pauschale

Bezeichnung von ,3“ als ,, der Existenzquantor” [oder ,der Existenzoperator”] her, und sie erklart auch ein Stlick

85 Das Schema Juc([v] wird in der durch diese FuRnote kommentierten Aussage zuerst auf semiformale Sitze —
also auf normalsprachliche Satze versetzt mit Sigma-Elementen (Variablen und logischen Symbolen, insbeson-
dere ,3“) — bezogen, dann auf Satzformeln (von Sigma). Semiformale Sitze empfehlen sich in einer
Normalsprache, wenn in der Normalsprache sehr vielfdltige, nichtformale Ausdrucksweisen fiir einen gewissen
logischen Aspekt gegeben sind; es ist fiir die Theoriebildung giinstig, fir sie alle eine Standardausdrucksweise in
der Normalsprache zu haben; diese Standardausdrucksweise kann gut unter Verwendung passender Zeichen
der Formelsprache — der formalen Sprache — formuliert werden; auf diese Weise ist die
Standardausdrucksweise sofort angemessen hervorgehoben.
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weit, warum der ,Kamerad“ des , Allquantors” [oder des ,Alle“-Operators] so aussieht, wie er — heutzutage —

gewohnlich aussieht: 3.}

Geht man von einer der beiden zuletzt beschriebenen Lesarten von Juc|[v] aus — die,
wie gesagt, ein Verstandnis von Juc(v] indizieren [mindestens eines], das per se ontologisch
ist —, so gibt es gegen die logische Validitat von F(a) — 3xF(x) — ,an sich” betrachtet — in der

Tat Bedenken, ja Einwande:

(1) Angenommen, der Satz o[v] ist wahr, wahrend der Name [oder: singulare Term] v nichts
bezeichnet. Das ist keine weithergeholte Annahme, denn sie bildet fiir eine breite Mehrheit
der Betrachter Gegebenheiten der Umgangssprache ab, z. B.: ,Pegasus ist ein geflligeltes
Pferd” sei wahr, sagen sie, obwohl ,Pegasus” nichts bezeichne. Wie kann es dann, so kdnnen
diese Betrachter fragen, stets so sein, dass die Validitat, insbesondere Wahrheit eines Satzes
der Gestalt Juc[v] — in der Lesart ,Fiir mindestens ein v gilt: o[v]”, und nicht minder, weil
synonym, sagen sie, in der Lesart ,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]”“ — aus der
Validitat/Wahrheit des Satzes o[v] logisch folge? Es sind doch sowohl ,,Manches ist ein
geflligeltes Pferd” als auch ,Es gibt ein gefliigeltes Pferd” nicht wahr, wahrend , Pegasus ist
ein gefllgeltes Pferd” wahr ist. Wie kann da F(a) — 3xF(x) logisch valide sein?

Gegen die logische Validitat ,an sich“ — oder , iberhaupt” — der Schlussformel F(a) >
JxF(x) ist das Obige ein gewichtiger Einwand. Aber im Sinne einer Rechtfertigung des Kalkiils
Pi-Alpha, insbesondere seines Axioms A7, gegenliber dem Einwand ist zu antworten: Dass
ein Name nichts bezeichnet, mag in der Umgangssprache vorkommen, ist aber ein Defizit,
das in einer idealen (fir die Formulierung valider objektivontisch-wissenschaftlicher
Theorien idealen) Wissenschaftssprache vermeidbar und zu vermeiden ist. Die Logik, von der
Pi-Alpha eine Formulierung ist: die klassische Pradikatenlogik 1. Stufe mit Identitat und
Kennzeichnung, ist nun die Logik einer idealen Wissenschaftssprache, oder anders gesagt:
Die Normalsprache, die dieser Logik und damit Pi-Alpha zugrundeliegt, ist — wie auch immer
sonst verfasst — eine ideale Wissenschaftssprache. Es besteht folglich keinerlei
Handlungsbedarf: Die Gegebenheit, dass ein Satz o[v] wahr ist, aber der Name v nichts
bezeichnet, kommt in dieser Normalsprache schlicht nicht vor; dass es sich so verhilt, ist
einer der Aspekte ihrer Idealitdt als ideale Wissenschaftssprache gegeniiber der an allen

Ecken und Enden in ihrer Breite nichtidealen Umgangssprache.
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(2) Angenommen, der Satz o[v] ist wahr und der Name v bezeichnet zwar etwas, aber er be-
zeichnet nichts Existierendes. Das ist keine weithergeholte Annahme, denn sie bildet immer-
hin flr eine nicht ganz zu vernachldssigende Minderheit der Betrachter [namlich fir die
Meinongianer] Gegebenheiten der Umgangssprache ab, z. B.: ,Pegasus ist ein geflligeltes
Pferd” sei, sagen sie, wahr, obwohl! ,Pegasus” zwar etwas, aber nichts Existierendes be-
zeichne. Wie kann es dann, so konnen nun diese Betrachter fragen, stets so sein, dass die
Validitat, insbesondere Wahrheit eines Satzes Juc[v] — der doch, sagen sie, als ,,Es gibt ein
v, sodass gilt: g[v]” zu lesen sei, nicht als ,Fiir mindestens ein v gilt: c[v]“ — aus der Validi-
tat/Wahrheit von o[v] logisch folge? Es ist doch ,Es gibt ein gefligeltes Pferd” nicht wahr,
wahrend ,Pegasus ist ein gefligeltes Pferd” wahr ist. Wie kann da F(a) — 3IxF(x) logisch
valide sein?

Angesichts dieses zweiten Einwands ware unter gewissen Bedingungen ein
Handlungsbedarf bzgl. Pi-Alpha, insbesondere bzgl. seines Axioms A7, gegeben (aber doch
kein unbedingter, kein zwingender Handlungsbedarf): Pi-Alpha — die Formulierung einer
Logik einer idealen Wissenschaftssprache — ware dann (und nur dann) zu modifizieren, um
dem im Einwand Angenommenen gerecht zu werden, wenn, (a), das bei (2) fur die
Umgangssprache Angenommene auch in der Pi-Alpha zugrundeliegenden idealen
Wissenschaftssprache vorkommt [im Gegenteil koénnte man es zum ideal-
wissenschaftssprachlich zu vermeidenden sprachlichen Defizit erkldaren, dass ein Name zwar
etwas, aber nichts Existierendes bezeichnet — was freilich etwas liberzogen erscheint]; und
wenn, (b), Juc[v] in jener idealen Wissenschaftssprache als ,Es gibt ein v, sodass gilt: o[v]”
zu lesen ist, wobei Juc|[v] ,gehoben” so zu lesen ist, d. h. in der Weise, dass ,Es gibt ein v,
sodass gilt: o[v]” mehr besagt als ,Fiir mindestens ein v gilt: o[v]” und nicht

gleichbedeutend mit diesem Letzteren ist.

Der Kalkil Pi-Alpha kann — trotz des Einwands (1) und trotz des Einwands (2) gegen die logi-
sche Validitat von F(a) — 3xF(x) — sehr gut bleiben, wie er ist: indem man ihn auf eine Nor-
malsprache festlegt, in der jeder Name etwas bezeichnet und semiformale Satze der Gestalt
Juo[v] — sowie natiirlich die mit diesen Satzen gleichbedeutenden Satze ohne formale Ele-
mente — stets im Sinne von ,,Fiir mindestens ein [oder: fiir manches] v gilt: c[v]“ aufzufassen

sind und ,,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]” als mit ,,Fiir mindestens ein [oder: fiir manches] v
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gilt: o[v]” sinngleich [synonym, gleichbedeutend] gesetzt ist. Daran ist nicht das Mindeste
rational anstoBig. Auf der anderen Seite sollen nun aber doch auch die Positionen gewiirdigt
werden, die dem Einwand (1) bzw. dem Einwand (2) stattgeben. Dazu sei der Kalkil Pi*-
Alpha eingefiihrt, der eine Modifikation von Pi-Alpha ist.

In Pi*-Alpha werden Satzformeln der Gestalt Juc[v] als ,Es gibt ein v, sodass gilt:
o[v]“ gelesen — wie es Einwand (1) samt Synonymitat von ,Es gibt ein v, sodass gilt: o[v]”
mit ,Fiir mindestens ein v gilt: c[v]” fordert, es Einwand (2) hingegen fordert ohne diese
Synonymitat. Es kann fiir Pi*-Alpha offenbleiben, ob mit Satzen der Lesart ,Es gibt ein v,
sodass gilt: o[v]“ in der Pi*-Alpha zugrundeliegenden Normalsprache mehr gemeint ist als
mit ,,Fiir mindestens ein v gilt: o[v]“, wie es Einwand (2) verlangt, oder aber gerade so viel
gemeint ist wie mit ,,Fiir mindestens ein v gilt: c[v]“, wie es gemaR Einwand (1) sein muss.8®
Eines der beiden Verstdandnisse von Juc[v] — gelesen als ,,Es gibt ein v, sodass gilt: o[v]” —
ist aber bei der Pi*-Alpha zugrundeliegenden Normalsprache durchgdngig gegeben (denn
sie ist auf jeden Fall in der Hinsicht ideal, dass sie Mehrdeutigkeit — hier die von ,,Es gibt ein“
—vermeidet).

In Pi*-Alpha tritt zudem eine — in ihm (siehe unten) definierte! — Pradikatstockfor-
mel®” ,E(_)“ auf, die rein graphisch (oder phonetisch) als ,_ existiert” zu lesen ist. In der Pi*-
Alpha zugrundeliegenden Normalsprache wird auf jeden Fall davon ausgegangen, dass ,v
existiert nicht” fir manche Namen [singuldren Terme] v wabhr ist; es kann aber fiir Pi*-Alpha
offenbleiben, ob , v existiert nicht“ durchgdngig (fir alle Namen v) im Sinne von ,, ,v‘ be-
zeichnet nichts” aufzufassen ist, was dem Einwand (1) entsprache, oder aber durchgéngig im
Sinne von ,, ,v‘ bezeichnet etwas, was nicht existiert”, was dem Einwand (2) entsprache. Eine
der beiden Sinnauffassungen von ,,v existiert nicht” ist bei der Pi*-Alpha zugrundeliegenden
Normalsprache durchgéngig gegeben (denn sie ist auf jeden Fall in der Hinsicht ideal, dass

sie Mehrdeutigkeit — hier die von ,existiert” — vermeidet). Es sei zudem davon ausgegangen,

8 |n der Tat ist die Synonymitit von ,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]” mit ,Fiir mindestens ein v gilt: c[v]“ fiir die
Plausibilitdt von Einwand (1) essenziell; ohne sie konnte man nicht gut aus der immens plausiblen Nichtwahr-
heit von ,,Es gibt ein gefligeltes Pferd” auf die Nichtwahrheit von ,,Manches ist ein gefligeltes Pferd” schlieRen
(oder anders gesagt: aus der immens plausiblen Wahrheit von ,Es gibt kein geflligeltes Pferd” auf die Wahrheit
von , Nichts ist ein gefliigeltes Pferd”). Das semantische Verhaltnis von ,,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]” und ,Fiir
mindestens ein v gilt: c[v]“ hat einen indisponiblen Teil: Unbedingt beinhaltet ,Es gibt ein v, sodass gilt: o[v]“
semantisch ,,Fiir mindestens ein v gilt: c[v]“; deshalb besagt ,Es gibt ein v, sodass gilt: o[v]“ garantiert nicht
weniger als , Flir mindestens ein v gilt: [v]“. Zur Disposition steht allein, ob auch umgekehrt ,Fiir mindestens
ein v gilt: o[v]“ semantisch ,,Es gibt ein v, sodass gilt: o[v]” beinhaltet. Einwand (1) geht davon aus, dass es so
ist; Einwand (2) geht davon aus, dass es nicht so ist.

87 Zur Spezifizierung der Pradikatstockformeln von Sigma siehe Kapitel 0.
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dass die fragliche Normalsprache bei Verwendung der Sinnauffassung von ,,v existiert nicht”,
die dem Einwand (2) entspricht, einen ldealitdtsaspekt hat, der ihr bei Verwendung der
Sinnauffassung von ,v existiert nicht”, die dem Einwand (1) entspricht, offensichtlich abgeht,
namlich diesen: Jeder Name bezeichnet etwas.

Uberhaupt gilt: Die Pi*-Alpha zugrundeliegende Normalsprache hat héchstens einen
der funf in Kapitel 0 aufgestellen Idealitdtsaspekte einer fiir die Formulierung valider objek-
tivontisch-wissenschaftlicher Theorien idealen Sprache nicht: den 3. Aspekt, also: die Refe-
renz aller Namen [singuldaren Terme]. Wenn sie ihn nicht hat, so ist sie keine fiir die Formu-
lierung valider objektivontisch-wissenschaftlicher Theorien ideale Sprache mehr, dafiir aber
ein Stick naher an der Umgangssprache. Die meisten ziehen eine Referenzlosigkeit von Na-
men aufweisende, dem Einwand (1) passende Normalsprache fir Pi*-Alpha der alternativen,
dem Einwand (2) passenden Normalsprache vor — die nun zwar alle finf jener Idealitatsas-
pekte aufweist, daflir aber die ontologische Anerkennung des Nichtexistenten, den
Meinongianismus, fordert; zu dieser Anerkennung kénnen sich die meisten nicht durchrin-
gen, empfinden vielmehr eine Art Abscheu vor dem Meinongianismus, oder gar Horror. We-
niger Abscheu empfinden sie offenbar vor Wahrheit ohne Referenz: Das Auftreten von
Wahrheit ohne Referenz ist bei einer dem Einwand (1) passenden Normalsprache fir Pi*-
Alpha unvermeidlich (und zwar schon allein wegen des Auftretens von wahren Satzen der
Gestalt ,,v existiert nicht”).

In der Umgangssprache kommen — es ist schlecht zu bestreiten — die folgenden drei
wahren Satze vor: ,Pegasus ist ein gefliigeltes Pferd”, ,Pegasus existiert nicht”, ,Es gibt kein
gefligeltes Pferd”. In jede zu Pi*-Alpha gehorige [deutsche] Normalsprache [oder anders
gesagt: in jede Normalsprache, zu der Pi-Alpha* gehort] seien diese drei Satze als wahre
Satze Ubernommen. Sie haben aber die folgenden beiden alternativen, unvereinbaren Aus-
legungen; welche von den beiden einschlagig ist, richtet sich nach der fiir Pi*-Alpha letztend-

lich verwendeten Normalsprache:

(i) ,Pegasus ist ein gefligeltes Pferd”, ,Pegasus existiert: nicht” {will sagen: , ,Pegasus’
bezeichnet nichts; das entspricht der Auffassung, ,v existiert nicht” besage, das v nichts bezeichnet}, ,,Es ist

nicht der Fall, dass es ein gefliigeltes Pferd gibt1“ {das entspricht der Auffassung, ,Es gibt ein v,
sodass gilt: [v]” besage genauso viel wie ,Fiir mindestens ein v gilt: c[v]“, also ,Es gibt kein v, sodass gilt:

c[v]” genauso viel wie ,,Fir kein v gilt: c[v]“}.
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(ii) ,,Pegasus ist ein gefliigeltes Pferd”, , Pegasus existiert, nicht” {will sagen: , ,Pegasus’
bezeichnet etwas, was [in einem gewissen Sinn] nicht existiert”; das entspricht der Auffassung, , v existiert
nichts“ besage, dass v etwas bezeichnet, was [in einem gewissen Sinn] nicht existiert}, ,,Es ist nicht der Fall,
dass es ein gefllgeltes Pferd gibt,” {das entspricht der Auffassung, ,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]“
besage mehr als ,Fir mindestens ein v gilt: c[v]“, also , Es gibt kein v, sodass gilt: c[v]” weniger als ,,Fiir kein v

gilt: 5[v]“}.

{Zwischen der Interpretation von ,t existiert” und der Interpretation von ,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]“ muss
mit Ricksicht auf Pi*-Alpha ein ausgezeichneter, nicht selbstverstandlicher normalsprachlicher Zusammenhang
bestehen; es ist eben derjenige, welcher formelsprachlich durch die Pi*-Alpha-Definition D*3 (siehe unten)
spezifiziert ist. D*3 spiegelt formelsprachlich den folgenden normalsprachlichen [durch schematisch angedeu-
teten Variablengebrauch immer noch semiformal formulierten] Zusammenhang wider: t existiert =pet Es gibt
ein v, sodass gilt: T ist identisch mit v — wonach Existenz als Pradikat definitorisch abgeleitet ist von Existenz als
Quantor. Bei den beiden eben thematisierten Interpretationen von ,t existiert” [t existiert:; T existiert2] und
den ihnen entsprechenden, ebenfalls thematisierten Interpretationen von ,Es gibt ein v, sodass gilt: c[v]“ [Es
gibt1 ein v, sodass gilt: o[v]; Es gibt2 ein v, sodass gilt: g[v]] ist demzufolge von folgenden definitorischen Paa-
rungen auszugehen: 1 existiert: =pef Es gibti ein v, sodass gilt: T ist identisch mit v; T existiertz =pef Es gibt2 ein v,
sodass gilt: T ist identisch mit v. Bei der normalsprachlichen Interpretation von Pi*-Alpha ist eine der beiden
Paarungen als Deutung von ,T existiert =pef Es gibt ein v, sodass gilt: T ist identisch mit v” — also: als Deutung

des normalsprachlichen Gegenbilds von D3* — zu wahlen.}

Bei jeder der beiden Auslegungen, (i) und (ii), der drei Satze ist klar, dass die Schlussformel
F(a) = 3IxF(x) nicht logisch valide sein kann. Der einschldgige Validitatsbegriff ist hier Wahr-
heit, und formal konnen die zwei verschiedenen normalsprachlichen Validi-
tats[Wahrheits]lagen, (i) und (ii), uniform durch ,F(a), —E(a), —=3xF(x)“ abgebildet werden.
Ware F(a) — 3xF(x) logisch valide, so kdnnte man mit elementarsten Mitteln — also mit Mit-
teln, an denen auf jeden Fall festzuhalten ist — die Validitats[Wahrheits]inkonsistenz der
Satzformelfolge ,F(a), —E(a), —3xF(x)“ folgern, m. a. W.: die Schlussformel F(a), —E(a),
—3dxF(x) — 3IxF(x) A —3IxF(x) deduzieren — und natirlich ist diese Schlussformel logisch vali-
de/beweisbar in Pi-Alpha. Jedoch: Die fragliche Satzformelfolge ist bezogen auf eine Nor-
malsprache, die die drei Satze als Wahrheiten im Sinne von (i) bzw. (ii) auffasst, keineswegs
validitats[wahrheits]inkonsistent.

Offensichtlich muss der Kalkil Pi*-Alpha an der Position A7 gegeniber Pi-Alpha mo-

difiziert sein; aber diese Modifikation zieht (insbesondere, um das aus Pi-Alpha vertraute
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Verhaltnis von ,,3“ und ,V“ zu erhalten) weitere Modifikationen gegeniber Pi-Alpha nach
sich. Der Kalkil Pi*-Alpha geht aus dem Kalkiil Pi-Alpha [der mit zugehdriger Normalsprache

bleibt, wie er ist] dadurch hervor, dass A6, R8, A7, RS und A10 wie folgt ersetzt werden:

A6*  VxF(x), E(a) > F(a) Existenzielles dictum de omni (EDO)
R8* T, E(a) > ola] = I' - Yuao[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o in der Satzformelfolge I" und in der ,Alle*“®-Satzformel Yvo[v] nicht mehr
vorkommt. Gesetz der hinteren existenziellen Allgeneralisierung (GHEAG)
A7*  F(a), E(a) » 3IxF(x) Echte Existenzgeneralisierung (EEG)
R9* T, olal], E(a) > ¢" =TI, Juc[v] — o, wobei die unstrukturierte und
sinnunbestimmte Namenformel o in der Satzformelfolge I', in der ,Es gibt ein“-Satzformel
Juo[v] und in der Satzformel " nicht mehr vorkommt.

Gesetz der vorderen echten Existenzgeneralisierung (GVEEG)

A10* dxF(x) — F(uxF(x)); IxF(x) = E(1xF(x)) Existenzielles Auswahlprinzip (EAP)

Alles Ubrige bleibt gegeniiber Pi-Alpha gleich (also: der ganze Alpha-Teil, die Identititsaxio-
me und die Definitionen D1 und D2). ,E(_)“ —,_ existiert” —ist nun zwar ein neueingefiihrter
Ausdruck (eine neueingefiihrte Pradikatstockformel), aber es ist kein neueingefihrter
Grundausdruck;® denn ,,E(_)“ mit dem Sinn von ,,_ existiert” |4sst sich wegen der nun — ndm-

lich fir Pi*-Alpha — unterstellten Deutung von ,,3v“ als ,,Es gibt ein v wie folgt definieren:

D3*  E(t) =pef V(T =)

{,©“ vertritt in diesem Definitionsschema eine beliebige Termformel — eine Variable oder eine Namenformel,
sei es eine primare oder eine sekundire —, in der die Variable v nicht vorkommt.®® Man kann D3* (da ja mit

“

D3* im Grunde eine Pradikatstockformel definiert wird) auch so formulieren: E(_) =pef JU(_ = v), wobei flr ,,_

88 Alle v ...“ |duft inhaltlich auf ,Kein v, was nicht ...“ hinaus, ,Alle* v ...“ hingegen auf ,Es gibt kein v, was nicht
L Alle* v LY kann zum einen als synonym mit ,Alle v ...“ aufgefasst werden, und wird so aufgefasst, wenn
fr uns ,,Es gibt ein v, was ...“ synonym ist mit ,Fir mindestens ein v gilt: ...“. ,Alle* v ...“ kann aber zum ande-
ren auch so aufgefasst werden, dass es weniger besagt als ,Alle v ...“, und wird so aufgefasst, wenn fiir uns ,Es
gibt ein v, was ...“ mehr besagt als ,,Fiir mindestens ein v gilt: ...“.
89 Es sei daran erinnert, dass fiir alle in diesem Buch betrachteten Kalkiile die Grundausdriicke durch die Wahl
der Formelsprache (Sigma) von Beginn an feststehen.
% o [,BY o’ ..] steht in Schemata fiir eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel; ,v* [,v"*,
,Vv74, ..] steht fur eine Namenformel; ,v” [0, 0% ...] steht fur eine Variable; ,t“ [,7'“, ,t""“, ...] steht fur
eine Termformel: eine Namenformel oder eine Variable.
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eine beliebige Variable bzw. Namenformel [uniform] substituiert werden kann, in der die Variable v nicht vor-
kommt. Das eine wie das andere Definitionsschema lieRBe sich selbstverstandlich auch fir Pi-Alpha angeben
(mit der Benennung ,,D3“), aber durch es bekdame ,E(t)“ dort nicht den Sinn von ,t existiert”, sondern nur den
Sinn von , 1 ist ein Etwas”. Ein existenzieller Sinn von ,3“ — selbst ein schwacher, nichtmeinongianischer — ist in

Pi-Alpha einfach nicht vorgesehen, sondern nur ein ,,zdhlender”.}

In Pi*-Alpha ist die Quantifikation insgesamt stets nur auf Existierendes bezogen. Das hat
den Nachteil, dass man, falls man sich die Pi*-Alpha-Logik zu eigen macht, dann wenn —E(a)
wahr ist, daraus selbst im Fall, dass man ,,—E(a)”“ meinongianisch liest: als ,, ,a‘ bezeichnet
etwas, was nicht existiert”, nicht logisch valide das schlieRen kann, was man doch, unbefan-
gen, sehr geneigt ist, daraus zu schlieRen: dass manches nicht existiert; was man wiederum
sehr geneigt ist, durch Ix—E(x) formal wiederzugeben. Aber keine Formalisierung von ,Man-
ches existiert nicht”, die den Sinn dieser Aussage trifft, ist in Pi*-Alpha moglich. (So manche
ontologisch einschlagig Interessierte — nicht gerade wenige — werden diese Nachteile aller-

dings flir grofle Vorteile halten!) Es ist im Gegenteil in Pi*-Alpha beweisbar:

P*T1: > VxE(x)

1. E(a) > E(a) Al
2. — VxE(x) R8* (1) {R8*-Spezialisierung: I" ist leer, c[a] ist ,,E(a)“}
AuBerdem:

P*T2: VX(E(x) o F(x)) <> VxF(x)

1. Vx(E(x) o F(x)), E(a) = E(a) = F(a) A6* {,(E(L) o F())“ fur ,F“}
2. Vx(E(x) o F(x)), E(a), E(a) o F(a) = F(a) A2, R2,R1

3. Vx(E(x) o F(x)), E(a) — F(a) R3(2,1)

4. Vx(E(x) D F(x)) > VxF(x) R8* (3)

5. VxF(x), E(a) = F(a) A6*

6. VxF(x) — E(a) o F(a) R4 (5)

7. VxF(x), E(a) = E(a) o F(a) R2 (6)

8. VxF(x) = Vx(E(x) D F(x)) R8* (7)

9. Vx(E(x) D F(x)) <> VxF(x) DEF<> (4, 8)
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In Pi-Alpha ist nun sehr leicht beweisbar:

T73:°1 VxF(x) = IxF(x)

1. VxF(x) — F(a) A6
2. F(a) — 3xF(x) A7
3. VxF(x) — 3IxF(x) RT7 (1, 2)

{Es ist sehr leicht moglich, dieses klassische pradikatenlogische Gesetz misszuverstehen und fir unrichtig zu
halten; wie folgt: ,,Aus ,Jedes Einhorn existiert’ folgt doch nicht logisch ,Manches Einhorn existiert’! Denn der
erstere Satz ist trivialerweise wahr, weil nichts ein Einhorn ist, und der letztere Satz ist aus eben diesem Grund
nicht wahr.” Richtig. Aber T73 behauptet doch gar nicht in seiner Anwendung auf eine Pi-Alpha passende Nor-
malsprache, die die Satze ,Jedes Einhorn existiert” und ,Manches Einhorn existiert” enthalt, dass aus dem
ersteren Satz der letztere logisch folge; denn die Schlussformel Vx(F(x) > G(x)) — 3x(F(x) A G(x)), die die logi-
sche Form der fraglichen Schlussfolgerung wiedergibt, ist kein Einsetzungsfall von T73, sondern nur Vx(F(x) ©
G(x)) = 3x(F(x) © G(x)) ist ein solcher; nur die letztere Schlussformel wird demzufolge wie T73 als (in der Weise
der Pradikatenlogik 1. Stufe mit Identitdt und Kennzeichnung) logisch valide Schlussformel gefiihrt, und zu ihr
liegt mit der Wahrheit von ,Jedes Einhorn existiert” und der Nichtwahrheit von ,,Manches Einhorn existiert”

keineswegs ein Gegenbeispiel vor.}

In Pi*-Alpha hingegen ist dieser Beweis nicht mehr durchfiihrbar und T73 nicht beweisbar,

sondern beweisbar ist da nur:

P*T3: VxF(x), E(a) = IxF(x); Iy(VYxF(x) A E(y)) = IxF(x)

1. VxF(x), E(a) — F(a) A6*

2. VxF(x), E(a), F(a) — 3xF(x) A7*, R2,R1
3. VxF(x), E(a) = 3xF(x) R3(2,1)

4. VxF(x) A E(a) = IxF(x) R7 (3)

5. VxF(x) A E(a), E(a) — 3IxF(x) R2 (4)

6. Ay(VxF(x) A E(y)) = 3IxF(x) R9* (5)

91 Diese Listennummer ergibt sich in Fortsetzung der bisher gegebenen Zihlung der Theoreme von zunichst
Alpha, dann von Pi-Alpha.
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{Aufgrund von P*T3 ist sehr leicht einsehbar, dass in Pi*2-Alpha — also: in dem nur um das Axiom — 3yE(y)
gegeniber Pi*-Alpha erweiterten Kalkil — VxF(x) — 3xF(x) beweisbar ist. Denn aus 1. VxF(x), E(a) — 3xF(x)
erhalt man ja durch Anwendung von R9*: 2. VxF(x), 3yE(y) — 3xF(x); und aus dem Pi*2-Alpha-Axiom — 3yE(y)

mit R2: 3. VxF(x) — 3yE(y); aus 2. und 3. zusammen ergibt sich aber mit R3: 4. VxF(x) — 3xF(x).}

Allgemein gilt, was das Verhaltnis von Pi-Alpha und Pi*-Alpha angeht:

I. Jede Schlussformel und Schlussregelformel, die in Pi*-Alpha beweisbar ist, ist in Grundno-

tation auch in Pi-Alpha beweisbar.

Beweis: Wir schreiben die Grundgesetze von Pi*-Alpha zunachst in Grundnotation gemaf
D*3, also: E(t) wird Uberall durch Ju(t = v) ersetzt [wobei T in D*3 und auch sonst eine Na-
menformel — mit oder ohne freie Variable®? — ist, in der v nicht vorkommt, oder eine Variab-
le, die von v verschieden ist (und in der insofern v nicht vorkommt); vgl. die obige Anmer-
kung zu D*3]. A6* und A7* sind dann triviale Korollare von A6 bzw. A7. Und das Geset-

zesschema R8* ergibt sich in Pi-Alpha wie folgt (schematisch):

1.T, 3v(a = v) > ola] Annahme {samt der bei R8* angegebenen Voraussetzung}
2.>o0=a A8

3.a=0— Ju(a=v) A7

4, - Ju(a =v) R3 (3, 2)

5. = Jv(a=v) R2 (4)

6.1 - ola] R3(1,5)

7.1 = Yvuo[v] R8 (6).

Das Gesetzesschema R9* wiederum ergibt sich in Pi-Alpha wie folgt:

1.T, o[a], v(a =v) > &’ Annahme {samt der bei R9* angegebenen Voraussetzung}
2.1, o[a] > Fv(a=v) Pi-Alpha-Th. {siehe 5. in der vorausgehenden Ableitung}, R2
3.T, cla] > o R3(1, 2)

4.T, Juo[v] > o’ R9 (3).

92 Wie kann eine Namenformel eine freie Variable enthalten? Sie tut es z. B. in folgender Formel: Vx(F(x) ©
F(lyR(y, x))) [welche Satzformel die logische Form des Satzes ,,Die Mutter jedes Menschen ist ein Mensch” wie-
dergibt]. Offensichtlich enthalt die Namenformel ,,1yR(y, x)“ die freie Variable ,x“; ,,iyR(y, x)“ ist eine sekunddre
Namenformel von Sigma (siehe dazu die Beschreibung von Sigma in Kapitel 0, insbesondere die Beschreibung
der Namenformeln von Sigma).

211



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

A10* schlieRlich ergibt sich, was seinen gegeniiber A10 neuen Teil (in Grundnotation) an-
geht, in Pi-Alpha wie folgt:

1. — 1xF(x) = xF(x) A8

2. xF(x) = xF(x) = Jy(xF(x) =y) A7

3. = Jy(xF(x) = y) R3(2, 1)

4. AxF(x) = Jy(wxF(x) = y) R2 (3).

Da Pi*-Alpha nur in den Positionen A6, A7, R8, R9, A10 von Pi-Alpha abweicht (mit A6*, A7%,
R8*, R9*, A10*), geniigt das Gezeigte, um einzusehen: Jeder Beweis in Pi*-Alpha — ob fir
eine Schlussformel oder fiir eine Schlussregelformel — lasst sich in Pi-Alpha perfekt nach-

bauen [bis auf die Ersetzung von Jv(t = v) durch E(t)].

Il. Ist ' = o in Pi-Alpha durch den Beweis ® beweisbar [I" mag leer sein], dannistI'*, " > ¢
in Pi*-Alpha durch einen ©® in spezifischer Weise [siehe dazu den Beweis von Il.] korrespon-
dierenden Beweis ®* beweisbar, wobei I'* die folgende Gestalt hat: E(v1) ... E(vn), fir einn >
1, oder aber leer ist.

Die Bedingung: Keine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel, die in Anwen-
dungen von R8 bzw. R9 in ® fungiert [d. h.: bei diesen Anwendungen verschwindet], kommt
in ® in einer Kennzeichnungsnamenformel vor. [Die Bedeutung dieser Bedingung wird sich

im Beweis von Il. zeigen.]

Beweis: Sei ® ein Beweis von I' — o in Pi-Alpha, der die Bedingung erfillt. Dieser Beweis
lasst sich wie folgt der Reihe nach (,von oben nach unten) in einen Beweis ®* von I'*, I" —
o in Pi*-Alpha umbauen:

(a) Enthdlt ® Anwendungen von A6 bzw. A7 — eventuell zusammengebunden mit nachfol-
genden Anwendungen von R2 und/oder R1 —, dann fiigt man in der jeweiligen Zeile von ®
unmittelbar vor dem Pfeil [vor ,,—“] E(v) ein, wobei v diejenige Namenformel ist, die fir die
jeweilige Anwendung von A6 bzw. A7 einschlagig ist, d. h.: die bei dieser Anwendung in der
Konklusion der Schlussformel die V-quantifizierte Variable dort, wo sie vorkommt, ersetzt,
bzw. die durch die 3-quantifizierte Variable an den einschlagigen Stellen ersetzt wird. Die
Anwendungen von A6 bzw. A7 gehen damit Giber in Anwendungen von A6* bzw. A7* — even-
tuell zusammengebunden mit nachfolgenden Anwendungen von R2 und/oder R1. Damit E(v)

nicht weiter stort, verschiebt man die Satzformel mittels R1 ,,nach hinten” [nach links vom
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linken Ende von ,,—“ weg], und zwar ganz nach hinten, wenn dort noch keine nach hinten
verschobene E-Formel steht, sonst bis man in der Satzformelsequenz auf eine schon nach
hinten verschobene E-Formel stoRt. [Sollte E(v) spater gebraucht werden, um einen Schritt
in ®* in Parallele zu ® zu vollziehen, dann kann E(v) mittels R1 selbstverstandlich wieder
,nach vorne” geholt werden, auch ganz nach vorne: unmittelbar vor das linke Pfeilende.]

(b) Pi*-Alpha hat mit Pi-Alpha Alpha als Teilkalkiil gemeinsam, und die Anwendung der
Alpha-Grundgesetze aufseiten von ®* wird nicht blockiert durch R2-bedingt dort gegeben-
falls zusatzlich auftretende Satzformeln der Gestalt E(v) unter den Pramissen der ansonsten
mit den korrespondierenden ®-Schlussformeln ganz gleichen ®*-Schlussformeln; R1 genigt,
um alle prima facie auftretenden Anwendungshindernisse zu beseitigen. Pi*-Alpha und Pi-
Alpha haben auch die Identitdtsgrundgesetze, A8 und A9, gemeinsam, und auch da gilt: De-
ren Anwendung aufseiten von ®* stehen (angesichts von R2, R1) nicht entgegen dort gege-
benenfalls zusatzlich auftretende Satzformeln der Gestalt E(v) unter den Pramissen der an-
sonsten mit den korrespondierenden ®-Schlussformeln ganz gleichen ®*-Schlussformeln.
SchlieBlich ist das Axiom A10 von Pi-Alpha ein echter Teil des Axioms A10* von Pi*-Alpha.
Kommt A10 aufseiten von ® zum Einsatz, so A10 als Teil von A10* aufseiten von ®*, und
dort vor ,,—“ gegebenenfalls zusatzlich auftretende Satzformeln der Gestalt E(v) in den mit
den korrespondierenden ®-Schlussformel ansonsten ganz gleichen ®*-Schlussformeln sind
kein Problem (angesichts von R2, R1).

(c) Geht in ® I'" — Yuao'[v] durch eine [korrekte: regelkonforme] Anwendung von R8 auf I’
— o’[a] hervor, so geht in ®* parallel dazu I'”" — Yvo’'[v] durch eine [korrekte] Anwendung
von R8* auf I'”’, E(at) — o’[a] hervor. """ unterscheidet sich — siehe (a) und (b) — von I’
héchstens dadurch, dass sie [die Folge '], fiir ein k > 1, die Erganzung von I'" um eine Se-
guenz von gewissen Vorkommissen von Satzformeln E(vi) ... E(vk) ist, also E(v1) ... E(vk), I’
ist. In I'” kommt die unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel o nicht vor (sonst
kdnnte nicht in ® die erwdahnte Anwendung von R8 erfolgen). In I'”" kommt a aber ebenfalls
nicht vor (sodass der korrekten Anwendung von R8* nichts im Wege steht); das lasst sich wie
folgt erreichen:

Wenn I'”" identisch mit I"” ist, dann ist es trivialerweise so wie erwiinscht: oo kommt in I'””
nicht vor (denn o kommt ja in I'” nicht vor). Dann geht man wie folgt voran: I'"”" — ¢’[a] =

[mit R2] T, E(at) > Yoo’ [v] = [mit R8*] T — Yuao'[v].
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Sei nun I'”" nicht identisch mit I'"; dann sind zwei Falle zu unterscheiden [warum es nur diese
zwei sind, wird anschliefend an (c) in einer Anmerkung dargelegt]:

(i) in ®* steht in der Zeile, die der ®-Zeile " — c’[a] entspricht: E(v'1) ... E(V'k), " = o’[al,
wobei E(a) den Platz einer (vielleicht auch mehrerer) der Satzformelvorkommnisse in der
Sequenz E(v'1) ... E(V'k) [k"> 1] einnimmt;

(ii) in ®* steht in der Zeile, die der ®-Zeile I'" — o’[a] entspricht: E(v1) ... E(vk), " = c’[al],
wobei o in der Sequenz E(v1) ... E(vk) [k > 1] nicht vorkommt.

Im Fall (ii) steht also in ®* (in der fraglichen Zeile) bereits da: I'"" — c[a], wobei o in '’
nicht vorkommt, und man fahrt fort: I'’”" — o’[a] = [mit R2] ', E(a)) —» Vvo'[v] = [mit
R8*] I — Yvo'[v].

Im Fall (i) geht man wie folgt vor: E(v'1) ... E(V'¥), " = &’[a] = [mit R1 und eventuell zusatz-
lich mit RT1/PK, wodurch mehrere Vorkommnisse von E(a) in E(v'1) ... E(v'x) nach Vorzie-
hung ans rechte Ende der gesamten Sequenz E(v'1) ... E(V'«’), I'” auf ein einziges solches Vor-
kommnis gekiirzt werden] E(v1) ... E(vk), I'", E(a) > o’[a], d. h.: T, E(at) = o'[a], wobei nun
o in E(v1) ... E(vk) ebensowenig wie in I'" vorkommt, also in I""" nicht vorkommt; = [mit R8*]

I - Vuo'[v].

{Man beachte, dass E(v'1) ... E(v'x’) nicht leer sein kann, aber an der Stelle von E(v1) ... E(vk) sehr wohl auch die
leere Sequenz stehen kann: Das ist z. B. dann der Fall, wenn gilt: E(v'1) ... E(v'x) = E(v'1) = E(at) [k" = 1]; oder
allgemein: wenn gilt E(v'1) ... E(v'x) = E(a) ... E(a) [m. a. W.: E(V"1) ... E(V'k’) aus k’-mal hintereinander E(a) be-

steht, wobei die E(a)-Vorkommnisse, falls k"> 1, durch Komma voneinander abgegrenzt sind].}

{E(V'1) ... E(V'k), wobei zudem E(a) in dieser Sequenz den Platz einer, eventuell auch mehrerer, der Satzformel-
vorkommnisse E(v'1) ... E(v'x) einnimmt, stellt die einzige Mdglichkeit dar, in der o in der aufseiten von ®*
auftretenden Satzformelsequenz E(v'1) ... E(v'k’) vorkommen kann. Zundchst: Samtliche Namenformeln v’z ...
v’k treten in ® auf (alle diese Namenformeln fungieren ja bei Anwendungen von A6 bzw. A7 in ®). Dann: Sei
nun o [wie in (c)] eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel, die aufseiten von ® in einer An-
wendung von R8 fungiert. Da ® laut Annahme (siehe den Beweisanfang) die Bedingung erfillt, kommt o in
E(v’) [i aus 1, ..., k'] nicht vor, wenn es sich bei v'; um eine Kennzeichnungsnamenformel handelt (da a dann
wegen der Erflllung der Bedingung durch ® nicht in v'; vorkommt). Ist aber v’i eine unstrukturierte und sinn-
unbestimmte Namenformel, so kommt o — eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel —in E(v'})
ebenfalls nicht vor, es sei denn, v'; ist ein Vorkommnis von o — wodurch E(v’i) zu einem Vorkommnis von E(a)

wird.}
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(d) Gehtin ® I'", Juc"’[v] = o’ durch eine [korrekte] Anwendung von R9 aufI'’, 6"’ [a] > &
hervor, so geht in ®* I'”’, Juc”’[v] — o durch eine [korrekte] Anwendung von R9* auf I'”’,
o’’'[a], E() > o hervor. I'”" unterscheidet sich — siehe (a) und (b) — von I'" héchstens
dadurch, dass sie [die Folge I""’], fiir ein k > 1, die Ergdnzung von I'"" um eine Sequenz von
gewissen Satzformelvorkommnissen E(v1) ... E(vk) ist, also E(vi1) ... E(vk), I ist. In " kommt
die unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel o nicht vor (sonst konnte nicht in ®
die erwahnte Anwendung von R9 erfolgen). In I'"" kommt o aber ebenfalls nicht vor (sodass
der korrekten Anwendung von R9* nichts im Wege steht); das lasst sich wie folgt erreichen:
Wenn I'”" identisch mit I"” ist, dann ist es trivialerweise so wie erwiinscht: oo kommt in """
nicht vor (denn o kommt ja in I'" nicht vor). Dann geht man wie folgt voran: I'"”", ”'[a] > ¢~
= [mitR2] T, o”’[a], E(a) > 6" = [mit R9*] """, Juc"'[v] > &".

Sei nun I'”" nicht identisch mit I'"; dann sind zwei Félle zu unterscheiden:

(i) in ®* steht in der Zeile, die der ®-Zeile I'", ¢”’[a] —» o  entspricht: E(v'1) ... E(V'k), I,
o’'[a] > o, wobei E(a) den Platz einer (vielleicht auch mehrerer) der Satzformelvorkomm-
nisse in der Sequenz E(v'1) ... E(V'x) [k > 1] einnimmt;

(ii) in ®* steht in der Zeile, die der ®-Zeile I'", ”'[a)] = &’ entspricht: E(v1) ... E(wk), I'", o”'[a]
— o, wobei a in der Sequenz E(v1), ..., E(vk) [k = 1] nicht vorkommt.

Im Fall (ii) steht also in ®* (in der fraglichen Zeile) bereits da: I'"’, ¢”'[al] = &, wobei ot in """
nicht vorkommt, und man fahrt fort: I'””, ¢”'[a] > ¢ = [mit R2] ', ¢”’'[a], E(at) > ¢" =
[mit R9*] I, Jue”’[v] = &".

Im Fall (i) geht man wie folgt vor: E(v'1) ... E(V'k), I, 6”'[a] > " = [mit R1 und eventuell
auch mit RT1/PK] E(v1) ... E(w), IT'", o’ [a], E(a) > o', d. h.: T, 6”'[a], E(at) = &, wobei nun
a in E(v1) ... E(vk) ebensowenig wie in I'" vorkommt, also in I'"" nicht vorkommt; = [mit R9*]

', Juc”’[v] > o'

{Die zu (c) gemachten erlduternden Anmerkungen gelten auch fur (d); nur dass es sich bei (d) eben um R9 und

R9* handelt, nicht um R8 und R8*.}

Die Abschnitte (a), (b), (c) und (d) zusammen leisten den Beweis von Il. unter der Annahme,
dass die Bedingung von © erfiillt wird: Am Ende des Pi*-Alpha-Beweises ®* steht: I'*, ' —
o, wahrend am Ende des Pi-Alpha-Beweises ® (aus dem ®* hervorgegangen ist) steht: I' —

o. Dabei hat I'* die folgende Gestalt: E(v1) ... E(va), flir ein n > 1; oder I'* ist leer.
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Flgt man Pi*-Alpha als Axiom — Jx(a = x) hinzu [oder unter Verwendung von D3*
gesagt: — E(a)], so ist der resultierende Kalkil offensichtlich deduktiv dquivalent mit Pi-
Alpha: [Pi*-Alpha + — Jx(a = x)] = Pi-Alpha. [Man beachte hierbei, dass — 3x(a = x) ein The-
orem von Pi-Alpha ist.] Hingegen ist der Kalkiil, der entsteht, wenn man Pi*-Alpha als Axiom
— Jy3Ix(y = x) [oder unter Verwendung von D3* gesagt: — 3yE(y)] hinzufiigt, nicht deduktiv
aquivalent mit Pi-Alpha. Jener Kalkiil — Pi*2-Alpha — enthalt deduktiv Pi*-Alpha, ist aber
nicht in Pi*-Alpha deduktiv enthalten, und er ist (wie Pi*-Alpha) in Pi-Alpha deduktiv enthal-
ten [— Jy3Ix(y = x) ist ja ein Theorem von Pi-Alpha], enthalt aber nicht deduktiv Pi-Alpha.
Zur Nichtbeweisbarkeit von — 3yE(y) in Pi*-Alpha (bei Beweisbarkeit dieser Schlussformel in
Pi*2-Alpha und Pi-Alpha) und zur Nichtbeweisbarkeit von — E(a) in Pi*-Alpha und Pi*2-
Alpha (bei Beweisbarkeit dieser Schlussformel in Pi-Alpha) siehe gleich im Folgenden noch
Weiteres.

Nun aber zunachst zu einigen Unterschieden zwischen Pi-Alpha und Pi*-Alpha:
ETND1, ETND2, AETND2, die in Pi-Alpha beweisbar sind [T37a, T37b, T38], sind in Pi*-Alpha
nicht beweisbar, sondern nur Schwaches ETND1, Schwaches ETND2, Schwaches AETND2; die
Schwiachung besteht in allen drei Fallen in der Einfligung ein und derselben Pramisse (dort-

hin, wo bisher vor ,—“ nichts stand): der Pramisse 3yE(y).

{Neben dieser Schwachung liegt in Pi*-Alpha aber gewissermallen auch eine Starkung von ETND1, ETND2,
AETND?2 vor: Die Anfiihrungszeichen um eines der Worte in den ausgeschriebenen inhaltlichen Namen dieser
drei Schlussformeln, die die Uneigentlichkeit des Wortgebrauchs anzeigen, entfallen in Pi*-Alpha; denn Pi*-

Alpha fasst im Unterschied zu Pi-Alpha ,3“ echt existenziell auf.®3

Aus, z. B., Erstes , existenzielles” tertium non
datur aufseiten von Pi-Alpha wird somit aufseiten von Pi*-Alpha Erstes existenzielles tertium non datur; ge-

meint ist beide Male die (unterschiedlich interpretierte) Schlussformel — 3x(F(x) v —F(x)) [ETND1], die freilich

% Nicht wenige wiirden freilich (mit Gottlob Frege, dessen duRerst einflussreichen Ansichten liber Existenz sie
sich anschlieBen) meinen, dass die einzig mdgliche existenzielle Auffassung von ,3“ schon in Pi-Alpha gegeben
ist. Sie wiirden irren; in Pi-Alpha liegt eindeutig nur die numerische Auffassung von ,3“ vor: ,3“ wird da aus-
schliefflich im Sinne von ,mindestens ein“ gelesen; ,existenziell kann man die durch diese ausschliefliche
Lesart determinierte Auffassung von ,,3“ nur in Anflihrungsstrichen nennen: wegen der ,Vorherrschaft des
Numerischen”. Es ist anders, wenn ,,3“ ausschlieRlich im Sinne von ,es gibt ein” gelesen wird, wie in Pi*-Alpha
und Pi*2-Alpha: Mit dieser letzteren Lesart von ,,3“ kann (wie dargelegt wurde) die numerische Auffassung von
,3“ fusioniert werden (wobei freilich diese letztere, fusionierende ,, 3“-Deutung durch jene Lesart nicht deter-
miniert wird — wie ebenfalls dargelegt wurde); die numerische Auffassung von ,,3“ ist dann, wenn sie mit der
ausschliefRlichen Lesart von ,3“ als ,,Es gibt ein” fusioniert wird, auch eine existenzielle (ohne Anfiihrungsstri-
che): wegen der dann gegebenen ,Gleichberechtigung des Existenziellen”.
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nur in Pi-Alpha ein Theorem ist, nicht in Pi*-Alpha. In Pi*-Alpha ist nur 3yE(y) — 3x(F(x) v —F(x)) ein Theorem:

Schwaches ETND1, oder ausgeschrieben: Schwaches erstes existenzielles tertium non datur.}

Der Beweis des schwachen ETND2 und der des schwachen AETND2 seien angegeben:

P*T4a: JyE(y) — IxF(x) v Ix=F(x) Schwaches ETND2

1. E(b), F(b) — 3xF(x) A7*,R1

2. E(b), —F(b) > 3Ix—F(x) A7*,R1

3. E(b), IxF(x) > IxF(x) v Ix—=F(x) A4, R2, R1

4. E(b), F(b) — 3xF(x) v Ix—F(x) RT7{I,A—>B;T,B>C=TI,A—>C}(1,3)

5. E(b), Ix—F(x) = 3IxF(x) v Ix—=F(x) A4, R2, R1

6. E(b), —F(b) — 3xF(x) v Ix—F(x) RT7 (2, 5)

7. E(b) — 3IxF(x) v Ix—F(x) R5 (4, 6) {Fiir 1. bis 7. vgl. den Beweis von T37b und das im Beweis
von II. beschriebene Pi*-Alpha-Umbauverfahren fiir Pi-Alpha-
Beweise.}

8. E(b), E(b) — IxF(x) v Ix—F(x) R2 (7)

9. AyE(y) — IxF(x) v Ix—F(x) R9* (8)

P*T4b: FyE(y) — F(xF(x)) v =F(ix—=F(x)) Schwaches AETND2

1. IyE(y) = IxF(x) v Ix—=F(x) P*T4a

2. IxF(x) — F(1xF(x)) A10*

3. Ix—F(x) > —F(1x—=F(x)) A10*

4. F(ixF(x)) = F(ixF(x)) v —=F(1x—=F(x)) Ad

5. —F(ix—=F(x)) = F(ixF(x)) v =F(ix—=F(x)) A4

6. IxF(x) — F(1xF(x)) v —F(1x—F(x)) RT7 (2, 4)

7. Ax—=F(x) = F(wxF(x)) v =F(1x=F(x)) RT7 (3, 5)

8. AxF(x) v Ix—=F(x) — F(1xF(x)) v =F(1x—=F(x)) R6 (6, 7)

9. AyE(y) — F(xF(x)) v —=F(1x—F(x)) RT7 (1, 8)

Beweisbar in Pi*-Alpha ist auch die Umkehrung von P*T4a: P*T5a, sowie das an ETND1 an-

kniipfende Analogon von P*T4a plus P*T5a (welches letztere Theorempaar ja an ETND2 an-

knlpft): P*T5b; wie folgt:
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P*T5a: IxF(x) v Ix—=F(x) = 3vE(y)

1. E(b), F(b) — E(b) Al, R2

2. E(b), E(b) —> 3yE(y) A7*

3. E(b), F(b) — 3yE(y) RT7 (1, 2)

4. F(b), E(b) — 3yE(y) R1 (3)

5. IxF(x) — 3yE(y) R9* (4)

6. E(b), —F(b) — E(b) A1, R2

7. E(b), —F(b) — 3yE(y) RT7 (6, 2)

8. —F(b), E(b) — 3yE(y) R1(7)

9. dx—F(x) — 3IyE(y) R9* (8)

10. IxF(x) v Ix—=F(x) — IyE(y) R6 (5, 9)
P*T5b: 3x(F(x) v —F(x)) <> IVE(y)

1. F(b) v —F(b), E(b), E(b) — JyE(y) A7*, R2, R1

2.
3.

O 00 N o u b

F(b) v —F(b), E(b) — 3yE(y)
Ix(F(x) v =F(x)) = 3yE(y)

. E(b) = F(b) v —F(b)

. F(b) v —F(b), E(b) — Ix(F(x) v —F(x))
. E(b), F(b) v —=F(b) — 3x(F(x) v —F(x))
. E(b) = 3Ix(F(x) v =F(x))

. E(b), E(b) — 3x(F(x) v —F(x))

. AyE(y) = Ix(F(x) v =F(x))

10. Ix(F(x) v =F(x)) <> 3yE(y)

{Aber was ist mit der Umkehrung von P*T4b: F(1xF(x)) v —F(1x—F(x)) — 3yE(y)? — Die Umkehrung von P*T4b ist
in Pi*-Alpha nicht beweisbar (in Pi*2-Alpha hingegen ist sie trivialerweise [mittels R2] beweisbar, da in Pi*2-
Alpha ja — 3yE(y) qua Axiom beweisbar ist). Dass F(1xF(x)) v —F(ix—F(x)) — 3yE(y) in Pi*-Alpha nicht beweis-
bar ist, ist der Normalsprache zum Kalkil Pi*-Alpha angemessen: ,Das [ausgewahlte] geflligelte Pferd [ndmlich
Pegasus] ist ein gefliigeltes Pferd” ist wahr, und also ist auch wahr [gemaR A4] , Das gefliigelte Pferd ist ein
gefligeltes Pferd, oder das [Ausgewahlte], was kein gefliigelte Pferd ist, ist kein gefliigeltes Pferd”; daraus folgt

aber nicht logisch: ,,Es gibt ein Existierendes”; normalsprachlich kénnen die angefiihrten Satze wahr sein, ohne

dass es etwas Existierendes gibt.

RT1 {PK: Pramissenkontraktion} (1)
R9* (2)

T1{TND}, R2

A7*

R1(5)

R3 (6, 4)

R2 (7)

R9* (8)

DEF< (3, 9)
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Man kann es sich auch wie folgt Gberlegen: Ware —3yE(y) wahr [-3yE(y) hier nun nicht als bloRe For-
mel genommen, sondern als formelhaft geschriebener, aber normalsprachlich interpretierter Satz], so folgt
zwar die Wahrheit von —E(1xF(x)) und —E(xx—=F(x)) [in Pi*-Alpha sind ja beweisbar: E(ixF(x)) — 3yE(y) und
E(ix—=F(x)) — 3yE(y) — als Einsetzungsfille von P*T6 —, also mit RT3 auch —3yE(y) — —E(1xF(x)) und —3yE(y) —>
—E(1x—=F(x))] und daraus die Wahrheit von —3xF(x) und —3x—F(x) [mit der 2. Halfte von A10* hat man 3xF(x) —>
E(ixF(x)) und Ix—=F(x) — E(1x—F(x), also mit RT3 auch —E(1xF(x)) — —3xF(x) und —E(1x—F(x)) — —3Ix=F(x))];
aber F(ixF(x)) [z. B.: ,Das gefligelte Pferd ist ein gefliigeltes Pferd“], und darum erst recht F(ixF(x)) v
—F(1x—=F(x)), konnen dennoch wahr sein (im Sinne der Normalsprache fiir Pi*-Alpha, aber natirlich nicht im
Sinne einer Normalsprache fiir Pi-Alpha).

Drei Dinge noch. Erstens: Wie aus F(i1xF(x)) v —F(1x—=F(x)) nicht 3yE(y) logisch folgt, so folgt aus —3yE(y)
nicht logisch —F(1xF(x)) A F(ix=F(x)) (man beachte: —3yE(y) — —F(1xF(x)) A F(1x—F(x)) ist wegen RT3 etc. etc.
mit F(ixF(x)) v —F(1x=F(x)) — 3yE(y) in Pi*-Alpha deduktiv dquivalent). Zweitens: Wie nun deutlich geworden
ist (angesichts von P*T4a und P*T5a und angesichts der in dieser Anmerkung angestellten Betrachtungen), ist
AETND2, — F(1xF(x)) v —F(ix—F(x)) [T38], ein alternativ formuliertes ETND2 [T37b], — 3xF(x) v Ix—F(x), nur
bzgl. Pi-Alpha, nicht bzgl. Pi*-Alpha; bzgl. dieses letzteren Kalkils misste man folglich — F(ixF(x)) v
—F(1x—F(x)) [welche Schlussformel in Pi*-Alpha nicht beweisbar ist] eigentlich umbenennen, und infolge davon
auch 3yE(y) — F(xF(x)) v —F(ix—=F(x)) [welche Schlussformel in Pi*-Alpha beweisbar ist und ,Schwaches
AETND2“ genannt wurde]; aber von diesen Umbenennungen sei abgesehen. Drittens: Die Bezeichnung ,der
Selektor” fiir den 1-Operator ist eigentlich nur passend, wenn Gberhaupt etwas da ist, woraus selegiert werden
konnte. GemaR einer der beiden Deutungen von Pi*-Alpha ist aber bei Wahrheit von —3yE(y) Gberhaupt nichts
da, woraus selegiert werden konnte (der Grundbereich der Normalsprache ist da namlich leer). Ein Problem ist
das jedoch nicht; denn der 1-Operator ist nach dem Normalfall ,,der Selektor” genannt, und der Normalfall ist

eben, dass AyE(y) wahr ist und nicht —3yE(y).}

— 3JyE(y) ist also genauso wenig in Pi*-Alpha beweisbar wie — 3IxF(x) v Ix—F(x) und
— Ax(F(x) v —=F(x)), und — 3IxF(x) v Ix—=F(x) und — Ix(F(x) v —F(x)) sind nicht minder in
Pi*2-Alpha beweisbar als — 3yE(y). Die Inhalte der Theoreme P*T4a, P*T5a und P*T5b sind
ja auch in Pi*2-Alpha beweisbar, und — JyE(y) ist ein Axiom von Pi*2-Alpha. Was man in

Pi*-Alpha beweisen kann, ist nicht — 3yE(y), sondern nur dies:

P*T6: E(b) — JIVE(y)

1. E(b), E(b) —> 3JyE(y) A7* {,y“ fur ,x“, ,b“fir ,a“, E( )" [bzw. Ix(_=x)] ,fur ,F(_)}

2. E(b) — 3yE(y) RT1 (1) {eine der wenigen Gelegenheiten, wo man PK gut brauchen kann}**

% Aber es geht natiirlich auch ohne PK: 1. E(b), E(b) — 3yE(y) [A7*]; 2. E(b) — E(b) [A1]; 3. E(b) = JyE(y) [R3 (1,

2)]. AuRerdem kann man auch noch wie folgt argumentieren (und es ist zwar die ldngste, aber gewissermalien

auch die einsichtigste Weise): 1. E(b), b = b — 3x(b = x) [A7*, R1]; 2. E(b), Ix(b = x) — Fy3Ix(y = x) [A7*, R1]; 3.
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Und E(b) — 3yE(y) ist auch in Pi*2-Alpha beweisbar [wie gerade angegeben, oder auch in
ganz trivialer Weise mit R2 und dem spezifischen Pi*2-Alpha-Axiom — 3yE(y)]. Was aber
weder in Pi*-Alpha noch in Pi*2-Alpha beweisbar ist, das ist —» E(b) [und — E(a), — E(c), ...].
Diese Nichtbeweisbarkeit ist besonders gut einzusehen: — E(b) ist ja [mit D3*] — Ju(b = v),
also z. B. — 3x(b = x), und diese Schlussformel misste, wenn sie ein Theorem sein soll, nach
den Grundgesetzen von Pi*-Alpha bzw. Pi*2-Alpha deduktiv zustande kommen. Dafiir bietet
sich als Ausgangspunkt einzig und allein der folgenden Einsetzungsfall von A8 an: — b = b;
aber um daraus mit A7* etc. — 3x(b = x) zu erhalten, muss man, wie sich zeigt, — Jv(b = v)
fiir eine Variable v beweisen — was man bislang nicht hat und was nicht erreichbarer ist, als

— Ix(b = x) zu beweisen; man tritt also auf der Stelle:

1.>b=b A8
2.b=b, E(b) > Ix(b =x) A7*
3.E(b) >b=b R2 (1)
4.E(b), b=b — Ix(b =x) R1(2)

5. E(b) — 3x(b = x) R3 (4, 3)
6. Ju(b = v) = Ix(b = x) D3* (5).

Zu — 3Ix(b = x) kommt man hiermit nur mit R3 und bewiesenem — Jv(b = v) fiir irgendeine
Variable v; aber diesen Beweis zu erbringen, ist natlirlich nicht im Mindesten erreichbarer
als einen Beweis fiir — 3x(b = x) zu erbringen.

JyE(y) hat in Pi*-Alpha, und darum auch in Pi*2-Alpha, ein schones logisches Aqui-
valent — wie gleich sichtlich werden wird. Die Umkehrung von A10 ist in Pi-Alpha ein Einset-

zungsfall von A7 (vgl. den Beweis von T41). In Pi*-Alpha hingegen hat man nur:

P*T7: F(1xF(x)), E(1xF(x))®> = IxF(x)

1. F(uxF(x)), E(xxF(x)) — 3IxF(x) A7* {Einsetzungsfall}

E(b), b =b — Jy3x(y =x) [RT7 (1, 2)]; 4. E(b) > b = b [A8, R2]; 5. E(b) — Jy3Ix(y = x) [R3 (3, 4)]; 6. E(b) — TyE(y)
[D3* (5)].

9 Welche Satzformel wird aus , E(1xF(x))“, wenn sie gemaR D3* ausgeschrieben wird? Es kann nicht ,, 3x(1xF(x) =
X)“ sein, denn das ist syntaktisch unzuldssig. Es kann aber ,, 3y(1xF(x) = y)“ sein, oder auch ,,3z(1xF(x) = z)“, oder
auch ,Ju(xF(x) =u)“, etc. Wenn es einem auf (perfekte) Eindeutigkeit ankommt, so kann man sich an die Kon-
vention halten, dass bei Ausdriicken der Gestalt E(tvc[v]) — dann, wenn man den Ausdruck gemaR D3* aus-
schreibt — jeweils die erste Variable bei ,,3“ zu setzen ist, die syntaktisch zulassig ist, d. h.: die erste Variable in
der Reihex, vy, z,u,x’,y’, z’, u’, x”, ..., die in E(1bc[v]) nicht vorkommt.

220



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

Mithilfe von P*T7 erhalt man dann leicht in Pi*-Alpha den folgenden, sehr speziellen Einset-
zungsfall des Pi-Alpha-Theorems T41 [wahrend in Pi*-Alpha zwar allgemein 3xF(x) —
F(1xF(x)) beweisbar ist (trivialerweise: es handelt sich um A10*, 1. Hélfte), aber eben nicht

F(1xF(x)) — 3IxF(x)]:

P*T8a: IyE(y) <> E(1yE(y))

1. 3yE(y) = E(wyE(y)) A10*

2. E(wyE(y)), E(vyE(y)) — 3YE(y) P*T7 {Einsetzungsfall; oder auch: A7*, Einsetzungsfall}
3. E(wyE(y)) — 3yE(y) RT1 (2)

4. AyE(y) <> E(1yE(y)) DEF< (1, 3)

Und man erhalt mit A7* (bzw. P*T7) auch leicht die folgende Modifikation von T41:

P*T8b: IxF(x) <> E(1xF(x)) A F(1xF(x))

1. IxF(x) > E(1xF(x)) A10* {2. Halfte}

2. AxF(x) — F(1xF(x)) A10* {1. Halfte}

3. IxF(x) — E(wxF(x)) A F(1xF(x)) RT2 {IC-Regelgesetz} (1, 2)
4. E(1xF(x)), F(1xF(x)) = 3IxF(x) A7* {bzw. P*T7}, R1

5. E(1xF(x)) A F(1xF(x)) = IxF(x) R7 (4)

6. IxF(x) <> E(1xF(x)) A F(1xF(x)) DEF< (3, 5)

Nun aber noch ein anderes Thema, das in den Rahmen dieses Kapitels gehort: Wah-
rend in Pi-Alpha kein deduktiver Unterschied zwischen De-dicto- und De-re-Pradikation be-
steht (siehe die Theoreme T67 und T68) besteht ein solcher Unterschied in Pi*-Alpha sehr
wohl; zudem sind in Pi*-Alpha die zwei Weisen der De-re-Prddikation,3-De-re und V-De-re,
nicht miteinander deduktiv dquivalent, sondern die eine Weise ist deduktiv stéirker als die
De-dicto-Pradikation, und die andere ist deduktiv schwdécher als diese. Zunachst haben wir,

was das Verhaltnis von De-dicto-Pradikation und 3-De-re-Pradikation angeht:

P*T9: Ix(b = x A F(x)) = F(b)

1.b=a, F(a) > F(b) A9
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2. b=a A F(a) > F(b) R7 (1, 2)
3. b=a A F(a), E(a) = F(b) R2 (2)
3. Ix(b = x A F(x)) > F(b) R9* (3)

Die Umkehrung von P*T9 ist jedoch nicht beweisbar in Pi*-Alpha; beweisbar in Pi*-Alpha ist
blofR} dies:

P*T10: F(b), E(b) — Ix(b = x A F(x))

[EEN

. F(b) = F(b) Al

F(b)>b=b A8, R2

.F(b) > b =b AF(b) RT2 (2, 1)

_F(b), E(b) = b =b A F(b) R2 (3)

_F(b), E(b), b =b A F(b) = Ix(b = x A F(x)) A7*,R2, R1

co U b~ W N

. F(b), E(b) — 3Ix(b = x A F(x)) R3 (5, 4)

Was dann das Verhaltnis von De-dicto-Pradikation und V-De-re-Pradikation angeht, so haben

wir:

P*T11: F(b) = Vx(b = x > F(x))

1. F(b), a=b — F(a) A9 {,a“ fiir ,b*, b fiir ,a“}, R1
2.F(b),b=a—>a=b T33 {,b“fir ,a“, ,a“ fir ,b“}, R2, R1
3.F(b), b=a— F(a) RT7 (2, 1)

4.F(b) > b=a>F(a) R4 (3)

5.F(b), E(a) > b=a>F(a) R2(4)

6.F(b) > Vx(b=x>F(x)) R8*(5)

Die Umkehrung von P*T11 ist jedoch nicht beweisbar in Pi*-Alpha; beweisbar in Pi*-Alpha
ist bloR das Folgende:

P*T12: Vx(b = x = F(x)), E(b) = F(b)

1. Vx(b =x > F(x)), E(b), b=b —b=b > F(b) A6*, R2
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2. Vx(b=x>F(x)), E(b), b=b,b=b>F(b) > F(b) A2,R2,R1

3. Vx(b = x 2 F(x)), E(b), b =b — F(b) R3(2,1)
4. Vx(b=x>F(x)),E(b) >b=b A8, R2
5. Vx(b = x > F(x)), E(b) — F(b) R3 (3, 4)

Was man aber nun mit P*T9 plus P*T10 bzw. mit P*T11 plus P*T12 in Pi*-Alpha beweisen

kann, ist zum einen dies:

P*T13: F(b) A E(b) <> Ix(b = x A F(x))

1. F(b), E(b) = 3Ix(b = x A F(x)) P*T10

2. F(b) A E(b) = Ix(b = x A F(x)) R7 (1)

3. 3x(b =x A F(x)) = F(b) P*T9

4.E(a), b = a, F(a) > E(b) A9 {Einsetzungsfall: b = a, E(a) — E(b)}, R2, R1
5.E(a), b=a A F(a) > E(b) R7 (4)

6. b =a A F(a), E(a) > E(b) R1(5)

7. 3x(b = x A F(x)) — E(b) R9* (6)

8. Ix(b = x A F(x)) > F(b) A E(b) RT2 (3, 7)

9. F(b) A E(b) <> 3x(b = x A F(x)) DEF<> (2, 8)

Und es ist zum anderen das Folgende:

P*T14: F(b) A E(b) &> Vx(b = x D F(x)) A E(b)

1. Vx(b = x © F(x)), E(b) — F(b) P*T12

2. Vx(b = x > F(x)), E(b) = E(b) Al,R2,R1

3. Vx(b = x D F(x)), E(b) — F(b) A E(b) RT2 (1, 2)

4. Vx(b =x > F(x)) A E(b) > F(b) A E(b) R7 (3)

5. F(b), E(b) = Vx(b = x 2 F(x)) P*T11, R2

6. F(b), E(b) — E(b) Al,R2,R1

7. F(b), E(b) = Vx(b =x > F(x)) A E(b) RT2 (5, 6)

8. F(b) A E(b) = Vx(b =x > F(x)) A E(b) R7 (7)

9. F(b) A E(b) <> Vx(b =x D F(x)) A E(b) DEF<> (8, 4)
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In Pi*-Alpha besteht demnach die folgende Hierarchie deduktiver Kraft (,logischer Starke“)

von fiinf verschiedenen Pradikationsweisen:

Platz 1: De-dicto-cum-existentia; 3-De-re; ¥-De-re-cum-existentia [drei ,,pari passu”]
Platz 2: De-dicto

Platz 3: V-De-re

Oder anders gesagt:

1. F(b) A E(b); Ix(b = x A F(x)); Vx(b = x 2> F(x)) A E(b)
d (aber nicht: T)

2. F(b)

d (aber nicht: T)

3. Vx(b = x> F(x))

In Pi-Alpha hingegen herrscht vollkommene deduktive Aquivalenz zwischen den fiinf her-
ausgestellen Pradikationsweisen (angesichts der Beweisbarkeit von — Ju(b = v) in Pi-Alpha
und den Pi-Alpha-Theoremen T67 und T68).

Die Unterschiede zwischen Pi-Alpha und Pi*-Alpha dirfen nicht dariiber hinwegtau-
schen, dass zwischen beiden Systemen in manchen Punkten auch voélliger Gleichklang be-

steht, beispielsweise:

P*T15: VxF(x) <> —3x—F(x) {vgl. T40!}

1. E(b), —F(b) — Ix—F(x) A7*, R1

2. E(b), =3x—=F(x) = F(b) RT5 {LkP} (1)
3. —3Ix—F(x), E(b) = F(b) R1(2)

4, —3Ix—F(x) > VxF(x) R8* (3)

5. E(b), VxF(x) — F(b) A6*, R1

6. E(b), =F(b) —> —VxF(x) RT3 {AUKP} (5)
7. =F(b), E(b) = = VxF(x) R1 (6)

8. Ax—F(x) > —VxF(x) R9* (7)
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9. VxF(x) — —3Ix—F(x) RT4 {rRkP} (8)
10. VxF(x) <> —3x—F(x) DEF< (9, 4)

{GemaRk dem oben in diesem Kapitel bewiesenen Satz Il. ist in Pi*-Alpha I'*, VxF(x) - —3x—F(x) beweisbar, da
es ja in Pi-Alpha einen Beweis von VxF(x) — —3x—F(x) gibt, der die Bedingung von Il. erfillt: siehe den fir T40
angegebenen Beweis, von dem ein Pi-Alpha-Beweis fiir VxF(x) — —3x—F(x), der die Bedingung von Il. erfillt,
ein Teilbeweis ist. I'* ist nun gemaR Il. eine nichtleere Folge von Satzformeln der Gestalt E(v), oder aber T'* ist
leer. Und in der Tat kann ,,['*“ aus ,,I'*, VxF(x) - —3x—F(x)“ weggelassen werden, sodass nicht nur I'*, VxF(x)
— —3x—F(x), sondern auch VxF(x) — —3x—F(x) in Pi*-Alpha beweisbar ist, weil beim Umbau des dem Beweis
von T40 entnehmbaren Pi-Alpha-Beweises flir VxF(x) — —3x—F(x) in einen Pi*-Alpha-Beweis, jede durch eine
Anwendung von A6* oder A7* eingefiihrte Pramisse der Gestalt E(v) durch eine Anwendung von R8* oder R9*
wieder eliminiert wird, I'* sich also, am Ende, als /eer erweist. Im Ubrigen (last but not least): Das bisher in
dieser Anmerkung Gesagte bleibt Wort fiir Wort wahr, wenn man darin Gberall, wo es vorkommt, ,, VxF(x) —

—3x—F(x)“ durch dessen Umkehrung ,,—3x—F(x) — VxF(x)” ersetzt.

Aus dem Beweis von T40: Aus dem Beweis von P*T15:
Ou 0O1*:
1. —F(b) = Ix=F(x) A7 1. E(b), —F(b) — Ix—F(x) A7*, R1
2. —3x—F(x) — F(b) RT5 [LKP] (1) 2. E(b), =3x—F(x) = F(b) RT5 [LKP] (1)
3. —Ix=F(x) = VxF(x) R8 (2) 3. =3x=F(x), E(b) > F(b) R1(2)
4. —Ix—F(x) — VxF(x) R8* (3)
02 0x*:
4. VxF(x) = F(b) A6 5. E(b), VXF(x) — F(b) A6*, R1
5. =F(b) > = VxF(x) RT3 [AUKP] (4) 6. E(b), =F(b) > —VxF(x) RT3 [AUKP] (5)
6. Ix—F(x) &> = VxF(x) R9 (5) 7. =F(b), E(b) —»> —VxF(x) R1 (6)
8. Ix—F(x) &> —VxF(x) R9* (7)
7. VXF(x) = —3x—F(x) RT4 [RKP] (6) 9. VxF(x) = —3x—F(x) RT4 [RKP] (8)

Man beachte im ersten Teil [®1 und @1*], rechts, die Einflihrung von E(b) mittels A7*, die durch die Elimination
von E(b) mittels R8* revidiert wird. Und man beachte im zweiten Teil [®2 und ®:2*], rechts, die Einflihrung von

E(b) durch A6*, die durch die Elimination von E(b) mittels R9* revidiert wird.}
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9. Die Schlussformelkalktile Pi**-Alpha und Pi**2-Alpha einer
meinongschen Pradikatenlogik mit Identitat und

Kennzeichnung

Wie im vorausgehenden Kapitel dargelegt, kann Pi*-Alpha auch meinongianisch aufgefasst
werden, bei welcher Auffassung davon ausgegangen wird, dass samtliche Namen [singuldren
Terme] der zugrundeliegenden Normalsprache etwas [aber nicht mehr als ein Etwas] be-
zeichnen, wenn auch manche jener Namen nichts Existierendes bezeichnen. Da in Pi*-Alpha
die Quantifikation auf Existierendes beschrankt ist, kommt aber in Pi*-Alpha auch dann,
wenn es meinongianisch aufgefasst wird, das Nichtexistierende quantifikatorisch nicht vor;
es bleibt quantifikatorisch anonym: VxE(x) [,Alles existiert“] ist in Pi*-Alpha [d. h.: in der
Weise der durch Pi*-Alpha formulierten Logik] logisch valide,®® trotz der angenommenen
Wahrheit von Satzen der Gestalt ,,v existiert nicht”.

Die Tatsache, dass in mancher gewiirdigten Normalsprache manche Satze der Gestalt
,V existiert nicht” wahr sind, wobei diese Tatsache in ihr ausgedeutet ist durch das analyti-

sche (semiformale) Bikonditional
,V existiert genau dann, wenn Ju(v = v)“ [vgl. D3*]

bei existenzieller Auffassung von ,3v“ [dies wird ausschliefllich als ,Es gibt ein v gelesen],
war die Motivation dafiir, neben den Kalkil Pi-Alpha den Kalkil Pi*-Alpha zu setzen. Wird
dabei von einer schwachen existenziellen Auffassung von Ju ausgegangen, wonach 3Jv [,Es
gibt ein v“] genauso viel besagt als ,Flir mindestens ein v”, so belduft sich ,v existiert” lo-
gisch auf ,v ist mit etwas identisch”, folglich , v existiert nicht” auf , v ist mit nichts iden-
tisch”; welches Letztere man nur als den objektsprachlichen Ausdruck der die gewirdigte
Normalsprache betreffenden metasprachlichen Sachlage verstehen kann, dass v nichts be-
zeichnet. So ergibt sich die freilogische Interpretation von Pi*-Alpha.

Wird hingegen von einer starken existenziellen Auffassung von Jv ausgegangen, wo-

nach Jv [,,Es gibt ein v“] mehr besagt als ,,Fiir mindestens ein v, so belauft sich ,v existiert”

% Siehe P*T1; mit der logischen Validitdt von — VxE(x) ist natiirlich auch die von VxE(x) gegeben.
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logisch auf ,v ist mit etwas Existierendem+ [und nicht bloR mit etwas] identisch”, folglich ,v
existiert nicht” auf ,v ist mit nichts Existierendem+ [und nicht gleich mit nichts] identisch”;
welches Letztere man gut als den objektsprachlichen Ausdruck der eine andere gewirdigte
Normalsprache betreffenden metasprachlichen Sachlage verstehen kann, dass v — wie jeder
Name der fraglichen Normalsprache — etwas bezeichnet, aber nun eben nichts Existieren-

des+ bezeichnet. So ergibt sich die meinongianische Interpretation von Pi*-Alpha.

{Die Benennung der beiden Interpretationen ist logikgeschichtlich bedingt und logikgeschichtlich — Stichworte:
Freie Logik, Meinongianismus — leicht nachvollziehbar. Man beachte (es mag nicht aufgefallen sein), dass zur
jeweiligen Charakterisierung der beiden Interpretationen soeben das Pi-Alpha-Verstandnis von Jv als ,Fir
mindestens ein v“ herangezogen wurde; denn wir haben, erstens, die freilogische Interpretation der Exis-
tenzquantifikation: 3v/,Es gibt ein v“ — in Pi*-Alpha und zugehdériger Normalsprache — wird interpretiert als
,Fur mindestens ein v, d. h. so, wie Jv in Pi-Alpha und zugehdriger Normalsprache intepretiert wird; und,
zweitens, die meinongianische Interpretation der Existenzquantifikation: 3v/,Es gibt ein v — in Pi*-Alpha und
zugehoriger Normalsprache — wird interpretiert als ,,Fiir mindestens ein v, das existiert+“, d. h. so, wie Ju-plus-
Existenz+ in Pi-Alpha und zugehoriger Normalsprache zu interpretieren ware — wdre, also Konjunktiv, denn die
Betrachtung bewegt sich ja hier auf einer informellen Ebene. Um das Ganze formell und formal zu machen,
misste man der Formelsprache Sigma eine logische Grundkonstante hinzufligen: E+, die syntaktisch [natirlich
nicht auch semantisch] wie eine unstrukturierte und sinnunbestimmte einstellige Pradikatformel funktioniert,
und Pi-Alpha ware um Axiome fiir diese neue Grundkonstante zu erganzen. Welche Axiome das nun waren,

geht aus diesem Kapitel implizit hervor.}

Die oben angesprochene quantifikatorische Anonymitéit von Nichtexistierendem ist
vollkommen in Ordnung, wenn von der freilogischen Interpretation von Pi*-Alpha

ausgegangen wird, bei welcher normalsprachlich gilt:

Zentralpostulat jeder Freien Logik: , v existiert nicht” ist wahr [valide] genau dann, wenn der

singuldre Term [Name] v bezugslos ist.

Wodurch, angesichts der Wahrheit — in einer einschlagigen Normalsprache — beispielsweise
von ,Pegasus existiert nicht” und ,Pegasus ist ein gefligeltes Pferd”, und analog gebildeter
Satze, es dazu kommt, dass Satze der Gestalt o[v] — und zwar auch logisch einfache solche
Satze [Satze ohne logische Konstanten] — wahr sind, ohne dass der in ihnen sinnrelevant vor-

kommende Name v auf etwas Bezug nimmt — etwas, was sich fiir eine ideale Wissenschafts-
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sprache ,nicht gehort”. Nun werden zwar in diesem Buch in zweiter Linie auch Logiken be-
ricksichtigt, bei denen die zugrundeliegende Normalsprache keine ideale Wissenschafts-
sprache ist (Ndheres dazu in Kapitel 0); und diese zweitlinige Berlicksichtigung hat — ohne
von der Nichtidealitdat der Normalsprache viel Aufhebens zu machen — im Gamma-Kapitel 3
und in den Delta-Kapiteln 4, 5 und 6 auch schon stattgefunden. Aber in erster Linie soll es in
diesem Buch doch um Logiken gehen, deren zugrundeliegende Normalsprache eine ideale
Wissenschaftssprache ist — welche, als solche, die flinf in Kapitel O niedergelegten Idealitats-
aspekte hat. Bei meinongianischer Interpretation ist die Pi*-Alpha-Logik [die durch Pi*-
Alpha formulierte Logik] eine solche Logik,®” nicht dagegen ist sie es bei ihrer freilogischen
Interpretation: angesichts dessen, dass eine Pi*-Alpha angemessene Normalsprache auf
jeden Fall wahre Satze der Gestalt ,v existiert nicht” enthalten muss, woraus sich aber bei
freilogischer Interpretation von Pi*-Alpha — welche unweigerlich das Zentralpostulat jeder
Freien Logik mit sich flihrt — ergibt, dass manche Namen der Normalsprache bezugslos sind,
nichts bezeichnen, also der Idealitdtsaspekt (3) idealer Wissenschaftssprachen (siehe Kapitel
0) nicht gegeben ist.

Es empfiehlt sich also in erster Linie die meinongianische Interpretation von Pi*-
Alpha. Wenn aber in einer Pi*-Alpha zugrundeliegenden idealen Wissenschaftssprache auf
Nichtexistierendes per Namen Bezug genommen wird — und davon, dass dies vorkommt, ist
auszugehen, wenn es nicht von vornherein als der wissenschaftssprachlichen Idealitat zuwi-
der verboten wird (was unbillig ware: vgl. FuBnote 97) —, dann spricht nichts dagegen, dieses
Nichtexistierende auch quantifikatorisch anzuerkennen, es nicht in der quantifikatorischen
Anonymitat zu belassen. Der dazu passende Schlussformelkalkil kann nun aber nicht Pi*-
Alpha sein (wegen P*T1), sondern er ist Pi**-Alpha.

Pi**-Alpha ist ein Hybrid von Pi-Alpha und Pi*-Alpha. Im ersten Schritt geht Pi**-
Alpha aus Pi*-Alpha dadurch hervor, dass A7* und R9* beibehalten werden, dass aber A6*

in A6 riickverwandelt wird und R8* in R8. Wir haben also in Pi**-Alpha:

A6 VxF(x) > F(a) Dictum de omni (DO)

97 Dies [namlich: dass die Pi*-Alpha-Logik bei meinongianischer Interpretation die Logik einer idealen Wissen-
schaftssprache ist] dadurch auszuschlieBen, dass man die Liste der Idealitdtsaspekte einer idealen Wissen-
schaftssprache verlangert, indem man die Inklusion von Namen, die auf Nichtexistentes Bezug nehmen, fir
eine solche Sprache verbietet, erscheint dagegen (bertrieben, nur durch die Furcht vor dem Nichtexistenten
motiviert.
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R8 I' - o[a] = I' —» Yvo[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o in der Satzformelfolge I" und in der , Alle“-Satzformel Yuc[v] nicht mehr
vorkommt. Gesetz der hinteren Allgeneralisierung (GHAG)

A7*  F(a), E(a) > 3IxF(x) Echte Existenzgeneralisierung (EEG)

R9* T, olal], E(a) > ¢ = I, Juc[v] — o, wobei die unstrukturierte und
sinnunbestimmte Namenformel o in der Satzformelfolge I, in der ,Es gibt ein“-Satzformel
Juo[v] und in der Satzformel ¢” nicht mehr vorkommt.

Gesetz der vorderen echten Existenzgeneralisierung (GVEEG)

Im zweiten Schritt des Hervorgehens von Pi**-Alpha aus Pi*-Alpha kommen zu den schon in
Pi*-Alpha gegebenen Definitionen D1, D3* zwei weitere Definitionen hinzu, und D2 (das zu

Pi*-Alpha wie auch schon zu Pi-Alpha zihlt) wird durch D2** ersetzt. Das Resultat ist dies:

D1 ©>0 =pef—CVG

D2** Fylvo[v] =pef mVL—G[L] A VUVU (6[U] AG[L] DV =V)
D3*  E(t) =pef V(T =)

D4** Jyuc[v] =pef = VL—G[V]

D5** V3006[V] =pef —mJL—G[V]

Und schlieBlich, im dritten Schritt, wird A10* ersetzt durch

A10** JvxF(x) — F(1xF(x))

Mit der Ersetzung von A10* durch A10** hat man sich dafiir entschieden, dass der Kenn-
zeichnungsoperator [alias: Auswahloperator, Selektor] 1 axiomatisch so bestimmt ist, wie er
in Pi-Alpha durch A10 bestimmt ist [denn JvxF(x) liefe ja in Pi-Alpha wegen D4** und T39
logisch auf IxF(x) hinaus]; mit der Beibehaltung von A10* hingegen hatte man sich dafiir
entschieden, dass der Operator 1 axiomatisch so bestimmt ist, wie er in Pi*-Alpha bestimmt
ist. Wie man sich da auch entscheidet, es gilt: Die Operatoren dv und V verhalten sich, wie
die Operatoren 3 und V sich in Pi-Alpha verhalten; die Operatoren V3 und 3 hingegen ver-
halten sich, wie die Operatoren V und 3 sich in Pi*-Alpha verhalten. Denn die folgenden

Theoreme sind in Pi**-Alpha beweisbar:
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P**T1: F(a) > JvxF(x) {vgl. A71}
1. Vx—F(x) — —F(a) A6

2. F(a) > —Vx—=F(x) RT4 (1)
3. F(a) — JvxF(x) DA** (2)

P**RT1: I, ola] =2 ¢" =TI, 3vuc|[v] = &', wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte

Namenformel a in der Satzformelfolge I, in der ,,Mindestens ein“-Satzformel vuc[v] und in

der Satzformel 6" nicht mehr vorkommt. {vgl. R9!}

1.T, ola] > & Annahme
2.1, =6’ > —ola] RT3 (1)
3.T, =6~ = Yv—o[v] R8 (2)%8
4.1, =Vv—c[v] > o’ RT5 (3)
5.T, 3voc[v] > o D4** (4)

{Mit dem Beweis von P**RT1 ist nicht eine einzelne Schussregelformel bewiesen, sondern ein Schema fiir un-

endlich viele Schlussregelformeln — die mittels jenes Beweises alle bewiesen sind.}

P**T2: VaxF(x), E(a) = F(a) {vgl. A6*1}
1. E(a), —F(a) = Ix—F(x) A7*,R1
2. E(a), =3Ix—F(x) — F(a) RT5 (1)
3. —3x—F(x), E(a) — F(a) R1(2)

4. Y3xF(x), E(a) > F(a) D**5 (3)

P**RT2: I, E(a) = ola] = I' = V3vc[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte

Namenformel o in der Satzformelfolge I" und in der , Alle*“-Satzformel V3vc[v] nicht mehr
vorkommt. {vgl. R8*!}

1.T, E(a) > ola] Annahme

%8 R8 ist hier anwendbar. Denn wenn o in I, in 6" und in 3vuc[v] vorausgesetztermalen nicht mehr vorkommt,
dann kommt es schon von vornherein nicht in I und nicht in 6" vor (da in jenen Schlussformelteilen gar keine o-
Elimination erfolgt), also auch nicht in —c”; und in Yuo—c[v] kommt es gegeniiber —c[a] genauso nicht mehr
vor, wie es in Ayvc[v] (=pef mVL—0o[VL]) gegenliber o[a] nicht mehr vorkommt (was, wie gesagt, vorausgesetzt
ist).
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2.T,E(a), CoC—ola] R2 (1)

3.T, E(at), =o[a] > =(C>C) RT3 (2)

4.1, —ola], E(at) > —=(C > C) R1(3)

5.1, 3u—c[v] = —(C> C) R9* (4)*°
6.1 > —3Jv—o[v] RT8 {GIs1} (5)
7.1 — V3avo[v] D**5 (6)

{Mit dem Beweis von P**RT2 ist nicht eine einzelne Schussregelformel bewiesen, sondern ein Schema fir un-

endlich viele Schlussregelformeln — die mittels jenes Beweises alle bewiesen sind.}

Die folgenden Prinzipien von Pi**-Alpha betreffen direkt das Verhaltnis der vier betrachte-

ten Quantoren — 3, v, V, VY3 — untereinander:

P**T3a: VxF(x) > VaxF(x)

1. VxF(x) = F(a) Ab
2. VxF(x), E(a) — F(a) R2 (1)
3. VxF(x) — V3xF(x) P**RT2 (2)

P**T3b: IxF(x) = JvxF(x)

1. F(a) = JvxF(x) P**T1
2. F(a), E(a) — JwxF(x) R2 (1)
3. IxF(x) — IvxF(x) R9* (2)

{Weder die Umkehrung von P**T3a noch die von P**T3b ist in Pi**-Alpha beweisbar.}

P**T4a: VxF(x) = JvxF(x)

1. VxF(x) = F(a) A6
2. F(a) > 3JvxF(x) P**T1
3. VxF(x) — JvxF(x) RT7 (1, 2)

9 R9* jst hier anwendbar. Denn a, gegeben die Voraussetzung von P**RT2, kommt schon von vornherein nicht
in I" vor (da in T gar keine a-Elimination erfolgt), und ohnehin kommt es nicht in —(C o C) vor. In Ju—c[v] ge-
gentber —c[a] kommt es aber genauso nicht mehr vor, wie es, nach Voraussetzung, in V3uc[v] (=pef
—3Jv—o[v]) gegeniber c[a] nicht mehr vorkommt.
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{In Pi-Alpha ist VxF(x) — 3xF(x) beweisbar (siehe T73); in Pi*-Alpha ist VxF(x) — 3xF(x) nicht beweisbar. In
Pi**-Alpha ist VxF(x) — 3xF(x) ebenfalls nicht beweisbar, aber immerhin ist da beweisbar VxF(x) — JvxF(x)
[wie gesehen]. VaxF(x) — JvxF(x) wiederum ist in Pi**-Alpha nicht beweisbar [und darum auch nicht V3xF(x)
— JxF(x); sonst ware wegen P**T3b und RT7 ja nun doch VaxF(x) — JvxF(x) in Pi**-Alpha beweisbar];

beweisbar ist da aber immerhin das, was durch den (gleich folgenden) Beweis von P**T4b bewiesen wird.}

P**T4b: VaxF(x), IyE(y) = FvxF(x)

1. VaxF(x), E(a) — F(a) P**T2
2. VaxF(x), F(a) = JvxF(x) P**T1, R2, R1
3. V3axF(x), E(a) > JvxF(x) RT7 (1, 2)

4. Y3xF(x), E(a), E(a) — FvxF(x) R2 (3)
5. VaxF(x), AyE(y) — FvxF(x) R9* (4)

P**T5: IxF(x) = F(1xF(x)) {siehe die erste Halfte von A10*}

1. FvxF(x) = F(1xF(x)) A10**
2. AxF(x) — JvxF(x) P**T3b
3. IxF(x) — F(uxF(x)) RT7 (2, 1)

Die zweite Halfte jedoch von A10* — IxF(x) — E(uxF(x)) — ist in Pi**-Alpha nicht beweisbar.
Schon im Falle der meinongianischen Interpretation von Pi*-Alpha — deren nun auch quanti-
fikatorisch konsequenter Ausdruck Pi**-Alpha ist — ist IxF(x) A —E(1xF(x)) nicht ohne Weite-
res eine widerspriichliche Satzformel, d. h.: — —(3xF(x) A —E(1xF(x))), m. a. W.: IxF(x) —
E(1xF(x)),*% ist bei der meinongianischen Interpretation von Pi*-Alpha nicht ohne Weiteres
logisch valide: 1xF(x) konnte, ohne in Widerspruch mit der ersten Halfte von A10* zu geraten,
trotz der Validititdt von 3xF(x) aus (vorhandenen) nichtexistierenden Fs gewahlt sein, also
nicht existieren (wdhrend es zugleich ein F ist). Da aber Pi*-Alpha nicht nur fir die
meinongianische, sondern auch fiir die freilogische Interpretation offen ist (wie dargelegt),
war es angemessen, die Funktion des Selektors 1 existenziell zu restringieren und in A10*

neben IxF(x) — F(1xF(x)) als zweite Halfte IxF(x) — E(wxF(x)) aufzunehmen. Denn bei der

100 Schon in Alpha ist beweisbar:— —(3IxF(x) A —E(1xF(x))) <> IxF(x) — E(1xF(x)), ndmlich als Einsetzungsfall des
in Alpha beweisbaren Regelgesetzes — —(A A —B) < A — B.
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freilogischen Interpretation von Pi*-Alpha konnen keine nichtexistierenden Fs zur Verfligung
stehen, von denen 1xF(x) eines sein konnte. Das ergibt sich wie folgt:

Zunachst ist > —3x(F(x) A —E(x)) ein Theorem von Pi*-Alpha und logisch valide in der
Weise einer Freien Logik [spezifisch: derjenigen ohne — 3yE(y) als Prinzip, denn es ist von
Pi*-Alpha die Rede, nicht von Pi*2-Alpha] sowohl bei der , standesgemafRen” freilogischen
als auch bei der ,nicht standesgemaBen” — dennoch durchfiihrbaren — meinongianischen

Interpretation von Pi*-Alpha:

P*T16: — —3x(F(x) A —E(x))

1. E(a), —E(a) = —3Ix(F(x) A —E(x)) A3

2. E(a), F(a), —E(a) = —3Ix(F(x) A —E(x)) R2, R1 (1)

3. E(a), F(a) A —E(a) > —3Ix(F(x) A —E(x)) R7(2)

4. F(a) A —E(a), E(a) = —3x(F(x) A =E(x)) R1(3)

5. Ax(F(x) A —=E(x)) = —3Ix(F(x) A —=E(x)) R9* (4)

6. — —3IX(F(x) A —E(x)) RT10 {GIs3} (5)

Nun ist bei der freilogischen Interpretation von Pi*-Alpha —3x(F(x) A —E(x)) — lies: ,Es gibt
kein F, das nicht existiert” — aufzufassen als , Kein F existierts nicht”, und also kbnnen wegen
P*T16, freilogisch interpretiert, keine nichtexistierenden Fs zur Verfligung stehen, von denen
1xF(x) eines sein konnte. Bei der meinongianischen Interpretation hingegen ist —3x(F(x) A
—E(x)) — lies [so wie eben]: ,Es gibt kein F, das nicht existiert” — aufzufassen als ,Kein exis-
tierendeswm F existiertm nicht” — was logisch valide, aber auch trivial ist [in der Weise welcher
Pradikatenlogik auch immer] und hinsichtlich der Frage, ob fiir ,,ixF(x)“ nichtexistierende Fs
als wahlbare Bezugsobjekte zur Verfligung stehen oder nicht, nichtssagend ist. Dieses Resul-
tat ergibt sich deshalb, weil ,,Es gibt ein ...“ bei der meinongianischen Interpretation von Pi*-
Alpha so viel wie ,,Mindestens ein existierendesw ...“ besagt, und also ,Es gibt kein ...“ so viel
wie ,Kein existierendeswm ...“, wahrend bei der freilogischen Interpretation ,,Es gibt ein ...“ so

o

viel besagt wie ,Mindestens ein ..., und also ,Es gibt kein ...” so viel wie ,Kein ...“. [Siehe
dazu des Naheren den Anfang dieses Kapitels bis einschlieRlich der ersten Anmerkung in
diesem Kapitel.] AuBerdem ist ,existiert” und dementsprechend , nicht existiert” meinongia-
nisch anders interpretiert als freilogisch — ungeachtet des fiir beide Interpretationen ein-

schlagigen analytischen Bikonditionals ,v existiert genau dann, wenn Jv(v = v)“.
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— —3Ix(F(x) A —E(x)) ist auch in Pi**-Alpha beweisbar. Um dies einzusehen, geniigt
ein Blick auf den Beweis von P*T16: Jedes dort verwendete Pi*-Alpha-Prinzip ist auch ein
Pi**-Alpha-Prinzip. Nicht in Pi**-Alpha beweisbar ist hingegen — —3vx(F(x) A —E(x)), oder
mit anderen Worten (wegen D4**): ——Vx—(F(x) A —E(x)), was Pi**-Alpha-logisch auf —
Vx(F(x) © E(x)) hinauslauft. Man kann es auch so sagen: GemaR Pi**-Alpha ist die Existenz
des Pradikationstragers keine logisch notwendige Bedingung jeder beliebigen ontisch wahren
Pradikation (wobei rein verbal wahre Pradikationen — wahre Pradikationen, ohne dass der in
ihnen fungierende Name auf etwas Bezug nimmt — gemall Pi**-Alpha nicht vorkommen:

siehe P**T1; auch der Quantor 3vv ist ja ontisch zu verstehen).

{Anders sieht es in Pi*-Alpha aus. Dort ist mit - —3x(F(x) A —E(x)) sehr wohl auch — Vx(F(x) D E(x)) beweisbar:
Ein Einsetzungsfall von VxF(x) <> —3x—F(x) [P*T15] ist namlich VYx—(F(x) A —E(x)) <> —=3Ix——(F(x) A —E(x)),
woraus sich mit den in Pi*-Alpha (wie auch in Pi-Alpha) beweisbaren Schlussformeln Vx(F(x) o> E(x)) <>
Vx=(F(x) A =E(x)) und —3x——(F(x) A —E(x)) <> —3Ix(F(x) A —E(x)) [gem&R der schon in Alpha beweisbaren
Schlussregelformel B <> C; A <> B; C <> D = A <> D] ergibt: Vx(F(x) D E(x)) <> —=3x(F(x) A —E(x)) ist beweisbar
in Pi*-Alpha, also auch —3x(F(x) A —=E(x)) = Vx(F(x) D E(x)), also mit P*T16 und R3 auch: — Vx(F(x) > E(x)). In
der freilogischen Interpretation von Pi*-Alpha besagt dies: GemaR Pi*-Alpha ist die Existenzr. des Pradikations-
tragers eine logisch notwendige Bedingung jeder beliebigen ontisch wahren Pradikation (rein verbal wahre
Pradikationen demgegeniiber — wie z. B. ,Pegasus ist ein gefliigeltes Pferd“ — kommen ohne die Existenzr. des

10 'I\n der meinongianischen Interpreta-

Pradikationstragers aus, will sagen: Gberhaupt ohne Pradikationstrager
tion von Pi*-Alpha hingegen besagt die Beweisbarkeit von — Vx(F(x) D E(x)) in Pi*-Alpha nur: GemaR Pi*-
Alpha ist die Existenzv des Praddikationstragers eine logisch notwendige Bedingung jeder beliebigen ontisch
wahren Praddikation mit existierendemm Pradikationstréager (und rein verbal wahre Pradikationen kommen

nicht vor).}

Des Weiteren ist in Pi**-Alpha beweisbar:

P**T6a: IxF(x) <> Ivx(E(x) A F(x))

1. E(b), F(b) — IxF(x) A7*, R1
2. E(b) A F(b) — 3xF(x) R7 (1)
3. Awx(E(x) A F(x)) — 3IxF(x) P**RT1 (2)

4. E(b) A F(b) = Jwx(E(x) A F(x)) P**T1

101 per fiir die Pradikation verwendete singuldre Term ist nicht der Triger der Pradikation, sondern nur dessen
sprachlicher Reprasentant — und eventuell ein Reprdasentant ohne etwas Reprasentiertes.
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5. E(b), F(b) = Jvx(E(x) A F(x)) RT14 {die Umkehrung von R7} (4)
6. F(b), E(b) = Jvx(E(x) A F(x)) R1(5)

7. AxF(x) — Ivx(E(x) A F(x)) R9* (6)

8. AxF(x) <> Ivx(E(x) A F(x)) DEF< (7, 3)

P**T6b: IxF(x) <> Ix(E(x) A F(x)) {Dieses Theorem l3sst sich auch in Pi*-Alpha beweisen.}

1. E(b), F(b) — 3xF(x) A7*,R1

2. E(b) A F(b) — 3xF(x) R7 (1)

3. E(b) A F(b), E(b) — 3xF(x) R2 (2)

4. Ax(E(x) A F(x)) = 3IxF(x) RO*

5. E(b), F(b) — E(b) A1, R2

6. E(b), F(b) — F(b) A1, R2,R1

7. E(b), F(b) — E(b) A F(b) RT2 (5, 6)

8. E(b), F(b), E(b) A F(b) = Ix(E(x) A F(x)) A7* R2,R1
9. E(b), F(b) — 3x(E(x) A F(x)) R3 (8, 7)

10. F(b), E(b) — 3x(E(x) A F(x)) R1(9)
11. IxF(x) = Ix(E(x) A F(x)) R9* (10)
12. IxF(x) <> Ix(E(x) A F(x)) DEF«< (11, 4)

{Man kann — kiirzer — auch so vorgehen:

5. E(b), E(b) A F(b) — 3x(E(x) A F(x)) A7* R1

6. E(b), E(b), F(b) — Ix(E(x) A F(x)) RT14 (5)
7. F(b), E(b) — 3x(E(x) A F(x)) R1, RT1 (6)
8. IxF(x) — Ix(E(x) A F(x)) R9* (7)

.}

P**T6c: Ix(E(x) A F(x)) <> Fvx(E(x) A F(x))

1. IxF(x) <> Ix(E(x) A F(x)) P**T6b
2. IxF(x) <> Fwx(E(x) A F(x)) P**T6a
3. Ix(E(x) A F(x)) <> Iwx(E(x) A F(x)) RT18 {zweite Hilfte:B<>A; B> C=A < C} (1, 2)
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P**T6d: IXE(x) <> FvxE(x)

1. E(a), E(a) = IvxE(x) P**T1, R2
2. AXE(x) — JvwxE(x) R9* (2)

3. E(a), E(a) = 3IxE(x) A7*

4. E(a) — IxE(x) RT1 (3)

5. IvxE(x) — IxE(x) P**RT1 (4)
6. IXE(x) <> IvxE(x) DEF<> (2, 5)

Resultate wie P**T6c und P**Téd flihren vor Augen, wie leicht — unter Umstanden — 3 und

Jv miteinander logisch verwechselt werden kdnnen. Bei V und V3 ist das etwas anders:

P**T7a: V3F(x) <> Vx(E(x) D F(x))

1. Vx(E(x) o F(x)) > E(a) D F(a) A6

2. Vx(E(x) > F(x)), E(a) — F(a) RT13 {die Umkehrung von R4} (1)
3. Vx(E(x) o F(x)) > V3F(x) P**RT2 (2)

4. V3F(x), E(a) — F(a) P**T2

5. V3F(x) > E(a) o F(a) R4 (4)

6. V3F(x) > Vx(E(x) D F(x)) R8 (5)

7. V3F(x) <> Vx(E(x) D F(x)) DEF<«> (6, 3)

P**T7b: V3F(x) <> Vax(E(x) o F(x))

1. V3F(x), E(a), E(a) — F(a) P**T2, R2
2. V3F(x), E(a) > E(a) o F(a) R4 (1)

3. V3F(x) = Vax(E(x) o F(x)) P**RT2 (2)
4. V3x(E(x) o F(x)), E(a) = E(a) o F(a) p**T2

5. Vax(E(x) © F(x)), E(a), E(a) — F(a) RT13 (4)

6. Vax(E(x) > F(x)), E(a) — F(a) RT1 (5)

7. Vax(E(x) o F(x)) = V3F(x) P**RT2 (6)
8. V3F(x) <> Vax(E(x) o F(x)) DEF<> (3, 7)

P**T7c: VX(E(x) o F(x)) <> Vax(E(x) > F(x))
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1. V3F(x) <> Vx(E(x) © F(x)) P**T7a
2. V3F(x) <> Vax(E(x) D F(x)) P**T7b
3. VX(E(x) o F(x)) «> Vax(E(x) D F(x)) RT18 {zweite Halfte:B<> A; B> C=A < C} (1, 2)

Ein zu P**T6d analoges Theorem VXE(x) <> VaxE(x) [es ware P**T7d] ist nun aber in Pi**-

Alpha nicht zu haben. Denn beweisbar ist da zwar dies:

P**T8: > VaxE(x)

1. E(a) > E(a) Al
2. — VaxE(x) P**RT2 (1)

Aber — VxE(x) ist nicht beweisbar (vgl. demgegeniiber P*T1 unter den Theoremen von Pi*-
Alpha). Und es ist gut so, dass — VxE(x) in Pi**-Alpha nicht beweisbar ist. Denn da bei Pi**-
Alpha normalsprachlich — in der zugehoérigen Normalsprache — von der Wahrheit von man-
chen Satzen der Gestalt , v existiert nicht” ausgegangen wird, und zwar von der ontischen
Wahrheit dieser Satze (denn v ist ja nun auf jeden Fall ein referenzieller, bezugnehmender
Name), ist wegen des Pi**-Alpha-Theorems —E(a) — —VxE(x) [mit RT3 aus dem Einset-
zungsfall VxE(x) — E(a) von A6] auch von der Wahrheit von ,Nicht alles existiert” [formal
reprasentiert durch —VxE(x)] auszugehen, und wegen —E(a) — Jvx—E(x) [ein Einsetzungsfall
vonP**T1] zudem von der Wahrheit von ,Manches existiert nicht” [formal reprasentiert
durch Fvx—E(x)].

In einem gewissen Sinn aufgefasst kann also der selbstwiderspriichlich klingende Satz
,Es gibt etwas, was es nicht gibt”, bekannt als Meinongs Schocker, valide, insbesondere wahr
sein; namlich dann, wenn als seine formale Reprasentation Ivx—E(x) gilt [wo ,3v” in Pi**-
Alpha via D4** dasselbe besagt wie ,,3“ in Pi-Alpha — namlich: nicht mehr als ,,Mindestens
ein“ —, daja ,V“in Pi**-Alpha dasselbe besagt wie in Pi-Alpha: so viel wie , Alle“]. In einem
gewissen anderen Sinn aufgefasst, ist es aber unmoglich, dass das selbstwiderspriichlich
klingende ,,Es gibt etwas, was es nicht gibt” valide ist, weil es, aufgefasst in jenem anderen
Sinn, in der Tat selbstwiderspriichlich ist; ndmlich dann, wenn als seine formale Reprasenta-
tion Ix—E(x) gilt [wo ,3“ — gelesen als ,Es gibt ein [Es gibt etwas]“ — wie im meinongianisch
interpretierten Kalkiil Pi*-Alpha und im Kalkil Pi**-Alpha, mehr besagt als ,Mindestens

ein”, namlich so viel wie ,Mindestens ein existierendesw”].
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P**Ted hat allerdings ein Pendant, aber es ist nicht VxE(x) <> V3xE(x), sondern

vielmehr Vx—E(x) <> Vax—E(x):

P**T9: Vx—E(x) <> Vax—E(x)

1. Vx—E(x) = Vax—E(x) P**T3a {Einsetzungsfall}
2. Vax—E(x), E(a) > —E(a)  P**T2 {Einsetzungsfall}
3. Vax—E(x) —> —E(a) RT10 {GIs3} (2)

4. Vax—E(x) = Vx—E(x) R8 (3)

5. Vx—E(x) <> V3ax—E(x) DEF< (1, 4)

Man beachte: —» Vx3vy(x = y) ist in Pi**-Alpha beweisbar, - Vx3y(x = y), was wegen
D3* auf — VxE(x) hinauslauft, aber nicht. Und wiederum: — Vax3dy(x = y) ist in Pi**-Alpha

beweisbar, > Vx3y(x = y) aber, wie gesagt, nicht.

P**T10: —> Vx3dvy(x =vy)

l.>a=a A8

2.a=a—dvy(a=y) P**T1 {Einsetzungsfall: ,y“ fiir ,x“, ,a=_*fiir ,F“}
3. > dvy(a=y) R3(2,1)

4, > Vx3dvy(x=y) R8(3)

P**T11: > Vaxdy(x =)

1.E(a) >a=a A8, R2
2.E(d),a=a—3dy(a=y) A7*, R1
3.E(a) > Jy(a=Yy) R3(2,1)
4. - Vaxdy(x =vy) P**RT2 (3)

Es ist ersichtlich: V ist in Pi**-Alpha — geradeso wie in Pi-Alpha — der Operator der
Allheit, der , Alle“-Operator oder Allquantor; wahrend V3 in Pi**-Alpha (via D5**) der Ope-
rator der existenzumschrdnkten Allheit, der ,Alle existierende“-Operator ist. Wiederum: 3 ist
in Pi**-Alpha — geradeso wie in Pi*-Alpha — der Operator der existenzumschrédnken Manch-

heit, der ,Mindestens ein existierendes“-Operator, derjenige Operator, der den Namen
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,Existenzoperator” oder , Existenzquantor” wirklich verdient, und zwar in Pi**-Alpha — we-
gen der Prasenz von V-im-Pi-Alpha-Sinn [mit zugehorigem Namenformelverstandnis] neben
ihm— in meinongianischer Interpretation; wahrend v in Pi**-Alpha (via D4**) der Operator
der Manchheit, der ,Manches“-Operator oder ,,Mindestens ein“-Operator ist — geradeso wie
3 in Pi-Alpha. Allheit ist logisch starker als existenzumschrankte Allheit [will sagen: Aus ,Fir
alle ...” ergibt sich ohne Weiteres logisch ,Fiir alle existierenden ...“, aber nicht auch umge-
kehrt aus ,Fir alle existierenden ...“ ohne Weiteres logisch ,Fir alle ...“], und existenzum-
schrankte Manchheit ist logisch starker als Manchheit [will sagen: Aus ,Flir manches existie-
rende ...“ ergibt sich ohne Weiteres logisch ,,Fiir manches ...“, aber nicht auch umgekehrt aus
,FUr manches ...“ ohne Weiteres logisch ,,Fir manches existierende ...“].

Es besteht eine gewisse Versuchung, bei dv — in Pi**-Alpha-Deutung — vom ,,Opera-
tor der schwachen Existenz” oder vom , schwachen Existenzquantor” zu sprechen, bei 3 —in
Pi**-Alpha -Deutung — hingegen vom , Operator der starken Existenz”“ oder vom ,starken
Existenzquantor”; der Versuchung sollten aber nur diejenigen nachgeben, die (wie ich) kein
Problem damit haben, , Es gibt“ als — umgangssprachlich — plurivok anzusehen und auf dieser
Grundlage mehrere Existenzbegriffe auszumachen und nebeneinander anzuerkennen (gar in
einer idealen Wissenschaftssprache). [Man beachte, dass dies nicht dasselbe ist wie blof§
anzuerkennen, dass es mehrere Interpretationen von ,Es gibt” gibt; eben dies anerkennen
tun auch diejenigen, die a priori die Univozitat von ,Es gibt” postulieren; sie meinen jedoch,
dass obwohl es mehrere Interpretationen von ,Es gibt” gibt, doch nur eine dieser Interpreta-
tionen hinreichend verstandlich, nur eine richtig, nur eine rational legitim sei; flr sie gibt es

demnach nur einen Existenzbegriff.]

{Hat man mit mehreren Existenzbegriffen nebeneinander kein Problem, so lassen sich die Dinge in Pi**-Alpha
wie folgt entwickeln. Zum einen: Ez(t) =pef E(T) =pef V(T = L) [Definition der starken Existenz]; zum anderen:
E1(t) =pef IvL(T = V) =pef =VL—(T = L) [Definition der schwachen Existenz]. Es |asst sich dann leicht in Pi**-Alpha
zeigen: (i) E2(a) — Ex(a) [aber nicht auch Ei(a) — E2(a)]; (i) IxF(x) <> Ix(E2(x) A F(x)); (iii) JvxF(x) <> Tvx(E1(x) A
F(x)); (iv) IxF(x) — 3vxF(x) [aber nicht auch JvxF(x) — 3xF(x)]. Angesichts von (iii) kann man auch v als ,,Exis-

tenzquantor” bezeichnen; und es kann dann 3v — angesichts von (ii) und (iv) — ,der schwache Existenzquantor*
heiBen, wahrend 3 , der starke Existenzquantor” heillt. Des Weiteren haben wir: — JvyEi(y) ist in Pi**-Alpha
beweisbar, — 3vyEz(y) aber nicht. Denn — vyEi(y) ist wegen D4** und E1(t) =pef IvL(T = L) ,,dasselbe” wie —
—Vy——Vx—(y = x), was Pi**-Alpha-beweisbar auf — —VyVx—(y = x) hinauslauft — und — —VyVx—(y = x) ist in

Pi**-Alpha beweisbar. — 3vyEz(y) jedoch ist wegen Ea(t) =per E(1) ,dasselbe” wie — JvyE(y), was Pi**-Alpha-
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beweisbar [wegen P**T6d ist das evident] auf — JyE(y) hinauslauft, also mit D3* auf — Jy3Ix(y = x) — und —>

Jy3Ix(y = x) ist in Pi**-Alpha nicht beweisbar.}

Die logischen Verhaltnisse der vier Operatoren sind eingdngiger, wenn die Zusam-
mengehdrigkeit sowohl von V und v als auch von 3 und V3 typographisch starker als bisher
angezeigt wird; das geschieht idealerweise (das schon Gegebene vorausgesetzt) mittels der
folgenden beiden Definitionen:

D6** J306[v] =pef JUO[V]
D7** Vvvuo[v] =pef YUG[V]
Vorbereitend fir das Weitere in diesem Kapitel — noch vor den Anwendung von D6** und

D7** — kommen die folgenden beiden Theoreme von Pi**-Alpha zu Aufstellung und Beweis:

P**T12: IxF(x) <> ——3Ix——F(x) {Dies ist auch ein Theorem von Pi*-Alpha und, mit etwas anderer

Beweisfiihrung und anderem Sinn, auch von Pi-Alpha.}

1. E(a), F(a) » ——F(a) T3, R2, R1
2. E(a), = F(a) > Ix——F(x) A7*, R1
3. E(a), F(a) > Ix——F(x) RT7 (1, 2)
4. F(a), E(a) &> Ix——F(x) R1 (3)

5. AxF(x) — Ix——F(x) R9* (4)

6. Ix——F(x) &> ——3Ix——F(x) T3

7. IXF(x) = ——3Ix——F(x) RT7 (5, 6)
8. E(a), ——F(a) - F(a) T2, R2, R1
9. E(a), F(a) — IxF(x) A7* R1
10. E(a), ——F(a) — 3IxF(x) RT7 (8, 9)
11. ——F(a), E(a) — 3IxF(x) R1(10)
12. Ix——F(x) —> IxF(x) R9* (11)
13. ——3Ix——F(x) > Ix——F(x) T2

14.
15.

—|ﬁEIX—|ﬁF(X) —> EIXF(X)

IxF(x) <> ——Ix——F(x)

RT7 (13, 12)
DEF<> (7, 14)
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P**T13: VxF(x) <> =V x——F(x) {Dies ist auch ein Theorem von Pi-Alpha und, mit etwas anderer

Beweisfiihrung und anderem Sinn, auch von Pi*-Alpha.}

1. VxF(x) = F(a) A6

2. F(a) > ——F(a) T3

3. VxF(x) > ——F(a) RT7 (1, 2)

4. VXF(x) > Vx——F(x) R8 (3)

5. Vx——F(x) > ——Vx——F(x) T3

6. VXF(x) > ——Vx——F(x) RT7 (4, 5)
7. = Vx——F(x) = Vx——F(x) T2

8. Vx——F(x) — ——F(a) A6

9. =—Vx——F(x) > ——F(a) RT7 (7, 8)
10. ——F(a) — F(a) T2

11. ——Vx——F(x) = F(a) RT7 (9, 10)
12. =—Vx——F(x) > VxF(x) R8 (11)

13. VxF(x) <> —=—Vx——F(x) DEF< (6, 12)
Und nun:

P**T14a: VaxF(x) <> —33x—F(x)

1. VaxF(x) <> VaxF(x) Al
2. VaxF(x) <> —3Ix—F(x) D5** (1)102
3. V3xF(x) <> —33x—F(x) D6** (2)

P**T14b: FaxF(x) <> = Vax—F(x)

1. JaxF(x) <> J3xF(x) Al
2. J3xF(x) <> IxF(x) D6** (1)

4, IXF(x) <> —=Vax—F(x) D5** (3) {ersetzt wird ,—3x—" durch ,Vax“ in ,——3x——"}

102 Bej der Anwendung von Definitionen — ob vom Definiens zum Definiendum gehend, oder vom Definiendum
zum Definiens — ist die Uniformitdt der Substitution (des Definiendums firs Definiens, oder umgekehrt) in der
jeweiligen Formel der Einsetzung nicht vonnoéten. Es geht ja dabei um den Austausch von per Konvention syno-
nymen Ausdriicken fiireinander, und einen solchen Austausch darf man auch rein lokal in einer Formel vor-
nehmen. Es geschieht dadurch nur eine typographische Veranderung ohne logische Auswirkungen (wahrend
die psychologischen Auswirkungen immens sein kénnen).
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5. 33xF(x) <> = Vax—F(x) RT18 {erste Halfte} (2, 4)

P**T15a: JvxF(x) <> =V vx=F(x)

1. vxF(x) <> FvxF(x) Al
2. JvxF(x) <> =Vx=F(x) D4** (1)
3. AvxF(x) <> = Vvx—F(x) D7** (2)

P**15b: VvxF(x) <> =3vx—F(x)

1. VvxF(x) <> VvxF(x) Al

2. VxF(x) <> VxF(x) D7** (1)

3. VxF(x) <> ——Vx——F(x) P**T13

4. VXF(x) <> —3vx—F(x) D4** (3) {ersetzt wird ,—Vx—" durch ,3vx“ in ,——Vx——"}

5. VxF(x) <> —3vx—F(x) RT18 (2, 4)

Der meinongianische Zauber von Pi**-Alpha kollabiert und schnurrt zu (mit Gberflis-
sigen Definitionen verkrustetem) Pi-Alpha zusammen — oder niichtern, nicht bildlich gespro-
chen: der resultierende Kalkil ist mit Pi-Alpha deduktiv daquivalent —, wenn man zu Pi**-
Alpha als Axiom hinzunimmt: — E(a), oder deduktiv dquivalent bzgl. Pi**-Alpha (angesichts

von A6 und R8): — VxE(x).

{Bei Pi*-Alpha — erinnern wir uns — kommt es ebenfalls zum Kollaps auf Pi-Alpha, wenn man als Axiom — E(a)
hinzunimmt; — VxE(x) dagegen ist bei Pi*-Alpha von vornherein ein Theorem [P*T1] und ist bzgl. Pi*-Alpha

keineswegs mit — E(a) deduktiv dquivalent.}

Seinen ganzen Zauber entfaltet Pi**-Alpha freilich erst als Teil des deduktiv starkeren Kalkls
Pi**2-Alpha, der durch die Hinzunahme, als Grundprinzip, von — 3JIvy—E(y) — des

Meinongschen Axioms — aus Pi**-Alpha hervorgeht.

AbschliefSend zu diesem Kapitel ein Vergleich:
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(@) Pi-Alpha erlaubt die Leere des Grundbereichs [ndmlich: des Grundbereichs der
zugrundeliegenden Normalsprache] nicht: — Jy3ax(y = x), oder deduktiv daquivalent bzgl. Pi-
Alpha: —»> —VyVx—(y = x), ist in Pi-Alpha beweisbar.

(b1) Pi*-Alpha in freilogischer Interpretation erlaubt die Leere des Grundbereichs: —
Jy3Ix(y = x), oder deduktiv dquivalent bzgl. Pi*-Alpha: —> —VyVx—(y = x), ist in Pi*-Alpha
nicht beweisbar.

(b1°) Pi*2-Alpha —d. h.: Pi*-Alpha + — Jy3x(y = x) — in freilogischer Interpretation erlaubt
die Leere des Grundbereichs nicht: — Jy3ax(y = x), und = =VyVx—=(y = x) nicht minder, ist in
Pi*2-Alpha beweisbar.

(b2) Pi*-Alpha in meinongianischer Interpretation erlaubt die Leere des Grundbereichs
nicht [denn gemaR dieser Interpretation bezeichnet ja jeder Name etwas — etwas im Grund-
bereich]. Zwar ist —» Jy3Ix(y = x) — oder mit D3*: — IyE(y) — und — =VyVx—(y = x) in Pi*-
Alpha nicht beweisbar, aber das besagt in meinongianischer Interpretation von Pi*-Alpha
nicht, dass die Leere des Grundbereichs zugelassen wird, sondern nur, dass zugelassen wird,
dass der (unweigerlich) nichtleere Grundbereich nur Nichtexistierendes enthalt.

(b2°) Pi*2-Alpha — d. h.: Pi*-Alpha + — 3y3ax(y = x) — in meinongianischer Interpretation
erlaubt die Leere des Grundbereichs nach wie vor nicht, da sie schon von Pi*-Alpha in
meinongianischer Interpretation nicht erlaubt wird; die Beweisbarkeit von — Jy3x(y = x) und
des damit (nach wie vor) deduktiv dquivalenten — —VyVx—(y = x) in Pi*2-Alpha besagt in
der meinongianisches Interpretation von Pi*2-Alpha nicht, dass der Gundbereich nichtleer zu
sein hat, sondern vielmehr, dass der (unweigerlich) nichtleere Grundbereich Existierendes zu
enthalten hat [neben Nichtexistierendem, oder auch nicht neben Nichtexistierendem].

(c) Pi**-Alpha erlaubt die Leere des Grundbereichs nicht, denn die Schlussformel —
—VyVx—(y = x), die genauso wie in Pi-Alpha aufzufassen ist, ist in Pi**-Alpha beweisbar;
eine deduktive Aquivalenz zwischen — Jy3x(y = x) und = —VyVx—(y = x) besteht nun aber
bzgl. Pi**-Alpha nicht. Was Pi**-Alpha offenlasst, ist, ob der Grundbereich [der zugrundelie-
genden Normalsprache] nur aus Existierenden besteht, oder nur aus Nichtexistierenden,
oder sowohl aus Existierenden als auch aus Nichtexistierenden (wobei in jedem Fall Existenz
im starken, meinongianischen Sinn aufzufassen ist; was — da definitorisch feststeht: E(t) =pef
Ju(t = v) [D3*] — bedeutet, dass Jv — lies: ,Es gibt ein v — mehr besagt, als ,Flir mindestens

ein v“).
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(c) Pi**2-Alpha — d. h.: Pi**-Alpha + — Fvy—E(y) [m. a. W. unter Verwendung der
Definitionen D4** und D3*: Pi**-Alpha + —Vy——3x(y = x), welcher Kalkiil deduktiv daquiva-
lent mit Pi**-Alpha + —Vy3x(y = x) ist] — lasst nicht mehr zu, dass der Grundbereich nur aus
Existierenden besteht. Erst mit Pi**2-Alpha wird die meinongianische Motivation ganzlich
erfallt.

(d) Fagt man Pi**-Alpha neben — 3vy—E(y) (dem Meinongschen Axiom) auch — 3vyE(y)
axiomatisch hinzu — mit letzterer Schlussformel ist bzgl. Pi**-Alpha deduktiv dquivalent: —
—Vy—E(y) wegen D**4, und — 3yE(y) wegen P**T6d —, so lasst der resultierende Kalkul —
nennen wir ihn ,Pi**3-Alpha”“ — nun auch nicht mehr zu, dass der Grundbereich nur aus

Nichtexistierenden besteht.

Und diesbeziiglich noch eine abschliefSende Frage und ihre Antwort(en):

Welche der beiden Schlussformeln — 3vy—E(y) und — IvyE(y) verdient es aus logischer Per-
spektive mehr, zu Pi**-Alpha axiomatisch hinzugefligt zu werden? Dabei sei vorausgesetzt:
Man ist zunachst fir beide Hinzufiigungen offen und meint nicht etwa a priori, Pi**-Alpha
misse zwingend (um einen ,philosophisch verniinftigen” Kalkil zu erhalten) um eine andere
Schlussformel als die beiden erwdhnten axiomatisch ergdanzt werden, ndmlich um — VwyE(y)
[d. h.: —> VyE(y), gemall D7**]; welcher (dritten) Schlussformel — Jvy—E(y) Pi**-Alpha-lo-
gisch widerspricht [siehe P**T15b, ,E“ fur ,,F“] und aus welcher — 3vyE(y) Pi**-Alpha-lo-

gisch folgt, wie leicht einzusehen ist:

1. VyE(y) = 3vyE(y) P**T4a {Einsetzungsfall}
2. VvyE(y) — 3vyE(y) D7** (1)
3. > VwyE(y) Annahme [als Axiom]
4. — FvyE(y) R3 (2, 3).

Eine mogliche Antwort auf die gestellte Frage ist, dass — Jvy—E(y) und — IvyE(y) es
gleichermafen logisch wohlverdienen, zu Pi**-Alpha axiomatisch hinzugefiigt zu werden;
dann ist es am besten, neben Pi**-Alpha und Pi**2-Alpha auch noch Pi**3-Alpha, den in (d)
definierten Kalkiil, wertzuschatzen, und ihn besonders. Angesichts einer einigermaBen um-
fassenden Normalsprache, die wahre Aussagen wie ,Pegasus existiert nicht, aber Gigolo
existiert”, ,Phlogiston existiert nicht, aber Sauerstoff existiert” enthalt (welche Aussagen in
dieser Normalsprache meinongianisch, nicht freilogisch, aufgefasst werden, also so aufge-

fasst werden, wie es hinsichtlich Namenreferenz und Quantifikation Pi**-Alpha angemessen
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ist), erscheint jene Antwort — bei der die gestellte Frage ,links liegen” gelassen wird — ganz
die richtige zu sein.

Aber ist es nicht in sich kontingent, dass etwas [meinongianisch] existiert? Hatte nicht
auch nichts existieren kénnen?% Wenn dem so ist, so kann — JvyE(y) nicht gut zu Pi**-
Alpha axiomatisch hinzugefiigt werde. Denn dadurch wiirde ja — 3vyE(y) logisch valide wer-
den in der Weise der Logik, die der Kalkil, welcher durch diese Hinzufligung entsteht, aus-
formuliert; wenn es jedoch in sich kontingent ist, dass etwas existiert, so kann — 3vyE(y) —
die Pi**-Alpha-Reprasentation von ,Etwas existiert” — nun gerade nicht logisch valide sein,
und zwar in Weise welcher Verstarkung der Pi**-Alpha-Logik auch immer. Ganz generell gilt:
Eine formelsprachliche Reprédsentation eines normalsprachlichen Satzes!® kann nicht logisch
valide sein — in Weise welcher Logik auch immer —, wenn das, was der Satz sagt, nicht in sich
notwendig ist, sondern eventuell gar nicht der Fall ist, oder zwar der Fall ist, aber nur kontin-

genterweise der Fall ist.

{Durch diese Gedankengéange ist offensichtlich auch Pi*2-Alpha in meinongianischer Interpretation betroffen
(wobei das, was ausgehend von Pi**-Alpha mit — 3vyE(y) oder mit — 3yE(y) axiomatisch gesagt werden kann,
ausgehend von Pi*-Alpha nur mit — 3yE(y) gesagt werden kann). Und ist durch analoge Gedankengange nicht
auch Pi*2-Alpha in freilogischer Interpretation betroffen, ja, am Ende sogar Pi-Alpha? Denn ist es nicht auch in
sich kontingent, dass etwas existiert, wenn ,existiert” freilogisch interpretiert wird? Das Extra-Axiom (gegen-
Uber Pi*-Alpha) von Pi*2-Alpha, — 3yE(y), ist unter Anwendung von D3* — Jy3x(y = x) [oder genauso gut: —
Jy3z(y = z); oder genauso gut: — JyJu(y = u); ...], was in freilogischer Interpretation von Pi*2-Alpha haargenau
dasselbe besagt wie in Pi-Alpha (wo es ein Theorem ist), namlich: dass etwas mit etwas identisch ist. Ist denn
nicht auch dies in sich kontingent? Wenn es so ist, dann sind Pi*2-Alpha in freilogischer Interpretation und Pi-
Alpha zwar gewissermaRen ,logische” Kalkile, aber sie formulieren keine Logik, keine reine Logik. Ja, auch
Pi**-Alpha und Pi**2-Alpha und Pi**3-Alpha formulieren dann [bzw. schon dann] keine Logik; denn in allen
drei Kalkilen ist = Jvy3vx(y = x) beweisbar, m. a. W. [gemaR D4**]: - —Vy——Vx—(y = x), womit aber auch
— = VyVx—(y = x) in allen drei Kalkiilen beweisbar ist, welche (pramissenlose) Schlussformel in allen drei Kal-
kiilen, wie auch in Pi-Alpha, dasselbe besagt, was — Jy3x(y = x) in Pi-Alpha besagt, namlich: dass etwas mit

etwas identisch ist.

103 \Von einer Bejahung dieser Fragen geht die beriihmte leibnizsche Frage ,Warum ist etwas und nicht vielmehr
nichts?“ aus — in welcher Frage ,,ist” dasselbe wie , existiert” bedeutet, wie es ja einmal tblich gewesen ist (und
nicht nur im Sprachgebrauch der Philosophen).

104 Bej manchen normalsprachlichen Sitzen — wie z. B. bei ,,Etwas [manches] existiert”, ,Alles ist mit sich selbst
identisch”, ,Etwas ist mit etwas identisch”, usw. — wird die Reprasentation ihrer logischen Form zu einer for-
melsprachlichen Reprasentation ihrer [der Satze] selbst. Die formelsprachliche Repradsentation eines normal-
sprachlichen Satzes [und nicht bloR seiner logischen Form] bedeutet genau dasselbe wie dieser.
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Wenn es tatsachlich so ist (doch ist es so tatsadchlich?), dass es in sich kontingent ist, dass etwas exis-
tiert, und zwar egal, ob ,existiert” meinongianisch oder aber freilogisch interpretiert wird, dann formuliert von
allen bisher betrachteten préadikatenlogische Kalkiilen allein Pi*-Alpha eine Logik, eine reine Logik, und zwar
gleichgiiltig, ob man Pi*-Alpha in freilogischer oder in meinongianischer Interpretation nimmt. Damit wéare Pi*-

Alpha herausragend ausgezeichnet, sogar gegeniiber dem als klassisch geltenden Kalkil Pi-Alpha.}

Mithin gilt des Weiteren: Ein Kalkil (ob Satzformelkalkil oder Schlussformelkalkiil),
der eine Logik formuliert (und das sollen ja alle in diesem Buch betrachteten Kalkile: alle
Prinzipien von ihnen sollen in der Weise einer jeweiligen Logik logisch valide sein), kann nicht
ein Axiom oder Theorem fiihren, welches das formale Aquivalent der Aussage ,Etwas [oder:
Manches] existiert [im meinongianischen Sinn]“ ist, wenn es in sich kontingent ist, dass et-
was [meinongianisch] existiert; denn wenn dies in sich kontingent ist, dann kann jenes for-
male Aquivalent nicht logisch valide sein, in Weise welcher Logik auch immer, und steht so-
mit aullerhalb des Sachrahmens aller Logiken. Somit: Wenn es in sich kontingent ist, dass
etwas existiert, so verdient es — 3vyE(y) dberhaupt nicht, zu Pi**-Alpha axiomatisch hinzu-
gefligt zu werden, sofern dadurch die Formulierung einer Logik hervorgehen soll — und das
soll es ja.

— dvy—E(y) hingegen verdient, unter derselben Voraussetzung [namlich: es soll
dadurch die Formulierung einer Logik hervorgehen], gar sehr die axiomatische Hinzufligung
zu Pi**-Alpha, wodurch P**2-Alpha entsteht; ist es doch in sich notwendig, dass etwas nicht
existiert, da es in sich notwendig ist, dass, z. B., Pegasus [ein unvollstandiger Gegenstand!]
nicht existiert. Die formelsprachliche Repasentation von ,Etwas existiert nicht” im Pi**-
Alpha-Modus, d. h.: — Jdvy—E(y), kann also getrost als logisch valide in der Weise der durch
P**2-Alpha formulierten Logik angesehen werden. Gegen eine axiomatische Hinzufligung
von — Jvy—E(y) zu Pi**-Alpha (wodurch eine meinongsche Pradikatenlogik — der Motiva-
tion fiir solche Logiken folgend — nur weiter ausgebaut wird) spricht nichts.

Diese Bevorzugung von — dvy—E(y) gegeniber — IvyE(y), was das Recht auf Befor-
derung zum Axiom neben den schon gegebenen Grundprinzipien von Pi**-Alpha angeht, ist
allerdings eine Bevorzugung unter einer Bedingung: Die Bevorzugung besteht dann, wenn es
in sich kontingent [also nicht in sich notwendig] ist, dass etwas existiert. Wenn es hingegen in
sich notwendig ist, dass etwas existiert, so hat — JvyE(y) dasselbe Recht auf Beforderung
zum Pi**-Alpha verstarkenden und vergroBernden (dabei das Logische nicht durchstofRen-

den) Axiom wie — Jvy—E(y) [welche letztere Schlussformel dieses Recht hat, weil es, wie
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gesehen, in sich notwendig ist, dass etwas nicht existiert]. Wie steht es also um die In-sich-
Notwendigkeit dessen, dass etwas existiert, und zwar im meinongianischen Sinn von ,exis-
tiert” [auf welchen es hier in erster Linie ankommt], wonach , existiert” mehr besagt als ,, mit
etwas identisch sein“? Beispiele fallen einem ein, wie die Zahl 2 oder Gott. Aber die nicht
enden wollende Diskussion dartiber, ob die Namen ,,die Zahl 2“ und ,,Gott” denn lUberhaupt
etwas bezeichnen [von etwas Existierendem+ oder etwas Existierendemm noch gar nicht zu
reden], zeigt schon wie zweifelhaft diese angeblichen Beispiele sind.

Am ehesten geht es noch so: , dass etwas existiert” ist der Name eines Sachverhalts
[ndmlich des Sachverhalts, dass etwas existiert]; ebenso ist , dass nichts existiert” der Name
eines Sachverhalts [ndmlich der Name des dem erstgenannten Sachverhalt kontradiktorisch
gegeniberstehenden Sachverhalts]. Und nun fasst man das Bestehen von Sachverhalten auf
als diejenige Gestalt, die die [meinongianische] Existenz bei [meinongianisch] existierenden
Sachverhalten annimmt; demnach: Sachverhalte existieren [meinongianisch] genau dann,
wenn sie bestehen. Angenommen nun, der Sachverhalt, dass etwas existiert, besteht nicht;
also besteht der Sachverhalt, dass nichts existiert (denn einer der beiden Sachverhalte muss
ja bestehen), also existiert [meinongianisch] etwas [ndmlich der Sachverhalt, dass nichts
existiert]. Angenommen nun im Gegenteil, der Sachverhalt, dass etwas existiert, besteht;
also existiert [meinongianisch] etwas [namlich der Sachverhalt, dass etwas existiert]. In je-
dem der beiden Fille (es sind alle Félle, die zu beriicksichtigen sind) ergibt sich also: Etwas
existiert [meinongianisch].

Zeigt dieses Argument, dass es in sich notwendig ist, dass etwas [meinongianisch]
existiert? In dem MaRe, in dem dies zweifelhaft ist, verdient es — Jvy—E(y) immer noch

mehr als — JvyE(y) zu Pi**-Alpha axiomatisch hinzugefiigt zu werden.

{Das eben angegebene Argument zeigt, wenn es erfolgreich ist, nicht nur, dass es in sich notwendig ist, dass
etwas meinongianisch existiert, d. h.: etwas existiert, wo , existiert” mehr sagt als ,ist mit etwas identisch”,
sondern auch (oder vielmehr: erst recht), dass es in sich notwendig ist, dass etwas freilogisch existiert, d. h.:
dass etwas mit etwas identisch ist. Denn aus der meinongianischen Existenz ergibt sich zwingend die freilogi-
sche. Unabhéangig von dem oben angegebenen Argument kann fir die In-sich-Notwendigkeit der freilogischen
Existenz von etwas aber auch wie folgt argumentiert werden: Angenommen, nichts ist mit etwas identisch; also
besteht der Sachverhalt, dass nichts mit etwas identisch ist, und ist dabei mit nichts identisch — was absurd ist.

Also: Etwas ist mit etwas identisch.
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Zeigt dieses Argument, dass es in sich notwendig ist, dass etwas freilogisch existiert?'%> In dem MaRe,
in dem dies zweifelhaft ist, in dem MafSe verdient es — 3yE(y) nicht, zu Pi*-Alpha in freilogischer Interpretation
axiomatisch hinzugefligt zu werden. Die Hinzufligung ist freilich im vorausgehenden Kapitel erfolgt und dadurch
der Kalkil Pi*2-Alpha in freilogischer Interpretation hervorgegangen. Ob dieser Kalkil eine (reine) Logik formu-
liert, steht freilich etwas dahin.

Wie in der Anmerkung, die dieser Anmerkung vorausgeht, schon ausgefiihrt wurde, wird durch die
gewisse Zweifelhaftigkeit der In-sich-Notwendigkeit dessen, dass etwas mit etwas identisch ist, ein Schatten
auch auf den Kalkul Pi-Alpha geworfen, genauer gesagt: auf den Status von Pi-Alpha, die Formulierung einer
(reinen) Logik zu sein. Im Folgenden (im Rest dieses Buches) wird dieser Status aber nicht in Frage gestellt. Pi-
Alpha gilt — gewissermaBen gewohnheitsrechtlich: aufgrund der Wiirde seiner Klassizitdat — als die Formulierung

einer Logik, einer reinen, ohne jeden kontingent-ontologischen Einschlag.}

105 Man beachte (wenn es auch offensichtlich ist), dass hier nicht argumentiert wurde, dass der Sachverhalt,
dass nichts mit etwas identisch ist, doch mit sich selbst identisch ist, also dieser Sachverhalt mit etwas identisch
ist, also etwas mit etwas identisch ist [also wegen der In-sich-Notwendigkeit des Ausgangspunkts die In-sich
Notwendigkeit des Endpunkts gegeben ist]. Wiirde man so argumentieren, so machte man von Instanzen von
A7 Gebrauch, was jedenfalls auf freilogischer Grundlage nicht erlaubt ist: freilogisch steht zur normalsprachli-
chen Instanziierung nur A7* zur Verfiigung. Es ware methodologisch fehlerhaft, mit Mitteln, die in einem de-
duktiven System — hier Pi*-Alpha — nicht erlaubt sind, fur die deduktive Verstarkung eben dieses Systems zu
argumentieren. Mithilfe des erlaubten A7* — ndherhin mit dem Pi*-Alpha-Theorem P*T6 [E(b) — 3yE(y)] —
kommt man allerdings ans angestrebte Ziel, wenn denn beispielsweise der Sachverhalt, dass alles mit sich
selbst identisch ist, in sich notwendigerweise freilogisch existiert, m. a. W.: wenn es in sich notwendig ist, dass
der Name ,,der Sachverhalt, dass alles mit sich selbst identisch ist” [selbstversténdlich: gegeben sein Sinn] et-
was bezeichnet. Aber ist das in sich notwendig? Viele — solche, die Sachverhalte ontologisch ablehnen — mei-
nen, dass der Name [gegeben sein Sinn] gar nichts bezeichne, und zwar in sich notwendigerweise.
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10. Die Schlussformelkalkiile Pi-Gamma und Pi*-Gamma
einer alethisch-modalen Pradikatenlogik mit Identitat, aber

ohne Kennzeichnung

Auf der Grundlage des in diesem Buch schon Gegebenen kdonnte man sechs prominente
alethisch-modale Pradikatenlogiken (und noch andere solche) betrachten: Sie werden for-
muliert durch die Kalkiile Gamma bzw. Gamma* in Kombination mit der eigens pradikaten-
logischen Basis und der identitatslogischen Basis — aber nicht der kennzeichnungslogischen
Basis — von Pi-Alpha bzw. Pi*-Alpha bzw. Pi**-Alpha. Ich beschranke mich aber hier allein
auf die Betrachtung von Pi-Gamma (Gamma kombiniert mit der eigens pradikatenlogischen
und der identitatslogischen Basis von Pi-Alpha) und Pi*-Gamma (Gamma kombiniert mit der
eigens pradikatenlogischen und identitadtslogischen Basis von Pi*-Alpha).

Gamma ist das folgende System (siehe Kapitel 3):

A1l {wie in Alpha}
R1 {wie in Alpha}
R2 {wie in Alpha}

R3 {wie in Alpha}

{Die Gamma-Definitionen seien zum Verstandnis des Folgenden vorausgeschickt.}

GD1 & >0 =pef =0 Vv G {=D1in Alpha, Pi-Alpha und Pi*-Alpha}
GD2 o =pef—0D0

GD3 <>('5 =Def—|D—|G

GA2a B,BoC—>B
GA2c —(B > C) — O0—(B > C) {GA2c st eigentlich: (i) B> C — T(B o C); (ii) =(B > C) » O—=(B>C);

aber (i) erweist sich als iberflissig}

GA2d O(B>C) »>B>SC

GR4 B—>C=—>B>oC
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A3 {wie in Alpha}
R5 {wie in Alpha}
A4 {wie in Alpha}
R6 {wie in Alpha}
A5 {wie in Alpha}

R7 {wie in Alpha}

Hinzukommt nun bei Pi-Gamma der eigens pradikatenlogische Teil und der identitatslogi-
sche Teil der Axiomatik von Pi-Alpha (unter Ersetzung von D2 durch die Definition GD4, die

den Erfordernissen von Gamma angepasst ist):

A6 VxF(x) = F(a)

R8 I' > ola] = I' - Yvuo[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o in der Satzformelfolge I" und in der , Alle“-Satzformel Yuc[v] nicht mehr
vorkommt.

A7 F(a) = 3IxF(x)

R9 I, ola] > o" =T, Juc[v] = o, wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o in der Satzformelfolge I', in der ,,Mindestens ein“-Satzformel Juc[v] und in

der Satzformel ¢” nicht mehr vorkommt.

A8 —>a=a

A9 b =a, F(a) — F(b)

GD4 Jluo[v] =pef JUO[L] A YOVVL (0[L] A 6[V] > V" = V) {vgl. D2 in Pi-Alpha und Pi*-Alpha; GD4

geht durch Ersetzung von ,o“ durch ,>“ aus D2 hervor}

Und bei Pi*-Gamma kommt zu Gamma hinzu der eigens pradikatenlogische und der
identitatslogische Teil der Axiomatik von Pi*-Alpha (abermals unter Ersetzung von D2 durch

die Definition GD4, die den Erfordernissen von Gamma angepasst ist):

A6*  VxF(x), E(a) = F(a)
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R8* T, E(a) > ola] =TI — VYvo[v], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel o in der Satzformelfolge I" und in der ,Alle*“1%-Satzformel Yuc[v] nicht mehr
vorkommt.

A7*  F(a), E(a) > 3IxF(x)

R9* T, olal], E(a) > ¢ = I, Juc[v] — o, wobei die unstrukturierte und
sinnunbestimmte Namenformel o in der Satzformelfolge I, in der ,Es gibt ein“-Satzformel

Juo[v] und in der Satzformel ¢” nicht mehr vorkommt.

A8 —>a=a

A9 b =a, F(a) = F(b)

GD4 Flvo[v] =pef JUo[L] A YOVV (6[L] A c[L] >V =V)
D3*  E(t) =pef V(T = V) {Es ist schon bei der Erstangabe dieser Definition stipuliert worden, dass die

Termformel t die Variable v nicht enthalt. Die Bezeichnung ,D3*“ fiir die Definition passt zwar nicht in
die Benennungssystematik von Pi*-Gamma, sie wird aber aus Griinden der Kontinuitat zu Pi*-Alpha

beibehalten.}

Die Frage, ob zu Pi-Gamma auch A10 gehort und zu Pi*-Gamma auch A10* ist nega-
tiv zu beantworten; tGberhaupt gehéren Kennzeichnungsnamenformeln, also Namenformeln
der Gestalt 1vG[v], nicht zum Symbolismus von Pi-Gamma und Pi*-Gamma. Also: Was Pi-
Gamma und Pi*-Gamma angeht, ist es, als wéare die Formelsprache Sigma ohne Kennzeich-
nungsnamenformeln, und die zu Pi-Gamma bzw. zu Pi*-Gamma gehdrige Normalsprache
muss entsprechend verfasst sein: Kennzeichnungsnamen kommen in ihr nicht vor. (Dazu,
warum das so sein muss, siehe das nachste Kapitel, aber auch schon den Schluss dieses Kapi-
tels.)

Ubernommen werden in Pi-Gamma die Theoreme und echtabgeleiteten Schlussre-
gelformeln [gewohnlich in bewiesenen Schemata verpackt] von Gamma, welche die eigens
fir Gamma eingefiihrten Listenbezeichnungen der folgenden Gestalten haben: GT..., GRT...

197 In Pi-Gamma (ibernommen werden auch die Theoreme und echtabgeleiteten Schlussre-

106 7y, Alle*“ — , Alle” mit Asteriskus — siehe FuRnote 88.
107 Generell gilt: Bei durch bewiesene Schemata gegebenen theorematischen Regelformeln tragt die Listenbe-
zeichnung primdr das bewiesene Schema von [mittels seines Beweises ipso facto mitbewiesenen] Schlussregel-
formeln bzw. Satzregelformeln.
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gelformeln von Pi-Alpha (Alpha enthaltend), die keine Kennzeichnungsnamenformeln invol-
vieren und nicht von A10 abhangig sind, sofern in ihnen gegebenenfalls vorkommendes ,>“
vollstandig durch ,>“ ersetzt ist; wobei deren Listenbezeichnungen bekanntlich die folgen-
den Gestalten haben: T..., RT... . Ist ,o“ durch ,>“ in einem GUbernommenen Theorem bzw.
einer echtabgeleiteten Schlussregelformel von Pi-Alpha vollstindig ersetzt, so schreibt man
bei der Nennung des fraglichen Prinzips in Pi-Gamma nun aber statt ,T...“ und ,RT...” dies:
,Ts..“ und ,RT>...“. [Kommt ,,o“ in der Formel gar nicht vor, so wird die Alpha/Pi-Alpha-
Listenbezeichnung unverandert Gibernommen; die durch ,,...“ angedeutete Zahlbezeichnung
— mittels arabischer Ziffern im Dezimalsystem — bleibt in jedem Fall gleich. Ts... und RTs...
sind in Gamma bzw. Pi-Gamma beweisbar, da T... und RT... in Alpha bzw. Pi-Alpha beweisbar
sind.1%8] SchlieRlich: Die Listenbezeichnungen der Pi-Gamma-eigenen Theoreme und theo-
rematischen Schlussregelformeln mogen die folgenden Gestalten haben: PGT..., PGRT....
Mutatis mutandis: Ubernommen werden in Pi*-Gamma die Theoreme und
echtabgeleiteten Schlussregelformeln von Gamma, welche die eigens flir Gamma
eingefiihrten Listenbezeichnungen der folgenden Gestalten haben: GT.., GRT... . In Pi*-
Gamma (bernommen werden auch die Theoreme und echtabgeleiteten
Schlussregelformeln von Pi*-Alpha (Alpha enthaltend), die keine

Kennzeichnungsnamenformeln involvieren und nicht von A10 abhangig sind, sofern in ihnen

" "

gegebenenfalls vorkommendes ,>“ vollstandig durch ,>“ ersetzt ist; wobei deren
Listenbezeichnungen bekanntlich die folgenden Gestalten haben: T..., RT..., P*T..., P*R... . Ist
,2" durch ,,>“ in einem Theorem bzw. echtabgeleiteten Schlussregelformel von Alpha bzw.
Pi*-Alpha vollstandig ersetzt, so schreibt man bei der Nennung des fraglichen Prinzips in Pi*-
Gamma nun aber statt ,T..“ und ,RT...“ bzw. ,,P*T...“ und ,P*RT...“ dies: ,T>...“ und ,RT...“
bzw. ,P*T....“ und ,P*RT....“. [Kommt ,o" in der Formel gar nicht vor, so wird die Alpha/Pi*-
Alpha-Listenbezeichnung unverdandert Ubernommen; die durch ,..“ angedeutete
Zahlbezeichnung — mittels arabischer Ziffern im Dezimalsystem — bleibt in jedem Fall gleich.
T> ... und RTs... bzw. P*Ts... und P*RT... sind in Gamma bzw. Pi*-Gamma beweisbar, da T...
und RT... bzw. P*T... und P*RT... in Alpha bzw. Pi*-Alpha beweisbar sind.1%] SchlieBlich: Die
Listenbezeichnungen der Pi*-Gamma-eigenen Theoreme und theorematischen

Schlussregelformeln mdgen die folgenden Gestalten haben: P*GT..., P*GRT... .

108 \Wo A2 auf der einen Seite verwendet wird, verwendet man GT1 auf anderen; wo R4 auf der einen Seite
verwendet wird, verwendet man GRT2 auf der anderen.
109 Sjehe die vorausgehende FuBnote.
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Bei einer pradikatenlogischen Modallogik ist von folgenden direkten syntaktischen Verhalt-

nissen zwischen Quantor und Modaloperator auszugehen:

Direkte Verhaltnisse ,de dicto” {,MO vor Q“} Direkte Verhaltnisse ,de re” {,Q vor MO“}
AVvuo[v] VuvOol[v]

OVuo([v] Vuoo[u]

[3vo(v] JvOc(v]

03vcv] Juvdac(v]

Im Folgenden wird ein Vergleich zwischen Pi-Gamma und Pi*-Gamma hinsichtlich dessen
angestellt, was bzgl. dieser acht syntaktischen Verhaltnisse im Kalkiil beweisbar ist, insbe-

sondere im Hinblick auf schlussfolgernde Ubergdnge vom einen Verhéltnis zum anderen.

Pi-Gamma Pi*-Gamma
PGT1: > O3y(a=y) {— O3y(a =y), —» OE(a) sind keine Pi*-Gamma-Theoreme!}
l.>a=a A8

2.a=a—>dy(la=y) A7
3. > 3y(a=y) R3(2,1)
4. —» O3y(a=y) GRT3 (3)

{Waéhrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass notwendigerweise a mit etwas identisch
ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht beweisbar, dass notwendigerweise a existiert,

d. h. gemal D3*: dass notwendigerweise es etwas gibt, womit a identisch ist.}

PGT2: > dy(a=y) {— 3yO(a =) ist kein Pi*~-Gamma-Theorem!}
1.>a=a A8
2. > (a=a) GRT3 (1)

3.0(a=a)—>3dyOd(a=y) A7
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4. » 3dyO(a=y) R3 (3, 2)

{Wahrend es beweisbar sein soll und und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass etwas notwendigerweise so ist, dass
a mit ihm identisch ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht beweisbar, dass es etwas
gibt, womit notwendigerweise a identisch ist. Allerdings soll es beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma
beweisbar, dass wenn a existiert, es folgt, dass es etwas gibt, womit notwendigerweise a identisch ist [worin

keineswegs liegt, dass a notwendigerweise existiert!]:}

P*GT1a: E(a) > IyT(a =)

{Ein Theorem, das wie P*GT1a lautet, 1.>a=a A8

aber bei dem ,E(a)“ durch ,3y(a = y)“ ersetztist, 2. — (J(a=a) GRT3 (1)

ist in Pi-Gamma beweisbar, und zwar 3.E(a), J(a=a) > dyOd(a=y) A7*,R1
trivialerweise angesichts von PGT2.} 4.E(a) > 0O(a=a) R2(2)

5.E(a) > dyO(a=y) R3 (3, 4)

PGT2 bringt zum Ausdruck, dass aufseiten von Pi-Gamma unstrukturierte und sinnunbe-
stimmte Namenformeln sogenannte ,rigide Designatoren” (der Normalsprache) abbilden,
wie es Eigennamen sind, aber auch die Personalpronomen ,,ich“ und ,du” [immer dann,
wenn sie ihrer Bestimmung gemall verwendet werden]. P*GT1a bringt zum Ausdruck, dass
aufseiten von Pi*-Gamma bedingtermafien — nur bedingtermaBen, und zwar in mehrerlei

Hinsicht nur bedingtermalien, wie sich zeigen wird — dasselbe gilt. [Man beachte, dass E(a)

— JyJ(a =y) in Pi*-Gamma wegen D3* dasselbe besagt wie dy(a=y) — IyI(a =vy).]

P*GT1b: 3yd(a=y) = dy(a=v)

{Ein Theorem, das wie P*GT1b 1.E(b), J(@a=b)—>a=b GT3, R2,R1
lautet, ist in Pi-Gamma beweisbar.} 2.a=b, E(b) > 3dy(a=Yy) A7*

3.E(b), J(a=b),a=b—3y(a=y) R2,R1(2)

4.E(b), J(a=b)—> Iy(a=y) R3(3,1)
5.0(a=b), E(b) > Jy(a=Yy) R1 (4)
6.dyd(a=y) > dy(a=Yy) R9* (5)

{Eine Zeile mehr im Beweis von P*GT1b ergibt: 7. 3y(J(a = y) — E(a) [D3* (6)].}
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PGT3: —» VxO3y(x =vy) {—= VxO3y(x = y), = VYXTE(x) sind keine Pi*-Gamma-Theoreme!}

1. > O3y(a=Yy) PGT1

2. > VxO3dy(x=y) R8(1)

{Wahrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass alles notwendigerweise mit etwas iden-
tisch ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht beweisbar, dass alles Existierende [oder:
alles, was es gibt; alles*] notwendigerweise existiert, d. h. der Pi*-Gamma-Definition D3* gemaR: notwendi-
gerweise so ist, dass es etwas gibt, womit es identisch ist, oder anders gesagt: notwendigerweise mit etwas

Existierendem identisch ist.}

PGT4: —> VxIy[I(x =y) P*GT2: » Vxdy[(x=y)
1. > 3dyO(a=y) PGT2 1.>a=a A8
2. > VxdyO(x=y) R8(1) 2.>0(a=a) GRT3 (1)

3.E(a), J(a=a) > 3dyO(a=y) A7*, R1

4.E(a) > O(a=a) R2 (2)
5.E(a) > IyO(a=y) R3 (3, 4)
6. VxdyO(x =y) R8* (5)

{Wie es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass jegliches mit etwas notwendigerweise iden-
tisch ist, so soll es auch beweisbar sein und ist es beweisbar in Pi*-Gamma, dass jegliches Existierende mit et-
was Existierendem notwendigerweise identisch ist, oder anders gesagt: dass zu jeglichem Existierenden es et-

was gibt, mit dem es notwendigerweise identisch ist.}

PGT5: > OVx3y(x = y) P*GT3: —» OVxdy(x = y); > OOVxE(x)
1.>a=a A8 1.E(@a) >a=a A8, R2
2.a=a—>3dyla=y) A7 2.E(a),a=a—>3dy(a=Yy) A7*,R1
3.—>3dy(a=y) R3(2,1) 3.E(a) > dyla=y) R3(2,1)
4. > Vx3dy(x =vy) R8 (3) 4. > Vx3y(x=vy) R8* (3)
5.—> 0OVx3dy(x=y) GRT3(4) 5. > 0OVx3dy(x=y) GRT3 (4)
6. — CVxXE(x) D3* (5)
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{Wie es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass notwendigerweise jegliches mit etwas iden-
tisch ist, so soll es auch beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma beweisbar, dass notwendigerweise jegliches
Existierende existiert, oder anders gesagt: dass notwendigerweise jegliches Existierende mit etwas, was es gibt,
identisch ist. Allerdings: Die Ubersetzung ins Umgangsprachliche, die dem Verstindnis dienen soll, kann (indem
sie auch so gelesen werden kann, als sei die jeweilige Reihenfolge von Modaloperator und existenziellem
Quantor semantisch gleichgiiltig) dazu verfuhren, zu meinen, dass ,Notwendigerweise existiert jegliches Exis-
tierende” und ,Notwendigerweise ist jegliches Existierende mit etwas, was es gibt, identisch” doch dasselbe
sagt wie ,Alles Existierende existiert notwendigerweise” und ,Alles Existierende ist notwendigerweise so, dass
es etwas gibt, womit es identisch ist“. Wie kann dann — wiirden sich , Verflhrte” fragen — addquaterweise das
erste Satzpaar Pi*-Gamma-beweisbar, wie gerade behauptet, das zweite aber nicht Pi*-Gamma-beweisbar
sein, wie der Anmerkung zu PGT3 zu entnehmen ist? — Doch dem ,Verfiihrungsversuch” nachgeben und in die
Nichtunterscheidung des Verschiedenen fallen sollte man nun eben nicht; beim Vermeiden hilft es, sich an den

unzweideutigen Formeln zu orientieren: CJVxE(x) und ihr definitorisches Aquivalent (3Vx3y(x = y) einerseits,

und ¥xTJE(x) und ihr definitorisches Aquivalent ¥xT3y(x = y) andererseits, sagen nicht dasselbe.}

PGT6: IxOF(x) = O3IxF(x) {Die linkerseits bewiesene Umkehrung der

1. F(a) > 3IxF(x) A7 0-Barcan-Formel ist kein Pi*-Gamma-Theorem!}
2. OF(a) > O3xF(x) GRT6 (1)

3. AxOF(x) — O3IxF(x) R9 (2)

{Wahrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass daraus, dass es manchem moglich ist, F
zu sein, folgt, dass es moglich ist, dass manches F ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht
beweisbar, dass daraus, dass es manchem Existierenden moglich ist, F zu sein, folgt, dass es moglich ist, dass
manches Existierende F ist. Warum aber soll Letzteres nicht beweisbar sein? Schon allein deshalb, weil es
immens plausibel ist, dass es manchem Existierenden moglich ist, nicht zu existieren [3x0—E(x) in Pi*-Gamma-
Deutung], es aber ein Widerspruch in sich ist, dass es moglich ist, dass manches Existierende nicht existiert
[03Ax—E(x) in Pi*-Gamma-Deutung; vgl. P*GT3: —» OVx3y(x = y); — OVxE(x) — woraus schon absehbar ist, dass

in Pi*-Gamma — —03x—E(x) herleitbar ist; siehe dann P*GT4].}

PGT7: > —03dx—=3Ay(x = y) P*GT4: > —0dx—3y(x = y); = —03Ix—E(x)

1. > Vxdy(x=vy) {Beweis von} PGT5 1. > Vxdy(x=vy) {Beweis von} P*GT3

2. Vxady(x =y) > —=Ix—3y(x = y) T40 2. Vxdy(x=y) > —3Ix—3dy(x=y) P*T15

3. > —dx—3y(x=vy) 3. > —dx—3y(x=vy) R3(2,1)

4. —» O—3Ix—3Ay(x =) 4. —» O—Ix—3y(x =) GRT3 (3)

5. 0Ix—3Ay(x = y) > =O0—Ix—Jy(x =y) 5. 0Ix—3Ay(x = y) > =O0—3Ix—Jy(x =y) GT5
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6. OJ—3dx—Jy(x =y) > —0Ix—Ty(x =) 6. J—dx—3Jy(x =y) > —0Ix—3y(x=y) RT4(5)

7. > —03x—3y(x =) 7. > =0Ix—3y(x = y) R3 (6, 4)
8. »> —=03Ix—E(x) D3* (7)

PGT8: OV xF(x) = VxOF(x) {Die linkerseits bewiesene Umkehrung der

1. VxF(x) = F(a) A6 (J-Barcan-Formel ist kein Pi*-Gamma-Theorem!}

2. OVxF(x) —» OF(a) GRT4 (1)

3. OVxF(x) > VxOF(x) R8 (2)

{Wahrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass daraus, dass es notwendig ist, dass alles
F ist, folgt, dass alles notwendigerweise F ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht be-
weisbar, dass daraus, dass es notwendig ist, dass alles Existierende F ist, folgt, dass alles Existierende notwendi-

gerweise F ist. Warum aber soll Letzteres nicht beweisbar sein? Schon allein deshalb, weil es immens plausibel
ist, dass nicht alles Existierende notwendigerweise existiert [-VxJE(x) in Pi*-Gamma-Deutung], es aber trivi-

alerweise notwendig ist, dass alles Existierende existiert [[JVxE(x) in Pi*-Gamma-Deutung; vgl. P*GT3].}

P*GT5: IxO(E(x) A F(x)) = O3xF(x)

{Ein Theorem, das wie P*GT5 lautet, aber bei 1. E(a), F(a) — 3xF(x) A7*,R1
dem ,,E(x)“ durch ,3y(x = y)“ ersetzt ist, ist 2. E(a) A F(a) = IxF(x) R7 (1)
in Pi-Gamma beweisbar; vgl. I. in Kapitel 8.} 3. O(E(a) A F(a)) > OIxF(x) GRT6(2)

4. O(E(a) A F(a)), E(a)— O3xF(x) R2 (3)
5. IxO(E(x) A F(x)) = O3IxF(x) R9* (4)

{P*GTS — diese Anndherung aufseiten von Pi*-Gamma an die Umkehrung der O-Barcan-Formel — geht in Ord-
nung; denn es soll doch beweisbar sein, dass daraus, dass es einem Existierenden maoglich ist, zu existieren und
F zu sein, folgt, dass es moglich ist, dass etwas Existierendes F ist. Eine Uberlegung, die analog der Uberlegung
bei IxOF(x) — 03xF(x) [in Pi*-Gamma-Deutung] zeigen wirde, dass IxO(E(x) A F(x)) — 03xF(x) [in Pi*-Gamma-
Deutung] nicht beweisbar sein soll, gelingt bei dieser letzteren Schlussformel nicht; denn wahrend Ix0—E(x) —
03dx—E(x) [in Pi*-Gamma-Deutung] nicht beweisbar sein soll, weil es normalsprachlich widerlegbar ist, ist
IxO(E(x) A =E(x)) = 03Ix—E(x) [in Pi*-Gamma-Deutung] normalsprachlich betrachtet sehr wohl logisch valide.
Dieser letzteren Sachlage entsprechend ist in Pi*-Gamma beweisbar (ohne den Gebrauch von P*GT5):
1. E(a), —E(a) — Ix—E(x) A3
2. E(a) A —E(a) — Ix—E(x) R7 (1)
3. O(E(a) A —E(a)) > 03Ix—E(x) GRT6 (2)
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4. 0(E(a) A —E(a)), E(a) = 0Tx—E(x) R2 (3)
5. IXO(E(X) A =E(x)) = OIX—E(x) R9* (4).}

P*GT6: OV xF(x) > VxOI(E(x) > F(x))
{Ein Theorem, das wie P*GT6 lautet, aber bei 1. VxF(x), E(a) — F(a) A6*
dem ,E(x)“ durch ,3y(x = y)“ ersetzt ist, ist 2. VxF(x) — E(a) > F(a) GRT2 (1)
in Pi-Gamma beweisbar; vgl. I. in Kapitel 8.} 3. OVxF(x) — O(E(a) > F(a)) GRT4 (2)

4. OVxF(x), E(a) > O(E(a) > F(a)) R2(3)

5. OVxXF(X) > VxT(E(x) > F(x)) R8* (4)

{P*GT6 — diese Annaherung aufseiten von Pi*-Gamma an die Umkehrung der (3-Barcan-Formel — geht in Ord-
nung; denn es soll doch beweisbar sein, dass daraus, dass es notwendig ist, dass alles Existierende F ist, folgt,
dass es allem Existierenden notwendig ist, dass es, wenn es existiert, F ist. Eine Uberlegung, die analog der
Uberlegung bei OVxF(x) — VYx3OF(x) [in Pi*-Gamma-Deutung] zeigen wiirde, dass TV xF(x) = VYx3(E(x) > F(x))
[in Pi*-Gamma-Deutung] nicht beweisbar sein soll, gelingt bei dieser letzteren Schlussformel nicht; denn wéah-
rend OVxE(x) —> VxOE(x) [in Pi*-Gamma-Deutung] nicht beweisbar sein soll, weil es normalsprachlich wider-
legbar ist, ist (JVxE(x) — VxO(E(x) > E(x)) [in Pi*-Gamma-Deutung] normalsprachlich betrachtet sehr wohl

logisch valide. Dieser letzteren Sachlage entsprechend ist in Pi*-Gamma beweisbar (ohne den Gebrauch von

P*GT6):

1. VxE(x), E(a) = E(a) A6*

2. VXE(x) — E(a) > E(a) GRT2 (1)
3. OVxE(x) = O(E(a) > E(a)) GRT4 (2)

4. OVxE(x), E(a) » O(E(a) > E(a)) R2(3)

5. OVxE(x) > VxOJ(E(x) > E(x))  R8* (4).}

PGT9: VxOF(x)—=> OVxF(x) {Die linkerseits bewiesene (J-Barcan-Formel — oft

simpliciter , die Barcan-Formel” genannt — ist kein

1. VxOF(x) — OF(a) A6 Pi*-Gamma-Theorem!}

2. OVxF(x) — OJF(a) GRT6 (1)

3. 000F(a) — F(a) GT26 {Brouwersches Axiom}, 2. Halfte
4. OVxF(x) — F(a) RT7 (2, 3)
5. OVxOF(x) = VxF(x) R8 (4)

6. VXOF(x) — OVxF(x) GRT5 {0A > B = A — 0B} (5)
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{Wahrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass daraus, dass alles notwendigerweise F
ist, folgt, dass es notwendig ist, dass alles F ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht be-
weisbar, dass daraus, dass alles Existierende notwendigerweise F ist, folgt, dass es notwendig ist, dass alles
Existierende F ist. Warum? Es gibt ein normalsprachliches Gegenbeispiel: Wenn alles Existierende wesenhaft
physisch, also notwendigerweise physisch ist (wovon nicht wenige Giberzeugt sind), so mag es dennoch immer-
hin moglich sein [,in einer anderen moglichen Welt der Fall sein”], dass manches Existierende nicht physisch

ist. (Man beachte zur Anerkennung des Gegenbeispiels: 0Ix—F(x) <> =[JVxF(x) ist in Pi*-Gamma beweisbar.)}

PGT10: 03xF(x) — IxOF(x)110 {Die linkerseits bewiesene 0-Barcan-Formel
1. OF(a) —> IxOF(x) A7 ist kein Pi*-Gamma-Theorem!}
2. OJOF(a) —» O3xOF(x) GRT4

4. F(a) > O-0-F(a) RT6 {ABKP} (3)

5. F(a) > CJOF(a) GD3 (4)

6. F(a) > OJ3xOF(x) RT7 (5, 2)

7. IxF(x) > O3xOF(x) R9 (6)

8. OAxF(x) — IxOF(x) GRT7 {A - 0B = 0A — B} (7)

{Waéhrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass daraus, dass es moglich ist, dass man-
ches F ist, folgt, dass es manchem maoglich ist, F zu sein, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma
nicht beweisbar, dass daraus, dass es moglich ist, dass manches Existierende F ist, folgt, dass es manchem Exis-
tierenden moglich ist, F zu sein. Warum? Es gibt ein normalsprachliches Gegenbeispiel: Wenn es [,,an und fur
sich“] moglich ist, dass manches Existierende nicht physisch ist [fir ,F“ ist gesetzt: ,nicht physisch“], so mag
dennoch alles Existierende notwendigerweise physisch sein. (Man beachte zur Anerkennung des Gegenbei-
spiels [das sich gegen den Einsetzungsfall 03x—F(x) — Ix0—F(x) von 03xF(x) — IxOF(x) in Pi*-Gamma-Deutung

richtet]: VxOF(x) <> —3Ix0—F(x) ist in Pi*-Gamma beweisbar.)}

PGT11: OVxF(x) = VYxOF(x) {OVXF(x) = VYXOF(x) ist kein

1. VxF(x) — F(a) A6 Pi*-Gamma-Theorem!}

110 Dje vier in Pi-Gamma beweisbaren Barcan-Formeln — die (J-Barcan-Formel, die 0-Barcan-Formel und ihre
jeweiligen Umkehrungen — werden gewdhnlich als Satzformeln geschrieben; das lasst sich in Pi-Gamma durch
Anwendung von GRT2 (der R4-Analogie flir Gamma) auf PGT9, PGT10, PGT8 und PGT6 abbilden (wodurch die
bewiesenen Barcan-Schlussformeln in bewiesene prdmissenlose Schlussformeln (bergehen, die nun den
Barcan-Satzformeln in unmittelbarster Weise entsprechen).
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2. OV xF(x) — OF(a) GRT6 (1)
3. OVxF(x) = VxOF(x) R8 (2)

{Waéhrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass daraus, dass es moglich ist, dass alles F
ist, folgt, dass es allem maoglich ist, dass es F ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht be-
weisbar, dass daraus, dass es moglich ist, dass alles Existierende F ist, folgt, dass es allem Existierenden moglich
ist, F zu sein. Warum? Es gibt ein normalsprachliches Gegenbeispiel: Daraus, dass es [,in einer moglichen
Welt”, ,,an und fir sich“] moglich ist, dass alles Existierende nicht physisch ist, folgt nicht, dass es allem Existie-
renden moglich ist, nicht physisch zu sein; es mag da im Gegenteil manchem Existierenden nicht moglich sein,
nicht physisch zu sein; dass es so ist, ist sogar plausibel. (Das Gegenbeispiel richtet sich gegen den Einsetzungs-
fall 0¥x—F(x) & Vx0—F(x) von O0VxF(x) —> VxOF(x) in Pi*-Gamma-Deutung, wobei in Pi*-Gamma beweisbar ist:

PGT12: IxOF(x) — O3xF(x) {3xOF(x) = O3xF(x) ist kein
1. F(a) — 3IxF(x) A7 Pi*-Gamma-Theorem!}

2. OF(a) > O3xF(x) GRT4 (1)

3. IxOIF(x) — O3xF(x) R9 (2)

{Wahrend es beweisbar sein soll und in Pi-Gamma beweisbar ist, dass daraus, dass manches notwendigerweise
F ist, folgt, dass es notwendig ist, dass manches F ist, soll es nicht beweisbar sein und ist es in Pi*-Gamma nicht
beweisbar, dass daraus, dass manches Existierende notwendigerweise F ist, folgt, dass es notwendig ist, dass
manches Existierende F ist [oder anders gesagt: dass daraus, dass es etwas gibt, was notwendigerweise F ist,
folgt, dass es notwendig ist, dass es etwas gibt, was F ist]. Warum? Es gibt ein normalsprachliches Gegenbei-
spiel: Daraus, dass manches Existierende notwendigerweise physisch ist, folgt nicht, dass es notwendig ist, dass
manches Existierende physisch ist; denn es ist da doch wenigstens mit der Moglichkeit zu rechnen, dass alles
Existierende nicht physisch ist. (Man beachte zur Anerkennung des Gegenbeispiels: 0V x—F(x) <> —J3xF(x) ist

in Pi*-Gamma beweisbar.)}

P*GT7: IxOI(E(x) A F(x)) = OO3xF(x)

{Ein Theorem, das wie P*GT7 lautet, aber bei 1. E(a), F(a) — 3IxF(x) A7*,R1
dem ,E(x)“ durch ,3y(x = y)“ ersetzt ist, ist 2. E(a) A F(a) — 3IxF(x) R7 (1)
in Pi-Gamma beweisbar; vgl. I. in Kapitel 8.} 3. J(E(a) A F(a)) > O3xF(x) GRT4 (2)

4. J(E(a) A F(a)), E(a) > O3xF(x) R2(3)

5. IxCI(E(x) A F(x)) = OI3IxF(x) R9* (4)
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P*GT8: OVxF(x) > VYxO(E(x) > F(x))

{Das Theorem, das wie P*GT8 lautet, aber bei 1. VxF(x), E(a) = F(a) A6*
dem ,E(x)“ durch ,3y(x = y)“ ersetzt ist, ist 2. VxF(x) — E(a) > F(a) GRT2 (1)
in Pi-Gamma beweisbar; vgl. I. in Kapitel 8.} 3. OVxF(x) > O(E(a) > F(a)) GRT6 (2)

4. OVxF(x), E(a) = ¢(E(a) > F(a)) R2 (3)
5. OVxF(x) > VxO(E(x) > F(x)) R8* (4)

Die Schlussformel ¥x0F(x) — OVxF(x) — die Umkehrung von PGT11 — und die Schlussformel
(J3xF(x) — 3IxOJF(x) — die Umkehrung von PGT12 — ist weder in Pi*-Gamma noch in Pi-
Gamma beweisbar. Und dass es sich so verhilt, ist, wie es sein soll. Was Pi-Gamma und die
beiden Schlussformeln anbetrifft, so ist unter Heranziehung der zugehérigen Normalsprache
gegenbeispielsweise, indem man sich bei der ersteren Schlussformel auf deren Einsetzungs-
fall Vx0—F(x) — O0Vx—F(x) bezieht, zu sagen: Allem ist es moglich, nicht eine Menschenge-
samtzahl zum Zeitpunkt to zu sein, aber es ist nicht mdglich, dass alles nicht eine Menschen-
gesamtzahl zum Zeitpunkt to ist. Was aber die letztere Schlussformel angeht, so ist gegenbei-
spielsweise zu sagen: Es ist notwendig, dass etwas eine Menschengesamtzahl zum Zeitpunkt
to ist; aber nichts ist notwendigerweise eine Menschengesamtzahl zum Zeitpunkt to.*'! [Nota
bene: Kennzeichnungsnamen werden in diesen Gegenbeispielen nicht verwendet; dem in
diesem Kapitel getroffenen Vorsatz, dass Kennzeichnungsnamen in der Normalsprache nicht
vorkommen, ist also entsprochen.]

Was jedoch Pi*-Gamma und eben jene beiden genannten Schlussformeln angeht, so

ist zu sagen: Bei (J3xF(x) — 3IxCJF(x) kann man von seinem Einsetzungsfall CJ3xE(x) —

IxJE(x) ausgehen und schlicht darauf hinweisen, dass daraus, dass es notwendig ist, dass es
etwas gibt, was existiert, offensichtlich nicht folgt, dass es etwas gibt, was notwendigerweise
existiert. Dann kann aber auch nicht daraus, dass es fir alles Existierende moglich ist, nicht
zu existieren, folgen, dass es moglich ist, dass alles Existierende nicht existiert. [Der eine
Schluss ist genau dann — in unmittelbarer, intuitiver Auffassung — logisch valide, wenn der

andere logisch valide ist, und ist folglich genau dann nicht logisch valide, wenn der andere

111 Bej beiden Gegenbeispielen ist unterstellt, dass zum All iiberhaupt (gleichgiiltig, auf welche Gesamtumstan-
de — ,,mogliche Welten” — dieses All auch bezogen sein mag) die Anzahlen (Kardinalzahlen) gehéren. Es ist dies
eine plausible Unterstellung; wer sie aber nicht mitmachen will, wird sich andere Gegenbeispiele liberlegen
miussen.
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nicht logisch valide ist.] Da Vx0—E(x) — 0V x—E(x) ein Einsetzungsfall von ¥xO0F(x) — ¢0VxF(x)
ist, ist mit der eben angegebenen normalsprachlichen Widerlegung von Vx0—E(x) —
OVx—E(x) auch VxOF(x) — OVxF(x) (beide in Pi*-Gamma-Auffassung) normalsprachlich wi-
derlegt — und ist es somit gerechtfertigt, dass Vx0F(x) — O0VxF(x) in Pi*-Gamma nicht be-
weisbar ist [d. h.: nicht logisch valide ist in der Weise der durch in Pi*-Gamma formulierten
Logik].

In Fortsetzung des begonnenen Vergleichs von Pi-Gamma und Pi*-Gamma seien

noch die folgenden Theoreme beigebracht (wobei u. a. Identitét im Fokus steht, am Ende

des Vergleichs sogar ausschlieBlich):

Pi-Gamma

PGT13a: VxF(x) = OOF(a)

{Einsetzungsfall von A6}

PGT13b: OOF(a) = IxCIF(x)

{Einsetzungsfall von A7}

PGT13c: b =a, (OF(a) = (IF(b)

{Einsetzungsfall von A9}

PGT14: OVxF(x) = OF(a)

1. VxF(x) = F(a) A6

2. OVxF(x) - OF(a) GRT4 (1)

PGT15:b=a— O(b=2a)

1l.b=a,0(a=a)—> O(b=a) A9

2.—>a=a A8
3. > 0(a=a) GRT3 (2)
4. b=a—>(a=a) R2 (3)

5.b=a—O(b=a) R3 (1, 4)

Pi*-Gamma

P*GT9a: Vx[F(x), E(a) = JF(a)

{Einsetzungsfall von A6*}

P*GT9b: OIF(a), E(a) — IxTF(x)1*2

{Einsetzungsfall von A7*}

P*GT9c: b = a, (JF(a) = (IF(b)

{Einsetzungsfall von A9}

P*GT10: OVxF(x), OE(a) > OF(a)

1. VxF(x), E(a) — F(a) A6*

2. OVxF(x), OE(a) —» OF(a) GRT8 (1)

P*GT1l:b=a— O(b=2a)

{siehe links}

112 Damit dies nicht inaddquat erscheint, muss man P*GT1a,b [und D3*] neben P*GT9b in den Blick nehmen!
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PGT16:b#a— O(b=a) P*GT12:b#a— O(b#a)
l.b=a—>0O(b=a) PGT15 l.b=a—> O(b=a) P*GT11
2.—-0O(b=a) >—(b=a) RT3 (1) {siehe links}

3.b=a— ——(b=2a) T3

4.0(b=a)—> O——(b=a) GRT4(3)

5. 20-=(b=a) > -=0(b=a) RT3 (4)
6.0—(b=a)>-0(b=2a) GD3(5)
7.0—(b=2a) > —(b=a) RT7 (6, 2)

8. —(b=a)> O=(b=2a) GRT5 (7)

9. bza— O(b=a) DEF= (8)

Lasst Pi*-Gamma wie schon Pi*-Alpha zwei Interpretationen zu, eine freilogische und
eine meinongianische? Bekanntlich ist das Mogliche-Welten-Idiom hilfreich, wenn es um die
Interpretation modallogischer Systeme geht; im Folgenden bediene ich mich dieses Idioms.

Die meinongianische Interpretation von Pi*-Gamma sieht dann so aus: Jeder der sin-
guldaren Terme, der in der Normalsprache vorkommt [es sind alle keine Kennzeichnungsna-
men!], die dem meinongianisch interpretierten Pi*-Gamma zugrundeliegt, nimmt Bezug auf
etwas, und es ist relativ zu jeder moglichen Welt fiir diese Normalsprache immer dasselbe.
Allen moglichen Welten liegt zudem derselbe einheitliche Grundbereich zugrunde, in dem
jedes Etwas, auf das in der Normalsprache namentlich [bzgl. der oder der Welt] Bezug ge-
nommen wird, zu finden ist, aber auch vieles, was nicht benannt ist. Die Aufteilung des ein-
heitlichen Grundbereichs zwischen den Existierenden und den Nichtexistierenden [wobei
,existieren” bei der meinongianischen Interpretation mehr bedeutet als nur, mit etwas iden-
tisch zu sein — D3* bzw. sein normalsprachliches Aquivalent unbeschadet] ist bzgl. der mogli-
chen Welten freilich nicht immer dieselbe: Bzgl. der einen moglichen Welt existieren die So-
und-So, und nichtexistieren die und die; bzgl. einer anderen moglichen Welt existieren ande-
re, und nichtexistieren andere (wobei der Existenzumfang — korrelativ: der Nichtexistenzum-
fang — von Welt zu Welt kleiner oder gréBer sein mag). Da nun aber die Quantifikation (das,
was durch Vv und Jv ausgedriickt wird) in Pi*-Gamma (und entsprechend in der zugehori-

gen Normalsprache) auf Existierendes beschrankt ist, bleibt das Nichtexistierende quantifika-
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torisch ein Stiick weit anonym — ein Stlick weit und nicht in der Vollstéandigkeit, in der es in
Pi*-Alpha quantifikatorisch anonym ist (siehe den Anfang von Kapitel 9).

Dazu ein Beispiel: Viele wahre [in diesem Sinne: valide] Satze der relevanten Normal-
sprache haben diejenige logische Form, die durch die Satzformel ,E(a) A 0—E(a)” wiederge-
geben wird. Da E(a) A O—=E(a) = Ix(E(x) A 0—E(x)) in Pi*-Gamma beweisbar ist, ergibt sich
also die Wahrheit [Validitat] von ,Es gibt etwas Existierendes, dem es moglich ist, nicht zu
existieren”, formelsprachlich: Ix(E(x) A 0—E(x)). Hier bleibt das in einer moglichen Welt
Nichtexistierende in gewisser Weise (namlich: vermittels des wirklich Existierenden) nicht
qguantifikatorisch anonym; in gewisser anderer Weise bleibt es aber sehr wohl quantifikato-
risch anonym, denn aus der Wahrheit eines normalsprachlichen Satzes, der formelsprachlich
durch ,0—E(a)” reprasentiert wird, kann man nicht Pi*-Gamma-maRig auf die Wahrheit ei-
nes normalsprachlichen Satzes schliefen, der formelsprachlich durch , 03x—E(x)“ reprasen-
tiert wird (da in Pi*-Gamma 0—E(a) — 03x—E(x) nicht beweisbar ist).

Eine radikale, vollstandige quantifikatorische Anonymisierung des Nichtexistenten
zeigt sich in der relevanten Normalsprache lokal bei wahren Satzen der [formelsprachlich
notierten] Gestalten CJ—E(v) und —OE(v) — wobei hier (wir sind ja bei der meinongianischen
Interpretation von Pi*-Gamma und seiner Normalsprache) jene Satze in meinongianischer
Interpretation zu nehmen sind, also so, dass der durch , v schematisierte Name, wie alle
Namen der unterstellten Normalsprache, sehr wohl auf etwas Bezug nimmt, aber in seinem
Fall nun eben auf etwas, dem es nicht mdéglich ist zu existieren — auf etwas, das notwendi-
gerweise nicht existiert. Dieses Nichtexistente ist im Grundbereich (es wird ja namentlich auf
es Bezug genommen), aber in der Quantifikation kommt es schlechterdings nicht vor: kommt
es liberhaupt nicht vor (und nicht bloB in gewisser Weise nicht vor) — deshalb, weil die Quan-
tifikation, Pi*-Gamma-gemaR, existenzbeschrankt ist. Es ist anders bei einer Normalsprache,
die dem Kalkil Pi**-Gamma gemal ist; wobei sich dieser letztere Kalkiil zu Pi-Gamma und
Pi*-Gamma gerade so verhilt, wie sich Pi**-Alpha zu Pi-Alpha und Pi*-Alpha verhalt [natir-
lich unter Weglassung bei diesen drei Kalkiilen von Kennzeichnungsnamenformeln und des
Kennzeichnungsaxioms].

Wie steht es aber jetzt mit der freilogischen Interpretation von Pi*-Gamma? So:
Mancher der singuldren Terme, die in der Normalsprache vorkommen, die dem freilogisch
interpretierten Pi*-Gamma zugrundeliegt [sodass die durch Pi*-Gamma formulierte Logik,

die dieser Normalsprache passende Logik ist], nimmt Bezug auf nichts (denn eine Bezug-
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nahme auf Nichtexistentes gibt es bei der freilogischen Interpretation nicht); dennoch ist die
Bivalenz durchgangig gewahrt: Jeder Satz der Normalsprache ist so, dass entweder er oder
seine Negation valide — z. B. wahr — ist. Die singuldren Existenzsatze bei freilogischer Deu-
tung sind da keine Ausnahme: Nimmt ein singuldarer Term v auf etwas Bezug, so ist , v exis-
tiert” valide; nimmt er auf nichts Bezug, so ist ,,v existiert nicht” valide.

Der andere Pfeiler der freilogischen Interpretation ist, dass ,Es gibt ein” nicht mehr
besagt als ,,Fiir mindestens ein“ [aber natiirlich auch nicht weniger als dies besagt] — anders,

als es bei der meinongianischen Interpretation der Fall ist.

{Zur Erinnerung (an schon bzgl. Pi*-Alpha Gesagtes): Sowohl bei der meinongianischen als auch bei der freilogi-
schen Interpretation wird — im Sinne von D3* — v existiert” als ,,Es gibt ein v, sodass v v ist“ gelesen; die jewei-
lige Deutung von ,,Es gibt ein” und die jeweilige Stellungnahme dazu, ob v in jedem Fall auf etwas bezugneh-
mend ist oder nicht, macht den Unterschied zwischen den beiden Interpretationen aus. Bei der freilogischen
Interpretation besagt ,Es gibt ein”, wie gesagt, nur so viel wie ,,Fiir mindestens ein“, bei der meinongianischen
Interpretation aber mehr als nur das. In der freilogischen Interpretation wird dementsprechend ,v existiert”
exakt als der objektsprachliche Ausdruck der metasprachlichen Sachlage verstanden, dass [der singuldre Term]
v auf etwas Bezug nimmt; in der meinongianischen Interpretation hingegen wird , v existiert” als der objekt-
sprachliche Ausdruck von mehr als nur das verstanden. Bei der meinongianischen Interpretation ist sicherge-
stellt, dass jeder singulare Term der unterstellten Normalsprache auf etwas Bezug nimmt, bei der freilogischen

Interpretation aber nicht.}

Nun ist Pi*-Gamma aber — anders als Pi*-Alpha — ein modallogisches System. Einer
freilogischen Deutung von Pi*-Gamma stellen sich Schwierigkeiten in den Weg. Diese
Schwierigkeiten lassen sich an dem Theorem P*GT1a festmachen; das Theorem lautet: E(a)
— JyJ(a =), oder auch [mit D3*]: dy(a = y) — Jy[I(a = y). Bedeutet dies, dass wenn a exis-
tiert, es auch in allen moglichen Welten existiert (was hochst unerwiinscht ware)? Nein,
denn dazu misste in Pi*-Gamma Jy(a = y) — (J3y(a = y) beweisbar sein, was in Pi*-Gamma
nicht beweisbar ist. Es — P*GT1la — bedeutet vielmehr (man muss letztlich sagen: wie es
scheint), dass, wenn a existiert — also freilogisch aufgefasst: ,a“ auf etwas Bezug nimmt /
etwas bezeichnet —, ,a“ auf dieses selbe Etwas, auf welches es Bezug nimmt, in allen mogli-
chen Welten Bezug nimmt. P*GT1la konnte man, so angesehen, als Rigiditdtstheorem von
Pi*-Gamma bezeichnen. Das Problem ist nun aber, dass laut freilogischer Auffassung fir die
Existenz von a in einer beliebigen moglichen Welt w doch schon hinreichen misste (meint

man zundchst), dass ,,a“ in w auf etwas Bezug nimmt — und das tut ,,a“ ja, in jeder beliebigen
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moglichen Welt w, gemal P*GT1la (wie es scheint!), wenn a existiert! Gemal freilogischer
Auffassung miisste also (so scheint es), angesichts von P*GT1a gelten: Wenn a existiert, dann
existiert a in allen moglichen Welten, oder mit anderen Worten: dann existiert a notwendi-
gerweise (ungeachtet dessen, dass dy(a = y) — (J3y(a = y) [oder mit D3*: E(a) —» JE(a)] in
Pi*-Gamma nicht beweisbar ist) — was (wie gesagt) hochst unerwiinscht ware. Passen am
Ende der Kalkiil Pi*-Gamma und die freilogische Interpretation von ihm gar nicht zueinan-
der?

Was sich hier zeigt, ist eine gewisse Reibung zwischen Pi*-Gamma und seiner freilo-
gischen Interpretation (entlang der fiir Pi*-Alpha erprobten Linien). Von Inaddquatheit des
Kalkils flir eine freilogische Interpretation, oder Inaddquatheit freilogischer Interpretation
fir den Kalkdl, zu sprechen, ginge aber zu weit. Warum? Weil gar keine Inadaquatheit vor-
liegt. Dies zu erkennen, bedarf sorgfaltigster Unterscheidungen.

Wie schon zuvor: Wir arbeiten mit Satzformeln, als waren sie vollinterpretierte Satze,
was der textlichen (und damit auch der gedanklichen) Durchsichtigkeit sehr zutraglich ist! —

und mit der Pi*-Gamma-Logik in ihrer freilogischen Interpretation [bei Validitat = Wahrheit].

{Far ,a“ verwendet als singuldarer Term auBerhalb des Formelkontexts schreibe ich dabei ,a“; entsprechend

schreibe ich fiir ,F“ verwendet als genereller Term auRerhalb des Formelkontexts , F“.}

Angenommen dann: Jy(a = y) ist wahr in wo [in ,,der wirklichen Welt“, besser gesagt: in einer
frei gewdhlten moglichen Welt wg], mit anderen Worten: a gehort zum Grundbereich von
wo: gehort zu den wo-Existierenden. Folglich mit P*GT1a: Jy[J(a = y) ist wahr in wo, mit an-
deren Worten: Von etwas, y, das zum Grundbereich von wo gehort / zu den we-Existierenden
gehort, gilt in allen moglichen Welten, dass a mit ihm identisch ist. Daraus kann man aber
nun nicht logisch korrekt schlieRen, dass a in allen moéglichen Welten oder auch nur in einer
der von wg verschiedenen moglichen Welten existiert. Dazu miisste a [das y, das von ,,a“ in
allen moglichen Welten bezeichnet wird] ja zum Grundbereich jeder moglichen Welt geho-
ren, bzw. wenigstens zum Grundbereich einer der von wg verschiedenen moglichen Welten.
Aber das gibt die wo-Wahrheit von Jy[J(a = y) einfach nicht her. Ay[J(a = y) A 0—E(a) ist
demnach eine logisch konsistente Erweiterung von dy(J(a = y) [im Sinne der freilogisch in-
terpretierten Pi*-Gamma-Logik — genauso wie im Sinne der meinongianisch interpretierten
Pi*-Gamma Logik].
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{Zur Beseitigung der Illusion, es lage mit dyJ(a = y) A 0—E(a) eine Pi*-Gamma-logische Inkonsistenz vor, mag
es auch hilfreich sein, sich vor Augen zu fiihren, dass dy(J(a = y) A 0—E(a) <> E(a) A 0—E(a) ein Pi*-Gamma-
Theorem ist. [Zum Beweis greife man auf P*GT1a, P*GT1b und D3* zuriick.] Mit O3yJ(a = y) A 0—E(a) liegt
allerdings tatsachlich eine Pi*-Gamma-logische Inkonsistenz vor, denn (J3y(J(a = y) A 0—E(a) <> JE(a) A
O—E(a) ist ebenfalls ein Pi*-Gamma-Theorem [wegen P*GT1la, P*GT1b, D3* und GRT4]. Man beachte hierbei:

JyO(a =y) » O3JyI(a =y) ist kein Pi*-Gamma-Theorem.}

Metasprachlich kann man es auch so sagen: Wenn ,.a“ in wo etwas bezeichnet [d. h.:
etwas im Grundbereich von wo benennt], dann postbezeichnet ,a“ in jeder moglichen Welt
dasselbe wie das, was es in wo bezeichnet; das ist die tatséichliche (nicht mehr die scheinba-
re) Aussage von P*GT1la, metasprachlich gewendet. Dessen ungeachtet, dass ,a“ in jeder
moglichen Welt dasselbe postbezeichnet wie das, was es in wo bezeichnet, kann ,,a“ in einer
moglichen Welt dennoch nichts bezeichnen [d. h.: nichts im Grundbereich der fraglichen
Welt benennen]; ja, es mag in jeder von wq verschiedenen Welt nichts bezeichnen. In einer
moglichen Welt ein Etwas postzubezeichnen und in ihr dieses selbe Etwas zu bezeichnen sind
zwei verschiedene Begriffe; ein singularer Term mag den zweiten Begriff nicht erfillen, auch
wenn er den ersten erfillt.

Wie in Pi*-Gamma in freilogischer Interpretation das Quantifizieren aufzufassen ist,
ist nun nebenbei schon ein Stiick weit deutlich geworden. Aber das Quantifizieren in Pi*-
Gamma in freilogischer Interpretation sei nun im Vergleich mit dem Quantifizieren in Pi*-
Gamma in meinongianischer Interpretation eigens herausgestellt, wobei auch klar ersichtlich
werden wird, wie sehr sich die freilogische und die meinongianische Interpretation von Pi*-

Gamma quantifikatorisch entsprechen:

Pi*-Gamma-Quantifizieren [und was Pi*-Gamma-Quantifizieren [und was
damit zusammenhangt] freilogisch damit zusammenhangt] meinongianisch
Jo... Jo...

Lesarten [verschieden lautend, aber Lesarten [verschieden lautend, aber
gleichbedeutend]: gleichbedeutend]:

Es gibt ein v... Es gibt ein v...

Fur mindestens ein existierendes v... Fur mindestens ein existierendes v...
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Fiir mindestens ein v...

Yo...

Lesarten [verschieden lautend, aber
gleichbedeutend]:

Fur alle v...

Fir alle existierenden v...

E(V) =pef FV(V = V)

Lesarten von E(v) [verschieden lautend, aber
gleichbedeutend]:

v existiert [oder: v existiertr.]

Es gibt v

Aus einem Pool von Etwassen ist

jeder moglichen Welt ein Grundbereich
zugeordnet. Der zugeordnete Grundbereich
kann leer sein. In einer moglichen Welt zu
existieren [E], bedeutet, Element des ihr
zugeordneten Grundbereichs zu sein, wobei,

in einer moglichen Welt nicht zu existieren [—E],
nicht vorkommt. Dennoch kann —E(a) in einer
moglichen Welt wahr sein, ndmlich dann, wenn
o nichts im Grundbereich der méglichen

Welt benennt — ungeachtet dessen, dass
VxXE(x) in jeder moglichen Welt wahr ist.

Wenn ein Name[hier eine unstrukturierte und
sinnunbestimmte Namenformel o in der
Namensrolle] in einer moéglichen Welt

auf etwas Bezug nimmt, etwas bezeichnet,
etwas benennt, so ist es etwas aus dem

Grundbereich der jeweiligen Welt.

Fiir mindestens ein existierendes+ [oder: existierendesw]
V...

Es gibt+ ein v...

Yv...

Lesarten [verschieden lautend, aber
gleichbedeutend]:

Fir alle v...

Fir alle existierenden v...

Fir alle existierenden+ v...

E(V) =pef FV(V = V)

Lesarten von E(v) [verschieden lautend, aber
gleichbedeutend]:

v existiert [oder: v existiertm]

Es gibt v

v existiert+

Es gibt+ v

Aus einem Pool von Etwassen, dem Grundbereich,

sind jeder méglichen Welt die, die in ihr existieren+,

und komplementar dazu die, die in ihr nicht

existieren+, zugeordnet. Es kann vorkommen, dass in einer
moglichen Welt alle aus dem Pool nicht existieren+.

In einer moéglichen Welt zu existieren+ [E], bedeutet

zu den in ihr Existierenden+ zu gehoéren. In einer moglichen
Welt nicht zu existieren+ [—E], bedeutet, zu denen zu
gehoren, die in ihr nicht existieren+. Jeder Name [hier jede
unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel o

in der Namensrolle] bezeichnet in jeder

moglichen Welt etwas aus dem Grundbereich. —E(a) kann
in einer moglichen Welt wahr sein, und ist es dann, wenn
a auf in der moglichen Welt nicht Existierendes+ Bezug
nimmt — ungeachtet dessen, dass VxE(x) in jeder

moglichen Welt wahr ist.
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Semantisch-analytisch gilt: Semantisch-analytisch gilt:
o bezeichnet in der moglichen Welt w o bezeichnet in der moéglichen Welt w
x13 nur dann, wenn x dem Grundbereich x nur dann, wenn x dem Grundbereich angehort.

von w angehort.

Wenn x dem Grundbereich von w nicht
angehdrt, dann kann o x in w immer noch
postbezeichnen,** wobei definitorisch gilt:

o, postbezeichnet x in w genau dann, wenn x dem
Grundbereich irgendeiner méglichen Welt w’
angehort und a x in w’ bezeichnet. Daraus, dass
o x in w bezeichnet, folgt also, dass o x in w
postbezeichnet, aber nicht vice versa. Allerdings:
Daraus, dass a. x in w postbezeichnet und x dem
Grundbereich von w angehort, folgt, dass

o x in w bezeichnet (wegen der ,Rigiditat der
Postreferenz”, von der in Pi*-Gamma fir o

wegen P*GT1a auszugehen ist).

Semantisch-analytisch gilt: Semantisch analytisch gilt:
Juo[v] ist wahr in der moglichen Welt w Juo[v] ist wahr in der moéglichen Welt w
genau dann, wenn von einem x, das dem genau dann, wenn von einem x, das dem Grundbereich

Grundbereich von w angehort, o[_] in w wahrist. angehort und das in w existiert+, o[_] in w wahr ist.
Yvuc[v] ist wahr in der moéglichen Welt w Yvuac[v] ist wahr in der moéglichen Welt w
genau dann, wenn von jedem x, das dem genau dann, wenn von jedem x, das dem Grundbereich

Grundbereich von w angehort, o[_] in w wahrist.  angehort und das in w existiert+, c[_] in w wahr ist.

Es mag so scheinen, als sei die logische Validitat von VxE(x) bei meinongianischer In-
terpretation von Pi*-Gamma eine Trivialitat, bei freilogischer Interpretation aber nicht. Doch

ist das tatsachlich eine leicht zu beseitigende Illusion. Zunachst haben wir:

Semantisch-analytisch gilt insbesondere: Semantisch-analytisch gilt insbesondere:

VXE(x) ist wahr in der moglichen Welt w VXE(x) ist wahr in der moglichen Welt w

113 o bezeichnet in der méglichen Welt w x“, ,o benennt in der mdglichen Welt w x“, ,,o. nimmt in der mogli-
chen Welt w auf x Bezug” und [Anglo-Deutsch] ,a referiert in der moéglichen Welt w auf x“ sind synonyme Aus-
driicke.
114 o postbezeichnet in der méglichen Welt w x“, ,,a postbenennt in der méglichen Welt w x“, ,o. nimmt in der
moglichen Welt w auf x Post-Bezug” und ,a postreferiert in der moglichen Welt w auf x“ sind synonyme
Ausdriicke.
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genau dann, wenn von jedem x, das dem genau dann, wenn von jedem x, das dem Grundbereich

Grundbereich von w angehort, E(_) in w wahrist.  angehort und das in w existiert+, E(_) in w wahr ist.

Und weiter haben wir (semantisch-analytisch geltend):

x existiert in w gdw. x gehort dem Grundbereich In w zu existieren+ beinhaltet mehr als bloR ein Etwas in w
von w an [x ist ein Etwas in w]; siehe oben. zu sein: beinhaltet mehr als dem (allen méglichen Welten
gemeinsamen) Grundbereich anzugehoren; siehe oben.

E(_) ist von x in w wahr gdw. x existiert in w. E() ist von x in w wahr gdw. x existiert+ in w.

Damit ergibt sich:

Semantisch-analytisch gilt: Semantisch-analytisch gilt:

VXE(x) ist wahr in der moglichen Welt w VXE(x) ist wahr in der moglichen Welt w

genau dann, wenn jedes x, das in w genau dann, wenn jedes x, das dem Grundbereich
existiert, in w existiert. angehort und in w existiert+, in w existiert+.

Also (es ist absehbar): Nach der linken, freilogischen Interpretation von Pi*-Gamma [d. h.:
bei freilogischer Normalsprache von Pi*-Gamma, wobei in der Normalsprache formelsprach-
liche Elemente zugelassen sind] ist die logische Validitdit von VXE(x) schlussendlich ganz
ebenso eine Trivialitdt wie nach der rechten, meinongianischen Interpretation. Soll VxE(x)
nicht trivialerweise logisch valide sein, so muss man sich schon dem bereits erwahnten Kal-
kal Pi**-Gamma plus Normalsprache zuwenden, der auf den [um das ,Kennzeichnungswe-
sen” gekirzten] Kalkil Pi**-Alpha aufbaut. Leider ist dann VxE(x) aber auch gleich gar nicht
logisch valide [im Gegensatz zu V3xE(x), oder m. a. W.: —3x—E(x); siehe dazu das vorausge-
hende Kapitel], ja bei entsprechender Normalsprache [die formelsprachliche Elemente zu-
[asst] nicht einmal valide.

Die Pi*-Gamma-Definition der Existenz — D3* — lautet bei beiden Interpretationen
von Pi*-Gamma gleich (wenn auch der Gehalt nicht derselbe ist). Die Rechtfertigung dafiir

ist wie folgt. Zunachst:

Semantisch-analytisch gilt: Semantisch-analytisch gilt:
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Ju(a = v) ist wahr in der moglichen Welt w Ju(o = v) ist wahr in der moglichen Welt w

genau dann, wenn von einem x, das dem genau dann, wenn von einem x, das dem Grundbereich
Grundbereich von w angehoért, (c=_)inw angehort und das in w existiert+, (o = _) in w wahr ist.
wabhr ist.

Damit und mit weiter oben Gesagtem (lUber Existenz in moglichen Welten):

Semantisch-analytisch gilt: Semantisch analytisch gilt:

Ju(a = v) ist wahr in der moglichen Welt w Ju(o = v) ist wahr in der moglichen Welt w

genau dann, wenn von einem x, das in w genau dann, wenn von einem x, das dem Grundbereich
existiert, gilt: o bezeichnet x in w. 11° angehort und das in w existiert+, gilt: o bezeichnet x in w.
Also: Also:

Ju(a = v) ist wahr in der moéglichen Welt w Ju(a = v) ist wahr in der moglichen Welt w

genau dann, wenn o in w existiert; genau dann, wenn a. in w existiert+;

wobei a dasjenige x sei, das o in w bezeichnet. wobei a. dasjenige x sei, das dem Grundbereich angehort

und das o in w bezeichnet.

Die Einzigkeitsbedingung fiir den metasprachlichen Kennzeichnungsnamen ,dasjenige x, das dem Grundbereich
angehort und das o in w bezeichnet” ist bei meinongianischer Interpretation von Pi*-Gamma fir alle mogli-
chen Welten w und Namen o, die keine Kennzeichnungsnamen sind (und nur solche Namen o kommen in einer
Pi*-Gamma angemessenen Normalsprache vor), ohne Weiteres erfiillt. Hingegen: Die Einzigkeitsbedingung flr
den metasprachlichen Kennzeichnungnamen ,,dasjenige x, das a in w bezeichnet” ist bei freilogischer Interpre-
tation von Pi*-Sigma filr eine gegebene mogliche Welt w und einen gegebenen Namen «, der kein Kennzeich-
nungsname ist (nur solche Namen kommen in der Pi*-Gamma zugehorigen Normalsprache vor), nicht ohne
Weiteres erfillt. Es ist per Semantik der Namen klar, dass ein Name in einer moglichen Welt héchstens ein

Etwas bezeichnet; es ist aber aus freilogischer Sicht nicht per Semantik der Namen klar, dass ein Name in einer

115 Dass von x in w (o = _) wahr ist, besagt fiir sich genommen nur, dass o x in w postbezeichnet, m. a. W.: dass
es irgendeine mogliche Welt w’ gibt, sodass x dem Grundbereich von w’ angehért und o x in w” bezeichnet.
Jedoch in Anwesenheit dessen, dass x dem Grundbereich von w angehort, oder anders gesagt: dass x in w exis-
tiert, besagt es, dass a x in w bezeichnet (und nicht bloR postbezeichnet). — Eine Frage: Konnte (o. = _) von x in
w wahr sein, ohne dass o x in w postbezeichnet? Wenn es so wére, so wiirde o x in w ,, denotieren”, ohne dass
x dem Grundbereich irgendeiner méglichen Welt (w eingeschlossen) angehoért. Angesichts des Pi*-Gamma-
Theorems — Vx(a = x > OE(x)) scheint das ausgeschlossen; aber in Wahrheit zeigt sich hier nur, dass Pi*-
Gamma nicht (iber die Mittel verfiigt, die fragliche Mdéglichkeit adaquat auszudriicken; in Pi**-Gamma sieht es
anders aus: — Vx(a = x > OE(x)) ist da kein Theorem und Jvx(a = x A =0E(x)) kein logischer Widerspruch [wah-
rend — Vax(a = x > OE(x)) ein Theorem ist und Ix(a = x A —OE(x)) ein logischer Widerspruch]. Freilich bewegt
man sich mit Pi**-Gamma im Rahmen des Meinongianismus und eben nicht im Rahmen Freier Logik. Im Geiste
Freier Logik ist zu sagen: Die gestellte Frage ist zu verneinen; denn wenn a x in w nicht postbezeichnet, dann
,denotiert” o x in w auch nicht, dann steht a in keinem Sinn in w fir x, und demnach kann (o = _) nicht in w
von x wahr sein. [Dennoch mag (o = B) in w wahr sein; (o = ) mag sogar in w wahr sein, wenn —QE(a) in w
wahr ist: ,Minerva = Athene” ist wahr in wo, obwohl ,—0E(Minerva)“ in wo ebenfalls wahr ist — auch wenn man
es freilogisch ansieht, nicht meinongianisch.]
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moglichen Welt iberhaupt etwas bezeichnet. Vielmehr: Die Einzigkeitsbedingung fir ,dasjenige x, das a in w
bezeichnet” ist bei freilogischer Interpretation von Pi*-Gamma dann und nur dann erfillt, wenn von einem x,
das in w existiert, gilt: o bezeichnet x in w. Denn a bezeichnet (aus freilogischer Perspektive) eben nur dann x
in der moéglichen Welt w, wenn x in w existiert, d. h.: im Grundbereich von w ist, wie schon weiter oben als
semantisch-analytische Feststellung zur freilogischen Interpretation von Pi*-Gamma gesetzt wurde. Es kommt
vor, dass a nichts im Grundbereich der moglichen Welt w bezeichnet, also in w nichts bezeichnet. (Es kommt
auch vor, dass o in w nichts postbezeichnet — siehe ,,Pegasus” oder ,Minerva” —, was freilogisch bedeutet, dass
o in w absolut nichts ,denotiert”, komplett fir nichts steht; vgl. dazu Funote 115.)

Wie (1.) ,,a existiert+ in w*“ — bei: & =per dasjenige x, das dem Grundbereich angehért und das o in w
bezeichnet — semantisch-analytisch dquivalent ist (fir alle moglichen Welten w) mit ,Von einem x, das dem
Grundbereich angehort und das in w existiert+, gilt: a. bezeichnet x in w”, so ist (2.) ,a existiert in w” — bei o
=pef dasjenige x, das o in w bezeichnet — semantisch-analytisch dquivalent mit ,Von einem x, das in w existiert,
gilt: o bezeichnet x in w”. Hier der Beweis fiir die letztere Aquivalenz (diejenige bei freilogischer Interpretation
von Pi*-Gamma), in welchem Beweis logische Symbole der Ubersichtlichkeit halber informell metasprachlich

und mit véllig vertrautem — klassischem — Sinn (Pi-Alpha-Sinn!) verwendet werden:

1. Ix(x existiert in w und o bezeichnet x in w) Annahme
. Ix(a bezeichnet x in w) aus 1. pradikatenlogisch

. 3x(o bezeichnet x in w) aus 2. mit dem semantisch-analytischen Prinzip 3<!x(a. bezeichnet x in w)

A W N

. x(ow bezeichnet x in w) existiert in w aus 1. und 3. kennzeichnungslogisch: wegen 3x(B[x] A A[x]), 3!xA[X]

— B[wxA[x]]

5. a existiert in w aus 4. wegen a. =pef 1X(at bezeichnet x in w)

1. o existiertin w Annahme

2. 1x(ow bezeichnet x in w) existiert in w aus 1. wegen o =pef 1X(0t bezeichnet x in w)

3. A!x(c bezeichnet x in w) aus 2. mit der folgenden kennzeichnungslogischen Konvention: —3!x(o

bezeichnet x in w) — 1x(a bezeichnet x in w) existiert nicht in w

4. o, bezeichnet 1x(a bezeichnet x in w) in w aus 3. kennzeichnungslogisch: wegen 3!xA[x] — A[xA[X]]
5. a bezeichnet o in w aus 4. wegen a =pef 1X(aL bezeichnet x in w)
6. Ix(x existiert in w und o bezeichnet x in w) aus 1. und 5. pradikatenlogisch

Und hier noch der Beweis fiir die erstere Aquivalenz (diejenige bei meinongianischer Interpretation von Pi*-

Gamma):
1. Ix(x gehort dem Grundbereich an und x existiert+ in w und a. bezeichnet x in w) Annahme
2. 31x(x gehort dem Grundbereich an und o bezeichnet x in w) semantisch-analytischen Prinzip

3. ix(x gehort dem Grundbereich an und o bezeichnet x in w) existiert+ inw  aus 1. und 2. wegen 3Ix(A[x] A
B[x] A C[x]), !x(A[x] A C[x]) = B[wx(A[x] A C[x]]
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4. o existiert+in w aus 3. wegen a. =pef 1X(X gehort dem Grundbereich an und a

bezeichnet x in w)

1. a existiert+in w Annahme

2. 31x(x gehort dem Grundbereich an und o bezeichnet x in w) semantisch-analytisches Prinzip

3. ix(x gehort dem Grundbereich an und o bezeichnet x in w) gehdrt dem Grundbereich an und o bezeichnet

1X(x gehort dem Grundbereich an und o bezeichnet x in w) in w aus 2. wegen FIxA[x] = A[ixA[x]]

4. a. gehort dem Grundbereich an und o bezeichnet a in w aus 3. wegen o =pef 1X(x gehort dem
Grundbereich an und o bezeichnet x in w)

5. Ix(x gehort dem Grundbereich an und x existiert+ in w und o bezeichnet x in w) aus4.und 1.

pradikatenlogisch

Eine Besonderheit von Pi*-Gamma wie auch von Pi-Gamma ist der Ausschluss der Kenn-
zeichnungsnamenformeln und entsprechend von Kennzeichnungsnamen in jeder Normal-
sprache, die zur Deutung des Kalkiils herangezogen werden darf: Nur unstrukturierte und
sinnunbestimmte Namenformeln und ihre normalsprachlichen Gegenstiicke sind Gegen-
stand der Betrachtung. Ein schon fir sich genommen zureichender Grund fiir diese Be-
schrankung (weitere zureichende Griinde finden sich im nachsten Kapitel) ist — wie sich
gleich zeigen wird —, dass sowohl in Pi*-Gamma als auch in Pi-Gamma die Schlussformel
Jy(a = y) > Jy(a = y) beweisbar ist [mit P*GT1a und D3* bzw. mit PGT2 und R2]. Die Be-
zeichnung ,Rigiditatstheorem® fiir diese beweisbare Schlussformel ist, was Pi-Gamma und
nicht minder was Pi*-Gamma in meinongianischer Interpretation angeht, vollstandig ange-
messen. Denn die Schlussformel bringt in Pi-Gamma zum Ausdruck, dass Namen — d. h. im
Sinne der eben beschriebenen Beschrankung: Namen, die keine Kennzeichnungsnamen sind
—in allen moglichen Welten dasselbe bezeichnen, was sie in der [frei gewahlten] wirklichen
Welt bezeichnen, sofern sie in der wirklichen Welt etwas bezeichnen (und das tun sie in je-
dem Fall: > Jy(a =y) ist ja ein Theorem von Pi-Gamma). Und in Pi*-Gamma in meinongiani-
scher Interpretation bringt die fragliche Schlussformel zum Ausdruck, dass Namen [aber von
Kennzeichnungsnamen abgesehen!] in allen moéglichen Welten dasselbe bezeichnen, was sie
in der wirklichen Welt bezeichnen, sofern sie in der wirklichen Welt etwas bezeichnen, was
existiert+, was dann freilich in anderen moglichen Welten — vielleicht gar in allen anderen
moglichen Welten — nicht existieren+ mag. Was Pi*-Gamma in freilogischer Interpretation

angeht, so ist die Bezeichnung ,Rigiditatstheorem* fiir die beweisbare Schlussformel Jy(a =
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y) = 3Jyd(a = y) nicht vollstandig, aber immerhin doch auch nicht blof8 halbwegs angemes-
sen. Denn da bringt diese Schlussformel zum Ausdruck, dass Namen [aber von Kennzeich-
nungsnamen abgesehen!] in allen moéglichen Welten dasselbe postbezeichnen, was sie in der
wirklichen Welt bezeichnen, sofern sie in der wirklichen Welt etwas [wobei ,etwas” und
,etwas Existierendes” als Synonyme gelten] bezeichnen, mogen sie in anderen moglichen
Welten auch nichts [nichts Existierendes] bezeichnen.

Was wiirde nun geschehen, wenn man Kennzeichnungsnamenformeln in Pi-Gamma
bzw. in Pi*-Gamma, ob freilogisch oder meinongianisch interpretiert, nicht verbote, sondern
zulieBe und korrelativ Kennzeichnungsnamen in den zugehorigen Normalsprachen? Aus dem
Theorem Jy(a = y) — JyJ(a = y) ginge dann durch uniforme Substitution der Einsetzungsfall
Jy(xF(x) = y) = IJyOd(wxF(x) = y) hervor, und letztere Schlussformel ware dann ebenfalls ein
Theorem; sie ware also in der Weise der durch Pi-Gamma bzw. Pi*-Gamma dargestellten
[formulierten] Logik logisch valide. Aber gegen eine solche logische Validitat von Jy(ixF(x) =
y) — JyOJ(1xF(x) = y) gibt es massive Einwande, welche jeder fiir Pi-Gamma bzw. Pi*-Gamma
nun doch sicherlich anzustrebenden ausdrucksmdfSig eher umfassenden Normalsprache zu
entnehmen sind. Z. B. ist einschlagig fur Pi-Gamma: (a) ,,Etwas [namlich Trump] ist so, dass
der Prasident der USA im Jahre 2019 damit identisch ist; aber nichts ist so, dass notwendi-
gerweise der Prasident der USA im Jahre 2019 damit identisch ist.“ Und entsprechend ist
einschlagig fur Pi*-Gamma sowohl in freilogischer Interpretation als auch in meinongiani-
scher Interpretation: (b) ,Es gibt etwas [ndmlich Trump], womit der Prasident der USA im
Jahre 2019 identisch ist; aber es gibt nichts, womit notwendigerweise der Prasident der USA
im Jahre 2019 identisch ist.“ Sowohl (a) als auch (b) sind wahr [ganz gewiss bei einem stren-
gen Verstandnis von Notwendigkeit, etwa im Sinne der In-sich-Notwendigkeit]; wie kann
man da, hatte man Texte wie (a) und (b) in der Normalsprache (und die hat man in einer
ausdrucksmdfig eher umfassenden Normalsprache sehr leicht), von einer logischen Validitat
von 3y(ixF(x) = y) — JyO(ixF(x) = y) sprechen? Gar nicht kann man davon sprechen. Hinge-
gen: (c) ,Etwas ist so, dass Trump damit identisch ist; und etwas [ndamlich Trump] ist sogar
so, dass notwendigerweise Trump damit identisch ist” (einschlagig fir Pi-Gamma) und (d)
,Es gibt etwas, womit Trump identisch ist; und es gibt sogar etwas [namlich Trump], womit

notwendigerweise Trump identisch ist” (einschlagig fiir Pi*-Gamma) sind ebenfalls wahr,
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und sie gehen mit einer logischen Validitat von 3y(a = y) —» 3yJ(a = y), aber einer ohne Sub-

stituierbarkeit von Kennzeichnungsnamenformeln fiir ,a“, vollig konform.
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11. Das Substitutionsproblem modaler Pradikatenlogik und
die Kalkiile Pi+-Gamma und Pi*+-Gamma, sowie Pi++-

Gamma

Es verweist auf nichts Geringes, dass zu Pi-Gamma nicht A10 und zu Pi*-Gamma nicht A10*
gehort und (berhaupt Kennzeichnungsnamenformeln von den genannten Systemen voll-
standig ausgeschlossen wurden. Es werden dadurch schwerwiegende Probleme vermieden —
die, Gbrigens, seit langem bekannt sind. Besonders hat W. V. Quine auf sie aufmerksam ge-
macht, ja er hat wegen dieser Probleme das Recht einer Pradikatenlogik mit Modaloperato-
ren bestritten, in der diese, was ihre moglichen Positionen vis-a-vis den Quantoren anbe-
trifft, syntaktisch unbefangen ganz wie die wahrheitsfunktionalen Satzoperatoren verwendet
werden.

Betrachten wir Pi-Gamma. Da haben wir PGT2 und seinen Beweis:

PGT2: —» Jy((a=y)

1.>a=a A8
2.>0(@=a) GRT3 (1)
3.0(a=a)—>3dy(a=y) A7

4. > 3dyO(a=y) R3(3, 2)

Nun ist das Folgende ein Einsetzungsfall von PGT2 und ware daher vorderhand genauso ein
Theorem von Pi-Gamma wie PGT2, wenn Kennzeichnungsnamenformeln zu Pi-Gamma
hinzugenommen wirden: — JyJ(ixF(x) = y). Und selbstverstandlich lasst sich dies auch
direkt in Pi-Gamma beweisen, wenn Kennzeichnungsnamenformeln zu Pi-Gamma

hinzugenommen wiirden:

1. — 1xF(x) = wxF(x) A8
2. — O(xF(x) = xF(x)) GRT3 (1)

3. O(xF(x) = 1xF(x)) > Iy (wxF(x) = y) A7
276



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

4. — IyO(ixF(x) = y) R3 (3, 2)

Aber Satze, deren logische Form sich durch JyJ(ixF(x) = y) darstellen lasst, sind im unmit-
telbaren, natirlichen Verstandnis oftmals nicht wahr — was zu ???? gar nicht passt. Ein Bei-
spiel ist dieser Satz: ,Manches ist so, dass notwendigerweise die Anzahl der Planeten [d. h.:
die Anzahl der Planeten der Sonne; die Sonneplanetenzahl] mit ihm identisch ist“; im Gegen-
satz zu dem, was hierdurch gesagt wird, ist offenbar nichts so, dass notwendigerweise die
Anzahl der Planeten mit ihm identisch ist. [Das Wort ,,offenbar” kann durch ,,gewiss” ersetzt
werden, wenn mit ,notwendigerweise” gemeint ist: ,,in sich notwendigerweise”.]

Der vorgelegte Beweis von — Jy[J(ixF(x) = y) in Pi-Gamma, wenn Kennzeichnungs-
namenformeln zu Pi-Gamma hinzugenommen wirden, legt nahe, dass das Problem A7 ist
(A8, GRT3 und R3 sind unangreifbar), insbesondere natirlich der im Beweis verwendete A7-
Einsetzungsfall CJ(1xF(x) = wxF(x)) = JyJ(1xF(x) = y). Und in der Tat liegen modale Gegenbei-
spiele zu A7 vor, etwa bezogen auf den gerade angegebenen Einsetzungsfall von ihm: Ob-
wohl es notwendig ist, dass die Anzahl der Planeten identisch mit der Anzahl der Planeten
ist, so folgt daraus doch nicht, dass manches so ist, dass notwendigerweise die Anzahl der
Planeten mit ihm identisch ist; im Gegenteil ist, wie gesagt, offenbar nichts notwendiger-

weise so, dass die Anzahl der Planeten mit ihm identisch ist.

{Dieses Gegenbeispiel zu A7 und die nachfolgend noch angegebenen Gegenbeispiele zu A6 und A9 lassen sich
far Pi-Alpha nicht angeben, obwohl in Pi-Alpha Kennzeichnungsnamenformeln ,,zuhause” sind. Warum nicht?
Deshalb, weil Pi-Alpha im Gegensatz zu Pi-Gamma keine Modaloperatoren enthalt und dementsprechend die
Pi-Alpha zugehorige Normalsprache ebenfalls keine Modaloperatoren enthdlt. Die Pi-Alpha zugehorige Nor-
malsprache ist eine fiir wissenschaftliche Zwecke [letztlich: die Formulierung valider objektivontisch-
wissenschaftlicher Theorien] ,idealere” Sprache, als es die Pi-Gamma zugehorige Normalsprache ist; denn von
den funf Idealitatsaspekten einer idealen Wissenschaftssprache, die in Kapitel 0 angegeben wurden, hat die Pi-
Alpha zugehdrige Normalsprache alle funf, wahrend die Normalsprache, die Pi-Gamma zugehort, zwar vier der

funf hat, den Aspekt (4) aber nicht: deshalb nicht, weil sie alethische Modaloperatoren enthélt.}

Die Probleme, die Kennzeichnungsnamenformeln in Pi-Gamma mit sich bringen wir-

den, sind nicht auf A7 beschrankt: auch A6 und A9 sind betroffen. Das Folgende ist ein Ein-
setzungsfall von A9: 1xF(x) = a, O(a = a) > OJ(1xF(x) = a); aber wahrend die Anzahl der Plane-

ten identisch mit 8 ist und es notwendig ist, dass 8 identisch mit 8 ist, ist es doch nicht not-
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wendig, dass die Anzahl der Planeten identisch mit 8 ist. Das Folgende schlieRlich ist ein Ein-
setzungsfall von A6: VyO(y # 1xF(x)) — O(1xF(x) # 1xF(x)); aber wahrend es allem moglich ist
[sicherlich in sich mdglich ist], nicht die Anzahl der Planeten zu sein (auch der Zahl 8 — der
tatsachlichen Anzahl der Planeten — ist es [in sich] moglich, nicht die Anzahl der Planeten zu
sein!), ist es nicht moglich, dass die Anzahl der Planeten nicht die Anzahl der Planeten ist.

AulRerdem: Das Folgende ist ein Einsetzungsfall von PGT15: xF(x) = a — O (1xF(x) = a);
aber obwohl die Anzahl der Planeten mit 8 identisch ist, ist das doch nicht notwendigerweise
so. Und schlieBlich: 1xF(x) = a — CJ(1xF(x) # a) ist eine Spezialisierung von PGT16; aber ob-
wohl die Anzahl der Planeten von 10 verschieden ist, ist es doch nicht notwendig, dass es
sich so verhalt.

Was ist angesichts dieser Lage zu tun — wenn nicht Kennzeichnungsnamenformeln
aus dem Kalkul zu verbannen, und Kennzeichnungsnamen aus der zugehorigen Normalspra-
che? Von Pi-Gamma zu Pi*-Gamma (iberzugehen, 16st die Probleme definitiv nicht. Denn
Pi*-Gamma ist nicht weniger von Inadaquatheiten betroffen als Pi-Gamma, wenn Kenn-
zeichnungsnamenformeln hinzugenommen wiirden. A9 gehort ja sowohl zu Pi-Gamma als
auch zu Pi*-Gamma, und P*GT11 und P*GT12 lauten gleich mit PGT15 und PGT16 (und die
Beweise fiir die Ersteren lauten gleich mit den Beweisen fiir die Letzteren). Die ,inkriminier-
ten” Spezialisierungen von A9, PGT15 und PGT16 auf der Pi-Gamma-Seite sind ,inkriminier-
bare” Spezialisierungen von A9, P*GT11 und P*GT12 auf der Pi*-Gamma-Seite; dazu braucht
man in den angegebenen Gegenbeispielen zu den erstgenannten Spezialisierungen den Aus-
druck ,die Anzahl der Planeten” (durch welchen ,,1xF(x)“ instanziiert — nicht etwa spezialisiert
— wird) nur durch den Ausdruck ,die existente Anzahl der Planeten” zu ersetzen (in Anpas-
sung an Pi*-Gamma statt Pi-Gamma).

Was dann die Axiome A6* und A7* angeht, so sind die Schlussformeln VyO(y #
xF(x)), E(1xF(x)) — O(uxF(x) # 1xF(x)) und CJ(1xF(x) = wxF(x)), E(xxF(x)) — Iy (1xF(x) = y) Spezi-
alisierungen von jenen Axiomen — Spezialisierungen, die kontra-instanziiert sind:

(1) Allem Existenten (auch Donald Trump) ist es moglich verschieden von dem [auf
eine Moglichkeit bezogen] existenten 45. US-Prasidenten zu sein, und der existente 45. US-
Prasident existiert; aber es ist nicht moglich, dass der existente 45. US-Prasident verschieden
von dem existenten 45. US-Prdsidenten ist.

(2) Es ist notwendig, dass der existente 45. US-Prasident identisch mit dem existenten

45, US-Prasidenten ist, und der existente 45. US-Prasident existiert; aber nichts Existentes
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(auch nicht Donald Trump) ist so, dass notwendigerweise der [unter den jeweiligen Umstan-
den] existente 45. US-Prasident mit ihm identisch ist.

Was schlielllich — JyJ(a = y) [PGT2] angeht, so ist es allerdings nicht in Pi*-Gamma
beweisbar; beweisbar ist aber in Pi*-Gamma E(a) — Jy(J(a = y) [P*GT1a, woraus nach An-
wendung von D3* , das Rigiditatstheorem” hervorgeht]. Und E(a) — Jy[J(a = vy) ist kontra-
instanziiert, wenn Kennzeichnungsnamenformeln zu Pi*-Gamma hinzugenommen wiirden,
da dann die folgende Spezialisierung von E(a) — JyJ(a = y) kontra-instanziiert ist: E(1xF(x))
— AyJ(1xF(x) = y) (welcher Einsetzungsfall von P*GT1a nach dem Muster des Beweises von
P*GT1a selbstverstandlich auch direkt in Pi*-Gamma mit Kennzeichnungsnamenformeln
beweisbar ware). Denn der existente 45. US-Prasident existiert, aber nichts Existentes ist so,
dass notwendigerweise der [unter den jeweiligen Umstdnden] existente 45. US-Prasident
mit ihm identisch ist.

Was also ist zu tun, wenn Kennzeichnungsnamenformeln in einen modal-
pradikatenlogischen Kalkil aufgenommen werden sollen (und das sollen sie doch, wenn ir-
gend moglich)? Die grundlegende Erkenntnis ist die, dass umgangssprachliche und auch wis-
senschaftssprachliche Ausdriicke der Form 1xF(x) — ,,das [der, die] F“ — in jeder ihrer zwei
Auffassungen — (1) ,das [ausgewahlte] Etwas, das F ist”, oder aber (2) ,das [ausgewahlte]
existente Etwas, das F ist” — wiederum zweifach aufgefasst werden kénnen und auch aufge-
fasst werden: (a) so, dass die enthaltene Beschreibung (symbolisiert durch ,F“) einzig und
allein der Auswahl der tatsdchlichen Bezugsentitat [der Bezugsentitat im Wirklichkeitskon-
text] fur den singuldaren Term , der [die, das] F“ dient (im Einklang mit A10 bzw. A10*) und
dann der hergestellte Bezug in allen [sprachlich unterstellten] Méglichkeitskontexten [ein-
schlieBlich des Wirklichkeitskontexts] invariant festgehalten wird; (b) so, dass die enthaltene
Beschreibung (symbolisiert durch ,F“) der Auswahl der Bezugsentitat fir den singuldren
Term ,der [die, das] F“ im jeweiligen Mdglichkeitskontext [unter anderem auch im Wirklich-
keitskontext] dient (im Einklang mit A10 bzw. A10*) und deshalb der jeweils hergestellte
Bezug in verschiedenen solchen Kontexten oft verschieden ausfallt. Mit vier Interpretationen

von ,das [der, die] F“ ist also zu rechnen:

(1a) ,[fix] das Etwas, das [tatsdchlich] Fist”, z. B.: ,,[fix] der [tatsdchliche] 45. US-Prasident”;
(2a) ,,[fix] das [tatsdchlich] existente Etwas, das [tatsdchlich] F ist”, z. B. ,[fix] der

[tatsdichlich] existente [tatsdchliche] 45. US-Prasident”;
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(1b) , das Etwas, das [jeweils] F ist“, z. B.: , der [jeweilige] 45. US-Prasident”;
(2b) ,das [jeweils] existente Etwas, das [jeweils] F ist“, z. B.: ,,der [jeweils] existente

[jeweilige] 45. US-Prasident”.

Bei (1a) und (2a) werden Kennzeichnungsnamen (oder: Selektionsnamen), was die Fi-
xitat (oder: Rigiditat) des Bezugs angeht, den Eigennamen angeglichen (besonders ein-
drucksvoll, was die Fixitat des Bezugs angeht, ist (ibrigens der indexikalische Eigenname ,,ich”
— solange er von derselben Person gebraucht wird). Kennzeichnungsnamen so zu verstehen,
ist sicherlich die lectio difficilior von ihnen, aber die fragliche Verstehensweise kommt vor
und, wie bei einem Vexierbild, kann man mit einiger Ubung zwischen ihr und der anderen
Verstehensweise — der bei (1b) und (2b) gegebenen: der lectio facilior von Kennzeichnungs-
namen — hin und her schalten. Bei manchen Kennzeichnungsnamen allerdings laufen alle
vier Verstehensweisen referenzsemantisch auf dasselbe hinaus, z. B. bei ,die mit 9 identi-

II(

sche Zahl“, ,die kleinste Primzahl“, ,die leere Menge”: Es wird durch jeden dieser Kenn-
zeichnungsnamen in jeder moglichen Welt ein und dasselbe bezeichnet (sofern man lber-
haupt mathematische Entitaten in den Grundbereich bzw. in die weltengehdrigen Grundbe-
reiche aufnimmt [wenn in einen von diesen, dann in alle: das ist man mathematischen Enti-
taten schuldig] — was aber, ob umgangssprachlich oder wissenschaftssprachlich, tatsachlich

die meisten ganz unbefangen tun).

{Von den drei eben genannten Beispielen starrer Kennzeichnungsnamen sind Pseudo-Kennzeichnungsnamen —
wie ,das Heilige Romische Reich Deutscher Nation” oder , der DreiRigjahrige Krieg” — zu unterscheiden, die
Eigennamen sind, welche in der Gestalt von Kennzeichnungsnamen auftreten. In der Formelsprache sind sie
nicht durch Kennzeichnungsnamenformeln, sondern durch unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenfor-
meln darzustellen. Man beachte auch: Wahrend etwa die kleinste Primzahl notwendigerweise existiert (sofern

sie Uberhaupt existiert), existiert der DreiRigjahrige Krieg nicht notwendigerweise (wenn er auch existiert).}

Nennen wir die bei (1a) und (2a) gegebene Verstehensweise von Kennzeichnungs-
namen die rigide (Verstehensweise), die bei (1b) und (2b) gegebene Verstehensweise hinge-
gen die flexible (die gegebenenfalls zur rigiden degenerieren kann, wofir am Ende des vo-
rausgehenden Absatzes Beispiele gegeben wurden). In der Umgangssprache werden die rigi-
de und die flexible Verstehensweise — offenbar bei groRem Uberwiegen der flexiblen — ne-

beneinander gefiihrt, und es bleibt nicht selten selbst durch den AuRerungskontext unent-
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schieden [es wird, wenn Uberhaupt, nur durch den Horer und womaoglich nicht im Sinne des
Sprechers entschieden], welche von beiden gemeint ist. Wiirde man sich nun demgegentiber
im Blick auf wissenschaftssprachliche Idealitat auf die rigide Verstehensweise allein be-
schranken — um der validen objektivontisch-wissenschaftlichen Theoriebildung willen, die
um Eindeutigkeit bemiiht ist —, so hatte das zur Folge, dass bei Berlicksichtigung nun auch
von Kennzeichnungsnamen mittels Kennzeichnungsnamenformeln in Pi-Gamma und Pi*-
Gamma [welche Kalkile zwar wegen der alethischen Modaloperatoren in ihnen® auf keine
ideale Wissenschaftssprache bezogen sein konnen, aber den ins Auge gefassten neu hinzu-
kommenden ldealitdatsaspekt der eindeutigen Bezugsrigiditét aller Kennzeichnungsnamen fiir
ihre Normalsprachen sehr wohl ibernehmen kdnnten] alle Beispiele entfallen, die die Axio-
me A6 bzw. A6*, A7 bzw. A7*, A9 und auf ihnen beruhende Theoreme prima-facie-
normalsprachlich widerlegten, und zwar widerlegten bei Offnung dieser beweisbaren
Schlussformeln fiir uniform substituierte Kennzeichnungsnamenformeln.

Ein guter Effekt! Hier die Entscharfung von Gegenbeispielen, die Pi-Gamma betref-
fen, durch Rigidifizierung der (nun normalsprachlich erlaubten) Kennzeichnungsnamen (die
Entscharfung von Gegenbeispielen, die Pi*-Gamma betreffen, geht mutatis mutandis):

Zwar ist es allem [oder: nichts nicht] moglich, nicht der [jeweilige] 45. US-Prasident zu
sein, wobei es doch aber nicht moglich ist, dass der [jeweilige] 45. US-Prasident nicht der
[jeweilige] 45. US-Prasident ist (womit man ein Gegenbeispiel zu A6 [und zu A7] hatte, wenn
die flexible Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen normalsprachlich zugelassen ware).
Und dennoch ist es manchem nicht moglich, nicht [fix] der [tatsdchliche] 45. US-Prasident zu
sein; was zudem daraus, dass es nicht moglich ist, dass [fix] der [tatsdchliche] 45. US-
Prasident nicht [fix] der [tatsdichliche] 45. US-Prasident ist, logisch — logisch valide — folgt (in
Anwendung von A7 auch auf Kennzeichnungsnamen, aber auf rigide verstandene).

Zwar ist nichts [oder: alles nicht] notwendig so, dass es mit dem [jeweiligen] 45. US-
Prasidenten identisch ist, wobei es doch aber notwendig [oder: nicht nicht notwendig] ist,
dass der [jeweilige] 45. US-Prasident mit dem [jeweiligen] 45. US-Prasidenten identisch ist
(womit man ein Gegenbeispiel zu A7 [und zu A6] hatte, wenn die flexible Verstehensweise
von Kennzeichnungsnamen normalsprachlich zugelassen ware). Und dennoch ist manches
notwendig so, dass es mit [fix] dem [tatsdchlichen] 45. US-Prasident identisch ist; was zudem

daraus, dass es notwendig ist, dass [fix] der [tatsdchliche] 45. US-Prasident mit [fix] dem [tat-

116 Sjehe in Kapitel 0 den Idealititsaspekt (4) einer idealen Wissenschaftssprache.
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sdchlichen] 45. US-Prasident identisch ist, logisch folgt (in Anwendung von A7 auch auf Kenn-
zeichnungsnamen, aber auf rigide verstandene).

Zwar ist es nicht notwendig, dass die [jeweilige] Anzahl der Planeten mit 8 identisch
ist, wobei es aber doch notwendig ist, dass 8 mit 8 identisch ist, und die [jeweilige, hier: tat-
sdchliche] Anzahl der Planeten mit 8 identisch ist (womit man ein Gegenbeispiel zu A9 hatte,
wenn die flexible Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen normalsprachlich zugelassen
ware). Und dennoch ist es notwendig, dass [fix] die [tatsdchliche] Anzahl der Planeten mit 8
identisch ist; was zudem daraus, dass es notwendig ist, dass 8 mit 8 identisch ist, und dass
[fix] die [tatsdchliche] Anzahl der Planeten mit 8 identisch ist, logisch folgt (in Anwendung
von A9 auch auf Kennzeichnungsnamen, aber auf rigide verstandene).

Aber soll man sich in so weit wie moglicher Anndherung an eine — hier nun doch et-
was ad hoc scheinende — wissenschaftssprachliche Idealitdt auf die rigide Verstehensweise
von Kennzeichnungsnamen allein beschranken? Kann man sich iberhaupt verniinftigerweise
so beschranken? Wenn auch ein Vorteil dieser Beschrankung sichtlich ist, so ist die Antwort
auf die gestellten Fragen doch vorderhand nicht klar. Klar ist hingegen, dass man sich in der
Umgangssprache de facto nicht allein auf die rigide Verstehensweise von Kennzeichnungs-
namen beschrinkt, sondern dass da sogar nicht selten bei vorgegebenem AuRerungskontext
ein Kennzeichnungsname zwischen rigider und flexiber Verstehensweise unentschieden ist
und auf der Seite der Horer verschieden — einmal rigide, einmal flexibel — aufgefasst wird, ja
vom einen zum anderen seiner aufeinanderfolgenden Vorkommnisse beim selben Hérer zwi-
schen beiden Verstehensweisen wechselt — was nicht gerade im Sinne des Ideals (1) fir idea-

le Wissenschaftssprachen ist (siehe Kapitel 0).

{Ein Beispiel mag erwiinscht sein: Jemand stellt im Kreise von einigen seiner Freunde die Behauptung auf: , Der
45. US-Prasident hatte auch nicht der 45. US-Prasident sein kdnnen.” Der eine Horer sieht dann in seiner Vor-
stellung — umgangssprachsemantisch legitimerweise — je einen anderen 45. US-Prasidenten in verschiedenen
moglichen Welten, von denen aber keiner in irgendeiner moglichen Welt von sich selbst verschieden ist, und
sagt ,,Nein” zu der Behauptung. Der zweite Horer sieht in seiner Vorstellung — ebenfalls umgangssprachseman-
tisch legitimerweise — Trump in verschiedenen moglichen Welten, der aber in keiner moéglichen Welt von sich
selbst verschieden ist, und sagt ebenfalls ,,Nein” zu der Behauptung (aber aus einem anderen Grund als der
erste Horer). Der dritte Horer sieht in seiner Vorstellung — wiederum umgangssprachsemantisch legitimerweise
— Trump in verschiedenen madglichen Welten anlasslich des 1. Vorkomnisses von ,,der 45. US-Pradsident” in der
Behauptung, und je einen anderen 45. US-Prasidenten in diesen moglichen Welten anlasslich des 2. Vorkomm-

nisses von ,der 45. US-Prasident” in der Behauptung, und sagt ,Ja“ zu der Behauptung. Der vierte Hérer
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schlieRlich, obwohl ein absolut kompetenter Sprecher des Deutschen, stellt eine Riickfrage (und abermals um-
gangssprachsemantisch legitimerweise), da die Situation so ist, dass er riickfragen kann: ,Wie meinst du das?
Es kommt darauf an, wie du das meinst.” Es ist aber nicht ausgemacht, dass er eine Antwort bekommt; viel-
leicht bleibt er stattdessen auf intelligente Spekulation angewiesen: der Maxime folgend, dass die Leute so zu

verstehen sind, dass ihre Behauptungen eine Chance haben, wahr zu sein.}

Uberndhme man nun aber allein die flexible Verstehensweise (und lieRe in diesem
Rahmen die rigide Verstehensweise nur insoweit lokal zu, als sie in diesem oder jenem Kenn-
zeichnungsnamen — z. B. in ,,die kleinste Primzahl” — schon allein durch die Natur der enthal-
tenen Beschreibung erzwungen wird), so wiirden die Dinge beim Ubergang von Pi-Gamma
zu Pi+-Gamma [d. h.: Pi-Gamma, aber nun mit Kennzeichnungsnamenformeln und A10] bzw.
von Pi*-Gamma zu Pi*+-Gamma [d. h.: Pi*-Gamma, aber nun mit Kennzeichnungsnamen-
formeln und A10*] kompliziert, jedenfalls im alethisch-modalen Bereich. Betrachten wir A9:
b = a, F(a) &> F(b), und moge Tur und Tor offenstehen fiir Kennzeichnungsnamenformeln
auch in alethisch-modalen Kontexten. Probleme bereiten dann — bei flexibler Verstehens-
weise von Kennzeichnungsnamen — die folgenden Einsetzungsfille von A9, wegen der moda-
len Gegenbeispiele zu ihnen: 1xF(x) = a, G(a) — G(1xF(x)); b = 1xF(x), G(xF(x)) — F(b); wxF(x) =
wyH(y), G(tyH(y)) = G(1xF(x)); aber es gibt auch unzahlige Instanzen dieser Einsetzungsfille,
die problemlose logisch valide Folgerungen sind.

Konzentrieren wir uns zunachst auf Pi-Gamma und betrachten wir neben A9 des
Weiteren A6 und A7: VxF(x) — F(a) und F(a) — 3xF(x). Probleme bereiten die folgenden Ein-
setzungsfalle von A6 bzw. A7, wegen der modalen Gegenbeispiele zu ihnen: VyG(y) —
G(1xF(x)) und G(wxF(x)) — 3JyG(y); doch wiederum gibt es auch unzahlige Instanzen dieser
Einsetzungsfalle, die problemlose logisch valide Folgerungen sind. Um Differenzierungen und
damit verbundene Beschrankungen kommt man nicht herum, und es ist abzusehen, dass das
Ergebnis ,,unschon” sein wird. Das ldsst es noch einmal attraktiver erscheinen, sich in der
Logik allein auf die rigide Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen zu beschranken.

Leider passt aber das letztere Vorgehen — wenn es auch sonst, wie gesehen, von Vor-
teil ist — nicht zu A10. Nimmt man namlich, samt Kennzeichnungsnamenformeln, A10, also
IxF(x) — F(1xF(x)), zu Pi-Gamma hinzu (und kommt somit zu Pi+-Gamma), so folgt sofort
wegen GRT4: (J3xF(x) — OF(wxF(x)). Doch dazu gibt es Gegenbeispiele — wenn Kennzeich-
nungsnamen rigide verstanden werden. Z. B.: Es ist notwendig, dass manches eine Sonne-

planetenzahl ist; denn wenn die Sonne keine Planeten hat (was insbesondere dann der Fall
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wére, wenn die Sonne gar nicht existierte!!’), so ist die Sonneplanetenzahl 0; wenn die Son-
ne nicht keine, aber endlich viele Planeten hat, so ist die Sonneplanetenzahl N, wobei N eine
natirliche Zahl groBer 0 ist; wenn die Sonne unendlich viele Planeten hat [wenn dies denn
moglich ist], so ist die Sonneplanetenzahl Alepho [spatestens, dass die Sonne (iberabzahlbar
unendlich viele Planeten hat, ist nicht moglich]. Jedoch: Es ist nicht notwendig, dass [fix] die
[tatsdchliche] Sonneplanetenzahl (also die Zahl 8) eine Sonneplanetenzahl ist — wdhrend es,
konform zu A10 bei rigider Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen, doch im Gegenteil,
wie dargelegt, notwendig sein musste, dass [fix] die [tatsdchliche] Sonneplanetenzahl eine
Sonneplanetenzahl ist. Was in Wahrheit notwendig ist, ist dies: dass die [jeweilige] Sonne-
planetenzahl eine Sonneplanetenzahl ist. In aller Deutlichkeit wird man also durch A10 im
Felde von Pi+-Gamma auf die flexible Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen verwie-
sen.

A10 wird man keineswegs entbehren kdnnen, wenn man nicht ganzlich auf eine logi-
sche Charakterisierung von Kennzeichnungsnamen, die ihnen eigen ist, verzichten will — und
selbstverstandlich kann man nicht gut Gberhaupt auf Kennzeichnungsnamen und Kennzeich-
nungsnamenformeln verzichten: Der Kalkll Pi-Gamma ist schon allein wegen dieses Ver-
zichts (der Wegfall von A10 ist dadurch trivialerweise bedingt) weit von der Logik einer idea-
len Wissenschaftssprache entfernt (von der — bislang unausgesprochenen, weil selbstver-
standlich — eben auch objektivontisch-wissenschaftlicher Ausdrucksreichtum ein ldealitatsas-
pekt ist); da braucht man auf das Auftreten von Modaloperatoren in Pi-Gamma gar nicht zu
schauen.

Man ist also mehr oder weniger gezwungen (rational gezwungen) fir die Pi+-Gamma
zugehorige Normalsprache — und damit fiir die Interpretation von Pi+-Gamma — die flexible
Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen zu tGbernehmen, und zwar sie allein: der In-
haltseindeutigkeit von Kennzeichnungsnamen wegen im Sinne des Ideals (1) fiir eine ideale

Wissenschaftssprache; denn auch wenn die zu Pi+-Gamma gehorige Normalsprache keine

117 Auf Existenz braucht man in einer Pi-Gamma bzw. Pi+-Gamma (oder auch Pi-Alpha) zugehérigen Normal-
sprache nicht zu verzichten, aber es ist da kein Teil der Logik, sondern nur ein nichtlogischer einstelliger Begriff
unter unendlich vielen anderen: alle sind sie formal-symbolisch reprasentierbar durch eine beliebige einstellige
unstrukturierte und sinnunbestimmte Pradikatformel (bzw. die entsprechende Pradikatstockformel). Bei der
Analyse von Existenzaussagen in einer Pi-Gamma/Pi+-Gamma-Normalsprache ist freilich ein meinongianisches
Verstandnis dieser Aussagen unvermeidlich, wenn negative Existenzaussagen wahr sein kdnnen oder gar wahr
sind; allerdings eines, das bei negativen Existenzaussagen notwendig verbunden ist mit einem sehr erheblichen
Ausmal an Negation; z. B. hatte die Sonne, wenn sie nicht existierte, ipso facto keine Planeten, brannte nicht
heiR auf mich herab, wéare nicht so-und-so weit von der Erde entfernt, usf.
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ideale Wissenschaftssprache sein kann (sie kann es nicht wegen der alethischen Modalope-
ratoren in ihr), ist sie dennoch einer idealen Wissenschaftssprache so weit anzunahern, wie
ihr Wesen —ihre Basalkonstitution — dies zuldsst.

Die folgende Unterscheidung ist von zentraler Bedeutung fir die erforderlichen Be-

schrankungen von A6, A7 und A9:

T in o[t] steht in einem Modalkontext T in o[t] steht in keinem Modalkontext.

Dabei ist T eine beliebige Termformel [m. a. W.: eine Variable oder aber eine Namenformel,
d. h.: eine primdre — eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel oder eine
Kennzeichnungsnamenformel — oder aber eine sekunddre Namenformel], welche in der
Satz- oder Pradikatformel o[t] an den durch die eckigen Klammern angezeigten Stellen!8
frei vorkommt — wobei primare Namenformeln ohnehin nur frei vorkommen kdnnen; han-
delt es sich hingegen bei T um eine Variable oder eine sekunddare Namenformel, die an den
fraglichen Stellen frei vorkommt, so darf dort t bzw.: kein Variablenvorkommnis in 1, das
nicht schon durch V, 3 oder 1 rein innerhalb von t gebunden ist [m. a. W.: das rein innerhalb

von T noch frei ist], durch V, 3 oder 1 innerhalb von c[t] gebunden werden.

{Zur Illustration einige Beispiele:

Zundchst einige Beispiele fur Termformeln t:

Variablen: x, y;

unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln: a, b;

Kennzeichnungsnamenformeln: 1yG(y), xR(x, a), tyQ(b, y);

sekundare Namenformeln: 1xR(x, y), tyQ(x, y), 1zRa(x, y, z), 1zVyQa(x, vy, z).

Und nun kommen diesen Beispielen von Termformeln t entsprechende Beispiele freien Vorkommens von 7 in
o[t], wobei der Einsetzungskontext o[...] einfach ,F(_)“ sei: F(x), F(y), F(a), F(b), F(tyG(y)), F(1xR(x, a)), F(tyQ(b,
y)), F(ixR(x, y)), F(tyQ(x, y)), F(1zRs(x, y, 2)), F(1zVyQa(x, y, z)).

Jetzt folgen Beispiele unfreien Vorkommens von 1 in o[t], wobei der Einsetzungskontext o[...] ,3yF(_)*“*° sei
und von den obigen elf Beispielen von Termformeln diejenigen herangezogen werden, die ein [syntaktisch
korrektes] unfreies Vorkommen im angegebenen Einsetzungskontext zulassen: 3yF(y), JyF(xR(x, vy)),
3yF(1zRs(x, y, z)). [Die acht lbrigen Einsetzungen ergeben keine syntaktisch wohlgeformte Satz- oder Pradikat-

formel.]

118 Dieser Plural schlieRt den Singular nicht aus.
119 Nota bene: , 3yF(_)“ ist keine Pradikatstockformel!
285



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

SchlieRlich folgen Beispiele unfreien Vorkommens von t in o[t], wobei der Einsetzungskontext o[...] ,3xF(_)“ sei
und von den obigen Beispielen von Termformeln diejenigen herangezogen werden, die ein [syntaktisch korrek-
tes] unfreies Vorkommen im angegebenen Einsetzungskontext zulassen: 3xF(x), IxF(tyQ(x, y)), IxF(1zR3(x, y, z)),
IxF(1zVyQs(x, y, z)). [Die sieben lbrigen Einsetzungen ergeben keine syntaktisch wohlgeformte Satz- oder Pra-

dikatformel.]}

T in oft] — als in of[t] frei vorkommende Termformel — steht (dort) in einem Modalkontext
genau dann, wenn ein T enthaltender Teilausdruck von o[t] die folgende Gestalt hat: (o1 D
o2), und wenn zudem manche Stelle des Vorkommens von 1 in diesem Teilausdruck zu den
mit den eckigen Klammern angezeigten Vorkommnisstellen von t in o[t] gehort. T in o[t]
steht also insbesondere dann in einem Modalkontext, wenn ein Teilausdruck von o[t] (etwa
es selbst, denn jeder Ausdruck ist ein Teilausdruck von sich selbst) die Gestalt (Jo’[t] hat —
denn Oc’[1] ist laut GD2 nur eine Abkiirzung fir (—c’[t] > o’[t]) — oder die Gestalt 0c’[1]
hat — denn ¢c’[1] ist laut GD3 und GD2 nur eine Abkiirzung fiir —(——c’[t] © —c'[t])'?° [der
relevante Teilausdruck der Gestalt (61 © o2) von o[t] ist hier nun (——c'[t] > —c’[t])] =, und
wenn zudem manche Stelle des Vorkommens von 7 in diesem Teilausdruck — in OJc’[t] bzw.

0c’[t] — zu den mit den eckigen Klammern angezeigten Vorkommnisstellen von 7 in o[t] ge-

hort.

{Zur Erléuterung von ,die mit den eckigen Klammern angezeigten Vorkommnisstellen von t in o[t]“: Auch wenn
die das Schema o[t] konkretisierende Satz- oder Pradikatformel ein und dieselbe ist, so miissen doch die mit
den eckigen Klammern angezeigten Vorkommnisstellen von t in o[t] in jener konkreten Formel durchaus nicht
[alle] ein und dieselben sein; welche es sind, die angezeigt werden, kann vielmehr davon abhdngen, welche von
allen Vorkommnisstellen von t in o relevant sind, und da kann die Auswahl verschieden ausfallen — und dem-
entsprechend das Resultat: ob t in o[t] in einem Modalkontext steht oder nicht. Bei —=[JF(1xG(x)) ist es unver-
meidlich, dass 1xG(x) in —JF(1xG(x)) in einem Modalkontext steht; man betrachte nun aber F(1xG(x)) A
—OF(1xG(x)), m. a. W.: F(1xG(x)) A —(—=F(1xG(x)) © F(1xG(x))): Wenn sdmtliche Vorkommnisstellen von 1xG(x) in
F(1xG(x)) A =OF(1xG(x)) relevant sind, dann steht 1xG(x) in F(1xG(x)) A =OF(1xG(x)) in einem Modalkontext; ist
hingegen nur das erste Vorkommnis von 1xG(x) in F(1xG(x)) A —F(1xG(x)) relevant, dann steht 1xG(x) in
F(1xG(x)) A =CJF(1xG(x)) in keinem Modalkontext. Es ist ein groRer logischer Unterschied, ob man von F(1xG(x))

A —OJF(1xG(x)) ,existenzgeneralisierend” auf Jy(F(y) A —F(1xG(x))) formelsprachlich schlieBt, oder aber —

ebenfalls ,existenzgeneralisierend”, jedoch (bezogen auf den vorliegenden konkreten Formelfall) von [zum

120 7yr Erinnerung: GD2 ist 6 =pef =6 D o, und GD3 ist 06 =pet =[J—0, was sich gemiR GD2 auf G =pef —(——0
> —0o) belduft.
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Teil] anderen mit den eckigen Klammern angezeigten Vorkommnisstellen von t in c[t] ausgehend — auf 3y(F(y)
A —JF(y)). Die Schlussformel F(1xG(x)) A —=F(1xG(x)) — 3y(F(y) A ~OF(1xG(x))) ist ndmlich aus normalsprach-
licher Sicht logisch valide, die Schlussformel F(1xG(x)) A =CJF(1xG(x)) — 3y(F(y) A =F(y)) hingegen ist es nicht;
denn sie hat ein normalsprachliches Gegenbeispiel: ,Die Anzahl der Sonneplaneten ist eine gerade Zahl, aber
nicht notwendigerweise eine gerade Zahl” ist wahr; aber ,,Manche gerade Zahl ist nicht notwendigerweise eine

gerade Zahl“ ist nicht wahr.}

A6, A7 und A9 sind dann — da nun in Pi+-Gamma, (iber Pi-Gamma hinausgehend,
Kennzeichnungsnamenformeln zur Bericksichtigung kommen und A10 als Axiom

hinzugenommen wird — wie folgt zu qualifizieren:

A6 VxF(x) = F(a),

wo bei der Bildung von Einsetzungsfallen in Beweisen, zum einen, (i), die Namenformel, die
fir ,a“ uniform substituiert wird, eine beliebige primére Namenformel sein darf, sofern die
Variable, die fiur ,,x“ uniform substituiert wird [im oft vorkommenden Trivialfall ist es ,x“
selbst!], in dem Ausdruck o[_], der fur ,,F“ uniform substituiert wird, in der resultierenden
Formel in keinem Modalkontext steht, sobald sie in die Leerstellen eingesetzt worden ist;
und wo bei der Bildung von Einsetzungsfallen in Beweisen, zum anderen, (ii), die
Namenformel, die fir ,,a“ uniform substituiert wird [im Trivialfall ist es ,,a“ selbst], wie ,a“
eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel sein muss, sofern die Variable, die
fir ,,x“ uniform substituiert wird, in dem Ausdruck c[_], der fiir ,,F“ uniform substituiert wird,
in der resultierenden Formel in einem Modalkontext steht, sobald sie in die Leerstellen

eingesetzt worden ist.

A7 F(a) = 3xF(x),

wo bei der Bildung von Einsetzungsfallen in Beweisen, zum einen, (i), die Namenformel, die
fiir ,,a” uniform substituiert wird, eine beliebige primédre Namenformel sein darf, sofern die
Variable, die fir ,,x“ uniform substituiert wird, in dem Ausdruck o[_], der fir ,F“ uniform
substituiert wird, in der resultierenden Formel in keinem Modalkontext steht, sobald sie in
die Leerstellen eingesetzt worden ist;

und wo bei der Bildung von Einsetzungsfallen in Beweisen, zum anderen, (ii), die
Namenformel, die fir ,,a“ uniform substituiert wird, wie ,,a“ eine unstrukturierte und

sinnunbestimmte Namenformel sein muss, sofern die Variable, die fiir ,,x“ uniform
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substituiert wird, in dem Ausdruck o[_], der fir ,F“ uniform substituiert wird, in der
resultierenden Formel in einem Modalkontext steht, sobald sie in in die Leerstellen

eingesetzt worden ist.

A9 b =a, F(a) — F(b),

wo bei der Bildung von Einsetzungsfallen in Beweisen, zum einen, (i), die Namenformeln, die
far ,b“ und ,a“ uniform substituiert werden, beliebige primdre Namenformeln sein diirfen,
sofern sie in dem Ausdruck o[ _], der fiir ,,F“ uniform substituiert wird, in der resultierenden
Formel in keinem Modalkontext stehen, sobald sie in die Leerstellen eingesetzt worden sind;
und wo bei der Bildung von Einsetzungsfallen in Beweisen, zum anderen, (ii), die
Namenformeln, die fiir ,,b“ und ,,a“ uniform substituiert werden, wie ,b“ und ,,a“
unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln sein miissen, sofern sie in dem
Ausdruck o[_], der fur ,,F“ uniform substituiert wird, in der resultierenden Formel in einem

Modalkontext stehen, sobald sie in die Leerstellen eingesetzt worden sind.

Vollig entsprechende Beschrankungen sind A6*, A7* und A9 in Pi*+-Gamma beizu-
geben, da in Pi*+-Gamma, Uber Pi*-Gamma hinausgehend, Kennzeichnungsnamenformeln
zur Berlicksichtigung kommen und A10* als Axiom hinzugenommen wird.

Die Zwei-Falle-Beschrankung fir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen garantiert
auch den von den Axiomen A6, A7 und A9 bzw. A6*, A7* und A9 abhdngigen [ohne das eine
oder andere dieser Axiome in Pi+-Gamma bzw. Pi*+-Gamma nicht beweisbaren] Theoremen
von Pi+-Gamma bzw. Pi*+-Gamma, die unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln
[mindestens eine] involvieren, die logische Validitat ihrer Einsetzungsfalle in Beweisen, wenn
sie [jene Beschrankung] von den Axiomen auf die Theoreme Ubertragen wird. Dabei wird die
Zwei-Falle-Beschrankung fur die Einsetzungsfallbildung in Beweisen nicht selten auf den Fall
(ii) allein zusammenschrumpfen [mit weiteren Vereinfachungen], wahrend der Fall (i) irrele-
vant wird, wie z. B. beim Theorem b = a — (b = a) (beider Kalkiile), dem — wenigstens still-
schweigend — allein das Folgende beizufiigen ist: ,wo bei der Bildung von Einsetzungsfillen
in Beweisen die Namenformeln, die fiir ,b‘ und ,a‘ uniform substituiert werden, wie ,b‘ und

,a‘ unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln sein missen”.
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{Warum hier die Apposition ,,wenigstens stillschweigend“? Deshalb, weil der einschlagige Beschriankungsfall fur
die Einsetzungsfallbildung in Beweisen auflerhalb von Beweisen beim vorliegenden Theorem nicht standig
explizit erwdhnt oder auch nur indiziert zu werden braucht. Allgemein braucht auferhalb von Beweisen die
Zwei-Falle-Beschrankung fur die Einsetzungsfallbildung in Beweisen nicht standig bei der Nennung von Prinzi-
pien, die jener Beschriankung unterliegen, explizit angezeigt zu werden. Und auch innerhalb von Beweisen —
d. h.: innerhalb der Beweiskommentierung — ist bei einem dort zitierten Prinzip mit Zwei-Falle-Beschrankung
fiir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen die Anzeige des relevanten Beschrankungsfalls nicht notwendig, son-
dern sie ist nur eine Hilfe. Beweisfiihrend korrekt muss die Verwendung des Prinzips aber sein.

Ein Wort noch zu dem (h&ufig wiederkehrenden) Ausdruck , die Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Ein-
setzungsfallbildung in Beweisen®. Die gemeinte Beschrdankung betrifft nur die Einsetzungsfallbildung in Bewei-
sen — im Progress von Beweisen —, nicht etwa die Einsetzungsfallbildung an sich. Sie stellt eine Beschrdnkung
dar, da sie nicht selten in Beweisen — um der Wahrung der addquaten logischen Validitdt willen — die Einset-
zungsfallbildung bei dort verwendeten Prinzipien gegenlber der bei ihnen an sich — rein syntaktisch — mogli-
chen Einsetzungsfallbildung einschrdnkt. Freilich lauft der durch (i) beschriebene erste Anwendungsfall der zwei
Anwendungsfille der Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen darauf hinaus, dass
unter der in (i) spezifizierten Bedingung die Einsetzungsfallbildung uneingeschrénkt ist. [Das in diesem Absatz
Gesagte gilt auch fiir Formen der Zwei-Falle-Beschrankung, die sie bei anderen Prinzipien als A6 und A6*, A7

und A7*und A9 annimmt.]}

Das Theorem a = b — ¢(a = b) — ein Theorem sowohl von Pi+-Gamma als auch von
Pi*+-Gamma [man erhalt es leicht aus GT3; vgl. die Anmerkung zu GT3 in Kapitel 3], das ge-
nau wie a = b — (J(a = b) unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln involviert —
unterliegt hingegen keinerlei Einschrankung bei der Einsetzungsfallbildung in Beweisen, ob-
wohl doch ,,0(a = b)“ zweifellos ein Modalkontext ist. Jenes Theorem ist substitutionsunprob-
lematisch. Warum ist das so? Es ist deshalb so, weil dieses Theorem von A6, A7, A9 bzw. von
A6*, A7*, A9 unabhdngig ist. Allerdings gibt es auch Schlussformeln, die von den Axiomen
A6, A7 und A9 bzw. A6*, A7* und A9 abhdngige Theoreme von Pi+-Gamma bzw. Pi*+-
Gamma sind und unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln involvieren, die aber
die Zwei-Falle-Beschrankung fir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen [zum Zwecke der
Sicherung einer der intuitiven logischen Validitidt entsprechenden kalkiilmaRigen logischen
Validitat] nicht bendétigen, sondern bei der Einsetzungsfallbildung in Beweisen keinerlei Ein-
schrankung unterliegen, also substitutionsunproblematisch sind. [Wenn man beim Beweisen
unter Heranziehung von ihnen dennoch die Zwei-Falle-Beschrankung berticksichtigt, so
schrankt man sich mehr ein, als es nétig ist, und Theoreme kdnnen einem entgehen.] Zu die-
sen — gar nicht seltenen — theorematischen Schlussformeln siehe spater in diesem Kapitel.
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Wie sieht es nun bei den Axiomen A10 bzw. A10* aus? Wird dort die Zwei-Falle-
Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen bendtigt? — Sie wird nicht bendtigt.
Der Grund dafur ist, dass weder in A10 noch in A10* grundstdndig (also vor jeder vom axio-
matischen Original wegfiihrender Einsetzungsfallbildung) unstrukturierte und sinnunbe-
stimmte Namenformeln involviert sind, bei deren Ersetzung durch Kennzeichnungsnamen-
formeln die logische Validitat jener Axiome deshalb verloren gehen kdnnte, weil sie von der
per se gegebenen ,Rigiditat” unstrukturierter und sinnunbestimmter Namenformeln [siehe
dy(a =y) —» Jyd(a = y), welche Schlussformel sowohl ein Theorem von Pi+-Gamma als auch
von Pi*+-Gamma ist] abhangt.

Konzentrieren wir uns nun zunachst auf Pi+-Gamma: auf das System, das aus Pi-
Gamma erwdchst. Da samtliche Pi-Gamma-Beweise im vorausgehenden Kapitel nur unstruk-
turierte und sinnunbestimmte Namenformeln [,a“ und ,b“] involvieren, kbnnen sie alle in
Pi+-Gamma Ubernommen werden, samt den durch sie bewiesenen Theoremen — wobei mit
diesen Theoremen aber gegebenenfalls die einschlagige Zwei-Falle-Beschrankung fir die
Einsetzungsfallbildung in Beweisen verbunden werden muss. Ubernommen werden in Pi+-
Gamma konnen auch alle Pi-Alpha-Beweise und die durch sie bewiesenen Theoreme, sofern
sie (die Beweise und die Theoreme) keine Kennzeichnungsnamenformeln involvieren — wo-
bei auch mit den Pi-Alpha-Theoremen gegebenenfalls die einschlagige Zwei-Falle-
Beschrankung fiur die Einsetzungsfallbildung in Beweisen verbunden werden muss. Pi+-
Gamma erlaubt dann auch ohne Ausschluss der Kennzeichnungsnamenformeln (welcher

Ausschluss zu Pi-Gamma kalkiildefinitorisch dazugehort) nicht, dass z. B. mit dem Theorem
— Jy[(a = y) auch, inaddquaterweise, — Jy[J(1xF(x) = y) ein Theorem ist, oder mit dem

Theorem Jy(a =y) — dyJ(a = y) inaddquaterweise auch Ay(i1xF(x) = y) = Iy (1xF(x) = y).

{Die Radikalkur fiir das Substitutionsproblem modaler Pradikatenlogik bzgl. Pi-Gamma war, dass sich die Satz-
formel 3y(1xF(x) = y) und Gberhaupt Satzformeln mit Kennzeichnungsnamenformeln in Pi-Gamma und in der
zugehorigen Normalsprache gar nicht formulieren lassen! Die erste Alternative zur Radikalkur war die Ri-
gidifizierung der Kennzeichnungsnamen, also dies: fiir Kennzeichnungsnamen in der Normalsprache allein die
rigide Verstehensweise zuzulassen; dann kénnen alle Kennzeichnungsnamenformeln ohne Gefahr verwendet
werden und kénnen sie alle fir die uniforme Substitution — in Ersetzung von unstrukturierten und sinnunbe-
stimmten Namenformeln — zur Verfligung stehen, ohne dass sonst noch an Pi-Gamma etwas zu verdndern
ware. Sobald man freilich Pi-Gamma um A10 ergdnzt, erweist sich, wie wir gesehen haben, die erste Alternati-

ve zur Radikalkur als — jedenfalls bei erwiinscht ausdrucksreicher Normalsprache — inakzeptabel. Man kann
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aber auch nicht gut jene Erganzung gar nicht vornehmen und Kennzeichnungsnamenformeln ohne das Axiom —
A10 — belassen, das sie in ihnen eigener Weise logisch charakterisiert. Auf diese Sachlage reagierend wurde der
Kalkll Pi+-Gamma konzipiert: die zweite Alternative zur Radikalkur fiir das Substitutionsproblem modaler Pra-

dikatenlogik bzgl. Pi-Gamma.}

Stellen wir den Beweis fiir — Jy[J(a = y) in Pi+-Gamma [die Theoremzahlung wird in
diesem Fall von Pi-Gamma lUbernommen, da der Pi+-Gamma-Beweis von — Jy[J(a = y) mit
dem Pi-Gamma-Beweis — fast — vollstandig gleichlautet] und den dazu ganz analog erschei-

nenden Pseudobeweis fir — 3y (1xF(x) = y) in Pi+-Gamma nebeneinander:

PGT2: > IyI(a=y) 22??: — FyO(xF(x) = )

1l.>a=a A8 1. = wxF(x) = wxF(x) A8

2.>0(a=a) GRT3 (1) 2. > O(wxF(x) = xF(x)) GRT3 (1)
3.0(a=a)—>3dyO(@@=y) AZ,(ii) 3. O(wxF(x) = wxF(x)) = Iy (xF(x) = y) A7,(ii) {27}
4. —» IyO(a=y) R3 (3, 2) 4. — FyO(xF(x) = y) R3 (3, 2)

Der rechte ,Beweis” enthalt in der Zeile 3 einen Fehler. Denn, was dort steht, resultiert
durch uniforme Substitution — als Einsetzungsfallbildung in Beweisen — aus A7, also aus F(a)
— 3xF(x), dergestalt, dass die Variable ,y“, die fur ,x“ uniform substituiert wird, in dem Aus-
druck ,,O(wxF(x) = _)“, der fiir ,F“ uniform substituiert wird, in der resultierenden Formel in
einem Modalkontext steht, sobald sie in die Leerstelle [es ist nur eine] eingesetzt worden ist.
Deshalb muss [gemaR A7,(ii)] die Namenformel, die fir ,a“ uniform substituiert wird, eine
unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel wie ,a“ sein — was sie nun aber eben
nicht ist, ist sie doch ,1xF(x)“, eine Kennzeichnungsnamenformel.

Zum Kontrast sei der Beweis fir — (J3y(a = y) in Pi+-Gamma [die Theoremzdhlung
wird von Pi-Gamma Ubernommen] und der tatsachlich, nicht nur anscheinend, dazu ganz

analoge Beweis in Pi+-Gamma fiir — CJ3y(1xF(x) = y) nebeneinander gestellt:

PGT1: »> O3dy(a=y) P+GT1: —> O3y(xF(x) =)
1.>a=a A8 1. — xF(x) = 1xF(x) A8
2.a=a—>3dyla=y) A7l 2. 1XF(x) = wxF(x) = Jy(wxF(x) =y) A7)
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3. > 3dyla=Yy) R3(2,1) 3. > 3Jy(wxF(x) = y) R3(2,1)
4. > O3y(a=y) GRT3 (3) 4. — O3y(xF(x) = y) GRT3 (3)

Hier ist in beiden Herleitungen alles in Ordnung.

{Ubrigens ist = 3y(a = y), obwohl als Theorem von Pi+-Gamma von A7 deduktiv abhingig, substitutionsun-
problematisch, was u. a. bedeutet, dass — J3y(ixF(x) = y) ohne Weiteres ein in Beweisen zuldssiger Einset-

zungsfall von — (J3y(a = y) ist und auch aufgrund dieser Tatsache als in Pi+-Gamma bewiesen gelten kann.}

Die folgenden Theoreme von Pi+Gamma bzw. Pi*+-Gamma sind Abschwachungen
von A6 bzw. A6*, von A7 bzw. A7* oder von A9, die unter Einhaltung der jeweils einschlagi-
gen der (i)/(ii)-Klauseln flr die Bildung von Einsetzungsfdllen in Beweisen hergeleitet sind.
[Bei den Beweisen der im vorausgehenden Kapitel bewiesenen Theoreme werden, wenn
man sie als Beweise in Pi+Gamma bzw. Pi*+-Gamma auffasst, die (i)/(ii)-Klauseln automa-
tisch eingehalten, da in jenen Beweisen ohnehin nur unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformeln zum Einsatz kommen; m. a. W.: eine uniforme Substitution, die, was Namen-
formeln angeht, ausschlieBlich unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln invol-

viert, ,geht immer” (im Hinblick auf die Wahrung der logischen Validitat).]

P+GT2: Vx0G(x), IyTI(1xF(x) = y) = OG(1xF(x)) QKMm 112!

1. Vx0G(x) — 0G(a) A6, (ii)

2. xF(x) = a, G(a) > G(xF(x)) A9, (i)

3. xF(x) = a A G(a) = G(xF(x)) R7 (2)

4. O(1xF(x) = a A G(a)) = OG(1xF(x)) GRT6 (3)

5. O(wxF(x) = a), 0G(a) = O(1xF(x) = a A G(a)) GT24

6. O (1xF(x) = a), 0G(a) = OG(1xF(x)) RT20{I",A—>B;T",B>C=TI",T",A—>C}(5, 4)
7. Vx0G(x), O(xF(x) = a) — 0G(a) R2 (1)

8. Vx0G(x), O(wxF(x) = a), 0G(a) — OG(1xF(x)) R2, R1(6)

9. Vx0G(x), O(1xF(x) = a) = O0G(1xF(x)) R3 (8, 7)

10. Vx0G(x), Ay (1xF(x) = y) = OG(1xF(x)) R9 (9)

121 QKM steht fiir ,Quantifikation, Kennzeichnung, modaler Kontext”.
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P*+GT1: Vx0G(x), Iy (ixF(x) = y) = O0G(1xF(x))1%2 QKM1*

1. Vx0G(x), E(a) = 0G(a) A6*,(ii)
2. 1xF(x) = a, G(a) > G(1xF(x)) A9, (i)

3. 1xF(x) = a A G(a) = G(uxF(x)) R7 (2)
4

. O(xF(x) = a A G(a)) = OG(1xF(x)) GRT6 (3)
5. O(wxF(x) = a), 0G(a) = O(1xF(x) = a A G(a)) GT24
6. O(1xF(x) = a), 0G(a) = OG(1xF(x)) RT20{I",A—»B;T",B>C=TI",T",A—>C}(5, 4)

7. Vx0G(x), E(a), O(wxF(x) = a) > 0G(a) R2 (1)

8. Vx0G(x), E(a), O(1xF(x) = a), 0G(a) = ¢G(1xF(x)) R2, R1 (6)

9. Vx0G(x), E(a), T(xF(x) = a) = 0G(xF(x)) R3 (8, 7)

10. Vx0G(x), O(wxF(x) = a), E(a) = OG(1xF(x)) R1(9)

11. Vx0G(x), AyI(1xF(x) = y) = OG(1xF(x)) R9* (10)

P+GT3: OG(ixF(x)), Iy (xF(x) = y) = IxIG(x) QKM2

1. Vx0—G(x), Iy (xF(x) = y) = 0—G(1xF(x)) P+GT2 {Einsetzungsfall}
2. IyO(xF(x) = y), Vx0—G(x) = O—=G(1xF(x)) R1(1)

3. AyO(xF(x) = y), =0—G(1xF(x)) > =Vx0—=G(x) RT3 (2)

4. =V x0—G(x) = Ix—0-G(x) T43 {—VxF(x) <> Ix—F(x)}

5. Ay (xF(x) = y), =0—=G(1xF(x)) = Ix—=0-G(x) RT20 (3, 4)

6. AyI(1xF(x) = y), TG(1xF(x)), =0—G(1xF(x)) = Ix—0—-G(x) R2, R1(5)

7. AyO(ixF(x) = y), DG(1xF(x)) = —0—-G(1xF(x)) GT6 {JA & —0—A}, R2, R1
8. Ay (1xF(x) = y), DG(1xF(x)) > Ix—0—-G(x) R3 (6, 7)

9. -0—G(a) > OG(a) GT6

10. OG(a) » IxOG(x) A7,(ii)

11. =0—G(a) — IxIG(x) RT7 (9, 10)

12. Ax—0—-G(x) — IxG(x) R9 (11)

13. Iy (wxF(x) = y), DG(xF(x)) — IxIG(x) RT20 (8, 12)

122 Theorem P*+GT1 lautet gleich mit dem Theorem P+GT2, aber sein Sinn ist ein anderer als der von P+GT2, da
,Vx“und , Ay in Pi*-Gamma / Pi*+-Gamma anders interpretiert werden als in Pi-Gamma / Pi+-Gamma.
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14. OG(1xF(x)), IyO(xF(x) = y) — IxIG(x) R1 (13)

P*+GT2: OG(wxF(x)), IyTI(ixF(x) = y) > IxCIG(x) QKM2*

{Der Beweis fiir P*+GT2 ist Zeile fiir Zeile weitgehend wie der fiir P+GT3. Es muss nur in der 1. Zeile rechts
,P+GT2“ durch ,,P*+GT1" ersetzt werden. Und zur 4. Zeile ist die folgende Erlduterung zu geben: =Vx0—G(x) —
Ix—0—G(x) ist ein Theorem von Pi*+-Gamma, da —VxF(x) — 3dx—F(x) ein Theorem von Pi*-Alpha ist, das ohne
Involvierung von Kennzeichnungsnamenformeln bewiesen ist, also ohne Weiteres als Theorem nach Pi*+-

Gamma Ubernommen werden kann:

= VxF(x) > Ix—F(x)

1. —3Ix=F(x) > VxF(x) P*T15 [V xF(x) <> —3x—F(x), bewiesen ohne Involvierung von
Kennzeichnungsnamenformeln]

2. = VxF(x) = Ix=F(x) RT5 [LKP] (1)

Ab der 8. Zeile geht der Beweis von P*+GT2 (in Abwandlung des schon vorliegenden Beweises von P+GT3) wie
folgt:

8. Iy (xF(x) = y), DG(1xF(x)) = Ix—0-G(x) R3 (6, 7)

9. =0—G(a) » OG(a) GT6

10. E(a), OG(a) — IxAG(x) A7%,(ii), R1

11. E(a), =0—G(a) — IxG(x) RT20 [Einsetzungsfall bei leeremI":A—>B; I, B—>C=T",A— (] (9, 10)

12. —0—G(a), E(a) — IxG(x) R1(11)

13. Ix—0—G(x) = IxTG(x) R9* (12)

14. IyO(ixF(x) = y), OG(1xF(x)) — IxG(x) RT20 (8, 13)

15. OG(xF(x)), Iy (xF(x) = y) — IxIG(x) R1(14).}

P+GT4: VxOG(x), Iy (ixF(x) = y) = OIG(1xF(x)) QKM3
1. VxOG(x) —» OG(a) A6, (ii)

2. 1xF(x) = a, G(a) = G(1xF(x)) A9, (i)

3. 1xF(x) = a A G(a) > G(uxF(x)) R7 (2)
4. O(wxF(x) = a A G(a)) > OG(xF(x)) GRT4 (3)
5. O(wxF(x) = a), OG(a) = T(xF(x) = a A G(a)) GT21, RT14%23

6. OJ(1xF(x) = a), OG(a) > OG(1xF(x)) RT20 (5, 4)

123 per einschldgige Einsetzungsfall der relevanten Hilfte von GT21 (des O-iiber-a-Verteilungsprinzips) ist:
O(1xF(x) = a) A (JG(a) > O(1xF(x) = a A G(a)). Der einschlagige Einsetzungsfall von RT14 (der Umkehrung von
R7) ist: O(xF(x) = a) A G(a) > O(ixF(x) = a A G(a)) = O(xF(x) = a), OG(a) > T(xF(x) = a A G(a)).
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7. VxOG(x), O(xF(x) = a) —» OG(a) R2 (1)
8. VxG(x), O(wxF(x) = a), JG(a) > OOG(1xF(x)) R2, R1(6)
9. VxOG(x), J(ixF(x) =a) » OG(ixF(x)) R3(8,7)

10. VxOG(x), IyO(wxF(x) = y) > OG(1xF(x)) R9 (9)

P*+GT3: VxOG(x), Iy (xF(x) = y) = OG(1xF(x)) QKM3*

{Der Pi*+-Gamma-Beweis fiir P*+GT3 ist eine Modifikation des Pi+-Gamma-Beweises fiir P+GT4: mittels Einfl-
gung von ,,E(a)“ unter die Pramissen der Schlussformeln und Verwendung von A6*,(ii) statt A6,(ii) und von R9*

statt R9, sowie mittels rein struktureller Anpassungen an diese Veranderungen.}

P+GT5: OG(wxF(x)), Iy (ixF(x) = y) = Ix0G(x) QKM4

1. VxO—G(x), Iy (xF(x) = y) = O-=G(1xF(x)) P+GT4 {Einsetzungsfall}
2. AyO(xF(x) = y), YxO-G(x) = O-G(1xF(x)) R1 (1)

3. AyO(xF(x) = y), =O-=G(xF(x)) »> =VxI—=G(x) RT3 (2)

4. =Vx-G(x) > Ix—=—-G(x) T43

5. AyI(wxF(x) = y), =0-G(xF(x)) — Ix——=G(x) RT20 (3, 4)

6. JyT(xF(x) = y), O0G(1xF(x)) = IxOG(x) GD3 (5)*%*
7. 0G(1xF(x)), Iy (1xF(x) = y) = IxOG(x) R1(6)
P*+GT4: OG(1xF(x)), Iy (ixF(x) = y) — IxOG(x) QKM4*

{Der Pi*+-Gamma-Beweis fir P*+GT4 lautet gleich mit dem Pi+-Gamma-Beweis flir P+GT5, auBer dass in der
ersten Zeile rechts ,,P*+GT3" statt ,,P+GT4“ steht und die Berufung auf T43 in der 4. Zeile zur Berufung auf ein

Korollar von P*T15 wird; siehe dazu die Anmerkung zu P*+GT2.}

P+GT6a/P*+GT5a: O (wxF(x) = a), G(a) = OG(wxF(x)) IKM1/IKM1*125
1. xF(x) = a, G(a) = G(uxF(x)) A9, (i)
2. O(xF(x) = a), OG(a) > OG(1xF(x)) GRTS8 (1)

P+GT6b/P*+GT5b: O(b = xF(x)), OG(xF(x)) = OG(b)

124 1|m Ubergang von 5. zu 6. wird GD3 zunéichst auf eine Satzformel und dann, weiter rechts in 5., auf eine Pra-
dikatformel angewendet. ,,6“ in GD3 steht eben nicht nur fiir eine beliebige Satzformel, sondern auch fir eine
beliebige Pradikatformel.
125 IKM“ steht fiir ,|dentitit, Kennzeichnung, modaler Kontext”.
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1. b = wxF(x), G(1xF(x)) — G(b) A9, (i)
2. O(b = wxF(x)), OG(1xF(x)) — OG(b) GRT8 (1)

P+GT6¢/P*+GT5c: O (uxF(x) = wyH(y)), TG(yH(y)) = OG(xF(x))

1. wxF(x) = tyH(y), G(tyH(y)) = G(1xF(x)) A9, (i)
2. O(xF(x) = wyH(y)), OG(1yH(y)) > OG(1xF(x)) GRTS8 (1)

P+GT7a/P*+GT6a: (I(b = 1xF(x)), 0G(b) — 0G(1xF(x)) IKM2/IKM2*

1. O(b = xF(x)), O—-G(1xF(x)) - O—-G(b) P+GT6b/P*+GT5b {Einsetzungsfall}
2. O(b = xxF(x)), =O-G(b) = —O-G(1xF(x)) RT3 (1)

3. O(b = 1xF(x)), 0G(b) — 0G(1xF(x)) GD3 (2)

P+GT7b/P*+GT6b: O (1xF(x) = a), 0G(1xF(x)) = 0G(a)

1. O@xF(x) = a), O-G(a) » O-G(1xF(x)) P+GT6a/P*+GT5a
2. O(xF(x) = a), =—=G(1xF(x)) > =-G(a) RT3 (1)
3. O(wxF(x) = a), 0G(1xF(x)) — 0G(a) GD3 (2)

P+GT7¢/P*+GT6c: OJ(uxF(x) = wyH(y)), OG(yF(y)) = OG(ixH(x))

1. O(xF(x) = yH(y)), O-G(1wyH(y)) = O-G(1xF(x)) P+GT6c/P*+GT5¢c
2. O(wxF(x) = tyH(y)), =O—-=G(1xF(x)) = =O—=G(1yH(y)) RT3 (1)

3. O(wxF(x) = tyH(y)), 0G(1xF(x)) = 0G(1yH(y)) GD3 (2)

Auf die Reihenfolge der Termformeln in CJ(1xF(x) = a), (b = 1xF(x)), O(wxF(x) = tyH(y)) und

Jy(xF(x) = y) kommt es in all diesen Theoremen nicht an. Denn es ist beweisbar:

P+GT8/P*+GT7:

(a) O(wxF(x) = a) & O(a = xF(x))

1. 1xF(x) = a = a = xF(x) T33{a=b—>b=a}?®
2.a=1wxF(x) > xF(x) = a T33

3. O(wxF(x) = a) > O(a = wxF(x)) GRT4 (1)

126 3 = b — b = a ist nicht nur in Pi-Alpha, sondern auch in Pi*-Alpha beweisbar, also auch in Pi-Gamma und
Pi*-Gamma und zudem in Pi+-Gamma und Pi*+-Gamma [dann mit A9,(i)]. Das Theorem a = b — b = a ist au-
Rerdem substitutionsunproblematisch [deshalb steht im Kommentar zur 1. und 2. Beweiszeile einfach , T33“
und nicht ,T33,(i)]. Die in der 1. Zeile zur Einsetzungsfallbildung verwendete uniforme Substitution ist diese:
,WXF(x)“ far ,,a“, ,,a“ fur ,b“.
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4. O(a = 1xF(x)) > O(xF(x) = a) GRT4 (2)
5. O(wxF(x) = a) <> OJ(a = xF(x)) DEF< (3, 4)
(b) O(b = 1xF(x)) <> CJ(1xF(x) = b)

{Man ersetze im Beweis von P+GT8a/P*+GT7a durchgangig ,a“ durch ,b“ und schreibe nach der 4. Zeile:
5. 0(b = 1xF(x)) <> O(xF(x) =b) DEF<> (4, 3).}

(c) O(wxF(x) = wyH(y)) <> O (tyH(y) = wxF(x))

1. wxF(x) = tyH(y) — wyH(y) = 1xF(x) T33

2. 1yH(y) = wF(x) = xF(x) = tyH(y) T33

3. O(wxF(x) = tyH(y)) = O(yH(y) = xF(x)) GRT4 (1)

4. O(yH(y) = xF(x)) = T(xF(x) = tyH(y)) GRT4 (2)

5. O(1xF(x) = tyH(y)) <> T(1yH(y) = 1xF(x)) DEF&> (3, 4)

(d) IyO(xF(x) = v) <> IyOIy = wxF(x))

In Pi+-Gamma:

1. O(wxF(x) = b) —» O(b = 1xF(x)) P+GT8b {die eine Halfte}
2. (b = xF(x)) = JyCI(y = xF(x)) A7, (i)

3. O(wxF(x) = b) > JyOI(y = 1xF(x)) RT7 (1, 2)

4. JyO(wxF(x) = y) = JyO(y = xF(x)) R9 (3)

5. O(b = xF(x)) —> O(xF(x) = b) P+GT8b {die andere Halfte}
6. O (xF(x) = b) > Iy (xF(x) = y) A7,(ii)

7. O(b = wxxF(x)) > Iy (xF(x) = y) RT7 (5, 6)

8. Iy (y = wxF(x)) = Iy (1xF(x) = y) R9 (7)

9. IyI(xF(x) = y) <> FyOI(y = xF(x)) DEF<> (4, 8)

In Pi*+-Gamma:

1. O(wxF(x) = b) = O(b = xF(x)) P*+GT7b {die eine Halfte}
2. E(b), O(b = wxxF(x)) = IyO(y = wxF(x)) A7*,(ii), R1

3. E(b), O(wxF(x) = b) > IyO(y = 1xF(x)) RT20 (1, 2)

4. O(wxF(x) = b), E(b) = Jy(y = wxF(x)) R1(3)

5. JyO(wxF(x) = y) = FyOI(y = 1xF(x)) R9* (4)

6. (b = xF(x)) = O(wxF(x) = b) P*+GT7b {die andere Hilfte}
7. E(b), O(wxF(x) = b) = IyOI(1xF(x) = y) A7*,(ii), R1
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8. E(b), (b = wxF(x)) — Iy (1xF(x) = y) RT20 (6, 7)
9. (b = wxF(x)), E(b) = Iy (1xF(x) = y) R1 (8)
10. IyO(y = wxF(x)) — Iy (1xF(x) = y) R9* (9)

11. Iy (wxF(x) = y) <> IyO(y = 1xF(x)) DEF<«> (5, 10)

Es steht an: Was ergibt sich mit A10 bzw. A10*, wenn die alethischen Modaloperatoren ins
Spiel gebracht werden? In Beantwortung dieser Frage konzentriere ich mich — um tGbermaRi-

ge Weitlaufigkeit zu vermeiden — nun allein auf A10 und damit auf Pi+-Gamma.

P+GT9: (OJ3xF(x) = OF(wxF(x)); OIxF(x) = OF(1xF(x))

1. IxF(x) = F(ixF(x)) A10
2. O3xF(x) = OF(1xF(x)) GRT4 (1)
3. O3xF(x) —> OF(1xF(x)) GRT6 (1)

{Der Beweis der Umkehrungen, CJF(1xF(x)) — J3xF(x) und OF(1xF(x)) — 03xF(x) ist wegen A7,(i) und GRT4 bzw.

GRT6 ebenfalls ein Leichtes.}

Was P+GT9 behauptet, ist kein Problem (sondern richtig). Aber wie steht es mit dem
Folgenden, was schlicht durch uniforme Substitution aus A10 hervorgeht:

IxF(x) — OF(1xF(x))?

Auch das ist offenbar kein Problem; zudem scheint auch die Umkehrung davon logisch valide
zu sein (gemaR auf die Normalsprache bezogener Intuition):

OF(uxOF(x)) — IxOF(x).

Dieses Letztere geht durch uniforme Substitution aus A7 hervor (vgl. den Beweis von T41).
Das Problem ist aber nun angesichts der offenbaren logischen Validitat von OJF(ixCJF(x)) —
IxIF(x), dass in Beweisen in Pi+-Gamma das fragliche Resultat uniformer Substitution in A7
nicht als [beweisschrittlicher] Einsetzungsfall von A7 erlaubt ist; erlaubt sind in Pi+Gamma in

Beweisen als durch uniforme Substitution gebildete Einsetzungsfalle von A7 — gegeben die
uniforme Substitution von ,CF(_)“ fur ,F“ — nur: OF(a) — 3IxOF(x), OF(b) — IxOF(x), F(c)

— 3IxOF(x), usw.; denn durch die uniforme Substitution von OF(_) fir ,F“ in A7 ist ein
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Modalkontext gegeben, der die Beschrankung (ii) bei der Bildung von Einsetzungsfallen von
A7 in Beweisen aktiviert. Was sich allerdings in Pi+-Gamma vorfiihrlich beweisen lasst, ist

dies:

P+GT10: OF(uxOF(x)), IyO (xF(x) = y) = IxCIF(x)

1. b = wxF(x), F(1xCIF(x)) — F(b) A9, (i)

2. O(b = xOF(x)), OF(xxF(x)) > OF(b) GRT8 (1)

3. OF(b) — IxCIF(x) A7,(ii)

4. O(b = wOF(x)), TF(xIF(x)) = IxIF(x) RT20 (2, 3)

5. OF(wx3F(x)), O(x3F(x) = b), (b = xOIF(x)) = IxCIF(x) R2, R1 (4)

6. OF(1xF(x)), O (1xF(x) = b) > (b = 1xF(x)) P+GT8b {,von rechts nach links“}, R2, R1
7. OF(xOF(x)), O (xOF(x) = b) — IxCIF(x) R3 (5, 6)

8. OF(wxOF(x)), Iy (xTF(x) = y) = IxCIF(x) R9 (7)

Und hatte man nun in Pi+-Gamma OF(1xCJF(x)) — IyI(wxF(x) = y), so wiirde sich auf der
Grundlage von P+GT10 mit R3 trotz der falligen Einschrankung von A7 bei der Einsetzungs-
fallbildung in Beweisen dennoch (OF(1x(JF(x)) — IxCIF(x) als Theorem ergeben (im Einklang
mit der intuitiven logischen Validitat dieser Schlussformel).

Die Schlussformel OOF(1xF(x)) — Iy (xF(x) = y) ist nun sicherlich nicht in Pi+-
Gamma — so, wie der Kalkiil ist (mit in der angegebenen Weise einsetzungsfallbeschranktem
A7) — beweisbar; aber kdnnte man sie nicht als elftes Axiom zu Pi+-Gamma hinzunehmen?
Dagegen spricht jedoch die folgende Uberlegung: Angenommen, genau drei Etwasse sind
jeweils notwendigerweise ein Gott. Von diesen dreien werde eines ausgewahlt: das [ausge-
wahlte] Etwas, das notwendigerweise ein Gott ist. Zweifellos ist nun das Etwas, das notwen-
digerweise ein Gott ist, notwendigerweise ein Gott; aber es folgt nicht, dass fiir etwas, v, gilt,
dass notwendigerweise das Etwas, das notwendigerweise ein Gott ist, mit ihm, y, identisch
ist. Denn unter anderen Gegebenheiten mag ja ein anderes von den drei Etwassen, die je-
weils notwendigerweise ein Gott sind, das [ausgewahlte] Etwas sein, das notwendigerweise
ein Gott ist. Das Etwas, das notwendigerweise ein Gott ist, muss ja nicht rigide ausgewahlt
sein (und darf es gar nicht sein — nachdem wir uns allein auf eine flexible Verstehensweise
der Kennzeichnungsnamen festgelegt haben —, wenn diese Rigiditat nicht durch den Be-
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schreibungsgehalt des Kennzeichnungsnamens ohnehin erzwungen wird; was zwar gut und
gerne bei , die kleinste Primzahl“ der Fall ist, aber — nach Voraussetzung — nicht bei ,das, was

notwendigerweise ein Gott ist“).

{Ein gegen die logische Validitat von OF(1xF(x)) — Iy (1xF(x) = y) gerichteter Einwand lasst sich auch ganz
untheologisch formulieren: Unendlich viele Zahlen sind notwendigerweise gerade Zahlen. Von diesen unend-
lich vielen geraden Zahlen werde eine ausgewahlt: das [ausgewdhlte] Etwas, das notwendigerweise eine gera-
de Zahl ist. Zweifellos ist nun das Etwas, das notwendigerweise eine gerade Zahl ist, notwendigerweise eine
gerade Zahl; aber es folgt nicht, dass fur etwas, vy, gilt, dass notwendigerweise das Etwas, das notwendigerweise
eine gerade Zahl ist, mit ihm, y, identisch ist. Denn unter anderen Gegebenheiten mag ja ein anderes von den
unendlich vielen Etwassen, die jeweils notwendigerweise eine gerade Zahl sind, das [ausgewdhlte] Etwas sein,
das notwendigerweise eine gerade Zahl ist. Das Etwas, das notwendigerweise eine gerade Zahl ist, muss ja
nicht rigide ausgewahlt sein (und darf es gar nicht sein — nachdem wir uns allein auf eine flexible Verstehens-
weise der Kennzeichnungsnamen festgelegt haben —, wenn diese Rigiditat nicht durch den Beschreibungsgehalt

Iu

des Kennzeichnungsnamens ohnehin erzwungen wird; was zwar gut und gerne bei ,,die gerade Primzahl“ der

Fall ist, aber nicht bei ,,das, was notwendigerweise eine gerade Zahl ist“, idiomatisch: ,die[se] notwendig gera-

de Zahl“).}

Man beachte, dass sich diese (obige) Uberlegungen zwar gegen die logische Validitit
der Schlussformel OF(1xF(x)) — IyO(xF(x) = y) vorbringen lassen, nicht jedoch gegen
die logische Validitat von CJF(1xCJF(x)) — 3IxIF(x), auf welche Schlussformel — also: auf die
Umkehrung des A10-Einsetzungsfalls IxJF(x) — OF(1xF(x)) — es uns doch hier jetzt an-
kommt. Die logische Validitat von OF(1x(F(x)) — 3IxIF(x), die, wenn sie wirklich besteht,
dem Kalkil Pi+-Gamma — wie es aussieht — ein gewisses Unvollstandigkeitsproblem bereitet
(wie dargelegt), ist noch unwiderlegt. Ist sie denn tberhaupt widerlegbar? — Offenbar nicht.

Im Unterschied zu OOF(ixOF(x)) —» IyO(xF(x) = y) ist allerdings das Folgende

beweisbar in Pi+-Gamma:

P+GT11a: O3 IxOF(x) = Iy (uxOF(x) = y)

1. 3IxOIF(x), OF(b) — b = wxJF(x) T29,(ii) {T29: 3!xF(x), F(b) — b = xF(x); der Zusatz von
(i) scheint tatsachlich nicht notig}

2.b=wxOF(x) > xOF(x)=b T33 {substitutionsunproblematisch}

3. IIxOF(x), OF(b) »> xOF(x) =b RT20 (1, 2)
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4. O3!xOF(x), JOF(b) —» O(wxF(x) = b) GRT8 (3)
5. Ox3F(x) = b) —» IyD(1xAF(x) = y) A7,(ii)
6. J3AIxOF(x), DF(b) > Iy (xIF(x) =y) RT20 (4, 5)

7. O3 xOF(x), IXAOF(x) > IyO(xTF(x) =y) R9 (6)
8. AIxOF(x) — I!xOF(x) Al
9. AIXOF(x) — IXAF(x) A YXVY(OF(y) A OJF(x) >y=x) GD4(8)

10. IxOF(x) A VxVY(OF(y) A OF(x) >y =x) > IxOF(x) T9

11. 3IxOF(x) — IxOIF(x) RT7 (9, 10)

12. OF(b) » OOF(b) GT7

13. OOF(b) — IxOTF(x) A7,(ii)

14. OIF(b) — IxTTIF(x) RT7 (12, 13)

15. AxOIF(x) > IxOOIF(x) R9 (14)

16. AIXOF(x) —> IxIIF(x) RT7 (11, 15)

17. O3IxOF(x) > 3xOF(x) GT3

18. O3AIXOF(x) = IxF(x) RT7 (17, 16)

17. O3 xOF(x) — Ay (xTF(x) = y) R3 (7, 18)

P+GT11b: O3 IxOF(x) = O3y (uxOF(x) = v)

1. O3 xOF(x) —» IyO(xTF(x) =) P+GT11a
2. OJ0O3IxOF(x) > O3FyO(xF(x) = y) GRT4 (1)
3. O3IxOF(x) > OOFXOF(x) GT7

4. O3IxOF(x) > O3y (x3F(x) = y) RT7 (3, 2)

Jedoch, der obige Einwand gegen die logische Validitat von OJF(1xF(x)) — Iy (ixF(x) = y)
lasst sich natlrlich erst recht gegen die logische Validitat von OF(ix(JF(x)) — O3IxOF(x)
vorbringen, sodass auch die Hoffnung aufzugeben ist, mit OF(«xF(x)) — O3IxOF(x) als
zusdtzlichem Axiom anhand von P+GT11a und RT7 deduktiv zu OJF(xxF(x)) — Iy (wxIF(x)
=y) zu gelangen und damit anhand von P+GT10 und R3 schliefllich zum Endziel zu kommen:
der ,,Einnahme” von OF(1x(JF(x)) — 3IxOIF(x) als in Pi+-Gamma bewiesene Schlussformel.

Fazit: Uber P+GT10 kommt man bei dem Versuch, mit diesem Theorem als Briicke beweis-
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maRig zu OF(xOF(x)) — 3IxOF(x) vorzustoRen, schlussendlich nicht hinaus. Um zu
OF(uxOF(x)) — 3IxOF(x) zu gelangen, ist ein anderer Beweisweg zu suchen als der nicht
gangbare Uber P+GT10 — vielleicht ein Beweisweg unter Erweiterung der Axiomatik von Pi+-
Gamma; denn es drangt sich ja einem doch sehr auf, dass OF(ix(F(x)) — 3IxOF(x) in Pi+-
Gamma, so wie es ist, schlicht nicht beweisbar ist.

Im Gegensatz zu CJF(ixCIF(x)) — IxOF(x) ist OFIxCIF(x) — IxCIF(x) offensichtlich lo-
gisch valide und in Pi+-Gamma beweisbar, und deshalb — unter Heranziehung des oben
schon angesprochenen (unproblematischen) Einsetzungsfalls IxJF(x) — COJF(1xCJF(x)) von

A10 —ist das auch 3!xOF(x) — OF(xIF(x)). Ich halte formal und formell fest:

P+GT12: O3 IxOF(x) = OF(wxOF(x))

1. O3IXOF(x) = 3IxOIF(x) GT3

2. AIxOF(x) —» IxOTF(x) {siehe Zeile 11 im Beweis von P+GT11a}
3. O3IxOF(x) > IxOF(x) RT7 (1, 2)

4. AxOIF(x) = OF(wxOIF(x)) A10 {Einsetzungsfall}

5. O3IxOF(x) > OF(wxF(x)) RT7 (3, 4)

P+GT11lb und P+GT12 geben zwei beweisbar inferenziell-notwendige Bedingungen fiir
O3IxOF(x) an: O3y (xF(x) = y) und OF(1xF(x)). Sind diese Bedingungen beweisbar

auch zusammen inferenziell-hinreichend fur CJ3IxCJF(x)? Vielversprechend ist zunachst:

P+GT13: OF(uxOF(x)), O3yO(uxOF(x) = y) = O3IxOF(x) {aber noch nicht: ... > O3 IxIF(x)}

1. OF(xF(x)), Iy (xTF(x) =y) — IxIF(x) P+GT10
2. OJOF(wx3F(x)), O3yO(xF(x) =y) — O3IxOIF(x) GRT8 (1)
3. OF(wxOF(x)), O3yO(ux3F(x) =y), DOF(xF(x)) — O3IxOIF(x) R2,R1(2)

4. OF(wx3F(x)), DIy (xOF(x) =y) — ODAIF(xF(x)) GT7, R2
5. OF(wxOF(x)), O3yO(ux3F(x) =y) —» O3IxOF(x) R3 (3, 4)

Die Pramissen (J3yJ(1xF(x) = y) und OF(1xJF(x)) garantieren also Pi+-Gamma-logisch die
Konklusion CJ3xCJF(x). Aber garantieren sie Pi+-Gamma-logisch auch die starkere Konklusion
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3IxJF(x)? LieBe man die rigide Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen zu, neben der
flexiblen, so sollte es lieber nicht so sein: angesichts der dann gegebenen Widerlegbarkeit
der fraglichen Schlussfolgerung. Um dies einzusehen, sei der oben angegebene Einwand ge-
gen die logische Validitat von OF(1xF(x)) — IyI(xF(x) = y) in einem entscheidenden
Punkt modifiziert:

Angenommen, es ist notwendig, dass genau drei Etwasse jeweils notwendigerweise
ein Gott sind. Es ist dann notwendig, dass etwas notwendigerweise ein Gott ist {TJ3IxCIF(x)},
aber es ist offensichtlich nicht notwendig, dass genau ein Etwas, notwendigerweise ein Gott
ist {—=O3IxOIF(x)}. Demgegeniiber und damit zugleich: Das [ausgewahlte] Etwas, das not-

wendigerweise ein Gott ist, ist notwendigerweise ein Gott {{JF(1x(JF(x))}, und nichts spricht

dagegen [???], dass das Etwas, das notwendigerweise ein Gott ist, rigide ausgewahlt ist und
mithin etwas, y, so ist, dass das [ausgewadhlte] Etwas, das notwendigerweise ein Gott ist, mit
ihm, y, notwendigerweise identisch ist {3y (1xJF(x) = y)}. Wenn es aber so ist {AyI(1xIF(x)

=vy)}, dann ist es notwendigerweise so {3y (1xIF(x) = y)}; denn es ist beweisbar:

P+GT14: FyOG(y) > O3yOG(y)

1. IyO0aG(y) » O3yaG(y) PGT12 {3xOF(x) — O3xF(x)}
2. Iy0G(y) » IyOOG(y) {siehe Zeile 15 im Beweis von P+GT11a}
3. IydG(y) —» O3yOG(y) RT7 (2, 1),

und Iy (xF(x) = y) > O3IyO(xF(x) = y) ist ein Einsetzungsfall von P+GT14.

{P+GT14 ist ein weiteres Beispiel fiir ein Pi-Gamma- und Pi-Gamma*-Theorem, das (typographisch gleich,

obwohl aussagemifRig modifiziert) weder nach Pi*-Gamma noch nach Pi*+-Gamma lbernommen werden
kann. In Pi*-Gamma und Pi*+-Gamma ist nur beweisbar Iy(J(E(y) A OG(y)) —» O3IyOG(y); die letztere

Schlussformel ist ein Einsetzungsfall von P*GT7.}

Auf diese Uberlegung gegen die logische Validitat von OF(ixx3F(x)), O3y (ixTF(x) =

y) — O3IxOJF(x) ist aber zu antworten, dass nun eben, betreffs des unterstellten Szenarios,
sehr wohl ,etwas dagegen spricht”, dass das Etwas, das notwendigerweise ein Gott ist, rigide

ausgewahlt ist: eben dies, dass in der Pi+-Gamma zugrundeliegenden Normalsprache aus-
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gemachtermalien die rigide Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen neben der flexiblen
nicht zugelassen ist (auBer dann, wenn sie schon rein inhaltlich vom gegebenen Kennzeich-
nungsnamen her gefordert ist; doch das ist sie im vorliegenden Fall, angesichts des unter-
stellten Szenarios, gerade nicht).

Ungeachtet all dessen ist aber davon auszugehen, dass die Schlussformel
OF(wxOF(x)), O3y (1x3F(x) = y) > O3FIxOF(x) in Pi+-Gamma nicht beweisbar ist. Sie ware
in Pi+-Gamma genau dann beweisbar, wenn man neben P+GT13 in Pi+-Gamma auch bewei-

sen kdnnte:
OF(xTF(x)), O3yT(uxOF(x) = y) = OVxVy(TF(y) A OF(x) >y = x).2?’
Und die letztere Schlussformel wiederum wére in Pi+-Gamma beweisbar, wenn man da be-

weisen konnte:
F(uxx3F(x)), T(1x3F(x) = c), OF(b), OF(a) > b =a.
Die Deduktion von OJF(1xF(x)), D3y (ixTF(x) = y) > OVxVy(TF(y) A OF(x) >y = x) auf
der angegebenen Grundlage ginge wie folgt:
1. F(xxOF(x)), O(xOF(x) = c), TF(b), OF(a) > b=a {als beweisbar unterstellt}
2. F(1x(JF(x)), OF(b), OF(a), J(xOF(x)=c) > b=a R1 (1)
3. F(xxF(x)), OF(b), OF(a), IyD(xIF(x) =y) > b=a R9 (2)
4. F(wxxOF(x)), IyO(x3TF(x) = y), TF(b), JF(a) > b=a R1(3)
5. F(xx3F(x)), yTI(xTF(x) =y), TF(b) A OF(a) > b=a R7(4)
6. F(xxJF(x)), IyD(xF(x) =y) > OF(b) AJF(a)>b=a GRT2 (5)
7. F(xF(x)), IyO(xF(x) = y) = Vy(OIF(y) A OF(a) >y = a) R8 (6)
8. F(ixxF(x)), AyD(xAF(x) = y) = VxVy(OF(y) A OF(x) >y =x) R8 (7)
9. OF(wxF(x)), O3y (xF(x) =y) > ODVxVy(OF(y) AOF(x) >y=x) GRT8 (8).
Es ist aber nicht zu sehen, wie F(1x(JF(x)), O(xx3F(x) = c), OF(b), OF@) — b = a in Pi+-
Gamma beweisbar sein kdnnte.
Nur eine axiomatische Erweiterung kann hier weiterhelfen — ob man nun den Kalkdil

Pi+-Gamma durch das zusatzliche Axiom erst als vollendet ansieht, oder aber dadurch einen

Uber Pi+-Gamma hinausgehenden neuen Kalkiil gesetzt sein lasst (welcher aber abgesehen

127 Es sei denen, die dieses Buch lesen, tiberlassen, herauszufinden, wie man mit JF(1x3F(x)), J3yO(wxTF(x) =
y) = O3xOF(x) und OF(xF(x)), DIyO(xTF(x) = y) = ODVYxVY(TF(y) A OF(x) >y = x) zu OF(xF(x)),
O3yO(xOF(x) = y) > OFIxOIF(x) kommt. Es ist nicht schwer.
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von dem zusatzlichen Axiom in allem mit Pi+-Gamma Ubereinstimmt). Ich entscheide mich
fur das Letztere. Der neue Kalkil ist Pi++-Gamma, und das neu hinzukommende, ihn aus-

zeichnende Axiom ist dieses:

A1l F(wxF(x)), O(xF(x) = c) > IIxF(x)

In A11 kann F(1xF(x)) deduktiv dquivalent (im Kalkil Pi++-Gamma) durch 3xF(x) ersetzt wer-

den, denn mit A10 und A7,(i) erhdlt man das Theorem 3xF(x) <> F(1xF(x)).

{Die Necessitierung der zweiten Pramisse in A1l ist axiomatisch notwendig; denn F(1xF(x)), ixxF(x) = ¢ — 3IxF(x)
[oder 3xF(x), xF(x) = ¢ = J!xF(x)] ist angesichts von normalsprachlichen Gegenbeispielen keine logisch valide

Schlussformel.}

Das im gegebenen Zusammenhang bedeutsame Korollar von Al1l ist nun dieses:

P++GT1: OF(1xF(x)), O(ixF(x) = c) = O3 IxF(x)

1. F(1xF(x)), O (wxF(x) = c) —> I!xF(x) A11,(ii) {siehe hierzu weiter unten}
2. OF(xF(x)), OO (xF(x) = c) > O3IxF(x) GRT8 (1)
3. O(wxF(x) = c) > OO(xF(x) = c) GT7

4. OF(1xF(x)), O (wxF(x) = c) > O3IxF(x) RT20 (3, 2)

Mit P++GT1 ergibt sich die gewiinschte Verstarkung von P+GT13 (durch welche die beiden

mit P+GT11b und P+GT12 gegebenen beweisbar inferenziell-notwendigen Bedingungen zu-

sammen auch beweisbar inferenziell-hinreichend fur O3!xJF(x) sind) wie folgt:

P++GT2: OF(wxOF(x)), O3y (uxF(x) = y) = O3 IxOF(x)

1. OF(xx3F(x)), T(x3TF(x) = c) — O3xOF(x) P++GT41,(ii) {vgl. hierzu die Ausfiihrungen zu
A11,(ii), und beachte die Widerlegbarkeit von

OF(x3F(x)) » O3IxOF(x).}
2. OF(wxO3F(x)), IyO(x3F(x) = y) > O3 IxF(x) R9 (1)
3. OOF(wxOF(x)), O3yO(xOF(x) = y) » O0O3IxOOF(x) GRT8 (2)

4. OO3xOF(x) — O3 IxOF(x) GT3
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5. OOF(xOF(x)), J3yO(wxIF(x) =y) - O3IxOF(x)  RT20(3, 4)
6. OF(xTF(x)) » OOF(xTIF(x)) GT7

7. 03yO(xOF(x) = y), OOFxTF(x) — O3xOF(x)  R1(5)

8. J3yO(TF(x) = y), TF(xTF(x)) — T3 IXF(x) RT20 (6, 7)1
9. OF(xOF(x)), I3y (WxTF(x) = y) - T3IXOF(X) R1(8)

Ungeachtet dessen, dass mithilfe des Korollars P++GT1 von A1l mit P++GT2 ein von
vornherein erwiinschtes besonderes Ergebnis herausspringt, ist die Einfihrung von A11 — die
Erhebung von F(ixF(x)) [oder: IxF(x)], O(1xF(x) = ¢) — 3IxF(x) zum Axiom — nicht ad hoc.
Denn wenn, wie schon ausgemacht ist (nur so sichert man A10 Eindeutigkeit in der Anwen-
dung und zugleich weitreichende Anwendbarkeit), allein die flexible Verstehensweise von
Kennzeichnungsnamen (unter Wahrung von A10) zugelassen ist [bis auf die grenzfallmaRige
Ausnahme, die gleich erneut angesprochen wird], so kann sich rein logisch in der Normal-
sprache die Wahrheit des (J(1xF(x) = c)-Satzes nur dadurch einstellen, dass der 1xF(x)-Name
schon rein inhaltlich diese Wahrheit erfordert; wobei sie bei der allein zugelassenen flexiblen
Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen angesichts der zugleich mit ihr bestehenden
Wahrheit des F(1xF(x))-Satzes [oder auch: IxF(x)-Satzes] schon rein logisch (unter Wahrung

von A10) nur dadurch bestehen kann, dass der 3!xF(x)-Satz ebenfalls wahr ist.??°

{Indem Formeln wie Ausdriicke der Normalsprache behandelt werden, ldsst sich die Berechtigung von A11 auch
wie folgt einsehen:

Kann es logisch sein, dass dxF(x) [anders gesagt: F(1xF(x)], O(1xF(x) = ¢) und —3!xF(x) zusammen wahr
sind? Bei der rigiden Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen sehr wohl; denn von den mindestens zwei F,
von denen wegen der Wahrheit von 3xF(x)und —3!xF(x) auszugehen ist, konnte eines, namlich ¢, durch 1xF(x)
rigide als Bezeichnetes ausgewahlt werden, was die Wahrheit auch von CJ(ixF(x) = c) bedingen wiirde: CJ(1xF(x)

= c) besagt ja nichts anderes, als dass 1xF(x) c rigide [in allen moéglichen Welten] bezeichnet. Nun ist aber nur

122 RT20 ist dies: ', A—>B; T, B—> C=T",T", A— C. Der verwendete Einsetzungsfall ist dieser: I'" ist leer;
far ,,A“: OF(wxOF(x)); fur ,,B“: DOFxOF(x)); T ist O3y (1xIF(x) = y); fur ,,C*: O3 IxF(x). Das ergibt:
OF(x3F(x)) > OOF(xOF(x)); O3yO(uxOF(x) = y), OOF(xOF(x)) > O3IxOF(x) = O3yO(xOF(x) =),
OF(xOF(x)) » O3 IxOF(x).
129 vergleiche: Der Kennzeichnungsname ,die kleinste Primzahl“ erfordert schon rein inhaltlich die Wahrheit
des Satzes ,Es ist notwendig, dass die kleinste Primzahl mit 2 identisch ist“; wobei diese Wahrheit bei der (un-
ter Wahrung von A10) flexiblen Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen angesichts der zugleich damit
bestehenden Wahrheit des Satzes , Die kleinste Primzahl ist eine kleinste Primzahl” [oder auch: ,Etwas ist eine
kleinste Primzahl“] schon rein logisch (unter Wahrung von A10, ohne auf die Arithmetik zu schauen) nur
dadurch bestehen kann, dass auch der Satz ,Genau ein Etwas ist eine kleinste Primzahl ist” wahr ist.
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die flexible Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen normalsprachlich zuldssig. Dann kann 1xF(x) c rigide
nur dann bezeichnen, m. a. W.: 3(1xF(x) = c) nur dann wahr sein, wenn 1xF(x) dies schon rein inhaltlich [mittels
seines semantischen Gehalts, mit allem, was darin liegt] erfordert; Letzeres ist jedoch ausgeschlossen, wenn
neben 3xF(x) auch —3!xF(x) wahr ist, denn dann stehen mindestens zwei F, darunter c, gleichberechtigt zur
Verfligung, und es ist nicht zu sehen, wie 1xF(x) schon rein inhaltlich rigide auf c als Bezeichnetes festgelegt sein
kann. Bei der flexiblen Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen kann es also logisch nicht sein, dass 3xF(x)
[anders gesagt: F(ixF(x)], OJ(ixF(x) = ¢) und —3!xF(x) zusammen wahr sind; was bedeutet, dass die Schliisse
IxF(x), O(1xF(x) = c) = 3IxF(x) und F(1xF(x), O(xF(x) = ¢) — 3IxF(x) logisch valide sind. Und weil es in der vo-
rausgehenden Argumentation allein auf die reprédsentierte logische Form ankam, kann man aufgrund des eben
Festgestellten schlussendlich dazu Gbergehen, dass die Schlussformeln 3xF(x), O(ixF(x) = ¢) — 3!xF(x) und

F(ixF(x), O(wxF(x) = c) — 3!xF(x) logisch valide sind.}

Man beachte, dass A11 der Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in
Beweisen bedarf, wobei allerdings der Fall (i) bei A11 nicht eintreten kann, sodass von den
zwei Fallen — (i) und (ii) —, von denen jeweils bei A6, A7 und A9 die Rede ist, bei A11 nur der
Fall (ii) Gbrigbleibt, und zwar in der folgenden ganz einfachen Form: ,wo bei der Bildung von
Einsetzungsfallen in Beweisen die Namenformel, die fiir ,c’ uniform substituiert wird, wie ,c’
eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel sein muss“. Dass diese Beschran-

kung sinnvoll ist, lasst sich im Fall von A1l besonders einfach einsehen: Wenn das Folgende
ein in Beweisen zuldssiger Einsetzungsfall von A1l ware: F(ixF(x)), O(ixF(x) = wxF(x)) —
JIxF(x), so ware A1l ad absurdum gefiihrt; denn mit der sehr einfach zu beweisenden (und
selbstverstandlich logisch validen) Schlussformel F(ixF(x)) — O(ixF(x) = 1xF(x)) erhielte man
[wegen R3] aus jenem Einsetzungsfall als Pi++-Gamma-Theorem: F(ixF(x)) — 3!xF(x), wofiir

es nun viele Gegenbeispiele gibt.3°

{Ein genauso absurdes Resultat erhielte man, wenn man die Schlussformel, von der weiter oben einmal erwo-
gen wurde, sie als elftes Axiom hinzuzunehmen, namlich: OF(1xF(x)) — IyO(xF(x) = y), als Axiom tatsach-
lich hinzundhme: Aus einem in Beweisen zuldssigen Einsetzungsfall von P++GT1 bekommt man ja mit R9:
OF(x3F(x)), yD(xF(x) = y) — O3IxF(x) [siehe die 2. Zeile des Beweises von P++GT2], woraus sich mit
dem ,,Axiom” OF(ixF(x)) — Iy (ixF(x) = y) und R3 ergabe: OF(1xF(x)) — O3IxOF(x) — wofir es eben-
falls viele Gegenbeispiele gibt. [Weiter oben im Text wurde die logische Invaliditdt von OF(ixCJF(x)) —

O3!xF(x) bereits thematisiert und dargetan.]}

1307, B.: Die [ausgewahlte] Primzahl ist eine Primzahl, aber es ist nicht der Fall, dass genau ein Etwas eine
Primzahl ist.
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Kommen wir zuriick auf eine offene Frage: OJF(1xJF(x)) — IxIF(x) — die Umkehrung
eines Einsetzungsfalls von A10 —ist in Pi+-Gamma, wie es scheint, nicht beweisbar, ist aber
intuitiv —aus normalsprachlicher Perspektive — sehr wohl logisch valide. Was ist kalkilmaRig
zu tun?

A11 hilft in dieser Hinsicht nicht weiter, denn mit A11 — bzw. ndherhin: P++GT1 — be-
kommt man nicht mehr, als man schon langst hat:

1. OF(wxOF(x)), T (xIF(x) = c) > OFIXOIF(x) P++GT1 {Einsetzungsfall}

2. OF(wxOF(x)), IyO(xF(x) =y) > O3FxCIF(x) R (1)

3. O3!xOF(x) — I!xOF(x) GT3

4. OF(wxOF(x)), Ay (xTF(x) = y) = IIxOIF(x) RT20 (2, 3)

5. IIXOF(x) — IxAF(x) A VXVy(OF(y) A OF(x) >y=x) Al, GD4

6. IXOF(x) A VXVY(F(y) A OF(x) >y =x) — IxCIF(x) T9

7. AXOF(x) — IxTF(x) RT7 (5, 6)

8. OF(wxF(x)), Iy (xIF(x) = y) = IxOIF(x) RT20 (4, 7).

Das ist nichts anderes als das (im Rahmen von Pi+-Gamma — ohne A1l — schon langst bewie-
sene) Theorem P+GT10, das eine bloRe Anndherung an CJF(1xJF(x)) — IxCIF(x) ist und von
dem aus, wie festgestellt, kein Weg weiter zum Beweis von COJF(1xCJF(x)) — IxCIF(x) flhrt.

Machen wir von einer anderen Seite her einen neuen Anlauf und betrachten zu-

nachst die folgenden drei — nach der Beweisschwierigkeit zu urteilen: trivialen — Pi+-Gamma-

Theoreme:

P+GT15a: VxF(x) = OF(a) Schwaches dictum de omni (SDO)

1. VxF(x) = F(a) A6, (i)

2. O—F(a) > —F(a) GT3 {Einsetzungsfall}

3. F(a) > =0—F(a) RT4 {RKP} (2)

4. VxF(x) » —[—F(a) RT7 (1, 3)

5. VxF(x) > OF(a) GD3 (4)

P+GT15b: CJF(a) — IxF(x) Schwache , Existenzgeneralisierung” (SEG)
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1. F(a) — 3IxF(x) A7,(i)
2. OF(a) — F(a) GT3

3.0F(a) > 3xF(x) RT7(2, 1)

P+GT15c: OJ(b = a), F(a) = F(b) Schwache Substituierbarkeit der Identischen (SSID)

1.b =2, F(a) > F(b) A9, (i)
2.F(a),b=a— F(b) R1 (1)
3.0(b=a)—>b=a GT3

4. F(a), OJ(b=2a) - F(b) RT20 (3, 2)

5. 3(b = a), F(a) > F(b) R1(4)

{Ist das Axiom A6, A7 oder A9 in der rechtsseitigen Kommentierung von Beweisen selbst gemeint — wie es in
den drei eben angefiihrten Beweisen vorkommt — und nicht ein Einsetzungsfall von ihm, der von ihm selbst
verschieden ist, so ist der Zusatz ,,(i)“ zu ihm eigentlich Gberflussig, aber im Blick darauf, dass jedes dieser Axi-
ome trivialerweise ein in Beweisen zuldssiger Einsetzungsfall von sich selbst ist, doch auch akzeptabel im Sinne

konsequenter Vermerkung der Anwendung der Zwei-Félle-Beschrankung.}

P+GT15a und P+GT15b unterliegen der Zwei-Falle-Beschrankung fur die Einsetzungsfallbil-
dung in Beweisen, und zwar mit der Verengung auf den Fall (ii) allein. Denn VyO(y # 1xF(x))
— OO(1xF(x) # 1xF(x)) ist zwar ein Einsetzungsfall ,an und fir sich“ von P+GT15a, aber darf
kein in Pi+-Gamma-Beweisen gebildeter Einsetzungsfall von P+GT15a sein. Ebenso ist
OO0 (xF(x) = 1xF(x)) — JyO(y = xF(x) ein Einsetzungsfall ,an und fiir sich” von P+GT15b,

aber darf kein in in Pi+-Gamma-Beweisen gebildeter Einsetzungsfall von P+GT15b sein.

{Warum nicht? Ich sage nur (nach allem, was schon gesagt ist): Es ist allem mdglich, nicht die Anzahl der Plane-
ten zu sein; aber es ist nicht moglich, dass es moglich ist, dass die Anzahl der Planeten nicht die Anzahl der
Planeten ist. Und es ist notwendig, dass es notwendig ist, dass die Anzahl der Planeten die Anzahl der Planeten

ist; aber nichts [keinem Etwas] ist es notwendig die Anzahl der Planeten zu sein.}

Das Besondere am dritten Theorem, P+GT15c, ist nun aber, dass alle Einsetzungsfille von
ihm intuitiv — also: aus normalsprachlicher Perspektive — logisch valide sind; dass dement-
sprechend sie doch alle in Beweisen verwendet (,,gebildet”) werden diirfen. Bei diesem The-

orem entfallt also — den logischen Fakten folgend — die Zwei-Falle-Beschrankung fir die Ein-
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setzungsfallbildung in Beweisen — obwoh/ es doch unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformeln enthalt, sogar im Bereich eines Modaloperators, und von A9 abhangig ist!
Weil SSID ohne die Zwei-Falle-Beschrankung fir die Einsetzungsfallbildung in Bewei-
sen auskommt, empfiehlt es sich, SSID gegeniiber SID als das grundlegendere Prinzip zu er-
achten und es statt SID (A9) in einem gegeniber Pi+-Gamma (oder auch Pi++-Gamma) modi-
fizierten, aber zu Pi+-Gamma (bzw. Pi++-Gamma) deduktiv dquivalenten Kalkil als Axiom zu
verwenden. Um aber SID als Theorem zu haben (was doch unerlasslich ist), bedarf es eines
weiteren Alternativaxioms, namlich: b = a — (b = a), mit Zwei-Falle-Beschrankung fir die
Einsetzungsfallbildung in Beweisen [nur Fall (ii) ist relevant]. Es bedarf also abermals, wie bei
SSID, einer Schlussformel — nun ist es Necessitas identitatis (NID) — als Grundgesetz, welche
im gegenwartigen Stand ein Pi+-Gamma-Theorem ist: das aus Pi-Gamma lbernommene
PGT15; hinzukommt allerdings bei PGT15 in Pi+-Gamma gegeniber seinem Stand in Pi-
Gamma die Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen. Die Herlei-
tung von SID aus den beiden Alternativaxiomen ist dann sehr einfach:
1. (b =a), F(a) > F(b) SSID {1. Alternativaxiom}

2. F(a), O(b=a) — F(b) R1 (1)

3.b=a—>0(b=a) NID,(ii) {2. Alternativaxiom}
4.F(a), b = a—> F(b) RT20 (3, 2)3
5.b =a, F(a) = F(b) R1 (4).

Ersichtlich ererbt SID (nach gegenwartigem Stand: das Axiom A9) von NID die fiir es, aber
nicht fur SSID, notwendige Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in Bewei-
sen, nicht von SSID.

P+GT15c ist nicht das einzige Pi+-Gamma-Prinzip, bei dem die Zwei-Falle-
Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen entfillt. Gleiches gilt fir die folgen-

den beweistechnisch trivialen Korollare von PGT15 und A9:

P+GT16a: Ay(b =vy),Iy(a=y),b=a > (b =a)

l.b=a— 0O(b=a) PGT15,(ii)

2.3yO(b=y),dy0(@=y),b=a—> O(b=a) R2 {mehrfach}, R1 {mehrfach} (1)

131 7ur Erinnerung: RT20ist I, A—> B; ", B> C=TI", ", A > C. In der vorliegenden Anwendung ist T"" leer
und I ,F(a)”; und anstelle von , A“ steht , b = a“, anstelle von ,,B“ ,J(b = a)“, anstelle von ,,C“ ,F(b)“.
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P+GT16b: Iy(b =y), IyT(a=y), b =a, F(a) = F(b)

1.b=a, F(a) > F(b) A9, (i)

2.3y0(b=y),dyC(a=vy), b=a, F(a) > F(b) R2 {mehrfach}, R1 {mehrfach} (1)

Es zeigt sich in diesen beiden Theoremen ein allgemeines Muster, welches zum einen Teil
beschrieben wird durch das folgende trivialerweise beweisbare Schema fiir Schlussregelfor-
meln, bei denen die Schlussformel in der Pramisse mindestens eine unstrukturierte und

sinnunbestimmte Namenformel enthalt:

P+GRT1: ' > o = FvJ(a1 = v) ... v o, = V), ' = o, wobei a1 ... o, samtliche

unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln in I' = & sind [etwa der Reihenfolge

ihres Erstauftretens in I’ — & nach];

welches, hierauf bezogen, zum anderen (hochst bemerkenswerten) Teil aber in Folgendem
besteht: Wahrend I' — o der Zwei-Falle-Beschrankung fiir Einsetzungsfaille in Beweisen un-
terliegen mag, tut dies (a1 = v) ... V(s = v), ' > © nicht mehr, sondern jeder Einset-

zungsfall davon ist in Beweisen zuldssig.

{Hierzu ein weiteres Beispiel: Aus A7 — F(a) — 3xF(x) — erhadlt man mit P+GRT1 [oder auch schlicht mit R2, R1]
das Theorem: dy(J(a = y), F(a) > IxF(x); aber im Gegensatz zu F(a) — 3xF(x) unterliegt IyJ(a = y), F(a) —
3xF(x) nicht der Zwei-Falle-Beschrankung flr Einsetzungsfille in Beweisen. Man kann also ohne Weiteres be-
weisend zu dem Einsetzungsfall (der letzteren Formel) und weiteren Theorem y[(J(1xG(x) = y), F(1xG(x)) —
3xF(x) voranschreiten, wovon dann wieder 3y[J(ixG(x) = y), OOF(1xG(x)), — IxCIF(x) ein (von vornherein un-
problematischer) Einsetzungsfall ist und ein weiteres Theorem darstellt. Vgl. hiermit das schon auf ganz ande-
rem Wege gewonnene Theorem P+GT3, das sich von Jy[J(i1xG(x) = y), OF(1xG(x)) — IxIF(x) nur dadurch [lo-
gisch unerheblich] unterscheidet, dass ,F“ und ,G“ und die beiden Pramissen die Positionen getauscht haben.
Und siehe wiederum von 3JyJ(ixG(x) = y), OF(1xG(x)) — IxF(x) den (von vornherein unproblematischen)
Einsetzungsfall Iy (ixF(x) = y), OF(xxF(x)) — IxOIF(x), ein Theorem, das — bis auf eine Pramissenumplat-

zierung — als P+GT10 ebenfalls schon auf ganz anderem Wege gewonnen wurde.}

{Von Saul Kripke stammt die Einsicht, dass wahre Identitdtsaussagen, die ausschlieRlich Eigennamen involvie-
ren, notwendigerweise wahr sind. Die logikgesetzliche Entsprechung dieser Einsicht ist PGT15, welches (in
Pi+Gamma, aber in anderer Weise auch schon in Pi-Gamma) bei der Einsetzungsfallbildung in Beweisen auf

unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln beschrédnkt ist; denn die formalen Reprasentanten von
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Eigennamen sind eben unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln. Das bei der Einsetzungsfallbil-
dung in Beweisen nicht beschrankte Theorem P+GT16a, das [am direktesten] durch die Anwendung von
P+GRT1 auf PGT15,(ii) hervorgeht, ist dann die logikgesetzliche Entsprechung der folgenden unabweislichen
Erweiterung der kripkeschen Einsicht: Nicht nur, wenn eine wahre Identitatsaussage ausschlieBlich Eigennamen
involviert, sondern ganz generell dann, wenn sie ausschlieRlich rigide Designatoren involviert, ist sie notwendi-
gerweise wahr. Diese letztere logikgesetzliche Entsprechung kommt dadurch zustande, dass das Ein-rigider-
Designator-sein eines singularen Terms formal durch 3uJ(v = v) reprasentiert wird, wobei v diejenige Namen-
formel ist (sie mag nun bei einem Einsetzungsfall von P+GT16a in einem Beweis sehr wohl auch eine Kennzeich-
nungsnamenformel sein!), welche den fraglichen singuldaren Term (er mag seinerseits ein Kennzeichnungsname
sein) formal reprasentiert.

Also: Mit b =a — (b = a) [PGT15,(ii)] ist als Einsetzungsfall dieses Theorems z. B. auch c=a - O(c =
a) und c =d — O(c =d) in Pi+-Gamma beweisbar, aber weder 1xG(x) = a = (1xG(x) = a) noch 1xG(x) = xF(x) —
O(1xG(x) = 1xF(x)). Hingegen ist mit AyJ(b =y), Iy(J(a =y), b =a — (b = a) [P+GT16a] nun als Einsetzungsfall
dieses letzteren Theorems neben dy(J(c =y), dyT(a=y), c=a —> O(c=a)und IyD(c=y), IyOD(d=y),c=d >
O(c = d) zudem in Pi+Gamma beweisbar: AyJ(ixG(x) = y), Iyd(a = y), xG(x) = a —> O(1xG(x) = a) und

FyO(xG(x) =y), YD (xF(x) = y), xG(x) = wxF(x) > O(1xG(x) = xF(x)).}

Das beschriebene allgemeine Muster kénnte man ,das Muster der Rigiditatsfest-
schreibung per Pramissenerweiterung fir alle in ein Prinzip uniform substituierbaren Na-
menformeln“ nennen. Das prima facie Irritierende daran ist, dass JvJ(oi1 = v) ... JO(a, =
v), I' > o stets als mit ' > o deduktiv aquivalent erscheint, aber doch gar nicht damit de-
duktiv dquivalent ist in dem typischen Fall, dass die Schlussformel I' — o, die mindestens
eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel enthilt, der Zwei-Falle-
Beschrankung bei der Einsetzungsfallbildung in Beweisen unterliegt, die entsprechend pra-
missenerweiterte und -umgeordnete, sonst gleiche Schlussformel JvJ(oi1 = V) ... IV (ay =
v), '> o jedoch nicht!; und zwar stets so erscheint, da ja — JuJ(a = v) fir alle unstruktu-
rierten und sinnunbestimmten Namenformeln a in Pi+-Gamma beweisbar ist; denn PGT2
[— JyO(a = y)] wird ja von Pi-Gamma nach Pi+-Gamma tbernommen. Doch man darf hier
eben nicht vergessen, dass PGT2 zwar von Pi-Gamma nach Pi+-Gamma lbernommen wird,
dass dieses Theorem aber in Pi+-Gamma der Zwei-Falle-Beschrankung bei der Einsetzungs-
fallbildung in Beweisen unterliegt [wahrend diese Beschrankung in Pi-Gamma funktionslos
ware, da Kennzeichnungsnamenformeln dort nicht vorkommen, man es dort ohnehin nur

mit unstrukturierten und sinnunbestimmten Namenformeln zu tun hat].
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Sowohl P+GRT1 als auch P+GT15c haben partiell einen grundprinziplichen Charakter:
sie haben ihn nicht hinsichtlich ihres expliziten Gehalts (der ist ja in Pi+-Gamma echtableit-
bar), sondern nur hinsichtlich der mit ihnen verbundenen Entgrenzung, was die Bildung von
Einsetzungsfallen von ihnen in Beweisen angeht. Denn diese Entgrenzung ist in Pi+-Gamma
nicht — nicht bei dem gegenwartigen grundprinziplichen Stand des Kalkiils — echtableitbar,
sondern sie ist extra postuliert (nicht willkirlich freilich, sondern aufgrund der normalsprach-
lich orientierten logischen Intuition). Um diese besondere Rolle von sowohl P+GRT1 als auch
P+GT15c hervorzuheben (freilich stehen die beiden nur paradigmatisch fir sehr viele
Theoreme von Pi+Gamma), sei die folgende besondere Markierung eingefiihrt: es wird ge-
schrieben ,P+GRT1“ und ,P+GT15c” [statt nur ,P+GRT1” und ,P+GT15c"“]. Wie durch diese
Benennungsweise auch deutlich wird, wird tber Pi+-Gamma durch die Anerkenntnis des
partiell grundprinziplichen Charakters von P+GRT1 und P+GT15c nicht hinausgegangen; es
handelt sich beim behandelten Kalkul nach wie vor um den Kalkul Pi+-Gamma.

Kennzeichnungsnamen kdnnen allein schon bedingt durch ihren semantischen Gehalt
rigide Designatoren sein und sind es oft (,die kleinste Primzahl“, usw.); dieses Faktum be-
griindet die Relevanz von P+GRT1. Aber ist denn fiir irgendeine Kennzeichnungsnamenfor-
mel in Pi+-Gamma beweisbar, dass sie einen rigiden Designator formal reprasentiert? Ja,

dem ist so:

P+GT17: > IyTO(wx(x=a) =)

l.>a=a A8
2.a=a—3x(x=a) A7,(i) {,(_=a)“fur ,F}
3. > Ix(x=a) R3(2,1)

4.dx(x=a) > wx(x=a)=a Al0

5. >wx(x=a)=a R3 (4, 3)

6. > O(x(x=a) =a) GRT3 (5)

7. O(wx(x =a) =a) > IyD(wx(x=a) =y) A7,(ii) {,y“ fur ,x“, ,0(wx(x = a) = _)“) fir ,F}32

8. — dyO(x(x=a) =vy) R3 (7, 6)

132 Dje Einsetzungsfallbildung verlduft so: Aus ,F(a) — JxF(x)“ geht hervor ,F(a) — 3yF(y)“, und daraus ,, T (ix(x
=a) = _)(a) —» IyO(wx(x = a) = _)(y)“, also nach Einsetzung des , Arguments” in die Leerstelle: ,,J(ix(x = a) = a)
— AyO(x(x = a) = y)“.
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LIX(x = a)“ ist also eine Kennzeichnungsnamenformel der angefragten Art. Gleiches gilt mit-
tels der fiir P+GT17 in Beweisen zuldssigen Einsetzungsfallbildung [zu setzen ist da als Recht-
fertigung: P+GT17,(ii)*3%] fur die Kennzeichnungsnamenformeln: ,iy(y = a)“ ,,ix(x = b)*, ,,ix(x =
d)“, ,1z(z = c)“ usw. [ins Unendliche], nicht jedoch, z. B., fir ,,ix(x = 1zF(z))“. Fir letztere Kenn-

zeichnungsnamenformel ist nur das Folgende beweisbar:

P+GT18: = O (wx(x = 1zF(z)) = 1zF(2)); = O3y(wx(x = 1zF(z)) = y)

1. > 1zF(z) = 1zF(2) A8

2.1zF(z) = 1zF(z) = 3x(x = 1zF(2)) A7,(i) {,(_ = 1zF(z))" fur ,F*}
3. — 3x(x = 1zF(z)) R3(2,1)

4. Ax(x = 1zF(z)) = wx(x =1zF(z)) = 1zF(2) A10

5. = w(x =1zF(z)) = 1zF(2) R3 (4, 3)

6. — O(wx(x = 1zF(z)) = 1zF(2)) GRT3 (5)

7. wx(x =1zF(z)) = 1zF(z) — Fy(wx(x = 1zF(z)) = y) A7,(i) {,y“fir ,x“, zF(2)“ fur ,a“,
o (x(x =1zF(2)) = _)“ fur ,F“}

8. — Ay(wx(x =1zF(z)) = y) R3(7,5)

Yo

. — O3y(wx(x = 1zF(2)) = y) GRT3 (8)
Erweitern wir den Blick! Der Kalkil Pi++-Gamma ist, wie gesagt, der Kalkul Pi+-
Gamma plus All; es ist aufschlussreich zu verfolgen, was geschieht, wenn A11 auf P+GRT1

trifft. Zunachst:

P++GT3: F(1xF(x)), O(xF(x) = c), IyO(c = y) = IIxF(x)

1. F(1xF(x)), O (xF(x) = c) — 3IxF(x) All

2. F(1xF(x)), 3(1xF(x) = c), dyO(c =y) — I!xF(x) P+GRT1, R1 (1)

133 Von der Zwei-F3lle-Beschrinkung fir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen ist bei P+GT17 nur der zweite
Fall relevant, und zwar in der folgenden ganz einfachen Form (vgl. die Einsetzungsfallregelung bei A11): ,wo bei
der Bildung von Einsetzungsfdllen in Beweisen die Namenformel, die fiir ,a‘ uniform substituiert wird, wie ,a‘
eine unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel sein muss”. [Diese Bedingung ist trivialerweise erfllt,
wenn far ,a“ uniform ,,a“ substituiert wird.]
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Wiéhrend ,,1xF(x)”“ in einem Beweis nicht in A11 zur Bildung eines Einsetzungsfall von ihm
substituiert werden darf (in Ersetzung von ,,c“),13* ist das bei P++GT3 véllig in Ordnung; denn
P++GT3 ist, was die Einsetzungsfallbildung in Beweisen angeht, entgrenzt, weil P++GT3 das
Resultat einer Anwendung von P+GRT1 ist. Hier folgt, was sich durch die Substitution von

»IXF(x)“ in P++GT3 des Weiteren ergibt:

P++GT4: F(wxF(x)), 3yOI(ixF(x) = y) = JIxF(x)

1. F(1xF(x)), O3(1xF(x) = 1xF(x)), Iy (1xF(x) = y) — TIxF(x) P++GT3 {Einsetzungsfall}
2. F(ixF(x)), Iy (wxF(x) = y), O(wxF(x) = wxF(x)) — 3IxF(x) R1 (1)
3. F(1xF(x)), 3yO(wxF(x) = y) > O(xF(x) = 1xF(x))  Pi+-Gamma-Theorem {leicht beweisbar}

4. F(1xF(x)), Ay (1xF(x) = y) = IIxF(x) R3 (2, 3)

Dasselbe Ergebnis lasst sich natirlich ,,ruckzuck” durch die Anwendung von R9 auf A11 errei-
chen; aber, wie soeben gesehen, kann man zu ihm auch ganz ohne den Gebrauch von R9

gelangen.

{Ein Einsetzungsfall von P++GT4 ist Ubrigens dies: x(x = a) = a, IyTJ(x(x = a) = y) — I!x(x = a),*3> woraus sich
mit den Theoremen — 1x(x = a) = a [5. Zeile des Beweises von P+GT17] und — dyJ(wx(x = a) = y) [P+GT17] — die
als Pi+-Gamma-Theoreme auch Pi++-Gamma-Theoreme sind — und durch Anwendungen von R2 und R3 am
Ende ergibt: — J!x(x = a). Selbstverstindlich lasst sich dieses Letztere in Pi++-Gamma auch in ganz anderer
Weise beweisen; aber das Vorhandensein sehr unterschiedlichen Beweiswege zu identischen Beweiszielen —

wie soeben und gerade zuvor bemerkt — sind doch ein starkes Indiz fir die Kohdrenz des Kalkiils.}

SchliefSlich: Kann P+GT15c bei der noch offenstehenden Frage nach dem

Beweisbarkeitsstatus von CJF(1xCJF(x)) — IxCIF(x) helfen? Vielleicht so:

1. O(b = xOF(x)), OF(xTF(x)) = OF(b) P+GT15c¢
2. OF(b) = 3IxOIF(x) A7,(ii)

3. O(b = xOF(x)), TF(xF(x)) = IxIF(x) RT20 (1, 2)
4. OF(x3F(x)), (b = xOF(x)) — IxTTF(x) R1(3)

134 Wir haben gesehen, zu welcher Absurditét es fiihrt, wenn man es dennoch tut.
15 In ,F(ixF(x)), IyO(ixF(x) = y) — FIxF(x)“ wird fir ,F“ gesetzt ,,(_ = a)“, was Folgendes ergibt: ,(_ = a)(wx(_ =
a)(x)), IyO(wx(_ = a)(x) =y) = A!x(_=a)(x)“; d. h. nach Einsetzung des , Arguments” in die Leerstelle: ,,1x(x = a) =
a, AyO(x(x =a) =y) > Ilx(x = a)“.
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5. OF(wx3F(x)), yT(y = x3TF(x)) = IxTF(x) R9 (4).
Aber damit ist wiederum keinerlei Fortschritt gegeniber P+GT10 [also: CIF(ixCJF(x)),
JyO(xOF(x) = y) — IxCIF(x)] gegeben, zumal ja yCI(ixOF(x) = y) <> Ay (y = xOF(x))
beweisbar ist (siehe P+GT8d).

Jedoch: Mit dem Folgenden erweist sich nun am Ende die anscheinende Nichtbeweis-

barkeit in Pi+-Gamma der vom intuitiven Standpunkt aus logisch validen Schlussformel
OF(uxOF(x)) — 3IxCIF(x) als eine blof scheinbare, nicht tatsachlich gegebene Nichtbeweis-

barkeit:

P+GT19a: OF(wxF(x)) = O3xF(x)

1. F(1xF(x)) — 3IxF(x) A7,(i)
2. OF(xF(x)) — O3xF(x) GRT4 (1)

[P+GT19b: OF(1xOF(x)) = IxCIF(x)] {der Einklammerungsgrund wird gleich deutlich werden}

1. OOF(wxOF(x)) — O3xOF(x) P+GT19a {Einsetzungsfall: ,CIF(_)“ fiir ,F“}
2. OF(xOF(x)) > OOF(xOF(x)) GT7

3. O3xOF(x) — IxOIF(x) GT3
4. OF(wxOF(x)) > O3IxOF(x) RT7 (2, 1)
5. OF(wxOF(x)) > IxOIF(x) RT7 (4, 3)

Die intuitiv logische valide Schlussformel CJF(1x(JF(x)) — IxCIF(x) entpuppt sich also schliel-
lich als in Pi+-Gamma beweisbar, also: als nicht nur intuitiv logisch valide, sondern auch in
der Weise der durch Pi+-Gamma formulierten Logik logisch valide (wie erwiinscht), obwohl
sie in Pi+-Gamma nicht in der einfachsten Weise beweisbar ist: nicht als Einsetzungsfall von
A7; denn der fragliche Einsetzungsfall ist in Pi+-Gamma in Beweisen nicht zulassig.

Jedoch (dieses ,jedoch” ist ein dickes): In der Beweisflihrung, die vermittels P+GT19a
das Theorem P+GT19b zeitigt (prima facie), wird die Zwei-Falle-Beschrankung fir die Einset-
zungsfallbildung in Beweisen gewissermalien ausgetrickst: umgangen — mit erwiinschtem
Ergebnis. In analoger Weise austricksen kann man diese Beschrankung aber auch mit héchst
unerwiinschtem Ergebnis:

1. — O(1xF(x) = xF(x)) Pi+-Gamma-Theorem

2. G(1xF(x)) — 3yG(y) A7,(i)
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3. O(1xF(x) = xF(x)) > Iy (wxF(x) = y) Theorem bei 2. {Einsetzungsfall: ,,(1xF(x) = _)“ fiir ,,G“}
4. — IyO(ixF(x) = y) R3 (3, 1).

Was nun? Nun, beide A7-Einsetzungsfalle — OOF(1xCJF(x)) — 3IxOF(x) und CJ(1xF(x) =
xF(x)) — IyI(xF(x) = y) — akzeptieren kann man nicht, da nun eben CJ(ixF(x) = 1xF(x)) —

JyO(wxF(x) = y) inakzeptabel ist. Beide zu verwerfen, ist allerdings moglich; man kann, Pi+-

Gamma erganzend, die folgende Kalkiilregulierung aufstellen:

Caveat fir Pi+-Gamma
Eine Pi+-Gamma-Deduktion mit einem (wie auch immer gewonnenen) Einsetzungsfall x von
A7 oder von einem anderen Prinzip als Schritt (am Anfang, in der Mitte oder am Schluss),
welcher Einsetzungsfall gemall der Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in
Beweisen nicht als Einsetzungsfall von A7 bzw. dem anderen Prinzip in Beweisen zulassig ist,
zdhlt nicht als beweisende Pi+-Gamma-Deduktion fir y, mag die Deduktion ansonsten auch

vollsténdig korrekt sein.

Damit ware der Theoremstatus von CJ(uxF(x) = ixF(x)) — JyOJ(ixF(x) = y) erledigt, aber leider
eben auch der von OF(xCF(x)) — 3IxOIF(x) [daher die obige Einklammerung] — und: die

Schlussformel OF(ixJF(x)) — 3IxCIF(x) kann auch nicht als zusatzliches Axiom zu Pi+-
Gamma hinzugenommen werden, solange das obige Caveat besteht.

Eine andere Moglichkeit, mit dem aufgewiesenen Problem umzugehen, ware es, ei-
nen allgemeinen deduktionsformalen Grund zu finden (und gefunden in die Kalkilverfassung
von Pi+-Gamma zu integrieren), warum die Einsetzungsfallbildung, die von dem sicheren
Pi+-Gamma-Theorem CJF(1xF(x)) — O3xF(x) [P+GT19a] zu OOF(wxF(x)) — O3IxOIF(x) ge-
langt [siehe die 1. Zeile der schlieflich zu CJF(1xCJF(x)) — IxIF(x) fihrenden Deduktion], in
Ordnung ist, aber die Einsetzungsfallbildung, die von dem ebenso sicheren Pi+-Gamma-
Theorem G(1xF(x)) — 3JyG(y) zu O (xF(x) = wxF(x)) — Iy (1xF(x) = y) gelangt [siehe die zuletzt
angegebene Deduktion], nicht in Ordnung ist, obwohl doch beide — beide die uniforme Sub-
stitution von Namenformeln vermeidende (sie umgehende) — Einsetzungsfallbildungen [im
ersten Fall mit einigen unproblematischen zusatzlichen Schritten] zu Einsetzungsfallen von
A7 fihren, die gemaR der Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Einsetzungsfallbildung in Bewei-
sen nicht zulassig sind.
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Ich verfolge diese letztere Méglichkeit nun aber nicht weiter. Um einen Schlusspunkt

zu setzen, sei die , Caveat flr Pi+-Gamma*“ genannte Kalkiilregulierung akzeptiert.

Es ist angesichts des Substitutionsproblems modaler Pradikatenlogik alles andere als leicht,
zwischen der Skylla zu kleiner Einschrankungen bei der Einsetzungsfallbildung in Beweisen
und der Charybdis zu groRRer Einschrankungen dabei hindurchzufahren. Das Substitutions-
problem modaler Pradikatenlogik ist mit den Ausfiihrungen in diesem Kapitel bestenfalls fir
alethisch/ontisch-modale pradikatenlogische Kalkiile und die zugehorigen Normalsprachen
geldst, nicht fir epistemisch- oder doxastisch-modale oder epistemisch+doxastisch-modale
pradikatenlogische Kalkiile (ob zusatzlich mit alethischen Modaloperatoren oder nicht). Die-
se Teilldsung ist allerdings auch alles, was im Rahmen dieses Buches erwartet werden darf.
Denn die in diesem Buch betrachteten Kalkile/Logiken beziehen sich intendiertermalen
samtlich auf — ihnen jeweils passende, d. h.: den von ihnen je angegebenen logischen Geset-
zen vollstindig gehorchende (und diese dadurch legitimierende) — Normalsprachen, welche
ganz oder wenigstens in manchen ldealitatsaspekten wissenschaftsideal sind; und mit gewis-
ser (nur gewisser) Ausnahme der (sehr besonderen) Normalsprachen fiir Delta und Pi-Delta
und verwandte Kalkiile, sind die in diesem Buch ins Auge gefassten Normalsprachen allesamt
wissenschaftsideal im fiinften Aspekt der Flinfer-Liste von ldealitatsaspekten, die — malR-
geblich fir dieses Buch — im Kapitel 0 aufgestellt wurde:3¢ Sie alle sind frei von propositiona-
ler Stellungnahme; kein Satz von ihnen enthalt einen Ausdruck propositionaler Stellungnah-

me (epistemischer, doxastischer oder anderer Art).

{Bei Normalsprachen fiir Delta und Pi-Delta ist das nur cum grano salis, gleichsam pro forma, der Fall; sie stel-
len daher gewisse Ausnahmen von der Regel dar.

Zum eben wieder angesprochenen Verhiltnis zwischen Kalkil bzw. Logik, die durch den Kalkil formu-
liert wird, einerseits und Normalsprache andererseits, sei noch Folgendes erlduternd angemerkt (und was ge-
sagt wird, kann mutatis mutandis auch auf Logik [die durch einen Kalkiil formuliert wird] statt auf Kalkiil bezo-
gen werden): Passt eine Normalsprache — also: ein eventuell um formale Elemente angereichertes, in verschie-

denen Hinsichten reglementiertes, in spezifischer Weise zu verstehendes und validitatsmaRig aufzufassendes

136 Zudem sind alle behandelten Normalsprachen wissenschaftsideal im ersten Aspekt der Fiinfer-Liste von
Idealitatsaspekten, welche im Kapitel 0 — maRgeblich fur dieses Buch — angegeben wurde. Was hingegen den
zweiten, dritten, vierten und, in spezieller — nicht explizit offensichtlicher — Weise, auch den fiinften
Idealitatsaspekt angeht, werden Kalkiile und zugehorige Normalsprachen betrachtet, die von der Ideallinie
abweichen.
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Fragment der deskriptiven Umgangssprache — [zu] einem Kalkil (oder anders besagt: passt ein Kalkil [zu] einer
Normalsprache), so ist sie eine Normalsprache von ihm (oder fiir ihn), und ist seine Normalsprache, die Normal-
sprache von ihm, wenn sie lokal — im je gegebenen Kontext — als Normalsprache von ihm fungiert. Ein Kalkdl
widerspricht keinem formal-analytischen Faktum einer Normalsprache von ihm, sondern spiegelt diese Fakten
nach Krdften wider, m. a. W.: Normalsprachen eines Kalkiils gehorchen den durch den Kalkiil angegebenen
logischen Gesetzen vollsténdig. Die Vollstandigkeit aber, mit der ein Kalkil die formal-analytischen Fakten einer
Normalsprache von sich widerspiegelt (nach Krdften widerspiegelt), kann tatsachlich relativ gering sein: wegen
struktureller semantischer Besonderheiten jener Sprache [etwa wenn Gamma* auf eine Normalsprache bezo-
gen wird, bzgl. welcher ,Es ist notwendig, dass A, oder es ist notwendig, dass nicht-A“ ein generelles analyti-
sches Faktum zum Ausdruck bringt] und natirlich insbesondere dann, wenn die Normalsprache logische Kon-
stanten enthalt, die im Kalkiil gar nicht vorkommen. Letzteres muss nicht als storend empfunden werden, doch
kann man dem gewissen Problem da, wo es am ehesten als Problem empfunden wird, durch folgende Regelung
Abhilfe schaffen (welcher Regelung in diesem Buch auch entsprochen wird): Im Kalkil und in der Normalspra-
che des Kalkiils selbst kommen semantisch genau dieselben aussagenlogischen Konstanten vor [ob definierte
oder undefinierte; auch W(v, A) und U(v, A), von denen gleich die Rede sein wird, zihlen noch als aussagenlo-

gische Konstanten]. (Typographisch werden natirlich Unterschiede bestehen.)}

Die — so gar nicht wissenschaftsideale — Umgangssprache ist hingegen manifest voll von Sat-
zen mit Ausdriicken propositionaler Stellungnahme. Dadurch werden der sogenannten Sub-
stituierbarkeit der Identischen (salva veritate) — alias SID, alias A9 — exorbitante Probleme
bereitet; die nun aber in diesem Buch durch die Beschrankung auf Normalsprachen, die den
flinften Idealitétsaspekt einer idealen Wissenschaftssprache erfiillen, ausgeklammert blei-
ben. (Zum Sonderfall der Normalsprache von Pi-Delta und (damit auch) Delta siehe das
nachste Kapitel.) Es sei jedoch auf diese Schwierigkeiten wenigstens hingewiesen:

Gehort, so sei angenommen, A9 und mit A9 ganz Pi+-Gamma grundprinziplich als Teil
zu einem intendierten Kalkul fur eine Normalsprache, die nicht nur alethisch/ontisch, son-
dern auch durch Glauben (doxastisch) und Wissen (epistemisch) modalisiert wird,*3” so gébe
es offenbar die folgenden — zwar nicht alethisch/ontisch-modalen, aber im erweiterten Sinn
sehr wohl modalen — Gegenbeispiele zu A9 [die fragliche Normalsprache sei entsprechend

verfasst]:

137 Ein solcher Kalkiil sprengt den Rahmen der Formelsprache Sigma [so genommen, wie sie in diesem Buch
bestimmt wurde]; denn er muss lber Sigma hinausgehende logische Grundausdriicke enthalten und diese
Grundausdriicke grundprinziplich charakterisieren. Am naheliegendsten sind da der Satzoperator fiir Wissen
und der Satzoperator fir Glauben: W(v, c) — lies: ,v weiB, dass ¢“ —und U(v, o) — lies: ,,v glaubt [im Sinne von:
ist Uberzeugt], dass o”“.
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Sowohl bei nachfolgendem (1) als auch bei nachfolgendem (Il) handelt es sich um drei valide, insbesondere
wahre, Satze [ein entsprechender ,,Philipp” wird sich finden]:

(1) ,Der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist Lenin. Philipp wei3, dass Lenin Lenin ist. Philipp weif8 nicht,
dass der Hauptinitiator der Oktoberrevolution Lenin ist.”

(1) ,,Wladimir Iljitsch Uljanow ist Lenin. Philipp weiB, dass Lenin Lenin ist. Philipp weil nicht, dass Wladimir

lljitsch Uljanow Lenin ist.”

Den folgenden beiden normalsprachlichen Instanzen von A9: (1) ,Der Hauptinitator der Ok-
toberrevolution ist Lenin; Philipp weil}, dass Lenin Lenin ist. Also: Philipp weiR, dass der
Hauptinitiator der Oktoberrevolution Lenin ist“ und (II") ,Wladimir lljitsch Uljanow ist Lenin;
Philipp weiR, dass Lenin Lenin ist. Also: Philipp weik, dass Wladimir lljitsch Uljanow Lenin
ist”, wird durch (1) bzw. (ll) widersprochen. Das macht (I) und (ll) offenbar zu Gegenbeispie-
len von A9.

Das Gegenbeispielsein von (I) zu A9 kénnte man durch die dem nun betrachteten
Kalklil angepasste Zwei-Falle-Beschrankung bei A9 fiir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen
noch abwehren, weil ,W(c, _ = a)“ — die formale Reprasentation von ,Philipp weiR, dass _
Lenin ist” — ein Modalkontext (wenn auch im erweiterten Sinn) ist; denn ,,ixR(x, a") = a, W(c, a
=a) > W(c, xR(x, a’) = a)” ist gemal jener Zwei-Falle Beschrankung kein in Beweisen zulas-
siger Einsetzungsfall von A9 und darum auch nicht per A9 logisch valide in der Weise der
Logik, die durch den nun thematisierten Kalkil formuliert wird — welcher der unterstellten,
nicht nur alethisch-, sondern auch U-W-modalisierten Normalsprache intendiertermafien
angepasst ist und, so wurde angenommen, A9 und ganz Pi+Gamma grundprinziplich mit-
umfasst.

Das Gegenbeispielsein von (II) zu A9 aber kann man auf diese Weise nicht abwehren;
denn ,b =a, W(c, a =a) - W(c, b = a)“ ist angesichts jener (sinnerweiterten) Zwei-Fille-Be-
schrankung sehr wohl ein in Beweisen zulassiger Einsetzungsfall von A9 und darum auch per
A9 logisch valide in der Weise der Logik, die durch den besagten Kalkiil formuliert wird. Die-
ser Kalkil, welcher der unterstellten, nicht nur alethisch-, sondern auch U-W-modalisierten
Normalsprache intendiertermafien angepasst ist und, so wurde angenommen, A9 und ganz
Pi+Gamma grundprinziplich mitumfasst, passt also am Ende gar nicht zu jener Normalspra-
che — entgegen der angesprochenen Intention.

Es kommt noch schlimmer:
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Auch bei nachfolgendem (lll) und nachfolgendem (IV) handelt es sich um drei bzw. fiinf valide, insbesondere
wahre, Satze:

(1) ,,Es ist notwendig, dass Wladimir lljitsch Uljanow Lenin ist. Philipp wei, dass Lenin Lenin ist. Philipp weil3
nicht, dass Wladimir lljitsch Uljanow Lenin ist.”

(IV) ,,Von etwas ist es notwendig, dass Wladimir lljitsch Uljanow es ist. Von etwas ist es notwendig, dass Lenin
es ist. Wladimir lljitsch Uljanow ist Lenin. Philipp weiB, dass Lenin Lenin ist. Philipp weil8 nicht, dass Wladimir

ljitsch Uljanow Lenin ist.”

Der folgenden normalsprachlichen Instanz von P+GT15c: (lll') ,,Es ist notwendig, dass Wladi-
mir lljitsch Uljanow Lenin ist; Philipp weil3, dass Lenin Lenin ist. Also: Philipp weil3, dass Wla-
dimir lljitsch Uljanow Lenin ist“, wird durch (lll) widersprochen. Das macht (lll) offenbar zu
einem Gegenbeispiel von P+GT15c. Der folgenden normalsprachlichen Instanz von P+GT16b
wiederum: (IV) ,,Von etwas ist es notwendig, dass Wladimir lljitsch Uljanow es ist. Von et-
was ist es notwendig, dass Lenin es ist. Wladimir lljitsch Uljanow ist Lenin. Philipp weil3, dass
Lenin Lenin ist. Also: Philipp weiB, dass Wladimir Iljitsch Uljanow Lenin ist“, wird durch (IV)
widersprochen. Das macht (IV) offenbar zu einem Gegenbeispiel von P+GT16b.

Vor dem Gegenbeispielsein von (lll) zu P+GT15c und von (IV) zu P+GT16b gibt es kein
Entkommen — und selbstverstandlich auch dann keines, wenn man die oben geschilderte
Entgrenzung bei der Bildung von Einsetzungsfdllen, die im (noch selbststiandigen) Pi+-
Gamma axiomatisch mit P+GT15c und echtabgeleitet (iber P+GRT1) mit P+GT16b verbun-
den ist, rickgangig machte und vollstandig zur Zwei-Falle-Beschrankung zurlickkehrte (nun
fir Modalkontexte auch im erweiterten Sinn); denn in den Gegenbeispielen (lll) und (IV)
spielen ja — ebenso wie im Gegenbeispiel (II) — Kennzeichnungsnamen keine Rolle; die Zwei-
Falle-Beschrankung fiir die Bildung von Einsetzungsfallen in Beweisen kann da nicht greifen.

Und es kommt noch schlimmer. Man kontempliere die folgende glaubwiirdige Ge-
schichte [jedenfalls kann man davon ausgehen, dass, wenn nicht diese, so doch eine logisch
strukturgleiche Geschichte keineswegs leichtglaubigen Menschen wahr erscheinen wird —

vielleicht gar gegriindet auf personlicher Erfahrung wahr erscheinen wird]:

(V) ,,Philipp ist nicht davon Uberzeugt, dass Lenin der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist; denn er hat den
Namen ,Lenin“ noch nie gehort, und als er ihn jetzt zum ersten Mal hort, sagt er ,Lenin ist wie Stalin — und
meint damit die ,-in‘-Endung der beiden Namen (was seine Ahnungslosigkeit zeigt). Andererseits ist er schon
lange fest davon Uiberzeugt, dass Wladimir lljitsch Uljanow der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist, denn

er hat einmal in einem Buch, in das er kurz hineinblickte, ein Kindheitsfoto von Lenin gesehen, mit der Bilder-
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lauterung: ,Wladimir lljitsch Uljanow, der spatere Hauptinitiator der Oktoberrevolution (ohne Erwdhnung des
spateren Kampfnamens Uljanows: ,Lenin‘). Zweifelsohne ist Philipp historisch nicht gut informiert. Aber zudem
ist es offenbar auch so, dass Philipp von Lenin, d. h. von Wladimir lljitsch Uljanow, der ja Lenin ist, sowohl nicht
glaubt, dieser sei der Hauptinitiator der Oktoberrevolution, als auch glaubt, dieser sei der Hauptinitiator der

14

Oktoberrevolution.!® Womit es nun doch einen wahren Widerspruch gibt

Formal stellt sich die in (V) beschriebene Situation wie folgt dar:

[P1] 3y(y =a A —=0U(c, y = xR(x, a"))), [P2] Iy(y =b A U(c, y = xR(x, @), [P3] b=a

[K] 3y(y =a A (=U(c, y = xR(x, a’)) A U(c, y = xR(x, a"))))

Jede dieser vier Satzformeln steht offenbar flir einen wahren Satz, wobei die vierte — K — aus
den drei vorhergehenden — P1, P2, P3 — offenbar logisch valide gefolgert ist. Dieser
vierfachen Wahrheitsreprasentation widersprechen aber die folgenden beiden Schlussfor-
meln: Schlussformeln beweisbar in dem intendierten Kalkil fur die hier schon die ganze Zeit
unterstellte Normalsprache, die nicht nur alethisch-, sondern auch U-W-modalisiert ist; wel-
cher Kalkl, so die Annahme, A9 grundprinziplich mitumfasst und ganz Pi+-Gamma (nennen

wir diesen Kalkdl nun ,,Pi-Omega“):

POT1:b =a, y(y =a A =U(c, y = xR(x, a’))) = —=3y(y = b A U(c, z = xR(x, a’)))

1.b=a,3y(y=aA=U(c, y = xR(x,a’))) = Jy(y = b A =U(c, y = xR(x, a"))) A9, (i)
2.a=b,—U(c,a=wxR(x,a’)),d=b —>a=d T66,(i) {Gesetz der ,Drittengleichheit“}, R2, R1
3. U(c, d = wR(x, a’)),a=d — U(c, a = xR(x, a’)) A9,(ii), R1

4.a=b,-U(c,a=wxR(x,a’)),d=b, U(c, d = xR(x, a")) = U(c, a = xR(x, a")) RT20 (2, 3),
R1

5.a=b, —U(c,a=wxR(x,a")),d =b, U(c, d = xR(x, a)), U(c, a = xR(x, a’)) > —(B>B) A3,
R2, R1

6.a=b, =U(c,a=1xR(x,a’)),d =b, U(c, d = xR(x, a")) = —(B > B) R3 (5, 4)

138 Auf die Frage, ob Lenin der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist, antwortet Philipp (ein vorsichtiger
Mensch): ,,Das weil ich nicht. Vielleicht ja, vielleicht nein“, und er liefert (davon sei ausgegangen) eine verniinf-
tige Begriindung fiir seinen Agnostizismus (sein zweiseitiges Nichtliberzeugtsein). Auf die Frage, ob Wladimir
lljitsch Uljanow der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist, antwortet Philipp hingegen: ,Ja“ und er liefert
eine verniinftige Begriindung fiir sein beanspruchtes Wissen (welches eo ipso ein Uberzeugtsein ist).
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7.a=b,=U(c, a=wxR(x,a’)),d=b A U(c, d = xR(x, a’)) = —(B © B) R7 (6)
8.d=bAU(c,d=1xR(x,a’)),a=b, =U(c, a = xR(x, a’)) = —(B > B) R1(7)
9.d=bAU(c,d=1xR(x,a’)),a=b A —=U(c, a=wxR(x, a’)) > —(B > B) R7 (8)
10.a=b A =U(c, a=wxR(x,a’)),d=b A U(c, d = xR(x, a’)) = —(B > B) R1(9)
11.a=b A =U(c, a=wxR(x, a")), Iy(y =b A U(c, y = xR(x, a"))) = —(B o B) R9 (10)
12.3y(y=b A U(c, y = xR(x, a))), a=b A =U(c, a = xR(x, a’)) = —(B o B) R1(11)

13.3y(y=b A U(c, y = xR(x, a))), Iyly =b A =U(c, y = xR(x, a"))) > —~(B>B) R9 (12)
14.3y(y =b A =U(c, y = xR(x, a"))), Iyly =b A U(c, y = xR(x, a"))) = —~(B>B) R1(13)

15. 3y(y = b A =U0(c, y = xR(x, a"))) =>—3y(y =b A U(c, y = xR(x, a"))) RTS8 (14)
16.b=a, y(y=a A —=U(c, y = xR(x, a’))) = —3y(y = b A U(c, y = xR(x, a"))) RT20 (1, 15)

{In Pi-Omega ist also beweisbar: P3, P1 - —P2.}

POT2: > —3y(y =a A (=U(c, y = xR(x, a")) A U(c, y = xR(x, a'))))

1. U(c, b = ixR(x, a")), =U(c, b = xR(x, a")) = —(B o B) A3

2. =U0(c, b = wxR(x, a")), U(c, b = xR(x, a")) = —(B > B) R1 (1)

3. =U(c, b = wxR(x, a")) A U(c, b = xR(x, a")) = —(B > B) R7 (2)
4.b=a,—U(c, b=1xR(x,a")) A U(c, b = xR(x, a")) = —(B > B) R2, R1(3)

5.b=a A (=U(c, b=wxR(x,a")) A U(c, b = xR(x, a"))) = —(B > B) R7 (4)

6. y(y=a A (=0(c, y = xR(x, a")) A U(c, y = 1xR(x, a’)))) = —(B o B) R9 (5)

7.— —3y(y=a A (=U0(c, y = xR(x, a’)) A U(c, y = xR(x, a")))) RT8 {GIs1} (6)

{In Pi-Omega ist also beweisbar: — —K.}

Neben diesen beiden Pi-Omega-Theoremen ist allerdings zudem das Folgende beweisbar
(und beweisbar sogar schon in Pi-Alpha), wovon die Schlussformel

Ay(y =a A =U(c, y = xR(x, a’))), Iyly =b A U(c, y = xR(x, a’))), b=a — Jy(y=a A (=U(c, y =
wR(x,a’)) A U(c, y = xR(x, a’)))) = m. a. W.: P1, P2, P3 > K —
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nichts weiter als ein etwas komplexerer (und in Pi-Omega-Beweisen zul3dssiger)

Einsetzungsfall ist:13°

POT3: Jy(y=a A F(y)), vy =b A G(y)), b=a — Iy(y = a A (F(y) A G(y)))**°

1.b =a,F(b’),d=b,G(d),b=a—>b =b T66,(i) {b" =a,b=a— b =b}, R2, R1
2.d=b,b’=b—>d=b’ T66, (i)
3.b'=a,F(b’),d=b,G(d),d=b,b=a—>d=b" RT20(1,2)
4.b"=a,F(b),G(d),b=a,d=b,d=b—>d=b" R1(3)

5.b =a,F(b),G(d),b=a,d=b—>d=b’ RT1 (4)

6.b =a,F(b’),G(d),b=a,d=b,d=b"—>b'=d T33,R2,R1

7.b =a, F(b’),G(d),b=a,d=b—>b =d R3 (6, 5)

8.G(d), b’ =d — G(b") A9, (i), R1

9.b =a, F(b"), G(d), b=a, G(d),d=b > G(b")  RT20(7, 8)

10.b =2, F(b’), b=a,d = b, G(d), G(d) > G(b)  R1(9)

11.b"=a,F(b’),b=a,d = b, G(d) > G(b") RT1 (10)

12.b’ =a,F(b’),b=a,d=b, G(d) > b =a Al, R2

13.b"=a,F(b’),b=a,d = b, G(d) - F(b) Al, R2, R1

14.b"=a,F(b’),b=a,d = b, G(d) - F(b") A G(b") RT2 {IC-Regelgesetz} (13, 11)
15.b"=a,F(b’),b=a,d=b, G({d) > b =a A (F(b") A G(b")) RT2 (12, 14)

16.b =a A (F(b') A G(b")) = Ty(y = a A (F(y) A G(y))) A7,(i)

17.b"=a, F(b’), b=a,d = b, G(d) = Jy(y = a A (Fy) A G(y))) RT20 (15, 16)

18.b=a,b =a, F(b’),d=b, G(d) = Jy(y =a A (F(y) A G(y))) R1(17)
19.b=a,b =2a, F(b"),d=b A G(d) > Jy(y =a A (F(y) A G(y))) R7 (18)
20.b=a,d=b A G(d), b"=a, F(b") = Jy(y = a A (F(y) A G(y))) R1(19)
21.b=a,d=b AG(d),b"=a AF(b")—> Jyly=a A (Fy) AG(y))) R7(20)
22.b=a,d=b A G(d), Iyly =a A F(y)) = Jy(y =a A (F(y) A G(y))) R9 (21)
23.b=a,3dy(ly=a AF(y)), d=b A G(d) = Jy(y =a A (F(y) A G(y))) R1 (22)
24.b=a,3yly=a AF(y)), Iyly=b A Gly)) > 3yly=a(Fly) AGly))  R9(23)

139 Und dasselbe gilt fiir die Schlussformel 3y(y = a A U(c, y # xR(x, a’))), Iy(y =b A U(c, y = xR(x, a'))), b=a —
Jy(y = a A (U(c, y # xR(x, a')) A U(c, y = xR(x, a')))), welche Formel passend wire fiir eine etwas andere — lo-
gisch weniger radikale — Geschichte als die zuletzt im Text angegebene (siehe oben (V)).
140 |n Pi-Alpha wire das T74.
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25.3y(y =a A F(y)), 3yly =b A Gl(y)), b =a — Ty(y =a A (F(y) A G(y))) R1 (24)

{In Pi-Omega ist also beweisbar: P1, P2, P3 — K. Denn der obige Beweis lasst sich Zeile fiir Zeile mit den kom-
plexeren Formeln nachbauen: Statt ,F“ ist uniform zu setzen ,—U(c, _ = R(x, a))“, und statt ,,G“ ist uniform zu
setzen ,U(c, _ = xR(x, a'))“, und die jeweilige Variable oder unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenfor-
mel bei den vorkommenden ,,F“ bzw ,,G“ ist in die Leerstelle der aus diesen durch uniforme Substitution ent-
standenen Vorkommnisse von ,,—U(c, _ = xR(x, a’))“ bzw. ,,U(c, _ = xR(x, a’))* ,riickzuimportieren®. SchlieRlich:
,(i)“ in der Kommentierung ist gegebenenfalls durch ,(ii)“ zu ersetzen — was immer korrekt ist, da in der neu
entstandenen Deduktion nach wie vor nur unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformel deduktiv ver-
wendet werden (und zwar dieselben wie zuvor). Naheres kann noch der Gberndchsten Anmerkung entnommen

werden.}

In sich widersprichlich ist Pi-Omega durch diese drei Beweisergebnisse — POT1,
POT2, POT3 — nicht; vielmehr besteht zwischen ihnen die folgende, keinerlei Inkonsistenz
beinhaltende deduktive Dreierbeziehung:
1. 3y(y=a A—=U(c, y = xR(x, a"))), Jy(y =b A U(c, y = xR(x, a"))), b=a — Fy(y=a A (=U(c, y =
wxR(x, a")) A U(c, y = xR(x, a")))) POTS3 {Einsetzungsfall; P1, P2, P3 — K}

2.b=a,3y(ly=aAr=U(c,y=wxR(x,a’))), Iyly=b A U(c, y = xR(x, a"))) = Iy(y=a A (=U(c, y =

wR(x, a’)) A U(c, y = xR(x, a")))) R1(1)
3. > —3dy(y=a A (=U(c, y = xR(x, a’)) A U(c, y = xR(x, a")))) POT2 { — —K}
4.b=a,3yly=aA=U0(c,y=wxR(x,a)) = =3Iy(y=b A U(c, z= xR(x, a"))) RT21 (2, 3).

In der vierten Zeile steht nun nichts anderes als das (zuvor schon anders bewiesene) POT1

(m.a. W.: P3, P1 —» —P2).

{Das soeben neu aufgetretene Regelgesetz RT21 ist dieses: I', A —> B; — —B = I — —A. Sein Beweis geht so:

RT21: I, A—>B, >—-B=I > —-A

1.I,A—>B Annahme
2. > —B Annahme
3.A—> —B R2 (2)
4.B,—-B —> —(B>B) A3
5.I,A,B—> —(B>B) RT20 (3, 4)
6.1, A— —=(B>B) R3 (5, 1)
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7.T > —A RTS (6)

RT21 gehort zum groBen Kreis der Regelgesetze des indirekten SchlieBens, welcher durch RT8, RT9, RT10 und
RT11 (den paradigmatischen Regelgesetzen des indirekten SchlieRens) —und, rechtbesehen, schon durch R5,
RT3, RT4, RT5, RT6 — nur begonnen ist. (Gewissermalien ist ja auch R3 ein Regelgesetz des indirekten
SchlieRens.)}

Pi-Omega ist zwar nicht in sich inkonsistent, aber die oben aufgewiesenen Konflikte
von Pi-Omega mit einer gewissen Sprache, die nicht nur alethisch-, sondern auch U-W-
modalisiert ist — also die Inaddquatheit dieses Kalkiils fiir diese Sprache, die doch eigentlich
fir ihn als Normalsprache intendiert ist: als Normalsprache, zu der er passen soll — bleiben,
seien es die vor der Lenin-Uljanow-Geschichte schon aufgewiesenen Konflikte [siehe (1), (l1),
(1, (1v)], sei es der Konflikt, der erst durch jene Geschichte [siehe (V)] sichtlich geworden
ist. Dabei ist es wichtig zu sehen, dass sie keine Konflikte von Pi-Omega mit jener Sprache an
sich selbst sind, sondern Konflikte mit dem, was man bereit ist, von dem in ihr Formulierba-
ren flr wahr (valide) zu erachten; wozu insbesondere die Lenin-Uljanow-Geschichte gehort
oder, wenn man diese Geschichte nicht glaubhaft finden sollte, eine Geschichte, die zu ihr
logisch strukturgleich ist. Gemal jener akzeptiertermallen wahren Geschichte, oder einer zu
ihr logisch strukturgleichen akzeptiertermalRen wahren Geschichte, ist nun eine Instanz der
Konjunktion von P1, P2 und P3 wahr, m. a. W.: sind sinnkoordiniert je eine Instanz von P1,
von P2 und von P3 wahr; dann aber auch als logische Konsequenz davon (gemalR einem —in
Pi-Omega voéllig legitimen — Einsetzungsfall von POT3: siehe die gleich folgende Anmerkung)
eine Instanz von K [insbesondere diese: ,Von Lenin ist es der Fall, dass Philipp sowohl nicht
glaubt, er sei der Hauptinitiator der Oktoberrevolution, als auch glaubt, er sei der Hauptini-

tiator der Oktoberrevolution“]. Wohingegen doch in Pi-Omega beweisbar ist: - —K [POT2]!

{POT3 ist: Ay(y = a A F(y)), Iy(y =b A G(y)), b=a — Ty(y = a A (F(y) A G(y))); der fragliche Einsetzungsfall ist (wie
weiter oben schon gesagt): Jy(y = a A =U(c, y = R(x, a'))), Iyly =b A U(c, y = xR(x, a'))), b=a > Jyly=a A
(=0(c, y = xR(x, a’)) A U(c, y = xR(x, a')))) = mit ,—U(c, _ = wxR(x, a’))“ fur ,F“, und ,U(c, _ = wxR(x, a’))“ fur ,G“.
Dieser Einsetzungsfall von POT3 ist in Pi-Omega-Beweisen zuldssig. Dass Pi-Omega hier nichts verhindert, wird
auch ersichtlich, wenn man den Beweis von POT3 (siehe oben) fiir die fraglichen Einsetzungen nachbaut. In der
8. Zeile steht dann statt ,G(d), b =d — G(b")“: ,U(c, _ = wxR(x, a"))(d), b’=d — U(c, _ = xR(x, a"))(b’)“, oder mit
anderen Worten: ,U(c, d = ixR(x, a’)), b" =d — U(c, b" = xR(x, a"))“, was durch A9,(ii), R1 gedeckt ist [nicht mehr
durch A9,(i), R1]; und in der in der 16. Zeile steht dann statt ,b" =a A (F(b") A G(b")) = Ty(y =a A (F(y) A G(y)))“:
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b =an(=0(c, _=wR(x, a’))(b’) AU(c, =wxR(x, a))(b)) = Iyly=a (=0(c, _=wxR(x, a"))(y) A Ulc, _ = wxR(x,
a’))(y)))“, oder mit anderen Worten: ,b" =a A (=U(c, b" = xR(x, a’)) A U(c, b = R(x, a"))) = Jy(y =a A (=0(c, y
=wxR(x, a")) A U(c, y = xR(x, a'))))“, was durch A7,(ii) gedeckt ist [nicht mehr durch A7,(i)].}

Nun ist es keineswegs von vornherein klar, dass die Logik in diesen Konflikten diejeni-
ge Partei ist, die klein beigeben — sich anpassen — muss. Teile der Umgangssprache sind ja in
logischer Hinsicht (geleitet von wissenschaftssprachlichen Idealen) sehr wohl kritisierbar,
und die Lenin-Uljanow-Geschichte bietet offensichtlich hervorragenden Anlass zu solcher
Kritik, ist sie doch logisch gesehen ,besonders starker Tobak”, da diese Geschichte verlangt,
einen Widerspruch als wahr zu akzeptieren.

Ein Widerspruch muss nicht die klassische Form A A —A haben. Vielmehr ist jeder
Satz, der eine Instanz einer Satzformel o ist, bei welcher (in der Formulierung der zugehéri-
gen Logik) — —o beweisbar ist, ein Widerspruch[-in-sich]. Und jede Satzformel o ist dann,
wenn — —c beweisbar ist, eine Widerspruchsformel. Fiinf Widerspruchsformeln neben A A
—A, prominente und weniger prominente, seien hiermit angegeben: A =—-A; —-(B > B); a # a;
IxVy(R(y, x) = —=R(y, y)); y(y = a A (=U(c, y = xR(x, a")) A U(c, y = wR(x, a’)))). Demnach: Der
Satz ,Von Lenin ist es der Fall, dass Philipp sowohl nicht glaubt, er sei der Hauptinitiator der
Oktoberrevolution, als auch glaubt, er sei der Hauptinitiator der Oktoberrevolution” ist ein
Widerspruch[-in-sich],*** und die Lenin-Uljanow-Geschichte verlangt, die Wahrheit dieses
Widerspruchs zu akzeptieren — zumal dessen Wahrheit nichts Besonderes zu sein scheint,
kommt es doch immer wieder vor, dass jemand von jemandem etwas nicht glaubt, was er
von diesem Selben unter anderem Namen sehr wohl glaubt.

Gemal allen in diesem Buch betrachteten Kalkiilen haben als wahr/valide akzeptierte
Widerspriche eine ,filirchterliche Konsequenz”, wenn man sich die Logik, die diese Kalkiile
jeweils transportieren, zu eigen macht. Das liegt an der folgenden, in allen diesen Kalkilen

beweisbaren Schlussregelformel:

RT22: > —-A=A—>B

141 Kein Widerspruch — jedenfalls nicht ohne Weiteres — ist hingegen der Satz ,Von Lenin ist es der Fall, dass
Philipp sowohl glaubt, er sei nicht der Hauptinitiator der Oktoberrevolution, als auch glaubt, er sei der
Hauptinitiator der Oktoberrevolution“ [formale Reprasentation: Ay(y = a A (U(c, y # xR(x, a')) A U(c, y = xR(x,
a’))))]. Es waére dieser Satz freilich ein Widerspruch, wenn man in Pi-Omega — weil man Glauben [d. h. hier:
Uberzeugtsein] nur als rationalen Glauben auffassen méchte — das Prinzip U(c, —=A) — —U(c, A) hitte [etwa
aufgrund eines Axioms U(c, A) - —U(c, —A)].
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1. > —-A Annahme
2.A,-A—>B A3

3.A > —A R2 (1)
4.A—>B R3 (2, 3)

Hiernach ist man mit einem als wahr akzeptierten Widerspruch logisch gezwungen, alle
(Aussage-)Satze [der Normalsprache] als wahr zu akzeptieren (weil sie ja alle aus ihm logisch
valide folgen). Angesichts dessen haben wir allen Grund, Widerspriiche nicht als wahr zu
akzeptieren, auch nicht den, der aus der Lenin-Uljanow-Geschichte hervorgeht.

Nicht, dass sich ein Kalkidl unmoglich einer Normalsprache mit als wahr akzeptierten
Widerspriichen anpassen lieBe (ohne dass die beschriebene katastrophale Konsequenz ein-
tritt)! In der sogenannten parakonsistenten Logik werden gerade solche Kalkiile prasentiert
und untersucht. Aber vom Ideal einer Wissenschaftssprache, auf welches die in diesem Buch
betrachteten Kalkiile ausgerichtet sind — bei aller da und dort zugestandenen Abweichung
der zugehorigen Normalsprachen vom wissenschaftssprachlichen Ideal —, entfernen sich
Normalsprachen eines parakonsistenten Kalkils im Ernstfall des Auftretens eines wahren
Widerspruchs in ihnen (ein Ernstfall, den man, wie gesehen, u. U. gar leicht eintreten lassen
kann) doch gar zu sehr: deshalb, weil ihnen der Idealitdatsaspekt (2), die Bivalenz aller Satze,
in diesem Ernstfall abgeht, und zwar in der in sich radikaleren Weise abgeht, dass sie da ei-
nen Satz enthalten, von dem gilt: sowohl dieser selbst als auch seine Negation ist valide.!*?
Sie enthalten da —also: im fraglichen Ernstfall — einen solchen Satz deshalb, weil ja dann zum
einen im ihnen angepassten Kalkil — —oc flr eine gewisse Satzformel ¢ beweisbar ist und
also ein normalsprachlicher Negationssatz <—c>*, der eine Instanz von —c ist, in der Weise
der zugehorigen Logik logisch valide ist, mithin auch (schlicht) valide ist; und weil zum ande-
ren der normalsprachliche Satz <6>*, von dem <—o>* die Negation ist, ebenfalls valide ist;
denn <o>* ist hier nun eben der (ernstfall)relevante wahre/valide Widerspruch[-in-sich]
(schlicht ein Widerspruch[-in-sich] ist <o>* schon dadurch, dass <o>* eine Instanz der Satz-
formel o ist, bei welcher ja, wie gesagt, - —c beweisbar ist).

Wie aber lieRe sich die Lenin-Uljanow-Geschichte in solcher Weise kritisieren, dass

man diese Geschichte unter der Aufschrift ,Umgangssprachlich bedingte logische Mangel.

142 Die in sich weniger radikale Weise des Defizits hinsichtlich Idealitatsaspekt (2) ist, dass eine Normalsprache
einen Satz enthalt, von dem gilt: weder dieser selbst noch seine Negation ist valide.
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Nicht weiter zu wiirdigen” ad acta legen konnte, auch ohne von der (historisch ausgezeich-
net dokumentierten und akkreditierten) Vorstellung auszugehen, dass die Logik mehr oder
minder eine Logik fiir die Wissenschaften sei (und fiir den nichtwissenschaftlichen Alltag nur
in dem Male, wie er erfolgreich unter rationale Normen gestellt ist)? Man misste wohl an-
setzen bei der Frage, was eigentlich dafiir begrifflich hinreichend ist, dass jemand von je-
mandem etwas glaubt bzw. nicht glaubt; denn in der Lenin-Uljanow-Geschichte wird ja ge-
schlossen, dass Philipp (unter den gegebenen Umstanden) von Lenin glaubt, dieser sei der
Hauptinitiator der Oktoberrevolution, aber doch auch wieder nicht glaubt.

Zweifelsohne gibt es einen auf die beschriebene Situation anwendbaren Begriff von
Glauben, wonach Philipp von Lenin glaubt, dieser sei der Hauptinitiator der Oktoberrevoluti-
on, und eben nicht dies auch nicht glaubt. Leider schaltet die Anwendung dieses Glaubens-
begriffs die Plausibilitdt der Lenin-Uljanow-Geschichte nicht aus; denn offensichtlich kommt
ja in der Geschichte selbst ein anderer Glaubensbegriff zum Einsatz, und der ist alles andere
als illegitim. Die inneren Zustdande und korrespondierend dazu das Verhalten von Philipp
unterscheiden sich massiv, wenn man ihn fragt, ob Lenin der Hauptinitiator der Oktoberre-
volution ist, und wenn man ihn fragt, ob Wladimir lljitsch Uljanow der Hauptinitiator der
Oktoberrevolution ist: Im ersteren Fall findet eine Art inneres ,Achzelzucken” statt, und
dann auch ein duBeres; im letzteren Fall hingegen eine innere und dann auch duRere Beja-
hung. Was das fiir Philipps Glauben und Nichtglauben bedeutet — Glauben und Nichtglauben
geradlinig genommen, im naheliegendsten Sinn —, ist vollkommen transparent. An der Situa-
tionsbeschreibung, die durch die Lenin-Uljanow-Geschichte prasentiert wird, ist also, was
ihren Wahrheitsgehalt angeht (oder den Wahrheitsgehalt einer ihr logisch strukturgleichen
Geschichte), nichts auszusetzen.

Fazit: Aus mehrfachem Anlass ist der Kalkil Pi-Omega, der fiir eine Normalsprache
intendiert ist, die nicht nur alethisch/ontisch, sondern auch durch Glauben [Uberzeugung]
und Wissen modalisiert wird, und der, so wurde angenommen, A9 grundprinziplich mitum-
fasst und ganz Pi+-Gamma, wegen Problemen bei der Erreichung des Ziels jener Intention —
der Passung zur Normalsprache — doch eher zu verwerfen; denn ausgerechnet eine sehr na-
heliegende, ganz natiirliche intendierte Normalsprache fiir ihn ist — wie illustriert — intenti-
onswidrig so verfasst, dass die Passung ausbleibt. Was ware an seine Stelle zu setzen, wenn

man sich als Grundlage fiir ihn nach wie vor die besagte, ausdrucksstarke Normalsprache
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wiinscht (was nur recht und billig erscheint — jedenfalls dann, wenn sie nun so interpretiert
wird, dass keine wahren Widerspriiche mehr in ihr auftreten)?

Eine grobe Uberreaktion wire es, A9 von der Axiomenliste zu entfernen. Die erfor-
derlichen, umstandlich zu formulierenden Differenzierungen und Beschrankungen dirften
jedoch den gegeniiber Pi-Omega emmendierten, aber mit derselben normalsprachlichen
Intention wie Pi-Omega versehenen Kalkil sehr unschén ausfallen lassen. Mich mit diesen
Differenzierungen und Beschrankungen zu befassen, moge ich aber durch die (nur Delta und
Pi-Delta gewissermafien ausnehmende) Beschrankung auf Normalsprachen, die den Ideali-
tatsaspekt (5) aufweisen (die Formelsprache Sigma ist dementsprechend gestaltet!), in die-
sem Buch Uberhoben sein. Immerhin scheint es Abkémmlinge von A9 zu geben, die gegen
Substitutionsversagen vollig gefeit sind, z. B. die folgende Schlussformel, die — angesichts des
Wissensaxioms W(c, A) — A — eine Uber P+GT15c noch hinausgehende Abschwachung von
A9 ist: W(c, (b = a)), F(a) — F(b).

Man lasse nun aber die Normalsprache, der der Kalkiil angepasst sein soll, auch Satze
der Gestalt ,Es ist fur v informativ, dass ¢“ enthalten.*® Dann kann selbst W(c, T(b = a)),
F(a) — F(b) nicht als logisch valide gelten; denn diese Schlussformel hat die folgende Kontra-
Instanz: ,,Paula weil}, dass es notwendig ist, dass Lenin Wladimir lljitsch Uljanow ist [wie dies
alle Menschen wissen, die wissen, dass , Lenin“ und , Wladimir lljitsch Uljanow” qua Eigen-
namen starre Designatoren sind und dieselbe Person bezeichnen]. Es ist flir Paula auch in-
formativ, dass Lenin Wladimir lljitsch Uljanow ist. Aber er ist flir Paula nicht informativ, dass
Lenin Lenin ist.” Zudem hat jene Schlussformel auch folgende, neben einem Eigennamen
auch einen starr referierenden Kennzeichnungsnamen kritisch involvierende Kontra-Instanz:
,Paula [eine mathematisch gebildete Philosophin] weil, dass es notwendig ist, dass Pi das
Zahlenverhaltnis des Kreisumfangs zum Kreisdurchmesser ist. Es ist flir Paula auch informa-
tiv, dass Pi das Zahlenverhaltnis des Kreisumfangs zum Kreisdurchmesser ist [denn sie erach-
tet es fur gut und wichtig, diese wahre Identitatsproposition ihren Schilern mitzuteilen].
Aber es ist fur Paula nicht informativ, dass Pi Pi ist.” SchlieBlich hat jene Schlussformel auch
noch die folgende Kontra-Instanz, die nun zwei nicht starr referierende, aber doch in starrer
Koordination ko-referierende Kennzeichnungsnamen kritisch involviert: ,Paula weiR, dass es

notwendig ist, dass der letzte Mensch der Mensch ist, der zuletzt stirbt. Es ist flr Paula auch

143 Auch damit verletzt diese Normalsprache den Idealitidtsaspekt (5), der von ihr (um des wissenschafts-
sprachlichen Ideals willen) verlangt, dass sie keine Aussagen propositionaler Stellungnahme enthalte; denn
auch ein Satz der Gestalt ,Es ist fur v informativ, dass 6“ ist eine Aussage propositionaler Stellungnahme.
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informativ, dass der letzte Mensch der Mensch ist, der zuletzt stirbt [denn sie verteidigt die
analytische Wahrheit dieser Identitatsproposition gegen den prima facie konkurrierenden
Anspruch auf analytische Wahrheit der Identitatsproposition, dass der letzte Mensch der
Mensch ist, der zuletzt geboren wird]. Aber es ist flr Paula nicht informativ, dass der letzte

Mensch der letzte Mensch ist.”
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12. Der Kalkul Pi-Delta der intuitionistischen Pradikatenlogik

mit Identitat und Kennzeichnung

Der Kalkil Pi-Delta ist grundgesetzlich genau wie der Kalkul Pi-Alpha, mit dem einen Unter-
schied, dass an die Stelle des Schemas R5 fiir grundgesetzliche Schlussregelformeln das
Schema IR5 fir solche Schlussregelformeln getretenist, m.a. W.: I',B—>C, I, -B—>C=T
— C [Inhaltliches Schnittgesetz: ISG] durch I', B—> —C = I', C — —B [Gesetz der Rechtskon-
traposition: RKP] ersetzt ist — was auch schon der eine Unterschied im Grundgesetzlichen

zwischen den aussagenlogischen Kalkiilen Delta und Alpha war.

{Statt von ,,Substituierbarkeit der Identischen (salva veritate)” sollte man bei A9 nun aber besser von ,Substitu-
ierbarkeit der Identischen (salva validitate)” sprechen, weil Validitdt im Intuitionismus nun gerade nicht Wahr-

heit (im ontischen Sinn) ist.}

Zweifel mogen aufkommen, ob denn A6, A7, A8, A9 und A10 tatsachlich intuitionisti-
sche — vom intuitionistischen Standpunkt aus betrachtet korrekte — Prinzipien sind. Dafir

gibt es einen zuverlassigen Test:

VxF(x) — F(a) [A6] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn wYxwF(x) — wF(a) intuitiv logisch valide ist.

F(a) — 3JxF(x) [A7] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn wF(a) - waxwF(x) intuitiv logisch valide ist.

— a = a [A8] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn — w(a = a) intuitiv logisch valide ist.

b = a, F(a) — F(b) [A9] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn w(b = a), wF(a) — wF(b) intuitiv logisch valide ist.

3IxF(x) = F(1xF(x)) [A10] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn wIxwF(x) - wF(ixwF(x)) intuitiv logisch valide ist.
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Hierbei ist ,w" intuitionistisch nicht als ,Es ist wahr, dass”, sondern als , Wir wissen, dass”
oder, unpersonlicher gesagt [unpersonlich gemeint ist in diesem Zusammenhang auch ,Wir
wissen, dass”], als ,,Man weil}, dass” zu lesen. Vgl. dazu Kapitel 5, wo der mit ,, w“ symboli-
sierte einstellige Satzoperator bereits in einer besonderen Weise zum Einsatz kam. Hier wird
er nun der besseren Lesbarkeit halber fett gedruckt und erneut in jener besonderen Weise,
die aber gegeniiber der friher angewendeten erweitert ist, eingesetzt: In jeder Satzformel
wird er durchgdngig ohne Iteration — anders gesagt: durchgdngig je einmal — vor jede Teil-
formel der Satzformel gesetzt [an jeder Vorkommensstelle Ersterer in Letzterer], und zwar
entsprechend den nun gegebenen prddikatenlogischen Erfordernissen auch dann, wenn die
Teilformel keine Satzformel, sondern eine Pradikatformel ist. Man beachte dabei, dass Satz-
formeln und Pradikatformeln auch in einer primaren oder sekundaren Namenformel inner-
halb einer Satzformel vorkommen kénnen (wie durch ,G(ix(H(b) A F(x)))“ und ,,3yG(ix(H(b) A
R(x, y)))* illustriert wird) und auch dort durchgangig je einmal ,,w" vorgesetzt bekommen,
obwohl sie dort nicht im engeren Sinn als Teilformeln der fraglichen Satzformel fungieren.
SchlieBlich: Es mag selbstverstandlich scheinen, aber es sei dennoch explizit gesagt: Wenn
man von einer Satzformel zu ihrer [ausgezeichneten] ,,w“-Version libergeht [wie gerade be-
schrieben; im Kapitel 5 war statt von der ,w“-Version von der ausgezeichneten ,w"“-
Ubersetzung die Rede; gemeint war dasselbe], dann muss die Satzformel selbst von allen
Vorkommnissen von ,w“ zunéachst frei sein. [Freilich denkt man ohnehin beim Wort ,Satz-
formel” zunachst an Satzformeln in Basalnotation, also an ,w“-freie Satzformeln.]

Eine prazisierende, kalkiilbezogene Umwandlung des geschilderten Tests (dadurch
dass der ,,w“-Operator durch den Modaloperator ,(3“ in S4-Auffassung reprdsentiert wird)
ergibt sich damit, dass ,w" Uberall, wo es in der (eben beschriebenen) ,w“-Version einer
Satzformel vorkommt, durch ,,(3“ ersetzt wird und — des verwendeten Kalkils wegen — jedes
Vorkommnis von ,,0" in der ,,w“-Version einer Satzformel durch ,>“ (gedeutet im Sinne von
GD1). Es entsteht so aus einer Satzformel, vermittels ihrer ,w“-Version, die der Satzformel
entsprechende Pi+-Gamma*D-Satzformel (vgl. die Gamma*D-Satzformeln in Kapitel 5).

Dann wird von Folgendem ausgegangen (vgl. wiederum Kapitel 5):

VxF(x) — F(a) [A6] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn im Kalkil Pi+-Gamma* (OVxOF(x) — CJF(a) beweisbar ist.
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F(a) — 3xF(x) [A7] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn im Kalkul Pi+-Gamma* (JF(a) — J3xJF(x) beweisbar ist.

— a = a [A8] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn im Kalkiil Pi+-Gamma* — (J(a = a) beweisbar ist.

b = a, F(a) = F(b) [A9] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn im Kalkdl Pi+-Gamma* (J(b = a), OJF(a) — CJF(b) beweisbar ist.

IxF(x) = F(1xF(x)) [A10] ist genau dann ein intuitionistisches Prinzip,

wenn im Kalkul Pi+-Gamma* (J3xF(x) — OF(1xF(x)) beweisbar ist.

Dabei ist der Kalkill Pi+-Gamma* grundprinziplich genau wie der im vorausgehenden Kapitel
betrachtete Kalkil Pi+-Gamma, aufler dass das S5-affine, und damit auch S4-affine, Axiom
GA2c [—(B © C) > ——(B > C) > —(B > C)] von Pi+-Gamma durch das nur S4-affine Axiom
G*A2c [B > C — —(B > C) o (B > ()] ersetzt ist.!** Das Verhiltnis zwischen Pi+-Gamma und
Pi+-Gamma* entspricht somit voll und ganz dem Verhaltnis zwischen Gamma und Gamma*.

Hier zunachst die Pi+-Gamma*-Beweise der A6 — A10 entsprechenden Pi+-
Gamma*D-Schlussformeln [diese sind aus den Pi+-Gamma*D-Satzformeln, die den Satzfor-
meln in A6 — A10 entsprechen, gebildet, und zwar so gebildet, dass die jeweilige Reihenfolge
der Satzformeln in den Schlussformeln A6 — A10 unverdandert tbernommen wird — wie nur

wenige Zeilen weiter oben schon anschaulich geworden ist]:

{Zum Sinn des Asteriskus bei tr(A6)* usw. siehe den Lehrsatz I. in Kapitel 5. Uberhaupt ist es von Vorteil, das
Folgende bis einschlieRlich des Beweises flr tr(R9)* als nunmehr auch auf die Pradikatenlogik eingehende Fort-

setzung der Demonstration von I. in Kapitel 5 zu lesen.}

tr(A6)*: OVxOF(x) = OF(a)

1. VxOF(x) - OF(a) A6, (ii)

2. OVxOF(x) »> OOF(a) GRT4 {BAUN ist Gamma/Gamma*-beweisbar} (1)

144 Zur Erinnerung: Der Einsetzungsfall =B 5B - —(—-B > B) > (B> B)vonB>C > (B> C) > (B> ()
[G*A2c, ohne definierte Ausdriicke in Basalnotation geschrieben] lbersetzt sich mit GD2 in das Gamma*-
Theorem S4-Axiom: (OB — (B, was auch ein Gamma-Theorem ist. Der Einsetzungsfall —(—B > B) —» ——(—B
D B) © —(—B > B) hingegen von —(B o C) - ——(B = C) o —(B o C) [GA2c, ohne definierte Ausdriicke in Basal-
notation geschrieben] lbersetzt sich mit GD2 in das Gamma-Theorem S5-Axiom: —(JB — (J—(JB, was aber
kein Gamma*-Theorem ist.
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3. O0F(a) — OF(a) GT3 {ABN ist Gamma/Gamma*-beweisbar}

4. VxF(x) — OF(a) RT7 (2, 3)

tr(A7)*: OF(a) > OI3xIF(x)

1. OF(a) —» IxOIF(x) A7,(ii)
2. OJ0OF(a) > O3xOF(x) GRT4 (1)
3. OF(a) > OOF(a) GT7 {S4-Axiom ist Gamma/Gamma*-beweisbar}

4. OF(a) > O3xOF(x) RT7 (3, 2)

tr(A8)*: »> (J(a=a)

1. >a=a A8

2. > 0O(a=2a) GRT3 {AUN ist Gamma/Gamma*-beweisbar} (1)

tr(A9)*: O(b = a), (JF(a) — CIF(b)

1. O(b=a), OF(a) —» OF(b) P+GT15c {Einsetzungsfall: ,IF(_)“ fur ,F*}

{Das Semi-Axiom P+GT15c gehort genauso zu Pi+-Gamma* wie zu Pi+-Gamma. Alternativ kann man (b = a),
(OF(a) — OF(b) aber auch wie folgt beweisen:
1.b=a, F(a) > F(b) A9, (i)

2. (b = a), OF(a) > OF(b) GRT8 [GAUN ist Gamma/Gamma*-beweisbar] (1).}

tr(A10)*: O3IxOF(x) = OF(uxOF(x))

1. IxOF(x) — OF(wxOF(x)) A10 {Einsetzungsfall: ,F(_)“ fir ,F“}
2. O3xOF(x) » OOF(wxOF(x)) GRT4 (1)

3. OOF(wxOF(x)) —» OF(x3F(x)) GT3

4. O3xF(x) — OF(xIF(x)) RT7 (2, 3)

Gemal der verwendeten Rechtfertigungsmethode — ein Einwand gegen diese wird
weiter unten noch abzuwehren sein — sind also die Axiome A6 — A10 von Pi-Delta, gerade so
wie die bereits in Kapitel 5 (nach derselben Methode, aber unter bloRer Verwendung von

Gamma®* statt Pi+-Gamma®*) gerechtfertigten Axiome A1 — A5 von Delta und (somit von) Pi-
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Delta, tatsachlich intuitionistische Prinzipien, und der Kalkiil Pi-Delta ist so weit als intuitio-
nistischer Kalkil beglaubigt.

Wie aber steht es um die axiomatischen Schlussregelformelschemata R8 und R9, die
in Pi-Delta zu den bereits in Kapitel 5 als intuitionistisch gerechtfertigten axiomatischen
Schlussregelformelschemata R1 — R4, IR5, R6 und R7 hinzukommen? Sind auch R8 und R9
vom intuitionistischen Standpunkt aus betrachtet korrekte Prinzipien, kurz: intuitionistische
Prinzipien? In Ubertragung der schon verwendeten Rechtfertigungsmethode von Schluss-
formeln auf Schlussregelformeln ist diese Frage zu bejahen, wegen der folgenden zwei Pi+-

Gamma*-Beweise:

tr(R8)*: I'* » o*[a] = I['* > OVvuc*[u], wobei die unstrukturierte und sinnunbestimmte

Namenformel a in der Folge I'* von Pi+-Gamma*D-Satzformeln und in der Pi+-Gamma*D-
Satzformel (3Vvo*[v] nicht mehr vorkommt.14°

1.T* - o*[a] Annahme; dabei o nicht in I'*

2.I'* > Yvo*[v] R8 (1) {folglich: a nicht in Yuc*[v], also auch nicht in OVvc*[v]}

3. O[I'*] » OVvuo*[v] GRT8 (2)

4.T* - OVvoc*([v] ergibt sich aus 3. wie folgt:

Entweder ist OJ[I'*] leer, dann ist auch I'* leer, und man ist schon mit der 3. Zeile am Ziel.
Oder aber C3[I"*] ist nicht leer, dann sieht CI[I"*] wie folgt aus: Op1 ... Op, [denn T*
sieht dann so aus: ps ... Opy, da IT'* eine Folge von Pi+-Gamma*D-Satzformeln ist und jede
Pi+-Gamma*D-Satzformel mit ,,(3“ beginnt]. Aus O p; ... OTps, > OVvc*[v] deduziert
man dann (p; ... Opy, > OVvc*[v] — d. h.: T'* - OVvuc*[v] — gemaR einem wiederkeh-
renden Muster, das hier fiir n = 3 vollstandig vorgefiihrt sei (wie es fiir alle anderen n > 1

aussieht, ist daraus ersichtlich):

1. 00p1, O0p2, O0p3 - OVvoo*[v] Annahme {das, was bei n = 3 in der 3. Zeile
steht}
2. Ops — O0ps GT7

145 Das bedeutet, dass o in I'* von vornherein nicht vorkommt, da mit I'* bei dem durch ,=“ markierten Uber-
gang nichts geschieht.
146 O[Ir*]“ bedeutet, dass ,00“ vor jedes Glied der Satzformelfolge I'* gesetzt ist. GAUN [Generalisierter Auf-
bau der Notwendigkeit] ist Gamma/Gamma*-beweisbar, und in der Liste der echtabgeleiteten Prinzipien von
Gamma — sowie der Gamma-Erweiterungen Pi-Gamma und Pi+-Gamma — wird es mit ,,GRT8“ bezeichnet.
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3. 00p1, O0p2, Op3s > OVoc*[v] RT20 (2, 1)

4. Opsz, O0p1, O0p2 > OVoc*[v] R1 {mehrfach} (3)

5.0p2— O00p2 GT7

6. Ops3, O0p1, Op2 > OVvc*[v] RT20 (5, 4)

7. Op2, Op3, O0p1 — OVoc*[v] R1 (6)

8. Jp1— O00p1 GT7

9. Op2, Ops, Op1 > OVvc*[v] RT20 (8, 7)

10. Op1, Op2, Opz —> OVovc*[v] R1 (9) {und man ist angelangt bei dem, was bei n

=3 in der 4. Zeile steht; bein = 3 ist I'* ja dies:

Op1, Op2, Ops}.

tr(R9)*: I'*, o*[a] > o’* = I'*, OJduvc*[uv] > ¢'*, wobei die unstrukturierte und

sinnunbestimmte Namenformel o in der Folge I'* von Pi+-Gamma*D-Satzformeln und in

den Pi+-Gamma*D-Satzformeln T3vc*[v] und 6" * nicht mehr vorkommt.1#’

1.T* o*a] > o'* Annahme; dabei o nicht in I'* und nicht in ¢'*

2.T*, Juo*[v] > o'* R9 (1) {folglich: a nicht in Jus*[v], also auch nicht in T3vc*[v]}
3. O[*], O3vc*[v] » Oc™* GRTS8 (2)

4. Jo'* > o'* GT3

5. 0[T*], O3vc*[v] > c'* RT20 (3, 4)

6., O3vc*[v] > c™* ergibt sich aus 5. analog dazu, wie sich im

vorhergehenden Beweis 4. aus 3. ergibt (die erforderlichen Anpassungen liegen auf der

Hand).

So weit, so gut. Nun aber zu dem schon — ohne Ndheres — angesprochenen Einwand
gegen die verwendete Methode, Schlussformeln, und entsprechend dann auch Schlussregel-
formeln, als intuitionistische Prinzipien zu rechtfertigen. Diese Methode beruht auf dem Ge-
danken, dass die Logik, die sich herauskristallisiert, wenn man die Satzformeln — typogra-
phisch dieselben, auf die sich auch Pi-Alpha bezieht — intuitionistisch deutet: eine Deutung,

welche sich sichtbar machen lasst mittels der ,w“-Versionen der Satzformeln, wobei ,,w*

147 Das bedeutet, dass o in T'* und c"* von vornherein nicht vorkommt, da mit I'* und ¢'* bei dem durch ,=*
markierten Ubergang nichts geschieht.
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intuitionistisch und epistemisch als ,,Man weiR, dass” interpretiert wird (und eben nicht klas-
sisch und ontisch als ,Es ist wahr, dass“); — dass diese sich herauskristallisierende Logik die
intuitionistische Pradikatenlogik mit Identitdt und Kennzeichnung ist und dass sie reprdsen-
tiert, abgebildet werden kann durch einen Teil einer alethisch-modalen Pradikatenlogik mit
Identitat und Kennzeichnung fiir den Satzoperator ,, (1, sofern dieser Operator S4-affin, aber
nicht S5-affin, gedeutet wird und ,w“ in den ,w“-Versionen der Satzformeln tberall durch
,J“ ersetzt wird (und ,,o“ durch ,>“!). Die einschlagige modale Pradikatenlogik wird (in die-
sem Buch) durch den Kalkil Pi+-Gamma* formuliert.

Der die intuitionistische Pradikatenlogik abbildende Teil wiederum der einschlagigen
modalen Pradikatenlogik, d. h.: der Pi+-Gamma*-Logik, wird formuliert — so kann der Ge-
danke fortgefiihrt werden — durch einen aus Pi+-Gamma* deduzierbaren Kalkl, welcher,
z. B., definiert wird durch die [in Pi+-Gamma*, wie gesehen, beweisbaren] Grundprinzipien
tr(Al1)* — tr(A10)* und tr(R1)* — tr(R4)*, tr(IR5)*, tr(R6)* — tr(R9)*, wobei als Einsetzungsfalle
in Beweisen mit dem Kalkul auschliefilich solche Einsetzungsfille erlaubt sind, die links und
rechts von ,—“ (nicht eingeschlossen in einer Satzformel) ausschlieflich Pi+-Gamma*D-
Satzformeln stehen haben. Offensichtlich ware ,tr(Pi-Delta)*“ — ,die ,Translation’ von Pi-
Delta in (einen Teilkalkll von) Pi+-Gamma*“ — eine gute Bezeichnung fiir diesen letzteren
Kalkil. Der Kalkil tr(Pi-Delta)* ist der Pi-Delta in Pi+-Gamma* (exakt) abbildende und damit
als intuitionistisch addquat rechtfertigende Kalkiil.

Aber haben wir nicht im vorausgehenden Kapitel gesehen, dass der Kalkiul Pi+-
Gamma als Teil von Pi-Omega fiir (ganz normale) normalsprachliche Wissenskontexte nicht
adaquat ist? Dasselbe gilt doch zweifellos auch fiir den Kalkiil Pi+-Gamma*, wenn man ihn in
Pi-Omega an die Stelle von Pi+Gamma setzte. Wie kann man dann ,w" — ,Man weil3, dass” —
durch ,,0“ — ,Es ist notwendig, dass”, und zwar im Sinne von Pi+-Gamma* — reprasentieren,
korrekterweise darstellen?

Um diesem Einwand zu begegnen, ist zunachst das Problem zu erfassen, welches der
Einwand im Sinn hat. Jede Normalsprache fiir Pi-Delta beruht auf einer Normalsprache fiir
Pi-Alpha, oder: ihr liegt eine Normalsprache fir Pi-Alpha zugrunde, und sie sieht typogra-

148

phisch/lautlich genauso aus wie diese letztere,'*® was inbesondere bedeutet, dass es so aus-

148 Zudem: Man kann einen beliebigen Satz einer Normalsprache von Pi-Alpha bzw. Pi-Delta beliebig (es muss

nur syntaktisch korrekt sein) vollstopfen mit Vorkommnissen des ,w“-Operators — oder Vorkommnissen seines

normalsprachlichen Synonyms: des neutralen ,Es ist valide, dass” — in der fir Pi-Alpha bzw. Pi-Delta jeweils

einschlagigen Deutung, und ihn (es) auch ganz und gar weglassen, ohne dass dies am jeweiligen Sinn des Satzes
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sieht, als ob die Aspekte (4) und (5) einer idealen Wissenschaftssprache — Freiheit von alethi-
scher und deontischer Modalitat, Freiheit von propositionaler Stellungnahme — bei einer
Normalsprache von Pi-Delta gegeben sind. In Wahrheit jedoch ist sie komplett voll von Aus-
sagen propositionaler Stellungnahme ein und desselben Typs, wie sichtbar wird, sobald man
zu ihrer semantischen Explizierung: zu den intuitionistisch gedeuteten ,w“-Versionen der
Satze der ihr zugrundliegenden Normalsprache fiir Pi-Alpha Ubergeht, also ,,w“ nicht im Sin-

ne von ,Es ist wahr, dass” versteht, sondern im Sinne von ,Man weiR, dass“.14°

{Man beachte: Die Hinzufligung von ,,w“ im Sinne von ,Man weil}, dass” zu einem Satz oder Praddikat einer
Normalsprache L* von Pi-Delta ist redundant (siehe FuRnote 148). Die Hinzufligung von ,w*“ im Sinne von ,,Man
weiB, dass” (und eben nicht im klassischen Sinne von ,Es ist wahr, dass“!) zu einem Satz oder Pradikat der
Normalsprache L von Pi-Alpha, die L* zugrundeliegt, ist hingegegen nicht redundant; wo besagt da nicht das-
selbe wie o — wie auf der Hand liegt. Dessen ungeachtet besagt die ,,w“-Version des Satzes o von L* dasselbe
wie die ,,w“-Version des mit o+ typographisch identischen Satzes oL von L, wenn ,w“ — anders als es fir L nor-

mal ist —im Sinne von ,Man weil}, dass” genommen wird.}

Freilich ist die mit ,Man weil}, dass” zum Ausdruck gebrachte propositionale Stellungnahme
eine unpersénliche — formal ausgedriickt durch Wao (vgl. Kapitel 5), bzw. hier nun durch wo
(bei passender Deutung von , w“) —, keine persénliche propositionale Stellungnahme, welche
formal durch W(o, o) ausgedriickt wird. [Den Operator ,w*“ als ,Wir wissen, dass” statt
»Man weiR, dass” zu lesen, andert daran nichts; es gibt so etwas wie ein unpersoénliches
,wir”, von dem hier Gebrauch gemacht wird.] Es ist nun zunachst die Frage, ob die gegen A9-
abhangige Prinzipien — und zwar gegen diese Prinzipien als zusammen mit Pi+-Gamma in Pi-
Omega integrierte — im vorausgehenden Kapitel vorgebrachten normalsprachlichen Gegen-
beispiele, die persénliches Wissen involvieren, unpersénliches Wissen involvierende Entspre-
chungen haben, wenn nun die mittels des umfassenden ,w“-Versionen bildenden Einsatzes
von ,w“ [als ,Man weil}, dass“] erst vollstdndig explizit gemachte (daher sehr besondere)

Normalsprache von Pi-Delta betrachtet wird. Jene Gegenbeispiele waren:

irgendetwas dndert. Die Redundanz des ,w“-Operators — von ,Es ist valide, dass”, jeweils einschldgig gedeutet:
als ,,Es ist wahr, dass” bzw. als ,,Man weil3, dass” — gilt sowohl fiir jede Normalsprache von Pi-Alpha wie auch
fir jede Normalsprache von Pi-Delta.

149 Die intuitionistisch gedeuteten ,w“-Versionen von Sédtzen sind analog zu den intuitionistisch gedeuteten
,W*“-Versionen von Satzformeln zu bilden, also insbesondere stets aus Satzen, die noch kein Vorkommnis von
,W*“ enthalten. Die Verwendung des logischen Symbols ,,w“ anstelle von ,,Man weil}, dass” (mit derselben Syn-
tax wie dieser letztere Ausdruck) sei erlaubt.
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(1) ,Der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist Lenin. Philipp weiR, dass Lenin Lenin ist. Philipp weiR nicht,
dass der Hauptinitiator der Oktoberrevolution Lenin ist.”

(1) ,Wladimir lljitsch Uljanow ist Lenin. Philipp weil, dass Lenin Lenin ist. Philipp weif nicht, dass Wladimir
ljitsch Uljanow Lenin ist.”

(1) ,,Es ist notwendig, dass Wladimir lljitsch Uljanow Lenin ist. Philipp wei, dass Lenin Lenin ist. Philipp weiR
nicht, dass Wladimir lljitsch Uljanow Lenin ist.”

(IV) ,Von etwas ist es notwendig, dass Wladimir lljitsch Uljanow es ist. Von etwas ist es notwendig, dass Lenin
es ist. Wladimir lljitsch Uljanow ist Lenin. Philipp weiR, dass Lenin Lenin ist. Philipp weil8 nicht, dass Wladimir

lljitsch Uljanow Lenin ist.”

Hierzu ist zu sagen, dass die Gegenbeispiele (lll) und (IV) keine Entsprechungen in der Nor-
malsprache von Pi-Delta haben kénnen, schlicht deshalb nicht, weil diese Normalsprache
keine alethischen Modaloperatoren enthalt, und zwar deshalb keine enthalt, weil schon die-
jenige Normalsprache von Pi-Alpha keine solchen enthalt, allein aus deren Satzen durch Bil-
dung der ,w“-Versionen die semantische Explizierung der Normalsprache von Pi-Delta her-
vorgeht: hervorgeht bei intuitionistischer Deutung des , w“-Operators als ,Man weil3, dass”.
Die Gegenbeispiele (I) und (ll) wiederum kdnnen ebenfalls keine Entsprechungen in der
Normalsprache von Pi-Delta haben, denn obwohl man in ihnen ,,Philipp weil3, dass” und
,Philipp weiR nicht, dass“ durch ,Man weil}, dass” und ,Man weil} nicht, dass” ersetzen kann
[sodass die drei Satze in (1) bzw. (II) danach immerhin noch mdéglicherweise zusammen wahr
sind], sind die durch die Ersetzung entstehenden Satze nun eben nicht durchgangig ,w*“-
Versionen von Satzen derjenigen Normalsprache von Pi-Alpha, allein aus deren (,w“ zu-
nachst nicht enthaltenden) Satzen durch Bildung der ,w“-Versionen die semantische Expli-
zierung der Normalsprache von Pi-Delta hervorgeht, und zwar bei intuitionistischer Deutung
des ,w“-Operators als ,Man weil3, dass”.

Aus den folgenden beiden Tripeln von Satzen einer Normalsprache von Pi-Alpha las-
sen sich allerdings zwei Tripel von Satzen der semantischen Explizierung der entsprechenden

(gleichlautenden) Normalsprache von Pi-Delta bilden:

(I) ,Der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist Lenin. Lenin ist Lenin. Der Hauptinitiator der
Oktoberrevolution ist nicht Lenin.”

(") ,,Wladimir lljitsch Uljanow ist Lenin. Lenin ist Lenin. Wladimir lljitsch Uljanow ist nicht Lenin.”
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(wl’) ,Man weiB, dass derjenige, von dem man weil}, dass er der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist,

Lenin ist. Man weil3, dass Lenin Lenin ist. Man weil}, dass man nicht weiB, dass derjenige, von dem man weiR,

dass er der Hauptinitiator der Oktoberrevolution ist, Lenin ist.“**°

(wll’) ,,Man weil3, dass Wladimir lljitsch Uljanow Lenin ist. Man weiB}, dass Lenin Lenin ist. Man weil, dass man

nicht weil}, dass Wladimir lljitsch Uljanow Lenin ist.”

Aber (wl’) und (wll’) sind Tripel von validen Satzen genauso wenig (ndmlich nicht einmal
moglicherweise), wie (I') und (II) Tripel von validen Satzen sind. Durch diese Tripel von Sat-
zen wird kein Gegenbeispiel zu irgendetwas konstituiert — denn sie konnen keine Tripel von
validen (insbesondere keine von wahren) Satzen sein: Wenn der erste Satz valide ist, muss
der dritte Satz nicht valide sein; wenn hingegen der dritte Satz valide ist, muss der erste Satz
nicht valide sein.

Mit alledem ist nun noch nicht gesagt, dass sich nicht doch in irgendeiner Normal-
sprache fir Pi-Delta auf irgendeine Weise ein Gegenbeispiel zu intuitionistisch verstandenen
A9-abhéangigen Prinzipien bilden lasst. Sicher ist aber, dass ein solches Gegenbeispiel nicht
existiert, wenn ,Man weil}, dass” — also: ,w“ in intuitionistischer Deutung — durch ,,(3“ im
Sinne von Pi+-Gamma* logisch korrekt reprasentiert wird (jedenfalls solange es nur um die
Belange von Pi-Delta geht) und die semantische Explizierung einer Normalsprache fir Pi-
Delta stets aus einer — mit der letzteren Sprache typographisch identischen — Normalsprache
fiir Pi-Alpha durch Bildung der intuitionistisch gedeuteten ,w“-Versionen der Satze hervor-
geht. Warum das so ist, ist bereits vorgefiihrt worden: durch den oben angegebenen Beweis
von tr(A9)*. Wie man selbst bei uneingeschrankt erlaubter Instanzbildung keine Kontra-
Instanz zu (b = a), OF(a) — OF(b) in einer Normalsprache fiir Pi+-Gamma* (nicht fir Pi-
Omegal!) finden wird [eine Konsequenz der logischen Validitdat von P+GT15c], so wird man —
wenn ,,w* in intuitionistischer Deutung durch ,,C3“ im Sinne von Pi+-Gamma* logisch korrekt
reprasentiert wird — auch keine Kontra-Instanz zu w(b = a), wF(a) — wF(b) in der semanti-
schen Explizierung einer Normalsprache fiir Pi-Delta finden (und deshalb auch keine Kontra-
Instanz in der Normalsprache selbst), sei auch die zuldssige Instanzbildung uneingeschrankt
(bis auf die Einschrankung, dass Instanzen und Kontra-Instanzen rein aus intuitionistisch ge-

deuteten ,,w“-Versionen von Satzen einer Normalsprache fiir Pi-Alpha zu bestehen haben).

150 Zum besseren Verstdndnis ist die semi-formale Schreibweise hilfreich: , w(ixw(x ist ein Hauptinitiator der
Oktoberrevolution) = Lenin). w(Lenin ist Lenin). w—w(ixw(x ist ein Hauptinitiator der Oktoberrevolution) =
Lenin).”
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"

Alles hangt davon ab, ob ,Man weil}, dass”“ — ,,w“ in intuitionistischer Deutung —
durch ,,00“ im Sinne von Pi+-Gamma* logisch korrekt reprasentiert wird. Die Plausibilitat
dessen, dass dem tatsdchlich so ist, ist nach den vorausgehenden Betrachtungen gewiss
nicht kleiner geworden.

In Sachen Substitution von Namenformeln flireinander in Satzformeln ist freilich noch
auf folgendes sehr viel Schwerwiegenderes hinzuweisen: Im Kalkil Pi-Delta ist ja (ganz wie
im Kalkul Pi-Alpha) sehr leicht beweisbar: — Jy(a = y); und genauso leicht ist da beweisbar:
— 3Jy(ixF(x) = y). Letzteres besagt aber nun in intuitionistischer Explizitmachung dies:
— wiyw(ixwF(x) = y) [wobei ,w“ als ,Man weil}, dass” gedeutet ist], und demzufolge lauft
— Jy(wxF(x) = y) gemaB der vorgeschlagenen modallogischen Reprasentation intuitionistisch
aufgefasster Formeln auf — O3y (xF(x) = y) in der Pi+-Gamma*-Deutung hinaus. Doch
ist denn — O3y (xF(x) = y) in Pi+-Gamma* — so, wie der Kalkdl verfasst ist — Gberhaupt
beweisbar?

Prima facie sieht der Beweis von — COJ3yJ(wxJF(x) = y) in Pi+-Gamma* — und zwar
derjenige Beweis in Pi+-Gamma¥*, der in einer direkten modallogischen Abbildung des ein-
fachsten Beweises fiir - Jy(ixF(x) = y) in Pi-Delta besteht, also: der einfachste Beweis fir —
O3y (xIF(x) = y) in tr(Pi-Delta)* — wie folgt aus:

1. —» O(uxOF(x) = xOF(x)) tr(A8)* {Einsetzungsfall}

2. O(xOF(x) = xOF(x)) > O3y (xIF(x) =y)  tr(A7)* {Einsetzungsfall}

3. —» O3yO(x3F(x) = y) R3 (2, 1).

Aber wahrend der verwendete Einsetzungsfall von tr(A8)* [also von — (J(a = a): ,,ixCJF(x)“
fir ,,a“] vollig in Ordnung geht, ist der verwendete Einsetzungsfall von tr(A7)* [also von
F(a) — O3IxAF(x): ,,y“ fur ,x“, ,,(xOF(x) = ) fir ,,F“, ,\xxOF(x)“ fir ,,a“] durchaus nicht in
Ordnung — es sei denn, tr(A7)* ware im Rahmen von Pi+-Gamma* legitimerweise ohne die
Zwei-Falle-Beschrankung fir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen (wie P+GT15c), im Un-
terschied zu A7 selbst im Rahmen von Pi+-Gamma®*. Doch danach sieht es nun gerade nicht
aus, denn der Einsetzungsfall OJ(1xxOF(x) = xF(x)) »> O3yI(xF(x) = y) von tr(A7)* —also
der eben in einem Prima-facie-Pi+-Gamma*-Beweis verwendete Einsetzungsfall — hat eine
Kontra-Instanz: ,,Es ist notwendig, dass die notwenderweise gerade Zahl die notwendiger-
weise gerade Zahl ist. Aber es ist nicht notwendig, dass flir etwas es notwendig ist, dass die
notwendigerweise gerade Zahl es ist.” Die folgende Uberlegung zeigt die Wahrheit der bei-
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den Séatze: Es sind unendlich viele Zahlen, die gerade Zahlen und, als solche, notwendiger-
weise gerade Zahlen sind. Die [ausgewahlte] notwendigerweise gerade Zahl ist eine von die-
sen; aber es ist nicht notwendig, dass sie gerade diese von diesen, den notwendigerweise
geraden Zahlen, ist; sie konnte auch eine andere von diesen sein. In der Tat ist es flir nichts
notwendig, dass die notwendigerweise gerade Zahl es ist; fiir die geraden Zahlen ist das
schon gezeigt; flir alles aber, was keine gerade Zahl ist, ist es unmoglich, dass die notwendi-
gerweise gerade Zahl es ist, also auch nicht notwendig. Wenn es nun fiir nichts notwendig
ist, dass die notwendigerweise gerade Zahl es ist, dann ist es nicht notwendig, dass fir etwas
es notwendig ist, dass die notwendigerweise gerade Zahl es ist. Dessen ungeachtet ist es
aber selbstverstandlich notwendig, dass die notwendigerweise gerade Zahl die notwendi-
gerweise gerade Zahl ist (egal, welche notwendigerweise gerade Zahl die notwendigerweise
gerade Zahl ist).

Angesichts dieser Lage lasst sich die (vollkommene) Repradsentation der intuitionisti-
schen Pradikatenlogik mit Identitdt und Kennzeichnung, formuliert von Pi-Delta, innerhalb
der S4-modalen Pradikatenlogik mit Identitdt und Kennzeichnung, formuliert von Pi+-
Gamma*, namlich die Reprasentation jener Logik durch den aus Pi+-Gamma* deduzierten
Kalkul tr(Pi-Delta)*, nur dann aufrechterhalten, wenn von vornherein fiir alle Kennzeich-
nungsnamen in der Normalsprache flr Pi+-Gamma* ausschliefRlich die rigide Verstehenswei-

se unterstellt wird.

{Natdrlich wird es da vorkommen, dass ein Sprecher mit dem Kennzeichnungsnamen ,die [ausgewdhlte] not-
wendigerweise gerade Zahl“ die eine gerade Zahl referenziell verbindet, wahrend ein anderer Sprecher mit
demselben Kennzeichnungsnamen eine andere gerade Zahl referenziell verbindet. Aber beide Sprecher tun
dies dann in rigider Weise: Jeder von beiden nimmt in allen méglichen Welten mit dem Kennzeichnungsnamen

Ill

,die [ausgewdhlte] notwendigerweise gerade Zahl” auf dasselbe (die de facto ausgewahlte notwendigerweise
gerade Zahl) Bezug, wenn es auch, intersubjektiv betrachtet, Verschiedenes ist, auf das sie Bezug nehmen. Der
Kennzeichnungsname ,,die [ausgewahlte] notwendigerweise gerade Zahl“ wird sich also bei rigider Verstehens-
weise so verhalten, wie der indexikalische Name ,ich“ es hinsichtlich Rigiditdt ohnehin tut. Mit der Rigiditat
singularer Terme — der Rigiditat von Namen — ist eben nicht gleich auch noch die intersubjektive Rigiditat [der

Bezugnahme] gemeint.}

Dann entféllt — ohne negative Konsequenzen — die Zwei-Falle-Beschrankung fiir die Einset-
zungsfallbildung in Beweisen bei A6, A7 und A9, und sie entfallt damit auch bei allen Prinzi-

pien, die in Pi+-Gamma*-Beweisen angewendet werden mogen, also auch bei den Prinzipien
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in tr(Pi-Delta)*-Beweisen. Dann ist Pi+-Gamma* grundprinziplich einfach Pi-Gamma* plus
A10, wobei Pi-Gamma* wiederum wie Pi-Gamma ist (also: ohne A10 ist), auBer dass Pi-
Gamma* nun eben G*A2c hat und Pi-Gamma GA2c. Das Einzige, das Pi+-Gamma* und Pi-
Gamma* dann unterscheidet, ist die Tatsache, dass in Pi+-Gamma* auch Kennzeich-
nungnamenformeln fiir die Einsetzungsfallbildung in Beweisen herangezogen werden — was
die Prasenz von A10 bedingt —, bei Pi-Gamma* (ebenso wie bei Pi-Gamma) hingegen nur
unstrukturierte und sinnunbestimmte Namenformeln — was die Abwesenheit von A10 be-

dingt.

{Man beachte, dass Pi+Gamma*, wenn fir diesen Kalkil die ausschlieflich rigide Verstehensweise von Kenn-
zeichnungsnamen unterstellt wird, nicht um das Axiom A1l erweitert werden kann. (Um dies einzusehen, muss
man nur in den Blick nehmen, was sich angesichts von R9 etc. mit beweisbarem — JyJ(ixF(x) = y) aus All
ergdbe.) A11 ist nur flr die ausschliefSlich flexible Verstehensweise von Kennzeichnungsnamen geeignet. Diese
letztere Verstehensweise wurde zwar im vorausgehenden Kapitel fiir Pi+-Gamma beschlossen; in diesem Kapi-
tel geht es nun aber nicht um Pi+Gamma, sondern um Pi+Gamma*, welcher Kalkil zudem (im Blick auf Pi-

Delta) eine besondere Aufgabe zu erfillen hat.}

Da nun Pi+-Gamma* in diesem Kapitel schon mit der Zwei-Falle-Beschrankung fir die
Einsetzungsfallbildung in Beweisen eingefiihrt wurde, empfiehlt es sich, den Kalkil ohne
diese Beschrankung — welcher Kalkil freilich im vorausgehenden Absatz soeben ebenfalls
,Pi+-Gamma*“ genannt wurde — ein wenig anders zu nennen: , Pi+r-Gamma*“, wo ,r“ die
ausschlieBlich rigide Verstehensweise der Kennzeichnungsnamen in der zugehorigen
Normalsprache andeutet. Das Theorem, das Pi+r-Gamma* auszeichnet gegeniber Pi+-
Gamma* [so, wie dieser letztere Kalkiil hier zunachst eingefliihrt wurde], wie auch

(mitfolgend) Pi+r-Gamma gegeniiber Pi+-Gamma, ist dieses:

P+rG*T1: — Iy (xF(x) = y) Rigiditdt der Kennzeichnungsnamenformeln (RIK)
1. - xF(x) = wxF(x) A8
2. — O(xF(x) = xF(x)) GRT3 (1)

3. O(xF(x) = xF(x)) > JyO(wxF(x) = y) A7 {Einsetzungsfall}

4. — IyO(xF(x) = y) R3 (3, 2)

Und das Folgende ist schlicht ein Korollar von P+rG*T1:
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P+rG*T2: — O3y (xTF(x) = y)

1. > IyO(xOF(x) = y) P+rG*T1 {Einsetzungsfall}

2. > O3yO(xF(x) = y) GRT3 (1)

Die S4-modallogische Reprdsentation von Pi-Delta lasst sich, so weit sie mit Pi+-Gamma*
gelingt, auch mit Pi+r-Gamma* durchfiihren [um sich davon zu liberzeugen, genligt ein Blick
auf die obigen Pi+-Gamma*-Beweise von tr(A6)* — tr(A10)* und von tr(R8)* — tr(R9)*]. Der
Vorteil von Pi+r-Gamma* gegeniber Pi+-Gamma* ist nun aber, dass sich die S4-
modallogische Reprasentation von Pi-Delta mit Pi+r-Gamma* auch da durchfiihren lasst, wo
sie mit Pi+-Gamma* nicht gelingt: Das harmlose Pi-Delta-Theorem — Jy(ixF(x) = y) — unver-
andert harmlos auch dann, wenn man 3y(ixF(x) = y) im Theorem durch die intuitionistische
,wW"“-Version der Pi-Alpha-maBig verstandenen Satzformel Jy(ixF(x) = y) semantisch explizit
macht [also durch w3yw(ixwF(x) = y), wobei ,,w“ als ,,Man weil}, dass” gedeutet ist] — hat in
Pi+r-Gamma* seine S4-modallogische Entsprechung, namlich P+rG*T2 (wdhrend es in Pi+-
Gamma* keine S4-modallogische Entsprechung hat); und der weiter oben zuerst
angegebene, die Schritte in Pi-Delta in direkter Weise abbildende, sozusagen kopierende
alternative Beweis von P+rG*T2, von — O3yO(wxF(x) = vy), in tr(Pi-Delta)* geht bei
Einbettung von tr(Pi-Delta)* in Pi+r-Gamma* ohne Beanstandung durch (bei Einbettung von
tr(Pi-Delta)* in Pi+Gamma* hingegen tut er das nicht).

Doch hat das Ganze einen Haken. Im vorigen Kapitel ist das Vorgehen, fir alle Kenn-
zeichnungsnamen in der Normalsprache ausschliellich die rigide Verstehensweise zu unter-
stellen, schon in Erwdgung gezogen worden, als der Ubergang von Pi-Gamma, wo — syste-
misch — Kennzeichnungsnamen in der zugehoérigen Normalsprache und Kennzeichnungsna-
menformel in der Formelsprache nicht in den Blick genommen werden, zu Pi+-Gamma, wo
diese Ausdriicke sehr wohl systemisch in den Blick genommen werden, zur Reflexion stand.
Das Vorgehen zeichnet sich durch Einfachheit aus, und es hat eine feste umgangssprachliche
Verankerung. Allerdings erwies es sich als unvereinbar mit der — intuitiven, ,vor dem Kalkil“
sich darbietenden — logischen Validitat von A10: Ein (unabweisliches) Korollar von A10 —
namlich OJ3xF(x) — COOF(1xF(x)) [aus A10 mit GRT4] — hat Kontra-Instanzen, wenn ausschliel3-

lich von der rigiden Verstehensweise fiir alle Kennzeichnungsnamen — und entsprechend fir
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alle Kennzeichnungsnamenformeln — ausgegangen wird. Um das Beispiel aus dem vorigen
Kapitel noch einmal aufzugreifen (es lasst sich gegen die Rigidifizierung von Pi+-Gamma*
genauso vorbringen wie gegen die Rigidifizierung von Pi+-Gamma): Der Kennzeichnungsna-

Ill

me ,die Sonneplanetenzahl” bezeichnet dann, wenn ausschlieflich von der rigiden Verste-

hensweise fir alle Kennzeichnungsnamen ausgegangen wird, unter allen Umstéinden die Zahl

IH

Acht; denn ,die Sonneplanetenzahl“ wird dann im Sinne von , fix die tatsdchliche Sonnepla-

Ill

netenzahl” genommen. Es ist aber nicht notwendig, dass [fix] die [tatsdchliche] Sonneplane-
tenzahl [m. a. W.: Acht] eine Sonneplanetenzahl*>! ist (denn anderen Anzahlen als Acht ist es
immerhin moglich, eine Sonneplanetenzahl zu sein, wodurch dann Acht keine ware); wdh-
rend es doch notwendig ist, dass etwas (und sei es die Zahl Null oder die Zahl Alepho) eine

Sonneplanetenzahl ist.

{Hier noch eine inhaltlich (aber nicht strukturell) ganz andere — doch, wie ich meine, plausible — Kontra-Instanz
zu J3xF(x) — OF(1xF(x)), wenn ausschlieRlich von der rigiden Verstehensweise fiir alle Kennzeichnungsnamen
ausgegangen wird (womit abermals eine Widerlegung der intuitiven logischen Validitat von A10 gegeben ist,
entgegen seiner grundprinziplichen Prasenz im Rahmen von Pi+r-Gamma*): Gemal der Metaphysik, die ich im
Jahre 2021 fir wahr halte, gilt: Es ist notwendig, dass etwas [und sogar genau ein Etwas] eine wirkliche Welt ist,
aber es ist dennoch nicht notwendig, dass [fix] die [tatsédchliche] wirkliche Welt [also diese — uns einigermalien
in ihrer Realitdt bekannte — Welt] eine wirkliche Welt ist; zwar ist sie eine wirkliche Welt, aber sie ist es kontin-

genterweise: es ist [alethisch] moglich, dass sie nicht eine wirkliche Welt ist.}

Im vorigen Kapitel wurde der Konflikt einer ausschlieflich rigiden Verstehensweise
von normalsprachlichen Kennzeichnungsnamen mit der logischen Validitdat von A10 [zu-
nachst mit der logischen Validitat eines unabweislichen Korollars von ihm] dadurch vermie-
den, dass anstelle der ausschlieBlich rigiden Verstehensweise ausschlieflich die flexible Ver-
stehensweise normalsprachlicher Kennzeichnungsnamen gesetzt wurde (abgesehen, selbst-
verstandlich, von jenen Kennzeichnungsnamen, die schon durch ihren Bedeutungsinhalt al-
lein ihre referenzielle Rigiditat erzwingen). Diese MaRnahme kommt hier — in der jetzigen

Situation — aber nicht infrage; denn an der Rigifizierung von Pi+Gamma* — am Ubergang zu

|II

151 Die Verwendung von ,eine” in ,ist eine Sonneplanetenzahl” klingt merkwiirdig, weil, wie man mindestens
implizit weiB, notwendigerweise genau eine (An-)Zahl eine Sonneplanetenzahl [eine Zahl der Planeten der
Sonne] ist, jedoch mit Ausdriicken der Gestalt ,,ist eine ®“ gewohnheitsmaRig assoziiert wird, dass von mehre-
ren @ auszugehen sei. Logisch gesehen ist an ,,ist eine Sonneplanetenzahl” nichts auszusetzen.
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Pi+r-Gamma* — soll um willen der dadurch ermoglichten (perfekten) S4-modallogischen Re-
prasentation von Pi-Delta festgehalten werden. Was also ist zu tun?

Die der Normalsprache von Pi-Delta zugrundegelegte (mit ersterer Sprache gleich/au-
tende) Normalsprache von Pi-Alpha muss schlicht so verfasst sein, dass jeder Kennzeich-
nungsname in ihr semantisch-gesetzlich nur (referenziell) rigide verstanden wird, wenn er
denn nicht Giberhaupt nur (referenziell) rigide verstanden werden kann; und zudem so, dass
jeder Satz von ihr, dessen Form durch eine Satzformel der Gestalt c[ivc[v]] wiederzugeben
ist [im einfachsten Fall durch ,F(1xF(x))“], stets notwendigerweise valide ist, wenn der
entsprechende ,Mindestens ein“-Satz [dessen Form durch eine Satzformel der Gestalt
Juo[v] wiederzugeben ist] valide ist. [Man beachte, dass dieser letztere Aussage des Textes
eine metasprachliche Aussage ist, wahrend sie doch — was metasprachlich ungewoéhnlich ist
— den Modalausdruck ,notwendigerweise” enthalt.] Hier einige Kennzeichnungsnamen und
zugehorige ,,Selbstbeschreibungssatze”, fir die diese Anforderungen erfiillt sind (dabei steht
Lir" fur ,[schon] inhaltlich rigide” und ,ar” fur ,[erst] auffassungsmaBig rigide”; die je

zugehorigen validen ,,Mindestens ein“-Satze — oder: ,,Manches“-Satze — sind nicht gelistet):

Rigider Kennzeichnungsname: Notwendigerweise valider ,Selbstbeschreibungssatz”:
,die kleinste Primzahl“ (ir) ,Die kleinste Primzahl ist eine kleinste Primzahl”

»der Nachfolger von 5“ (ir) »,Der Nachfolger von 5 ist ein Nachfolger von 5

,die Primzahl“ (ar) ,Die Primzahl ist eine Primzahl“

,die Quadratwurzel aus 2“ (ar) ,Die Quadratwurzel aus 2 ist eine Quadratwurzel aus 2“
,die Summe aus 5 und 3“ (ir) ,Die Summe aus 5 und 3 ist eine Summe aus 5 und 3“
,die Primzahl kleiner 5“ (ar) ,Die Primzahl kleiner 5 ist eine Primzahl kleiner 5“

,die gerade Primzahl“ (ir) ,Die gerade Primzahl ist eine gerade Primzahl”

,der Primfaktor von 10“ (ar) ,Der Primfaktor von 10 ist ein Primfaktor von 10

Usw.

Aus einer Normalsprache fir Pi-Delta, der eine Pi-Alpha-Normalsprache zugrundeliegt, die
so verfasst ist wie gerade beschrieben (und illustriert), kann sich keine Kontra-Instanz zu
(J3xF(x) — OF(uwxF(x)) ergeben. Die logische Validitat von A10 bleibt da auch dann unange-
fochten, wenn man zunachst zu den intuitionistisch gedeuteten ,, w“-Versionen der Satze der
Pi-Alpha-Normalsprache, welche der Pi-Delta-Normalsprache zugrundeliegt, (ibergeht und
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dann — mit dem Ziel der S4-modallogischen Reprdsentation von Pi-Delta in Pi+r-Gamma* —
zu den diesen ,,w“-Versionen eins-zu-eins korrespondierenden ,,(3“-Versionen. Denn obwohl
Kennzeichnungsnamen rigide zu verstehen sind auch in der durch die Modalisierung der
(fraglichen, besonderen) Pi-Alpha-Normalsprache insgesamt resultierenden, jene ,“-
Versionen einbettenden Normalsprache fiir Pi+r-Gamma*, wird von dieser letzteren Nor-
malsprache (angesichts ihres ,Ursprungs” oder Kerns: der in Betrachung stehenden Pi-
Alpha-Normalsprache) sogar die logische Validitat von 3xF(x) — CJF(1xF(x)) garantiert, damit
(wegen GT3 und RT7) aber auch die logische Validitat von CJ3xF(x) — CJF(1xF(x)) und von

IxF(x) = F(xF(x)).

{Es ist von Nutzen, sich das Verhaltnis der involvierten Normalsprachen vor Augen zu halten: Die ins Auge ge-
fasste Normalsprache A1 fir Pi-Delta ist typographisch und syntaktisch genauso wie die beschriebene, ihr zu-

grundeliegende Normalsprache fiir Pi-Alpha®®

mit den angegebenen Besonderheiten (wobei zu den Nor-
malsprachen fiir Pi-Alpha insbesondere auch die [klassisch interpretierte] mathematische Sprache zahlt — die
nun eben diese Besonderheiten tatsachlich aufweist); nennen wir diese letztere, Pi-Alpha zugeordnete Sprache
»A\o”. Semantisch aber unterscheidet sich A1 von Ao: Die Sdtze von A1 sind, semantisch betrachtet, die verkapp-
ten ,,w“-Versionen der Satze von Ao, wobej ,,w“ im Sinne von ,,Man weil, dass” aufgefasst wird (man beachte,
dass die so verfassten ,, w“-Versionen der Satze von Ao keine Satze von Ao sind). Die Modalisierung von Ao im
Einklang mit Pi+r-Gamma* wiederum besteht darin, dass Ao — exakt diese Sprache: nicht mehr als sie und nicht
weniger als sie, exakt so, wie sie syntaktisch und semantisch verfasst ist — zum nichtmodalen Kern (oder ,,Ur-
sprung”) einer [insgesamt gesehen selbstverstandlich modalen] Normalsprache fir Pi+r-Gamma* wird [wobei
die Vorkommnisse von ,,Wenn, dann” in Ao samtlich als Materiale Implikationen durch ,nicht” und , oder” in
der bekannten Weise definiert gelten — wie es jeder Normalsprache fiir Pi-Alpha angemessen ist]; nennen wir
diese letztere, Pi+r-Gamma* zugeordnete Sprache , A2“. Az, nun, hat eine besondere Region: Diese Region
umfasst genau die Satze von A, die aus den ,w“-Versionen der Satze von Ao hervorgehen, wenn man ,w*
[,,Man weiR, dass“] in ihnen tberall durch ,,(3“ [, Es ist notwendig, dass“] ersetzt (und weiter nichts tut).

Es ist Ubrigens unerheblich, dass Ao als Kern von A2 mehr an Modallogik semantisch rechtfertigt als
durch Pi+r-Gamma* erfasst wird; denn logisch valide hinsichtlich A2 [mit Ao < A7] ist ja, z. B., auch IxF(x) —
OF(xF(x)) und womaglich sogar A — (JA und —A — [(J—A, wahrend keine dieser drei Schlussformeln in Pi+r-
Gamma* beweisbar ist. Pi+r-Gamma* ist ein modallogischer Kalkil, der fiir die modallogische Reprasentation
von Pi-Delta [einschlieflich A10: siehe den Beweis von tr(A10)*] schon hinreicht (mehr Mittel, als er zur Verfi-
gung stellt, braucht es dazu nicht), und zwar ohne dass er mit der Normalsprache A: fir Pi-Delta — letztinstanz-

lich: mit der ihr zugrundeliegenden ,Doppelgdngerin“ Ao — in Konflikt gerdt, wenn man zu der durch A1 — letzt-

152 Man beachte hierbei die FuRnoten 148 und 149 sowie die Anmerkung im Text, die auf die beiden FuRBnoten
unmittelbar folgt.
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instanzlich: durch Ao — determinierten modalisierten Sprache Az Uibergeht: Der logischen Validitdt von P+rG*T1
und P+rG*T2 und A10 (und seinen Einsetzungsfallen) und tr(A10)* wird durch Az (und was da valide und logisch
valide ist) kein Abbruch getan, sondern im Gegenteil ein Fundament gegeben; darauf kommt es an. — Es wird
gleich deutlich werden, genau welche Sprache es ist, die untbertrefflich, namlich sozusagen natiirlicherweise,

als Ao und —in globaler Sinnmodifizierung von sich —als A1 infragekommt.}

Es ist klar, dass die ins Auge gefasste Normalsprache fiir Pi-Delta [A1] und die sie fun-
dierende, mit ihr syntaktisch und typographisch (aber nicht semantisch) identische beson-
ders geartete Normalsprache fur Pi-Alpha [Ao]*3 im Vergleich zur Umgangssprache (die

gleichsam unendlich weit davon entfernt ist, die logische Validitat von 3IxF(x) — CJF(1xF(x))

oder von — JyJ(wxF(x) = y) zu stiitzen) jeweils eine sehr spezielle Sprache sein muss — und
dennoch kann diese Sprache eine hochvertraute Sprache sein (wie aus den obigen Beispielen
von Kennzeichnungsnamen und ,Selbstbeschreibungssatzen” schon genugsam hervorgeht),
namlich: die Sprache der Mathematik, in jeweils anderer umfassender Deutung. Das trifft
sich nun sehr gut; denn die intuitionistische Pradikatenlogik mit Identitat und Kennzeichnung
— formuliert, beispielsweise, durch den Kalkiil Pi-Delta — ist ja, historisch gesehen, als eine
Logik fiir die Mathematik konzipiert worden. Wenn die intuitionistische Pradikatenlogik mit
Identitdat und Kennzeichnung innerhalb von Pi+r-Gamma* reprasentierbar sein soll, dann
muss sie — offenbar — an diese Konzipierung fiir die Mathematik gebunden bleiben; denn die
intuitionistisch-epistemisch gedeutete Sprache der Mathematik ist die einzige vorfindliche —
dabei natirlich gewachsene — Sprache (im Unterschied zu einer bloen Zusammenstellung
von ausgesuchten Satzen), die als Normalsprache fiir Pi-Delta sich anbietet — sofern Pi-Delta
innerhalb von Pi+r-Gamma* reprasentierbar sein soll.

Freilich halten sich die Mathematiker in der Gberwaltigenden Mehrheit an die klas-
sisch-(rein)ontisch gedeutete Sprache der Mathematik, deren Logik durch Pi-Alpha formu-
liert wird, und gerade nicht an deren ,identischen” intuitonistisch-epistemischen Zwilling,

Ill

deren Logik durch Pi-Delta formuliert wird. , Kein Wunder!“, mag man vielleicht sagen. ,,Pi-

153 Beide Sprachen sind nicht nur typographisch (sowie phonetisch) und syntaktisch identisch, sondern sie han-
deln auch von denselben Sachen — und dennoch ist die Pi-Delta-Normalsprache von der ihr zugrundliegenden
Pi-Alpha-Normalsprache semantisch verschieden. Warum? — Das allumfassende semantische Medium der Pi-
Delta-Normalsprache ist ein anderes als das der Pi-Alpha-Normalsprache: Das erstere Medium ist ein epistemi-
sches, das letztere ein rein ontisches. Die Prasenz des jeweiligen Mediums, das an sich unsichtbar ist, Idsst sich
sichtbar machen, indem man von den Satzen der jeweiligen Normalsprache zu deren ,, w“-Versionen (ibergeht
(die mit den Ausgangssadtzen synonym sind; vgl. DEFw in Kapitel 5), im Falle der Pi-Delta-Normalsprache mit
Deutung von ,w“ als ,Man weil}, dass“, im Falle der Pi-Alpha-Normalsprache mit Deutung von ,w“ als ,Es ist
[ontisch] wahr, dass”.
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Delta gibt ihnen ja erheblich weniger Werkzeuge fiir die mathematischen Beweisfiihrungen
an die Hand.” Aber der Grund ist wohl eher der, dass die Gegenstande der Mathematik von
Mathematikern (und nicht nur von diesen) wie eine eigene, an sich bestehende Realitat er-
lebt werden (ob wir nun dieses oder jenes von ihnen wissen oder nicht) — was der Sprache
der Mathematik als Pi-Alpha-Normalsprache entspricht, nicht ihrer als Pi-Delta-

Normalsprache.

Wie die intuitionistische Aussagenlogik eine Abschwachung der wahrheitsfunktionalen Aus-
sagenlogik ist, so ist auch die intuitionistische Pradikatenlogik mit Identitdt und Kennzeich-
nung eine Abschwachung der klassischen Pradikatenlogik mit Identitdt und Kennzeichnung.
Anders gesagt: Wie Delta eine Abschwachung von Alpha ist, so ist Pi-Delta eine Abschwa-
chung von Pi-Alpha (und zwar aufgrund derselben Ursache wie bei Delta und Alpha: der
Ersetzung von R5 durch IR5). Der Intuitionismus ist bekannt fiir seine Ablehnung ,indirekter
Existenzbeweise”; das bedeutet insbesondere, dass aus intuitionistischer Perspektive die
folgenden Schemata fiir Schlussregelformeln [Schemata sind sie wegen des in ihnen auf-
tretenden, eine beliebige endliche Satzformelfolge indizierenden Schemabuchstabens , ']

keine logischen Gesetze sind:

(i) I', —3xF(x) » (B > B) = I' — 3xF(x)
(ii) I', =3xF(x) > ——3IxF(x) = T’ — 3IxF(x)
(iii) I', —3xF(x) — 3xF(x) = ' — 3IxF(x)

(iv) I', Vx—=F(x) = —=(B 2 B) = I" = 3IxF(x)

(v) I, Vx—F(x) > =Vx—=F(x) = T’ — 3xF(x)

Entsprechend ist keines dieser flinf Schemata in Pi-Delta beweisbar. In Pi-Alpha hingegen ist
jedes von ihnen beweisbar: (i) ist schlicht ein Einsetzungsfall von RT9 [GIS2], (iii) schlicht ein
Einsetzungsfall von RT11 [GIS4]. (ii) wiederum ergibt sich unter Verwendung von RT10 [GIS3]

wie folgt:

RT23: I, =3xF(x) > —3xF(x) = I — IxF(x)

1. T, —3xF(x) — ——3xF(x) Annahme

350



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

3. T, ——3IxF(x) — 3IxF(x) T2 {EDN}, R2 {X-fach je nach Linge von T}, R1 {dito}
4.T — 3xF(x) R3 (3, 2)

Beim Beweis von (iv) unter Verwendung von RT8 [GIS1] in Pi-Alpha wird erstmals in der

Reihe (i) — (v) auch ein genuin pradikatenlogisches Prinzip verwendet:

RT24: T, Vx=F(x) > =(B > B) = I' —» 3IxF(x)

1.T, Vx—=F(x) - —(B > B) Annahme

2.T = —Vx=F(x) RTS (1)

3. T, =Vx=F(x) = 3IxF(x) T39 {1DMO, von rechts nach links}, R2, R1
4.T — 3xF(x) R3 (3, 2)

Dasselbe pradikatenlogische Prinzip kommt auch beim Beweis von (v) unter Verwendung

von RT10 [GIS3] zum Einsatz:

RT25: I, Vx=F(x) > =Vx=F(x) = I = 3xF(x)

1.T, VX—F(x) = =Vx—=F(x) Annahme

2.T - —Vx—F(x) RT10 (1)

3. T, =Vx—=F(x) — 3xF(x) T39 {1DMO, von rechts nach links}, R2, R1
4. T — 3IxF(x) R3 (3, 2)

Warum ist keines jener finf Regelgesetze, (i) — (v), der klassischen Pradikatenlogik
auch ein Regelgesetz der intuitionistischen Pradikatenlogik? — Um diese Frage zu beantwor-
ten, betrachte man je eine Spezialisierung (einen besonderen Fall) von jedem jener flinf Pi-

Alpha-Gesetze:

Far (i): —3x(F(x) v =F(x)) = —(B = B) = — 3x(F(x) v —F(x))

Far (ii): —3x(F(x) v =F(x)) &> =—3x(F(x) v =F(x)) = — 3Ix(F(x) v =F(x))
Far (iii): —3x(F(x) v =F(x)) = 3x(F(x) v =F(x)) = — 3Ix(F(x) v —F(x))
Far (iv): Vx—(F(x) v —=F(x)) = —(B = B) = — 3Ix(F(x) v —F(x))

Fur (v): VXx—(F(x) v =F(x)) & =Vx=(F(x) v =F(x)) = — 3x(F(x) v —F(x))
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Bei jeder dieser funf Spezialisierungen ist die Schlussformel vor ,=“ in Pi-Delta beweisbar,
die Schlussformel nach ,=" aber nicht — womit gezeigt ist, dass weder (i), noch (ii), noch (iii),
noch (iv), noch (v) in Pi-Delta herleitbar ist. Pi-Delta jedoch ist eine Formulierung der intuiti-
onistischen Pradikatenlogik (mit Identitdt und Kennzeichnung); also ist weder (i), noch (ii),
noch (iii), noch (iv), noch (v) ein Regelgesetz der intuitionistischen Pradikatenlogik.

Es folgt nach, was noch nachzutragen ist:

ERSTENS: Die Beweise in Pi-Delta der fiinf soeben als beweisbar in Pi-Delta behaupteten
Schlussregelformel-Antezedentia [wobei der Kalkiil Pi-Delta den Kalkiil Delta, der malRgeblich
im Kapitel 4 betrachtet wurde, mitumfasst; Theoreme und echtabgeleitete Schlussregel-
formeln dieses letzteren Kalkils diirfen also jederzeit in Beweisen in Pi-Delta verwendet

werden]:

PIT1:15* —3x(F(x) v —F(x)) = =(B o B)

1. —» ——3x(F(x) v —F(x)) Theorem von Pi-Delta
2. (B o B) > ——3x(F(x) v —F(x)) R2 (1)

3. —3x(F(X) v =F(x)) = =(BOB)  IRS{I,B—>—C=T,C——B}(2)

{— ——3x(F(x) v =F(x)) ist beweisbar in Pi-Delta:

1. F(a) v —=F(a) — 3Ix(F(x) v =F(x)) A7

2. —3x(F(x) v —F(x)) = —(F(a) v —F(a)) IRT2 (1)

3. ——(F(a) v =F(a)) > ——3x(F(x) v =F(x)) IRT2(2)

4. > ——(F(a) v —F(a)) IT2

5. — ——3x(F(x) v —F(x)) R3 (3, 4).

Die Beweisbarkeit von — ——3x(F(x) v —F(x)) in Pi-Delta lasst sich nicht etablieren aufgrund der Beweisbarkeit
von — 3Ix(F(x) v =F(x)) in Pi-Alpha [T37a: ETND1] — mittels einfacher Erweiterung des Hauptsatzes iiber das
Verhdltnis von Alpha und Delta [(XVI) in Kapitel 6] auf Pi-Alpha und Pi-Delta. Diese Erweiterung ist nicht mog-

lich; das ersieht man schon aus der Nichtbeweisbarkeit von — ——Vx(F(x) v —=F(x)) in Pi-Delta.}

PIT2: —3Ix(F(x) v =F(x)) > =—3x(F(x) v =F(x))

1. > ——3x(F(x) v =F(x)) Theorem von Pi-Delta

154 |n Kapitel 4 haben wir das aussagenlogische Delta-Theorem IT1 (wobei ,1“ fiir ,intuitionistisch” steht); hier,
in Kapitel 12, haben wir nun das pradikatenlogische Pi-Delta-Theorem PIT1.
352



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

2. —3Ax(F(x) v =F(x)) = ——3x(F(x) v =F(x)) R2 (1)

PIT3: —3Ix(F(x) v =F(x)) = Ix(F(x) v =F(x))

1. —3x(F(x) v —=F(x)), =—3x(F(x) v —F(x)) = 3Ix(F(x) v —F(x)) A3

2. > ——3Ix(F(x) v =F(x)) Theorem von Pi-Delta
3. —3Ax(F(x) v =F(x)) = ——3x(F(x) v —=F(x)) R2 (2)

4. —3x(F(x) v =F(x)) — 3Ix(F(x) v =F(x)) R3 (1, 3)

PIT4: Vx—(F(x) v —=F(x)) = —(B > B)

1. - ———Vx—(F(x) v =F(x)) Pi-Delta-Theorem
2. (B 2 B) &> =——Vx—(F(x) v —=F(x)) R2 (1)

3. ——Vx—(F(X) v =F(x)) = —(B > B) IR5 (2)

4. Vx—(F(x) v =F(x)) &> == Vx—(F(x) v —F(x)) IT1

5. Vx—(F(x) v —F(x)) = —(B > B) RT7 (4, 3)

{— ———=Vx=(F(x) v =F(x)) ist in Pi-Delta beweisbar:

1. Vx—(F(x) v =F(x)) = —=(F(a) v —=F(a)) A6

2. ——(F(a) v —=F(a)) > = Vx=(F(x) v —=F(x)) IRT2 (1)

3. > ——(F(a) v =F(a)) IT2

4. — —Vx—(F(x) v —F(x)) R3 (2, 3)

5. = Vx=(F(x) v —=F(x)) > ———=Vx=(F(x) v —F(x)) T4 [von rechts nach links]

6. > ———=Vx—(F(x) v —F(x)) R3 (4, 5).

Eine von der Beweisbarkeit von — —Vx—(F(x) v —F(x)) in Pi-Alpha ausgehende Argumentation, die
— ———Vx=(F(x) v —F(x)) mittels Erweiterung auf Pi-Alpha und Pi-Delta des Hauptsatzes iiber das Verhdltnis

von Alpha und Delta etablieren mochte, scheitert, weil diese Erweiterung nicht moglich ist — wie gesagt.}

PIT5: Vx—(F(x) v =F(x)) = =Vx=(F(x) v =F(x))

1. Vx—(F(x) v —F(x)) - —(B > B) PIT4
2. B > B — —Vx—(F(x) v =F(x)) IR5 (1)
3. Vx—(F(x) v —=F(x)) > B> B T5 {ein Alpha- und Delta-Theorem}, R2

4. Vx—(F(x) v =F(x)) = =Vx=(F(x) v —=F(x)) RT7 (3, 2)

{Alternativ kann man auch wie folgt argumentieren:
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PIT5: Vx—(F(x) v —F(x)) = = Vx=(F(x) v —F(x))

1. Vx—(F(x) v =F(x)) > —(B > B) PIT4
2. — = Vx=(F(x) v =F(x)) IRT1a [GIS1] (1)
3. Vx=(F(x) v =F(x)) &> =Vx—(F(x) v =F(x)) R2 (2)

Woraus nun ganz nebenbei ein wichtiges Pi-Delta-Theorem ersichtlich ist:

PIT6: > ﬁVXﬁ(F(X) \4 ﬁF(X))

Zum Beweis siehe den eben angegebenen alternativen Beweis von PIT5, bis zur 2. Zeile. Man kann aber, um
— = Vx—(F(x) v =F(x)) in Pi-Delta zu beweisen, auch wesentlich anders vorgehen: siehe die Deduktion in der

Anmerkung zu PIT4 bis zu ihrer 4. Zeile.}

ZWEITENS: Der Nachweis, dass das Sukzedens — 3x(F(x) v —F(x)) jeder der oben betrachte-
ten Spezialisierungen [der Spezialisierung von (i), von (ii), von (iii), von (iv) und von (v)] in Pi-
Delta nicht beweisbar ist.

Um dies zu zeigen, geht man zur ,(J“-Version von — 3x(F(x) v —F(x)) Gber, also zu der
Schlussformel — 3xO(F(x) v O=0F(x)). Diese Schlussformel ist in Pi+r-Gamma* nicht
beweisbar, also erst recht nicht beweisbar in dem Teilkalkul tr(Pi-Delta)* von Pi+r-Gamma*.
Folglich ist — 3x(F(x) v —F(x)) nicht in Pi-Delta beweisbar; denn wéare es da beweisbar, so
wirde sich ja der Beweis als ein Beweis in tr(Pi-Delta)* fir — O3x(F(x) v O-=0F(x)) ab-
bilden lassen. Aber einen Beweis fir — O3xO(F(x) v O-=0F(x)) in tr(Pi-Delta)* gibt es
nun eben nicht — aus dem schon genannten Grund.

Warum aber ist — O3xO(OF(x) v O=0F(x)) nicht in Pi+r-Gamma* beweisbar? Wo-
ran es liegt, sieht man am besten, wenn man sich den folgenden Beweis fiir die fragliche

Schlussformel im Kalkil Pi-Gamma anschaut:

PGT17: —» O3xO(TF(x) v O=0F(x))

1. =0F(a) » O-=0F(a) GT8 {s5-Axiom}

2. — —0F(a) > O-0F(a) GRT2 (1) {die R4-Analogie fiir Gamma}
3. > ——=0F(a) v O-0F(a) GD1 (2)

4. ——[F(a) —» OF(a) T2

5. > OF(a) v O-0F(a) RT26 {Beweis folgt} (4, 3)
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6. — O(TF(a) v O-0F(a)) GRT3
7. 0(0F(a) v O-0F(a)) > IxO(TF(x) v O-0F(x)) A7
8. - IxD(OF(x) v O—-F(x)) R3 (7, 6)

9. > O3IxO(OF(x) v O-0F(x))  GRT3

Der eben angegebene Beweis von PGT17 arbeitet mit RT26, einem auch sonst nitzlichen
Regelgesetz. Es ist in Alpha beweisbar, darum beweisbar auch in jedem Alpha inkorporie-

renden Kalkul:

RT26:I,A—>B, I > AvC=IT—>BvC

1., A—B Annahme
.I'—>AvC Annahme
.B—>BvVvC A4
.IJA—>BvC RT20 (1, 3)
.I',-A,AvC—>C T12{epP},R2,R1

2
3

4

5

6.I,—-A—>AvC R2(2)
7.T,—-A—>C R3 (5, 6)
8.C—>BvC A4
9.T,~A—>BvC  RT20(7,8)

10.T >BvC RS (4, 9)155

B51stT,A—>B; T > Av C=T — B v Cauch in Delta beweisbar? Wenn ja, dann muss das ohne den Einsatz
von R5 moglich sein. Danach sieht es aber nicht aus. Denn ware das Fragliche in Delta beweisbar, so miisste
tr(I"), JA — OB; tr(I') > O(OJA v C) = tr(I') > (B v (JC) in tr(Delta)* beweisbar sein, mit der tr(Delta)*
entsprechenden Einschriankung der Einsetzungsfille in Beweisen auf Gamma*D-Satzformeln links und rechts
von ,—“ (gemeint sind damit Satzformeln, die nicht eingeschlossen in einer Satzformel sind). Diese Beweisbar-
keit besteht offenbar nicht; denn schon OJA — B; —» (A v (OC) = — (OB v C) [wo tr(I) leer ist] ist
offenbar nicht in tr(Delta)* beweisbar. Allerdings ist diese selbe Schlussregelformel in Gamma* beweisbar, wo
man — (J(0JA v —JA) als Theorem zur Verfligung hat; aber in tr(Delta)* hat man — (J(CJA v —JA) nun eben
nicht zur Verflugung; es ist ja nicht einmal eine Gamma*D-Schlussformel. — (A v O-JA) wiederum waére
zwar eine Gamma*D-Schlussformel, aber ist ebenfalls kein tr(Delta)*-Theorem (und ist zudem auch kein
Gamma®*-Theorem!).

[Hinweis zur Anwendung des Theorems — (J(CJA v —(JA) in der vorliegenden Beweisaufgabe: Aus (JA — (B
ist wegen GRT2, GD1 und GRT3 Gamma*-deduzierbar: — (J(—A v B). Aus — J(—=A v (JB) ist dann
Gamma*-deduzierbar: — O(—=0A v (OB v (3C)), wihrend andererseits aus — (J(JA v (JC) auch — OJ(0A v
(OB v 0C)) Gamma*-deduzierbar ist. Aus — O(JA v (OB v (C)) und - J(=OA v (OB v (JC)) zusammen
ist mit dem Gamma*-Theorem — (J(CJA v —(JA) Gamma*-deduzierbar: — (3(0JB v (JC).]
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Man kann es aber auch anders (weniger aufwendig) anfangen, wenn man PGT17 beweisen

will:

PGT17: —» O3xO(TF(x) v O-0F(x))

1. —0F(a) - O-=0F(a) GT8 {55- Axiom}
2. O=0F(a) - OF(a) v O-0F(a) Ad

3. —0F(a) » OF(a) v O-=F(a) RT7 (1, 2)

4. F(a) —> OF(a) v O-0F(a) A4

5. > OF(a) v O-0F(a) R5 (4, 3),

und weiter genau wie im zuerst angegebenen Beweis fir PGT17.

Woran es liegt, dass — OJ3x(TF(x) v O-=0F(x)) in Pi+r-Gamma* nicht beweisbar ist, ist
nun offenbar: Alle Schritte in beiden Beweisen fir PGT17 konnen auch in Pi+r-Gamma* ge-
macht werden — mit Ausnahme des ersten Schritts. Denn Pi+r-Gamma* baut ja nur auf dem
Kalkul Gamma* auf, nicht wie Pi-Gamma auf dem Kalkil Gamma. In Gamma* steht S5-
Axiom nicht zur Verfligung, sondern nur $4-Axiom: Nur GT7 kann nach Gamma* Ubernom-

men werden, nicht auch GT8. [Ende von ZWEITENS.]

Figte man nun dem Teilkalkil tr(Pi-Delta)* von Pi+r-Gamma* als Axiom — O(OJA v
(J—0JA) hinzu [mit der tr(Pi-Delta)* entsprechenden Einschrankung der Einsetzungsfalle in
Beweisen!], so ware tr(Pi-Delta)* + — (J(CJA v (0—=[JA) kein Teilkalkil von Pi+r-Gamma*

mehr, jedoch in dieser Verstarkung von tr(Pi-Delta)* ware — O3xO(OF(x) v O—=0F(x))

leicht beweisbar:

1. - O(3F(a) v O-=0F(a)) Zu tr(Pi-Delta)* hinzugenommenes Axiom {Einsetzungsfall}
2. OJ(OF(a) v O=0F(a)) > O3IxOD(TF(x) v O=F(x)) tr(A7)* {Einsetzungsfall}
3. —» O3IxO(AF(x) v O-=0F(x)) tr(R3)* (2, 1).

{Hierzu einige deduktionstechnische Bemerkungen:
Den verwendeten Einsetzungsfall von tr(A7)* — also von (JF(a) — O3xF(x) — erhdlt man wie folgt:

Far ,,F“ wird in tr(A7)* gesetzt: ,,(OF(_) v O-=0F(_))“. Also ergibt sich:
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O(TF() v O-=0F())a) » O3xT(TF(_) v O=0F())(x).
Nach Einlagerung von ,,a“ bzw. ,,x“ in die Leerstellen ergibt sich schlieRlich:
O(TF(a) v O-0F(a)) » O3IxT(TF(x) v T-0F(x)).

Selbstverstandlich ist tr(R3)* — also: tr(I'), OB — C; tr(I') > OB = tr(I') » OC - nun auf tr(Pi-
Delta)* zu beziehen und nicht mehr bloR auf tr(Delta)*. Die (in Kapitel 5 angegebene) Klausel, dass das Regel-
gesetz tr(R3)* ,,nur Einsetzungsfalle hat, welche als ihre nicht mehr in Satzformeln eingebetteten Satzformeltei-

156

le™® nur Gamma*D-Satzformeln darbieten®, ist in obiger Deduktion eingehalten (nur dass es aktuell nicht bloR

um die Gamma*D-Satzformeln geht, sondern um die — die Gamma*D-Satzformeln mitumfassenden — Pi+r-
Gamma*D-Satzformeln). Die durch die Klausel gegebene Einschrankung kann man nicht nur fir tr(R3)*, son-
dern fiir alle Prinzipien des Kalkils tr(Pi-Delta)* auch so formulieren: ,wobei als Einsetzungsfille in Beweisen
mit dem Kalkil auschliefilich solche Einsetzungsfalle erlaubt sind, die links und rechts von ,— ausschliefSlich
Pi+r-Gamma*D-Satzformeln nicht eingeschlossen in einer Satzformel stehen haben”.

Die Notation ,,tr(I')“ bei tr(Pi-Delta)* Regelgesetzen — ,I'*“ bei tr(R8)* und tr(R9)* — besagt, dass die
damit symbolisierten Satzformelfolgen leer sind oder ausschlieRlich aus einer oder mehreren Pi+r-Gamma*D-
Satzformeln bestehen. Bildet man einen Einsetzungsfall eines solchen Regelgesetzes, so kann tr(I') bzw. I'* frei

gewahlt werden — solange es eine Folge von einer oder mehreren Pi+r-Gamma*D-Satzformeln ist oder leer ist.}

Die axiomatische Hinzufligung von — (A v (O—A) zu tr(Pi-Delta)* ist nun nichts ande-
res als die modallogische Abbildung der axiomatischen Hinzufligung von — A v —A zu Pi-
Delta. Pi-Delta wird durch die axiomatische Hinzufligung von — A v —A mit Pi-Alpha deduk-
tiv dquivalent (da es Delta mit Alpha wird: siehe Kapitel 4), und korrelativ verwandelt sich
die S4-modallogische Repradsentation von Pi-Delta innerhalb von Pi+r-Gamma*, tr(Pi-
Delta)*, durch die axiomatische Hinzufigung von — O(OA v [-=0A) in die S5-
modallogische Repradsentation [einer deduktiv dquivalenten Variante] von Pi-Alpha [mit TND
und RKP an der Stelle von ISG] innerhalb von Pi+r-Gamma [ohne Asteriskus], wobei der letz-
tere Kalkil, wie Pi+r-Gamma*, auf die mathematische Sprache als Normalsprache speziali-
siert ist (was es erlaubt — wie gesehen —, A10 auch bei Rigidifizierung aller Kennzeichnungs-

namen aufrechtzuerhalten).

{Man beachte: Gamma* + — (J(CJA v (J—[JA) ist deduktiv dquivalent mit Gamma — und darum, offensichtlich
(denn dieses Verhaltnis braucht nur ins Pradikatenlogische tbertragen zu werden), ist auch Pi+r-Gamma* +

— O(OA v O-0A) deduktiv dquivalent mit Pi+r-Gamma.

156 Gemeint sind damit Teile, die Satzformeln sind. Zudem: Mit ,Einsetzungsfille ist in der Klausel
selbstverstandlich dasselbe wie mit ,Einsetzungsfalle in Beweisen” gemeint.
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Zum Beweis dieser Behauptung ist zundchst zu sagen: Gamma* ist in Gamma deduktiv enthalten (wie

in Kapitel 3 schon gezeigt), und zudem ist — CJ(CJA v (0—(JA) ein Theorem von Gamma:

1. -0A - O-0A GT8 {S5- Axiom}
2.0-0A—- OAv O-0A A4

3.-0A - OAv O-0A RT7 (1, 2)
4.0A - 0OAvO-0A A4

5. OAv O-0A RS (4, 3)

6. —> O(JA v O-0A) GRT3 (5).2%7

Des Weiteren ist zum Beweis jener Behauptung zu sagen: Das gegeniber Gamma* allein charakteristi-

sche Gamma-Axiom GA2c [urspringlich ,,GA2c(ii)“ genannt] lasst sich herleiten im Kalkil Gamma* + — OJ(CJA

v O-0A):

1. > O(O(A>B) v O-0(A>B)) Einsetzungsfall des (hinzukommenden) Axioms — (J(CJA v (O—JA)
2.0(0(A>B)v O-0(A>B)) > OA>B)v O-0(A>B) GT3 [auch in Gamma*]
3.->0(A>B)vO-0(A>B) R3(2, 1)

4. -O0(A>B)—> OJ(A>B)vO-0(A>B) R2 (3)

5.-0(A>8B), JA>B)vO-0(A>B)—> O-0(A>B) T12,R1

6. -0(A>B) > O-0(A>B) R3 (5, 4)
7.0A>B)—>ADB GT3

8. ~(A>B) > —[J(A > B) RT3 [AUKP] (7)

9.AoB—>0(A>B) G*A2c [urspringlich ,,GA2c(i)“ genannt]

10. -0OJ(A>B) > —=(A>B) RT3 (9)

11. O—-)(A 5 B) - T—(A o B) GRT4 [auch in Gamma*] (10)

12. ~(A>B) > O-0(A > B) RT7 (8, 6)

13. ~(AD>B)—> O—-(A>B) RT7 (12, 11).

Was in Zeile 13 steht, ist nun aber nichts anderes als das (unter Verwendung von GD2 geschriebene) charakte-
ristische Gamma-Axiom GA2c. [Darauf, welche zwei unstrukturierten und sinnunbestimmten Satzformeln ver-
wendet werden, um GA2c zu formulieren — ob es ,,B“ und ,,C“ sind, oder eben ,A”“ und ,B“ —, kommt es nicht

an.]}

Derselbe Effekt (d. i.: der vor der letzten Anmerkung beschriebene Effekt) lasst sich auch
dadurch erreichen, dass man tr(Pi-Delta)* statt — (J(TJA v (O—=0A) als Axiom O-O—-0A
— A [natirlich mit der zu tr(Pi-Delta)* gehorigen Einschriankung der Einsetzungsfille in
Beweisen] hinzufliigt — was nichts anderes ist als die modallogische Abbildung der axiomati-

schen Hinzufligung von —A — A zu Pi-Delta. Auch durch diese letztere Hinzufligung wird

157 vgl. mit dieser Deduktion den zweiten oben angegebenen Beweis von PGT17 bis Zeile 6.
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Pi-Delta mit Pi-Alpha deduktiv dquivalent (da es Delta mit Alpha wird: siehe Kapitel 4), und
auch so verwandelt sich korrelativ die S4-modallogische Reprasentation von Pi-Delta inner-
halb von Pi+r-Gamma*, tr(Pi-Delta)*, in die S5-modallogische Reprasentation [einer deduk-
tiv dquivalenten Variante] von Pi-Alpha [mit EDN und RKP an der Stelle von ISG] in Pi+r-
Gamma, wobei dieser letztere Kalkil, wie Pi+r-Gamma¥*, auf die mathematische Sprache als

Normalsprache spezialisiert ist.

{Ubrigens: Auch Gamma* + J—-0-0A — OA ist deduktiv dquivalent mit Gamma — und deshalb natiirlich
auch Pi+r-Gamma* + J—--0A — A mit Pi+r-Gamma. Um dies zu beweisen, geniigt es (wegen der Ausfih-

rungen in der vorigen Anmerkung), darzutun, dass (3—0—-0A — A und —» O(3JA v O—-0A) auf der Grund-
lage von Gamma* auseinander deduzierbar sind (und zwar in folgendem Sinn: Wird die eine Schlussformel als

Axiom zu Gamma* hinzugenommen, ergibt sich die andere als Theorem):

1. > O(0A v O-0A) Gamma* ergdnzendes Axiom
2.0(0Av O-0A)—> OAv O-0A GT3 [auch in Gamma*]

3.5 0Av O-0A R3(2,1)

4.—0A - OAv O—=0A R2 (3)

5.-0A OAv O-0A— O-0A T12,R1

6. -0A - O-0A R3(5,4)

7.-0-0A— 0OA RT5 [LKP] (6)

8. J-0-0A - O0A GRT4 [auch in Gamma*] (7)
9.00A—> OA GT3

10. O-0-0A—-> 0OA RT7 (8, 9)

Zum Beweis der Umkehrung ist vorauszuschicken, dass

tr(A1)*: OA —» OA

tr(A3)*: OB, 0-0B — JC

tr(Ad4)*: OA — O(0JA v OB); OB —» OJ(JA v (JB)

tr(R1)*: tr(")<tr(o), tr(c”)> —» OC = tr(I')<tr(c’), tr(c)> — OC

tr(R2)*: tr([’) > OC=tr('), OB —»> OC

tr(R3)*: tr(['), OB — AC; tr(I') > OB = tr(I') > OC

tr(IR5)*: tr(I'), OB - O-0OC = tr(I'), JC > O-0B

in Kapitel 5 als Gamma*-Gesetze bewiesen wurden, mit Einschrankung der Einsetzungsfalle in Beweisen auf
Gamma*D-Satzformeln [links und rechts von ,—*, nicht eingeschlossen in einer Satzformel]; die genannten

Formeln und Formelschemata sind — bis auf zwei weitere, noch zu nennende — die Prinzipien, die nun gleich zur

Anwendung kommen. Insgesamt erwies sich in Kapitel 5 der Kalkil tr(Delta)* [also: tr(A1)* — tr(A5)*, tr(R1)* —
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tr(R4)*, tr(IR5)*, tr(R6)* — tr(R7)*, mit Einschrankung der Einsetzungsfille in Beweisen auf Gamma*D-
Satzformeln] als Teilkalkiil von Gamma* (weil er aus Gamma* deduzierbar ist). Die zwei weiteren gleich zur
Anwendung kommenden Prinzipien — namlich tr(T5)* und tr(RT7)*: — O(0A > OA) und tr(I"), JA — 0OB;
tr(l"), OB —» OC = tr(I'), JA — OJC —sind in tr(Delta)* leicht beweisbar:
1.0A—> 0OA tr(A1%) 1.tr(T"), JA — OB Annahme
2.5 0(0A>0A) tr(R4)*1°8 2.tr([), OB - OC Annahme
3.tr(T"), JA, OB — C  tr(R2)*, tr(R1)* (2)
4.tr(l), JAY™ > 3C  tr(R3)* (3, 1).

Unter Anwendung des Vorausgeschickten ldsst sich nun demonstrieren, dass die Herleitung der
Schlussformel — (J(JA v (J—=(JA) als Theorem, wenn Gamma* um (J—=J—CJA — (JA als Axiom ergénzt wird,
sogar im Teilkalkdl tr(Delta)* von Gamma* durchfiihrbar ist. Man beachte dabei, dass — den Bedingung von
tr(Delta)* gemal — nur das Resultat einer Einsetzungsfallbildung aus Gamma*D-Satzformeln bestehen muss
[links und rechts von ,,—“, nicht eingeschlossen in einer Satzformel]; dass nicht auch die bei der Einsetzungs-

fallbildung eingesetzten Satzformeln Gamma*D-Satzformeln sein miissen:

1. J-0A - O(0A v O-=0A) tr(A4)* [Einsetzungsfall]

2.0-0(0Av O-0A) > O-0(0Av O-0A) tr(A1)*

3.0(0Av O-0A) » O-0-0(0Av O-0A)  tr(IR5)* (2) [,-O(JA v O-0A)“ fur B, ,(JA v

O-0A)“ fur ,,C“]

4. O-0A » O-0-0(0A v O-04) tr(RT7)* (1, 3)
5.0A - O(0A v O-0A) tr(A4)*

6. OA > O-O0-0(0Av O-0A) tr(RT7)* (5, 3)

7. 0-0(0A v O-0A) —» O-0A tr(IRS)* (6) [, A“ fiir ,B“, ,—~O(OA v O—0A)“ fir ,C]

8. 0-0(0A v O-0A) —» O-0-0A tr(IRS)* (4) [,~OA“ fiir ,B“, ,—~O(OA v O—0A) far ,C*]
9. O-0A, O-0-0A - O-0(0JA > 0A) tr(A3)*

10. O-0(TA v T=0A), T-0A > O-T-0A  tr(R2)* (8)
11. O=0(TA v O-0A), T-0A, O=0-0A - O-(TA> TA)  tr(R2)*, tr(R1)* (9)

12. O-0(TA v O-0A), I-0A - O-0(TA > O) tr(R3)* (11, 10)
13. O-0(TA v O-0A) — T-0(0A > TA) tr(R3)* (12, 7)
14. O(TA > OA) > O-0-0(0A v T-0A) tr(IR5)* (13)
15. — O(TJA > OA) tr(T5)*

16. > O—=0-0(0A v O-0A) tr(R3)* (14, 15)

158 tr(R4)* ist das in Gamma* beweisbare Regelgesetz tr(I'), OB — OC = tr(I') —» O(OB > C), mit
Einschrdankung der Einsetzungsfille in Beweisen auf Gamma*D-Satzformeln [links und rechts von ,—“, nicht
eingeschlossen in einer Satzformel].
159 Da tr(T) eine Folge von einer oder mehreren Gamma*D-Satzformeln (oder leer) ist, ist auch tr(I), TJA eine
solche Folge.
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17. O-0-0(0A v O-A0) - O(TJA v O-=0A) Einsetzungsfall von O—--0A — (JA: Gamma*
ergdanzendes Axiom
18. — O(JA v O-0A) tr(R3)* (17, 16)

Es folgen einige spezifisch prddikatenlogische Hinweise darauf, was in Pi-Delta be-
weisbar ist und was nicht (was hingegen die aussagenlogische Seite von Pi-Delta angeht,
siehe die Kapitel 4 — 6, die — vor allem — vom Kalkiil Delta handeln, der ein Teilkalkil von Pi-

Delta ist):

PIT7: IxF(x) = —=Vx—=F(x) {die eine Halfte von T39}

{Siehe den Beweis von T39, Zeile 1 bis Zeile 3. Die die Zeile 2 des Beweises von T39 liefernde Anwendung in Pi-

Alpha von RT4 (RKP) ist eine Anwendung in Pi-Delta von IR5.}

Die Umkehrung von PIT7 — die andere Halfte von T39 —ist in Pi-Delta nicht beweisbar: Ware
—Vx—F(x) = 3xF(x) in Pi-Delta beweisbar, so ware als Einsetzungsfall davon auch —Vx—(F(x)
v —F(x)) = Ix(F(x) v —F(x)) in Pi-Delta beweisbar — was aber in Pi-Delta nicht beweisbar ist.
Denn — —Vx—(F(x) v —F(x)) ist in Pi-Delta beweisbar (siehe PIT6); wére also —Vx—(F(x) v
—F(x)) — 3Ix(F(x) v =F(x)) in Pi-Delta beweisbar, so misste es wegen R3 auch — 3Ix(F(x) v
—F(x)) sein. Es ist aber schon gezeigt worden, dass — 3x(F(x) v —F(x)) in Pi-Delta nicht be-

weisbar ist (siehe ZWEITENS).

PIT8: VXxF(x) = —3x—F(x) {die eine Hilfte von T40}

{Siehe den Beweis von T40, Zeile 4 bis Zeile 7. Die die Zeile 5 des Beweises von T40 liefernde Anwendung in Pi-
Alpha von RT3 (AUKP) ist eine Anwendung in Pi-Delta von IRT2, und die die Zeile 7 des Beweises von T40

liefernde Anwendung in Pi-Alpha von RT4 (RKP) ist eine Anwendung in Pi-Delta von IR5.}

Die Umkehrung von PIT8 — die andere Halfte von T40 — ist in Pi-Delta nicht beweisbar: Ware
—3dx—F(x) — VxF(x) in Pi-Delta beweisbar, so ware als Einsetzungsfall davon auch —3x—(F(x)
v —F(x)) = Vx(F(x) v —F(x)) in Pi-Delta beweisbar — was aber in Pi-Delta nicht beweisbar ist.

Denn zundchst einmal ist — —3Ix—(F(x) v —F(x)) in Pi-Delta beweisbar:

PIT9: —> —3Ix—(F(x) v —=F(x))

1. F(a)— F(a) v —F(a) A4
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2. —(F(a) v —=F(a)) » —F(a) IRT2 (1)
3. —F(a)—> F(a) v —=F(a) A4

4. —(F(a) v —F(a)) > ——Fa IRT2 (3)
5. —F(a), —=—Fa — —(B 5 B) A3

6. —(F(a) v —F(a)) > —F(a) A =—Fa RT2 (2, 4)
7. —F(a) A =—Fa — —(B 5 B) R7 (5)

8. —(F(a) v —F(a)) > —=(B > B) RT7 (6, 7)
9. Ax—(F(x) v —F(x)) = —(B = B) R9 (8)
10. —» —3Ix—(F(x) v —F(x)) IRT1a (9)

Wire also —3ax—(F(x) v —=F(x)) = Vx(F(x) v —=F(x)) in Pi-Delta beweisbar, so miisste es wegen
R3 auch — Vx(F(x) v —F(x)) sein, also wegen A6 [speziell: Vx(F(x) v —F(x)) — F(a) v —F(a)]
und R3 auch — F(a) v —F(a). Aber — F(a) v —F(a) — ein Einsetzungsfall von TND — ist in Pi-
Delta nicht beweisbar [sonst wadre ja in tr(Pi-Delta)* auch beweisbar — C(COJF(a) v

O—0F(a)) — was nicht der Fall ist].

PIT10a: Ix—=F(x) > =V xF(x)

1. VXF(x) = —3x—F(x) PIT8
2. Ix—F(x) > =V xF(x) IR5 (1)
PIT10b: Vx—F(x) = —3xF(x)

1. IxF(x) = = Vx—F(x) PIT7
2. Vx—F(x) > —3xF(x) IR5 (1)

Die Umkehrungen von PIT10a und PIT10b sind in Pi-Delta nicht beweisbar (wahrend sie in Pi-
Alpha beweisbar sind). Ware namlich —3xF(x) — Vx—F(x) — die Umkehrung von PIT10b — in
Pi-Delta beweisbar, so ware die Schlussformel (O-O3xOF(x) —» OVxO-0F(x) in tr(Pi-
Delta)* beweisbar. Sie ist aber nicht in tr(Pi-Delta)* — diesem Teilkalkil von Pi+r-Gamma* —
beweisbar, weil sie nicht im Kalkil Pi+r-Gamma*, welcher nur S4-gemdpf ist, beweisbar ist.
Im Kalkil Pi+r-Gamma hingegen, der S5-gemdpfs ist, ist sie sehr wohl beweisbar, da sie ja

schon im Kalkil Pi-Gamma [also sozusagen ,vor allen Extras“] beweisbar ist:
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PGT18: O-03xOF(x) = OVxO-0F(x)

1. OF(a) - IxIF(x) A7

2. O0F(a) —» O3xF(x) GRT4 (1)

3. OF(a) » O0F(a) > GT7 {S4-Axiom}
4. OF(a) —» O3IxF(x) RT7 (3, 2)

5. —=0F(a) > O-=0F(a) GT8 {55-Axiom}
6. -0—-0F(a) —» OF(a) RT5 {LkP} (5)
7. =0-0F(a) = O3xOF(x) RT7 (6, 4)

8. Ix—O-0F(x) —» O3xOF(x) R9 (7)

9. =OJ3xF(x) > —Ix—==IF(x) RT3 {AUKP} (8)
10. —3Ix—O0-0F(x) — VYxO-0F(x) T40 {2. Halfte: ,,von rechts nach links“; Einsetzungsfall}
11. —O3xOF(x) > VxO—=OF(x) RT7 (9, 10)
12. O-03xOF(x) > OVxO=0F(x) GRT4 (11)

Und ware —VxF(x) — 3x—F(x) — die Umkehrung von PIT10a — in Pi-Delta beweisbar, so ware
die Schlussformel O—-OVxOF(x) — O3xO—-0F(x) in tr(Pi-Delta)* beweisbar. Sie ist aber
nicht in tr(Pi-Delta)* — diesem Teilkalkil von Pi+r-Gamma* — beweisbar, weil sie nicht im
Kalkul Pi+r-Gamma*, welcher nur S4-gemdfs ist, beweisbar ist. Im Kalkil Pi+r-Gamma hinge-
gen, der S5-gemdf ist, ist sie sehr wohl beweisbar, da sie ja schon im Kalkil Pi-Gamma be-

weisbar ist:

PGT19: O-0VxOF(x) = O3IxO-=0F(x)

1. -0F(a) »> O-0F(a) GT8

2. =0-0F(a) > OF(a) RT5 (1)

3. Vx—=O—=0F(x) - =O-=0F(a) A6

4. Vx—0O-0F(x) > OF(a) RT7 (3, 2)

5. Vx—O—=0F(x) = VxOF(x) R8 (4)

6. VXOOF(x) » OVxOF(x) PGT9 {die O)-Barcan-Formel; Einsetzungsfall}
7. VxOF(x) > OF(a) A6

8. OF(a) » OOF(a) GT7
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9. VxOF(x) —» OOF(a) RT7 (7, 8)

10. VxOF(x) > VxOOF(x) R8 (9)

11. Vx—=O—-0F(x) > VxOOF(x) RT7 (5, 10)

12. Vx=O-=0F(x) > OVxOF(x) RT7 (11, 6)

13. =OVxOF(x) - = Vx—O0-0F(x) RT3 (12)

14, ~Vx—0O-0F(x) —» IxO-0F(x) T39 {2. Halfte: ,,von rechts nach links“; Einsetzungsfall}
15. =OIVXOF(x) — IxT=F(x) RT7 (13, 14)

16. O-0VxF(x) - O3IxO-0F(x) GRT4 (15)

Mit der intuitionistischen Pradikatenlogik wird oft der Gedanke verbunden, sie entspreche
der Forderung, dass ,Existenzbeweise” konstruktiv sein missen. Wer diese Forderung er-

hebt, geht davon aus, dass das Folgende richtig ist:

Prédikatenlogisches Konstruktivismusgebot

Der [logisch-deduktive] Beweis eines Satzes, dessen logische Form durch eine Satzformel der
Gestalt Juc[v] dargestellt wird,'®° kann [verniinftigerweise] nur dadurch erfolgen, dass zu-
vor (in der Ordung der Beweise) aus denselben Pramissen ein Satz bewiesen wird, dessen
logische Form durch die Satzformel c[v] dargestellt wird (wobei o[_] in Juc[v] und c[v] die-
selbe Pradikatstockformel ist: die logische Form ein und desselben Pradikatstocks reprasen-

tierend).

Man beachte, dass das pradikatenlogische Konstruktivismusgebot ein aussagenlogisches

Pendant hat:

Aussagenlogisches Konstruktivismusgebot
Der [logisch-deduktive] Beweis eines Satzes, dessen logische Form durch eine Satzformel der
Gestalt o v " dargestellt wird, kann [verniinftigerweise] nur dadurch erfolgen, dass zuvor (in

der Ordung der Beweise) aus denselben Pramissen ein Satz bewiesen wird, dessen logische

160 pje Jogische Form des Satzes ist hier diejenige logische Form des Satzes, die mit den Mitteln der Formelspra-
che Sigma so genau wie damit moglich darstellbar ist.
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Form durch die Satzformel ¢ dargestellt wird, oder ein Satz bewiesen wird, dessen logische
Form durch die Satzformel ¢” dargestellt wird (wobei durch o bzw. ’, ob alleinstehend oder

eingebunden in ¢ v ¢, jeweils die logische Form ein und desselben Satzes dargestellt wird).

Der Kalkil Pi-Delta wird offenbar dem pradikatenlogischen Konstruktivismusgebot gerecht
(d. h.: er bildet es in seinen Beweismitteln formal ab), und auch dem aussagenlogischen
(deshalb, weil dem aussagenlogischen Konstruktivismusgebot schon der Grundstock Delta

von Pi-Delta gerecht wird). Denn es gilt offenbar:

Ist eine Schlussformel I' — Juc[v] in Pi-Delta beweisbar, dann ist zuvor — also: ohne Inan-
spruchnahme von I' — Juc(v] als bewiesen — in Pi-Delta beweisbar: I' — c[V].

Ist eine Schlussformel I' — o v ¢’ in Pi-Delta beweisbar, dann ist zuvor — also: ohne Inan-
spruchnahme von I' — ¢ v ¢’ als bewiesen — in Pi-Delta beweisbar: I' — o, oder aber I' —

c.

Héheren konstruktivistischen Anspriichen wird Pi-Delta (und schon Delta) allerdings nicht

gerecht. Man koénnte ja auch noch verlangen:

Zusditzliches aussagenlogisches Konstruktivismusgebot

Der [logisch-deduktive] Beweis eines Satzes, dessen logische Form durch eine Satzformel der
Gestalt —o dargestellt wird, kann [vernilinftigerweise] nur dadurch erfolgen, dass zuvor (in
der Ordung der Beweise) aus denselben Pramissen ein Satz bewiesen wird, dessen logische
Form durch die Satzformel o dargestellt wird (wobei durch o, ob alleinstehend oder einge-

bunden in —— o, jeweils die logische Form ein und desselben Satzes dargestellt wird).

Aber es gilt nun eben nicht: Ist eine Schlussformel I' — ——o in Pi-Delta beweisbar, dann ist
zuvor — also: ohne Inanspruchnahme von I' - ——ac als bewiesen — in Pi-Delta beweisbar: I
— o. Denn in Pi-Delta ist z. B. > ——(F(a) v —F(a)) beweisbar (siehe IT2), nicht aber beweis-
bar (mithin auch nicht zuvor beweisbar) — F(a) v —F(a).

Der konstruktivistische Aspekt von Pi-Delta, den Pi-Delta ja durchaus hat (so weit Pi-
Delta ihn hat), ist ein bloBer Nebeneffekt dessen, worin die eigentliche Kernidee einer intui-

tionistischen Logik besteht: Er ist ein Nebeneffekt der Epistemisierung (damit Ent-
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Ontologisierung) der Logik, die dadurch bewirkt wird, dass Validitdt in Anwendung auf Satze
— in diesem Buch formal zum Ausdruck gebracht durch den einstelligen Satzoperator ,w*
(oder aus rein typographischen Griinden auch durch , w“) — nicht als ausgedrickt durch ,Es
ist wahr, dass” (im klassischen Sinn) aufgefasst wird, sondern als ausgedriickt durch ,Man
weil}, dass”; oder auch durch ,Wir wissen, dass”, wenn man mit , wir” ein gréReres Kollektiv
(etwa die Mathematiker) im Sinn hat, und zwar so, dass ,,Wir wissen, dass A“ wahr sein mag,

selbst wenn manche im Kollektiv nicht wissen, dass A.

Es ist aber an der Zeit, zum Ende dieses Buches zu kommen. Darum zum Abschluss ein Ver-
gleich mehrerer in diesem Buch betrachteten Kalkiile in einem einzigen Punkt: Am Zweiten
Lexistenziellen” tertium non datur (ETND2) scheiden sich die logischen Geister. Sein Beweis

in Pi-Alpha sei hier noch einmal wiederholt:

T37b: — 3IxF(x) v Ix—=F(x) Zweites ,existenzielles” tertium non datur (ETND2)
1. F(b) = 3xF(x) A7

2. —F(b) — Ix—F(x) A7

3. IxF(x) — 3IxF(x) v Ix—F(x) A4

4. F(b) — 3IxF(x) v Ix—F(x) RT7 (1, 3)

5. Ix—F(x) = 3IxF(x) v Ix—=F(x) A4

6. —F(b) — IxF(x) v Ix—F(x) RT7 (2, 5)

7. — 3IxF(x) v Ix—=F(x) R5 (4, 6)

{ETND2 ermdglicht indirekte und womoglich das pradikatenlogische Konstruktivismusgebot verletzende ,,Exis-
tenzbeweise”, an die man selten denkt; ist doch mithilfe von ETND2 das Regelgesetz I' - —3x—F(x) = T —

3IxF(x) beweisbar:

1. T - —3x—F(x) Annahme

2. AxF(x) v Ix—F(x), —3Ix—F(x) — IxF(x) T12 [Exklusionsprinzip; Einsetzungsfall]
3. T7, IxF(x) v Ix—F(x) > —3Ix—F(x) R2 (1)

4. T, AxF(x) v Ix=F(x), =Ix—=F(x) — IxF(x) R2, R1(2)

5. T, IxF(x) v Ix—F(x) = 3IxF(x) R3 (4, 3)

6. " — AxF(x) v Ix—F(x) ETND2, R2

7.T — 3IxF(x) R3 (5, 6).}

366



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

Es entbehrt nicht einer gewissen Ironie, dass — 3xF(x) v Ix—F(x) zwar beweisbar ist
in dem Kalkdl Pi-Alpha, wo ,,3x“ im Sinne von ,,Flir mindestens ein x“ oder ,,Fiir manches x“
zu lesen ist und keine eigentlich existenzielle Bedeutung hat (sondern nur eine numerische),
nicht aber in dem eigentlich existenziellen Kalkil Pi*-Alpha. In Pi*-Alpha ist ja ,3x“ im Sinne
von ,,Es gibt ein x“ oder ,,Es existiert ein x“ [oder auch: ,Fir manches/mindestens ein existie-
rendes x“] zu lesen (wobei ,existiert” bzw. ,es gibt” in Pi*-Alpha unterschiedlich interpre-
tiert werden konnen: freilogisch oder meinongianisch); sodass bezogen auf Pi*-Alpha
— 3IxF(x) v Ix—=F(x) sehr gut ,Zweites existenzielles tertium non datur” heiRen kann, ganz
ohne Uneigentlichkeit anzeigende Anflihrungszeichen um das zweite Wort des kursivierten,
inhaltlich beschreibenden Namens. Aber wie gesagt: Das Zweite existenzielle tertium non
datur [also: — 3xF(x) v 3Ix—F(x) Pi*-Alpha-gemal aufgefasst] ist in Pi*-Alpha nicht
beweisbar, wahrend in Pi-Alpha das Zweite , existenzielle” tertium non datur [also: — IxF(x)
v dx—F(x) Pi-Alpha-gemal} aufgefasst] beweisbar ist; in Pi*-Alpha ist nur beweisbar: IxE(x)
— AxF(x) v Ix—F(x), wobei wiederum — 3xE(x) in Pi*-Alpha nicht beweisbar ist.

Die Beweisbarkeit von — 3xF(x) v Ix—=F(x) in Pi*-Alpha wird dadurch vereitelt, dass
in Pi*-Alpha A7 nicht zur Verfligung steht, sondern nur A7*: F(b), E(b) — 3xF(x). In Pi-Delta
hingegen steht A7 zur Verfligung; die Beweisbarkeit von — 3xF(x) v Ix—F(x) in Pi-Delta wird
jedoch dadurch vereitelt, dass R5 [wie auch TND, das mit R5 deduktiv dquivalent ist im Rah-
men des Kalkils, der entsteht, wenn R5 aus Pi-Alpha weggelassen wird und sonst alles
gleichbleibt] nicht zur Verfligung steht, sondern nur IR5: I', B—»> —-C = I', C - —B. In Pi-
Delta ist nur beweisbar: Ix(F(x) v =F(x)) — 3IxF(x) v Ix—F(x), wobei wiederum — 3x(F(x) v

—F(x)) in Pi-Delta nicht beweisbar ist (wie in diesem Kapitel gezeigt wurde).

{Der Beweis von 3x(F(x) v —=F(x)) — 3xF(x) v Ix—F(x) in Pi-Delta lautet bis zur Zeile 6 gleich mit dem Beweis von
T37b. Dann:

7. F(b) v —F(b) > 3xF(x) v Ix—F(x) R6 (4, 6)

8. Ax(F(x) v —F(x)) = IxF(x) v Ix—F(x) R9 (7).}

{Nebenbei: Ax(F(x) v =F(x)) — IxF(x) v Ix—F(x) ist in Pi*-Alpha deduktiv dquivalent mit IxE(x) — IxF(x) v

Ix—F(x). Denn 3x(F(x) v —F(x)) <> AXE(x) ist in Pi*-Alpha beweisbar; siehe P*T5b.}
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Im Kalkdl Pi+r-Gamma®* wiederum steht sowohl A7 als auch R5 zur Verfiigung, und
— IxF(x) v Ix—F(x) ist in diesem Kalkil beweisbar (der Beweis von T37b kann in Pi+r-
Gamma®* einfach wiederholt werden). Aber das bedeutet nicht, dass tr(— 3IxF(x) v Ix—F(x))*
in tr(Pi-Delta)* beweisbar ist (was seinerseits bedeuten wiirde, dass — 3IxF(x) v Ix—F(x) in
Pi-Delta beweisbar ist); vielmehr ist — O(O3IxOF(x) v O3xO—-0F(x)) in tr(Pi-Delta)* nicht
beweisbar, weil es im starkeren, tr(Pi-Delta)* einbettenden Kalkil Pi+r-Gamma* nicht be-
weisbar ist. Im Kalkil Pi+r-Gamma, der wiederum starker als Pi+r-Gamma* ist, ist es hinge-
gen beweisbar. Worauf es fir den Beweis ankommt (namlich S5-Axiom, mit pradikatenlogi-
schem Einsetzungsfall), ist allerdings schon im Kalkiil Pi-Gamma [also ,vor allen Extras“, auf
die durch den Zusatz,+r“ zu ,,Pi“ sowie ,,*“ zu ,Gamma“ hingewiesen wird] gegeben, und der

Beweis kann schon in Pi-Gamma gefiihrt werden:

PGT20: —» O(O3IxOF(x) v O3IxOA-=0F(x))

1. —JF(a) > O—=F(a) GT8 {S5- Axiom}
2. O-0F(a) > OF(a) v O-0F(a) A4

3. =0F(a) » OF(a) v O-=0F(a) RT7 (1, 2)

4. OJF(@) —» OF(a) v O-=0F(a) A4

5. > OF(a) v O-=0F(a) R5 (4, 3)

6. OJF(a) > IxOIF(x) A7

7. O0F(a) » O3xF(x) GRT4 (6)

8. OF(a) > OOF(a) GT7 {S4-Axiom}
9. OF(a) —» O3xF(x) RT7 (8, 7)

10. O3xAF(x) > O3IxOF(x) v O3IxO-F(x) Ad
11. OF(a) > O3xOF(x) v O3IxO-0F(x) RT7 (9, 10)

12. O-0F(a) —» IxO-0F(x) A7

13. O0-0F(a) » O3xO-0F(x) GRT4 (12)

14. O-0F(a) » O0-0F(a) GT7 {Einsetzungsfall}
15. O=0IF(a) — O3x—0F(x) RT7 (14, 13)

16. OJ3IxO-0F(x) > O3IxAF(x) v O3IxO-0F(x) A4

17. O-0F(a) - O3xOF(x) v O3IxOT-IF(x) RT7 (15, 16)

368



Uwe Meixner: Von der Schonheit der Kunst der Logik — Universitat Augsburg 2024

18. OF(a) v O=0F(a) > O3xTF(x) v O3xTJ-0F(x)  R6 (11, 17)
19. - O3IXOF(x) v O3IxT—IF(x) R3 (18, 5)
20. - O(O3xOF(x) v O3xT—F(x))  GRT3 (19)
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Index der kalkilbezogen gelisteten Prinzipiennamen (gemaf}

ihrem ersten erklarten Auftreten)

Alpha/Pi-Alpha

Al 31 T16 41 T49b 183 RT13 46
A2 31 T17a,b 41,42 T50 183 RT14 46
A3 31 T18 42 T51a 183 RT15a 46
A4 31 T19 42 T51b 184 RT15b 47
A5 31 T20 43 T52 184 RT16 50
A6 168 T21 43 T53 185 RT17 177
A7 168 T22 45 T54 186 RT18 177
A8 168 T23 50 T55 186 RT19 179
A9 168 T24 50 T56 187 RT20 180
Al10 168 T25 50 T57 187 RT21 325
T26 126 T58 188 RT22 327
D1 78 [169]1T27 169 T59 189 RT23 350
D2 169 T28 170 T60 189 RT24 351
T29 170 T61 190 RT25 351
R1 31 T30a 172 T62 190 RT26 355
R2 31 T30b 172 T63 191
R3 31 T30c 172 T64 192 Beta/Pi-Beta
R3* 66 T30d 172 T65 192 FA1 49
R4 31 T31 173 T66 193 FA2 49
R5 31 T32a 173 T67 194 FA3 49
R6 31 T32b 173 T68 194 FA4 198
R7 31 T33 174 T69 195 FAS5 198
R8 168 T34 174 T70 196 FA6 198
RS 168 T35 175 T71 196 FA7 198
T36 175 T72 197
T1 34 T37a 175 T73 210 FD1 49
T2 34 T37b 175 T74 324 [Fn] FD2 49
T3 34 T38 176 FD3 199
T4 34 T39 176 RT1 32 FD4 199
T5 36 T40 176 RT2 33
T6 37 T41 177 RT3 35 FR1 49
T7 38 T42 178 RT4 35 FR2 199
T8 38 T43 179 RT5 35
T9 38 T44 180 RT6 35 FT1 51
T10 39 T45 180 RT7 36 FT2 51
T11 39 T46 181 RT8 43 FT3, FT4 52
T12 39 T47a 181 RT9 44 FT5, FT6 52
T13 40 T47b 181 RT10 44
T14 40 T48 182 RT11 44 FRT1 51
T15 40 T49a 182 RT12 46 FRT2 52
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FRT3 53
FRT4 53
Beta*/Pi-Beta*
B*Al 56
B*A2 57
B*A3 57
B*A4 57
B*A5’ 57
B*A6 200
B*A7 200
B*AS8 200
B*A9 200
B*A10 200
B*D1 201
B*D2 201
B*RO 56
B*R1 56
B*R2 56
B*R3 56
B*R4 57
B*R5 57
B*R6 57
B*R7’ 57
B*R8 200
B*R9 200
B*T1 57
B*T2 59
B*T3 60
B*T4 60
B*T5 63
B*RT1 61
B*RT2 62
B*RT3 63
Alpha-Beta*-Hybrid
A5’ 68 [66]
RO 68
R7’ 68 [66]
Gamma

GA2a 75

GA2b
GA2¢[(i), (ii)]
GA2c[(ii)]
GA2d

GD1
GD2
GD3

GR4

GT1
GT2
GT3
GT4
GT5
GT6
GT7
GTS
GT9
GT10
GT11
GT12
GT13
GT14
GT15
GT16
GT17
GT18
GT19
GT20
GT21
GT22
GT23
GT24
GT25
GT26
GT27a
GT27b
GT27c¢
(GS5)T1
(GS5)T2
(GS4+B)T1

GRT1
GRT2
GRT3

75
5

(o]

88

76
79
79

75

76
77
80

GRT4
GRT5
GRT6
GRT7
GRT8
GRT9

Gamma*

G*A2c

Delta
IR5

ID1

IT1
IT2
IT3
IT4
ITS
IT6
IT7
IT8
IT9
IT10
IT11
IT12
IT13
IT14
IT15
IT16
IT17
IT18
IT19
IT20
IT21
IT22

IRT1a
IRT1b
IRT2
IRT3a
IRT3b
IRT4a
IRT4b
IRTS
IRT6
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81 [HRG1]
86
90 Pi*-Alpha
90 A6*
95 A7*
97 A10*
D3*
89 [87, 134]
R8*
RO*
104
P*T1
149 P*T2
P*T3
108 P*T4a
110 P*T4b
112 P*T5a
113 P*T5b
113 P*T6
118 P*T7
119 P*T8a
119 P*T8b
120 P*T9
120 P*T10
121 P*T11
122 P*T12
122 P*T13
122 P*T14
123 P*T15
123 P*T16
123
124 Pi*2-Alpha
124 — 3yE(y)
124
125 Pi**-Alpha
128 A10**
108 D2**
108 D4**
110 D5**
110 D6**
111 D7**
117
117 P**T1
121 P**T2
126 P**T3a

127

208
208
208

208

208
208

209
209
210
217
217
218
218
219
220
221
221
221
222
222
222
223
223
224
233

211

229

229
229
229
240
240

230
230
231
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P**T3b
P**T4a,b
P**T5
P**T6a
P**T6b
P**T6c
P**Ted
P**T7a
P**T7b
P**T7c
P**T8
P**T9
P**T10
P**T11
P**T12
P**T13
P**T14a
P**T14b
P**T15a
P**T15b

P**RT1
P**RT2

Pi**2-Alpha
— Jvy—E(y)

Pi**3-Alpha
— 3vyE(y)

Pi-Gamma
GD4

PGT1
PGT2
PGT3
PGT4
PGT5
PGT6
PGT7
PGTS8
PGT9
PGT10
PGT11
PGT12
PGT13a
PGT13b

231 PGT13c
231,232 PGT14
232 PGT15
234 PGT16
235 PGT17
235 PGT18
236 PGT19
236 PGT20
236
236 Pi*-Gamma
237 P*GT1a
238 P*GT1b
238 P*GT2
238 P*GT3
240 P*GT4
241 P*GT5
241 P*GT6
241 P*GT7
242 P*GTS8
242 P*GT9a
P*GT9b,c
230 P*GT10
230 P*GT11
P*GT12
242 Pi+-Gamma
P+GT1
P+GT2
244 P+GT3
P+GT4
P+GT5
250 P+GT6a
P+GT6b
253 P+GT6cC
253 P+GT7a
255 P+GT7b
255 P+GT7c
255 P+GT8a
256 P+GT8b
256 P+GT8c
257 P+GT8d
258 P+GT9
259 P+GT10
259 P+GT11a
260 P+GT11b
262 P+GT12
262 P+GT13

262
262
262
263
354
363
363
368

254
254
255
255
256
257
258
260
261
262
262
262
262
263

291
292
293
294
295
295
295
296
296
296
296
296
297
297
297
298
299
300
301
302
302

P+GT14
P+GT15a
P+GT15b
P+GT15c
P+GT16a
P+GT16b
P+GT17
P+GT18
P+GT19a
[P+GT19b]

P+GRT1

Pi*+-Gamma
P*+GT1
P*+GT2
P*+GT3
P*+GT4
P*+GT5a
P*+GT5b
P*+GT5c
P*+GT6a
P*+GT6b
P*+GT6c
P*+GT7a
P*+GT7b
P*+GT7c
P*+GT7d

Pi++-Gamma
All

P++GT1
P++GT2
P++GT3
P++GT4

Pi+r-Gamma*

P+rG*T1
P+rG*T2

Pi-Delta
PIT1
PIT2
PIT3
PIT4
PITS

372

303
308
308
309
310
311
313
314
316
316

311

293
294
295
295
295
295
296
296
296
296
296
297
297
297

305

305
305
314
315

344
345

352
352
353
353
353

PIT6
PIT7
PIT8
PITO
PIT10a
PIT10b

Pi-Omega
POT1
POT2
POT3

354
361
361
361
362
362

322
323
324
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Index der inhaltlich beschreibenden Prinzipiennamen (gemaR

ihrem ersten erklarten Auftreten)

ABKP, Absteigende Kontraposition 35

ABKP als Satzregelformel 62

ABN, Abbau der Notwendigkeit 80

AETND2, Alternativ formuliertes ETND2 176

AP, Auswahlprinzip 168

Assoziativgesetz [als Satzformel] fiir ,,und”
65

Aufsteigende Implikationskontraposition?®
53

AUKP, Aufsteigende Kontraposition 35

AUKP als Satzregelformel 61

AUN, Aufbau der Notwendigkeit 80

VV-Tauschung 190

BAUM, Bedingter Aufbau der Mdglichkeit
90

BAUN, Bedingter Aufbau der Notwendigkeit
81

Brouwersches Axiom 81

DEF= 26

DEF+ 26

DEF< 26

DEF< 26

DEFw 130

DG1, 1. Distributivgesetz 45

DG2, 2. Distributivgesetz 46

Die A2-Analogie fiir Gamma 77

Die R4-Analogie fiir Gamma 77

Die Umkehrung von GRT5 90

DNTND, Doppeltnegiertes TND 110

DO, Dictum de omni 168

DP, Deduktionsprinzip 31

DPSI, Deduktionsprinzip der strikten
Implikation 97

EAP, Existenzielles Auswahlprinzip 208
EC, Eliminatio conjunctionis 38
ECQ, Ex contradictione quodlibet 31

161 Die absteigende Implikationskontraposition, —A
D —B = B DA, istin Beta sehr leicht beweisbar.
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EDN, Eliminatio duplicis negationis 34

EDN als Satzformel 60

EDO, Existenzielles dictum de omni 208

EEG, Echte Existenzgeneralisierung 208

EG, ,Existenzgeneralisierung” 168

1DAO, 1., Definition” des ,, Alle“-Operators
176

1DMO, 1., Definition des ,,Manches“-
Operators 176

Eliminatio duplicis negationis fiir Beta 52

Eliminatio conjunctionis als Satzformeln 57

EP, Exklusionsprinzip 39

Ersetzungsgesetz der Satzformeln 131 [Fn]

1. Antezedensschnittgesetz 56

Erstes ,,De dicto = De re“-Gesetz 194

1. Prinzip der Mdéglichkeitserweiterung 99

ETND1, Erstes ,existenzielles” tertium non
datur 175

ETND2, Zweites , existenzielles” tertium non
datur 175

Ex contradictione quodlibet als Satzformel
57

Exportationsgesetz fiir Satzformeln 57

dV-Tauschung 191

33-Tauschung 190

GAUN, Generalisierter Aufbau der
Notwendigkeit 95

GDM1, 1. Gesetz von De Morgan 39

GDM2, 2. Gesetz von De Morgan 39

Gesetz der Antezedenserweiterung 56

Gesetz der ,Drittengleichheit” 193

Gesetz der Umplatzierung im Antezedens 56

GHAG, Gesetz der hinteren
Allgeneralisierung 168

GHEAG, Gesetz der hinteren existenziellen
Allgeneralisierung 208

GIS1, 1. Gesetz indirekten Schliefsens 43

GIS2, 2. Gesetz indirekten Schliefsens 44

GIS3, 3. Gesetz indirekten Schliefsens 44

GIS4, 4. Gesetz indirekten Schliefsens 44

GKSG, Generalisiertes KSG 180
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GVEEG, Gesetz der vorderen echten
Existenzgeneralisierung 208

GVEG, Gesetz der vorderen
,Existenzgeneralisierung” 168

Hinteres-,,und“-Gesetz fiir Satzformeln 57
HUE, Hintere n-Erweiterung 46

IC, Introductio conjunctionis 31
IC-Regelgesetz 33

ID, Introductio disjunctionis 31

IDN, Introductio duplicis negationis 34

IDN als Satzformel 60

IKM1 295

IKM1* 295

IKM2 296

IKM2* 296

IMD1, 1. Implikationsdefinition 38

IMD2, 2. Implikationsdefinition 38
Implikationskontraposition linksseitig 53
Implikationskontraposition rechtsseitig 52
IMPOD, v-per-o-Definition 40

IMPUD, A-per-o-Definition 41
D,V-Verteilungsgesetz, 1. Formulierung 183
D,V-Verteilungsgesetz, 2. Formulierung 184
D,3-Verteilungsgesetz 184

Introductio disjunctionis als Satzformeln 57
Introductio duplicis negationis fiir Beta 52
ISG, Inhaltliches Schnittgesetz 31

Kettenschlussgesetz fiir Beta 51

Klammergesetz fiir ,A"“-Ketten im
Antezedens 56

KSG, Kettenschlussgesetz 36

LDN, Lex duplicis negationis 34
LKP, Gesetz der Linkskontraposition 35

Meinongsches Axiom 242

MINISG, Minimales inhaltliches
Schnittgesetz 158

Modus ponens als Satzformel 57

0-Barcan-Formel 259

O-per-C1-Prinzip 82

MP, Modus ponens 31

374

NIMD1, Negation der 1.
Implikationsdefinition 37

NISG, ISG fiir Negationen 111

-Barcan-Formel*®? 258

OJ-per-0-Prinzip 82

O-iiber-n-Verteilungsprinzip 94163

OKOM, , oder“-Kommutativitdt 41
v,V-Verteilungsgesetz, 1. Formulierung 182
v,V-Verteilungsgesetz, 2. Formulierung 183
v,3-Verteilungsgesetz 182

PC, Principium contradictionis 40

PEG, Prdmissenexportationsgesetz 46
PIG, Prédmissenimportationsgesetz 47

PK, Gesetz der Primissenkontraktion 32
PN, Principium necessitatis 80

PP, Gesetz der Préimissenumplatzierung 31
PW, Gesetz der Primissenerweiterung 31
PX1, 1. Paradox 40

PX2, 2. Paradox 42

PX3, 3. Paradox 42

PX4, 4. Paradox 43

PX5, 5. Paradox 43

QKM1 292
QKM1* 293
QKM2 293
QKM2* 294
QKM3 294
QKM3* 295
QKM4 295
QKM4* 295

RID, Reflexivitdt der Identitéit 168
Rigiditétstheorem von Pi*-Gamma 265
RIK, Rigiditdt der

Kennzeichnungsnamenformeln 344
RKP, Gesetz der Rechtskontraposition 35
Russell-Gesetz 197

Schwaches AETND?2 216

162 Mit ,,die Barcan-Formel” ist gewdhnlich die -
Barcan-Formel gemeint.

163 Das ebenfalls in Gamma (und Gamma*)
beweisbare, aber im Buch nicht bewiesene ¢-iiber-
v-Verteilungsprinzip ist dieses: O(A v B) <> 0A v OB.
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Schwaches ETND1 216

Schwaches ETND2 216

SDO, Schwaches dictum de omni 308

SEDN, Schwaches EDN 113 [155]

SEG, Schwache , Existenzgeneralisierung”
308

SID, Substituierbarkeit der Identischen
(salva veritate) 168

SISG, Schwaches inhaltliches Schnittgesetz
110

S5-Axiom 81

SSG, Strukturelles Schnittgesetz 31

SSID, Schwache Substituierbarkeit der
Identischen 309

STND, Schwaches tertium non datur 115

S4-Axiom 81

SVISG 159

SYMID, Symmetrie der Identitdit 173

TND, Tertium non datur 34

TRAID, Transitivitéit der Identitdt 192
Trivialitdt fiir Beta 51

Trivialstes Satzformelgesetz 56
TRV1, 1. Trivialitét 31

TRV2, 2. Trivialitét 36

UDP, Umkehrung von DP 46
UKOM, ,,und“-Kommutativitét 42

375

Umkehrung der O-Barcan-Formel 256
Umkehrung der (3-Barcan-Formel 257

A, V-Verteilungsgesetz 183
A,3-Verteilungsgesetz, 1. Formulierung 181
A,d-Verteilungsgesetz, 2. Formulierung 181
UVUG, Umkehrung von VUG 46

Verallgemeinertes strukturelles
Schnittgesetz 380 [Fn]

VISG, Vornvermindertes inhaltliches
Schnittgesetz 115

VOG, Gesetz des vorderen ,,oder” 31

Vorderes-, oder“-Gesetz fiir Satzformeln 57

VUG, Gesetz des vorderen ,,und” 31

2DAO, 2. ,Definition” des , Alle“-Operators
178

2DMO, 2., Definition” des ,,Manches “-
Operators 177

Zweitdefinition der Méglichkeit 93

Zweitdefinition der Unmdéglichkeit 93

2. Antezedensschnittgesetz 57

Zweites ,,De dicto = De re“-Gesetz 194

2. Prinzip der Méglichkeitserweiterung 100
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Ein Beispiel logischer Argumentationsanalyse

Das Neocartesianische Argument in seiner (normalsprachlichen) statischen, unausgefiihrten
Prdsentation (d. h.: nur seine Pramissen und seine Konklusion werden angegeben) sieht so

aus:

1. Es ist moglich, dass ich existiere, ohne dass etwas Physisches existiert.
2. Was physisch ist, ist notwendigerweise physisch.

Also: Ich bin nicht physisch [und damit auch: Ich bin nichts Physisches].

Die Formalisierung des Neocartesianischen Arguments in seiner statischen, unausgefihrten

Prasentation ist dann dies:

1. 0(G(a) A —=3x(F(x) A G(x))).
2. Vx(F(x) > OIF(x)).

Also: —F(a) [und damit auch: —3x(F(x) A a = x)].

In dieser Formalisierung des Neocartesianischen Arguments — eines alethisch-modalen pra-
dikatenlogischen Arguments — wird das Existenzpradikat wie ein nichtlogisches, ,,normales”
Pradikat behandelt und dementsprechend durch die unstrukturierte und sinnunbestimmte
Pradikatformel ,G“ wiedergegeben; das darf sein, da betreffs der Definition der Existenz im
Neocartesianischen Argument nichts angenommen wird. Zudem wird in der angegebenen
Formalisierung der indexikale Name ,ich” durch eine unstrukturierte und sinnunbestimmte
Namenformel wiedergegeben; auch das darf sein, denn es ist der referenziellen Semantik
von ,ich” (in jedem seiner AuRerungskontexte) véllig gemaR.

Das Neocartesianische Argument ist demnach logisch valide in der Weise der zu ihm

passenden, durch Pi-Gamma formulierten Logik [einer alethisch-modalen Pradikatenlogik

mit Identitat, aber ohne Kennzeichnung: siehe Kapitel 10] genau dann, wenn die Schlussfor-

mel O(G(a) A —3Ax(F(x) A G(x))), Yx(F(x) > OIF(x)) = —F(a) [bzw. statt —F(a): =3x(F(x) A a = x)]
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in Pi-Gamma beweisbar ist [siehe dazu Kapitel 0, (1) und (I1)'%%]. Der Beweis von (G(a) A
—3Ax(F(x) A G(x))), Vx(F(x) > OOF(x)) — —F(a) in Pi-Gamma kann in strikter Weise erfolgen,
oder aber informell: ,in natiirlicher Weise”; er kann zudem ausfuhrlicher oder weniger aus-
fahrlich ausfallen (je nachdem, inwieweit man Prinzipien von Pi-Gamma heranzieht, die kei-
ne Grundprinzipien von Pi-Gamma sind, oder nun eben dies nicht tut). Hier zunachst der

Beweis in strikter Pi-Gamma-Weise, aber ohne grolRe Ausfiihrlichkeit:

Q(G(a) A —Ix(F(x) A G(x))), Vx(F(x) > OIF(x)) —> —F(a) Erstens

1. G(a), —3Ix(F(x) A G(x)) = —F(a) Pi-Gamma-Theorem

2. G(a) A —3Ix(F(x) A G(x)) —> —F(a) R7 (1)

3. 0(G(a) A =3x(F(x) A G(x))) > O—F(a) GRT6 {BAUM} (2)

4. Vx(F(x) > OF(x)), 0—F(a) — —F(a) Pi-Gamma-Theorem

5. 0(G(a) A =3x(F(x) A G(x))), Vx(F(x) > OF(x)) > 0—F(a) R2 (3)

6. 0(G(a) A =3x(F(x) A G(x))), Vx(F(x) > OF(x)), 0—F(a) > —=F(a) R2, R1(4)
7. 0(G(a) A =3x(F(x) A G(x))), Vx(F(x) > OF(x)) - —F(a) R3 (6, 5)

VollIstdndig ist dieser relativ unausfiihrliche strikte Beweis freilich erst, wenn auch die beiden
in Anspruch genommenen (intuitiv einleuchtenden) Pi-Gamma-Theoreme in strikter Pi-
Gamma-Weise bewiesen sind, und zwar vollsténdig, m. a. W.: ohne sich dabei auf noch nicht
Bewiesenes zu stitzen. Der strikte vollstindige Beweis von O(G(a) A —3ax(F(x) A G(x))),
Vx(F(x) > OJF(x)) — —F(a) bei Integration der eben angesprochenen Beweise in Erstens (wel-
cher Beweis hier nicht angegeben wird) wiirde erheblich ausfihrlicher (also langer) ausfallen
als Erstens, wenn auch bei weitem noch nicht vollsténdig ausfiihrlich sein. Hier ein vollstan-
diger — aber nicht vollstandig ausfiihrlicher — Pi-Gamma-Beweis des ersten oben in Anspruch

genommenen Pi-Gamma-Theorems:

164 Dje einschldgigen Definitionen in Kapitel 0 lauten: In (1): Ein normalsprachlicher Schluss ist in der Weise der
Logik X genau dann logisch valide, wenn eine Schlussformel, die eine so genau wie mégliche formelsprachliche
Entsprechung von ihm in Sigma ist, in der Weise der Logik X logisch valide ist. In (Il): Eine Schlussformel von
Sigma ist in der Weise der Logik X logisch valide genau dann, wenn sie in einem Kalkil der Logik X beweisbar
ist. Nun ist das Neocartesianische Argument [in statisch, unausgefiihrter Prasentation] ein normalsprachlicher
Schluss, und ¢(G(a) A =3x(F(x) A G(x)), Vx(F(x) > OJF(x)) — —F(a) ist eine so genau wie mogliche formelsprachli-
che Entsprechung von ihm in Sigma. Folglich: Das Neocartesianische Argument ist in der Weise der durch Pi-
Gamma formulierten Logik genau dann logisch valide, wenn O(G(a) A —3x(F(x) A G(x)), Vx(F(x) > OF(x)) —
—F(a) in einem Kalkil der durch Pi-Gamma formulierten Logik beweisbar ist, m. a. W.: wenn jene Schlussformel
in Pi-Gamma beweisbar ist.
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G(a), =3Ix(F(x) A G(x)) > —F(a) Zweitens {beweisbar schon in Pi-Alpha, ohne A10}

1. —3Ax(F(x) A G(x)) = Vx—(F(x) A G(x)) T43 {1. Halfte, und da von links nach rechts}

2. Vx—(F(x) A G(x)) = —(F(a) A G(a)) A6

3. =(—=F(a) v —=G(a)) — F(a) A G(a) T11 {GDM2, von rechts nach links}
4. —(F(a) A G(a)) > —F(a) v —G(a) RTS {LKP} (3)

5. Vx—(F(x) A G(x)) = —F(a) v —G(a) RT7 (2, 4)

6. =3Ix(F(x) A G(x)) > —F(a) v —G(a) RT7 (1, 5)

7. —F(a) v —=G(a), =—G(a) —» —F(a) T12 {EP; 2. Hilfte}

8. G(a), —F(a) v —=G(a) > ——G(a) T3, R2

9. G(a), —F(a) v —=G(a), =——G(a) > —F(a) R2,R1(7)

10. G(a), —F(a) v —=G(a) — —F(a) R3 (9, 8)

11. G(a), —3x(F(x) A G(x)) = —F(a) v —G(a) R2, R1 (6)

12. G(a), —3x(F(x) A G(x)), —F(a) v =G(a) — —F(a) R2, R1(10)
13. G(a), —=3Ix(F(x) A G(x)) > —F(a) R3 (12, 11)

Und hier ein vollstandiger — aber ebenfalls nicht vollstandig ausfihrlicher — Pi-Gamma-

Beweis des zweiten oben in Anspruch genommenen Pi-Gamma-Theorems:

Vx(F(x) > OJF(x)), 0=F(a) = =F(a) Drittens

1. Vx(F(x) > OF(x)), F(a) = F(a) > OF(a) A6, R2

2. Vx(F(x) > OF(x)), F(a), F(a) > OF(a) —» OF(a) GT1, R2, R1

3. Vx(F(x) > OF(x)), F(a) — OF(a) R3(2,1)

4. Vx(F(x) > OF(x)), ~OF(a) > —F(a) RT3 {AUKP} (3)

5. OF(a) > —0—F(a) GT6 {von links nach rechs}
6. 0—F(a) > —=F(a) RT4 {rRkP} (5)

7. VYx(F(x) > OJF(x)), 0—F(a) > —=F(a) R2, R1 (6)

8. Vx(F(x) > OJF(x)), 0—F(a) - —F(a) RT7 (7, 4)

So viel zum Beweis von O(G(a) A —3x(F(x) A G(x))), Vx(F(x) > OF(x)) — —F(a) in strik-

ter Pi-Gamma-Weise. Nun aber sei auf den Beweis von O(G(a) A —3x(F(x) A G(x))), Vx(F(x) >
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[JF(x)) = —F(a) in informeller Pi-Gamma-Weise eingegangen. In direkter formaler Abbildung
des Neocartesianischen Arguments in seiner (normalsprachlichen) dynamischen, ausgefiihr-

ten Prdsentation, also von

,Daraus, dass es moglich ist, dass ich existiere, ohne dass etwas Physisches existiert, folgt,
dass es moglich ist, dass ich nicht physisch bin. Daraus, dass es moglich ist, dass ich nicht
physisch bin, folgt zusammen damit, dass alles Physische notwendigerweise physisch ist,
dass ich [tatsachlich] nicht physisch bin. Also folgt daraus, dass es moglich ist, dass ich
existiere, ohne dass etwas Physisches existiert, und dass alles Physische notwendigerweise

physisch ist, dass ich nicht physisch bin“16>

haben wir:

Aus O(G(a) A —3x(F(x) A G(x))) folgt 0—F(a); aus 0—F(a) zusammen mit Vx(F(x) > CJF(x)) folgt

—F(a). Also folgt aus O(G(a) A —3Ix(F(x) A G(x))) zusammen mit Vx(F(x) > OIF(x)): —F(a).

Was geht in dieser sehr unausfiihrlichen, auf die Einsichtigkeit der gemachten Schritte ver-
trauenden informellen Argumentation vor? Holen wir es in strikter Weise ein:

Es werden zwei Pi-Gamma-Theoreme in Anspruch genommen, namlich zum einen
O(G(a) A =3x(F(x) A G(x))) > O—F(a) [ein Beweis in strikter Pi-Gamma-Weise dieses Theo-
rems ergibt sich aus dem Beweis flr Erstens: siehe dessen 3. Zeile, und in Vollstandigkeit und
weit groBerer Ausfiihrlichkeit aus dem Beweis flir Erstens bis zur 3. Zeile, indem in dieses
Beweisstlick der Beweis von Zweitens integriert wird: in Ersetzung der 1. Zeile des Beweis-
sticks]; und zum anderen O0—F(a), Vx(F(x) > OF(x)) —» —F(a) [der Beweis in strikter Pi-
Gamma-Weise dieses Theorems ist der von Drittens mit einem zusatzlichen R1-Schritt am
Schluss]. Aus den beiden Pi-Gamma-Theoremen wird dann mit einem Pi-Gamma-
Regelgesetz ein drittes Pi-Gamma-Theorem geschlossen, welches nun nichts anderes ist als
die Schlussformel, die die oben angegebene Formalisierung des Neocartesianischen Argu-

ments ist (in seiner statischen, unausgefiihrten Prasentation). Wir haben also:

165 Den die Pramissen wiederaufgreifenden zusammenfassenden Konklusionssatz bei normalsprachlichen logi-

schen Argumentationen (wie den im Text gerade angegebenen) spart man sich in der Regel (lasst ihn implizit),

weil er durch das Vorausgehende schon als selbstverstandlich gilt. — Erwahnt sei, dass es natirlich auch andere

dynamische, ausgefiihrte Prasentationen des Neocartesianischen Arguments gibt als die eben angegebene.
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1. O(G(a) A —3Ix(F(x) A G(x))) = O—F(a) Pi-Gamma-Theorem
2. 0—F(a), Vx(F(x) > OF(x)) — —F(a) Pi-Gamma-Theorem

3. 0(G(a) A =3x(F(x) A G(x))), Vx(F(x) > OF(x)) > —F(a)  Pi-Gamma-Regelgesetz (1, 2)

Welches Pi-Gamma-Regelgesetz wird hier in Anspruch genommen? Offenbar eine Speziali-
sierung des folgenden allgemeinen Schemas fiir Pi-Gamma-Regelgesetze: I — B; B, ' > C
= I, ' = C. Dieses Schema, das auch sonst sehr nitzlich ist [es ist eine offensichtliche Va-
riantevon I, B> C, I"" > B = I, I’ > C — der zweiten Halfte des in Alpha beweisbaren
Verallgemeinerten strukturellen Schnittgesetzes'®®], ist noch nicht bewiesen. Hier aber ist

sein Pi-Gamma-Beweis (der sich freilich schon in Alpha angeben lasst):

["'>B,BI>C=IMT—>C Viertens

1.I"—>B Annahme

2.B,T'>C Annahme

3., T->8B R2 (1) {einmal, mehrmals, oder auch gar nicht angewendet}
4.T",T,B—C R2, R1(2)

5., T »>C R3 (4, 3)

Nach diesen Analysen ist klar (man kénnte sagen: Giberklar), dass an der Logik des
Neocartesianischen Arguments nichts auszusetzen ist. Freilich kdnnte man an alethisch-
modaler Pradikatenlogik ganz generell AnstoR nehmen, aber mit welchem Grund? Pi-
Gamma und ihm zugehoérige Normalsprachen — in einer von diesen (einem Fragment des
Deutschen) ist das Neocartesianische Argument formuliert — sind ja ganz frei vom Substituti-
onsproblem modaler Pradikatenlogik (siehe Kapitel 10 im Hinblick auf Kapitel 11). Es bleibt
nur, sich dartiber zu echauffieren, dass Pi-Gamma-Normalsprachen (Normalsprachen, deren
Logik Pi-Gamma formuliert) nicht frei von alethischer Modalitat sind und darum den Ideali-
tatsaspekt (4) einer idealen Wissenschaftssprache (einer fur die Formulierung valider objek-

tivontisch-wissenschaftlicher Theorien idealen Sprache) nicht erfiillen. Aber im Neocartesia-

166 So mancher Beweis in diesem Buch diirfte sich durch Anwendung des Verallgemeinerten strukturellen
Schnittgesetzes —alsovonI',B — C;I'" > B=T, " — C[1. Hélfte des Schnittgesetzes] bzw.I',B > C;I" — B
= 1I", I’ - C[2. Hélfte des Schnittgesetzes] — kiirzer fassen lassen.
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nischen Argument geht es ja auch nicht um ideale Wissenschaft (der die harten Naturwis-
senschaften noch am nachsten kommen) — es nimmt heute niemand das Gegenteil an —,
sondern um Metaphysik, die nun zwar keine ideale Wissenschaft ist, sehr wohl aber eine

Form der Erkenntnis. Man wird schlecht auf sie verzichten kdonnen.

{Ubrigens lasst sich das Neocartesianische Argument auch mit Beriicksichtigung des Existenzprddikats als defi-
niertes logisches Prddikat (siehe D3*) auf der Grundlage des zu Pi-Gamma alternativen Kalkils Pi*-Gamma
durchfiihren. Allerdings muss man, wenn man die Pi*-Gamma-Logik verwendet, eine weitere Pramisse hinzu-
nehmen: ,Ich existiere”, formal: E(a). [An der Wahrheit dieser zusatzlichen Pramisse kann kein Zweifel beste-
hen, wie bekanntlich schon Descartes vor Augen gefiihrt hat.] Die Pi*-Gamma-Formalisierung des Neocartesia-

nischen Arguments (in seiner statischen, unausgefiihrten Prasentation) sieht dann so aus:

1. O(E(a) A —3IxF(x)) [oder auch: O(E(a) A —3Ix(F(x) A E(x)))].
2. Vx(F(x) > OF(x)).
3. E(a).

Also: —F(a) [und damit auch: —3x(F(x) A a = x)].

Die (hier abermals angegebene) Sekundarkonklusion —3x(F(x) A a = x) erhalt man aus der Priméarkonklusion
—F(a) in der Pi-Gamma-Formalisierung des Neocartesianischen Arguments durch deduktive Umformungen auf
der Grundlage des (aus Pi-Alpha libernommenen) Pi-Gamma-Theorems T67: F(b) <> 3x(b = x A F(x)), dem Ers-
ten ,De dicto = De re“-Gesetz. In der Pi*-Gamma-Formalisierung des Arguments hingegen erhalt man die Se-
kundéarkonklusion aus der Primarkonklusion durch deduktive Umformungen auf der Grundlage des (aus Pi*-
Alpha Ubernommenen) Pi*-Gamma-Theorems P*T9: dx(b = x A F(x)) — F(b). [Die Umkehrung hiervon ist kein
Pi*-Gamma-Theorem, ist es doch schon kein Pi*-Alpha-Theorem.]}

Weil eine gewisse, gleich im Folgenden angesprochene Versuchung stets gegeben ist, sobald man mit
dem Kalkil Pi*-Gamma arbeitet, sei zu dem fraglichen Thema, das schon in Kapitel 10 ausfiihrlich behandelt
wurde, noch das Folgende erganzt. Die Schlussformel 3y(a = y) — 3y[J(a =y) ist in Pi*-Gamma ein Theorem:
l.>a=a A8
2. > (a=2a) GRT3 (1)

3.E(a), J(a=a), >3dyOd(a=y) A7*R1

4.E(@) > O(a=a) R2 (2)
5.E(a) > IyT(a=y) R3(3,4)
6.3dy(a=y) > IyO(a=y) D3* (5).

Man kann daraus aber nicht schlieBen (wenn man auch, dies zu schlieRen, versucht ist), dass auch E(a) — CJE(a)
in Pi*-Gamma ein Theorem ist. Zwar ist Ay(J(a = y) —» (J3y(a = y) — womit man aus Jy(a =y) = Ty[(a =)

wegen RT7 Jy(a = y) > O3y(a = y), also mit D3* E(a) — [JE(a) erhielte — ein Einsetzungsfall von PGT12:
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IxCIF(x) — OJ3IxF(x), aber diese letztere Schlussformel ist kein Theorem von Pi*-Gamma, sondern nur von Pi-

Gamma.}

Niemandem ist es — da es im Neocartesianischen Argument um Metaphysik, damit
auch um Weltanschauung geht — rational verwehrt, die Pramissenkonjunktion des Neocarte-

sianischen Arguments schlicht nicht zu akzeptieren.

{Die Pramissen des Neocartesianischen Arguments kann man in dreierlei Weise ablehnen [d. h.: nicht akzeptie-
ren, was nicht dasselbe ist wie die Negation ihrer Konjunktion zu akzeptieren]: (i) man lehnt die erste Pramisse
ab, akzeptiert aber die zweite; (ii) man lehnt die zweite Pramisse ab, akzeptiert aber die erste; (iii) man lehnt
beide Pramissen ab. Bei allen drei Ablehnungsweisen folgt [in logischer Rationalitat]: (iv) man lehnt die Kon-
junktion der beiden Pramissen ab [d. h.: akzeptiert sie nicht]. Aus (iv) folgt, umgekehrt, weder (i), noch (ii), noch
(iii). Sehr wohl folgt aber aus (iv): (i) oder (ii) oder (iii); man kann ja nicht [in logischer Rationalitat] die Konjunk-
tion der beiden Pramissen ablehnen [nicht akzeptieren], ohne mindestens eine von ihn abzulehnen [nicht zu
akzeptieren]. Das lasst sich wie folgt rechtfertigen: Man akzeptiert die Konjunktion der beiden Pramissen genau
dann (in logischer Rationalitdt), wenn man beide Pramissen akzeptiert; also: Man akzeptiert die Konjunktion
der beiden Pramissen nicht genau dann (in logischer Rationalitat), wenn man nicht beide Pramissen akzeptiert;
also: Man lehnt die Konjunktion der beiden Pramissen ab genau dann (in logischer Rationalitat), wenn man

mindesten eine der beiden Pramissen ablehnt.}

Wenn man jedoch das Neocartesianische Argument mit Griinden kritisieren will, dann muss
man (weil die Logik des Neocartesianischen Arguments nicht recht angreifbar ist) begriindet
bezweifeln, dass die Konjunktion seiner beiden Pramissen wahr ist, oder aber darlegen, dass
nicht einzusehen ist, dass sie wahr ist, ohne schon von vornherein davon auszugehen, dass
die Konklusion des Neocartesianischen Arguments wahr ist. Wer ohne metaphysische Vor-
eingenommenheit (weder physikalistische noch dualistische) die Zweifelsbetrachtungen in
den Meditationes de prima philosophia von Descartes liest, wird schnell merken, wie plausi-
bel doch die erste Pramisse des Neocartesianischen Arguments ist. Freilich gilt das nur dann,
wenn — ganz im Sinne jener Zweifelsbetrachtungen — vom (logisch) schwéichsten Moglich-
keitsbegriff ausgegangen wird [anders gesagt: vom Der-Fall-sein in wenigstens einer im wei-
testen Sinne moglichen Welt, gleichgliltig, wie dahnlich oder undhnlich sie der wirklichen Welt
sein mag]. Das bedeutet aber korrelativ, dass in der zweiten Pramisse, vom (logisch) stdrks-
ten Notwendigkeitsbegriff ausgegangen werden muss. Denn in Pi-Gamma — im Kalkul, der

die Logik des Neocartesianischen Arguments birgt — ist eines der elementarsten alethisch-
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modalen Gesetze ein Theorem: OJA <> —0—A — das (-per-0-Prinzip;'®’ siehe GT6 [von des-
sen Von-links-nach-rechts-Halfte oben im Beweis von Drittens auch Gebrauch gemacht
wird]. Wenn ,,Es ist notwendig, dass ¢ “ logisch auf ,,Es nicht einmal im schwéachsten Sinne
moglich, dass nicht-c“ hinauslauft [gemall GT6, dem [J-per-0-Prinzip, und wegen des — um
der Plausibilitdt der ersten Pramisse willen — in Anspruch genommenen schwachsten Mog-
lichkeitsbegriffs], dann handelt es sich bei der angesprochenen Notwendigkeit offensichtlich
um Notwendigkeit im stédrksten Sinne.

In der zweiten Pramisse des Neocartesianischen Arguments von einem Notwendig-
keitsbegriff auszugehen, der nicht so stark ist, wie es (gemaRk dem (J-per-0-Prinzip) der ma-
ximalen Schwache des in seiner ersten Pramisse verwendeten Moglichkeitsbegriffs ange-
messen ist, ware ein Deduktionsfehler (ndmlich ein Fehler, dessen auf die Syllogistik bezoge-
ne, sehr spezielle Form als Quaternio terminorum bekannt ist). Hat man nun aber — logisch
korrekt — fiir ,notwendigerweise” in der zweite Pramisse als Deutung notwendigerweise im
stdrksten Sinne in Anschlag gebracht, so mag diese essenzialistische Pramisse unplausibel
erscheinen. Ist es denn wirklich so, dass alles Physische im stéirksten Sinne notwendigerweise
physisch ist [anders gesagt: physisch ist in jeder im weitesten Sinne moglichen Welt, gleich-
glltig, wie dhnlich oder unahnlich sie der wirklichen Welt sein mag]?

Hierzu ist zu sagen, dass ,physisch” ein ontologisch-genereller Term ist [ein genereller
Term ontologischer Natur]. Und fir viele ontologisch-generelle Terme ¢ (aber nicht fir alle,
z. B. nicht fur ,,wirklich [aktual]”) gilt in der Tat das maximal-essenzialistische Anwendungs-
schema: Alles, was [ein, eine] ¢ ist, ist im stdrksten Sinne notwendigerweise [ein, eine] ¢.
Z.B.: Alles, was eine Eigenschaft ist, ist im starksten Sinne notwendigerweise eine Eigen-
schaft; alles, was ein Individuum ist, ist im starksten Sinne notwendigerweise ein Individuum;
alles, was abstrakt ist, ist im starksten Sinne notwendigerweise abstrakt; alles, was eine Zahl
ist, ist im starksten Sinne notwendigerweise eine Zahl. Gehort aber auch ,,physisch” zu den-
jenigen ontologisch-generellen Termen, fiir die das maximal-essenzialistische Anwendungs-
schema gilt? Ich denke, ja. Doch angesichts der logischen Schliissigkeit des Neocartesiani-
schen Arguments sowie der immensen Plausibilitdt seiner ersten Pramisse diirfte wegen der

weltanschaulichen Umstrittenheit seiner Konklusion (und nur um mich geht es in ihr ja nicht)

167 Der Kalkiil Pi-Gamma* reicht fiir die Logik des Neocartesianischen Arguments ebenfalls aus, und in ihm ist
A <> —0—A ebenfalls ein Theorem.
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klar sein, dass die gerade gestellte Frage nicht rational allgemein verbindlich entschieden

werden kann — nicht in diesem Leben.
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Einige Aufgaben

I. Beweisen Sie in Alpha:

(a) A v A <> A {Idempotenz fiir v}

(b) A A A <> A {Idempotenz fiir A}

(c) = ((A > B) D A)) D A {Peirce’sches Gesetz als 0-primissige Schlussformel}

(d)AvB«<>Av—-AAB

II. Welche Schlussformeln in den Alpha-Prinzipien in I., (a) — (d), sind auch in Delta
beweisbar, und welche nicht? Jede festgestellte Beweisbarkeit bzw. Nichtbeweisbarkeit ist

zu begriinden.

lll. Beweisen Sie in Pi-Alpha:

(a) =3AxF(x) > Vx(F(x) © G(x))

(b) VxVy(R(x, y) v R(y, X)) = VxR(x, x) {,Aus Konnexitit einer Relation folgt ihre Reflexivitat“}

(c) VxVy(R(x, y) © —=R(y, X)) = Vx=R(X, X) {,Aus Asymmetrie einer Relation folgt ihre Irreflexivitat“}

(d) VxVyVz(R(x, y) A R(y, z) D R(x, 2)), Vx3y(R(x, y) A R(y, X)) = VYxR(x, x)

IV. Welche Schlussformeln in den Pi-Alpha-Prinzipien Ill., (a) — (d), sind auch in Pi**-Alpha
beweisbar, und welche nicht? Jede festgestellte Beweisbarkeit bzw. Nichtbeweisbarkeit ist

zu begriinden.

V. — Vx(F(x) v —F(x)) ist in Pi-Alpha wie folgt beweisbar:

1. F(a) > F(a) v —F(a) A4

2. —F(a) — F(a) v —=F(a) Ad

3. > F(a) v —=F(a) R5 (1, 2)

4. — Vx(F(x) v =F(x)) R8 (3).

In Kapitel 6 wird ein Verfahren angegeben, wie man Alpha-Beweise fir ' - ¢ umwandelt in
Delta-Beweise fur I' — ——o [I" mag leer sein!]. Warum erweist sich dieses Verfahren als
nicht anwendbar, wenn man mit ihm obigen Pi-Alpha-Beweis fiir — Vx(F(x) v —F(x)) um-

wandeln wollte in einen Pi-Delta-Beweis fir - ——Vx(F(x) v —F(x))? Die Frage ist zu beant-
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worten, ohne schon die Tatsache vorauszusetzen, dass — ——Vx(F(x) v —F(x)) in Pi-Delta

nicht beweisbar ist.

VI. Beweisen Sie in Pi-Gamma (das Gamma mitumfasst):

(@) AA=OA — (A A =A) A =J(A A =[JA) {,Kontingenz ist kontingent*“}
(b) > —=0(OA A O—-A); = C(CA v 0—A)

(c) =3xOF(x) = Vx(F(x) > OF(x))

(d) IyOVxR(y, x) = VxO3IyR(y, x)

VII. Welche der Schlussformeln in VI., (a) — (d), sind in Pi-Gamma* beweisbar bzw. nicht

beweisbar, und welche in Pi*-Gamma? Jede festgestellte Beweisbarkeit bzw.

Nichtbeweisbarkeit ist zu begriinden.
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