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Zusammenfassung

In der heutigen Lehramtsausbildung ist die von KLEIN formulierte doppelte Diskontinuitdt
nach wie vor relevant. Gerade im Hinblick auf den Ubergang von der Universitéit zuriick
an die Schule ist das Verstdndnis einer ganzheitlichen Mathematik bei Lehramtsstu-
dierenden entscheidend. Als zentraler Aspekt eines solchen Verstindnisses kann das
mathematische Problemlosen identifiziert werden. Vor diesem Hintergrund stellt sich
die Frage, inwieweit die fachliche und fachdidaktische Ausbildung an der Universitét
Lehramtsstudierende dazu befahigt, schulische wie universitire mathematische Probleme
selbststandig zu l6sen. Die vorliegende Arbeit untersucht diesbeziiglich die Arbeitsweisen
von Lehramtsstudierenden fiir Gymnasien. Zunéchst wurde eine stoffdidaktische Analyse
der Relevanz der universitdren Algebra fiir den gymnasialen Lehrberuf durchgefiihrt.
Dabei wurden zwei elementare Inhaltsbereiche identifiziert, die eine unmittelbare Ver-
kniipfung von schulischer und universitdarer Algebra hervorheben: Zahlenbereiche als
algebraische Strukturen und Kegelschnitte als quadratische Gleichungen in zwei Variablen.
In einem Seminar fiir Studierende des gymnasialen Lehramts im hoheren Semester wur-
den diese beiden Inhaltsbereiche in einer selbstentdeckenden Lernform fiir drei Semester
vermittelt. Dabei bearbeiteten die Studierenden offen formulierte Fragestellungen und
waren angehalten, den Losungsprozess ganzheitlich und chronologisch zu dokumentie-
ren. Diese Lernprozessdokumentationen wurden anschliefend mithilfe einer qualitativen
Inhaltsanalyse auf die verwendeten Arbeitsweisen hin untersucht. Es ergab sich eine
Typologie der Arbeitsweisen, die die Lehramtsstudierenden im Wesentlichen nach der
generellen Moglichkeit zur Problembearbeitung sowie dem Einsatz von planenden und
bzw. oder reflexiven Schritten unterscheidet. Insgesamt konnten sechs Typen beobachtet
werden. Die untersuchten Studierenden waren prinzipiell nicht in der Lage, ein Problem
vollstandig zu l6sen und in der Regel kam es nur selten zu einer teilweisen Problemlosung.
Weiterhin zeigte sich, dass die jeweils besseren fachlichen Bearbeitungen eines Typs
zwischen den verschiedenen Typen auf einem &hnlichen Niveau liegen. Lediglich das
Auftreten relativ schlechter Bearbeitungen variierte von Typ zu Typ. Hier zeigten Typen
mit einer umfangreicheren Verwendung von Arbeitsweisen — insbesondere von planenden
und bzw. oder reflexiven Schritte — seltener schlechtere Bearbeitungen. Als limitierender
Faktor fiir sehr gute Bearbeitungen konnte eher das fachliche Vorwissen und die fachliche

Kompetenz als die verwendeten Arbeitsweisen ausgemacht werden. Eine abschliefsen-



de komplexe Sekundéranalyse konnte zudem mogliche Zusammenhénge innerhalb der
verwendeten Arbeitsweisen aufzeigen: Planende Schritte stehen mit einer gewinnbrin-
genden Nutzung allgemeinerer mathematischer Techniken und reflexive Schritte mit
einer gewinnbringenden Nutzung problemspezifischer fachmathematischer Techniken
in Verbindung. Zusammenfassend kann bei den untersuchten Lehramtsstudierenden
nicht von einer tatsédchlichen Problemlésekompetenz gesprochen werden, was auf ein
mogliches grundséatzliches Defizit in der fachlichen und fachdidaktischen Ausbildung von

Studierenden des gymnasialen Lehramts hinweisen kann.



Abstract

The double discontinuity formulated by KLEIN is still relevant in today’s teacher training.
Particularly with regard to the transition from university back to school, an understand-
ing of holistic mathematics is crucial for students who study to become high school
teachers. This understanding includes mathematical problem solving as a central aspect.
Against this background, the question arises as to what extent the subject-specific and
didactic training at the university enables these students to solve mathematical problems
independently. In this regard, this thesis analyses the working methods of students
studying to become high school teachers. Firstly, a didactic analysis of the relevance
of university algebra to the profession of high school teacher was carried out. Two
elementary content areas were identified that emphasise a direct link between school and
university algebra: Number ranges as algebraic structures and conic sections as quadratic
equations in two variables. These two content areas were taught in a self-discovery learn-
ing format over three semesters in a seminar for those students in their final semesters.
The students worked on openly formulated questions and were required to document the
solution process holistically and chronologically. These learning process documentations
were then analysed with the help of a qualitative content analysis to determine the
working methods used. A typology of working methods emerged, which essentially
differentiates the students according to their general ability to work on problems and
the use of planning and/or reflective steps. A total of six types were observed. In
principle, the students analysed were not able to solve a problem completely and, as a
rule, they were only rarely able to solve it partially. Furthermore, it can be seen that
the better solutions of each type are at a similar level between the different types. Only
the incidence of relatively poor processing varies from type to type. Here, types with a
more extensive use of working methods — especially with planning and/or reflexive steps
— show less frequent poorer processing. The limiting factor for very good processing
was found to be prior knowledge and expertise rather than the used working methods.
A final complex secondary analysis was also able to show possible correlations within
the occuring working methods: Planning steps are associated with a profitable use of
more general mathematical techniques whereas reflective steps are associated with a
profitable use of problem-specific specialised mathematical techniques. In conclusion, it

is not possible to speak of actual problem-solving skills among the students included in



the survey, which may indicate a possible fundamental deficit in the subject-specific and

didactic training of students studying to become high school teachers.
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1. Einleitung

»Sobald Einsicht und Verstehen ins Spiel kommen, reicht es nicht mehr
aus, beim lernenden Menschen nur die fachlichen Kompetenzen zu fordern,
sondern man muss sich [...| auch um seine motivationalen und emotionalen

Grundlagen kiimmern.“ (GALLIN, 2010, S. 4)

So argumentiert PETER GALLIN im Einklang mit WEINERT (2013) fiir einen
(Schul-)Unterricht der Mathematik als Geisteswissenschaft. Nicht nur in der heutigen
Zeit befindet sich die Schulmathematik oftmals in einer defensiven Position der Rechtfer-
tigung ihrer — meist herausragenden — Stellung in der schulischen Allgemeinbildung.
Es wird dann vorrangig auf die Niitzlichkeit der Mathematik im Hinblick auf andere
Bezugswissenschaften eingegangen — man denkt hier iiberwiegend an Naturwissenschaften
wie Physik, Chemie oder Biologie, wenngleich neuerdings die Informatik, aber auch die
Medizin sowie Sozial- und Wirtschaftswissenschaften aufgefithrt werden. Die Mathematik
ist jedoch viel weiter zu sehen und insbesondere besitzt sie als eigenstdndige Wissenschaft
eine eigene implizite Daseinsberechtigung mit einem eigenen Anspruch auf Niitzlichkeit
und Schonheit. HEINRICH WINTER formuliert dies in einem didaktischen Kontext sehr
treffend:

| Es| ist nicht einzusehen, inwiefern ausschlieflich auf die Meisterung von
Situationen im spateren Leben hin erzogen werden soll. Das spétere Leben
bietet doch wahrscheinlich nicht nur eine ununterbrochene Kette von Proble-
men, die eine bestdndige und auf Erfolg ausgerichtete angespannte Aktivitat
erfordern. Miissen wir nicht auch in die Fahigkeit zum gelassenen Betrachten,
zur Kontemplation, ja zum Trdumen zu erziechen versuchen? (WINTER, 2016,
S. 31)

Nun liegt aber vermutlich gerade in der Erkldrung, was denn die Mathematik als
eigenstandige Wissenschaft ausmacht, der Kern der oben beschriebenen Problematik. Es

schreibt zum Beispiel IAN STEWART:

»Eines der grofiten Probleme der Mathematik besteht darin, jemand anderem
zu erklaren, worum es in ihr geht. Die technischen Fallen ihres Themas, ihre

Symbolik und peinliche Genauigkeit, ihre verwirrende Terminologie, ihre
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scheinbare Lust an langatmigen Rechnungen: dies alles scheint ihre wirkliche
Natur zu verdunkeln.“ (STEWART, 1990, S. 15)

Dieses scheinbare Unvermogen der Mathematik, sich selbst zu erkléren, miindet dann in
obigen Rechtfertigungen als Hilfswissenschaft und einer damit einhergehenden Reduktion
zum Werkzeugkasten. In den vielen anderen Wissenschaften, in denen die Mathematik ja
tatsdchlich Anwendung findet, wird diese nun als Hiirde empfunden, die nach einmaligem
Uberwinden schlieRlich ignoriert werden kann. Man denke hier an die fiir die Mathematik

so dramatische Aussage:
« Ich war in Mathe frither auch schlecht und sieh, was aus mir geworden ist. »

Derartige AuRerungen sind héufiger in gesellschaftlichen Kontexten — zumindest implizit
— anzutreffen (siehe u.a. SPIEGEL, 2009). Gerade fiir mathematiknahe Personen dringt
sich bei derartig formulierten Sétzen sofort der Kommentar auf, dass hier eine Ergénzung
in der Formulierung durch das Wort « trotzdessen » angebracht wire. Es ist (sprachliche)
Genauigkeit in der Mathematik wegen des streng logischen Aufbaus als Kernelement
mathematischen Arbeitens zu sehen. Die scheinbare Unverschdmtheit obiger Aussagen
ist fiir die betroffene Mathematik sicherlich unangenehm und schwer zu begreifen, aber
andererseits auch schlicht zu akzeptieren. So ldsst sich Respekt schlecht einfordern als
vielmehr verdienen. Das Unverstindnis dafiir, dass die Mathematik gerade als bereits
beschriebene Hilfswissenschaft eben auch einen Garanten fiir einen gewissen Erfolg
aufterhalb der Mathematik darstellen kann, wiegt da schon schwerer. Zeigt es doch,
dass die Natur der Mathematik und damit ihre grundlegende Relevanz fiir andere
Wissenschaften eben auch nicht verstanden wird. Auch als Mathematiker*in sollte man
gerade diese Niitzlichkeit der Mathematik nicht vergessen, wie es HANS FREUDENTHAL

anschaulich formuliert:

,Man kann sich fiir Zahlentheorie, algebraische Geometrie und Kategorien
begeistern und doch einsehen, wie unendlich &rmer die Mathematik ohne
die Anregungen wére, die ihr von den Anwendungen her zugeflossen sind.
[...] Man muft eher sagen: sie wére nicht, wenn sie nicht niitzlich ware.”
(FREUDENTHAL, 1973, S. 24)

Idealerweise stiinde man jedoch fiir ein noch tieferes Verstdndnis der Natur der Mathe-
matik im allgemeinbildenden Kontext ein. Damit einhergehend ergébe sich automatisch
insbesondere die Kompetenz zur Bewertung der Anwendbarkeit der Mathematik. Diesen

Anspruch an eine Allgemeinbildung erhebt zumindest die Mathematik an sich selbst.

,lch wiirde von einem Nichtmathematiker durchaus nicht verlangen, dafs

er ohne Hilfe das Kartenkunststiick durchsehe. Aber wenn Intellektuelle,



die ein bifschen Mathematik in ihrem Schulranzen gehabt haben, auf solch
ein Kartenkunststiick reagieren, als ob es ein Zauberkunststiick oder eine
empirische Zufalligkeit wére, so ist das doch viel weniger als man verlangen
kann. Sie demonstrieren, daf ihnen von ihrer Schulmathematik her keine Idee
erwichst, was fiir Probleme mathematischer Behandlung zugénglich sind,
und das zeugt nicht gerade von der Mathematik als einer disziplina mentis.
Es darf uns aber nicht verwundern, denn sie haben Mathematik nicht als
eine Tétigkeit des Problemlosens gelernt — es sei denn des ProblemlGsens

nach festen Regeln.“ (FREUDENTHAL, 1973, S. 93f.)}

Sieht man nun diesen Anspruch der Mathematik an die Allgemeinbildung, wie sie in
der Schule zu vermitteln ist, so ergibt sich als Konsequenz, dass gerade den Mathemati-
klehrkraften die Aufgabe zukommt, ein derartiges Versténdnis fiir die Mathematik zu
vermitteln. Im Umkehrschluss miissen Mathematiklehrkrafte selbst ein derartiges Ver-
stdndnis aufweisen, wenn man sie als Botschafter*innen der Mathematik verstehen mochte.
Es zeigt sich die kontrovers diskutierte Verortung von Lehrkréiften im Spannungsfeld
zwischen Fach, Fachdidaktik und Padagogik, die sich insbesondere in einer 6konomischen
Konzeption der Lehramtsausbildung niederschliagt. BAUER und HEFENDEHL-HEBEKER
(2019) beschreiben ein sogenanntes Literacy-Modell fiir fachmathematisches Wissen,
welches an dhnliche Modelle aus den Sprachwissenschaften angelehnt ist. Sie skizzieren
dort vier Stufen fiir derartiges Wissen: Fveryday Literacy, Applied Literacy, Theoreti-
cal Literacy und Reflexive Literacy. Unter der Everyday Literacy-Stufe verstehen sie
dabei jegliche Elemente der Mathematik, die im alltdglichen gesellschaftlichen Kon-
text ersichtlich und anwendbar sind. Die Applied Literacy-Stufe stellt die Mathematik
als angewandte Hilfswissenschaft dar, wobei auch innermathematische Anwendungen
gemeint sind. Die Theoretical Literacy-Stufe zeigt sich insbesondere in der formalen
Darstellung der Mathematik, wie sie bspw. in Lehrbiichern und mathematischen Verof-
fentlichungen vorkommt. Die Reflexive Literacy-Stufe beschreibt schlieflich die Kultur
und das Wesen der Mathematik als Wissenschaft selbst. Darin sind vor allem géngige
Arbeitsweisen und typische Vorgénge, aber auch eine Bewertung hinsichtlich Niitzlichkeit
und Schoénheit oder Eleganz angedacht. Im Einklang mit den obigen Uberlegungen
fordern auch BAUER und HEFENDEHL-HEBEKER, dass gerade Lehramtstudierende in
ihrer universitdren Ausbildung diese vierte Reflexive Literacy-Stufe erreichen sollten.
Sie merken aber zugleich an, dass selbige tendenziell auf der Theoretical Literacy- wenn

nicht sogar auf der Applied Literacy-Stufe verbleiben (BAUER & HEFENDEHL-HEBEKER,

'Das im vorliegenden Zitat angesprochene Kartenkunststiick behandelt das Legen von Kartenmustern,
die durch Zeilen und Spalten festgelegt werden koénnen. Die Identifikation einer korrekten Karte
geschieht dann nicht in einem tatséchlich mathematischen Sinne. Die Systematik ist fiir Menschen
mit mathematischem Hintergrund aber leicht zu durchschauen.
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2019, S. 14ff.). Dieser Eindruck vertieft sich in der Betrachtung typischer Aussagen
von Lehramtsstudierenden in fachlichen Veranstaltungen. Das nachfolgende Zitat einer
Studentin aus einer Lehrveranstaltung zur hoheren Algebra im Kontext des Chinesischen

Restsatzes kann dafiir exemplarisch gesehen werden:

»|--.] Dann hatten wir ein Verfahren bei dem wir einfach rechnen konnten.
Das hat mir wieder mehr Spafs gemacht. Das war dann wie in der Schule.
Diese [Schul-|Mathematik macht mir mehr Spaf. [...|*

Nun sind derartige Aussagen zwar 6fter von Lehramtsstudierenden gerade im Bezug auf
die hohere Mathematik aus deren fachlichen Lehrveranstaltungen zu héren und trotzdem
in dieser Form aus dem Kontext gerissen und tendenziell populistisch dargestellt. In den
meisten Fallen relativieren die Studierenden die Hérte dieser Aussagen im Nachhinein
selbst oder ordnen sie argumentativ hinsichtlich ihrer spateren Schulpraxis ein. Diese
Studierenden stehen auch selbst nur selten fiir einen iiberzeugt rein kalkiilorientierten
Schulunterricht und betonen ebenfalls die Wichtigkeit von eigenem Entdecken und die
Existenz von Mathematik abseits der einfachen Anwendung von auswendig gelernten
Verfahren. Dennoch zeigt sich hier aus Sicht von Lehramtsstudierenden eine Diskre-
panz zwischen Schulmathematik und universitdrer Mathematik. Bereits 1908 wird diese
Diskrepanz von FELIX KLEIN als doppelte Diskontinuitdt in der Lehramtsausbildung

beschrieben:

,Der junge Student sieht sich am Beginn seines Studiums vor Probleme gestellt,
die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit denen er sich auf
der Schule beschéftigt hat; natiirlich vergiftt er daher alle diese Sachen rasch
und griindlich. Tritt er aber nach Absolvierung des Studiums ins Lehramt
iiber, so soll er plotzlich eben diese herkdmmliche Elementarmathematik
schulméfig unterrichten; da er diese Aufgabe kaum selbststdndig mit seiner
Hochschulmathematik in Zusammenhang bringen kann, so wird er in den
meisten Féllen recht bald die althergebrachte Unterrichtstradition aufnehmen,
und das Hochschulstudium bleibt ihm nur eine mehr oder minder angenehme
Erinnerung, die auf seinen Unterricht keinen Einfluft hat.“ (KLEIN, 1968,
S. 1)

Es werden hier zwei Ubergéinge als die namensgebende doppelte Diskontinuitit ange-
geben: Der Ubergang von der Schule an die Hochschule und der Ubergang von der
Hochschule zuriick an die Schule. Wahrend sich zu Beginn eines Mathematikstudiums
die erste Diskontinuitét tendenziell bei allen Studierenden einstellen kann, ergibt sich die
zweite Diskontinuitét speziell fiir Lehramtsstudierende. Trotz dessen, dass die doppelte

Diskontinuitét nun bereits vor iiber hundert Jahren formuliert wurde, gilt sie heute noch



als eines der zentralen Probleme in der Lehramtsausbildung — insbesondere in der fachli-
chen Ausbildung von zukiinftigen Lehrkréften der gymnasialen Oberstufe (ABLEITINGER
et al., 2013; BAUER & HEFENDEHL-HEBEKER, 2019).

Die doppelte Diskontinuitédt zeigt sich in unterschiedlichen Kontexten. Fiir die erste
Diskontinuitéit — also den Ubergang Schule-Hochschule — wiren da zum einen Dozierende
aus den Fachwissenschaften zu nennen, die vermehrt fachliche Defizite bei Studienanfin-
ger*innen beméngeln (ARTIGUE, 2001; BREIDENBACH et al., 1992; de GUZMAN et al.,
1998; HEFENDEHL-HEBEKER, 2013; HOYLES et al., 2001; KAJANDER & LoOVRIC, 2005;
ORTON, 1983), was sich auch in den Ergebnissen von diversen Studieneingangstests wi-
derspiegelt (BERGER & SCHWENK, 2006). Es ist hier jedoch einschréankend zu erwéhnen,
dass empirische Untersuchungen zu einem generellen Trend hin zu einer Verschlech-
terung der Leistung von Schulabganger*innen iiber die letzten Jahrzehnte zu keinem
iibereinstimmenden Ergebnis kommen (BUSCHHUTER et al., 2016; WEINHOLD, 2013).
Zum anderen legen auch die Studierenden selbst durch hohe Studienabbruchquoten
in Studiengdngen mit hohem mathematischen Anteil diese Diskrepanz nahe (DIETER,
2012; DIETER & TORNER, 2012; HEUBLEIN et al., 2014, 2020, 2022; NEUGEBAUER
et al., 2019). Diese Merkmale lassen sich in einer institutionellen Dimension der ersten
Diskontinuitit zusammenfassen. Die Studienanfinger*innen sind beim Ubertritt an die
Hochschule mit bspw. epistemologischen, kognitiven und didaktischen Anforderungen,
aber auch soziokulturellen Verdnderungen im eigenen Umfeld konfrontiert (BORNKESSEL
& AsSDONK, 2011; CLARK & Lovric, 2009; DI MARTINO & GREGORIO, 2019; D1 MAR-
TINO et al., 2023; KUHNEL & WALCHER, 2017). Diese Herausforderungen sind zwar
prinzipiell nicht auf die Mathematik oder mathematische Studiengénge beschrankt, die
fachiibergreifend hochste Studienabbruchquote in der Mathematik mit teilweise iiber
50 % (HEUBLEIN et al., 2020, 2022) spricht jedoch dafiir, dass sich diese in der Mathe-
matik in besonderem Mafse dufern. Dabei nennen die Studierenden als Griinde fiir einen
Studienabbruch in einem mathematischen oder naturwissenschaftlichen Studiengang
am héufigsten eine Uberforderung hinsichtlich zu erbringender Leistung, motivationale
Griinde und anfianglich falsche Erwartungen an den eigenen Studiengang (DIETER, 2012;
HEUBLEIN et al., 2014). Es zeigt sich eindriicklich, wie unterschiedlich die Mathematik
an der Schule und die universitdre Mathematik von Lernenden gerade in den ersten
Semestern wahrgenommen wird.

Zur Absenkung der ersten Diskontinuitét ist ein breites Feld an zusétzlichem, unterstiit-
zendem und alternativem Lehrangebot — oftmals in Form von Vor- und Briickenkursen,
Mentoring-Programmen und digitalen Unterstiitzungsangeboten — entstanden (BAUSCH,
BIEHLER et al., 2013; BIEHLER et al., 2021; HOCHMUTH et al., 2023). Die Mathematik als
Wissenschaft kann hingegen selbst wenig an den eigenen Fachgebieten und damit an den

zu vermittelnden fachlichen Inhalten d&ndern. Inwiefern dies auflerhalb des Mathematik-
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studiums — also insbesondere im Lehramt — ebenfalls so festgeschrieben ist, ist zumindest
fraglich. Im Lehramt zeigt sich dies anhand einer immer gréfter werdenden Zahl an lehr-
amtsspezifischen Fachveranstaltungen und speziellen Lerngelegenheiten zur Verkniipfung
von universitdren Fachinhalten mit schulischen Inhalten (HALVERSCHEID et al., 2022;
ISAEV et al., 2021) sowie diversen Programmen zur Thematisierung eines praxisbezogenen
Studiums (BIEHLER et al., 2021). Die Behandlung der zweiten Diskontinuitét ist neben
derartiger alternativer Lehrveranstaltungen noch eher weniger angegangen worden. Die
didaktische Forschung beschrénkt sich derzeit groftenteils auf die Untersuchung von
Uberzeugungen und fachdidaktischen Kompetenzen von Lehramtsstudierenden gegen
Ende ihrer universitaren Ausbildung sowie in den Anfangen ihrer Lehrtétigkeit (ISAEV,
2021).

Es lédsst sich die erste Diskontinuitat jedoch nicht ganzheitlich ohne die zweite Dis-
kontinuitdt behandeln. Geht der Lehramtsstudierende ndmlich nach seiner universitéren
Ausbildung zuriick an die Schule und kann sein fachliches Wissen aus der Universitéit
nicht auf seinen Unterricht anwenden, so wird dieser Unterricht erneut eine Schulmathe-
matik vermitteln, die eine inhaltliche wie institutionelle Diskrepanz zur universitaren
Mathematik aufweist. Diese Diskrepanz vermag beim Ubertritt an die Hochschule durch
unterschiedliche Zusatzangebote abgeflacht werden, jedoch wird sich die universitére
Mathematik kaum inhaltlich der Schulmathematik zuwenden kénnen. Nachhaltiger und
wiinschenswerter wére hier sicherlich eine Annidherung der Schulmathematik an die
universitdre Mathematik, womit Lehrkréaften augenscheinlich die Aufgabe der letztendli-
chen Auflésung der doppelten Diskontinuitét in der gymnasialen Lehramtsausbildung
zukommt. Damit dies gelingen kann und die zukiinftigen Lehrkréafte dieser Herausforde-
rung gewachsen sind, gilt es, diese fachlich, aber auch im Sinne kulturell-mathematischer
und motivationaler Uberlegungen auszubilden (BAUER & HEFENDEHL-HEBEKER, 2019;
GALLIN, 2010; WINTER, 1996).

Doch was macht nun die Mathematik aus? Es beschreibt STEWART humoristisch
den Kern der Mathematik als das Ldsen von Problemen (1990, S. 13). Auch in der
Schulmathematik nimmt das Problemlosen als zu vermittelnde Kernkompetenz eine
herausragende Stellung ein (ISB, n.d. b; KMK, 2012). Man kann darin — einmal abgese-
hen von fachlichen Inhalten — erkennen, dass die Schulmathematik und die universitére
Mathematik eben doch eine gemeinsame Mathematik beschreiben moéchten. Fordert
man von Lehramtsstudierenden in ihrem spéteren Lehrberuf, dass sie ein authentisches
Bild dieser Mathematik zeichnen und vermitteln kénnen, so muss man sich demnach
zwangsweise mit den fachlichen Inhalten der universitdren Mathematik und zusétzlich
mit den Arbeitsweisen und Motivationen der Mathematik als Wissenschaft beschéaftigen.

Insbesondere stellt sich die Frage, wie sehr die fachliche und didaktische Ausbildung



1.1. Grundlegende Ziele der Arbeit

Lehramtsstudierende selbst dazu befdhigt, mathematische Probleme — auf schulischem,

wie auf universitarem Niveau — zu 10sen.

1.1. Grundlegende Ziele der Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird eine Studie vorgestellt, die das Ziel hat, in einem ex-
plorativen und beschreibenden Design mathematische Arbeitsweisen von Studierenden
des gymnasialen Lehramts zu untersuchen. Damit soll eine Grundlage zur Beschreibung
der aus den fachlichen Veranstaltungen entwickelten Kompetenzen hinsichtlich einem
Verstéandnis fiir das Wesen der Mathematik geschaffen werden. Aus diesem Grund wird
der Fokus auf Studierende im hoheren Semester gelegt, die bereits einige Erfahrung mit
der universitdren Mathematik aufweisen. Hier kann ein bereits stattgefundener universi-
térer Einfluss erwartet werden. Zu den Wesensziigen der Mathematik zdhlt insbesondere
das Problemlésen, das sich in den Arbeitsweisen zeigen soll. Um diese Arbeitsweisen
moglichst unverfilscht beobachten zu kénnen, wird auf jegliche didaktische und metho-
dische Instruktion der Studierenden verzichtet. Auch die Verwendung von beliebigen
Hilfsmitteln wird ausdriicklich erlaubt und nicht eingeschrénkt, womit insbesondere
dem unterschiedlichen Vorwissen der Studierenden entgegen gekommen wird. Insgesamt
soll damit eine Problemsituation konstruiert werden, die einer realen mathematischen
Problemsituation mdglichst nahe kommt. Um hierbei den fachlichen Anforderungen
gerecht zu werden, die man an Lehramtsstudierende stellen kann, werden elementare
mathematische Themen betrachtet, die einen Bezug zur Schulmathematik aufweisen. Es

wurde sich flir das Fachgebiet der Algebra entschieden.

1.2. Struktureller Aufbau der Arbeit

Es wurde eine klassische Struktur fiir den Aufbau der Arbeit gewdhlt. In den Kapiteln 2
und 3 wird zunéchst der theoretische Rahmen festgelegt. Kapitel 2 stellt den aktuellen
Forschungsstand rund um das Problemfeld der doppelten Diskontinuitét in der Lehr-
amtsausbildung dar. In Kapitel 3 werden dann ausfiihrlich géngige theoretische Modelle
zum Problemlésen und Lehr-Lern-Modelle zum selbstentdeckenden Lernen vorgestellt,
bevor anschlieftend eine Forschungsliicke bei der Betrachtung von Arbeitsweisen von
Lehramtsstudierenden im héheren Semester ausgemacht wird und die behandelten For-
schungsfragen abgeleitet werden. Diese Forschungsfragen teilen die vorliegende Studie
grundsétzlich in zwei Teile ein: Einen stoffdidaktischen und einen empirischen Teil.

Es folgt in Kapitel 4 eine umfangreiche Beschreibung der in der Studie verwendeten
Methodik. Die vorliegende Studie ist von qualitativer Natur, weswegen insbesondere

die Relevanz qualitativer Sozialforschung und darin géngige Methodiken und Methoden
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vorgestellt werden. Darauf aufbauend wird vor dem Hintergrund der Forschungsfragen die
Wahl der Methode begriindet und der konkrete Ablauf der Studie beschrieben. Insgesamt
wird die Studie entsprechend der obig beschriebenen zwei Teile in zwei methodische
Abschnitte unterteilt.

Der erste Teil der Studie wird in Kapitel 5 abgebildet. Dort wird eine Analyse von
FEinflussfaktoren auf die Relevanz der Algebra fiir Lehramtsstudierende durchgefiihrt
und die resultierenden algebraischen Themengebiete fachlich dargestellt. Abschliefsend
werden Fragestellungen fiir diese Themengebiete konzipiert, die von Studierenden in
einem fachlichen Seminar in einem selbstentdeckenden Setting bearbeitet werden sollen.

Kapitel 6 behandelt dann den zweiten Teil der Studie. Dort werden die Ergebnisse der
qualitativen Inhaltsanalyse der Bearbeitungen aus dem vorher beschriebenen Seminar
vorgestellt. Die Inhaltsanalyse wird dabei in drei untergeordnete Inhaltsanalysen mit
jeweils leicht unterschiedlichen Ansétzen und unterschiedlichen Zielsetzungen aufgeteilt.
Diese sind aufeinander aufbauend konzipiert und werden aus diesem Grund in der
vorliegenden Arbeit entsprechend nacheinander vorgestellt. Zudem wird abschlieffend in
Kapitel 7 eine komplexe Analyse der gesamten Ergebnisse angestrebt.

Das methodische Vorgehen wird in einer Beurteilung der Studiengiite in Kapitel 8
diskutiert. Es wird dort insbesondere auf die qualitative Inhaltsanalyse und den dort
verorteten Codierprozess eingegangen. Die Kapitel 9 und 10 stehen schliefslich fiir eine
abschliefende Zusammenfassung der Ergebnisse und einen Ausblick auf weiterfiihrende

Fragestellungen und Forschungsmoglichkeiten.



Teil 1

Theoretischer Hintergrund und aktueller
Forschungsstand






2. Aktueller Forschungsstand

In diesem Kapitel wird der aktuelle Forschungsstand rund um die universitare Ausbildung
von zukiinftigen Mathematiklehrkréften dargestellt. Es wird zunéchst auf die Schwierig-
keiten vor bzw. zu Beginn eines Mathematikstudiums eingegangen. Die Behandlung der
bereits beschriebenen doppelten Diskontinuitdt nach KLEIN ist einer intensiven wissen-
schaftlichen Untersuchung ausgesetzt. Insbesondere deshalb sind mathematische Vor- und
Briickenkurse sowie begleitendes Zusatzangebot in den ersten Semestern standortiiber-
greifend standardméfig in mathematischen Studiengéngen angedacht. Entsprechende
Konzepte und empirische Untersuchungen werden hier vorgestellt. Anschliefend werden
Ergebnisse zu den Uberzeugungen von Lehramtsstudierenden hinsichtlich der doppelten
Diskontinuitét skizziert. Gerade fiir Lehramtsstudierende zeigt sich hier unter Betrach-
tung des Relevanzempfindens der fachlichen Inhalte auch die zweite Stufe der doppelten
Diskontinuitéat. Als Antwort auf diese Relevanz universitarer Mathematik flir Lehramts-
studierende sind aktuell vor allem unterschiedlichste alternative Lehrkonzepte hinsichtlich
Methodik und Inhalte fiir die fachlichen Veranstaltungen entwickelt worden. Es wird
schlieflich eine Forschungsliicke beziiglich der Betrachtung von Arbeitsweisen vor al-
lem von Lehramtsstudierenden identifiziert. Bevor an dieser Stelle die entsprechenden
Forschungsfragen formuliert werden, wird im nachfolgenden Kapitel 3 vor allem auf theo-
retische Modelle zum Problemlosen eingegangen, die eine offensichtliche Verwandtschaft
zur Thematik von Arbeitsweisen aufweisen. In Abschnitt 3.3 folgen schliefslich die in der

vorliegenden Studie behandelten Forschungsfragen.

2.1. Studieneingangsphase als erste Stufe der doppelten

Diskontinuitat

Das Berufsbild und das Selbstverstédndnis von Mathematiklehrkréften hat sich in den
letzten Jahren stark verdndert. Nur noch in wenigen Fallen verstehen sich diese vorrangig
als Mathematiker*innen oder gar Wissenschaftler*innen. Damit einhergehend haben sich
auch die Erwartungen von Lehramtsstudierenden an das Lehramtsstudium gewandelt.
Insbesondere wird hier mittlerweile eine deutliche Abgrenzung zum entsprechenden
Studium der Mathematik gesehen (HEFENDEHL-HEBEKER, 2013). Es ,erscheint die
Diagnose Felix Kleins auf neue Weise aktuell.“ (HEFENDEHL-HEBEKER, 2013, S. 2) In

11



2. Aktueller Forschungsstand

der Studieneingangsphase lassen sich zwei Faktoren fiir eine mogliche Unzufriedenheit
von Lehramtsstudierenden identifizieren, wobei einer dieser Faktoren unabhéngig vom
Kontext des Lehramtes ist: Die unterschiedliche Wahrnehmung von schulischer und
universitarer Mathematik im allgemeinen und fiir Lehramter speziell die augenschein-
liche Irrelevanz derart hoher abstrakter Mathematik fiir ihren spéteren Beruf. Beide
Faktoren lassen sich nicht unwesentlich auf die unterschiedliche Darstellungsform und die
verschiedenen Schwerpunkte von schulischer und universitdarer Mathematik zurtickfiihren.
Die schulische Mathematik ist tendenziell auf ein Kalkiil orientiert, betont historische
und elementare Lerngelegenheiten und wird generell eher in einem aufsermathematischen
anwendungsorientierten Kontext am Beispiel praktiziert. Die universitare Mathematik
hingegen ist axiomatisch und abstrakt aufgebaut. Zudem entsteht hier die herausragende
Stellung von (formalen) Beweisen. Diese stehen zu Beginn fiir Studierende oftmals kontrar
zu den bildhaften Begriindungen aus der Schule, die zusétzlich meist nur an Spezial-
fallen entwickelt werden. Universitdten begegnen diesen Schwierigkeiten mit Vor- und
Briickenkursen auf der einen Seite sowie begleitendem und zusétzlichem Lehr- und Lern-
angebot auf der anderen Seite. Damit soll der Ubergang von der Schule an die Universitét
abgeflacht werden. Das Zusatzangebot betont dabei gerade bei Lehramtsstudierenden
eine Moglichkeit zur Verkniipfung von schulischer und universitarer Mathematik, um
damit den Einstieg in die abstrakte Mathematik weiter zu erleichtern und zusétzlich eine

Relevanz fiir den Lehrberuf zu schaffen.

Vor- und Briickenkurse

Nahezu jeder Standort der universitdren Mathematikausbildung in Deutschland hat
heutzutage ein Angebot zur (fachlichen) Vorbereitung auf den Studienstart vor Stu-
dienbeginn. Dabei sind unterschiedlichste Konzepte mit verschiedenen Lehrformaten
und Zielsetzungen entstanden (BAUSCH, FISCHER & OESTERHAUS, 2013; HAASE, 2013;
REICHERSDORFER et al., 2013; ROEGNER et al., 2013). REICHERSDORFER et al. (2013)
formulieren fiinf Lernzielbereiche, die als allgemeine Ziele derartiger Vorbereitungskurse
gesehen werden konnen: Arbeitsweisen der Mathematik, Lernstrategien, Methodenwissen,
spezielle neue Fertigkeiten der universitaren Mathematik und Studienorganisation. In
Miinchen sind daraus in Kooperation von Ludwigs-Maximilians-Universitat (LMU) und
der Technischen Universitdt Miinchen (TUM) die sogenannten Minchner Brickenkurse
als relativ klassische Form von Briickenkursen entstanden. Diese sind als zweiwochi-
ger, ganztigiger Kurs konzipiert, der direkt vor Semesterbeginn angeboten wird. Das
Lehrangebot unterteilt sich in Vorlesungen und Ubungen, die sich stark am Konzept
von Fachvorlesungen orientieren. Als Schwerpunkt werden Lernstrategien als Lernziel

angegeben. Die Inhalte sollen schulische Themen abstrakt auf universitirem Niveau
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fortfithren. In einer nachgelagerten Untersuchung von 120 Studierenden (60 davon mit
Teilnahme an einem Briickenkurs, 60 davon ohne Teilnahme an einem Briickenkurs) im
Kontext einer Vorlesung zur Linearen Algebra II konnten signifikant bessere Leistungen
der Studierenden nachgewiesen werden, die einen solchen Briickenkurs besucht haben.

Das Projekt VEMINT der Standorte Kassel, Darmstadt, Paderborn und Hannover
entwickelt und untersucht ebenfalls mathematische Vor- und Briickenkurse. Die Inhalte
sind dabei von multimedialer Form und unterstiitzen ein Format des Blended-Learnings.
In konkret umgesetzten Vorkursen an mehreren dieser Standorte wird das Material dazu
genutzt, neben den fachlichen Inhalten einerseits in das neuartige Umfeld der Institution
Universitét einzufiihren und andererseits durch einen hohen Anteil an selbstreguliertem
Lernen friithzeitig Strategien zur Selbstorganisation zu entwickeln (BAUSCH, FISCHER
& OESTERHAUS, 2013; BIEHLER et al., 2013). Einen dhnlichen Ansatz des E-Learnings
verfolgt das EU-Projekt Math-Bridge. Darin wird Material fiir mathematische Vor- und
Briickenkurse in mehreren Sprachen konzipiert (SOSNOVSKY et al., 2013).

Auch an den Standorten TU Berlin, RWTH Aachen, TU Braunschweig und TU
Kaiserslautern wird ein virtueller Kurs in einem Blended-Learning-Konzept umgesetzt.
Der sogenannte Online Mathematik Brickenkurs (OMB) ist ganzjahrig verfiighar und
wird auf freiwilliger Basis angeboten. Das Material besteht aus einem Skript, Einzel-
und Gruppeniibungsaufgaben sowie Priifungsaufgaben mit automatischer Korrektur. Die
Ubungsaufgaben konnen online von einem*r Tutor*in korrigiert werden. Als virtueller
Lernraum steht ein Forum zur Verfiigung, in dem die Studierenden zunichst Fragen
untereinander selbststandig klaren konnen, aber auch auf Tutor*innen zuriickgreifen
kénnen. Der Kurs baut mafsgeblich auf dem schwedischen Projekt MATH.SE auf. In
einer Untersuchung wurden Studierende aus den Ingenieurswissenschaften spéter im
Studium in einer Veranstaltung zur Linearen Algebra fiir Ingenieure betrachtet. Dabei
konnte gezeigt werden, dass diejenigen Studierenden, die neben dem OMB auch einen
Einfithrungskurs in Présenz besucht haben, am ehesten das ausgeschriebene Ziel erreichen,
die beschriebene Veranstaltung innerhalb eines Semesters zu bestehen (ROEGNER et al.,
2013).

Hinsichtlich der institutionellen Hiirde beim Ubergang Schule-Hochschule berichten
insbesondere die Vor- und Briickenkurse, die in Présenz stattfinden, in den meisten
Evaluationen von einer deutlich gesteigerten Selbstsicherheit, Selbstwirksamkeit, Zu-
friedenheit mit der Wahl des Studiengangs und einem erhéhten Gefiihl der korrekten
Vorbereitung auf das Studium (BOMKE & REITMAIER-KREBS, 2017; HAASE, 2013;
REICHERSDORFER et al., 2013; REITMAIER-KREBS, 2016; RIEDL et al., 2013; ROEGNER
et al., 2013). Zudem zeigt sich, dass die Studienanfinger*innen mit sehr heterogenen
Wissensstanden hinsichtlich schulmathematischen Wissens in die Vor- und Briickenkurse
starten (HALVERSCHEID et al., 2013). An derartige Kurse entsteht also eine hohe Anfor-
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derung im Bezug auf eine Leistungsdifferenzierung, wobei sich diese Problematik auch in

die ersten Semester fortsetzt.

Erginzendes Angebot in der Studieneingangsphase

Neben den géngigen Fachvorlesungen der ersten Semester bieten viele Universititen
zusétzliche Kurse oder Unterstiitzungsmafnahmen fiir Studienanfanger*innen an. In
den meisten Féllen fokussiert sich dieses Angebot auf eine entschleunigte Umgebung zur
Vermittlung von typischen Arbeitsweisen der hheren Mathematik (ABLEITINGER &
HERRMANN, 2013; HAMANN et al., 2013; STEINBAUER et al., 2013) und zur Vernetzung
der neuen Inhalte mit der bereits erlernten Schulmathematik. Es entsteht eine weite-
re Moglichkeit, das neu Gelernte einzuiiben und zu vertiefen. Zudem werden diverse
Mentoring-Programme realisiert, die insbesondere eine Vernetzung der Studierenden
sowie eine kollegiale Unterstiitzung etablieren mochten (PARAVICINI, 2013).

An der Universitéat Hildesheim sind die sogenannten Hildesheimer Stufen zum Einstieg
in die Mathematik (HiStEMa) als ganzheitliches Angebot in der Studieneingangsphase
konzipiert worden. Es umfasst neben einem typischen Vorkurs mit Ubungen auch zu-
sdtzliche mathematische Workshops zur Erarbeitung, Einiibung und Vernetzung von
mathematischen Arbeitsweisen und Fachwissen sowie Projekttage zur Behandlung der
institutionellen Hiirde. Am Ende des Angebots steht zudem ein Gruppengespréich mit
Dozierenden an, in dem iiber den eigenen Fortschritt und Wissensstand reflektiert und
aufgeklart werden soll (HAMANN et al., 2013). Das gesamte Programm wird durch
einen diagnostischen Test zum Kenntnisstand der Studienanfinger*innen hinsichtlich
des mathematischen Schulstoffs eingeleitet (KREH et al., 2021).

2.2. Relevanz fachlicher Inhalte fiir das Lehramtsstudium

Die Entscheidung zu einem Mathematikstudium fallt gerade bei Lehramtsstudierenden
eher selten aus einem tieferen Interesse zur — abstrakten — Mathematik und einer
wissenschaftlichen Behandlung selbiger (HAMANN et al., 2013; STEINBAUER et al.,
2013). Bei einer Befragung von Studienanfénger*innen an der Universitdt Wien gaben
insbesondere Lehramtsstudierende als Griinde fiir ihre Wahl eines mathematischen
Lehramtsstudiums an, dass ,sie in der Schule schon immer in Mathematik gut waren*,
Lihnen die Mathematik leicht gefallen ist und Spaft gemacht hat* und ,das Berufsbild
ihren Vorstellungen entspricht* (STEINBAUER et al., 2013, S. 420). Ein weiterfiihrendes
Interesse hinsichtlich der Mathematik ist hier nicht zu erkennen.

Weitere qualitative Untersuchungen bestatigen diesen Eindruck, dass Lehramtsstu-

dierende und auch bereits praktizierende Lehrkrafte der fachlichen Ausbildung an der
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Hochschule nur wenig bis gar keine Relevanz zuschreiben (EVEN, 2011; GILDEHAUS &
LIEBENDORFER, 2021; LIEBENDORFER, 2018; WASSERMANN et al., 2018; R. ZAZKIS
& LEIKIN, 2010). In der Mathematikdidaktik als Wissenschaft wird dem Fachwissen
neben dem fachdidaktischen Wissen jedoch grofe Bedeutung beigemessen (DEPAEPE
et al., 2013). Innerhalb des Fachwissens erfolgt dabei oftmals eine Unterscheidung in
universitires (CK) und schulbezogenes Fachwissen (SRCK)! (HEINZE et al., 2016). Eine
quantitative Untersuchung von HOTH et al. (2020) zeigt jedoch, dass die universitére
Fachausbildung bei Lehramtsstudierenden keinen Trickle-Down-Effekt hin zu einem hohe-
ren schulrelevanten Fachwissen vermuten lasst. Die Studie wurde als Langsschnittstudie
entlang von zwei Messzeitpunkten (erstes und drittes Semester) angelegt. Die Konstrukte
fiir Fachwissen und fachdidaktisches Wissen sowie kognitive Grundfdahigkeiten wurden
durch standardisierte Tests erhoben. Zusétzlich sind in einem Fragebogen Daten zur indi-
viduellen Praxiserfahrung und andere Hintergrundmerkmale aufgenommen worden. Die
Erhebung erfolgte an 20 verschiedenen Universitdten Deutschlands und es konnten zum
ersten Messzeitpunkt 167 und zum zweiten Messzeitpunkt 118 Studierende des jeweiligen
Semesters gewonnen werden. Dabei lagen am Ende fiir 72 Studierende Langsschnittdaten
vor. Wiahrend das akademische Wissen CK zwischen den beiden Messzeitpunkten einen
Anstieg verzeichnet, tritt dieser Effekt fiir das schulbezogene Fachwissen SRCK nicht auf.
Es zeigte sich zusétzlich, dass zu Beginn des Studiums das schulbezogene Fachwissen
substanziell mit dem akademischen Fachwissen korreliert. Spéater im Studium ist diese
Korrelation nur noch gering vertreten. Die Interpretation wird nun dahingehend getroffen,
dass die recht stabile einzelne Entwicklung des akademischen Fachwissens CK und des
schulbezogenen Fachwissens SRCK jeweils nicht mit der jeweils anderen Entwicklung
erkldrbar ist. Insgesamt ist auf der Grundlage dieser Daten eine Trickle-Down-Annahme
eher nicht haltbar. In einer weiterfithrenden Analyse sind auch andere Merkmale in
das Modell miteinbezogen worden. Beispielsweise zeigen kognitive Grundféhigkeiten
und individuelle Praxiserfahrungen eine Korrelationen zum schulbezogenen Fachwissen,

wodurch sich dessen Entwicklung besser deuten lésst.

Zur weiteren Unterstiitzung von Studierenden speziell in den konkreten Fachveran-
staltungen sind deshalb diverse Ubungsgelegenheiten und Aufgabenkonzepte konzipiert
worden, die eine alternative Form des klassischen Ubungsbetriebs darstellen. Zentraler
Gedanke ist hier oftmals eine niedrigere Einstiegshiirde in mathematische Arbeitsweisen
und insbesondere eine geleitete Einfiihrung in das formale Beweisen (BIKNER-AHSBAHS
& SCHAFER, 2013; FISCHER, 2013). Die explizite Behandlung der Verkniipfung von

schulischer und universitdrer Mathematik und damit die Thematisierung der zweiten

LCK fiir Content knowledge; SRCK fiir School-related content knowledge
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Stufe der doppelten Diskontinuitdt wird hingegen grofitenteils in eigenen Veranstaltungen
mit alternativen Konzepten angegangen.

Um einerseits die erste Stufe der doppelten Diskontinuitét speziell fiir Lehramtsstudie-
rende zu mindern und andererseits deren Akzeptanz fiir fachliche Veranstaltungen zu
erhdhen, gibt es vielfiltige Ansétze fiir angepasste Veranstaltungsformen und zusétzliche
Angebote zur Verkniipfung von schulischer und universitarer Mathematik. Damit sollen
Lehramtsstudierende gezielt gefordert werden, die ,sich héufig nicht angesprochen* (DAN-
CKWERTS, 2013, S. 78) fithlen und prinzipiell Schwierigkeiten haben, ,die wissenschaftlich
ausgerichtete Mathematik mit ihrem Berufsziel in Verbindung zur bringen* (DANCK-
WERTS, 2013, S. 78). Man kann die universitdre Mathematik in der fachlichen Ausbildung
dabei prinzipiell auf zwei Arten mit der Schulmathematik verbinden: Einerseits liefse
sich die Schulmathematik quasi als Spezialfall einer héheren Mathematik im Nachhinein
ableiten und damit die universitdre Ausbildung riickwirkend legitimieren. Diesen Ansatz
verfolgt bspw. KLEIN in seiner ,Elementarmathematik vom héheren Standpunkt aus®
(1908). Andererseits liefse sich die Schulmathematik auch zu einer abstrakten Mathe-
matik fortsetzen. Der hohere Standpunkt wiirde dabei selbststédndig herausgearbeitet
werden und insbesondere aus einem Wechsel des Fokus, was mathematisch interessant
ist, entstehen. Das Ziel ist dabei die Abkehr ,yon der vertrauten Beherrschung von Kal-
kiilen hin zu einer verstehensorientierten begrifflichen Durchdringung® (DANCKWERTS,
2013, S. 79). Entsprechende Lehrveranstaltungen sind also insbesondere in den ersten
Semestern sinnvoll, um an elementaren mathematischen Problemstellungen, die bereits
in der Schule thematisiert worden sind, die neuartigen Arbeits- und Sichtweisen der
hoheren Mathematik zu erarbeiten und einzuiiben. Derartige Uberlegungen finden sich
unter anderem in den Bereichen der Arithmetik (EICHLER et al., 2022), der Geometrie
(CEDERBAUM & HILKEN, 2022; EICHLER et al., 2022), der linearen Algebra (DORIER,
2000) oder auch der Analysis (BAUER, 2013a; DANCKWERTS, 2013; OLDENBURG &
SCHLOTTERER, 2022). Eine grundlegend neue Sichtweise der Mathematikausbildung fiir
Lehramtsstudierende des Gymnasiums liefern BEUTELSPACHER et al. (2011) mit dem
Projekt Mathematik neu denken, in dem eine komplette Neugestaltung insbesondere der
fachlichen Lehrinhalte und Lehrkonzepte vorgeschlagen wird.

Eine weitere Moglichkeit, die Relevanz der hoheren Mathematik fiir Lehramtsstudieren-
de herauszustellen, liegt in speziell dafiir konzipierten Ubungsgelegenheiten. PREDIGER
(2013) beschreibt bspw. sogenannte Unterrichtsmomente. Dabei handelt es sich um
authentische Unterrichtssituationen, in denen spezifisches Fachwissen der betroffenen
Lehrkrafte abgefragt wurde oder gewinnbringend verwendet werden konnte. Die Be-
handlung derartig beschriebener Situationen bietet fiir Lehramtsstudierende zum einen
die Moglichkeit, zu erkennen, dass ein Fachwissen iiber den Schulstoff hinaus zu einer

berufsbezogenen Expertise dazugehort und zum anderen lassen sich daran fachliche
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Inhalte auch besser einiiben und weiter vertiefen. Es lassen sich hiermit unterschied-
lichste — zukiinftig relevante — Situationen thematisieren: Beispielsweise Situationen aus
dem Schulunterricht, Auferungen von Lernenden sowie Analysen von Aufgaben und
Schulbuchseiten.

Einen &hnlichen Ansatz thematisieren vielfach untersuchte Schnittstellenaufgaben
— oftmals auch Lehramts- oder Vernetzungsaufgaben genannt (ALVAREZ et al., 2020;
BAUER, 2013b; EICHLER & ISAEV, 2017; SCHADL et al., 2019). Hierbei werden Ak-
tivitdten im Lernprozess angestrebt, die speziell die Verbindung von schulischer und
universitdrer Mathematik ansprechen. Die Studierenden sollen sich direkt selbst mit
der vermeintlichen Diskrepanz zwischen diesen beiden Feldern auseinandersetzen und
dabei ebenfalls einerseits Verbindungen entdecken und explizieren und andererseits ein
tieferes Fachwissen generieren. Der Fokus liegt hier auf einem stdndigen Wechsel von
Sichtweisen zur Vernetzung des Fachwissens. BAUER beschreibt bspw. vier Kategorien
von Schnittstellenaufgaben: Grundvorstellungen aufbauen und festigen, Unterschiedliche
Zugdnge verstehen und analysieren, mit hochschulmathematischen Werkzeugen Fragestel-
lungen der Schulmathematik vertieft verstehen und mathematische Arbeitsweisen iiben
und reflektieren (2013b, S. 41).

Wie sich solche Schnittstellenaufgaben auf Lehramtsstudierende auswirken, berichten
bspw. SCHADL et al. (2019). Es werden zwei Projekte mit derartigen Aufgabenkonzepten
vorgestellt: connexercise@math.lmu und reflect@math.lmu. Bei ersterem werden Schnitt-
stellenaufgaben in eine fachliche Vorlesung zu Beginn des Studiums eingebettet und
damit das Ziel verfolgt, die Vorlesungsinhalte einerseits zu vertiefen und andererseits in
Beziehung zur Schulmathematik zu stellen. Bei zweiterem werden Schnittstellenaufgaben
in einem offenen Setting innerhalb eines Seminars behandelt. Es soll dabei das an der
Universitédt erworbene Fachwissen mit fachdidaktischen Inhalten verkniipft werden. Die
Schnittstellenaufgaben im Vorlesungskontext erfreuten sich nur geringer Teilnahme, da sie
neben den klassischen Ubungsaufgaben freiwillig angelegt und daraufhin von den Studie-
renden {iberwiegend auf Grund von Zeitproblemen selten bearbeitet wurden. Aber auch
mangelndes Interesse wurde als Grund genannt. Eine quantitative Auswertung war hier
nicht mehr sinnvoll moglich, jedoch lasst sich qualitativ eine Konsequenzen ziehen: Unter
vorab befragten Lehramtsstudierenden hoheren Semesters sind Schnittstellenaufgaben
sehr beliebt und es wird oft der Wunsch gedufsert, dass derartige Aufgabenkonzepte von
Anfang an das Studium begleiten. Im Hinblick auf nicht vernachléssighares Desinteresse
an solchen Aufgaben in den ersten Semestern, muss moglicherweise eine verpflichtende
Bearbeitung dieser Aufgaben angedacht werden. Zusétzlich darf aber der Punkt der
Mehrbelastung nicht ignoriert werden. Das Seminarkonzept wurde durch Fragebtgen zu
Beginn und zu Ende eines Semesters wissenschaftlich begleitet. Dabei wurden fachmathe-

matisches Wissen, Interesse und Motivation hinsichtlich der Fach- und Schulmathematik
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sowie die Einschéatzung der Relevanz von fachlichen und fachdidaktischen Veranstaltun-
gen fiir den spéateren Lehrberuf gemessen. Es zeigte sich dabei ein deutlicher Zuwachs an
Fachwissen und auch die Relevanz der Fachmathematik fiir den spéteren Beruf ist ange-
stiegen. Beim Interesse und bei der Motivation konnten keine signifikanten Unterschiede
festgestellt werden. Da es sich bei den untersuchten Studierenden teilweise um Studie-
rende eines Masterstudiengangs Wirtschaftspidagogik handelte, ist die Aussagekraft der
Ergebnisse fiir angehende Mathematiklehrkréifte gemindert.

EICHLER und ISAEV (2022) haben die Auswirkungen von Lehramtsaufgaben auf die
Uberzeugungen von Lehramtsstudierenden hinsichtlich der Relevanz und Kohérenz von
schulischen und akademischen Fachwissens untersucht. Die Evaluationsstudie erfolgte
an 72 Lehramtsstudierenden fiir die Sekundarstufe II aus dem ersten und dritten Se-
mester anhand eines Pre-Post-Test-Designs mit Fragebogen. Die Studierenden wurden
dabei zufallig in eine Treatment- und eine Kontrollgruppe aufgeteilt, wobei 25 % der
Ubungsaufgaben aus der Treatmentgruppe spezielle Lehramtsaufgaben darstellten. Beim
Relevanzempfinden wurde in der Treatmentgruppe ein leichter Anstieg und in der Kon-
trollgruppe ein signifikanter Abfall gemessen. Damit scheint es so, dass Lehramtsaufgaben
die Uberzeugungen von Lehramtsstudierenden zur Relevanz der Fachwissenschaft nicht
erhohen, aber stattdessen ein stirkeres Absinken verhindern koénnen. Bei den Uber-
zeugungen zur Kohédrenz von schulischem und akademischem Fachwissen konnte kein
signifikanter Effekt der Intervention festgestellt werden. Beim Faktor Messzeitpunkt
zeigte sich jedoch ein signifikanter Haupteffekt, wonach ein generelles Absinken der
Wahrnehmung einer Kohérenz anzunehmen ist.

In einer weiteren Studie haben ISAEV et al. (2022) die Auswirkungen von Lehramtsauf-
gaben auf die Uberzeugungen von Lehramtsstudierenden zur doppelten Diskontinuitit
behandelt. Auch diese Untersuchung erfolgte in einem Pre-Post-Test-Design. Es wurden
dabei insgesamt 48 Studierende aus dem Lehramt fiir Sekundarstufe IT untersucht. Diese
waren auf zwei Standorte aufgeteilt, wobei an einem Standort eine Treatment- und eine
Kontrollgruppe und am anderen Standort nur eine Treatmentgruppe gebildet wurde. Un-
tersucht wurden erneut Uberzeugungen zur Relevanz und Kohérenz von schulischem und
akademischem Fachwissen. Im Bezug auf die Relevanz konnten dhnliche Ergebnisse wie
bei EICHLER und ISAEV (2022) beobachtet werden. Bei der Kohérenz konnte zumindest
an einem Standort ein signifikanter Anstieg der Uberzeugungen in der Treatmentgruppe
festgestellt werden.

Auch WEBER et al. (2024) haben in einer aktuellen Studie die Auswirkungen von
Lehramtsaufgaben auf Uberzeugungen zur doppelten Diskontinuitit von Studierenden
des gymnasialen Lehramts untersucht. Es wurden dabei ebenfalls Lehramtsaufgaben in-
nerhalb einer klassischen Fachvorlesung im Ubungsbetrieb untergebracht. Die Studie folgt

dem Pre-Post-Test-Design und verwendet den von EICHLER und ISAEV (2022) und ISAEV
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et al. (2022) genutzten Fragebogen zur doppelten Diskontinuitat (ISAEV & EICHLER,
2022) mit den beiden Subskalen zur Kohérenz von schulischem und akademischem Fach-
wissen sowie zur Relevanz von Fachwissen fiir den Lehrberuf. Die Studierenden wurden
in eine Treatment- und eine Kontrollgruppe aufgeteilt. Dabei bildeten die Lehramtsstu-
dierenden die Treatmentgruppe und die restlichen Fachstudierenden die Kontrollgruppe.
Der Ubungsbetrieb wurde durch vier bis fiinf wochentliche Ubungsaufgaben umgesetzt,
wovon maximal eine fiir die Treatmentgruppe als Lehramtsaufgabe konzipiert wurde.
Zum ersten Messzeitpunkt nahmen 306 Studierende (225 Lehramt, 81 Fach), zum zwei-
ten Zeitpunkt 154 Studierende (111 Lehramt, 43 Fach) teil. Insgesamt ergaben sich
98 Langsschnittdaten (74 Lehramt, 24 Fach) die schlieflich zur Analyse herangezogen
wurden. Hinsichtlich der Kohédrenz trat bei den Faktoren Gruppe und Messzeitpunkt
kein Haupteffekt auf. Die Lehramts- und die Fachstudierenden schéatzten also die Ver-
bindung von schulischer und akademischer Mathematik nicht grundsétzlich verschieden
ein. Bei der Treatmentgruppe stieg die Uberzeugung zur Kohérenz jedoch im Verlauf
des Messzeitraums leicht an, bei der Kontrollgruppe sank sie hingegen leicht ab. Bei der
Relevanz zeigt sich ein Haupteffekt im Faktor Gruppe mit geringer Effektstiarke. Die
Kontrollgruppe schétzt die Relevanz von Fachwissen fiir den Lehrberuf héher ein. Es zeigt
sich zudem auch ein Interaktionseffekt zwischen den Faktoren Gruppe und Messzeitpunkt.
Dabei sinkt das Relevanzempfinden in der Kontrollgruppe von anfinglich deutlich hoher
als die Treatmentgruppe zum zweiten Zeitpunkt hin auf das iiber den Messzeitraum
stabile Empfindungsniveau der Treatmentgruppe. Es ist zum zweiten Messzeitpunkt
kein signifikanter Unterschied mehr zwischen den Lehramts- und den Fachstudierenden

messbar.

Es zeigt sich, dass Lehramtsaufgaben zwar einer negativen Verschirfung der Uber-
zeugung einer existenten doppelten Diskontinuitdt bei Lehramtsstudierenden vorbeugen
kann; eine Auflésung der Diskontinuitdtsstufen ist damit allerdings nicht zu erwarten.
Ebenso bleibt offen, inwiefern Lehramtsaufgaben zu einem hoheren schulbezogenen Fach-
wissen SCRK fiihren. Die Trickle-Down-Annahme, nach der héheres Fachwissen CK zu
héherem schulbezogenen Fachwissen SCRK fiihren soll, zeigt sich auch nicht verlésslich.
Insgesamt entsteht der Eindruck, dass die isolierte Behandlung von Fachwissen ohne
ganzheitliche Konzepte zu Wesensziigen der Mathematik nicht ausreichend fiir die Lehr-
amtsausbildung ist. Es ist insbesondere von Interesse, inwiefern die fachliche Ausbildung

von Lehramtsstudierenden diese zum mathematischen Denken und Arbeiten beféhigt.
Vor diesem Hintergrund ist in Kapitel 1 bereits die Bedeutung des (mathematischen)

Problemlésen angeklungen. Im nachfolgenden Abschnitt wird auf aktuelle Forschungs-

projekte zum Problemlésen im Kontext schulischer und universitéarer Lehre eingegangen.
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2.3. Problemlosen und mathematische Arbeitsweisen bei

Lernenden

Zum Problemldsen ist in der Mathematikdidaktik {iber die letzten Jahrzehnte ein brei-
tes Forschungsfeld entstanden. Hieraus haben sich einerseits theoretische Modelle zur
normativen Beschreibung von Problemldsesituationen und andererseits eine umfassende
Beforschung von Schulungs- und Interventionsméglichkeiten ergeben. Bei den theore-
tischen Modellen kann man allgemeine Modelle zur Beschreibung von Problemen und
Problemlosesituationen, die an die padagogische Psychologie angelehnt sind (POLYA,
1995; RoTT, 2013a; SCHOENFELD, 1992) und Taxonomien fiir konkrete schulische (BRU-
DER & COLLET, 2011; HOLZAPFEL et al., 2018; STILLER et al., 2021) sowie universitéire
(ScHWARZ, 2018) Problemldsestrategien unterscheiden. Eine Auswahl derartiger theore-
tischer Modelle wird im nachfolgenden Kapitel 3 genauer dargestellt. An dieser Stelle
sollen noch einige Ergebnisse der Untersuchung konkreter Problemlosestrategien bei

Lernenden — insbesondere Studierenden — beschrieben werden.

Neben der theoretischen Behandlung von Problemlosesituationen werden insbesondere
im schulischen Kontext diverse Moglichkeiten zur Unterstiitzung von Lernenden bei der
(eigenstiandigen) Losung von (mathematischen) Problemen entwickelt (z. B. GUNER und
Nur ERBAY, 2021; HEROLD-BLASIUS, 2021; ROTT, 2013b) sowie die explizite Nutzung
von Heurismen analysiert (z. B. CA0, 2024; RoTT, 2013a). Die Hochschuldidaktik liefert
insbesondere zur Behandlung der ersten Diskontinuitédtsstufe ebenfalls einen Anlass,
das mathematische Arbeiten und Problemldsen gerade in der Studieneingangsphase zu
unterstiitzen. Die oben bereits beschriebenen diesbeziiglichen Ansétze sind dabei meist aus
den theoretischen Modellen und damit aus der schuldidaktischen Problemloseforschung

motiviert.

Eine konkrete Betrachtung von Arbeitsweisen bei Studierenden liefert hingegen bspw.
STENZEL (2022). Hier miindet die qualitative Untersuchung in der Beobachtung von
sehr feingliedrigen und stark problemspezifischen Heurismen. Es konnte dabei eine
herausragende Bedeutung des Vorwissens fiir die erfolgreiche Bearbeitung mathematischer

Probleme identifiziert werden.

KIRSTEN (2021) wendet in ihrer Arbeit die Phasen des mathematischen Problem-
l6sens (POLYA, 1995; SCHOENFELD, 1992) auf Beweisprozesse von 24 untersuchten
Studierenden an. Es werden dabei fiinf Phasen der Beweisfithrung sichtbar: Verstehen,
Argumente identifizieren, Argumente strukturieren, Formulieren und Validieren. Es sind
die ersten vier Phasen aufeinander aufbauend zu beobachten, wohingegen das Validieren
prozessiibergreifend und parallel stattfindet. Insgesamt beschéftigen sich die untersuchten

Studierenden bei der Beweisfithrung tiberwiegend mit dem Verstehen der Problemsituati-
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on und dem Planen ihres Vorgehens. Diese kreative Betatigung nimmt bis zu zwei Drittel
des Prozesses ein.

Eine grundsétzliche Untersuchung von Problemlésekompetenzen von (Lehramts-) Stu-
dierenden im héheren Semester bzw. am Ende ihrer universitdren Ausbildung und damit
eine Kontrolle der entsprechenden fachlichen wie fachdidaktischen Ausbildung findet nur
selten statt (z. B. D. ZAzKIS et al., 2015). Lediglich im Kontext der Lehr-Lern-Forschung
bspw. bei der Betrachtung von Expertise von Lehrkréften kann von einer tatséchlichen
Uberpriifung der Vermittlung von Problemlésekompetenz die Rede sein (z. B. BESSER
et al., 2015; CAO, 2024). Hier ist jedoch anzumerken, dass eine solche Betrachtung
eher den Blick auf diejenigen Kompetenzen wirft, die im konkreten Lehrberuf erworben
werden, als auf solche, die in der universitdren Ausbildung vermittelt worden sind.

Bevor nun auf Grundlage dieser Erkenntnisse die Forschungsfragen fiir die vorliegende
Studie in Abschnitt 3.3 formuliert werden, wird im nachfolgenden Kapitel 3 der fiir die

Mathematik so zentrale Begriff des Problemlésens ausfithrlich beschrieben.
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3. Theoretischer Rahmen

Der Forschungsgegenstand der vorliegenden Arbeit sind Arbeitsweisen von Lehramtsstu-
dierenden. Hier ist sofort eine Ndhe zum Problemlésen bzw. genauer gesagt zu Problemlo-
sestrategien erkennbar. Dabei sind Arbeitsweisen weiter gefasst als Problemlosestrategien.
Diese setzen rein technisch ein Problem voraus, welches von der problemlésenden Person
behandelt wird. Hier ist nun der Unterschied zwischen Arbeitsweisen und Problemlose-
strategien ersichtlich. Der Begriff eines Problems ist in der pddagogischen Psychologie
klar definiert — entsprechende Charakterisierungen werden im nachfolgenden Abschnitt
3.1 gegeben — und eine Problemldsestrategie ist dann eine Handlung der problemlésenden
Person zur Auflésung der Problematik. FEine Arbeitsweise kann allgemeiner als eine
Handlung einer Person zur Bearbeitung von beliebigen Aufgabenstellungen verstanden
werden. So gesehen sind dann Problemlosestrategien spezielle Arbeitsweisen, denn nicht
jede Aufgabe ist auch direkt ein Problem im Sinne der psychologischen Definition.

Die vorliegende Arbeit hat nicht zum Ziel, eine eigene Theorie zum Problemlosen
aufzustellen oder die Theorien zum Problemlésen zu einer Theorie der Arbeitsweisen
zu erweitern. Vielmehr sollen bestehende Theorien zum Problemldsen im universitdren
Kontext kontrolliert werden. Zudem soll mit ihnen stattdessen die fachliche Ausbildung
von Studierenden des gymnasialen Lehramts im Fach Mathematik auf Relevanz und Effek-
tivitdt untersucht werden. Es stellt sich mitunter die Frage, inwiefern die entsprechenden
Studierenden zu Problemloser*innen ausgebildet werden.

Dazu werden zunéchst die verwendeten Begrifflichkeiten sowie die entsprechende Ein-
ordnung in der padagogischen Psychologie geklart. Anschliefsend sollen einige theoretische
Modelle zum Problemlosen und zu Problemldsestrategien vorgestellt werden. Dabei stellen
sich unterschiedliche Anforderungen an Situationen heraus, in denen Problemstellungen
angesiedelt werden konnen. Abschlieffend werden einige Lehr-Lern-Modelle vorgestellt,

die genau diesen Anforderungen begegnen kénnen.

3.1. Problemlosen als mathematische Kernkompetenz

Das Problemlosen wird im Fachprofil der Mathematik des bayerischen Lehrplans fiir
Gymnasien als zentraler Bestandteil der Mathematik betitelt (ISB, n.d. b; KMK,
2012). Namentlich wird das Problemlosen aus den von WINTER (1996) formulierten
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Grunderfahrungen des Mathematikunterrichts zitiert: ,Der Mathematikunterricht sollte
anstreben, |[...| in der Auseinandersetzung mit Aufgaben Problemlosefahigkeiten, die
tiber die Mathematik hinaus gehen, (heuristische Féahigkeiten) zu erwerben.* (WINTER,
1996, S. 35) Auch im Kompetenzstrukturmodell taucht das Problemlosen als eigene
Kernkompetenz des Mathematikunterrichts auf (ISB, n.d. b; KMK, 2012). Aber auch
fir die Mathematik als gesamte Disziplin ist das Losen von Problemen ein zentraler,
wenn nicht sogar der zentrale Bestandteil. STEWART (1990) beschreibt dies humoristisch
in einem fiktiven Interview zwischen einem Moderator als Mathematik-Laien und einem
Mathematiker:

»[Moderator]|: [...] Was ist die Hauptsache, um die es in der Mathematik geht?
Mathematiker: Probleme zu 16sen.” (S. 13)

Es werden zunéchst die verwendeten Begriffe rund um Probleme und das Problemldsen
geklart. Dazu werden insbesondere géngige Definitionen und Charakterisierungen der pad-
agogischen Psychologie aufgefiihrt, bevor einige theoretische Modelle zum Problemldsen
aus der Didaktik der Mathematik vorgestellt werden.

Problemlésen in der padagogischen Psychologie

Der Begriff des Problemlosens ist implizit bereits Anfang des 20. Jahrhunderts in der
Psychologie thematisiert worden. Als Beispiel dafiir stehen insbesondere die Studien
zum produktiven Denken von WERTHEIMER (1920, 1945) und die Experimente mit
Schimpansen von KOHLER (1921) zum Thema des Lernens mit Einsicht. Der Begriff des
Problems ist spater bspw. von DUNCKER (1935) definiert:

,Ein ,Problem‘ entsteht z. B. dann, wenn ein Lebewesen ein Ziel hat und nicht
;weils, wie es dieses Ziel erreichen soll. Wo immer der gegebene Zustand sich
nicht durch blofes Handeln (Ausfiihren selbstversténdlicher Operationen)
in den erstrebten Zustand tiberfithren ldsst, wird das Denken auf den Plan

gerufen. Thm liegt es ob, ein vermittelndes Handeln allererst zu konzipieren.“

(S. 1)

Es lasst sich bereits in dieser Definition der wesentliche Unterschied zu einer
(Routine-) Aufgabe erkennen, die durch einfache Anwendung bekannter Mechanismen zu
16sen ist. In den Folgejahren der von WERTHEIMER gepréagten sogenannten Gestaltpsy-
chologie musste jedoch im Hinblick auf ein umfangreiches Verstédndnis von Denkprozessen
eine Verzogerung hingenommen werden. Die Gestaltpsychologie wirft insbesondere ein
Auge auf intrapersonelle Vorgéinge und pflegt einen interpretativen Ansatz. Sie wird in
der Folge durch das Aufkommen des Behaviorismus abgelost. Dieser ist rein objektiv

als Zweig der Naturwissenschaften zu sehen. Darin ist nahezu keine Introperspektive

24



3.1. Problemlosen als mathematische Kernkompetenz

vorgesehen. Im Bezug auf lerntheoretische Erkenntnisse konnten behavioristische Ansétze
deutliche Fortschritte verzeichnen. Fiir das Verstdndnis zum Problemlosen blieb dieser
Erfolg jedoch aus (GRUBER et al., 2015). Ende der 1950er Jahre gab es einen erneuten
Wechsel in der Psychologie: Der Behaviorismus wurde durch eine kognitive Psychologie
abgelost. Es ist heute auch von der sogenannten kognitiven Wende in der Psychologie
die Rede. Die kognitive Psychologie greift Ansétze der Gestaltpsychologie wieder auf
und baut insbesondere auf dem Konzept auf, dass Denken als algorithmischer Prozess
verstanden werden kann, der stark an eine informationstechnologische Umsetzung
angelehnt ist. BARTLETT (1958) beschreibt Denken bspw. als Prozess, bei dem es darum
geht, Liicken systematisch zu fiillen. Je nach der Art der Liicke unterscheidet er zwei
Vorgehensweisen, wie diese Liicken gefiillt werden: Interpolation und Extrapolation.
Bei der Interpolation wird eine Liicke zwischen zwei bekannten Zustéanden geschlossen,
wohingegen bei der Extrapolation von einem bekannten Zustand ausgehend explorativ in
neue Bereiche vorgedrungen wird. Es wird eine Sicht auf den Denkprozess ersichtlich, die
sich stark an der aufkommenden Entwicklung von computergestiitzten Rechensystemen
und entsprechenden informationstechnologischen Theorien zur Arbeitsweise von logischen
Automaten orientiert. Auch in SIMONs Behavioral model of rational choice (1955) nimmt
der Denkprozess eindeutig algorithmische Ziige an. Weiter beschreiben MILLER et al.
(1960), dass Verhalten planbar ist und gewissen Strategien folgt. Zudem kann und sollte
standig die Funktionalitéit des Vorgehens kontrolliert werden. Ahnlich wie DUNCKER
definiert KLix (1971) ein Problem tiber drei Merkmale: Anfangszustand, Zielzustand
und das nicht unmittelbare Gelingen einer Uberfithrung des Anfangs- in den Zielzustand.
Hier werden eindeutig Gedanken der Gestaltpsychologie wieder aufgegriffen und durch
insbesondere handlungsorientierte Formulierungen ergéanzt. Die vielfaltigen Theorien
zum Denkprozess und zur Lésung von Problemsituationen gipfeln 1972 in der populdren
Darstellung einer Problemldsetheorie von NEWELL und SIMON mit dem Titel Human
problem solving. Spétestens ab hier lasst sich ein Wechsel im Fokus der Theorien zum
Problemlosen erkennen. Die bisherigen Analysen von Aufgabenbearbeitungen sind zwar
umfangreich und zahlreich geschehen und haben fiir vielfaltige theoretische Modelle
gesorgt. Dennoch ist die Aussagekraft dieser Theorien nur begrenzt (GRUBER et al.,
2015). Erst unter Mitbetrachtung des theoretischen Begriffs von Wissen lasst sich
Problemlosen wirklich untersuchen. Betrachtet man beispielhaft Expert*innen eines
Fachgebiets, so zeichnen sich diese eben nicht ausschlieflich durch ein ausgeprigtes
Talent oder Begabung, ein hohes Fachwissen oder umfangreiche methodische Ansétze
aus. Vielmehr verkorpern Expert*innen eine moglichst hohe Auspriagung in all diesen
Faktoren. Insbesondere erscheint das Problemlosen also nicht ohne Betrachtung von
(Fach-)Wissen versténdlich zu sein. BOURNE et al. (1971) beschreiben hier bereits vier

Merkmale fiir problemlésendes Denken:
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¢ Wissen
Hier ist im Allgemeinen Faktenwissen oder heutzutage auch oftmals deklaratives

Wissen gemeint.

e Fihigkeiten
Diese sind heute grofitenteils unter dem Begriff des prozeduralen Wissens zusam-

mengefasst.

e Absichten

Hier ist insbesondere das Vorhandensein eines Ziels ausschlaggebend.

e Leistung

Es ist dabei eine kognitive Anstrengung zur Erreichung des Ziels gemeint.

Neben den Punkten eines Zielzustandes und einer Liicke zwischen derzeitigem Zustand
und diesem Zielzustand, die durch eine kognitiv anspruchsvolle Leistung iiberbriickt
werden muss, ist hier auch der intrapersonelle Faktor des (Vor-)Wissens mitberticksichtigt.
Dadurch wird die Subjektivitét einer Problemsituation betont. Auch DORNER (1976)
formuliert eine Definition eines Problems derart, dass die Abhingigkeit der Beschaffenheit

des Problems unmittelbar vom Individuum abhéangt:

»Ein Individuum steht einem Problem gegeniiber, wenn es sich in einem
inneren oder dufseren Zustand befindet, den es aus irgendwelchen Griinden
nicht fiir wiinschenswert hélt, aber im Moment nicht iiber die Mittel verfiigt,
um den unerwiinschten Zustand in den erwiinschten Zustand zu iiberfithren.“

(S. 640)

Diese Definition fiihrt bei DORNER zu einer zweidimensionalen Klassifikation von Pro-
blemsituationen, die sich anhand der Liicke unterscheiden, die zu iiberbriicken ist. Es
wird zwischen dem Bekanntheitsgrad der Mittel und der Klarheit der Zielkriterien unter-
schieden. Ist ein Problem durch bekannte Mittel und bekannte Zielsetzung vorgegeben, so
gibt DORNER die Interpolation analog zu BARTLETT (1958) als Uberbriickungsstrategie
an. Bei unbekannten Mitteln ist hingegen eine Synthese notwendig. Hierbei wird der
Einsatz kreativer Losungsansitze verlangt, die moglicherweise nicht direkt gelingen
miissen. Bei unbekannter Zielsetzung ist ein dialektischer Prozess notwendig, der zu
einer Ausschirfung und Verbesserung der Zielsetzung fithren soll. Ahnlich dufiert sich

die Definition von LUER und SPADA (1990):

»fin Problem liegt dann vor, wenn ein Subjekt an der Aufgabenumwelt Eigen-

schaften wahrgenommen hat, sie in einem Problemraum intern reprasentiert
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und dabei erkennt, dass dieses innere Abbild eine oder mehrere unbefriedigen-
de Liicken enthélt. Der Problemloser erlebt eine Barriere, die sich zwischen
dem ihm bekannten Istzustand und dem angestrebten Ziel befindet.” (S. 256)

Auch nach dieser Definition lassen sich Probleme klassifizieren:

e Liicke bei der Abbildung von Istzustand oder Ziel
Entspricht den dialektischen Problemen bei DORNER. Der Istzustand oder das Ziel
miissen sprachlich besser umrissen und damit konkreter herausgearbeitet werden.

Danach kann erst eine konkrete Problembewiéltigung geschehen.

e Liicke bei der Abbildung allgemeiner Problemzustinde
Hier sind Schwierigkeiten bei der Vernetzung von (Sach-)Gegenstianden des Pro-
blems gemeint. Hierzu zahlen insbesondere relationale Probleme des analogen

Schliefsens wie sie bspw. beim Dreisatz der Prozentrechnung auftreten.

e Liicke bei der Abbildung von Operatoren, also den Mitteln zur Uber-
briickung von Liicken
Gemals DORNER sind das gerade Syntheseprobleme, aber es sind auch Transforma-

tionsprobleme gemeint, bei denen die Ausfiihrung der Operatoren schwerfallt.

e Liicke bei der Abbildung von Wissen im Gedéachtnis
Es zahlen hierzu insbesondere die Beschreibungen von komplexen Problemen, die
sich auf eine moderne Sichtweise der Psychologie anhand von Wissensaufbau,
Wissensorganisation und Wissensverwendung beruft. Hier wird die Betonung der

Verwandtschaft von Wissen und Problemldsen deutlich.

Gerade letzteres, also eine Liicke bei der Abbildung von Wissen im Gedéachtnis kann auch
als Oberklasse der vorigen drei Punkte verstanden werden. Es ist ndmlich bspw. auch
eine Liicke bei der Abbildung eines Zustandes auf fehlendes Wissen zuriickzufithren und
damit als komplexes Problem zu sehen. Die Taxonomien von DORNER sowie LUER und
SPADA sind demnach eher als Klassifikationen einfacher Probleme zu verstehen und das
tatséchliche Problemldsen ist weiter zu denken (FUNKE, 2003). In einer Arbeitsdefinition
zur Behandlung von Problemsituationen gibt FUNKE (2003) problemlosendes Denken

wie folgt an:

,Problemlésendes Denken erfolgt, um Liicken in einem Handlungsplan zu
filllen, der nicht routineméfig eingesetzt werden kann. Dazu wird eine gedank-
liche Représentation erstellt, die den Weg vom Ausgangs- zum Zielzustand
tiberbriickt.“ (S. 25)
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Es sind zwei Aspekte hervorzuheben: Eine funktionale Sichtweise, wozu Problemlosen
iiberhaupt verwendet wird und ein handlungstheoretisches Konzept, das Problemlésen
als planvolles Vorgehen sieht. Bereits 1990 gibt FUNKE zudem eine Taxonomie komplexer

Szenarien an, wobei er Problemsituationen anhand der folgenden Merkmale klassifiziert:

e Personenmerkmale

Beispielsweise Intelligenz, Motivation oder Personlichkeit.

e Situationsmerkmale

Beispielsweise die Transparenz der Anforderungen oder die Art der Zielvorgabe.

e Aufgabenmerkmale
Hier wird weiter in formale und inhaltliche Aspekte unterschieden. Formale Aspekte
meint bspw. Zeitverzogerungen oder auch die Eigendynamik von Problemen. Unter
inhaltlichen Aspekten sind bspw. semantische Charakteristiken und die Verwendung

von Fachsprache, aber auch fachliche Anforderungen gemeint.

Auch zu diesem System gibt es allerdings Kritik. Beispielsweise merkt STROHSCHNEIDER
(in WAGENER, 2001) an, dass derartige Faktoren fiir Schwierigkeit weder in der Relevanz
eindeutig noch objektiv formuliert sind.

Als Vorbereitung auf einen idealen Problemléseprozess, wie er spéter nach POLYA
skizziert wird, ist an dieser Stelle noch die Beschreibung von Expert*innen im Problem-
l16sen geméf GRUBER und STAMOULI (2015) aufgefiihrt. Sie schreiben entsprechenden

Expert*innen drei grundlegende Fahigkeiten zu:

e Fiahigkeit zur Verdnderung der mentalen Reprisentation von Problemen
Diese Fahigkeit ist in Teilen mit einer hohen Kompetenz des (mathematischen) Mo-
dellierens vergleichbar. Allgemein zeigt sich hier jedoch prinzipiell die M&glichkeit

zum abstrakten Denken innerhalb stark vernetzter Schemata.

e Fihigkeit zur Veranderung der Analyseebene
Diese Fahigkeit lasst sich vermutlich mit einer hohen Flexibilitdt hinsichtlich
Abstraktions- und Reduktionsvermogen und der Fahigkeit zur Einschrankung oder
Gewiéhrleistung einer Allgemeingiiltigkeit sowie der Moglichkeit zur Betrachtung

von Beispielen und Spezialféllen beschreiben.

e Fihigkeit zum Wechsel der Verarbeitungsstrategien
Hierunter fallt augenscheinlich das Vorhandensein sowie die Bereitschaft zum
Einsatz von moglichst vielen (inner- und aufermathematischen) Ansétzen der

konkreten Problembehandlung.
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Im Folgenden wird das Problemlésen aus mathematischer Sicht und insbesondere im
Sinne der Didaktik der Mathematik beschrieben. Die dortige Darstellung entspringt
mafsgeblich den eben beschriebenen vielfdltigen Definitionen der pddagogischen Psy-
chologie. Wenngleich Problemlésen als Phinomen beschrieben werden kann, das in
allgemeinen Lebenssituationen zum Tragen kommt und damit insbesondere in diversen
Wissenschaften und handwerklichen Disziplinen als zentraler Aspekt zu sehen ist, nimmt
das Problemlésen in der Mathematik eine herausragende Stellung ein und ist in den
vergangenen Jahren einer intensiven wissenschaftlichen Untersuchung ausgesetzt. Die
Néhe der didaktischen Stromungen zu den kognitionspsychologischen Erkenntnissen ist
schon in der Beschreibung des mathematischen Problemlésens von POLYA (2004; in der
Erstausgabe von 1945) ersichtlich. Ausgehend davon wird zu einer Arbeitsdefinition des

Begriffs Arbeitsweise in Abgrenzung zur Problemlosestrategie iibergegangen.

ProblemlGseprozess nach POLya

Auch POLYA unterscheidet zwischen Routineaufgaben und Aufgaben, die durch eine
nicht triviale Barriere zwischen Anfangs- und Zielzustand gekennzeichnet sind. Um diese
Barriere zu iiberwinden, sieht POLYA (1995, 2004) vier Schritte vor, die im Folgenden

beschrieben sind.

e Das Problem verstehen

Fiir die Losung eines Problems ist es essentiell das Problem in seiner Génze
iiberhaupt zu verstehen. Was ist das Ziel? Warum stellt sich dieses Problem?
An welcher Stelle befinde ich mich im Bezug zum Ziel? Das sind alles Fragen,
die zum Versténdnis der Problemsituation beitragen kénnen. POLYA schlégt hier
auch direkt Strategien vor, die zur konkreten Umsetzung genutzt werden kénnen.
Insbesondere betont er die Moglichkeit, die Problemstellung zu skizzieren und in
der Problemskizze bekannte und unbekannte Komponenten zu identifizieren. Vor
allem die sprachliche Klarung der Problemstellung und das Vertraut machen mit
der entsprechenden Fachsprache stellt oftmals einen guten ersten Ansatzpunkt dar.
Auch die eigenstandige (sinnvolle) Benennung unbekannter Teile eines Problems
konnen hilfreich sein. Man erkennt eine Ndhe zu Schritten der Synthese analog zu
DORNER.

¢ Einen Plan aufstellen
Hierbei werden moglichst alle Schritte und deren Reihenfolge festgelegt, die not-
wendig sind, um die Barriere zu {iberwinden und zum Zielzustand gelangen zu
konnen. Ein Plan kann und muss aber nicht unbedingt direkt komplett korrekt oder

umsetzbar sein. Hier ist moglicherweise eine Art zirkulérer Ansatz im Vorgehen
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zu erkennen, denn bei der Umsetzung eines Plans im néchsten Schritt ergeben
sich ggf. Schwierigkeiten, die zu einer Plan&dnderung fiihren kénnen. POLYA betont
zudem, dass der Schritt vom Verstédndnis eines Problems hin zu einem Plan der
Durchfiihrung in den meisten Fallen den Hauptteil der gesamten Problemlésung
darstellt. Das Aufstellen eines Plans ist oftmals stark von vorigen Erfahrungen
gepragt. Nur in seltenen Féllen ist mit einer Eingebung zu rechnen. Hier kénnen
Fragen nach dhnlichen bereits gelosten Problemen fruchtbar sein. Sind keine der-
artigen Vorkenntnisse vorhanden oder anwendbar, dann ist die Problemstellung
genauer zu analysieren: Lisst sich das Problem in der Darstellung &ndern? Lésst
sich das Problem auf einzelne Teilprobleme aufteilen? Welche Teile des Problems
sind weniger unbekannt als andere? Was lasst sich aus diesen bereits ableiten? Man
sieht an diesen moglichen Fragestellungen, dass dieser Schritt ein stark transfor-
mativer Prozess sein kann, der einerseits durch Vorwissen, aber eben auch durch

Kreativitat und Flexibilitat beeinflusst ist.

e Den Plan durchfiihren
Die Durchfiihrung eines bereits aufgestellten Plans mag auf den ersten Blick einfach
erscheinen und sicher sind hier bereits grofse Teile der strukturellen Problemlésung
getan. Dennoch ist bei diesem Schritt auf eine saubere Arbeitsweise zu achten.
Insbesondere das Behalten eines Uberblicks und eine Kontrolle der tatséichlichen
Anwendbarkeit der einzelnen Schritte ist entscheidend. Auch eine schrittweise

Begriindung des Vorgehens ist in diesem Prozess anzugeben.

e Auf das Vorgehen zuriickblicken
Ist ein Plan erfolgreich durchgefiihrt, so erscheint ein Problem zunéchst gelost
und damit der Arbeitsprozess beendet. Auch POLYA merkt an, dass selbst starke
Lernende in den meisten Féllen nach einer Plandurchfithrung ein Problem als nicht
weiter der Betrachtung wert erachten. Er meint, dass dadurch ein sehr wichtiger
Prozess gerade im Hinblick auf ein tieferes Verstédndnis der Problemstellung an
sich, aber auch im Hinblick auf zukiinftige Problemstellungen verloren geht. Es
soll hier eine Vernetzung mit weiterfiihrenden Problemen oder bereits bekannten
Teilgebieten stattfinden. Hier lieflen sich insbesondere Kompetenzen bilden, die
BAUER und HEFENDEHL-HEBEKER (2019) in ihrem Literacy-Modell unter der

Reflexive Literacy-Stufe einordnen wiirden.

In der vorliegenden Arbeit wird der Begriff eines Problems geméfs POLYA und in An-
lehnung an die kognitionspsychologischen Definitionen als Situation verstanden, die aus
einem (unerwiinschten) Anfangszustand, einem (erwiinschten) Zielzustand und einer

nicht unmittelbar iiberbriickbaren Liicke zwischen jenem Anfangs- und Zielzustand
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besteht. Der Prozess, bei dem vom Anfangs- in den Zielzustand iibergegangen wird,
wird dann Problemlésen genannt und als planvolles Vorgehen gesehen. Die in diesem
Prozess verwendeten Mittel nennt man Problemldsestrategien. Eine Routineaufgabe —
oftmals auch einfach Aufgabe genannt — ist dann eine Situation bestehend aus einem
Anfangszustand und einem Zielzustand, wobei der Ubergang von Anfangs- zum Ziel-
zustand auch durch einfache Anwendung bekannter Verfahren ohne grofiere kognitive
Leistung moglich sein kann. Als Arbeitsdefinition werden Arbeitsweisen dann zudem als
Handlungen eines Individuums verstanden, die zur Bearbeitung einer Aufgabe oder eines
Problems vollzogen werden. Weiter miissen Arbeitsweisen nicht geplant oder bewusst

durchgefiihrt sein.

In der Mathematik sind in den letzten Jahren mehrere theoretische Klassifikationen
von ProblemlGsestrategien entstanden, die grofitenteils darauf abzielen, eine systemati-
sche Vermittlung dieser fiir mathematische (Lern-)Prozesse so wichtigen Konzepte zu
fordern, aber auch deren Anwendung bei Lernenden besser untersuchen zu kénnen. Die
besondere Bedeutung von Problemlosestrategien fiir die Mathematik zeigt sich darin,
dass die Mathematik eine beweisende Disziplin ist. Das heifst nicht nur im Lernprozess
oder im alltdglichen Leben lassen sich mathematische ProblemlGsestrategien anwenden,
erkennen oder entdecken, sondern die logische Struktur der Mathematik als eigensténdige
Disziplin liefert implizite Beweistechniken, die als Problemlosestrategien verstanden
werden konnen. Im weiteren Verlauf werden zunéchst drei jiingere Klassifizierungen von
Problemlosestrategien in der Mathematik vorgestellt, bevor abschliefend einige Kriterien
fiir gute Probleme in der Mathematik — im weiteren Verlauf Problemldseaufgaben genannt

— formuliert werden.

Problemlosestrategien nach BRUDER und BAUER (ehem. COLLET)

BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) (2011) gehen von der kognitionspsychologischen
Definition des Problemldsens nach Hussy (1984) aus, die sich in die bereits vorgestellten
Definitionen einreiht und von einem Anfangs- und einem Zielzustand sowie dem Ubergang
von ersteren in zweiteren spricht. Sie betonen hier ebenfalls die fiir die Mathematik so
entscheidende Tatsache, dass ein mathematisches Problem — und damit analog mathe-
matisches Problemldsen — eine kognitive Anstrengung beim Ubergang vom Anfangs-
in den Zielzustand erfordert. Sie sprechen also von einer Anforderungssituation, ,die
subjektiv als (kognitiv) schwierig erlebt wird.“ (BRUDER & COLLET, 2011, S. 11) In ihren
weiteren Ausfiihrungen zu Heurismen und ihrem Fokus auf das Thema des Lernens von
Problemldsen beziehen sie sich mafsgeblich auf Merkmale, die bei erfolgreichen Problem-

l6ser*innen zu beobachten sind. Hier greifen sie auf eine Weiterentwicklung derartiger
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Merkmale von HASDORF (1976) durch BRUDER (2000) zuriick. Demnach sind erfolgreiche

Problemloser*innen insbesondere durch die folgenden Fahigkeiten gekennzeichnet:

¢ Reduktion
Hierbei wird ein Problem meist in einer abstrahierenden Weise auf wesentliche
Bestandteile heruntergebrochen. Dazu sind auch oftmals Visualisierungen und

andere Hilfsmittel zur Strukturierung des Problems heranzuziehen.

e Reversibilitét
Hierunter sind Vorgénge zu verstehen, bei denen Gedankengénge umgekehrt oder
Losungswege in umgekehrter Reihenfolge gedacht werden. Es handelt sich dabei
um weniger intuitive Ansétze, die eine hohe Flexibilitdt und ein grofseres Maf an

hypothetischem Denken erfordern.

¢ Aspektbeachtung
Es ist die Fahigkeit gemeint, nicht nur einzelne, sondern direkt mehrere Aspekte
eines Problems zu betrachten bzw. diese zunéchst zu erkennen und dann in den
Lésungsprozess mit einzubeziehen. Es wird dadurch die gesamte Struktur des Pro-
blems besser verstanden und die Abhéngigkeiten der einzelnen Teile eines Problems
konnen identifiziert und untereinander aufgelost werden. Dieses Miteinbeziehen
unterschiedlicher Aspekte und Sichtweisen verhindert mitunter die Gefahr, an
einem einzelnen Ansatz zu scheitern und damit den gesamten Lésungsprozess zu

blockieren.

e Aspektwechsel
Bei einem Aspektwechsel wird im einfachsten Fall die Darstellungsform des Pro-
blems gewechselt. Dadurch sollen neue Losungsansétze generiert werden und insge-
samt das Verstandnis iiber die Natur des Problems erweitert werden. Es sind hier
jedoch auch weiterfithrende Prozesse gemeint. Beispielsweise liefen sich Anfangs-
oder Zielzustand geschickt verdndern, wodurch Abgrenzungs- oder Spezialfille

sichtbar werden, die die Problematik veranschaulichen kénnen.

e Transferierung
Hierunter fallen Ansétze, bei denen bereits bekannte Verfahren iibertragen oder neu
kombiniert werden. Dazu ist es vor allem notwendig, die Struktur eines Problems
klar zu erkennen. (S. 33)

Zusammenfassend zeichnen sich gute Problemloser*innen also durch ein umfangreiches
Vorwissen, aber insbesondere auch einen flexiblen und kreativen Umgang mit selbigem

aus. BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) sprechen von einer ,geistigen Beweglichkeit*
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(2011, S. 11), was sich mit der neueren psychologischen Sichtweise deckt, dass Wissen
und Problemlésen zusammen zu denken sind.

BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) beschreiben anschliefend eine Unterteilung von
Heurismen, wobei Heurismen oder heuristische Verfahren in diesem Kontext gerade die
Problemlosestrategien sind. POLYA (1995) beschreibt die Heuristik als wissenschaftliche
Disziplin wie folgt:

,Die Heuristik beschéaftigt sich mit dem Ldsen von Aufgaben. Zu ihren spe-
zifischen Zielen gehort es, in allgemeiner Formulierung die Griinde heraus-
zustellen fir die Auswahl derjenigen Momente bei einem Problem, deren

Untersuchung uns bei der Auffindung der Losung helfen konnten.“ (S. 5)

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit sind Heurismen und Problemlosestrategien gleichbe-
deutend zu verstehen.

Bei der Klassifizierung von Heurismen stellen BRUDER und BAUER (ehem. COLLET)
allgemein Heurismen vor, die sowohl bei der Bearbeitung von schweren Aufgaben im
Mathematikunterricht hilfreich sind, als auch eine alltdgliche Bedeutung haben kénnen.
Prinzipiell merken sie allerdings an, dass Heurismen insbesondere im Bereich der Be-
gabtenférderung und in Situationen von Wettbewerben zu bestimmen sind, da sie dort
vermehrt beobachtet werden konnen und derartige mathematische Heurismen durch eine
Generalisierung auch auf leichtere Problemsituationen anwendbar sind (2011, S. 36).

BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) unterscheiden nach heuristischen Hilfsmitteln,
heuristischen Strategien und heuristischen Prinzipien und differenzieren diese weiter
konkret aus. Diese Unterteilung von Heurismen lésst sich durch eine Lokalitét des
jeweiligen Heurismus beschreiben. Heuristische Hilfsmittel sind dabei jene Heurismen, die
unmittelbar in einem Schritt der Problemlésung Anwendung finden kénnen. Heuristische
Strategien und Prinzipien sind hingegen Heurismen, die ein globaleres Vorgehen fiir den
gesamten ProblemlGseprozess oder eine Teilmenge von Losungsschritten vorgeben.

Zu den heuristischen Hilfsmitteln zdhlen BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) insbe-
sondere solche Heurismen, die fiir sich gesehen keine eigenstdndigen Losungsstrategien
sind. Einzeln angewendet werden diese Heurismen kein Problem 16sen kénnen. Vielmehr
sind sie Hilfsmittel — daher die Namensgebung — um ein Problem besser zu verstehen,
eine Struktur vorzugeben oder das Problem zu visualisieren bzw. zu reduzieren. Auch
nach der Problembewéltigung konnen heuristische Hilfsmittel fiir reflexive Betrachtungen
oder dokumentarische Verfahren herangezogen werden. BRUDER und BAUER (ehem.
CoOLLET) (2011) fiihren die folgenden Heurismen als heuristische Hilfsmittel auf:

e Informative Figuren

Darunter fallen Visualisierungen, die versuchen, das Problem in seiner Struktur
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darzustellen. Es sollen dabei die Beziehungen der einzelnen Aspekte eines Problems
und moglichst viele zusétzliche Informationen abgebildet werden. Oftmals geschieht
dies im Sinne einer Abstraktion. Informative Figuren (oder auch Skizzen) dienen
grundsétzlich dazu, eine Problemsituation zu strukturieren und daraus mdogliche
Losungsanséatze abzuleiten. Das Anfertigen von passenden Skizzen und generell von
fruchtbaren informativen Figuren ist hier jedoch selbst auch als Prozess zu sehen,
der von einem tieferen Versténdnis der Problemstellung und seinen impliziten
Relationen abhéngt. Zuséatzlich kénnen sinnvolle informative Figuren meistens
nur mit einem generellen Versténdnis der relevanten Sachgegensténde iiberhaupt

korrekt dargestellt werden.

Tabellen

In Tabellen werden meistens gegebene (numerische) Informationen direkt abgebildet
und zusammengetragen. Sie stellen also zunédchst ein Datenblatt mit Werten dar, die
eine Problemstellung mit sich bringt. In einer bewussten Anwendung bieten sie die
Moglichkeit, Probleme zu strukturieren und ggf. sogar zu reduzieren. Zudem lasst
sich mit ihnen eine Ubersicht moglicher Losungsansitze generieren oder festhalten.
Weiter sind sie neben informativen Figuren eine Moglichkeit, Muster eines Problems
offen zu legen und daran grundsétzlich mogliche Losungsansétze zu entdecken. Im
Gegensatz zu informativen Figuren benétigen sie zur Erstellung weniger Vorwissen.
Dennoch ist eine gewisse Erfahrung im Umgang mit Datenbléttern, aber auch
ein teilweises Versténdnis fiir die Struktur der Problematik hilfreich, da die oben
angesprochenen Muster nicht in jeder tabellarischen Darstellung ersichtlich werden
miissen. Ein geschickter, flexibler und kreativer Umgang mit Darstellungsformen
ist hier hilfreich. Als spezielle Muster, die von Tabellen aufgedeckt werden kénnen,
sind bspw. Inter- und Extrapolationsphénomene zu nennen. Es lassen sich auch

oftmals invariante Merkmale in den Daten erkennen.

Wissensspeicher

Unter Wissensspeicher sind vielfaltige Sammlungen von Wissen gemeint. Dazu
zéhlen Sammlungen von Faktenwissen oder auch géngige Formelsammlungen, aber
eben auch Sammlungen, in denen Losungsanséatze und heuristische Verfahren mit
Beispielen und Anwendungsfeldern zusammengetragen sind. Fiir die alltégliche
Problembewiltigung ist heutzutage oftmals entscheidender, dass der Zugriff auf
derartige Wissensspeicher schnell und treffsicher geschieht, als dass das entspre-
chend abgebildete Wissen unmittelbar verfiigbar ist. In einem probleml&seorien-
tierten Denkprozess ist auswendiggelerntes und unmittelbar verfiigbar gehaltenes
(Fakten-)Wissen sogar moglicherweise hinderlich, wie es bspw. die Cognitive-Load-

Theorie aus der Psychologie anschaulich beschreibt. Dennoch ist anzumerken, dass
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die Wissensspeicher, bzw. das in ihnen festgehaltene Wissen nicht losgelost vom
Individuum und dessen eigenen Wissen gesehen werden sollte. Der Zugriff auf
Wissensspeicher kann nur dann fruchtbar fiir den ProblemlGseprozess sein, wenn
das darin enthaltene Wissen vom Individuum auch anwendbar ist. Dazu muss das
Individuum mit dem entsprechenden Wissen vertraut sein. Der Umgang mit Wis-
sensspeichern ist also im Vorfeld zu {iben und im Idealfall werden Wissensspeicher

selbststéandig angelegt.

Losungsgraphen

Diese dienen der strukturellen Darstellung des Vorgehens. Im Unterschied zu
informativen Figuren bilden sie das Vorgehen bei der Problembearbeitung ab
und nicht das Problem an sich. Dennoch wird anhand ihnen auch die Struktur
des Problems erkundet. Grundlegende Formen von Losungsgraphen behandeln
vor allem die Klarung von Anfangs- und Zielzustand — fiir den Fall, dass diese
iiberhaupt klar feststellbar sind. Gerade in der Mathematik und spezieller bei
dortigen Beweisaufgaben stellen Losungsgraphen eine gute Moglichkeit dar, um

die Struktur der Beweisfithrung zu erkunden, auszuloten und festzulegen.

Gleichungen

Gleichungen sind Mittel der Mathematik, mit denen Problemstellungen auf eine
formale Schreibweise reduziert werden konnen. Sie stellen dabei in den meisten
Féllen eine Erhohung des Abstraktionsgrades dar, wodurch sie als heuristisches
Hilfsmittel anspruchsvoll sind. Gleichzeitig ist diese Uberfiihrung in die formale
(algebraische) Schreibweise ein sehr méchtiges Mittel, mit dem plétzlich ein grofses
Feld der Mathematik geéffnet und damit eine grofse Anzahl mathematischer Ansétze
verfiighar gemacht werden. Schon DESCARTES hat in seiner unvollendeten Arbeit
Regeln zur Anleitung des Geistes eine ,universelle Methode des Problemlosens*

angestrebt, wobei POLYA (1995) die Schritte sinngeméfs folgendermafen skizziert:
1. Reduktion eines Problems auf ein mathematisches Problem
2. Reduktion eines mathematischen Problems auf ein algebraisches Problem
3. Reduktion eines algebraischen Problems auf eine einzelne Gleichung

Nun lésst sich bekanntlich nicht jedes Problem auf eine Gleichung reduzieren. Den-
noch leitet SCHREIBER (2014) in seinen Vorlesungsinhalten zum Thema Heuristik
aus den Notizen von POLYA und DESCARTES einen dazu passenden Heurismus wie
folgt ab:

1. Reduktion eines Problems auf die Bestimmung unbekannter Grofen
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2. Beschreibung der Beziehungen, die geméf der Bedingung zwischen den Unbe-

kannten und den Daten bestehen miissen

3. Abtrennen eines Teils der Bedingung, wonach dann eine Gréfe zwei verschie-

dene Ausdrucksweisen hat

Der letzte Schritt fithrt dann gerade zur Form einer Gleichung, bzw. bei Wiederho-

lung zu einem Gleichungssystem. (S. 45-68)

Heuristische Strategien sind nach BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) grundsétz-

liche Vorgehensweisen, auf die zurilickgegriffen werden kann, wenn die grundlegende

Thematik eines Problems im Wesentlichen verstanden wurde. Sie sind dabei grofstenteils

alltagstauglich formuliert und nicht rein fachspezifisch anwendbar. Die Namensgebung

als Strategie legt den strategischen Charakter dieser Heurismen nahe. Sie sind also als

Vorgehensweisen zu sehen, die eine geplante und systematische Losung eines Problems

herbeifithren sollen. Zu den heuristischen Strategien zihlen BRUDER und BAUER (ehem.

COLLET) (2011) die folgenden Heurismen:
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e Systematisches Probieren

Das Ausprobieren im Sinne eines trial-and-error-Ansatzes ist ein urmenschliches
Vorgehen. Das Lernen im direkten Austausch mit der Umwelt durch oftmals naive
Verhaltensweisen ist vom Kindesalter an zu beobachten, wenngleich es gesellschaft-
lich spéter als eher plump und wenig erstrebenswert gesehen wird. Aus diesem
Grund versuchen Menschen im weiteren Lebensverlauf weitestgehend auf derarti-
ge Ansitze verzichten zu kénnen. Auch das Nachahmen als Lernen am Beispiel
wird friith vollzogen, aber schnell als eher negativ konnotiert. Wertet man das
Ausprobieren zu einem systematischen Probieren auf, so entsteht eine durchaus
beachtenswerte Strategie bei der Problembewéltigung. Der Unterschied zum einfa-
chen — evtl. willkiirlichen — Ausprobieren und Nachahmen liegt im systemhaften
Vorgehen. Dabei werden die unterschiedlichen und nacheinander durchgefiihrten
Anséitze jeweils aufeinander aufbauend angeordnet. Ein missgliickter Ansatz liefert
nicht selten direkt die Bedingung fiir einen angepassten erfolgversprechenden An-
satz. Dem systematischen Probieren liegt zudem ein grundlegendes Versténdnis fiir
die Beschaffenheit der Problemsituation zugrunde, wonach das Ausprobieren eben
nicht ziel- und wahllos vonstattengeht. Stattdessen tritt ein Ausprobieren moglicher
und plausibler Ansétze zutage, das die Problemstellung immer weiter eingrenzen
und ausschérfen kann. In vielen Situationen liefern Spezialfille und Beispiele Ideen
fiir allgemeingiiltige Losungsansétze oder Ansatzpunkte, warum bestimmte Ver-
fahren keine Losung bringen kénnen. Gerade in einer derartigen Negativitéit der

Erkenntnisse steckt ein entscheidender Vorteil des systematischen Probierens. Es
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liefert nach geniigend langer Zeit nicht nur womdoglich einen korrekten Losungsweg,
sondern zusétzlich stehen die vorigen missgliickten Ansétze jeweils fiir ein tieferes
Versténdnis fiir die Problemsituation und angrenzende Problemfelder — meist im
Sinne einer Abgrenzung. Um das systematische Probieren mdoglichst erfolgreich zu
gestalten, sollte das Vorgehen gut dokumentiert werden. Erst dadurch wird eine
gesamte Erkenntnis aus den einzelnen Teilerkenntnissen sichtbar. Der Riickgriff
auf ikonische oder enaktive Darstellungen bei den einzelnen Ansétzen ist ebenfalls

sinnvoll.

Vorwértsarbeiten

Beim Vorwartsarbeiten wird versucht, aus gegebenen Dingen die gewiinschten
Dinge abzuleiten. Es ist also ein vorwérts gerichteter Weg vom Anfangs- zum
Zielzustand gemeint. BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) sprechen auch von
einem ,Probieren mit Richtung“ (2011, S. 76). Im Sinne der Mathematik konnen
Schritte des Vorwértsarbeitens als Implikationen verstanden werden. Ausgehend
von gegebenen Voraussetzungen werden immer wieder Folgerungen abgeleitet, bis
die finale Behauptung als Zielzustand erreicht ist. Das Vorwértsarbeiten ist gerade
dann anwendbar, wenn der Anfangszustand klar umrissen ist. Es bietet zudem
die Moglichkeit, explorativ oder mit wenig Planung in Richtung der Zielsetzung
vorzugehen, da es eben primér nur am Anfangszustand anzusetzen ist. Dennoch ist
fiir eine erfolgreiche Anwendung ein Verstdndnis hinsichtlich der Einschitzung der

Relevanz der abgeleiteten Erkenntnisse fiir das Ziel entscheidend.

Riickwiartsarbeiten

Das Riickwértsarbeiten ist eng verwandt mit dem Vorwéartsarbeiten, wobei der
Ansatz ausgehend vom Zielzustand gestartet wird. Es wird sich hierbei die Fra-
ge gestellt, welche Bedingungen zur Erfiillung des Zielzustandes gelten miissten.
Ausgehend davon wird in einem umgekehrten Denkprozess bis zum Anfangszu-
stand zuriick gedacht. Das Riickwértsarbeiten ist immer dann gewinnbringend zu
verwenden, wenn die Zielsetzung klar ist. Es erfordert allerdings eine hohe Flexibi-
litdt im Denkprozess und spricht insbesondere die bereits genannte Fahigkeit zur

Reversibilitat an.

Suchen von Analogien

Bei den Analogieschliissen wird nach anderen — idealerweise bereits gelésten — Pro-
blemsituationen gesucht, die eine Verwandtschaft zum aktuellen Problem aufweisen.
In diesen Féllen werden die bereits getétigten erfolgreichen Losungsansétze als

mogliche Ansétze fiir die vorliegende Problemsituation herangezogen.
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e Riickfiihrungsprinzip
Das Riickfiithrungsprinzip wird auch als das Riickfiihren vom Unbekannten auf
Bekanntes bezeichnet. Es wird eine Ndhe zum Analogieschluss deutlich, wobei das
Riickfithrungsprinzip eine Situation flir einen Analogieschluss herbeifiihren méchte.
Dabei wird das Problem transformiert, zerlegt, reduziert oder erweitert, um dann
einen Analogieschluss zuzulassen. In der Mathematik passiert dies bspw. haufig
durch eine Betrachtung von Einzel- oder Teilfidllen auch oftmals im Sinne einer
Fallunterscheidung. Die Fallunterscheidung selbst wird von BRUDER und BAUER
(ehem. COLLET) aber als eigensténdiges mathematisches Prinzip verstanden. Die
hier erwéhnte Fallunterscheidung ist nur als Mittel zum Zwecke der Riickfiihrung

auf Bekanntes zu verstehen. (S. 68-87)

Es sind zwei Dinge anzumerken: Das Suchen von Analogien und das Zuriickfiihren von
Unbekanntem auf Bekanntes liefse sich auch als eine Strategie zusammenfassen. Die Unter-
scheidung lasst jedoch eine feinere Differenzierung von Problemlosevorgéngen zu. Gerade
in der Mathematik geschieht das Zuriickfithren auf Bekanntes in einer derart systemati-
schen Weise, ohne dabei direkt einen Analogieschluss im Sinn zu haben. Beispielsweise
lassen sich viele dreidimensionale geometrische Probleme in jeweils zweidimensionale
Teilprobleme aufteilen, die fiir sich gesehen einfacher zu handhaben sind. Ein Analogie-
schluss auf bekannte zweidimensionale Probleme muss hier nicht das Ziel sein. Weiter
konnen das Analogieprinzip und das Riickfithrungsprinzip auch als heuristisches Prinzip,
also eine allgemeinere Vorgehensweise beim Problemldsen verstanden werden. BRUDER
und BAUER (ehem. COLLET) merken ebenfalls explizit an, dass grundsétzlich nichts
gegen eine solche Einteilung spricht. Sie ordnen diese aber dennoch den heuristischen
Strategien zu (2011, S. 68-70).

Unter heuristischen Prinzipien fassen BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) insbe-
sondere diejenigen Heurismen zusammen, die mit den Fahigkeiten des Aspektwechsels
und der Aspektbeachtung in Zusammenhang stehen. Diese zeichnen sich durch eine
allgemeinere Form der Bearbeitungsweise als heuristische Hilfsmittel aus. Sie sind aber
im Gegensatz zu heuristischen Strategien auch deutlich starker an die fachlichen Inhalte
gebunden, da sie als Prinzipien implizit und explizit aus entsprechenden Fachgebieten
hervorgehen. BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) stellen hier insbesondere mathema-
tische Prinzipien des Problemlésens vor, die in eigenen Studien (BRUDER, 1988, 2000)

beobachtet wurden. Sie geben die folgenden heuristischen Prinzipien der Mathematik an:

e Zerlegen und Erginzen
Das Zerlegungs- und das Ergédnzungsprinzip beschreiben zueinander komplemen-
tdre Handlungen. Grundsétzlich spiegelt sich in beiden Prinzipien die Idee des

Riickfithrens auf Bekanntes wider. Ein Teil eines Problems wird derart zerlegt oder
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erginzt, sodass schlieflich ein transformiertes Problem entsteht, das mit Hilfe eines
Analogieschlusses behandelt werden kann. Dabei ist das Prinzip von Zerlegen und
Ergénzen sehr anschaulich in der Geometrie an der Zerlegungs- und Ergédnzungsi-
quivalenz geometrischer Figuren ersichtlich. Aber auch in anderen Fachgebieten
findet es Anwendung. Es zeigt sich bspw. in der quadratischen Ergédnzung in der
Algebra. In der Arithmetik wird das Zerlegen haufig mit der Division verbunden,
wobei auch das Subtrahieren im Sinne des Zerlegens gesehen werden kann. Dennoch
ist dieses Prinzip nicht nur in der Umsetzung in fachlichen Inhalten gemeint. Auch

die Aufteilung eines Problems in Teilprobleme ist darunter zu verstehen.

Prinzip der Fallunterscheidung

Die Fallunterscheidung kann dem Prinzip des Zerlegens untergeordnet werden. Tat-
séchlich ist sie ein Spezialfall des Zerlegens, denn hier wird ein Problem vollstdndig
in Teile zerlegt. Mit einer vollstandigen Zerlegung ist dabei gemeint, dass bei der
Fallunterscheidung die Gesamtheit aller moglichen Félle beibehalten wird. Die Ein-
zelteile zusammengenommen stehen also fiir alle moglichen Félle. Damit kann die
Fallunterscheidung eine Losung des gesamten Problems darstellen. Die Abgrenzung
zum (moglicherweise unvollstdndigen) Zerlegen sollte bei der Anwendung einer
Fallunterscheidung explizit beachtet und dokumentiert werden. Es eignen sich hier
Visualisierungen wie Tabellen, Aufzéahlungszeichen oder (Baum-)Diagramme. In
der Schulmathematik sind Fallunterscheidungen anhand informativer Figuren oder

Tabellen insbesondere im Bereich der Stochastik anzutreffen.

Invarianzprinzip

Das Invarianzprinzip beschreibt ein Vorgehen, bei dem systematisch nach kon-
stanten Teilen oder Bezugs- und Vergleichsgréfen in der Problemstellung gesucht
wird. Dies geht oftmals mit dem Ziel einher, in Daten oder Problemen ein Muster
zu erkennen, womit die Problemstellung besser verstanden oder génzlich erklért
werden kann. Durch das Identifizieren von invarianten oder &hnlichen Objekten

konnen Probleme zusatzlich weiter reduziert werden.

Extremalprinzip

Das Extremalprinzip weist — nicht unbedingt typisch fiir heuristische Prinzipien
— eine deutliche Néhe zum alltéglichen Problemlosen auf. Viele Vorgiange des all-
taglichen Lebens und auch der beruflichen Tétigkeit geschehen im Sinne einer
Optimierung. In den meisten Féllen geht es darum, den Aufwand zu minimieren
und den Ertrag zu maximieren. In der Mathematik ist die Betrachtung von ex-
tremen Werten ein Vorgehen, das mafsgeblich zur modernen Analysis gefiihrt hat.

Die Betrachtung von Grenzwerten sowie Polstellen und Singulédrwerten ist dort
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ein zentraler Bestandteil, der fiir die Behandlung vieler Problemstellungen aus
diesem Bereich essenziell ist. Aber auch in den meisten anderen mathematischen
Fachgebieten lasst sich das Extremalprinzip anwenden. In der Algebra bzw. ge-
nauer der Ring- und Modultheorie ist die Zerlegung in irreduzible Elemente von
grofer Bedeutung. Fiir die Zahlentheorie ist das gerade die eindeutige Zerlegung in
Primzahlen. Man kann hier von einer Suche nach kleinsten Faktoren sprechen, die
zur Konstruktion von ganzen Zahlenbereichen herangezogen werden kénnen. In der
Schulmathematik waren hier die Konzepte des kleinsten gemeinsamen Vielfachen

oder dem grofiten gemeinsamen Teiler zu nennen.

Symmetrieprinzip

Beim Symmetrieprinzip geht es darum, in der Problemstellung oder den der
Problemstellung zugrundeliegenden Daten gewisse Symmetrien zu finden. Diese
Symmetrien kdnnten auch als invariante Objekte unter gewissen Transformationen
interpretiert werden, womit das Symmetrieprinzip als Unterkategorie des Invarianz-
prinzips stehen wiirde. Hier soll der Begriff Symmetrie aber fiir ein allgemeineres
mathematisches Konzept von Natiirlichkeit, Vergleichbarkeit und Eleganz innerhalb
von Objekten verstanden werden. Das im Bezug zu Symmetrie wohl erstgenannte
Fachgebiet der Mathematik ist sicherlich die Geometrie. Hier sind Symmetrien
anschaulich vorzufinden und die Suche nach ihnen intuitiv méglich. Dennoch bean-
sprucht quasi jedes andere Fachgebiet der Mathematik ebenfalls eine gewisse innere
Schonheit fiir sich, die sich meistens in einer Form von Symmetrie widerspiegelt.
In der abstrakten Algebra zeigt sich dies bspw. in der Galoistheorie anhand von
Symmetrien in Nullstellen von Polynomen, die durch spezielle Homomorphismen —
hier zu Automorphismen fortgesetzte Permutationen der Nullstellen — dargestellt
und untersucht werden konnen. Es entsteht eine méachtige Verbindung zwischen

Gruppen- und Korpertheorie.

Transformationsprinzip

Das Transformationsprinzip ldsst sich am ehesten mit der Kernkompetenz des
mathematischen Modellierens aus den Bildungsstandards fiir den Mathematik-
unterricht (ISB, n.d. b; KMK, 2012) vergleichen. Es geht hier darum, eine Pro-
blemstellung in eine mathematische Problemstellung zu tiberfithren, um diese dort
mit mathematischen Mitteln 16sen zu kénnen und die Ergebnisse anschlieffend

interpretativ auf die urspriingliche Problemstellung zuriickzufiihren. (S. 87-104)
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ProblemlGsestrategien nach STILLER et al. und SCHWARZ

STILLER et al. (2021) geben mit ihren beiden Unterrichtskonzepten IHiMU und CHIME
zwei Konzepte fiir einen in den Mathematikunterricht integrierten Heuristikunterricht in
der Schule an. Sie fundieren beide Konzepte auf einer Auswahl und Kategorisierung von
schulrelevanten Heurismen geméfs KRICHEL (2017) und STILLER (2017), wobei sie sich
an zwel Grundprinzipien orientieren: Demnach sind einerseits nur solche Heurismen fiir
einen Heuristikunterricht in der Schule relevant, ,die das Curriculum der Sekundarstufe I
spiralformig durchziehen kénnen und sich immer wieder auf neue mathematische Inhalte
und Problemstellungen anwenden lassen“ (STILLER et al., 2021, S. 224). Andererseits
miissen die entsprechenden Heurismen klar und trennscharf formuliert und deren Nutzen
auch fiir Schiiler*innen ersichtlich sein (STILLER et al., 2021, S. 224). Sie geben eine

Unterteilung schulrelevanter Heurismen in drei Kategorien an:
e Techniken der Abstraktion, Visualisierung und Strukturierung
e Heurismen der Analyse und Adaption
e Heurismen der konkreten Handlung

Diese drei Kategorien lehnen sie stark an die ersten drei Phasen des Problemlosens
nach POLYA (2004) an (siche Abbildung 3.1).

. Phase I: Phase II: Phase I1I:

;g:;ihah(:n—l\lodcl] nach Verstehen der Ausdenken eines Ausfiihren des
Aufgabe Plans Plans
Kategorie I:

Techniken der Kategorie II: Kategorie II1I:
Heuristische Kategorien nach Abstraktion, Heurismen der Heurismen der

KRICHEL und STILLER Visualisierung Analyse und konkreten

und Adaption Handlung

Strukturierung

Abb. 3.1.: Verwandtschaft der Kategorien von STILLER et al. und den Phasen des Problemlsens nach
POLYA. (STILLER et al., 2021, S. 225)

Unter einer heuristischen Technik — also gerade denjenigen Techniken zur Abstraktion,
Visualisierung und Strukturierung — verstehen STILLER et al. (2021) diejenigen Vorge-
hensweisen, mit denen ein Problem strukturiert, abstrahiert und ggf. reduziert werden
kann. Es sind dhnlich den heuristischen Hilfsmitteln von BRUDER und BAUER (ehem.
COLLET) (2011) also gerade solche Heurismen gemeint, die weniger der tatséchlichen
Problembewéltigung als vielmehr diejenigen, die der Zusammenfassung, Bewusstmachung
und Darstellung gegebener Informationen dienen. Damit soll das Problemfeld zuerst
erkundet und erklért werden, woraus sich weiterfilhrende Heurismen ergeben kénnen,

die sich der tatséchlichen Problembewaltigung widmen. STILLER et al. (2021) zédhlen
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zu diesen Techniken der Abstraktion, Visualisierung und Strukturierung die folgenden

schulrelevanten Heurismen:

42

o Anfertigen von Tabellen

Analog zum Heurismus der Tabelle, wie ihn BRUDER und BAUER (ehem. COL-
LET) beschreiben, sind hier tabellarische Darstellungen von (meist numerischen)
Informationen gemeint, die einer {ibersichtlichen Visualisierung von gegebenen In-
formationen dienen sollen. Es lassen sich darin oftmals auch gréfere Problemfelder

iiberschauen und daraus mogliche weiterfithrende Problemlosestrategien ableiten.

Erstellen grafischer Reprasentationsformen

STILLER et al. fassen hier die von BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) beschrie-
benen Heurismen der informativen Figuren und der Losungsgraphen zusammen.
Sie meinen damit jegliche ikonische oder enaktive Verbildlichung verbaler Problem-
stellungen, wodurch ein Abstraktionsgrad, aber auch eine mogliche Reduktion des
Problems erreicht werden kann. Es lassen sich hier aber auch deutlich fachbezogene-
re mathematische Ansétze verstehen. Beispielsweise liefern Skizzen fiir algebraische
Gleichungen moglicherweise einen Darstellungswechsel hin zu einer geometrischen

Interpretation eines algebraischen Problems.

Aufstellen von Gleichungen

Hierunter féllt ganz allgemein erneut das DESCARTsche Prinzip der Reduktion einer
Problemstellung auf ein algebraisches Problem und die anschliefsende Reduktion
auf eine Gleichung oder ein Gleichungssystem (SCHREIBER, 2014). Gleichungen
dienen der Abstraktion eines Problems und 6ffnen eine Problemstellung hin zu

einem weiten Feld aus innermathematischen Losungsansétzen.

De- und Rekonstruktion

Das Dekonstruieren eines Problems beschreiben STILLER et al. als das Zerlegen des
Problems in mehrere (nach Mdglichkeit dhnlich grofe) Teilprobleme. Anschliefend
werden diese einzelnen kleineren Probleme gelost und die Teilergebnisse mit Hilfe
einer Rekonstruktion zu einer Losung des urspriinglichen Problems zusammengefiigt.
Die Dekonstruktion ist immer dann hilfreich, wenn die Problemstellung schwierig
iiberschaubar oder komplex und umfangreich erscheint. Eine Unterteilung in kleinere
Teilprobleme liefert einerseits bereits eine Strukturierung des Problemloseprozesses
und hat andererseits das Potential, die Komplexitat durch weniger anspruchsvolle
Teilprobleme insgesamt zu mindern. Diese Strategie ldsst sich am ehesten mit
einem handlungsorientierten Zerlegungsprinzip von BRUDER und BAUER (ehem.
COLLET) vergleichen. (S. 226-236)
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Fiir die Phase der Planung bei POLYA beschreiben STILLER et al. dann die Heurismen
der Analyse und Adaption. Mit ihnen soll das bereits erkundete, zusammengefasste oder
abstrahierte Problem weiter analysiert und mogliche Losungsansétze sondiert werden.
Es sollen bspw. die vorliegenden Daten im Bezug auf moglicherweise sichtbare Muster
untersucht werden, die eventuell sinnvolle Losungsstrategien vorschlagen konnen. Zudem
kann die Problemstellung hierbei angepasst, eingeschrinkt oder anderweitig modifiziert
werden, um das weitere Problemfeld zu veranschaulichen und die Anwendbarkeit anderer
Heurismen einschétzen zu kénnen. STILLER et al. (2021) unterscheiden hierunter zwei

grundlegende schulrelevante Heurismen:

e Heurismus der Affinitét
Bei diesem Heurismus wird eine Vorgehensweise beschrieben, die sich durch eine
Suche nach dhnlichen, bereits gelosten Problemen auszeichnet. Damit sollen Stra-
tegien gewonnen werden, die bereits zur erfolgreichen Problembehandlung gefiihrt
haben und damit fiir die aktuelle Problemstellung geeignet erscheinen. Dabei wird
die Struktur oder Teile der Problemstellung auf Ahnlichkeit zu bereits gelosten
Problemen untersucht. BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) beschreiben diese Art
der Heurismen mit dem Prinzip des Analogieschlusses und dem Riickfithrungsprin-
zip. STILLER et al. beschreiben diesen Heurismus in der strukturellen Richtung aber
auch andersherum. Das heiftt sie sehen hier auch die systematische Betrachtung
bereits geloster Probleme und einer entsprechenden Bewertung selbiger im Hinblick

auf ihre Ahnlichkeit zum aktuellen Problem.

e Heurismus der Strukturnutzung
Hierbei wird das Problem auf zugrundeliegende Muster analysiert. Damit sollen
grundsétzliche Strukturen der Problemstellung identifiziert und mogliche Losungs-
ansatze herausgearbeitet werden. Hierunter kénnen insbesondere die von BRUDER
und BAUER (ehem. COLLET) unter den Invarianz-, Extremal- und Symmetrieprin-

zipien zusammengefassten Heurismen fallen. (S. 236-243)

Die dritte Kategorie von Heurismen beschreiben STILLER et al. (2021) als Heurismen
der konkreten Handlung, wobei sie darunter all diejenigen Heurismen verstehen, die
zur tatséchlichen Problemlsung beitragen. Unter einer willkiirlichen Anwendung dieser
Strategien konnte ein gegebenes Problem also gelost werden. Die vorigen Kategorien haben
das Problem einerseits strukturiert, abstrahiert, reduziert oder visualisiert (Techniken der
Abstraktion, Visualisierung und Strukturierung) und andererseits mathematisch erkundet
und analysiert (Heurismen der Analyse und Adaption). In einer Anlehnung an POLYAs
erste beiden Phasen des Problemloseprozesses sollte damit ein — zumindest grober —
Plan der Problemlosung bereits vorhanden sein. Diesen gilt es nun durchzufiihren, wobei

STILLER et al. (2021) die folgenden schulrelevanten Heurismen skizzieren:
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e Systematisches Probieren

Auch STILLER et al. beschreiben dhnlich wie BRUDER und BAUER (ehem. COL-
LET) das systematische Probieren als strukturiertes und geplantes Vorgehen mit
klarer Zielvorgabe. Es werden dabei immer wieder verdnderliche Objekte eines
Problems angepasst und daraus eventuelle Spezial- und Einzelfdlle oder auch
Abgrenzungsbeispiele generiert, die immer weiter zur gesamten Problemldsung

hinfiithren.

Vorwértsarbeiten

STILLER et al. sehen das Vorwértsarbeiten als ,progressives Vorgehen“ (2021,
S. 247), das ausgehend von gegebenen Inhalten immer neue Erkenntnisse ableitet.
Die einzelnen Schritte folgen also auch hier einer Logik der Implikation. Als
Voraussetzung wird auch hier ein grundsétzliches Verstdndnis der Anfangssituation
oder noch eher der elementaren Struktur der Problemsituation angegeben. Erst

dann ist ein zum Ziel hin gerichtetes Vorwértsarbeiten tatsédchlich moglich.

Riickwartsarbeiten

Das Riickwartsarbeiten ist ebenfalls analog zur Beschreibung von BRUDER und
BAUER (ehem. COLLET) angegeben. Es meint ein Vorgehen, bei dem jeweils eine
Voraussetzung gesucht wird, die zum bereits bekannten Ergebnis fiihren kann. So
wird ein Losungsweg in umgekehrter Reihenfolge abgebildet, wobei ausgehend vom

Zielzustand ein Weg zum Anfangszustand gesucht wird. (S. 244-249)

In Ergénzung zu den schulrelevanten Heurismen von STILLER (2017) und KRICHEL (2017)

gibt SCHWARZ (2018) eine Einteilung von Heurismen an, die er aus Sicht der universitaren

Mathematik konstruiert. Er orientiert sich dabei ebenfalls mafgeblich an den Phasen des

Problemlésens von POLYA (1995, 2004). Das Ziel ist ein heuristischer Werkzeugkasten fiir

das universitiare Lehren und Lernen von Mathematik. Er unterscheidet Heurismen dabei

in Heurismen der Variation, Heurismen der Induktion und Heurismen der Reduktion.

SCHWARZ unterscheidet Heurismen der Variation weiter in zwei Kategorien hinsichtlich

der Art der Variation: Variation der Darstellung und Variation der Problemstellung.

44

e Variation der Darstellung

Bei der Variation der Darstellung spricht er auch von Interpretation und meint
damit jene Strategie, die anhand unterschiedlicher Darstellungen und Reprasenta-
tionsformen der Problemstellung zu einem besseren Versténdnis selbiger fiihren
sollen und diese auch auf einer abstrakteren Ebene erschliefsen sollen. Er erwahnt
hierbei insbesondere das auf BRUNER et al. (1971) zuriickzufiihrende E-I-S-Schema,
wonach drei Repréasentationsmodi unterschieden werden: Enaktive, ikonische und

symbolische Darstellungen. Bei der Variation der Darstellung kann es sich also
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insbesondere um solche Handlungen handeln, die ein Problem in eine enaktive,
ikonische oder symbolisch formale Schreibweise {iberfiihren. Weiter sind hier aber
auch systemhafte Wechsel gemeint, wie sie bspw. zwischen der Algebra und der

Geometrie moglich sind.

e Variation der Problemstellung
Zur Variation der Problemstellung zdhlt SCHWARZ insbesondere die bereits be-
schriebenen Heurismen des Analogieschlusses sowie das Invarianz-, das Symmetrie-
und das Extremalprinzip. Hierbei wird eine Umformulierung der Fragestellung oder
die Isolierung von Teilschritten sowie das Erkennen von Mustern und Spezial- oder

Abgrenzungsfillen angestrebt.

Bei den Heurismen der Induktion macht SCHWARZ in Einklang mit philosophischen
Uberlegungen POLYAs (1988) zur Natur der Mathematik eine wichtige Bemerkung, die
gerade fiir die erste Diskontinuitétsstufe bei der Lehramtsausbildung, aber auch fiir alle
anderen Studierenden in der Mathematik in der Anfangsphase dufserst relevant ist. Der
logische Aufbau der universitdren Mathematik erscheint gerade in dieser Anfangsphase
oftmals dahingehend stark kontrar zur erlebten Mathematik aus der Schule, dass sie
als iberwiegend deduktive Wissenschaft vermittelt wird — SCHWARZ spricht vom de-
monstrativen Charakter der Mathematik. Der Fokus auf Beweisen und die Reihung von
Definition-Satz-Beweis und lediglich nachgelagerten Beispielen kann hier als Ursache
genannt werden. Die Mathematik ist aber sehr viel gehaltvoller zu sehen. Gerade bei
der Schaffung von Mathematik tritt ein stark induktiver Charakter zutage. Doch selbst
bei der vollstdndigen Induktion, die viele Studierende bereits im ersten Semester als
elementare Beweistechnik kennenlernen, bleibt womdglich eher eine deduktive Charakte-
risierung des Vorgangs durch die Formulierung des Induktionsschrittes als Implikation
zuriick. Tatséchlich ist die vollstdndige Induktion aber im Sinne eines Schlieftens von
Einzelfallen auf eine Gesamtheit von Féllen zu verstehen. SCHWARZ fiihrt neben dieser
Form der vollendeten Induktion zusétzlich Heurismen der Induktion als unvollendete
Induktionen auf und meint mit Induktion die allgemeinere Herangehensweise, von Spezial-
oder Einzelfdllen auf eine Allgemeingiiltigkeit schliefsen zu kénnen. Dies kann man auch
als ein Annédhern an eine Losung beschreiben. Es werden von ihm unter anderem das
systematische Probieren, das Suchen nach Mustern, das Vorwértsarbeiten und lokale
und globale Approximationen zu den Heurismen der unvollendeten Induktion gezahlt.
Letztere sind im analytischen Sinne als Grenzwertprozesse formuliert.

Im Bezug zur vollstédndigen Induktion erwdhnt SCHWARZ auch géngige Kritik an der
Einteilung von elementaren Beweistechniken als heuristisches Mittel. Dort werden diese
als Verfahren mit klar vorgegebener Struktur und Ablauf skizziert und sollten damit eher

weniger als Heurismus verstanden werden. Die Unterteilung eines Beweises durch voll-
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standige Induktion in Induktionsanfang, Induktionsvoraussetzung und Induktionsschritt
wird hier als zu stark vorgegebenes Verfahren gesehen. Das induktive Schliefen im Sinne
einer unvollendeten Induktion hingegen hat eher heuristische Ziige. SCHWARZ (2018)
erwidert, dass die vollstdndige Induktion sicherlich ein Verfahren mit klarer Struktur,
aber eben auch kein Verfahren ist, das ohne jegliche kognitive Anstrengung durchfiihrbar
ist (S. 197f.). Insbesondere der Induktionsschritt erfordert ein grundlegendes Verstédndnis
fiir das Problemfeld und eine Idee, wie zum Zielzustand iibergegangen werden kann.
Die vollstandige Induktion ist fir ihn also eher ein Plan, dessen konkrete Durchfiithrung

dennoch einer nicht trivialen Leistung entspricht.

Die Heurismen der Reduktion bei SCHWARZ sind durch einen Begriff der Reduktion
charakterisiert, der sich an Verfahren der Suche nach Voraussetzungen oder falschen
Folgerungen orientiert. Es sind damit insbesondere nicht nur Reduktionen der Problem-
stellungen auf kleinere Problemstellungen gemeint. Diese verortet SCHWARZ eher in den
Heurismen der Variation. Auch die Reduktion der Komplexitét ist kein hinreichendes
Kriterium fiir einen Heurismus der Reduktion. Neben dem Riickwértsarbeiten und einer
Modularisierung der Problemstellung zéhlt er einen fiir ihn historisch bedeutsamen
Heurismus zu dieser Kategorie: Die Methode des unendlichen Abstiegs. Geht man von
einer Problemstellung aus, der eine endliche, streng monoton fallende Folge von Losungen
zugrunde liegt und konstruiert eine unendliche Folge immer kleiner werdender Lésungen
des Problems, dann zeigt man, dass die Existenz einer endlichen Lésung des Problems
nicht haltbar ist und das Problem somit keine Losung besitzt. Die historische Relevanz
ergibt sich aus der These, dass HIPPASOS von Metapont (ca. 500-440 v. Chr.) — ein
Schiiler des PYTHAGORAS — mit diesem Verfahren erstmals — zumindest dokumentarisch
— implizit bewiesen hat, dass das Verhéltnis des goldenen Schnitts irrational ist. Auch
dieses Verfahren erscheint dhnlich der vollstadndigen Induktion zunéchst als vorgegebene
Beweistechnik. Die kognitive Leistung und damit die Rechtfertigung als Heurismus liegt
in der Konstruktion der unendlichen Folge von Lésungen. Die Anwendung dieses Prinzips
ist vor allem in der Zahlentheorie gangig. Beispielsweise wird bei der Darstellung von
Zahlen als Kettenbriiche oftmals auf eine Argumentation zuriickgegriffen, die strukturell
der Methode des unendlichen Abstiegs folgt.

Problemlésestrategien nach HOLZAPFEL et al.
HOLZAPFEL et al. (2018) beschreiben Komponenten von Problemlésekompetenz insbe-

sondere nach SCHOENFELD (1992). Hier werden in diesem Zusammenhang die folgenden

vier Komponenten aufgezihlt: Vorwissen, Heurismen, Steuerung und Einstellungen.
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e Vorwissen
Hierunter wird deklaratives und prozedurales Wissen zusammengefasst, das eine

problemlésende Person bereits besitzt.

e Heurismen, bzw. Problemlosestrategien
Hier sind mathematische Téatigkeiten und Techniken gemeint, mit denen ein Problem
untersucht und analysiert werden kann. Heurismen sind dabei so zu verstehen, dass
sie kein Verfahren sind, das eindeutig anwendbar ist und garantiert zum Ziel fiihrt.
Sie erfordern eine eigenstdndige kognitive Leistung in der Anwendung und sind

mehr als allgemeinere Vorgehensweisen, als als konkrete Verfahren formuliert.

e Fiahigkeit zur Steuerung
Es sind damit einerseits lokale Handlungen gemeint, die eine Vorgehensweise
kontrollieren konnen und andererseits werden auch weiter gefasste globale Prozesse
beschrieben, die der Planung und Strukturierung des gesamten Vorgehens oder

grofkeren Teilen davon dienen.

e Einstellungen
Als Einstellungen werden hier Eigenschaften von Personen beschrieben, die das
Problemlésen meist indirekt beeinflussen kénnen. Es sind sehr stabile Merkmale,
die oftmals auch stark von der Situation abhéngen. Unter Einstellungen werden
unter anderem die psychologischen Begriffe von Motivation und Affekt! sowie

Uberzeugung? beschrieben.

Bei der Beschreibung eines Problemléseprozesses unterscheiden HOLZAPFEL et al. zwi-
schen zwei Arten des theoretischen Modells: Normative und deskriptive Modelle. Nor-
mative Modelle beschreiben dabei einen idealisierten Problemloseprozess und eignen
sich aus diesem Grund insbesondere zur Vermittlung von Problemlésekompetenz. Sie
stellen fiir Lernende eine Méglichkeit dar, ihren eigenen Prozess zu strukturieren und das
eigene Vorgehen am Modell entlang zu verbessern. Bei der Beobachtung und Analyse von
Bearbeitungen von Problemen féllt jedoch schnell auf, dass in den wenigsten Féllen ein
idealtypischer Ablauf vorliegt. Deskriptive Modelle beschreiben meist real umgesetztes
Problemlosen. Sie sind aus diesem Grund oftmals deutlich komplexer als normative
Modelle und weisen weniger einheitliche Strukturen auf. Sie eignen sich insbesondere zur
Analyse von vorliegenden oder beobachteten Problemléseprozessen. Die vier Phasen des
Problemlésens nach POLYA (2004) sind als theoretisches Modell eher der Art des norma-
tiven Modells zuzuordnen. Als Beispiel eines deskriptiven Modells fiihren HOLZAPFEL et

al. ein Problemlésemodell von ROTT (2013a) auf. Dies wurde anhand der Analyse von

!Oftmals attitudes genannt; aus dem Englischen attitude fiir Haltung
2Oftmals beliefs genannt; aus dem Englischen belief fiirr Uberzeugung
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Problemldseprozessen von Schiiler*innen der Sekundarstufe I entwickelt und weist neben
strukturellen Ahnlichkeiten zu den géingigen normativen Modellen vor allem deutlich
vielfdltigere Wechselbeziehungen zwischen den einzelnen Phasen auf.

Bei den Problemldsestrategien selbst unterscheiden HOLZAPFEL et al. (2018) nach drei
Dimensionen, wobei sie weniger eine klassische Klassifikation vorgeben, als vielmehr eine
Abgrenzung und eine stetige Unterteilung skizzieren. Sie unterscheiden hinsichtlich einer
Dimension zwischen Lern- und Problemlosestrategie, einer Dimension zwischen metako-
gnitiven und kognitiven Strategien und einer Dimension zwischen nicht-mathematischen

und mathematischen Strategien.

e Lern- und Problemldsestrategien
Lernstrategien haben das Ziel, sich Wissen anzueignen oder aufzubauen. Problem-
l6sestrategien hingegen sind zum Lsen von Problemen gedacht. Der Ubergang ist
hier fliefend zu verstehen. Insbesondere wenn Probleme zur Wissenskonstruktion
herangezogen werden, kann eine derartige Trennung von Lern- und Problemlose-
strategie nicht mehr sinnvoll erfolgen. Zu den klassischen Lernstrategien zéhlt man
bspw. das (Auswendig-)Lernen von Fachbegriffen, Vokabeln oder Algorithmen und

Verfahren.

e Metakognitive und kognitive Strategien
Auch die Unterscheidung zwischen metakognitiven und kognitiven Strategien ist in
der Regel nicht eindeutig moglich. Prinzipiell versteht man unter Metakognition das
Wissen iiber Kognition bzw. auch die Steuerung von Kognition. Klassischerweise
spricht man also genau bei denjenigen Prozessen von metakognitiven Strategien,
die einen anderen kognitiven Prozess kontrollieren, regulieren oder manipulieren
bzw. bei denen das Wissen tiber kognitive Prozesse verwendet wird, um bspw. eine

planende oder strukturierende Einsicht abzuleiten.

e Nicht-mathematische und mathematische Strategien
Einige mathematische Strategien lassen sich auch allgemeiner auf andere Lebens-
bereiche ausweiten. Das systematische Ausprobieren oder eine Suche nach Fehlern
ist nicht nur in der Mathematik anwendbar, sondern léasst sich auch in alltdglichen

Problemsituationen verwenden. (S. 135-137)

3.2. Lehr-Lern-Modelle fiir offene und elementare

Problemstellungen

Es wurde fiir das Problemlosen bereits die Bedeutung offener Fragestellungen thema-

tisiert. Diese Offenheit lasst sich auf den gesamten Lernprozess iibertragen. Schon der
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Konstruktivismus beschreibt das Lernen als Vorgang, bei dem ein Individuum eine
eigene Realitdt aus personlichen Erfahrungen und selbststéndigen Interpretationen seiner
Umwelt heraus konstruiert. Nun muss man anmerken, dass es fraglich ist, wie ultimativ
subjektiv jegliche personliche Realitét ist oder ob es nicht doch objektiv gleiche Objekte
in der Wahrnehmung gibt. Gerade abstrakte Objekte der Mathematik mogen zwar eine
subjektiv eigene mentale Form beim Individuum haben, die formale Definition beschreibt
aber dennoch ein objektives Objekt. Auch in der Didaktik der Mathematik gibt es
einen Begriff des Konstruktivismus. Hierunter féillt aber weniger eine psychologische
Theorie des Lernens, sondern vielmehr die Idee, dass ein Lernprozess insbesondere dann
nachhaltig gestaltet wird, wenn ein Individuum einen (mathematischen) Lerngegenstand
selbststandig erkundet und womoglich erschlieft (URHAHNE et al., 2019). Viele Lernmo-
delle, die sich einem derartigen Lernprozess verschreiben, lassen sich unter der Rubrik
des selbstentdeckenden Lernens zusammenfassen.

Im Folgenden wird dieser Begriff des selbstentdeckenden Lernens im Mathematikunter-
richt — mafgeblich gepriagt durch HEINRICH WINTER — beschrieben. Anschliefend wird
zusétzlich auf das dialogische Lernmodell von URS RUF und PETER GALLIN eingegangen,
welches ebenfalls selbstentdeckende Ziige aufweist, aber parallel unterschiedlich geartete
Dialogformen im Lernprozess betont. Beide Modelle dienen spéter als Grundlage fiir ein
Seminarkonzept, bei dem Studierende schliefslich moglichst selbststdndig Probleme 16sen

sollen.

Selbstentdeckendes Lernen

»,Das Lernen von Mathematik ist umso wirkungsvoller — sowohl im Hinblick
auf handfeste Leistungen, speziell Transferleistungen, als auch im Hinblick
auf mogliche schwer fassbare Formung —, je mehr es im Sinne eigener aktiver
Erfahrungen betrieben wird, je mehr der Fortschritt im Wissen, Kénnen und
Urteilen des Lernenden auf selbststdndigen entdeckerischen Unternehmungen
beruht.“ (WINTER, 2016, S. 1)

WINTER stiitzt diese Aussage auf sechs zentrale Merkmale aus dem Mathematikunterricht,
die das selbstentdeckende Lernen als besonders fruchtbar fiir das Lernen von Mathematik

begriinden.

¢ Einsicht und Verstehen als nachhaltiger Lernerfolg
WINTER beschreibt dhnlich wie GALLIN (2010), dass ein erfolgreicher Lernprozess
langfristig nicht ohne tatséchliche Einsicht und ohne ein grundstdndiges Versténd-
nis fiir den Lerngegenstand auskommt. Von ihm ,Scheinleistungen (WINTER,

2016, S. 1) genannte Reproduktionen von auswendiggelerntem Verhalten sind
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zwar prinzipiell vereinzelt moglich, aber langfristig kaum anwendbar bzw. wenig

okonomisch.

Struktur der Mathematik

Die ,spezifische Wissensstruktur* (WINTER, 2016, S. 2) der Mathematik und seiner
Inhalte ldsst eine Behandlung durch selbststéndiges Erfahren im Allgemeinen zu. Sie
ist technisch leicht zugénglich — sie setzt gerade an materielle Voraussetzungen quasi
keine Anforderungen —, lasst sich dank ihres logischen Aufbaus auch selbststdndig
kontrollieren und ist durch zahlreiche alltdgliche Beziige anschaulich darstellbar

bzw. mit einer Lebenswirklichkeit verkniipfbar.

Identifikation mit dem Lerngegenstand

Das selbststéndige Lernen und Arbeiten mit mathematischen Inhalten sorgt fiir
vielfaltige intellektuelle und emotionale Verbindungen zum Lerngegenstand. Er-
folgserlebnisse und auch Misserfolge sind dort zahlreich als pragende Momente
erfahrbar. Gerade im Bezug zu den psychologischen Konzepten von Selbstkonzept

und Selbstwirksamkeit sind derartige Erfahrungen von grofer Bedeutung.

Kompetenz des Transferierens
Beim selbststdndigen Lernen wird vom Lernenden ein hoher Grad an Autonomitét
verlangt. Insbesondere fiir Kompetenzen hinsichtlich des Transfers von Wissen

erscheint diese Form des Lernens zutraglich.

Nachhaltiges Lernen
Es wird davon ausgegangen, dass Wissensstrukturen, die in derartigen Lernformen
errichtet worden sind, auch langfristig Bestand haben und zudem besser mit neuem

Wissen verkniipft werden kénnen.

Lernen als Prozess

Lernen im Sinne von Entdecken ist in besonderem Mafe vertriglich mit der Idee,
dass Lernen immer an einen vorhandenen Wissensstand ankniipft und nicht im
luftleeren Raum stattfindet. Es férdert damit weiterfithrend auch die Idee von

stdndiger Weiterentwicklung.

Als besonders zentral wird hierbei die Anwendungsorientierung gesehen.
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,Die Modellbildung, das Herzstiick der Anwendungsorientierung, umschliefst
konstruktive, ja kreative Betédtigung und das ist einer der Griinde, weshalb
die Anwendungsorientierung fiir das Konzept des entdeckenden Lernens so
zentral ist.“ (WINTER, 2016, S. 262)
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Nun sollen anwendungsbezogene Situationen nicht einfach fiir sich stehend als Lerngele-
genheiten vermittelt werden. Sie miissen eine Relevanz fiir den Lernenden aufweisen, um
tatséchlich attraktiv fiir eine selbststdndige Bearbeitung zu sein. Es lassen sich hier zwei
Kriterien formulieren, anhand derer eine Auswahl von Anwendungen getroffen werden
kann: Geeignete Anwendungen helfen Lernenden in ihrer aktuellen Existenz, haben also
einen Einfluss auf derzeit relevante Handlungssituationen (Gegenwartsrelevanz) oder sie
helfen im Bezug auf zukiinftige Problemsituationen (Zukunftsrelevanz). Eine Anwendung
um einer Anwendung Willen ist also fiir sich genommen keine Situation fiir selbstent-
deckendes Lernen. Hierin lassen sich Parallelen zur eingangs erwdhnten Erkldrungsnot
der Relevanz der Mathematik in der schulischen Allgemeinbildung wiedererkennen (sie-
he Kapitel 1). WINTER erwithnt zudem weiterfiihrend noch Uberlegungen hinsichtlich
einer Auswahl von Anwendungen im Bezug auf didaktische Fragestellungen. Es wird
hier von Authentizitdt, von Zugdnglichkeit, von Reichhaltigkeit und von Schwierigkeit
gesprochen. Anwendungen sollen demnach moglichst reprasentativ und anschaulich fiir
den Lerngegenstand sein. Weiter sollen sie zugénglich in der Darstellungsform, aber
auch unter Beriicksichtigung von Vorerfahrungen und Vorwissen gestaltet sein. Die
Reichhaltigkeit meint eine moglichst freie Erkundungssituation, die nicht durch eine
zu eingeengte Behandlungsweise am Ende zu gar keinem echten selbstentdeckenden
Lernprozess fiihrt. Zuletzt sollen die Anwendungen dem fachlichen und methodischen
Niveau der Lernenden angepasst sein. Gerade bei der Mathematik sollten hier womoglich
allzu formale Konzepte umgangen werden. Zudem darf nicht vergessen werden, dass den
Anforderungen an autonomes Arbeiten selbst bereits eine Schwierigkeit innewohnt. Die

fachliche Schwierigkeit der Anwendung ist entsprechend zu mindern.

Auch TiMO LEUDERS formuliert in seinem Praxishandbuch zur Mathematikdidaktik
(2020, S. 123) einige konkrete Kriterien fiir gute Probleme: Ein gutes Problem zielt
auf allgemeinere mathematische Ideen und grofsere Zusammenhénge ab; es stellt eine
Moglichkeit dar, selbststindig Entdeckungen, Vorgehensweisen und Ansétze zu erkunden;
ihm liegt ein inner- oder aufermathematischer Kontext zugrunde, der dem Niveau
der Lernenden angepasst und demnach zugénglich gestaltet ist; es besteht aus einer
Situation, die nicht trivial 16sbar ist, sondern zu kognitiven wie auch zu metakognitiven
Anstrengungen anregt. Man erkennt insbesondere im letztgenannten Kriterium die
theoretischen Definitionen von Problemen aus der Psychologie. In Ubereinstimmung
mit WINTER lassen sich die folgenden drei zentralen Kriterien an gute Probleme stellen:
Elementaritdit, Offenheit und Relevanz.
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Das dialogische Lernmodell

Das Dialogische Lernmodell ist die didaktische Antwort von RUF auf Probleme, auf die
er zu Beginn seiner Lehrtétigkeit in der Praxis des gymnasialen Unterrichts gestofsen
ist. Seine Erfahrungen schildert er anschaulich anhand eines Modells von Angebot und

Nutzung im Lernprozess.

,,Als junger Deutschlehrer an einem Schweizer Gymnasium hatte ich, wie die
meisten Anfanger, den Ehrgeiz, ein sehr gutes Angebot zu machen. Darum
wendete ich auch sehr viel Zeit fiir die Vorbereitung auf. Mit dem Ertrag
jedoch war ich nicht zufrieden. Also steigerte ich meine Anstrengung, um das
Angebot zu verbessern. Der Effekt war erschreckend und bedrohlich zugleich.
Je mehr ich mich anstrengte, so schien es mir, desto geringer war der Ertrag.”
(RUF et al., 2008, S. 13)

Die Beobachtung von RUF ist also, dass mit einem immer groferen Angebot eine geringere
Nachfrage, also Nutzung dieses Angebots durch die Lernenden einhergeht. Umgekehrt
kann man natiirlich auch bei minimalem Angebot nicht von einer maximalen Nutzung
ausgehen. Die Konsequenz fiir RUF ist dennoch ein vermindertes Angebot, das sich einem
Maximum von Angebot und Nachfrage anndhern soll. Eine hohe Nachfrage wird hier
als nachhaltige und eigenstandig vollzogene Auseinandersetzung mit den Lerninhalten
verstanden. Es ist die Nahe zu den Ideen des selbstentdeckenden Lernens ersichtlich.
Die praktische Umsetzung miindete schlieflich im dialogischen Lernmodell, das letzt-
endlich von RUF und GALLIN aus ihrem Deutsch- und Mathematikunterricht heraus
entwickelt wurde und mittlerweile in diversen anderen Fachern und auch Schulstufen
umgesetzt wird (RUF et al., 2008). Zentraler Bestandteil sind deutlich weniger umfang-
reiche Angebotsphasen, die sich schneller und héufiger mit konkreten Nutzungsphasen
abwechseln. Es entsteht ein abwechslungsreicher und diverser Austausch zwischen Lehr-
person, Lernenden und Lerngegenstand. Die kleinschrittigen Prozessphasen sind immer
wieder durch Riickmeldungssituationen abgeschlossen, wodurch insbesondere im Hinblick
auf Leistungskontrollen eine Nutzung von Riickmeldungen fiir Lernende attraktiv und
sinnvoll gestaltet werden. In klassischen Priifungssituationen stellen Riickmeldungen
— in Form von Korrekturen oder auch Noten — nur geringen Anlass zum Reflektieren
und daraus Lernen dar. Die Priifungssituation ist zu diesem Zeitpunkt bereits beendet
und kann nicht mehr beeinflusst werden. Ein weiterer markanter Unterschied zur klas-
sischen Priifungs- oder Unterrichtssituation ist der Fokus auf Gutem und Richtigem
und keine Defizitorientierung. Wie der Name bereits suggeriert und auch die Idee von
kleinschrittigen Phasen mit stédndigen Riickmeldungen nahelegt, soll der Unterricht in

einem umfangreichen Dialog miinden. Dabei soll dieser Dialog nicht einseitig als Monolog
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von der Lehrperson zu den Lernenden stattfinden, sondern bidirektional und auch zwi-
schen den Lernenden selbst gefiihrt werden. Die praktische Umsetzung wird anhand eines
nahezu vollstdndig verschriftlichten Prozesses vorgeschlagen. Dadurch kann einerseits
eine reale Umsetzung in gréfseren Lerngruppen 6konomisch gestaltet werden und ande-
rerseits dem fachlichen Anspruch von selbstentdeckten Zugéngen zu Lerninhalten besser
begegnet werden. Lehrpersonen haben so insbesondere die Gelegenheit, auf schriftlich
festgehaltene fachliche AuRerungen auch im Nachhinein ausfiihrlich und angemessen
eingehen zu kénnen.

Alle diese Ansétze sollen vor allem drei zentralen Herausforderungen im Unterricht
begegnen: Der Schule als Institution, den Lehrpersonen und den Lernenden (RUF et al.,
2008).

e Schule als Institution
Beim Dialogischen Lernen steht die Anwendung und der Transfer von eigenem Wis-
sen im Vordergrund. Damit erfiillt dieses Lernmodell insbesondere die allgemeine
Anforderung an schulische Bildung, wonach die Vermittlung von handlungsrelevan-
tem Fachwissen und Fachkompetenzen tiber die ,néchste Prifung hinaus* (RUF
et al., 2008, S. 7) angestrebt wird. Ebenso fordern variable Problemsituationen und
der Fokus auf Kommunikation — mit sich selbst und mit anderen — eine Relevanz

des Lernens fiir die alltdgliche Lebensrealitiat der Schiiler*innen.

e Lehrpersonen
Der stark verschriftlichte Lernprozess und die dokumentarische Form des Dialogi-
schen Lernens vereinfacht die diagnostische Arbeit von Lehrkréften dahingehend,
dass sie sich intensiv in den Lernprozess der Schiiler*innen hineinversetzen konnen.
Insbesondere im Hinblick auf differenzierende Mafinahmen ist dies als besonders

gewinnbringend einzustufen.

e Lernende
Das Dialogische Lernen fordert und fordert ein hohes Maf an selbststdndigem
Arbeiten und Denken. Es stellt damit eine Moglichkeit dar, Schiiler*innen prinzipi-
ell — also insbesondere zunéchst unabhéingig vom Lerngegenstand — auf typische
Problemsituationen des alltdglichen Lebens vorzubereiten. Es geht damit eine Stér-
kung der Personlichkeit und ein gesteigertes Selbstwirksamkeitsempfinden einher.
Fiir die fachlichen Inhalte entsteht ein Lernprozess bei dem der Lerngegenstand

nicht losgelost vom Lernindividuum vermittelt wird. (S. 7f.)

RUF et al. (2008) stellen fiir die Umsetzung von Unterricht im Sinne des dialogischen

Lernens mehrere Instrumente vor, die nachfolgend genauer beschrieben werden.
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e Kernidee

Die Kernidee steht fiir den fachlichen Aspekt des Lernangebots. Dabei soll es
sich nicht um eine objektive, rein formale Darstellung eines Lerngegenstandes
handeln, sondern die subjektive Sichtweise der Lehrperson dargelegt werden. In
dieser Kernidee der Lehrkraft ist die fachliche Sichtweise, aber auch das individuelle
Interesse und metakognitive Strategien zur Behandlung des Lerngegenstandes
abgebildet. Die Kernidee fungiert fiir die Lernenden damit als erster Zugang
zum Lerninhalt und dient als Wegweiser durch ein groferes Problemfeld iiber
einen moglicherweise langeren Zeitpunkt. Die Benennung als Kernidee kann damit
aus stoffdidaktischer Sicht irritierend sein. Aus einem hoheren Standpunkt geht
man beim Begriff einer Kernidee vor allem von einer fachlichen, sachlogischen
Darstellung eines Lerngegenstandes aus. In Kreisen von Anwender*innen des
dialogischen Lernmodells spricht man bei der Kernidee aber oftmals auch vom
Witz der Sache. Es sind also neben den grundlegenden fachlichen Inhalten auch

motivationale und interessengetriebene Gedanken vorhanden.

Offener Auftrag

Der offene Auftrag soll den Lernenden nun selbst die Moglichkeit geben, den
Lerngegenstand zum einen fachlich, aber eben auch im Sinne der obigen Kernidee
auf Interessen, metakognitive Uberlegungen und sonstige Auffilligkeiten hin zu
untersuchen. Eine derartige Erschlieflung eines Lerngegenstandes soll eine umfang-
reiche Handlungskompetenz ansprechen und ausbauen, bei der neben fachlichen
Komponenten auch personale, soziale und metakognitive Aspekte angesprochen

werden.

Lernjournal

Der Dialog im dialogischen Lernmodell ist maftgeblich im Lernjournal abgebildet.
Die Lernenden sind angehalten, ihren Bearbeitungsprozess zu dokumentieren. Es
sollen dabei nicht nur fachliche Uberlegungen, sondern auch die angesprochenen
motivationalen, emotionalen und metakognitiven Uberlegungen bewusst gemacht
werden. Zuséatzlich stellt das Lernjournal eine Moglichkeit fiir die Lehrperson oder

andere Lernende dar, gezielte Riickmeldungen zu platzieren.

Riickmeldung

Die Riickmeldungen werden ebenfalls in Schriftform abgegeben und grofstenteils
im Lernjournal umgesetzt. RUF und GALLIN schlagen insbesondere bei Riickmel-
dungen im Lernjournal die schlichte Kennzeichnung von positiven Auffalligkeiten
mittels Hakchen vor. Dies férdert mitunter die Betrachtung der Bearbeitungen

als eigenstidndige Losungen der Lernenden und verhindert eine Fokussierung auf
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eine defizitdre Betrachtung. Das dialogische Lernen soll stattdessen ein ,aktive[s]
und konstruktive[s| Zuhoren“ (RUF et al., 2008, S. 22) darstellen. Die erbrachte
Leistung wird damit gewiirdigt und eine gleichberechtigte Position zwischen Lehr-
und Lernperson eingenommen. Fehlerhafte Prozesse werden als Gelegenheiten ver-
standen, den weiteren Lernprozess positiv beeinflussen zu kénnen. Damit begegnet
das dialogische Lernen einer zentralen Eigenschaft des mathematischen Denkens: In
der Mathematik werden Objekte exakt definiert oder axiomatisch charakterisiert.
Fiir ein umfassendes Verstdndnis sind insbesondere Abgrenzungsfille bei diesen
Definitionen oder axiomatischen Systemen niitzlich. Derartige Uberlegungen for-
dern insbesondere eine anschauliche mentale Reprasentation eines mathematischen
Objekts beim Individuum.

e Autographensammlung
Nachdem die Lernenden einen offenen Auftrag erfolgreich oder geniigend umfang-
reich bearbeitet haben, erstellt die Lehrperson ausgehend von den Dokumentationen
eine Sammlung von interessanten Ideen und Vorgehensweisen. Es soll damit einer-
seits der Losungsprozess anschaulich abgebildet werden und andererseits besonders

zielfithrende, elegante, clevere oder kreative Ansétze gewiirdigt werden.

e Zweidimensionale Leistungsbewertung
RUF und GALLIN streben eine zweifache Bewertung von Leistung an. Zum einen
soll am Ende eines Lernprozesses weiterhin, wie in einer klassischen Unterrichtssi-
tuation, das resultierende Produkt bewertet werden. Zusétzlich fordern sie aber
zum anderen eine Bewertung des Prozesses, welcher zu diesem Produkt fithrt. Hier

sind individuelle und metakognitive Gesichtspunkte zu berticksichtigen. (S. 19-23)

Das dialogische Lernmodell spiegelt mit diesen Instrumenten mafigeblich das Ich-Du-
Wir-Prinzip? (siche BARZEL et al., 2022) wieder. Die Kernidee und der offene Auftrag
regen zunachst zur selbststdndigen Auseinandersetzung mit dem Lerngegenstand an. Das
Lernjournal hilt diese Gedanken fest und liefert die Moglichkeit in einen schriftlichen
Austausch mit der Lehrperson oder anderen Lernenden zu treten. Am Ende steht die
Autographensammlung stellvertretend fiir die gesamten Ideen und Errungenschaften der

Lerngruppe.

30fter auch als Think-Pair-Share bezeichnet.
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3.3. Forschungsliicke im Bereich Arbeitsweisen und

Problemlosen bei Lehramtsstudierenden

Neben der fachlichen und institutionellen Dimension der doppelten Diskontinuitdt, wie
sie in den vorigen Abschnitten dargestellt wurden, benétigt die Lehramtsausbildung auch
eine Komponente zur Vermittlung von Wesensziigen und auflerfachlichen Charakteristika

der Mathematik. Es wurde hier bereits die Rolle des Problemlosens herausgestellt.

s ist allerdings eine Binsenweisheit, dass man Problemlésen nur durch
Problemlésen lernen kann. Das konnte ein recht langwieriger Prozess werden!
Diesen Lernprozess effektiv zu gestalten und ggf. geschickt abzukiirzen, indem
man aus einzelnen Musteraufgaben besonders viel Ubertragbares lernt, das
ist unser Anliegen.“ (BRUDER und COLLET, 2011, S. 29)

Es wird sich in der aktuellen Untersuchung der universitdren Ausbildung von Lehr-
amtsstudierenden groftenteils auf fachliche Inhalte und eine methodische Passung zur
Verkniipfung von schulischer und universitdrer Mathematik beschrankt. Dabei wird fiir
die Rechtfertigung von gesonderten Inhalten und Veranstaltungsformen eine dhnliche
Argumentation aufgefiihrt, wie sie fiir einen gezielten Heuristikunterricht beim Thema
Problemlésen in der Schule ebenfalls Anwendung findet: Es geniigt nicht einfach nur
einen hoheren Standpunkt einzunehmen, diesen zu vermitteln und davon auszugehen,
dass Lernende daraus selbststédndig eine Verkniipfung zu ihrem bisherigen Wissensstand
herstellen. Ebenso geniigt es beim Problemldsen nach obigem Zitat von BRUDER und
BAUER (ehem. COLLET) nicht nur Lernende in Problemsituationen zu versetzen und
zu hoffen, dass daraus zielgerichtet und verlésslich eine héhere Problemlésekompetenz
hervorgeht. Es gibt keinen Anlass dafiir, bei der Vermittlung des Problemlésens an Lehr-
amtsstudierende von anderweitigen Resultaten auszugehen. Im Bezug auf das Erreichen
einer reflexiven Literacy-Stufe nach BAUER und HEFENDEHL-HEBEKER und hinsichtlich
der Relevanz des Problemlosens fiir das Wesen der Mathematik erscheint ein konkreter
Heuristikunterricht auch in der universitdaren Fachausbildung von Lehramtsstudierenden
notwendig. Tatsdchlich erfolgt die aktuelle Untersuchung von Lehramtsstudierenden
allerdings groftenteils in Richtung von Lernstrategien (GRUNER, 2011; KOLTER et al.,
2015; WILD, 2005) und in Richtung fachlicher Fehlkonzepte bei der Bearbeitung mathe-
matischer Fragestellungen zu Beginn des Studiums (FRISCHEMEIER et al., 2015; GRIESER,
2014; LIEBENDORFER & OSTSIEKER, 2013). Zudem wird die Problemlosekompetenz bei
Schiiler*innen untersucht (PHONAPICHAT et al., 2014; ROTT, 2013a; SOHLING, 2017),
woraus sich bereits einige Erkenntnisse fiir das Lehren und Lernen vom Problemlsen und
fiir einen Heuristikunterricht an der Schule ergeben haben (BRUDER & COLLET, 2011;

LEUDERS, 2020). Eine genaue Betrachtung von Arbeitsweisen von Lehramtsstudierenden
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Lehramtsstudierenden

bei der Bearbeitung umfangreicherer mathematischer Probleme fehlt bisher. Die vorlie-
gende Arbeit mochte diese Liicke fiillen und fokussiert sich dabei auf die Arbeitsweisen
von Lehramtsstudierenden der gymnasialen Oberstufe im héheren Semester. Es sollen
Arbeitsweisen lokal in den Bearbeitungen einzelner Aufgaben identifiziert und gleichzeitig
ein langerer Problemprozess aufgezeichnet werden, sodass typische Arbeitsweisen in einer
globalen Form beschrieben werden kénnen. Zudem soll keine Intervention hinsichtlich
einer Schulung von entsprechenden Studierenden in den betrachteten Arbeitsweisen
stattfinden. Die vorliegende Studie bildet den Status Quo der derzeitigen Fachausbildung
ab und leitet daraus mogliche Konsequenz fiir zukiinftige Lehrinhalte und Lehrkonzepte

— mindestens aber dahingehende Hypothesen — ab.
Neben der Thematik des Problemlosens liefert diese Arbeit auch eine stoffdidaktische

Analyse der universitdren algebraischen Ausbildung von gymnasialen Lehramtsstudie-
renden, die insbesondere als Beitrag zur Vernetzung von schulischer und universitarer
Algebra zu sehen ist und damit ebenfalls der Behandlung der doppelten Diskontinuitét

in der Lehramtsausbildung gewidmet ist.

Es stellen sich insgesamt die folgenden Forschungsfragen:

Forschungsfrage 1

(F1) ,Inwiefern eignet sich die universitire Algebra zur Vernetzung von schu-

lischem und universitarem Fachwissen?

Die erste Forschungsfrage nimmt sich der stoffdidaktischen Analyse algebraischer Themen
der gymnasialen Lehramtsausbildung an der Hochschule an. Es stellt sich primar die
Frage, inwiefern sich die algebraischen Themen aus Schule und Hochschule vernetzen
lassen. Im Hinblick auf die bereits angesprochene Behandlung von Arbeitsweisen und
einer moglichen Vermittlung von heuristischen Kompetenzen in der Lehramtsausbildung
ist zudem von Interesse, inwiefern diese algebraischen Themen von Studierenden mogli-
cherweise selbststandig erschlossen werden konnen oder gekonnt werden sollten. Damit

ergeben sich die folgenden untergeordneten Subforschungsfragen:

(Fla) ,Welche Themen der universitiaren Algebra weisen eine fachliche Relevanz
fiir Studierende des gymnasialen Lehramts im Bezug zu ihrem spéateren
Beruf auf?

(F1b) ,Welche dieser Themen eignen sich zu einer Bearbeitung in einem selbst-

entdeckenden Lehrkonzept an der Universitdt und wie?
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Forschungsfrage 2

(F2) ,Wie bearbeiten Studierende des gymnasialen Lehramts offene Arbeits-

auftrage zu mathematischen Problemen?

Mit der zweiten Forschungsfrage soll der Status Quo der fachlichen Ausbildung von
Lehramtsstudierenden hinsichtlich deren Verstdndnis fiir mathematisches Arbeiten the-
matisiert werden. Es sollen damit insbesondere auch Aussagen beziiglich einer Kompetenz
zum mathematischen Problemlosen getroffen werden konnen und insgesamt hinterfragt
werden, inwiefern die fachliche Ausbildung dem Ziel dient, Lehramtstudierende darauf
vorzubereiten, ein ganzheitliches Bild der Mathematik an Schulen vermitteln zu kénnen.

Die zweite Forschungsfrage wird aus methodischen Griinden in drei Subfragen aufge-
teilt. Dies dient einer genaueren Betrachtung und Beantwortung der Fragestellung. Die

methodische Begriindung wird in Abschnitt 4.7 ndher beschrieben.
(F2a) ,Welche Arbeitsweisen werden von solchen Studierenden bei derartigen
Arbeitsauftragen verwendet?
(F2b) ,Welche dieser Arbeitsweisen werden in welchen Ausprigungen genutzt?

(F2c¢) ,Inwiefern lassen sich Typen von Studierenden hinsichtlich Arbeitsweisen

beobachten?
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Dieses Kapitel stellt den Methodenteil der vorliegenden Arbeit dar. Es werden die
verwendeten wissenschaftlichen Verfahren dargestellt und erlautert sowie gegen andere
Methoden abgegrenzt. Dabei werden passende Forschungsmethoden fiir beide Forschungs-
fragen behandelt. Da diese Forschungsfragen jeweils unterschiedliche Anforderungen an
die Methode stellen, wird jede Frage gesondert diskutiert und ggf. fiir beide Fragen eine
eigene Methode ausgewahlt.

Man kann in der empirischen Sozialforschung allgemein zwischen zwei Formen von
Daten und zwei Formen von Analysen unterscheiden: Qualitative und quantitative Daten
und qualitative und quantitative Analysen. Unter quantitativen Daten wird im Fol-
genden die sozialwissenschaftliche Definition als Daten verstanden, die in numerischer
Form vorliegen. Qualitative Daten kénnen hingegen unterschiedlicher Art sein. Hier
sind Transkripte und Textiiberlieferungen, aber auch Audio- und Videoaufzeichnungen
denkbar. Die Unterscheidung zwischen qualitativen und quantitativen Analysen ist hin-
gegen schwieriger. Es wird im weiteren Verlauf die grobere Unterscheidung dahingehend
getroffen, dass die quantitative Analyse einer solchen mit numerischen und stochastischen
Mitteln gleichkommt, wohingegen die qualitative Analyse insbesondere den Blick auf die
Bedeutung des untersuchten Materials wirft. (KUCKARTZ & RADIKER, 2022)

Die in Abschnitt 3.3 beschriebenen Forschungsfragen sind von qualitativer Natur. Fiir
das vorliegende Forschungsinteresse wird demnach eine qualitative Analyse angestrebt.
Da es sich bei der Betrachtung von Arbeitsweisen auch in Teilen implizit um die Frage
nach dem Verstehen von Lern- und Denkprozessen handelt — solche Merkmale sind
eindeutig als latent zu bezeichnen — ist davon auszugehen, dass das zu untersuchende
Material in Form von qualitativen Daten vorliegen wird. Die hier beschriebene Studie ist
demnach im Bereich der qualitativen Analyse von qualitativen Daten anzusiedeln.

Fiir die qualitative Forschung ist der Begriff der Kategorie von zentraler Bedeutung.
Kategorien stellen eine Moglichkeit dar, Teile eines Materials durch abstraktere Beschrei-
bungen zu klassifizieren. In vielen Féllen wird dadurch eine Reduktion des Materials
angestrebt, bei der die Sinnhaftigkeit des Materials im Gesamten in Form der Kategorien
erhalten bleibt. Aber auch ein Herausarbeiten der tatsdchlichen Sinnstiftungen im Mate-
rial kann damit versucht werden. Der Begriff der Kategorie wird im Folgenden derart

verwendet, dass darunter die sozialwissenschaftliche Bedeutung verstanden wird, die
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man im gemeinen Volksmund auch mit Klasse bezeichnen kann. Demnach ist eine Kate-
gorie ,das Ergebnis der Klassifizierung von Einheiten.“ (KUCKARTZ & RADIKER, 2022,
S. 53) Im Sinne der Mathematik kénnte man auch von einer Einteilung von Objekten
hinsichtlich eines Merkmals reden und zwei Objekte als zueinander in Relation stehend
nennen, wenn sie sich in einem Merkmal dhneln oder gar iibereinstimmen. Kategorien
waren dann genau die Klassen, die durch Anwendung der Relation auf eine Menge von
Objekten entstehen. Die Menge der entstehenden Kategorien wird Kategoriensystem
genannt. Kategorien werden dabei entweder deduktiv auf Grundlage bereits vorhande-
ner Theorien oder Hypothesen oder induktiv im Material gebildet. Gerade zweiteres
Vorgehen ist fiir explorative Ansétze und in Forschungsgebieten, in denen noch keine
grundsténdigen Theorien oder theoretischen Modelle existieren, sehr gewinnbringend.
Auch deduktiv-induktiv-gemischte Ansédtze sind denkbar. Hier wird oftmals von einer
noch nicht vollstdndigen Theorie mit abgeleiteten deduktiven Kategorien an das Material
herangegangen und diese induktiv ergénzt und ausdifferenziert. (FLICK, 2019; KUCKARTZ
& RADIKER, 2022)

Der Vorgang, bei dem einem Teil des Materials eine Kategorie zugeordnet wird, nennt
man Codieren. Dabei unterscheidet man allgemein zwischen Auswertungseinheit und
Codiereinheit. Eine Auswertungseinheit legt die Unterteilung der Gesamtheit des Materials
in zu betrachtende Fille fest. Beispielsweise konnen das die einzelnen Proband*innen
einer Interviewstudie sein. Die Codiereinheit ist eine explizite Stelle im Material, der
eine Kategorie zugeordnet wird. Die minimale und maximale Grofte einer Codiereinheit
variiert je nach konkreter Forschungsmethode stark. Es kann sich hier um ein einziges
Wort oder einzelne Worter bis Sitze handeln, aber auch ganze Abschnitte oder gar Seiten

von Material sind moglich.

Im Folgenden wird zunéchst die jiingere Entstehungsgeschichte der qualitativen For-
schung insbesondere im deutschen Raum skizziert. Anschliefsend werden einige Ansétze
zur qualitativen Analyse von qualitativen Daten vorgestellt. Den Anfang macht das
sogenannte Descriptive Coding (WOLCOTT, 1994), das eine eher oberflichliche Methode
des Codierens beschreibt, die stark an die quantitative Inhaltsanalyse angelehnt ist. Es
folgen zwei prominente Vertreter der jlingeren qualitativen Sozialforschung: Die qualitati-
ve Inhaltsanalyse (KUCKARTZ & RADIKER, 2022; MAYRING, 2022) und die Grounded
Theorie (GLASER & STRAUSS, 2010). Fiir die qualitative Inhaltsanalyse werden zudem
zwel Varianten skizziert. Es folgt eine Diskussion und eine Abgrenzung der vorgestellten
Methoden und Methodologien, die abschliefsend im methodischen Ablauf miindet, der
fiir die Forschungsfragen aus Abschnitt 3.3 festgesetzt wird.
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4.1. Zur Aktualitat interpretativer Sozialforschung und

qualitativer Forschungsmethoden

Anfang des 20. Jahrhunderts entstand in Deutschland erstmals eine Konzeption der
Verstehenden Soziologie. Grundgedanke war die Feststellung, dass Gesellschaft in den
Wechselwirkungen ihrer Teilnehmenden stattfindet und zum Verstehen von eben dieser
Gesellschaft, jene Wechselwirkungsprozesse untersucht werden miissen. Da es sich dabei
aber meist um latente und situative Vorgénge handelt — insbesondere, wenn man an
intrapersonale Vorgénge denkt — scheinen vor allem quantitative Methoden der empiri-
schen Forschung an ihre Grenzen zu stofsen. Stattdessen zeichnet sich eine Notwendigkeit
nach ,Instrumenten der Datenerhebung und -auswertung [ab] [...], die [...] sowohl Zugang
zu den Wahrnehmungen und Definitionsprozessen der Alltagshandelnden als auch zur
Konstitution der gesellschaftlichen Wirklichkeit |...] in den interaktiven Prozessen sozialen
Handelns ermdglichen.” (ROSENTHAL, 2015, S. 32) Im deutschen Raum entwickelte sich
daraufhin eine eher theoretische Soziologie mit Schwerpunkt auf makrosoziologischen
Fragestellungen, die aber dennoch einen wesentlichen Teil im Sinne von methodologischen
Grundlagen zu den spéter aufkommenden interpretativen Methoden beisteuern werden.
In einem &hnlichen Zeitfenster entwickelte sich dagegen in den USA um die Chicago
School ein tatséchlich qualitativer Empirismus, der spéter in den 1960er Jahren erhebli-
chen Einfluss auf die Entwicklung der Grounded Theory durch GLASER und STRAUSS
(2010) haben soll. Hier finden sich erstmals ernsthafte Uberlegungen hinsichtlich einer
empirischen Rekonstruktion von subjektiven Sinnstiftungen und eine Betrachtung des
einzelnen Falls. Es wurde sich insbesondere auf eine philosophische Form des Prag-
matismus berufen, der auf den Philosophen und Mathematiker CHARLES SANDERS
PEIRCE und den Psychologen WiLLIAM JAMES zuriickgeht. Demzufolge bemisst sich
die Wahrheit einer Aussage unter anderem daran, welchen praktischen Nutzen die sich
daraus ergebenden Ableitungen haben. Das Vorgehen ist demnach auch stark abduktiv
und Hypothesen generierend formuliert. (FLICK, 2019; ROSENTHAL, 2015)

Mit zwei Weltkriegen und dem Aufschwung propagandistischer Mafnahmen sowie
einer technologischen Entwicklung der Printmedien und Audio- und Videoaufnahmen
zeigte sich in der ersten Halfte des 20. Jahrhunderts zudem die Notwendigkeit nach
Instrumenten zur Auswertung grofser Datenmengen in einem interpretativen Kontext.
Die Inhaltsanalyse beschreibt in der Sozialwissenschaft gerade ein solches Instrument,
wenngleich zu Beginn das Hauptaugenmerk auf der Bestimmung von ,Haufigkeiten eines
bestimmten Merkmals* (ROSENTHAL, 2015, S. 232f.) und damit auf einer quantitativen
Auswertung von eher manifesten Inhalten lag. Auch nach den Kriegsjahren wurde die
soziologische Forschung in der Bundesrepublik iiberwiegend durch quantitative Methoden

sowie Verfahren, die an den Naturwissenschaften ausgerichtet sind, geprégt. Erst in
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den 1970er Jahren erstarkte die interpretative Sozialforschung insbesondere durch die
Arbeitsgruppe Bielefelder Soziologen durch eine Riickbesinnung auf die Grundgedanken
der verstehenden Soziologie aus dem Anfang des Jahrhunderts. Ins Zentrum riickte dabei
erneut die Frage nach dem Unterschied zwischen Selbst- und Fremdverstehen und wie
sich dieser Unterschied iiberbriicken ldsst. Weiter diskutierte bspw. ULRICH OEVER-
MANN in seinem Forschungsprojekt FElternhaus und Schule Verfahren der objektiven
Hermeneutik, die auch fiir die heutigen Verfahren der qualitativen Inhaltsanalyse in
Teilen von Bedeutung sind. (FLICK, 2019; KUCKARTZ & RADIKER, 2022; ROSENTHAL,
2015)

Mit Blick auf die vielfdltigen Ansétze innerhalb der interpretativen Forschung lassen
sich grundsatzlich zwei Prinzipien formulieren, die bereits 1980 von CHRISTA HOFFMANN-
RIEM diskutiert wurden. Als wesentlicher Bestandteil einer interpretativen Forschungswei-
se fordert sie ein Prinzip der Kommunikation und ein Prinzip der Offenheit. Das Prinzip
der Kommunikation meint dabei, dass sich der Forschungsprozess in seiner Gesamtheit
an der sozialen Wirklichkeit der Alltagshandelnden, also insbesondere an der wahrge-
nommenen Wirklichkeit der zu untersuchenden Subjekte orientieren soll. Dies betont vor
allem die Unmoglichkeit, als Forschende tatséchlich objektiv und wertfrei Einsicht in die
Wirklichkeit von Alltagshandelnden zu bekommen, ohne diese mit zu beeinflussen, bzw.
ohne durch diese selbst beeinflusst zu werden. Weiter lasst sich daraus ableiten, dass
die Sinnzuschreibung immer unter Beriicksichtigung des gesamten Prozesses geschehen
muss. Das Prinzip der Offenheit meint einen offenen Umgang mit Einfliissen im gesamten
Forschungsprozess. Dazu zéhlt bspw. eine Offenheit gegeniiber dem Ablauf einer Studie,
aber auch eine Offenheit gegeniiber dem Forschungsinteresse und den Forschungsfragen.
Gerade das abduktive Vorgehen und der Fokus auf die Generierung von Hypothesen zeigt
sich darin als zentrales Merkmal interpretativer Forschung. (FLICK, 2019; KUCKARTZ &
RADIKER, 2022; MAYRING, 2022; ROSENTHAL, 2015; ROSSLER, 2010)

Speziell die Inhaltsanalyse wurde in der zweiten Héalfte des 20. Jahrhunderts immer
mehr fiir die Orientierung an quantitativen Verfahren und strengen Vorgaben an die
Methode kritisiert. Einer der prominentesten dieser Kritiker war SIEGFRIED KRACAUER
(1952), der auch erstmals eine qualitative Inhaltsanalyse thematisierte. Thm zufolge sollen
in der qualitativen Inhaltsanalyse im Gegensatz zur damals geldufigen Inhaltsanalyse nicht
nur objektive Bedeutungen thematisiert werden, sondern eben auch latente Merkmale
untersucht werden. Er forderte dabei selbstverstandlich keine willkiirliche Interpretation
von sozialem Verhalten. Vielmehr sind bei ihm latente Bedeutungszuschreibungen immer
im Sinne einer intersubjektiven Verstdndigung gemeint. KRACAUER sieht darin die
Moglichkeit, dem tatsédchlichen Sinn einer Handlung niher kommen zu koénnen, als sie
durch Quantifizierung zu abstrahieren und womoglich génzlich aus dem Kontext ihrer

Entstehung herauszulésen. Damit riickt das Verstehen von Texten und Handlungen
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in den Vordergrund, wonach sich wie oben beschrieben das Prinzip der Hermeneutik
anbietet. (FLICK, 2019; KUCKARTZ & RADIKER, 2022; ROSENTHAL, 2015)

Mit der Beschreibung eines Verfahrens der qualitativen Inhaltsanalyse durch PHILIPP
MAYRING (1985) manifestierte sich die interpretative Sozialforschung endgiiltig in der
gangigen Forschungspraxis. Er beschreibt dabei ein strukturiertes und theoriegeleitetes
Verfahren, das eine Rekonstruktion im Sinne der objektiven Hermeneutik anstrebt. Es
wird also versucht, durch Anwendung intersubjektiver sprachlicher Regeln, Textinhalte
auszulegen und mit diesen Auslegungen auf die von dem*der Textersteller*in gemeinten
Sinnstiftungen schliefsen zu kénnen. Zentrales Werkzeug der qualitativen Inhaltsanalyse
von MAYRING ist dabei ein sogenanntes Kategoriensystem, welches gerade die inter-
subjektiven sprachlichen Regeln vorgeben soll. Hier kénnen nun im Unterschied zur
allgemeinen Inhaltsanalyse auch latente Inhalte beschrieben und analysiert werden. Die
Bedeutungszuschreibung bzw. die generelle Auswertung hin zu moglichen Erkenntnissen
geschieht bei MAYRING dann aber wieder in einem iiberwiegend quantitativen Sinne. Bei-
spielsweise konstatiert GABRIELE ROSENTHAL, dass sein Verfahren gleichzeitig Kriterien
der quantitativen Sozialforschung erfiillen und Vorteile aus qualitativen Vorgehensweisen
zumindest in eingeschrankter Form behalten méchte. ,,Damit fallt er [...] hinter die
von Siegfried Kracauer 1952 formulierten Forderungen an die qualitative Inhaltsanalyse
zuriick.“ (ROSENTHAL, 2015, S. 232) Auch die stark theoriegeleitete Kategoriengene-
rierung ist fiir einen interpretativen Ansatz eher einschrinkend und sicherlich nicht
fir jeden Kontext — insbesondere, wenn es noch keine ausreichend fundierte Theorie
gibt — denkbar. Gerade im Fall fehlender Theorie ist aber ein qualitativer Ansatz im
Sinne einer Abduktion wiinschenswert. MAYRING formuliert zwar auch eine Variante
der induktiven Kategorienbildung, so ist diese aber ebenfalls stark theoriegeleitet und
wenig frei gestaltbar. Die qualitative Inhaltsanalyse nach Ubo KUCKARTZ (2022) stellt
hingegen die Entwicklung des Kategoriensystems in den Mittelpunkt des Verfahrens.
Insbesondere wird eine Kategoriengenerierung am Material betont und generell das
Vorgehen am Material orientiert und weniger strukturiert vorgegeben. Prinzipiell birgt
eine kategoriebasierte qualitative Inhaltsanalyse jedoch die Gefahr, dass durch die Zer-
gliederung des Materials, die , Textsegmente [...] aus ihrem Entstehungszusammenhang
herausgenommen |[...]* (ROSENTHAL, 2015, S. 230) werden. Eine vorige Orientierung am
Material selbst scheint aber auch fiir diesen Kontext und im Hinblick auf eine verstehende
Sozialforschung mit Blick auf den Einzelfall gewinnbringender. (FLICK, 2019; KUCKARTZ
& RADIKER, 2022; MAYRING, 2022; ROSENTHAL, 2015; SCHREIER, 2014)
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4.2. Descriptive Coding

Beim Descriptive Coding (descriptive Englisch fiir beschreibend) wird ein Kategoriensys-
tem angestrebt, das — wie der Name schon sagt — das vorliegende Material inhaltlich gut
beschreibt. Dabei soll als Kategoriensystem eine Sammlung der Themen entstehen, die
im Material angesprochen werden. Es wird ausdriicklich auf die Untersuchung hinsichtlich
einer Sinnzuordnung oder die Betrachtung von Meinungen verzichtet. Die entstehenden
Kategorien kénnen als Schliisselworter fiir die im Material vorkommenden Themen
verstanden werden. Aus diesem Grund spricht man auch &fter von topic coding, topic
tagging und index coding (topic Englisch fir Thema, tagging Englisch fiir zuordnen). Das
Descriptive Coding liefert demnach eine grundlegende Begriffssammlung, mit der das
weitere thematische Feld einer Forschungsfrage gut beschrieben werden kann. Man kann
darin eine in Teilen quantitative Analyse von qualitativen Daten erkennen. (HUBERMANN
& MILES, 2002; MILES, 2019; SALDANA, 2021; WoLcoTT, 1994)

Als Material eignet sich fiir die Methode des Descriptive Codings prinzipiell jede
Art von qualitativen Daten. Dennoch findet die Methode insbesondere auferhalb von
Interviewtranskripten Anwendung. Das Ziel, lediglich thematische Begriffe herauszuar-
beiten, eignet sich fiir Interview-Studien nicht unbedingt, bei denen typischerweise das
Verstédndnis vom Gesagten im Mittelpunkt steht. Aber auch hier kann das Descriptive
Coding wie auch bei allen anderen Arten von Material eine Mdoglichkeit darstellen,
einen groben inhaltlichen Uberblick iiber das Material und die behandelten Themen zu
bekommen. Am Ende der Methode steht das Kategoriensystem als Ergebnis, wobei das
Material selbst fiir diese Methode keine Rolle mehr spielt. Damit kann diese Methode
nur einen Einstieg in und eine Ubersicht iiber das vorliegende Material liefern. Tiefere
Sinnzuordnungen und weiterfithrende Analysen miissen anderweitig vollzogen werden.
(MILES, 2019; SALDANA, 2021; WOLCOTT, 1994)

Beim Descriptive Coding werden einzelne Sinnabschnitte des Materials mit einem
einzelnen Wort oder einer kurzen bildhaften Beschreibung thematisch zusammengefasst.
Es soll dabei keine tiefere Interpretation der Bedeutung angestrebt, sondern lediglich
eine beschreibende Form erreicht werden. Oftmals liefert das Material selbst bereits die
Formulierung. Idealerweise wird das Material dabei mindestens zweimal durchgearbeitet.
Im ersten Durchlauf werden die ersten Bezeichnungen selbst erstellt oder im Material
ausgewdhlt. Im Anschluss folgt eine Organisation der entstanden Kategorien. Dabei
werden Gruppen von moglicherweise identischen, &hnlichen oder verwandten Katego-
rien gebildet und das Kategoriensystem gegebenenfalls entsprechend angepasst. Der
zweite Durchlauf erfolgt nun mit diesem angepassten Kategoriensystem, wobei dessen
Anwendbarkeit auf das vorliegende Material kontrolliert wird. Eventuell miissen weitere

Durchldufe und weitere Anpassungen am Kategoriensystem angehéngt werden. Das
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Vorgehen erinnert stark an einen eher quantitativ gepragten Ansatz zur Analyse von
qualitativem Datenmaterial. Gerade die mégliche Suche nach Schliisselwortern verstérkt

diesen Eindruck. (HUBERMANN & MILES, 2002; SALDANA, 2021)

4.3. Qualitative Inhaltsanalyse

Die qualitative Inhaltsanalyse ist grundsétzlich aus der quantitativen Inhaltsanalyse
heraus mit dem Gedanken entstanden, gewisse Daten nicht nur auf numerisch messbare
Merkmale hin untersuchen zu kénnen, sondern auch die Méglichkeit zu haben, latente
Merkmale zu behandeln. Das entsprechende Verfahren soll systematisch vorgegeben sein,
um forschungstheoretischen Grundsédtzen zu geniigen. Dabei ist zu betonen, dass es
keine tibergreifende Definition der qualitativen Inhaltsanalyse gibt. Stattdessen werden
verschiedene Methoden, die den Anspruch erheben, verschriftlichte Kommunikation
hinsichtlich latenter Merkmale analysieren zu kénnen, unter dem Begriff der qualitati-
ven Inhaltsanalyse zusammengefasst. Es lassen sich dennoch einige zentrale Merkmale
ausmachen, die dem Grofsteil der Methoden, die unter die Rubrik der qualitativen In-
haltsanalyse fallen, zuzuordnen sind: Die Zentralitdt des Begriffs der Kategorie, wie er
oben beschrieben ist; der Fokus auf Material in Schriftform sowie der systematische
und regelgeleitete Ablauf. Das Ziel einer qualitativen Inhaltsanalyse ist dabei immer die
Moglichkeit, anhand eines Kategoriensystems, das Material anschaulich beschreiben und
interpretieren zu konnen. (FLICK, 2019; GLASER-ZIKUDA & MAYRING, 2008; KUCKARTZ
& RADIKER, 2022; MAYRING, 2022; SCHREIER, 2014; STAMANN et al., 2016)

Fiir eine qualitative Inhaltsanalyse kommen diverse Formen von qualitativen Daten in
Frage. Hier konnen Texte wie Mitschriften, Zeitungsartikel und Zeitzeugendokumente,
aber auch Transkripte von Audio- und Videoaufzeichnungen herangezogen werden. Einzig
das Vorliegen in Schriftform wird typischerweise als Bedingung an das Material gestellt.
Aus diesem Grund geht vielen qualitativen Inhaltsanalysen ein vorheriger Prozess des
Transkribierens voraus. (KUCKARTZ & RADIKER, 2022; SCHREIER, 2014)

Grundsétzlich lassen sich bei Verfahren der qualitativen Inhaltsanalyse die folgenden
Schritte identifizieren (siche Abbildung 4.1):

e Festlegen des Forschungsinteresses
Zu Beginn steht die Beschreibung des Forschungsinteresses, idealerweise mit der
Formulierung der Forschungsfragen. Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen,
dass viele Methoden der qualitativen Forschung nicht zwangsweise von vorher
festgelegten Forschungsfragen ausgehen. Vielmehr ist der Analyseprozess Teil des
Explizierens des Forschungsinteresses. Es entstehen dabei hdufig sich wiederholende

Prozessschleifen, die jeweils mit leicht angepassten Verfahren oder Forschungsschwer-
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punkten durchlaufen werden. Gerade der Umgang mit derartigen Wiederholungen
stellt ein gingiges Unterscheidungsmerkmal der einzelnen Verfahren innerhalb
der Rubrik der qualitativen Inhaltsanalyse dar. Das Forschungsinteresse legt den
gesamten weiteren Ablauf fest, der gerade darauf abzielt, dieses Interesse zu stillen

bzw. die entsprechenden Forschungsfragen zu beantworten.

Auswihlen des Materials

Hierbei wird entschieden, welche Teile des vorliegenden Materials zur Analyse
herangezogen werden. Insbesondere die Ausklammerung von Teilen des Materi-
als ist klar zu begriinden. Gleichzeitig wird auch der Entstehungsprozess bzw.
der Entstehungskontext des Materials dargestellt. Dies ist gerade fiir die spéatere

Auswertung und Interpretation der Ergebnisse von Bedeutung.

Erstellen eines Kategoriensystems

Das Kategoriensystem soll insgesamt eine abstrakte Darstellung des untersuchten
Materials liefern und vor allem das Forschungsinteresse widerspiegeln. Die Katego-
rienbildung kann entweder deduktiv anhand vorhandener theoretischer Modelle
oder bereits getatigter Hypothesen geschehen oder wird induktiv direkt am Mate-
rial vollzogen. Gerade im Falle einer induktiven Kategorienbildung wird hier mit
einer initialen Textarbeit vorangegangen. Dabei wird ein Teil des Materials genau-
er betrachtet und hinsichtlich der Bildung eines vorlaufigen Kategoriensystems
untersucht. Stichworter, Textmarkierungen, Memos und Fallzusammenfassungen
helfen hier bei der Identifikation relevanter Auferungen und Merkmale. Auch im
Fall der deduktiven Kategorienbildung kann das angesetzte Kategoriensystem in
einer initialen Textarbeit auf seine Anwendbarkeit auf das vorliegende Material

kontrolliert werden.

Codieren des Materials

Der Codierprozess ist dadurch geprégt, dass den einzelnen relevanten Textabschnit-
ten des Materials die Kategorien des Kategoriensystems zugeordnet werden. Dies
geschieht in den meisten Varianten der qualitativen Inhaltsanalyse durch eine
vorherige Unterteilung des Materials in Codiereinheiten. Welche Kriterien fiir eine
Codiereinheit gelten miissen, ist unter den Varianten der qualitativen Inhaltsana-
lysen stark verschieden. Anschliefsend werden allen Codiereinheiten entsprechend
Kategorien zugeordnet. Meist sind hier auch mehrere Durchldufe vorgesehen, zwi-
schen denen jeweils Kontrollen und mdogliche Anpassungen des Kategoriensystems,

des Forschungsinteresses, aber auch der Materialauswahl angedacht sind.

Darstellen und Auswerten der Ergebnisse

Nach dem Codieren stehen das Kategoriensystem sowie die Zuordnung der Ka-
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tegorien zu den Textstellen als Ergebnisse der qualitativen Inhaltsanalyse fest.
Diese gilt es nun darzustellen und mit weiteren Analyseformen zu untersuchen
bzw. zu interpretieren. Zur Darstellung werden héaufig Fallbeschreibungen und
Beschreibungen des entstandenen Kategoriensystems gegeben. Prinzipiell lassen
sich bei qualitativen Inhaltsanalysen zweierlei Auswertungsrichtungen angeben: Die
kategorie- oder die fallbezogene Auswertung. Bei der kategoriebezogenen Auswer-
tung werden insbesondere die resultierenden Kategorien als Ergebnis interpretiert.
Hier lassen sich bspw. Diskussionen mit bestehender Theorie oder vorher aufgestell-
ten Hypothesen fiihren, woraus eine Theorie ggf. verstirkt oder eingegrenzt werden
bzw. eine Hypothese verfestigt oder hinterfragt werden kann. Bei der fallbezoge-
nen Auswertung bleibt insbesondere das Material selbst fiir die weitere Analyse
relevant. Die Kategorien dienen hier eher der Reduktion oder der anschaulichen

Beschreibung des Materials.

e Beurteilen der Giite des Vorgehens

Abschlieftend muss das gesamte Vorgehen vor dem Hintergrund forschungstheoreti-
scher Gesichtspunkte reflektiert und bewertet werden. Da die qualitative Inhaltsana-
lyse in den Bereich der qualitativen Forschung fallt, sollten hier eigens begriindete
Giitekriterien herangezogen werden und nicht einfach nur auf quantitative Giite-
kriterien zuriickgegriffen werden. Diesen kann ein qualitatives Forschungsdesign
nur schwer oder gar nicht geniigen. Eine ausfiihrliche Behandlung der Thematik
der Giite qualitativer Forschung wird in Abschnitt 4.8 gegeben. (KUCKARTZ &
RADIKER, 2022; MAYRING, 2022; STAMANN et al., 2016)

Forschungs- Kategorien- Codieren Ergebnisse

fragen system

Abb. 4.1.: Allgemeiner Ablaufplan einer qualitativen Inhaltsanalyse.

In Abgrenzung zu anderen Forschungsmethoden der qualitativen Sozialforschung ist
zunéchst herauszustellen, dass bspw. KUCKARTZ und RADIKER (2022) die qualitative
Inhaltsanalyse als Methode und eben nicht als Methodologie verstehen. Insbesondere
liegt ihr kein theoretisches Modell zugrunde. KUCKARTZ und RADIKER erwidhnen dies
explizit im Hinblick auf die von bspw. bei STAMANN et al. (2016) und UHLENDORFF und
PRENGEL (2013) aufgeworfene Kritik, dass es sich bei der qualitativen Inhaltsanalyse
entweder um eine Methode ohne theoretischen Hintergrund oder eine an die quantitative

Inhaltsanalyse angelehnte Methodik handelt, die dann nicht mehr als tatséchlich qualita-
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tive Methodik bezeichnet werden kann. Als reine Methode zur Analyse qualitativer Daten
stellt sich diese Frage nicht unbedingt. Es ergibt sich dadurch auch eine bedeutende Kon-
sequenz fiir die Vertraglichkeit mit tatsdchlichen Methodologien, insbesondere aus dem
Bereich der interpretativen Sozialforschung: Ob also die qualitative Inhaltsanalyse zusam-
men mit einer anderen Methodologie oder auch im Sinne von Mized-methods- Ansétzen
umsetzbar ist, muss die zusétzliche Methodologie beantworten. Vor allem aber kann
die qualitative Inhaltsanalyse auch als Methode innerhalb einer anderen Methodologie
Anwendung finden. Man erkennt eine deutliche Abgrenzung gegeniiber recht prominenten
Methodologien der modernen (qualitativen) Forschung wie bspw. der Grounded Theorie
oder auch dem Design-Based Research (KUCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 15-52). Fiir
MAYRING (2022) ist die oben formulierte Problematik nicht unbedingt gegeben, da er die
qualitative Inhaltsanalyse gerade im Zwischenraum zwischen quantitativer Inhaltsanalyse
und interpretativer Sozialforschung sieht. Die Anlehnung an die Systematik der quan-
titativen Inhaltsanalyse ist demnach nicht problematisch. Vielmehr ermoglicht es eine
qualitative Analyse mit Mitteln, die eben auch gréfere Materialsammlungen bewéltigen
und damit einem rein explorativen und auf den Einzelfall beschrankten Ansatz entflichen
kénnen (MAYRING, 2019).

Es werden nun diese zwei bereits angesprochenen prominenten Varianten einer quali-
tativen Inhaltsanalyse vorgestellt: Die Variante nach MAYRING und die Variante nach
KUCKARTZ. Anschliefiend folgt eine Beschreibung der Methodologie der gegenstandsbezo-
genen Theoriebildung von STRAUSS und CORBIN (2010), die auch oftmals als Grounded

Theorie bezeichnet wird.

4.4. Variante der qualitativen Inhaltsanalyse nach MAYRING

Die Variante der qualitativen Inhaltsanalyse nach MAYRING (2022) ist ein theoriegeleite-
tes, stark systematisiertes Verfahren der qualitativen Analyse von Daten in Textform, das
sich eng an der quantitativen Inhaltsanalyse orientiert. MAYRING sieht dabei einen festen
Ablaufplan vor, der jedoch mit einigen verschiedenen Unterformen seiner qualitativen
Inhaltsanalyse an das jeweilige Forschungsinteresse angepasst werden kann. Durch diese
strenge Festlegung des Ablaufs bereits vor dem Start der Analyse erreicht das Verfahren
eine hohe Nachvollziehbarkeit, was MAYRING als Giitemerkmal qualitativer Forschung
sieht.

MAYRING unterscheidet in seiner qualitativen Inhaltsanalyse zwischen mehreren Ana-
lyseeinheiten: Auswertungs-, Codier- und Kontexteinheiten. Die Auswertungseinheit legt
bei ihm fest, welche Texte oder welche Textstellen zur Analyse herangezogen werden
sollen. Zudem ist dadurch auch eine Reihenfolge der Analyse vorgegeben. Als Konsequenz

ist aber auch nicht unbedingt das gesamte vorliegende Material zur Analyse heranzuzie-
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hen. Eine Fokussierung auf das fiir die Forschungsfragen Relevante ist ein entscheidender
Kern der qualitativen Inhaltsanalyse nach MAYRING. Weiter wird zwischen Codier-
und Kontexteinheit unterschieden. Die Codiereinheit gibt die Grofke des kleinsten zu
codierenden Textausschnitts vor, die Kontexteinheit hingegen die Grofe des grofiten zu
codierenden Textausschnitts.

MAYRING beschreibt in seiner Variante der qualitativen Inhaltsanalyse mehrere For-
men, die jeweils fiir unterschiedliche Fragestellungen geeignet sind. Er spricht auch von
Analysetechniken und unterscheidet allgemein zwischen den Techniken zur Zusammen-
fassung, zur Explikation und zur Strukturierung. Diese drei Analysetechniken werden von
ihm jeweils in weitere Analyseformen ausdifferenziert, womit er insgesamt auf eine grofere
Anzahl unterschiedlicher Formen seiner qualitativen Inhaltsanalyse kommt. Bevor nun
die einzelnen Analysetechniken naher betrachtet werden, kann man einen allgemeinen
Ablauf skizzieren. Grundsétzlich ldsst sich jede Form der qualitativen Inhaltsanalyse von
MAYRING anhand der folgenden Schritte beschreiben (siehe Abbildung 4.2):

e Festlegen des Materials und Analyse des Kontextes
Hierbei wird die Gesamtheit des zu untersuchenden Materials festgelegt. Es erfolgt
auch eine Begriindung fiir die Auswahl bzw. fiir das eventuelle Ausklammern von
nicht zu betrachtenden Materialteilen. Zuséatzlich wird das gesamte Material genau
beschrieben. Dazu gehoren der Typ und die Form des Materials aber auch die
jeweilige Entstehungssituation und etwaige Besonderheiten, die fiir den Kontext

des Materials wichtig sind.

e Aufstellen der Forschungsfrage
Der weitere Verlauf der Analyse wird entscheidend vom Forschungsinteresse vor-
gegeben. MAYRING sieht hier in Anlehnung an quantitative Forschungsmethoden
eine frithe Festlegung der konkreten Fragestellung vor. Etwaige Anpassungen sind

fiir ihn im weiteren Verlauf nur an bestimmten Stellen angedacht.

e Auswihlen einer Analysetechnik und beschreiben des Ablaufplans
Auf Grundlage der Fragestellung wird nun eine passende Analysetechnik ausge-
wahlt und begriindet. Anschliefsend kann ein Ablaufplan fiir die folgende Analyse
festgesetzt werden. Dieser Ablaufplan gibt die Reihenfolge der weiteren Schritte

vor. Insbesondere der Codierprozess ist hier genau beschrieben.

e Definieren der Analyseeinheiten
Zu Beginn des Codierprozesses miissen die drei Analyseeinheiten der Auswertungs-

einheit, der Codiereinheit und der Kontexteinheit definiert werden.

e Herausarbeiten eines Kategoriensystems

Bevor nun tatséchlich das Material codiert werden kann, muss zunéchst ein Kategori-
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ensystem aufgestellt werden. MAYRING sieht hier eine deduktive Kategorienbildung
anhand von vorhandener Theorie oder eine induktive Kategorienbildung aus dem

Material heraus vor.

e Durchfiihren des Ablaufplans
Hier findet nun die Anwendung des Kategoriensystems in einem Prozess des
Codierens statt. Die Analyseeinheiten legen die Strukturierung des Materials und

die Kategorien die inhaltliche Zuordnung fest.

e Darstellen der Ergebnisse
Nach dem Codierprozess miissen die Ergebnisse der Fragestellung angemessen

zusammengetragen, dargestellt und interpretiert werden.

e Kontrollieren von inhaltsanalytischen Giitekriterien
Dieser letzte Schritt stellt sicher, dass das Vorgehen géngigen inhaltsanalytischen
Gitekriterien geniigt und insbesondere nachvollziehbar dokumentiert ist. (MAY-
RING, 2022; MAYRING & FENZL, 2019)

Festlegung des Materials
Analyse der Entstehungssituation

Formale Charakteristika des Materials

!

Richtung der Analyse

Fragestellung

v

Bestimmung der passenden Analysetechnik

Festlegung des Ablaufmodells
Definition des Kategoriensystems

Definition der Analyseeinheiten

v

Analyseschritte

v~ Riickiiberpriifung der Kategorien an Theorie und Material

Nach Anpassungen Wiederholung des Materialdurchlaufs

v

Zusammenstellung der Ergebnisse und Interpretation

v

Beurteilen der Giite ]

Abb. 4.2.: Allgemeiner Ablaufplan einer qualitativen Inhaltsanalyse nach MayRrING. (MAYRING, 2022,
S. 61)

Die Unterform der Zusammenfassung ist fiir MAYRING eine Moglichkeit, das Material
zu reduzieren, wahrend essenzielle Bestandteile, also gerade die fiir die Fragestellung

relevanten Teile des Materials, erhalten bleiben. Bei der Explikation wird zusétzliches
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Material herangezogen, um schwierig zu interpretierende Textteile besser analysieren
zu kénnen. Bei der Strukturierung erfolgt eine Untersuchung des Materials hinsichtlich
festgelegter Kriterien, was auch eine Einordnung des gesamten Materials oder einzelner
Analyseeinheiten im Bezug zu selbigen Kriterien zulésst. Fiir jede dieser drei Analyse-
techniken beschreibt MAYRING eigens angepasste Ablaufmodelle, die sich insbesondere
auf den Analyseteil des Prozesses beziehen. Diese sind in Abbildung 4.3 dargestellt.

Theoriegeleitete Festlegung der
Kategorien

v

Theoriegeleitete Formulierung von
Definitionen, Ankerbeispielen und
Codierregeln

Kodierung eines ersten Textteils

D il
'
A2

e e e

Bestimmung des zuléssigen -4 Uberarbeitung der K. 8 d
. . - g der Kategorien un
Reduktion durch Selektion B Explikationsmaterials o —
v : v v
Reduktion durch Integration , lEnge und dann weite Kontextana.lyse] Endgiiltiger Materialdurchgang
|
1} ! v v
Zusammenstellung der neuen ! Formulierung der explizierenden Intercoder-Ubereinstimmung
I
!

Aussagen als Kategoriensystem Paraphrase(n)
. - . B B K . Auswertung
_ Riickiiberpriifung des _ Uberpriifung, ob die Explikation
Kategoriensystems ausreicht ggf. quantitative Analyse

Abb. 4.3.: Konkrete Schritte innerhalb der einzelnen Analysetechniken von Mayring:
Zusammenfassung (tiirkis), Explikation (rot), Strukturierung (gelb). (MAYRING, 2022, S. 69, 90, 97)

Die qualitative Inhaltsanalyse von MAYRING eignet sich gerade fiir Forschungsvorhaben,
die auf eine quantitativ orientierte Auswertung oder Weiternutzung der Ergebnisse der
Codierung abzielen. MAYRING selbst verortet seine Inhaltsanalyse analog zu GROEBEN
und RUSTEMEYER (1995) klar im Grenzbereich zwischen der quantitativen Inhaltsanalyse
und qualitativer Sozialforschung. Er sieht dies auch deutlich als Vorteil hinsichtlich einer
grofkeren Materialmenge, die seine regelgeleitete und weniger offen gestaltete Variante
der qualitativen Inhaltsanalyse bewaltigen kann. Generell ist diese Variante aber fiir
jegliche Analyse textbasierten Materials denkbar und durch die stark strukturierte
Vorgehensweise auch gut in Mixed-Method-Umgebungen einsetzbar (MAYRING, 2019;
MAYRING & FENZL, 2019). Nicht unbedingt ideal ist die Variante von MAYRING bei
stark fallorientierten Fragestellungen, die nach der Codierung den Blick auf das Material
selbst gelenkt halten mochten. Hier kann ein offenerer Umgang mit dem Material und

auch ein generell offeneres Verfahren besser geeignet sein.
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4.5. Variante der qualitativen Inhaltsanalyse nach
KUCKARTZ

Die qualitative Inhaltsanalyse nach KUCKARTZ ist ebenfalls ein regelgeleitetes Verfahren
zur Analyse schriftlicher Kommunikation auf latente Inhalte gemé&fs einer objektiven
Hermeneutik. Im Gegensatz zu MAYRING orientiert sich KUCKARTZ weniger an einer
theoriegeleiteten Vorgehensweise, sondern setzt auf einen Ansatz, der am Material
ausgerichtet ist. Kernpunkt des Verfahrens ist dabei die Generierung der Kategorien und

nicht die strukturelle Anwendung selbiger.

An ein Kategoriensystem lassen sich laut KUCKARTZ und RADIKER (2022) einige An-
forderungen stellen, um feststellen zu konnen, ob ein vorliegendes System aus Kategorien
der Methode der qualitativen Inhaltsanalyse geniigt. Grundsétzlich sollen Kategorien
thematisch eng mit den Forschungsfragen verkniipft sein. Dies dient offensichtlich der
Tatsache, dass sie ansonsten iiberfliissig fiir das Forschungsvorhaben sind. Diese Verbin-
dung muss jedoch nicht unbedingt explizit gegeben sein, sondern kann sich auch implizit
dufkern. Eine grofte Entfernung von den Forschungsfragen sollte dabei dennoch vermieden
werden. Weiter sollen Kategorien erschipfend, trennscharf, wohldefiniert und verstindlich
bzw. nachvollziehbar formuliert sein. Unter einer erschépfenden Formulierung ist dabei
keine allgemein abschliefsende Formulierung zu verstehen, sondern lediglich eine auf den
Forschungsgegenstand bezogene Erschopfung gemeint. Dies ist im Allgemeinen durch
die Hinzunahme einer Restkategorie gewéhrleistet, was gerade zu Beginn der Auswer-
tung géngig ist. In dieser Restkategorie lassen sich dann jegliche Materialabschnitte
sammeln, die keiner anderen Kategorie zuzuordnen sind, aber scheinbar dennoch fiir die
Behandlung der Forschungsfrage interessant sein konnten. Eine nicht restfreie Auflésung
ist unter gegebenen Umstédnden zulédssig, sollte nach Moglichkeit jedoch vermieden wer-
den. Die Trennschérfe der Kategorien ist nicht damit zu verwechseln, dass Kategorien
zwangsweise disjunkt sein miissen und bei der Codierung keine Uberlappungen von
unterschiedlich kategorisierten Textsegmenten vorkommen diirfen. Vielmehr ist hier
die saubere Definition als Grundlage einer moglichst eindeutigen Codierung gemeint.
Beispielsweise soll dadurch festgestellt werden, ob Kategorien iiberfliissig oder implizit in
bereits vorhandenen Kategorien abgedeckt sind. Einem Textsegment diirfen dabei auch
mehrere Kategorien zugeordnet werden. Die Trennscharfe soll lediglich sicherstellen, dass
die Zuordnung klar begriindet werden kann. Auch die Wohldefiniertheit der Kategorien
thematisiert ein eindeutiges Zuordnen. Eine verstédndliche bzw. nachvollziehbare Formulie-
rung der Kategorien dient der Lesbarkeit und Anschaulichkeit der Ergebnisse der Studie
und erméglicht eine Offnung des Forschungsvorhabens hin zu einer wissenschaftlichen
Diskussion. (KUCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 61-65)
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KuckaRrTz und RADIKER unterscheiden gewisse Typen von Kategorien. Es werden im
Folgenden einige dieser Typen vorgestellt, um insbesondere die fiir diese Arbeit relevanten
Typen zu beschreiben und abzugrenzen. Der Typ einer Kategorie ist wesentlich verant-
wortlich fiir den weiteren methodischen Umgang mit dieser Kategorie. Die Auflistung ist

nicht erschopfend formuliert.

e Faktenkategorie
Unter einer Faktenkategorie wird eine Kategorie verstanden, deren Merkmale
(vermeintlich) objektiver Natur sind. Das kénnen bspw. der Beruf oder der Wohnort
sein. Faktenkategorien entsprechen bei KUCKARTZ und RADIKER am ehesten der
Idee des Descriptive Codings, das in Abschnitt 4.2 beschrieben ist.

e Evaluative Kategorie
Evaluative Kategorien meinen Kategorien, die zur Bewertung von Daten genutzt
werden. Diesen Kategorien liegt ein Mafsstab inne, der die Bewertung vorgibt. In den
meisten Féllen beschreiben diese Kategorien dann unterschiedliche Auspriagungen
des Bewertungsschemas. Die Zuordnung geschieht oftmals nach einer ordinalen

Skala, in einigen Féllen sogar mit einer Intervallskala.

e Thematische Kategorie
Eine thematische Kategorie bezeichnet eine Kategorie, die ein spezielles Thema
behandelt. Unter einem Thema koénnen bspw. gesellschaftliche oder historische
Vorgénge fallen. Es kénnen aber auch abstraktere Dinge wie Auffassungen und

Denkmuster abgebildet werden.

e Analytische Kategorie
Eine Kategorie, die im Gegensatz zur thematischen Kategorie eine tiefgriindigere
Bedeutung besitzt — diese geht meist durch eine Analyse der thematischen Beschrei-
bungen hervor — und sich oftmals durch implizite Sinnzuschreibungen dufsert, nennt
man analytische Kategorie. Es ist anzumerken, dass der Unterschied zwischen
thematischer und analytischer Kategorie als flieffend zu interpretieren ist. Eine
thematische Kategorie fungiert eher als Zeiger auf eine Beschreibung einer Sache,
wohingegen analytische Kategorien mehr eine implizite Bedeutung betonen. Beide
Kategorien sind gerade bei der Zuordnung nicht eindeutig abgrenzbar. Fiir beide ist
aber auch die Zuordnung zu einem Textabschnitt entscheidender als die tatséchlich

festgelegten Grenzen des zugeordneten Textabschnitts.

e Theoretische Kategorie
Als letzte vorgestellte Kategorie ist noch die theoretische Kategorie zu nennen.
Sie stellt eine Form der analytischen Kategorie dar, die auf einem bestehenden
theoretischen Modell aufbaut. (KUCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 55-58)
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Innerhalb eines Kategoriensystems werden zwischen Hauptkategorien und Subkategorien
unterschieden. Diese stellen eine hierarchische Struktur des Kategoriensystems dar, liefern
eine {ibersichtliche und strukturierte Form und sorgen gleichzeitig fiir den Erhalt einer
moglichen Vielfalt im Material. Hauptkategorien sind Kategorien, die dem gesamten
Kategoriensystem eine grobe, aber sinnvolle Struktur verleihen, die dem Forschungs-
interesse dienlich ist. In den meisten Féallen sind Hauptkategorien unmittelbar in den
Forschungsfragen ersichtlich oder zumindest auffillig implizit im Forschungsinteresse
gegeben. Subkategorien differenzieren die Hauptkategorien weiter aus und ermdglichen
eine genauere Analyse des Materials. Es sind mehr als zwei hierarchische Ebenen im
Kategoriensystem denkbar, wenngleich eine zu starke Ausdifferenzierung schnell zu einer
uniibersichtlichen Datensammlung fiihrt. Zudem kann dies unter Umstédnden auch dem
Grundgedanken der Kategorienbildung im Sinne einer Reduktion des Materials wider-
sprechen. Die Strukturierung der Kategorien lésst sich aus unterschiedlichen Blickwinkeln
durchfiihren. Hier sind Uberlegungen am Material oder an externer Theorie umsetzbar.
Aber auch eine Orientierung an forschungsmethodischen oder 6konomischen Gesichts-
punkten ist denkbar. Bei der Variante von KUCKARTZ ist eine deduktive, induktive
oder auch deduktiv-induktive Kategorienbildung moglich. In allen Féllen ist aber eine
explizite Orientierung bzw. Kontrolle am Material angedacht (KUCKARTZ & RADIKER,
2022).

e Deduktive Kategorienbildung
Unter einer deduktiven Kategorienbildung wird das Ableiten von Kategorien aus
externen Quellen abseits des Materials verstanden. Dies konnen vorhandene Theo-
rien oder der aktuelle Forschungsstand, aber auch Vermutungen und persénliche

Erfahrungen sein.

e Induktive Kategorienbildung
Die induktive Kategorienbildung setzt stattdessen auf eine Generierung von Kate-
gorien ausgehend vom vorhandenen Material. Die induktive Suche nach Kategorien
geschieht dabei nicht willkiirlich oder ausschlieflich intuitiv, sondern orientiert sich
insbesondere an den Forschungsfragen. Zu Beginn sollte hier das Ziel der Katego-
rienbildung und der dazu passende Kategorientyp ermittelt sowie ein moglicher
Abstraktionsgrad des Kategoriensystems festgelegt werden. Mit ersten Blicken in
das Material konnen dann Kategorien direkt am Material generiert und benannt
werden, wobei der Text sequenziell durchgearbeitet und jeweils kontrolliert wird,
ob fir eine relevante Codiereinheit eine bereits gefundene Kategorie anwendbar ist
oder eine neue Kategorie gebildet werden muss. Mit steigender Zahl von Kategorien

sollte eine Struktur und ggf. eine Hierarchie in die bereits gefundenen Kategorien
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gebracht werden, bevor das schlussendliche Kategoriensystem sauber dargestellt

wird und die Kategoriendefinitionen festgelegt werden.

e Deduktiv-induktive Kategorienbildung
Das deduktiv-induktive Verfahren stellt eine hybride Zwischenform dar. Beispiels-
weise konnen hier anhand von vorhandener — moglicherweise liickenhafter — Theorie
deduktive Kategorien aufgestellt und mittels Textarbeit am Material induktiv durch
Kategorien ergénzt oder in ihrer Formulierung bestétigt werden. (KUCKARTZ &
RADIKER, 2022, S. 70-103)

Das Codieren ist fir KUCKARTZ und RADIKER (2022) ebenfalls das Zuordnen von
Kategorien zu Textstellen im schriftlichen Material. Sie beschreiben zusétzlich, dass eine
vorherige Unterteilung des Materials in Codiereinheiten nicht sinngeméfs ist. Dies wiirde
ihnen zufolge zu sehr dem Gedanken widersprechen, dass Kategorien auch iiberlappend
im Material gefunden werden kénnen. Sie schlagen stattdessen ein (offenes) Codieren
von Sinneinheiten im Text vor. Die Grenzen von Sinneinheiten sind dabei derart charak-
terisiert, dass dadurch Segmente des Materials entstehen, die fiir sich stehend aufterhalb
des restlichen Textes versténdlich sind (KUCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 65-69).

Auch bei KUCKARTZ ldsst sich ein allgemeines Ablaufmodell der qualitativen Inhalts-
analyse skizzieren (siehe Abbildung 4.4):

e Initiierende Textarbeit
Hierbei werden Teile des Materials in einer ersten Sichtung durchgearbeitet und die
fiir das Forschungsvorhaben interessanten Textstellen markiert. Zusétzlich sollen
hier schon erste Bemerkungen und Fallzusammenfassungen erstellt werden. Diese
initiale Arbeit am Material soll das Forschungsinteresse schirfen und auch schon

erste Ansétze fiir mogliche Kategorien liefern.

¢ Bilden der Kategorien
Es erfolgt eine Kategorienbildung nach den oben beschriebenen Vorgehensweisen
(induktiv, deduktiv, induktiv-deduktiv). Ist ein erstes Kategoriensystem erstellt, so
wird ein Teil des Materials mit dem Kategoriensystem codiert und dadurch dessen
Anwendbarkeit auf das Material kontrolliert. Es werden etwaige Anpassungen am

Kategoriensystem direkt umgesetzt und dokumentiert.

e Codieren des Materials

Mit dem finalen Kategoriensystem wird das gesamte Material codiert.

e Analysieren der Ergebnisse
Die entstandenen Kategorien sowie die Zuordnung der Textstellen zu den Kategorien

aus dem Codierprozess werden nun analysiert und vor dem Hintergrund des
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Forschungsinteresses diskutiert. Dabei verliert insbesondere das Material selbst

nicht an Bedeutung. Die Analyse kann kategorie- oder fallorientiert gefiihrt werden.

e Darstellen der Ergebnisse

Zum Schluss gilt es, die Ergebnisse nachvollziehbar und anschaulich sowie fiir das

Forschungsinteresse passend darzustellen.

Fiir KuckARrTz ist die Betonung besonders wichtig, dass in jeglicher Phase immer
auch eine Reflexion vor den Forschungsfragen und sogar eine Reflexion iiber die For-
schungsfragen selbst angestrebt werden soll. Es ergibt sich insgesamt ein Verfahren, das
weniger durch eine strikt geregelte Abfolge als durch regelméfige Wiederholungs- und
Riickkopplungsschleifen sowie parallellaufende Uberlegungen gepriigt ist. Das Forschungs-
interesse und die Fragestellungen werden mit fortlaufendem Forschungsprozess immer

weiter expliziert und ggf. eingegrenzt oder angepasst (KUCKARTZ & RADIKER, 2022,
S. 105-108).

Kategorien
bilden

Explorative
Textarbeit

Codieren

Codierte
Datc.sn Ergebnisse
analysieren darstellen
—

Abb. 4.4.: Allgemeiner Ablaufplan einer qualitativen Inhaltsanalyse nach KuckaRTz. (KUCKARTZ &
RADIKER, 2022, S. 106)

Auch KUCKARTZ und RADIKER beschreiben mehrere verschiedene Formen ihrer
qualitativen Inhaltsanalyse. Sie sprechen von drei sogenannten Basistypen, wobei kei-
ner der Basistypen einem anderen hinsichtlich Qualitit oder Niitzlichkeit hierarchisch
iibergeordnet sein soll. Alle Typen sind fiir sich stehend relevant und der jeweilige

Forschungskontext entscheidet {iber den grofseren Nutzen eines Basistyps. Die drei Basis-
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typen sind die inhaltlich-strukturierende, die evaluative und die typenbildende qualitative

Inhaltsanalyse.

Inhaltlich-strukturierende qualitative Inhaltsanalyse

Die inhaltlich-strukturierende qualitative Inhaltsanalyse strebt eine reduktive Struk-
turierung des Materials an, die sich am Inhalt orientiert und fiir eine iiberschaubare
Datensammlung sorgen kann. Diese Form der qualitativen Inhaltsanalyse arbeitet grofs-
tenteils an den Kategorien orientiert, kann aber auch bedingt eine Fallorientierung
aufweisen. Dementsprechend ist die Kategorienbildung von zentraler Bedeutung. Hier
sind deduktive, induktive und auch deduktiv-induktive Ansétze moglich. Es ldsst sich
zudem ein differenzierteres Ablaufmodell im Gegensatz zum allgemeinen Ablaufmodell
skizzieren (siehe Abbildung 4.5).

Hauptkategorien
entwickeln

Daten mit
Hauptkategorien
codieren (1.
Codierprozess)

Explorative
Textarbeit,
Fallzusammen-
fassungen

Induktiv
Subkategorien
bilden

Daten mit
Subkategorien
codieren (2.
Codierprozess)

Ergebnisse
darstellen,
Dokumentation

Einfache und
komplexe
Analyse

Abb. 4.5.: Ablaufplan einer inhaltlich-strukturierenden qualitativen Inhaltsanalyse. (KUCKARTZ &
RADIKER, 2022, S. 132)

Die initiierende Textarbeit am Material nimmt eine prominente Rolle ein. Bei ihr wird
das Material erstmals aufmerksam studiert und fiir das Forschungsinteresse relevante
Stellen markiert und ggf. mit Anmerkungen (Memos) versehen. Es sollten an dieser
Stelle auch einzelne Fallzusammenfassungen geschrieben werden, durch die interessante

und strukturelle Merkmale festgehalten und gesammelt werden. Je nach Typ der Kate-
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gorienbildung und zusammen mit den Erkenntnissen aus dieser ersten Textarbeit sowie
im Einklang mit theoretischen Uberlegungen werden anschliefend die Hauptkategorien
gebildet. Diese Hauptkategorien konnen dann auf das gesamte Material angewendet
werden, was den ersten Codierprozess darstellt. Es wird an dieser Stelle nochmals betont,
dass gerade bei der inhaltlich-strukturierenden qualitativen Inhaltsanalyse in einer Text-
stelle mehrere Kategorien codiert werden kénnen. Derart codierte Stellen kénnen sich
auch iiberlappen oder ineinander verschachtelt sein. Im Anschluss sollen diese groberen
Hauptkategorien feiner ausdifferenziert werden. Es werden dazu Subkategorien fiir die
Hauptkategorien gebildet. Dies geschieht derart, dass Teile der mit einer Hauptkategorie
codierten Textstellen zusammengetragen werden und daran nun Stiick fiir Stiick induktiv
Subkategorien gebildet werden. Es folgt eine Strukturierung und Systematisierung der
gefundenen Subkategorien, bevor das Vorgehen fiir alle Hauptkategorien wiederholt
wird. Im zweiten Codierprozess wird nun das gesamte Material mit den Subkategorien
codiert. Hierbei wird jeder codierten Textstelle aus dem ersten Codierprozess eine Sub-
kategorie der entsprechend codierten Hauptkategorie zugeordnet. Die derart gewonnenen
Daten kénnen nun analysiert und abschliefsend eine Kontrolle der Giite des Vorgehens

vorgenommen werden (KUCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 123-156).

Evaluative qualitative Inhaltsanalyse

Bei der evaluativen qualitativen Inhaltsanalyse wird dem Material eine Art Auspréa-
gung hinsichtlich gewisser Merkmale zugeordnet. Es steht im Gegensatz zur inhaltlich-
strukturierenden qualitativen Inhaltsanalyse die , Einschiatzung, Klassifizierung und Be-
wertung von Inhalten durch die Forschenden im Mittelpunkt.“ (KUCKARTZ & RADIKER,
2022, S. 157) Dies geschieht in einem interpretativen Ansatz aus Sicht der Forschenden.
Die Untersuchung des Materials ist dabei eher fallorientiert und das Kategoriensystem
an sich verliert an Bedeutung. Die Kategorien selbst sind grofstenteils vom Typ der
evaluativen Kategorie und spiegeln meistens ordinale, wenn nicht sogar kardinale Skalen
wider. Die evaluative Analyse ist oftmals die Grundlage fiir eine weiterfithrende Theori-
enbildung oder die Kontrolle von vorhandenen Hypothesen. Der Ablauf einer evaluativen
qualitativen Inhaltsanalyse orientiert sich analog zur inhaltlich-strukturierenden qualita-
tiven Inhaltsanalyse am allgemeinen Ablaufschema (siche Abbildung 4.4), wenngleich
sich leichte Unterschiede ergeben. Fiir die evaluative Analyse ist vor der tatséchlichen
Kategorienbildung zunéchst eine Festlegung der relevanten Merkmale notwendig. Hier
muss entschieden werden, welche Merkmale im Material in ihrer Auspragung interpre-
tiert werden und warum diese fiir das Forschungsinteresse relevant sind. Anschliefsend
lassen sich die evaluativen Kategorien analog der oben genannten Kategorienbildung

der Hauptkategorien entwickeln und strukturieren. Ist das evaluative Kategoriensystem
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festgelegt, so wird das gesamte Material codiert und ausgewertet (siehe Abbildung 4.6).
(KuckARrTZ & RADIKER, 2022, S. 157-175)

Bewertungs-
kategorien
festlegen

Relevante
Textstellen
identifizieren
und codieren

Explorative
Textarbeit,
Fallzusammen-
fassungen

Ausprigungen
entwickeln

Codieren

Ergebnisse
darstellen,
Dokumentation

Einfache und
komplexe
Analyse

Abb. 4.6.: Ablaufplan einer evaluativen qualitativen Inhaltsanalyse. (KUCKARTZ & RADIKER, 2022,
S. 159)

Typenbildende qualitative Inhaltsanalyse

Eine typenbildende qualitative Inhaltsanalyse ist eine Form der qualitativen Inhaltsana-
lyse, die zumeist auf den Erkenntnissen aus einer inhaltlich-strukturierenden und bzw.
oder einer evaluativen qualitativen Inhaltsanalyse aufbaut. Typenbildung kann als eine
grundlegend menschliche Tétigkeit verstanden werden. Zum Beispiel beschreibt SCHUTZ
(1972, S. 8), dass die Wahrnehmung eines jeden Menschen eine Form der Typisierung
ist. Es werden dabei bspw. Menschen, Baume und Tiere wahrgenommen, was einer
Unterteilung in Typen gleichkommt. Auf der anderen Seite ist eine Typenbildung ein
Prozess der Sozialwissenschaft, bei dem nach (komplexen) Mustern innerhalb eines
Datensatzes gesucht wird. Ziel ist dabei immer, dass durch diese erkannten Muster der
Inhalt besser verstanden, beschrieben und erklért werden kann. Im Unterschied zum
Anspruch der Psychologie, das ,Seelenleben des Einzelnen |zu verstehen|* (KUCKARTZ
& RADIKER, 2022, S. 178f.), mochte die sozialwissenschaftliche Analyse von Typen

eben das Typische verstehen, also im Sinne eines Verstandnisses von Gesellschaft und
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gesellschaftlichen Strukturen agieren. Ganz allgemein meint Typenbildung in der Sozial-
wissenschaft das Suchen von dhnlichen Objekten innerhalb einer Menge von Objekten. Es
sollen dann Teilmengen® der Gesamtmenge entstehen, die sich untereinander in bestimm-
ten Merkmalen moglichst klar unterscheiden lassen und die Gesamtmenge heterogen
aufteilen. Die Elemente einer Teilmenge sollen sich dann analog in gewissen Merkma-
len dhnlich sein, also ein homogenes Bild abgeben. Alle Teilmengen selbst als Objekte
zusammengenommen werden hiufig als Typologie bezeichnet, die aus der Typisierung
entsteht. Als Abgrenzung zu quantitativen Forschungsansitzen mochte die Typenbildung
keine allgemeingiiltige Theorie, also eine Verallgemeinerung von Spezialfillen liefern.
Vielmehr soll eine weitere Kontrastierung der vorliegenden Félle erreicht werden. Die
Typenbildung geht also von einer Einzelfallbetrachtung hin zu einer Betrachtung der
Gesamtheit der Félle, nicht aber hin zur Allgemeinheit, die aufserhalb der Gesamtheit
der Félle liegt. Es kénnen daraus aber weiterhin Hypothesen generiert, bzw. Grundlagen
fiir verallgemeinernde Ansétze geschaffen werden. Fiir eine konkrete Typenbildung wird
zunéchst ein Merkmalsraum benétigt. Dieser wird durch mehrere Merkmale festgelegt,
besteht aber mindestens aus zwei Merkmalen. Zieht man allgemeiner n Merkmale her-
an, so entsteht ein n-dimensionaler Merkmalsraum. Die Gruppierung der vorliegenden
Falle entsteht dann aus ihrer jeweiligen Verortung in diesem Merkmalsraum. Die zu
untersuchenden Merkmale gehen in den meisten Fallen direkt aus vorangegangenen
inhaltlich-strukturierenden und evaluativen qualitativen Inhaltsanalysen hervor. Auch
die Verortung der Fille im Merkmalsraum lisst sich auf Grundlage dieser vorherigen
Analysen vollziehen. Sind alle Fille im Merkmalsraum angeordnet, 1dsst sich durch
Gruppenbildung der Fille eine Typologie generieren, deren Typen anschliefend definiert
werden. Abschliekend werden allen Féllen entsprechend der resultierenden Definitionen
ein Typ zugeordnet. Hierbei muss insbesondere eine eindeutige Zuordnung gegeben sein.
Die Gruppierung der Félle im Merkmalsraum liefert demnach zunéchst nur die Definition
der Typen und noch nicht die abschliefende Codierung der Félle mit den Typen. Dies
wird nachtraglich fiir die Gesamtheit der Falle anhand der Definitionen vorgenommen
(siche Abbildung 4.7).

Ist der Merkmalsraum einmal aufgestellt und sind die Félle dort verortet, dann lassen

sich Typen auf unterschiedliche Weise bilden.

e Monothetische Typen
Hierbei werden Objekte mit exakt gleichen Merkmalsauspriagungen zu Typen
zusammengefasst. Es entstehen homogene Gruppierungen hinsichtlich der Merk-
malsdimensionen. Bei dieser Variante der Typenbildung ist oftmals nur ein niedrig-

dimensionaler Merkmalsraum moglich, da sonst eine zu grofse Zahl verschiedener

'Es wird auch oft von Gruppen oder Clustern gesprochen.
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Material Relevante
codieren Merkmale
A ahl
Verfahren der Mer‘f{sr:,v;r:l;m
Typenbildung A bestimmen
festlegen, 2
Typologie A

konstruieren

Sinn, Zweck und
Fokus festlegen

Fille den Typen

zuordnen
Typologie
beschreiben,
Fallanalysen
e ———————
¥
Zusammenhénge s
zwischen Typen g
und sekundéare v
Merkmale - Ergebnisse
analysieren Zusammenhénge darstellen

zwischen Typen
und anderen
Merkmalen
analysieren

Abb. 4.7.: Ablaufplan einer typenbildenden qualitativen Inhaltsanalyse. (KUCKARTZ & RADIKER,
2022, S. 186)

Typen entsteht. Moglicherweise stellt dann jeder Fall einen eigenen Typ dar, was
das Forschungsvorhaben nicht voranbringen wiirde. Zudem miissen die Merkmale
des Merkmalsraums eine relativ eindeutige Zuordnung zulassen, um hier wirklich
von identischen Merkmalsauspréagungen sprechen zu konnen. Bei stark interpretati-
ven Merkmalszuordnungen besteht die Gefahr, das vorliegende Material zu stark
zu trivialisieren oder zu homogenisieren und damit schon jetzt die Qualitéit einer

spateren Interpretation der entstandenen Typologie zu mindern.

e Pragmatische Reduktion
Ist der Merkmalsraum von hoherer Dimension, so lédsst sich dieser ggf. synthetisch
auf eine niedrigere Dimension projizieren. Dabei werden Merkmalsauspragungen
gesucht, die zusammengefasst werden konnen. Es entsteht ein reduzierter Merk-

malsraum, der eine mogliche Typenbildung offenbaren kann.
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e Polythetische Typen

Fiir den Fall, dass die Auspriagungen der Merkmale innerhalb der Félle eher hetero-
gen auftreten, lassen sich keine eindeutigen Typen lediglich an den Auspriagungen
im Merkmalsraum definieren. Insbesondere bei hoher dimensionalen Merkmalsrau-
men kommt es hdufig zu dem Phénomen, dass sich zwar Gruppen von dhnlichen
Féllen identifizieren lassen, aber die Falle eben nicht an identischen Orten im
Merkmalsraum verortet sind. Es lasst sich also nicht mehr von monothetischen
Typen sprechen. Auch stark interpretative Auspragungszuordnungen lassen solch
identische Verkniipfungen nicht mehr zu. In diesen Fillen kann die Typenbildung
anhand einer gewissen Néhe bzw. Gruppierung im Merkmalsraum erfolgen. Da-
bei werden weniger Teilbereiche im Merkmalsraum zusammengefasst als vielmehr
durch die Verortung der Falle im Merkmalsraum nach groferen Ansammlungen
oder Musterbildungen mehrerer Falle gesucht. Diese Gruppierungen werden zu
merkmalsheterogenen Typen zusammengefasst und diese Typen anhand der ten-
denziellen Merkmalsauspréagungen definiert. Es entstehen innerhalb eines Typs also
hinsichtlich der Merkmalsauspragungen nicht identische, aber besonders &hnliche
Félle. (KUuCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 70-103)

Die Typenbildung anhand monothetischer Typen oder mittels einer Reduktion des Merk-
malsraums liefert Typen, die bereits vor der tatséchlichen Gruppierung der vorliegenden
Félle festgelegt werden konnen. Man spricht hier auch von kiinstlichen Typisierungen,
da auch Typen abgebildet werden, die im Material gar nicht vorhanden sein miissen.
Die Typenbildung durch polythetische Typen kniipft diese an die Verortung der Fille
im Merkmalsraum an. Dies dufiert sich insbesondere darin, dass fiir diese Typisierung
nicht auftretende, aber dennoch denkbare Kombinationen von Merkmalsauspriagungen
im Material nicht vorhanden sind und dementsprechend nicht als Typ definiert werden.
Diese fehlenden Typen lassen sich spéter dennoch in die Interpretation des Materials und
der Ergebnisse aufnehmen. Man spricht bei der Typisierung mittels polythetischer Typen
auch von natirlichen Typen, da diese tatsichlich im Material auftreten. (KUCKARTZ &
RADIKER, 2022, S. 176-195)

4.6. Grounded Theorie

Bei der gegenstandsbezogenen Theoriebildung oder auch Grounded Theorie nach GLASER
und STRAUSS (2010) handelt es sich um eine Methodologie, dessen Verfahren eine
Theoriebildung auf Grundlage von qualitativen Daten anstrebt. Die Grounded Theorie
besteht dabei aus mehreren Verfahren, die jeweils in nicht-linearen, zirkuldren und in

Teilen auch parallelen Prozessen durchgefiihrt werden. Generell lasst sich die Grounded
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Theorie als Méglichkeit verstehen, einen pragmatischen, handlungsorientierten Ansatz
durch eine theoriefundierte Struktur darzustellen. Als zentrales Ziel der Grounded Theorie
steht dabei die Entwicklung einer realitdtsnahen Theorie zum Forschungsgegenstand.
Aus diesem Grund bietet sich die Grounded Theorie immer dann an, wenn es zum
Forschungsgegenstand noch keine oder nur unzureichende theoretische Modelle gibt. Das
Forschungsdesign ist oftmals stark explorativ gepragt.

Auch die Grounded Theorie basiert in weiten Teilen auf einem System des Codierens.
Das Material wird in Sinnabschnitte unterteilt und diesen Abschnitten dann Codes bzw.
Kategorien zugeordnet. Dabei soll das Codieren jedoch nicht darauf abzielen, eine Reduk-
tion oder inhaltliche Strukturierung des Materials zu liefern. Das Codieren soll vielmehr
dazu genutzt werden, den Sinn hinter den Daten zu ergriinden und zum Vorschein zu brin-
gen sowie durch eine Neuanordnung den Grundstein fiir eine Theoriebildung zu legen. Ein
weiteres Grundprinzip der Grounded Theorie ist die Methode des sténdigen Vergleichs.
Dabei wird der Prozess der Codierung und die Phase der Datenanalyse nicht strikt
getrennt, sondern stattdessen parallel und zirkular miteinander verbunden. Insgesamt
entsteht ein Prozess, der durch stédndig wiederkehrende Datenerhebung, Datenanalyse
und Revision der Fragestellung geprégt ist (GLASER & STRAUSS, 2010; STRAUSS &
CORBIN, 2010).

4.7. Methodischer Ablauf der vorliegenden Studie

Es wird nun der Ablauf der vorliegenden Studie festgelegt und beschrieben. Insbesondere
werden die fiir die einzelnen Forschungsfragen herangezogenen Methoden festgelegt und
begriindet.

Betrachtet man zunéchst die zweite Forschungsfrage, so ist hier anzumerken, dass
ein zentraler Bestandteil der Beantwortung dieser Frage, die Entscheidung iiber die
Form des zu untersuchenden Materials ist. Es wird bei dieser Frage eine Antwort auf
mogliche Arbeitsweisen von Studierenden des gymnasialen Lehramts gesucht, d. h. es ist
idealerweise Material notwendig, das direkt von den Studierenden selbst stammt und
deren Arbeitsweisen gut darstellt. Um eine moglichst aussagekréftige Betrachtung von
Arbeitsweisen ermoglichen zu kénnen, ist es notwendig, sich auf eine tendenziell langere
Beobachtung der Studierenden einzustellen. Vor diesem Hintergrund sind audio- oder
videographische Aufnahmen 6konomisch fraglich. Diese sind lediglich bei kiirzeren Inter-
ventionen oder von groferen Forschungsgruppen bewiéltigbar. Weiter stellt sich dort auch
die Frage, inwiefern die Aufnahmeperson oder das Aufnahmegerit einen Einfluss auf die
Verhaltensweisen der Studierenden hat, wenngleich sich diese Frage auch bei empirischer
Forschung stellt. Dennoch ist zu vermuten, dass gerade bei Audio- und Videoaufzeich-

nungen das Aufzeichnungsobjekt (oder -subjekt) einen deutlich hoheren Faktor beim
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Verhalten der untersuchten Proband*innen spielt, als wenn bspw. Bearbeitungen im
Nachhinein analysiert werden. Noch ein Punkt, der gegen Audio- oder Videoaufzeichnun-
gen spricht, ist die dafiir notwendige Form der Lernumgebung. Zum einen werden eher
kleinere und abgegrenzte Problemstellungen benétigt, was dem Konzept von offenen
Problemstellungen widersprechen kann (siche Abschnitt 3.2). Zum anderen liefen sich
die Aufzeichnungen dadurch 6konomischer gestalten, dass nicht einzelne Studierende,
sondern Gruppen von Studierenden gemeinsam an der Bearbeitung der Problemstellung
teilnehmen. Dadurch ist ein Riickschluss auf einzelne Studierende und deren individuelle
Arbeitsweisen schlechter moglich. Es besteht die Gefahr, dass einige Arbeitsweisen nicht
beobachtet werden und generell ein verzerrtes Bild gerade im Bezug auf eine Typisierung
von Studierenden hinsichtlich deren Arbeitsweisen entsteht. Aus genannten Griinden
wird in dieser Studie der Beobachtungszeitraum auf ein gesamtes Semester erweitert.

Zur Datenerhebung wird aus obigen Griinden ein Seminar angesetzt, das sich an den
didaktischen Ideen des selbstentdeckenden Lernens und des dialogischen Lernmodells
(siehe Abschnitt 3.2) orientiert. Dabei bekommen die Studierenden regelméfig offene
Problemstellungen gestellt, die sie iiberwiegend selbststéndig zu bearbeiten haben. Sie
sind dabei angehalten, ihren gesamten Bearbeitungsprozess ganzheitlich und chrono-
logisch zu dokumentieren. Die im Seminar entstehenden Lernprozessdokumentationen
der Studierenden werden dann als Material fiir eine weiterfithrende Analyse herangezo-
gen. Die fachliche Struktur der Arbeitsauftrige wird aus der Beantwortung der ersten
Forschungsfrage heraus abgeleitet.

Insgesamt kann also ein allgemeiner Ablauf der Studie in die folgenden drei Schritte
formuliert werden (siehe Abbildung 4.8):

e Schritt 1: Festlegung der Inhaltsbereiche
e Schritt 2: Durchfithrung des Seminars

e Schritt 3: Analyse der Dokumentationen

Analyse Analyse

Inhalts-

Einfluss- ® . Seminar @ .
bereiche Material
faktoren

Abb. 4.8.: Allgemeiner Ablauf der vorliegenden Studie.
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Dabei stellt die Beantwortung der ersten Forschungsfrage gerade Schritt 1 dar, bei
dem die fiir Studierende des gymnasialen Lehramts relevanten algebraischen Themen
herausgearbeitet werden. Dazu werden diverse Einflussfaktoren auf diese Relevanz hin
untersucht. Schritt 2 ist anschlieffend die Phase der Datenerhebung. Hier wird das
Seminar mehrere Semester lang angeboten und die von den Studierenden erstellten
Bearbeitungen als Material gesammelt. In Schritt 3 wird dieses Material abschliefsend

ausgewertet und damit eine Antwort auf die zweite Forschungsfrage gegeben.

Forschungsfrage 1: Descriptive Coding und Sachanalyse

(F1) ,Inwiefern eignet sich die universitdre Algebra zur Vernetzung von schu-

lischem und universitarem Fachwissen?

(Fla) ,Welche Themen der universitdren Algebra weisen eine fachliche
Relevanz fiir Studierende des gymnasialen Lehramts im Bezug zu

ihrem spéteren Beruf auf?

(F1b) ,Welche dieser Themen eignen sich zu einer Bearbeitung in einem

selbstentdeckenden Lehrkonzept an der Universitit und wie?

Fiir die Beantwortung der ersten Forschungsfrage wird zunéchst geklart, welche alge-
braischen Themen fiir Studierende des gymnasialen Lehramts relevant sind. Als Ein-
flussfaktoren auf diese Relevanz lassen sich mehrere Institutionen identifizieren. Zum
einen legen schulische Vorgaben an den Mathematikunterricht groftenteils in Form von
Fachlehrplénen eine Relevanz fiir den spéteren Beruf fest. Wahrend der universitiren
Ausbildung von Lehrkraften nimmt zudem die Fachdidaktik — spezifischer die Didaktik
der Algebra — Finfluss auf die Studierenden. In der fachlichen Ausbildung ist auch die
Sichtweise der Fachmathematik als Wissenschaft von grofier Bedeutung, wobei insbe-
sondere die Anforderungen, die aus dem Staatsexamen resultieren, eine unmittelbare
Relevanz schaffen. Am Ende soll eine Sammlung an algebraischen Themen stehen, die
allesamt relevant fiir Studierende des gymnasialen Lehramts sein konnen. Aus diesem
Grund wird an dieser Stelle auf die Methode des Descriptive Coding zuriickgegriffen,
mit dem die einzelnen oben genannten Einflussfaktoren auf die Relevanz algebraischer
Themen analysiert werden. Diese Methode stellt ein ideales Instrument zur Sammlung
von Oberbegriffen oder Themenbezeichnungen dar. Zudem erhalten die unterschiedlichen
Einflussfaktoren dadurch eine vergleichbare Form.

Die relevanten algebraischen Themen der einzelnen Einflussfaktoren werden anschlie-
fend untereinander diskutiert und damit eine erste Themenauswahl erstellt. Vor dem
Hintergrund der Theorie rund um das Problemlésen (siche Abschnitt 3.1) werden daraus

Themen ausgewihlt, welche im weiteren Verlauf als zu behandelnde Inhaltsbereiche
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bezeichnet werden. Diese werden zunédchst aus einem hoéheren Standpunkt fachlich
dargestellt, um einen Erwartungshorizont abstecken zu kénnen. Diese fachliche Aus-
einandersetzung wird moglichst breit und ausfiihrlich gefiihrt, um damit insbesondere
der Theorie von offenen Problemstellungen geniigen zu kénnen. Aus dieser fachlichen
Abhandlung werden unter erneuter Beriicksichtigung der Theorie zum Problemlésen und
vor allem offenen Problemstellungen abschliefend die finalen Formulierungen der offenen
Arbeitsauftriage festgelegt, die die Studierenden im Seminar zu bearbeiten haben. In
Abbildung 4.9 ist der Ablauf der Festlegung der Inhaltsbereiche skizziert.

Lehrpline

Erste

Didaktisch/methodische
Theorie

Finale

Fachliche

Themen-
auswahl

Universitédre Algebra

N
Didaktik der Algebra O :
oding

oding

Themen-
auswahl

Abhandlung,

auftrige

Arbeits-

Staatsexamen O

Abb. 4.9.: Methodischer Ablauf der Analyse der zu behandelnden Inhaltsbereiche.

Forschungsfrage 2: Qualitative Inhaltsanalysen nach KUCKARTZ

(F2) ,Wie bearbeiten Studierende des gymnasialen Lehramts offene Arbeits-

auftridge zu mathematischen Problemen?

Der Begriff der Arbeitsweise weist eine unbestrittene Nahe zum Begriff der Problem-
l6sestrategie auf. Aus diesem Grund kann bei der zweiten Forschungsfrage unméglich
von einem Forschungsgegenstand gesprochen werden, der sich durch eine Abstinenz oder
geringe Auspréagung vorhandener Theorie auszeichnet. Vielmehr ist das Problemlésen
bereits breit untersucht und auch durch diverse theoretische Modelle (siehe Abschnitt
3.1) beschrieben. Aufgrund dieser Tatsache erscheint ein Design im Sinne der Grounded
Theorie nicht sinnvoll. Dennoch weist die Fragestellung einen klar explorativen Charakter
auf und auch die Materialauswahl der Lernprozessdokumentationen spricht eher fiir ein
offeneres Verfahren als ein zu strenges Vorgehen. Es wird sich in der vorliegenden Studie
deshalb methodisch auf die Variante der qualitativen Inhaltsanalyse nach KUCKARTZ
berufen. Insbesondere die strikte Unterteilung des Materials geméaf der verschiedenen
Analyseeinheiten in der Variante der qualitativen Inhaltsanalyse nach MAYRING erscheint
vor den moglicherweise sehr unterschiedlich gestalteten Lernprozessdokumentationen der

einzelnen Studierenden unpassend. Auch der quantitative Fokus bei der Auswertung wird
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der qualitativen Fragestellung nicht vollstéindig gerecht. Hier sollte eine Riickbesinnung
auf den konkreten Finzelfall angedacht sein.

Die Fragestellung wird fiir eine methodische Genauigkeit in drei Teilfragen aufgeteilt.

(F2a) ,Welche Arbeitsweisen werden von solchen Studierenden bei derartigen

Arbeitsauftridgen verwendet?
(F2b) ,Welche dieser Arbeitsweisen werden in welchen Ausprigungen genutzt?*

(F2c) ,Inwiefern lassen sich Typen von Studierenden hinsichtlich Arbeitsweisen
beobachten?*

Jede Teilfrage wird durch eine eigene qualitative Inhaltsanalyse beantwortet, wobei jeweils
ein anderer Basistyp der qualitativen Inhaltsanalyse von KUCKARTZ angesetzt wird. Die
erste Teilfrage wird durch eine inhaltlich-strukturierende, die zweite Teilfrage durch eine
evaluative und die dritte Teilfrage durch eine typenbildende qualitative Inhaltsanalyse be-
handelt. Die drei Inhaltsanalysen sind dabei nicht génzlich voneinander getrennt, sondern
werden vielmehr aufeinander aufbauend durchgefiihrt. Die inhaltlich-strukturierende
Inhaltsanalyse liefert hier insbesondere die fiir die evaluative Inhaltsanalyse relevan-
ten evaluativen Kategorien und die evaluative Inhaltsanalyse bildet anschliefend die

Grundlage fiir die Festlegung des Merkmalsraums der typenbildenden Inhaltsanalyse.

Ablaufplan der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse

Die inhaltlich-strukturierende qualitative Inhaltsanalyse wird am Ablaufplan aus Ab-
bildung 4.5 ausgerichtet. Die Kategorienbildung findet dabei in einer induktiven Form
statt, was das insgesamt explorative und offene Vorgehen unterstiitzen soll. Es ist jedoch
ein regelméfiger Abgleich mit den theoretischen Modellen von Problemldsestrategien
(sieche Abschnitt 3.1) vorgesehen. Die Verwandtschaft von Arbeitsweisen und Problem-
losestrategien soll auch im Forschungsdesign verankert sein, weswegen man prinzipiell
auch von einem deduktiv-induktiven Kategoriensystem sprechen kann. Fiir die inhaltlich-
strukturierende Analyse sind die folgenden Schritte vorgesehen (KUCKARTZ & RADIKER,
2022):

e Initiierende Textarbeit und Fallzusammenfassungen
Hierbei wird das Material das erste Mal gesichtet. Parallel zum aufmerksamen Lesen
werden Bemerkungen und erste Ideen fiir Kategorien und Auswertungsrichtungen
notiert. Zudem konnen erste Fallzusammenfassungen eine erste Reduktionsstufe

des Materials erzeugen.

¢ Bilden der Hauptkategorien

Mit Hilfe der initiierenden Textarbeit wird eine erste Generation von Kategorien
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fiir Arbeitsweisen angestrebt. Diese sollen das Material inhaltlich strukturieren.
Dabei werden zunéchst iibergeordnete Hauptkategorien gebildet, die eine grobe
Einteilung der Arbeitsweisen vorgeben sollen. Mit diesen ersten Kategorien wird
dann ca. 20 % des Materials codiert und so die Hauptkategorien auf Anwendbarkeit
kontrolliert. Parallel werden die Hauptkategorien ggf. angepasst und erweitert sowie

abschliefend durch Definitionen und Ankerbeispiele festgehalten.

1. Codierprozess: Codieren mit Hauptkategorien

Es wird nun das gesamte Material mit den entstandenen Hauptkategorien codiert.
Dieser Codierprozess wird zusétzlich in zwei Codierschleifen unterteilt. In der
ersten Codierschleife wird das gesamte Material in einem Setting des konsensuellen
Codierens bearbeitet. Dabei wird regelméfig mit anderen Forschenden, die ebenfalls
Teile des Materials (ca. 20 %) codieren, Riicksprache zu den Hauptkategorien
gehalten und diese ggf. erneut angepasst. Am Ende dieser Codierschleife werden
die Hauptkategorien final definiert und in einer zweiten Codierschleife das gesamte

Material erneut mit den Hauptkategorien codiert.

Bilden der Subkategorien

Hier werden die entstandenen Hauptkategorien durch Subkategorien ausdifferen-
ziert. Dazu werden die aus dem ersten Codierprozess entstandenen Codes jeweils
pro Hauptkategorie zusammengefasst. Dann werden anhand der Codes je einer
Hauptkategorie induktiv Subkategorien gebildet, die die jeweilige Hauptkategorie
weiter strukturieren sollen. Es wird wie bei der Bildung der Hauptkategorien auf
ca. 20 % des Materials zuriickgegriffen und abschlieffend eine Organisation der
entstandenen Subkategorien pro Hauptkategorie vorgenommen. Hier werden erste

Definitionen und Ankerbeispiele fiir die Subkategorien festgehalten.

2. Codierprozess: Codieren mit Subkategorien

Nachdem die Subkategorien vorerst festgelegt sind, wird das Material in einem
zweiten Codierprozess codiert. Dabei wird erneut mit zwei Codierschleifen gear-
beitet. In der ersten Codierschleife wird wieder auf die Technik des konsensuellen
Codierens zuriickgegriffen. Das gesamte Material wird mit Subkategorien codiert,
wahrend parallel ca. 20 % des Materials auch von anderen Forschenden codiert
wird. Die Riickmeldungen und Diskussionen mit den anderen codierenden Personen
fliefsen auch hier in eine mogliche Anpassung oder Verfeinerung der Subkategorien
ein. Nach der ersten Codierschleife werden auch die Subkategorien final festgelegt

und in der zweiten Codierschleife auf das gesamte Material angewendet.

Analyse der Codierung

Nach der Codierung wird das entstandene Kategoriensystem sowie die Zuordnung
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zum Material analysiert und ausgewertet. Von besonderer Bedeutung sind hierbei
die entstandenen Kategorien. Zur Analyse eignen sich unterschiedliche Ansétze. Da-
zu zdhlen bspw. die Diskussion der hierarchischen Struktur des Kategoriensystems,
vertiefende Betrachtungen der einzelnen Fille und Visualisierungen der Daten,

aber auch eine Reflexion vor theoretischen Modellen (siche Abbildung 4.10).

e Darstellen der Ergebnisse
Abschlieftend sind die Ergebnisse anschaulich aufzubereiten und zu dokumentieren.
In den Darstellungen soll die Relevanz fiir die Forschungsfragen deutlich zu erkennen
sein. (S. 132-156)

Kategorienbasierte Analyse

Visualisierungen entlang Hauptkategorien
Zusammenhénge zwischen
Vertiefende Einzelfallanalysen Subkategorien einer

Hauptkategorie

Paarweise Zusammenhange

Tabellarische Falliibersichten . .
zwischen Kategorien

Fall- und Gruppenvergleiche: Mehrdimensionale Konfiguration
qualitativ und quantifizierend von Kategorien

Abb. 4.10.: Analyseformen innerhalb der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse (KUCKARTZ &
RADIKER, 2022, S. 147).

Ablaufplan der evaluativen Inhaltsanalyse

Die evaluative qualitative Inhaltsanalyse wird im Anschluss auf Grundlage der vorherigen
inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse durchgefiihrt. Diese liefert insbesondere die
Merkmale, hinsichtlich derer die einzelnen Félle auf einen Auspriagungsgrad hin untersucht
werden sollen. Damit entfallt ein Teil der anfanglichen Phasen aus dem Ablaufplan
aus Abbildung 4.6. Als einzelner Fall wird bei der evaluativen Analyse gerade die
Bearbeitung eines*r Student*in? von einem einzelnen Arbeitsauftrag herangezogen. Da
die Student*innen im Semester mehrere dieser Arbeitsauftrage zu bearbeiten haben,

entstehen pro Student*in auch mehrere zu betrachtende Falle, denen dann jeweils eine

2Mit Studierenden sind bisher Personen einer allgemeineren Studierendenschaft gemeint. Unter Stu-
dent*innen werden in dieser Arbeit jene Studierende verstanden, die am untersuchten Seminar
tatsdchlich teilgenommen haben.
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Ausprigung in den festgelegten Merkmalen zugeordnet werden. Fiir die evaluative Analyse

ergeben sich die folgenden Schritte (KUCKARTZ & RADIKER, 2022):

e Festlegen der evaluativen Kategorien
Hierbei werden die in der evaluativen Analyse zu untersuchenden Kategorien fest-
gelegt. Die Grundlage dafiir bilden die Ergebnisse der inhaltlich-strukturierenden
Analyse. Es ist abzuwégen, welche Merkmale hinsichtlich einer Untersuchung auf
Auspriagung interessant und sinnvoll sein kénnen. Zudem werden die Auspragungs-
stufen festgelegt und begriindet. Dazu werden die in der vorangegangenen Analyse
entstandenen Codes, die je zu einer evaluativ zu untersuchenden Kategorie gehoren
zusammengetragen und fallweise auf mogliche Auspriagungsgrade hin betrachtet.
Dies wird ahnlich der induktiven Subkategorie-Bildung an ca. 20 % des Materials
durchgefiihrt, bis eine fundierte Skala der Auspragungsstufen der Merkmale vorliegt,

die auf das Material anwendbar erscheint und dem Forschungsinteresse dienlich ist.

e Codieren der Fille
In einem weiteren Codierprozess wird nun das gesamte Material mit den evaluativen
Kategorien codiert. Dabei wird jedem Fall — also jeder Bearbeitung eines Arbeits-
auftrages jedes™r Student*in — eine Auspriagung in den einzelnen zu untersuchenden

Merkmalen zugeordnet.

e Analyse der Auspriagungen
Die Analyse der evaluativen Codierung erfolgt iiberwiegend fallorientiert. Es werden
die zugeordneten Auspragungen der Merkmale innerhalb einzelner Félle, aber auch
zwischen den Fillen sowie in einer Gesamtheit fiir jede*n einzelne*n Student*in
verglichen. Zudem werden einzelne untersuchte Kategorien zuséatzlich interpretativ
betrachtet (sieche Abbildung 4.11).

e Darstellen der Ergebnisse
Auch die Darstellung der Ergebnisse zielt hauptsichlich auf eine Fallorientierung
ab. Hier wird insbesondere eine Visualisierung der Merkmalsauspragungen pro
Student*in angestrebt. (S. 159-174)

Ablaufplan der typenbildenden Inhaltsanalyse

Abschlieffend wird die typenbildende qualitative Inhaltsanalyse im Anschluss an die eva-
luative Inhaltsanalyse umgesetzt. Die in der evaluativen Analyse untersuchten Merkmale
und die dort entstandenen Ausprigungen liefern dabei die Grundlage fiir die Typisierung.
Die untersuchten Merkmale stellen den Ausgangspunkt fiir die Festlegung des Merk-

malsraums dar und mithilfe der Auspragungen dieser Merkmale wird eine Verortung der
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Statistisch-tabellarische
Auswertung einzelner Kategorien

Qualitative Zusammenhénge mit
standardisierten Fallmerkmalen

Qualitativ-interpretative
Auswertung einzelner Kategorien

Quantitative Zusammenhénge
zweischen zwei bewertenden
Kategorien (Kreuztabelle)

.

Tabellarische Falliibersichten

Qualitative Zusammenhénge mit
anderen Kategorien

Vertiefende Einzelfallanalysen

Abb. 4.11.: Analyseformen innerhalb der evaluativen Inhaltsanalyse (KUCKARTZ & RADIKER, 2022,
S. 167).

Student*innen in diesem Merkmalsraum angestrebt. Es ist zu betonen, dass auch die
typenbildende Analyse fallorientiert durchgefiihrt wird. Ein Fall ist hier jedoch nicht
mehr eine einzelne Bearbeitung wie bei der evaluativen Analyse, sondern es werden die
einzelnen Student*innen als Fall betrachtet. Damit keine begrifflichen Verwechslungen
entstehen, wird in der typenbildenden Analyse statt von Féllen, von Probanden gespro-
chen. Zum einen wird dies dem realen Gegenstand gerechter, zum anderen ist der Begriff
Fall damit nicht tiberladen. Die typenbildende Analyse bleibt dennoch von der Form her
fallorientiert ausgelegt. Geméaf Abbildung 4.7 ergeben sich die nachfolgend aufgezéhlten
Schritte fiir die typenbildende Analyse, wobei insbesondere einige der ersten Schritte
aufgrund der vorher geleisteten Analysen nicht erneut durchgefiihrt werden miissen. Ins-
besondere ein Codieren des Materials mit den in den Merkmalsdimensionen verankerten
Kategorien ist nicht notwendig, da die Merkmalsdimensionen aus den Kategorien der
inhaltlich-strukturierenden bzw. evaluativen Inhaltsanalyse hervorgehen sollen und somit
bereits in den Daten vorhanden sind (KUCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 176-195).

¢ Bestimmen des Merkmalsraums
Hier ist zu entscheiden, welche Merkmale des Materials fiir die Einteilung in Typen
herangezogen werden. In diesem Fall werden die Ergebnisse der beiden vorangegan-
genen Analysen flir die Entscheidung berticksichtigt. Insbesondere die evaluativen
Kategorien geben bereits jede fiir sich gesehen eine theoretische Merkmalsdimension
vor. Die tatséchliche Relevanz und etwaige Beriicksichtigung eines Merkmals kon-
nen aber nur mit den konkreten Ergebnissen der evaluativen Analyse eingeschétzt
werden. Die final festgelegten Merkmalsdimensionen sind an dieser Stelle begriindet

festzuhalten.
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e Konstruieren der Typologie
Hierbei werden alle Proband im vorher festgelegten Merkmalsraum verortet. Die
Konstruktion der Typologie kommt dann der Suche von Mustern innerhalb der
Gesamtheit der Proband im Merkmalsraum gleich. Die Typisierung erfolgt anhand
merkmalsheterogener Typen. Dabei wird nach gréfseren Gruppierungen im Merk-
malsraum gesucht und etwaige vorhandene Gruppen von Proband anschlieffend in
einer Fallbetrachtung auf Gemeinsamkeiten untersucht. Hieraus konnen dann Cha-
rakteristiken fiir die entstehenden Typen beschrieben und in einer Typendefinition

festgehalten werden.

e Zuordnen der Typen
Mit den Definitionen der einzelnen Typen kénnen nun alle Proband einem Typ
zugeordnet werden. Dabei ist von zentraler Bedeutung, dass jeder Proband exakt

einem Typ zuzuordnen ist.

e Analyse und komplexe Sekundiranalyse
Die Analyse der Typisierung kann jetzt wieder fall- und kategorieorientiert stattfin-
den. Zusétzlich werden in einer sekundéaren Analyse auch Merkmale zur Interpreta-
tion der entstandenen Typen herangezogen, die auf die Festlegung der Typisierung
keine Auswirkung hatten. Es konnen auch Merkmale herangezogen werden, die
im Material bisher noch gar nicht untersucht wurden oder sogar auferhalb des
Materials liegen. Insgesamt wird eine breite sowie tiefe Auseinandersetzung mit der
entstandenen Typologie erstellt, um eine moglichst vielschichtige und saturierte

Thematisierung der Fragestellung gewahrleisten zu kénnen.

e Darstellen der Ergebnisse
Zur Darstellung der Ergebnisse werden zunéchst die entstandenen Typen doku-
mentiert und die Zuordnung visualisiert. Zuséatzlich werden dann vor allem die
Ergebnisse der Sekundéranalyse présentiert. Jeder Schritt der drei Inhaltsanalysen

ist durch eine standige Riickbesinnung auf die entsprechenden Forschungsfragen

gepragt.

Da die drei Inhaltsanalysen fliefend ineinander iibergehen, lisst sich in Abbildung 4.12

ein allgemeiner Ablaufplan fiir die gesamte qualitative Inhaltsanalyse skizzieren.

4.8. Kriterien der Giite bei qualitativer Forschung

Die qualitative Forschung als erkenntnisorientierter Forschungsprozess ist einer kontrover-
sen Debatte rund um die Giite der eigenen Methoden und der getroffenen Interpretationen

bzw. vorgestellten Ergebnisse ausgesetzt. Insbesondere im Bezug auf die quantitative
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Bilden der
Haupt-
kategorien

. inhaltlich-strukturierend

. evaluativ

. typenbildend

1. Codier-
prozess

Initiierende
Textarbeit

Bilden der
Sub-
kategorien

Forschungs-
fragen
(insb. 2a)

Festlegen der
evaluativen
Kategorien

2. Codier-
prozess

Fall-
codierung

Darstellen
der
Ergebnisse

Analyse der
Codierung

Forschungs-
fragen

Konstruieren
der
Typologie

Analyse der
Auspragungen

Bestimmen
des Merkmal-
raums

Zuordnen der
Typen

Darstellen
der
Ergebnisse

fragen
(insb. 2c)

Analyse und
Sekundér-
analyse

Darstellen
der

Ergebnisse

Abb. 4.12.: Konkreter Ablauf der qualitativen Inhaltsanalysen.
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Forschung, mit den etablierten Giitekriterien von Objektivitdt, Reliabilitdt und Validitdt
sind unterschiedliche Ansichten vorhanden. Es lassen sich hier grob vier Standpunkte
identifizieren: Zum einen kénnen an qualitative Forschung die gleichen Mafstébe wie
an quantitative Forschung angesetzt werden. Die gegensétzliche Extremposition lehnt
generell jegliche Giitekriterien in qualitativen Forschungssettings ab. Zum anderen siedeln
sich dazwischen einerseits die Standpunkte von fiir die qualitative Forschung spezifi-
schen und angemessenen Kriterien sowie andererseits die Moglichkeit zur Abkehr von
strikten Kriterien und stattdessen einer Hinwendung zu einer Beurteilung des gesamten
Forschungsprozesses an (FLICK, 2019; KUCKARTZ & RADIKER, 2022).

Die beiden vorgestellten Varianten der qualitative Inhaltsanalyse von MAYRING und
KUCKARTZ sind gleichermafsen als regelgeleitetes Verfahren beschrieben. In beiden Vari-
anten wird die Notwendigkeit nach spezifischen Giitekriterien fiir qualitative Forschung
betont, wobei sich MAYRING deutlich starker an den quantitativen Giitekriterien orien-
tiert als dies KUCKARTZ und RADIKER tun. Das strengere Vorgehen und die Orientierung
hin zu einer Quantifizierung in der Analyse bei MAYRING ziehen als logische Konsequenz
eine derartige Nahe nach sich (MAYRING, 2022). In der qualitativen Forschung wird in
diesem Sinne auch von einer Reformulierung der quantitativen Giitekriterien gesprochen.

Bei der Formulierung inhaltsanalytischer Giitekriterien orientiert sich MAYRING wie
bereits erwéahnt stark an der quantitativen Inhaltsanalyse. Insbesondere die klassischen
Giitekriterien der Validitdt und der Reliabilitét sind fiir ihn von entscheidender Bedeu-
tung. Die Validitdt meint dabei die Genauigkeit, mit der die Methode das misst, was sie
vorgibt zu messen und die Relibilitat beschreibt die Zuverlédssigkeit der Methode. Bei-
spielsweise liefse sich anhand der Reliabilitdt darstellen, inwiefern bei einer Wiederholung
der Methode mit gleichen Ergebnissen zu rechnen ist. Wahrend der Prozess des Codierens
noch durch eine angepasste Reliabilitdt — KUCKARTZ und RADIKER sprechen sicherheits-
halber von einer Intercoder-Ubereinstimmung, statt von einer Intercoder-Reliablitit —
durchaus bewertbar erscheint, ist anzumerken, dass man diese quantitativen Kriterien
nicht allgemein ohne Anpassung oder Einschrinkung auf Verfahren der qualitativen
Forschung anwenden kann. Es wird aus diesem Grund auf eher verfahrensorientierte
Uberpriifungen ausgewichen. Der Fokus auf ein stark regelgeleitetes Vorgehen, ausfiihr-
liche Dokumentationen und hoch saturierte Diskussionen ist eine direkte Konsequenz
daraus. MAYRING betont insbesondere eine intersubjektive Nachvollziehbarkeit des Vor-
gehens, eine Validierung des Verfahrens durch dialogisch angelegte Kontrollen und eine
methodische Triangulation. Die intersubjektive Nachvollziehbarkeit zielt darauf ab, dass
die Begriindungen fiir das Vorgehen, die Durchfithrung und auch die Interpretationen
transparent und nachvollziehbar dokumentiert sind. Bei der Validierung des Verfahrens
soll ein wissenschaftlicher Diskurs zur Forschungsmethode angestofien werden, dessen

Einigung direkten Einfluss auf den durchgefiihrten Prozess hat. Bei der Triangulation sol-
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len im gesamten Verfahren durch Einbeziehen unterschiedlicher Daten sowie Erhebungs-
und Auswertungsmethoden maximal viele Stérken zusammengetragen und maximal viele
Schwichen kompensiert werden. (MAYRING, 2022; MAYRING & FENzL, 2019)

KUCKARTZ und RADIKER gehen zusétzlich den Weg einer teilweisen Neuformulierung
qualitativer Giitekriterien. Sie berufen sich in ihren weiteren Ausfiihrungen mafsgeblich
auf einen subtilen Realismus nach SEALE und HAMMERSLEY (GRUNENBERG, 2001;
HAMMERSLEY, 1992; SEALE, 1999), der von drei zentralen Pramissen ausgeht: Es gibt
keine Gewissheit {iber die Giiltigkeit von Wissen, wonach sich getroffene Annahmen
lediglich im Hinblick auf Plausibilitdt und Glaubwiirdigkeit beurteilen lassen; Phdnomene
existieren unabhéngig von getroffenen Annahmen, d. h. Annahmen n&hern sich Phéno-
menen an, nicht umgekehrt; einen Zugang zu einer Wirklichkeit erschliefit sich durch
mehrere Blickwinkel auf Phdnomene, wodurch die Relevanz einer saturierten Betrachtung
entsteht (KUCKARTZ & RADIKER, 2022, S. 236). KUCKARTZ und RADIKER leiten daraus
insbesondere zwei Dimensionen von Gilitekriterien fiir ihre qualitative Inhaltsanalyse
ab: Die interne und die externe Studiengiite. Bei der internen Giite stellt sich die Frage
nach ,Zuverlassigkeit, Verlasslichkeit, Auditierbarkeit, Regelgeleitetheit, intersubjektive
Nachvollziehbarkeit, Glaubwiirdigkeit, etc.“ (KUCKARTZ und RADIKER, 2022, S. 236).
Die externe Studiengiite zielt auf eine Allgemeingiiltigkeit bzw. Verallgemeinerbarkeit
und Ubertragbarkeit der Annahmen auf eine grokere Gesamtheit ab. Die externe Stu-
diengiite lésst sich bei qualitativen Forschungsvorhaben nur in einer Betrachtung des
gesamten Forschungsprozesses beurteilen. Hier sind bspw. Einschétzungen zur Wahl und
Durchfithrung von Forschungsmethodiken angedacht. Fiir die qualitative Inhaltsanalyse
als Instrument zur Auswertung qualitativer Daten formulieren KUCKARTZ und RADIKER
eine Liste von Punkten, die zur Beurteilung der internen Studiengiite herangezogen
werden sollten. Diese sind in Form einer Checkliste als Fragen formuliert und zielen
einerseits auf die Datenerhebung und andererseits auf die konkrete Durchfiihrung der
Inhaltsanalyse ab. In Tabelle 4.13 ist die Liste zur internen Studiengiite von KUCKARTZ
und RADIKER aufgefiihrt. Es wurden dabei Punkte ausgelassen, die lediglich fiir Inter-
views relevant sind, da im vorliegenden Forschungsprojekt keinerlei Interviews gefiihrt
oder analysiert wurden.

Zusétzlich zu dieser prozessorientierten Beurteilung beschreiben KUCKARTZ und RADI-
KER eine Intercoder- Ubereinstimmung, die den Codiervorgang im Sinne einer Intercoder-
Reliabilitit beurteilen soll. Die Wortwahl als Intercoder-Ubereinstimmung soll eine
angemessene Distanz zum Begriff des quantitativen Giitekriteriums der Reliabilitét
betonen. Bei der Intercoder-Ubereinstimmung wird ein numerischer Koeffizient zur
Beurteilung der reliablen Anwendung eines Kategoriensystems auf ein Datenmaterial
unter mehreren codierenden Personen ermittelt. Die Erstellung eines Kategoriensystems

wird dabei nicht kontrolliert. KUCKARTZ und RADIKER merken insbesondere an, dass
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Datenerfassung und Transkription

Inhaltsanalyse

Wurden die Daten fixiert?

Wurde eine interviewbegleitende Dokumenta-
tion erstellt?

Wurde eine vollstandige Transkription des Ma-

Ist die gewahlte inhaltsanalytische Methode
der Fragestellung angemessen?

Wird die Wahl der Methode begriindet?
‘Wurde die jeweilige Methode in sich richtig

terials vorgenommen? angewendet?
e Wurden Transkriptionsregeln genutzt und wer- Wurde die Inhaltsanalyse computergestiitzt
den diese offengelegt? durchgefiihrt?

Wie sah der Transkriptionsprozess konkret
aus?

Wer hat transkribiert?

Wurde eine Transkriptionssoftware benutzt?
Wurden die Daten anonymisiert?

Wurden die Transkriptionsregeln eingehalten?

Wurden das Material oder Teile desselben
durch mehrere Codierend unabhéngig von-
einander bearbeitet?

Wie wurde die Ubereinstimmung der Codie-
renden ermittelt? Welches Vorgehen wurde
bei Nicht-Ubereinstimmung gewihlt?

o Ist das Kategoriensystem in sich konsistent?

e Sind die Kategorien und Subkategorien gut
ausgearbeitet?

e Wie préazise und ausfiihrlich sind die Katego-
riendefinitionen?

e Gibt es konkrete Beispiele als Illustrationen?

e Wurden alle erhobenen Daten bei der Analyse
beriicksichtigt?

o Wie oft wurde das Material bis zur endgiilti-
gen Codierung durchlaufen?

e Ist Auditierbarkeit gegeben?

e Wurden auch abweichende Félle berticksich-
tigt? Wird auf Ausnahmefille und Extremfal-
le hingewiesen und wurden diese analysiert?

e Wurden im Verlauf der Analyse Memos ge-
schrieben?

o Wurde mit Originalzitaten gearbeitet?

e Sind die gezogenen Schlussfolgerungen jeweils
in den Daten begriindet?

Tab. 4.13.: Checkliste zur internen Giite einer qualitativen Inhaltsanalyse nach KUCKARTZ und
RADIKER (2022, S. 236f.)

ausgehend von qualitativem Material nicht erwartet werden kann, dass unterschiedliche
Forschende zu gleichen Kategoriensystemen kommen. Ist jedoch ein Kategoriensystem
vorgegeben, so ist eine moglichst konsistente Codierung erwartbar bzw. sogar wiinschens-
wert. Die Intercoder-Ubereinstimmung liefert genau dafiir einen numerischen Wert, der
damit das Kategoriensystem hinsichtlich seiner Definition und Anwendbarkeit beurteilt
und somit als qualitatives Giitekriterium verstanden werden kann. Eine spezielle Art
der Intercoder-Ubereinstimmung lisst sich auch mit einer gleichbleibenden Person be-
stimmen, die zu verschiedenen — hinreichend weit auseinanderliegenden — Zeitpunkten

gleichbleibendes Material codiert. Man spricht von einer Intracoder-Ubereinstimmung.

Bei der quantitativen Inhaltsanalyse werden vor dem Codierprozess eindeutige Codier-
einheiten im Material festgelegt, denen dann Kategorien zugeordnet werden. Lésst man
diese Zuordnung von zwei Forscher*innen durchfiihren, so stellt sich bei der Intercoder-
Ubereinstimmung die Frage, inwiefern in einer Codiereinheit von beiden Forscher*innen

iibereinstimmend mit einer Kategorie codiert oder nicht codiert wurde. Fine zufalls-
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bereinigte Beurteilung einer derartigen Ubereinstimmung liefert bspw. Cohens Kappa.
Dieses Vorgehen ist bei der qualitativen Inhaltsanalyse nicht direkt umsetzbar, denn
dort ist die Festlegung der Codiereinheiten neben der Zuordnung von Kategorien Teil
des Codierprozesses. Verschiedene Forscher*innen kommen also moglicherweise zu unter-
schiedlichen Segmentgrenzen ihrer ausgewéhlten Codiereinheiten im Material. MAYRINGS
Variante der qualitativen Inhaltsanalyse sieht zumindest eine Festlegung der Grofie von
Codiereinheiten vor dem Zuordnen der Kategorien vor, wodurch der Vergleich solcher
Segmente dhnlich der quantitativen Inhaltsanalyse noch néherungsweise moglich ist. Ins-
besondere wird dabei auch die Giite der Definition der Codiereinheiten mit beurteilt. Das
offene Codieren von Sinneinheiten bei KUCKARTZ und RADIKER fiihrt dazu, dass unter
verschiedenen Forschenden nicht mit gleichférmigen codierten Segmenten zu rechnen
ist. Um dieser Problematik zu begegnen, schlagen KUCKARTZ und RADIKER mehrere
Anpassungen vor. Zum einen kénnen grofsere Materialteile — bspw. ganze Interviews
oder Bearbeitungen einzelner Proband*innen — als zu betrachtende Codiereinheiten
festgelegt werden. Dort lassen sich dann Ubereinstimmungen dahingehend beurteilen, ob
eine Kategorie innerhalb dieser groferen Codiereinheit {ibereinstimmend vorkommt oder
nicht vorkommt. Weiterfithrend kann auch die Anzahl einer Kategorie innerhalb dieser
grofseren Codiereinheit betrachtet und dann geméf der Einordnung in {ibereinstimmende
Anzahl und nicht {ibereinstimmende Anzahl beurteilt werden. Bei diesen Variationen ist
allerdings keine Beurteilung der lokalen Anwendung einer Kategorie sichtbar. Aus diesem
Grund wird zum anderen noch eine letzte Variante vorgestellt, welche alle codierten
Segmente beider Forschenden jeweils fiir sich gesehen als Codiereinheiten ansetzt. Die
Beurteilung der Giite erfolgt dann gemif einer Ubereinstimmung einer codierten Kate-
gorie an exakt diesen Stellen. Damit diese Beurteilung nicht an zu genau gemessenen
Segmentgrenzen scheitert, kann eine Ubereinstimmung auch geméf einer prozentualen
Toleranzgrenze hinsichtlich einer Uberschneidungsfliche derartig codierter Segmente mit
einer Kategorie bestimmt werden. Das konkrete Vorgehen sieht hierbei also wie folgt
aus: Zunichst werden alle codierten Segmente von Forscher*in 1 als Codiereinheiten
festgelegt. Anschliefend werden diese Stellen bei Forscher*in 2 betrachtet. Dort wird
nun entschieden, bei welchen dieser Stellen Forscher*in 2 innerhalb der Toleranzgrenze
eine gleiche Kategorie wie Forscher*in 1 codiert hat. Abschliefend wird dieses Vorgehen
analog fiir die codierten Segmente von Forscher*in 2 wiederholt. Es ist anzumerken, dass
nach diesem Verfahren exakt gleich codierte Segmente doppelt als Ubereinstimmung
gezahlt werden. Das Vorgehen ist dennoch praktisch, da dadurch komplexere Situationen
behandelt werden konnen. Beispielsweise konnte Forscher*in 1 an einer Stelle eine Katego-
rie A und Forscher*in 2 an dieser Stelle innerhalb der Toleranzgrenze mehrere Kategorien

B und C codiert haben. Dies Situation sollte hinsichtlich eines Ubereinstimmungsgrades
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negativer gewertet werden, als wenn Forscher*in 2 an selber Stelle lediglich eine einzelne
Kategorie B abweichend codiert hétte.

Zusatzlich zu dieser nachtraglichen numerischen Beurteilung der Intercoder-
Ubereinstimmung beschreiben KUCKARTZ und RADIKER das sogenannte Verfahren
des konsensuellen Codierens. Hierbei sollen Teile des Materials ebenfalls von mehreren
Forschenden unabhéngig voneinander codiert werden. Die Ergebnisse dieser Codierungen
sollen dann aber gewinnbringend in den Forschungsprozess eingebracht werden und
dadurch das Kategoriensystem verbessert werden. Bei gleichen Codierungen wird
das Kategoriensystem gestéarkt und bei unterschiedlichen Codierungen kann selbiges
anhand einer Diskussion und Einigung verbessert werden. Gleichzeitig ist damit
selbstverstindlich auch im Sinne einer Intercoder-Ubereinstimmung gehandelt worden.
Dieser Schritt des konsensuellen Codierens zur Sicherung der forschungsorientierten Giite
des qualitativen Vorgehens ist in der oben beschriebenen Liste zur internen Studiengiite
bereits verortet.

Fiir das vorliegende Forschungsprojekt wird zur Beurteilung der Giite die Liste zur
internen Studiengiite von KUCKARTZ und RADIKER herangezogen und zuséatzlich eine
Intercoder-Ubereinstimmung ermittelt. Der Codierprozess ist zusitzlich stark durch
konsensuelles Codieren geprigt. Die Intercoder-Ubereinstimmung wird dabei fiir die
inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse mittels des Vergleichs lokaler Ubereinstimmun-
gen mit unterschiedlichen Toleranzgrenzen bestimmt. Fiir die evaluative Inhaltsanalyse
werden stattdessen die einzelnen Bearbeitungen als Codiereinheiten festgelegt und dort
die Ubereinstimmung nach ,codiert“ und ,nicht codiert* beurteilt. Die typenbildende
Inhaltsanalyse wird hinsichtlich der Plausibilitdt der Typisierung kontrolliert. Dies ge-
schieht im Sinne einer Intercoder-Ubereinstimmung. Dabei werden die Ergebnisse der
evaluativen Analyse von mehreren Forschenden auf mogliche Clusterbildungen untersucht

und diese verschiedenen Gruppierungen qualitativ diskutiert.
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5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte

in der Lehramtsausbildung

(F1) ,Inwiefern eignet sich die universitire Algebra zur Vernetzung von schu-

lischem und universitarem Fachwissen?*

In diesem Kapitel wird eine Antwort auf die erste Forschungsfrage gegeben. Es werden
dazu zunéchst Einflussfaktoren auf die Relevanz algebraischer Themen der universitér-
en Mathematik fiir Studierende des gymnasialen Lehramts analysiert. Dazu gehoren
einerseits schulische Einflussfaktoren, die eine Relevanz dahingehend vorgeben, dass
sie festlegen, welche algebraischen Themen im spéteren Beruf implizit und explizit von
Lehrkréaften beherrscht und vermittelt werden miissen. Stellvertretend fiir die schulischen
Einflussfaktoren wird der aktuelle bayerische Lehrplan fiir das Gymnasium und géngige
Fachliteratur zur Mathematikdidaktik und Didaktik der Algebra betrachtet. Andererseits
gibt es auch universitdre Einflussfaktoren. Diese &ufsern sich insbesondere in Bayern
durch die erste Staatspriifung mit einer Teilpriifung im Fach Algebra. Zur Analyse
der universitdaren FKinflussfaktoren werden die Anforderungen an das Staatsexamen aus
der LPO I sowie gingige Fachliteratur zu einer typischen Bachelor-Veranstaltung zur
Einfiihrung in die Algebra herangezogen. Methodisch wird die Analyse anhand eines
Descriptive Codings durchgefiihrt, mit dem eine Sammlung an algebraischen Themen
erstellt wird, die fiir die jeweiligen Einflussfaktoren relevant sind. Anschliefsend werden
diese Themen der beiden beschriebenen Einflussfaktoren gegeniibergestellt und damit

eine Antwort auf die erste Teilfrage gegeben:

(Fla) ,Welche Themen der universitiren Algebra weisen eine fachliche Relevanz
fiir Studierende des gymnasialen Lehramts im Bezug zu ihrem spéateren
Beruf auf?

Unter Beriicksichtigung theoretischer Uberlegungen zur Umsetzbarkeit in einem Seminar
mit selbstentdeckendem Lernformat wird dann eine reduzierte Sammlung algebraischer
Themen abgeleitet. Die entsprechenden Themen werden fachlich moglichst ausfiihrlich
dargestellt, um einen erwartbaren Horizont bei einer entsprechenden Behandlung der
Themengebiete mit Studierenden abstecken zu kénnen. Abschlieffend werden aus diesen

fachlichen Uberlegungen Fragestellungen konzipiert und hier vorgestellt, die fiir die
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spatere Durchfithrung in einem Seminar herangezogen werden sollen. Damit wird die

zweite Teilfrage beantwortet:

(F1b) ,Welche dieser Themen eignen sich zu einer Bearbeitung in einem selbst-

entdeckenden Lehrkonzept an der Universitat und wie?

5.1. Algebraische Themen im bayerischen Lehrplan fiir

Gymnasien

Es werden zunéchst die Ergebnisse der Analyse des Lehrplans fiir Mathematik am
Gymnasium und anschliefsend die Ergebnisse der Analyse der Lehrbiicher aus der Ma-
thematikdidaktik dargestellt. Bei der Lehrplan-Analyse wird sich auf den LehrplanPLUS
(ISB, n.d. a) bezogen, da dieser fiir Studierende am Standort Augsburg relevant ist,
an dem die Studie durchgefiithrt wurde. Zur Analyse der Mathematikdidaktik und der
Didaktik der Algebra wird sich auf das Standardwerk Didaktik der Bruchrechnung von
PADBERG und WARTHA (2017) und die Fortfithrung der Didaktik der Algebra von
VOLLRATH durch WEIGAND et al. (2022) bezogen.

Im bayerischen Lehrplan konnten vier algebraische Themen identifiziert werden:
e Zahlen und Zahlenbereiche
e Grundrechenarten und Rechengesetze
e Variablen, Terme und Gleichungen
e Funktionen

Alle vier Themen weisen die spiralcurriculare Form auf, die den gymnasialen Lehrplan in
der Mathematik pragt. Die Themen sind dabei nicht klar zu trennen, sondern bedingen
sich gegenseitig und weisen zudem Schnittmengen auf.

Der Themenbereich Zahlen und Zahlenbereich beschreibt die flir die Schule relevanten
Zahlenbereiche in einer eher arithmetischen Sichtweise. Er kann dennoch als Grundlagen-
konstrukt und auch als Anwendungsfeld der Algebra zugeordnet werden — mindestens
lisst sich aber eine Verwandtschaft erkennen. Der Ubergang zum Themenbereich der
Grundrechenarten und Rechengesetze ist fliefsend, liefern doch gerade unterschiedliche
Rechenoperationen die Motivation fiir eine Erweiterung von Zahlenbereichen und lassen
umgekehrt grofere Zahlenbereiche weiterfithrende Rechengesetze zu. Zu Beginn der
Sekundarstufe I steht der Zahlenbereich der natiirlichen Zahlen und seine Fortsetzung zu
den ganzen Zahlen, wobei gleichzeitig die Grundrechenarten der Addition und Subtraktion
thematisiert werden (Jhgst. 5). Auch die Rechenoperationen Multiplikation und Divisi-

on werden auf den natiirlichen und ganzen Zahlen behandelt (Jhgst. 5). Als néchstes

104



5.1. Algebraische Themen im bayerischen Lehrplan fiir Gymnasien

steht die Erweiterung hin zu den rationalen Zahlen an, wobei erneut insbesondere die
Grundrechenarten von Multiplikation und Division angesprochen werden (Jhgst. 6). Die
Jahrgangsstufen 7 bis 9 sind stark von den Grundrechenarten auf rationalen Zahlen
gepragt. Die Fortfiihrung der Zahlenbereiche hin zu den reellen Zahlen erfolgt bspw. im
Einklang mit einer Verallgemeinerung der Multiplikation zu einer Potenzrechnung und
Wurzelausdriicken (Jhgst. 9). Hier erfolgt auch die Betrachtung von weiterfithrenden
Rechengesetzen und Rechenoperationen wie Potenzgesetze, exponentielles Wachstum
und Logarithmen (Jhgst. 10).

Wenngleich der Themenbereich Variablen, Terme und Gleichungen bereits durch
Termausdriicke auf natiirlichen und ganzen Zahlen (Jhgst. 5 und 6) behandelt wird,
wird die Einfiihrung des Variablenbegriffs in Jahrgangsstufe 7 oftmals als tatsachlicher
Ubergang von der Arithmetik hin zur Algebra gesehen. Die Verbindung von Termstruk-
turen und Variablen liefert dann auch den Ubergang zu einer funktionalen Sichtweise
und zum Begriff der Funktion, wobei sich hier zunéchst auf lineare und gebrochenratio-
nale Zusammenhénge im Einklang mit den zur Verfiigung stehenden Zahlenbereichen
beschrankt wird (Jhgst. 8). Neben dem funktionalen Zusammenhang lassen sich Terme
zu Gleichungen fortsetzen. In der Jahrgangsstufe 8 werden explizit Bruchgleichungen
und auch lineare Gleichungssysteme untersucht. Die Behandlung irrationaler Zahlen in
Jahrgangsstufe 9 ertffnet dann das Gebiet von quadratischen Funktionen und Potenz-
funktionen, bis schliefslich in Jahrgangsstufe 10 ganzrationale Funktionen, Sinus und
Kosinus als trigonometrische Funktionen sowie Exponentialfunktion und der Logarithmus
als funktionaler Zusammenhang thematisiert werden. In der Oberstufe wird ein Ubergang
zu einer analytischen Behandlung von Funktionen vollzogen.

Gerade im Hinblick auf den Ubergang von der Sekundarstufe I zur Sekundarstufe 11
ldsst sich eine Abkehr von einer rein algebraischen Betrachtung mathematischer Inhalte
erkennen. Die in der Sekundarstufe I erworbenen Kompetenzen rund um die Begriffe
Variable, Gleichung und Funktion dienen in der Sekundarstufe IT nunmehr als Hilfsmittel
bei einer analytischen Behandlung mathematischer Gebiete — namentlich hauptséchlich
die Differential- und Integralrechnung. Auch in der Raumgeometrie im Sinne einer
analytischen Geometrie finden die algebraischen Grundlagen weiterhin Anwendung. Man
kann hier von einer impliziten Anwendung der Algebra als Hilfsmittel reden. Bereits
in der Sekundarstufe I findet das gerade erst erlernte algebraische Wissen oftmals
direkt Anwendung in anderen mathematischen Teilgebieten. Als Beispiel ist hier die
Elementargeometrie bei der Anwendung von Termstrukturen auf die Ermittlung von
Fldacheninhalten zu nennen. Dies steigert sich mit hoheren Jahrgangsstufen sukzessive
hin zu einer ausschlieflich impliziten Anwendung in der Oberstufe (siche Abbildung 5.1).

Auch in der didaktischen Fachliteratur zur Didaktik der Algebra (WEIGAND et al.,
2022) und zur Didaktik der Bruchrechnung (PADBERG & WARTHA, 2017) konnten die
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Abb. 5.1.: Anzahl Codes algebraischer Themen pro Jahrgangsstufe in den Fachlehrplénen des
bayerischen Mathematiklehrplans fiir Gymnasien mit Hervorhebung der Kategorie Implizite Anwendung
der Algebra als Hilfsmittel.

obigen Themen identifiziert werden. Dies ist nicht weiter verwunderlich. Es behandelt
die Didaktik — hier im stoffdidaktischen Sinne — selbstverstandlich die in der Schule
behandelten Themengebiete. Umgekehrt hat die Didaktik als Wissenschaft auch einen
Einfluss auf die Ausgestaltung der Lehrpline. WEIGAND et al. beschreiben im Einklang
mit VOLLRATH die zentralen Inhalte der Schulalgebra als die Themengebiete rund um
,wVariablen und Terme, Funktionen und Gleichungen* (WEIGAND et al., 2022, S. 21). Eine
genauere Ubersicht (siche WEIGAND et al., 2022, Tab 1.2, S. 22) bestitigt zudem die
Lehrplananalyse von oben. Die Ausklammerung des Themengebiets der Zahlenbereiche
ist nur in der expliziten Nennung zu verstehen. Die Zuordnung in der Didaktik ist
meist innerhalb der Didaktik der Arithmetik zu finden, wenngleich Zahlenbereiche in
ihrer Relevanz auch in der eben zitierten Ubersicht auftauchen. Die Thematisierung
von Grundrechenarten, Rechengesetzen und auch von speziellen Zahlenbereichen — hier
natiirlich den rationalen Zahlen — erfolgt in der Didaktik der Bruchrechnung von PADBERG
und WARTHA (2017). Es werden auch Variablen, Terme und Gleichungen behandelt.

5.2. Anforderungen an algebraische Inhalte im

Staatsexamen fiir Gymnasium

In diesem Abschnitt werden die algebraischen Themen der fachlichen Lehramtsausbil-
dung an der Hochschule beschrieben. Die Darstellung erfolgt anhand einer Analyse der

Priifungsordnung fiir die zentrale Abschlusspriifung im vertieften Lehramt als Staatsex-
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amen. Die entsprechenden Themengebiete werden mittels einer weiterfithrenden Analyse
typischer Literatur fiir Anfingerveranstaltungen fiir Bachelor- und Lehramtsstudierende
im Bereich der linearen Algebra und der modernen Algebra ausdifferenziert. Die Rele-
vanz im Hinblick auf die erste Staatspriifung wird durch beispielhafte Zuordnung von
konkreten ehemaligen Examensaufgaben zu den resultierenden algebraischen Themen
der universitdren Mathematik herausgestellt. Die Literaturanalyse wurde stellvertretend
anhand der Werke Lineare Algebra von BoscH (2008) und Algebra: Gruppen — Ringe —
Kérper von KARPFINGER und MEYBERG (2017) durchgefiihrt.

In der Ordnung der ersten Priifung fiir ein Lehramt an 6ffentlichen Schulen (Lehr-
amtspriifungsordnung I bzw. LPO I) werden die fachlichen Inhalte der schriftlichen
Priifung fiir Mathematik im vertieften Lehramtsstudium unter anderem mit ,eine[r|
Aufgabengruppe aus Lineare Algebra, Algebra und Elemente der Zahlentheorie* (BAYE-
RISCHE STAATSKANZLEL n.d., Kap. IT Abs. V §73 (3) 2.) angegeben. Eine genauere
Beschreibung liefert die Analyse der oben genannten Literatur.

Die lineare Algebra wird typischerweise als Einstieg in die Mathematik an Hochschulen
gelehrt. Sie dreht sich zentral um die algebraische Struktur des Vektorraums und die
Untersuchung linearer Unterstrukturen und Abbildungen (z. B. F24-11I-1. H23-1I-4). Dies
miindet in einer ausfiihrlichen Behandlung von linearen Gleichungssystemen, von einer
umfassenden Matrizenrechnung sowie von Determinante (z. B. F24-1-1) und Eigen- bzw.
Hauptraumen (z. B. F24-1-5). Skalarprodukte stehen meist reprasentativ fiir Bilinearfor-
men und stellen einen Einstieg in normierte Vektorrdume und eine analytische Geometrie
dar.

Die Algebra fiir das Lehramt an Gymnasien findet mafgeblich im Sinne einer kommu-
tativen Algebra statt. Der nicht kommutative Fall wird lediglich am Rande thematisiert
und nicht als allgemeine Theorie von Ringen und Moduln behandelt. Eine grobe Struktur
der kommutativen Algebra liefert die Unterteilung in Gruppen-, Ring- und Kdrpertheorie.

Unter die Gruppentheorie féllt die Behandlung von Gruppen (z.B. F24-11-3) und
deren Unterstrukturen — insbesondere Normalteiler und damit auch Faktorgruppen (z.B.
F24-11-3) —, der Satz von LAGRANGE fiir endliche Gruppen (z.B. F24-11-3), zyklische
Gruppen (z. B. F24-1-2), Permutationen als symmetrische und alternierende Gruppe (z. B.
F22-1-3), Gruppenwirkungen (z.B. F23-11I-1) und die Sétze von SYLOwW (z.B. F24-1-4,
H23-1-4, F23-11-2) sowie (kleine) endliche Gruppen bzw. Ismorphietypen (z.B. F24-1-2,
F24-1-4).

In der Ringtheorie werden insbesondere Ringe (z. B. F24-11-4, F24-111-3) und Ideale
(z.B. F24-1-3, F23-11-5), Polynomringe (z.B. H23-1-1, H23-111-5), der Begriff der Teil-
barkeit und Irreduzibilitit (z. B. F23-11-3) sowie ein strukturierter Aufbau besonderer
Ringtypen — faktorielle Ringe (z.B. F23-11-3, F23-11-3), Hauptidealringe, euklidische

Ringe, usw. — thematisiert.
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Die Korpertheorie dreht sich mafgeblich um Kdrper (z.B. F24-1-5) und Kdérperer-
weiterungen. Dabei werden einfache und algebraische (z.B. F22-1-5) sowie separable
und galoische Korpererweiterungen betrachtet. Letztere vor allem im Hinblick auf eine
Galoistheorie (z. B. F24-1-5, F24-11-5, F24-111-4). Auch die Konstruktion endlicher Kérper
(z.B. F23-1-4, F23-11-5) sowie Kreisteilungskorper (z.B. F24/111/5) finden Anwendung.

5.3. Diskussion der Einflussfaktoren auf relevante
algebraische Themen in der gymnasialen

Lehramtsausbildung

Es werden nun die identifizierten algebraischen Themen aus der Schulmathematik denjeni-
gen der universitdren Mathematik gegeniibergestellt und entsprechende Verbindungspunk-
te herausgearbeitet. Anschlieffend werden fiir die starksten Verbindungen stellvertretende
Problemfelder der universitdren Lehramtsausbildung aufgefiihrt. Unter Einbeziehung
didaktischer Uberlegungen aus Abschnitt 3.2 wird dann schlieRlich eine Entscheidung zu
zwei Inhaltsbereichen getroffen, die in einem Seminar fiir Studierende des gymnasialen

Lehramts im Sinne eines offenen, selbstentdeckenden Lernmodells behandelt werden.

Der schulische Themenbereich von Zahlen und Zahlenbereichen taucht oftmals im-
plizit als anschauliches Beispiel in jeweils Gruppen-, Ring- und Korpertheorie auf. Die
schulischen Zahlenbereiche N, Z, Q, R spiegeln den Weg der algebraischen Strukturen
von Gruppen iiber Ringe hin zu Kérpern wider. Die universitiare Algebra beschrankt
sich allerdings nicht auf diese Zahlenbereiche. Insbesondere abstraktere Konstrukte wie
endliche abelsche Gruppen und Polynomringe lassen sich zwar auch oftmals beispiel-
haft auf diesen Zahlenbereichen konstruieren, eine allgemeine Theorie, wie sie in der
universitdren Mathematik angestrebt wird, kommt jedoch auch ohne diese Anschau-
lichkeit aus. In der elementaren Zahlentheorie spielen insbesondere die ganzen Zahlen
und Uberlegungen zu Primzahlen eine groke Rolle. Auch Teilbarkeiten und damit der
schulische Themenbereich der Grundrechenarten und Rechengesetze zeigen sich hier.
Hinsichtlich der algebraischen Strukturen der Gruppe, des Rings und des Korpers weisen

Grundrechenarten und Rechengesetze ebenfalls eine Verwandtschaft auf.

Variablen, Terme und Gleichungen sind quasi in allen algebraischen Problemen wie-
derzufinden. In der obigen Auflistung lésst sich aber insbesondere zwischen der linearen
Algebra und der Korpertheorie — représentiert von einer Galoistheorie — eine Verbindung
zum schulischen Themenbereich von Variablen, Termen und Gleichungen ziehen. Die
Matrizenrechnung kann stellvertretend fiir eine ausfiihrliche Thematisierung des Losens

von linearen Gleichungssystemen verstanden werden und die Galoistheorie beschreibt
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das Losen allgemeiner polynomialer Gleichungen und die Beziehung — bzw. Symmetrien
— von Nullstellen von Polynomen.

Funktionen spielen in Form von Abbildungen — spezieller Homomorphismen — eine
herausragende Rolle in der héheren Algebra. In diesem abstrakten Sinn zur Untersuchung
von Unterstrukturen werden Funktionen aber in der Schule kaum genutzt. Die Behand-
lung linearer Abbildungen in der linearen Algebra folgt der entsprechenden Sichtweise
auf Funktionen und eine derartige Analyse noch am ehesten. Gerade die Verbindung
von Vektorraumtheorie und Matrizenrechnung kann als anwendungsorientierte Veran-
schaulichung von abstrakten Homomorphismen gesehen werden, was dem schulischen
Gedanken sehr nahe kommt.

Vor allem die impliziten Anwendungen der Algebra in der Schulmathematik in der
Raumgeometrie wird in der universitdren Lehramtsausbildung in Teilen durch die lineare
Algebra abgedeckt. Hier sind Skalarprodukte und eine analytische Geometrie zu nennen.

Es lassen sich somit vier vielversprechende universitidre Problemfelder erkennen, die
Lehramtsstudierenden die Moglichkeit er6ffnen kénnen, Verbindungen zwischen der schu-
lischen Algebra und ihrer algebraischen Fachausbildung an der Universitit zu bilden:
Zahlenbereiche als algebraische Strukturen, Symmetrien auf Nullstellen mittels Galois-
theorie, endliche (zyklische) Gruppen und Kegelschnitte in der analytischen Geometrie
(sieche Abb. 5.2).

Zahlen & Zahlenbereiche Lineare Algebra
Grundrechenarten & Rechengesetze Gruppentheorie
Variablen, Terme & Gleichungen e \ Ringtheorie
Funktionen e Korpertheorie
Implizite Anwendungen (Raumgeometrie) Elementare Zahlentheorie

Abb. 5.2.: Verbindungen zwischen schulischer (links) und universitérer Algebra (rechts) mittels der
Themenfelder Zahlenbereiche (rot), endliche Gruppen (blau), Galoistheorie (gelb) und Kegelschnitte

(griin).

Bezieht man nun den Wunsch mit ein, eines dieser Problemfelder in einer selbstent-
deckenden Lernform von Studierenden moglichst autonom bearbeiten zu lassen, dann
ergeben sich im Einklang mit den theoretischen Uberlegungen aus Abschnitt 3.1 und 3.2
drei fundamentale Anforderungen an diese Problemfelder: Sie sollen moglichst elementa-
rer, offener sowie anschaulicher Natur sein. Die Elementaritit liefert die Moglichkeit, dass
sich die Studierenden schnell in die Problemstellung einfinden und sich darin grundsétz-
lich bewegen konnen. Zudem wird damit einem moglicherweise heterogenen Vorwissen

begegnet. Eine ausgeprigte derartige Heterogenitét ist gerade bei der spateren Unter-
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suchung von Studierenden im héheren Semester durchaus zu erwarten. Die Offenheit
des Problemfeldes ist bereits in Abschnitt 3.1 als Moglichkeit herausgestellt worden,

Aufgabenstellungen zu Problemstellungen transformieren zu kénnen. Weiter kommt

eine Offenheit einer héheren Anforderung an die Selbststandigkeit des Lernenden gleich,

womit eine authentische Beobachtung von eigensténdigen Arbeitsweisen erwartet werden

kann. Die Anschaulichkeit meint nicht unbedingt eine verminderte Abstraktion, sondern

vielmehr eine offensichtliche Relevanz des Problemfeldes fiir Lehramtsstudierende, die

sie selbst erkennen konnen. Eine Bewertung der obigen vier Problemfelder hinsichtlich

dieser drei Kriterien wird im Folgenden gegeben:
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e Zahlenbereiche als algebraische Strukturen

Zahlen und Zahlenbereiche an sich, aber auch die Darstellung als algebraische
Strukturen sind elementarste Formen der Algebra. Auch eine Offenheit ist in diesem
Problemfeld stark gegeben. Die Ankniipfungspunkte mit geometrischen Uberlegun-
gen wie Konstruierbarkeit oder auch die Fortfiihrung zu komplexen abstrakteren
Zahlenbereichen wie C oder H sind nur zwei angrenzende Themenfelder. Die Rele-
vanz fiir die Schulmathematik ist zudem explizit gegeben, da Zahlenbereiche einen

grofen Anteil an der Schulalgebra in der Sekundarstufe I haben.

Symmetrien auf Nullstellen mittels Galoistheorie

Das Problemfeld rund um Nullstellen von Polynomen und die Galoistheorie ist
von sehr offener Natur. Es lassen sich hier Symmetrien und dann Galoisgrup-
pen behandeln, aber auch Briicken zur Auflésbarkeit, zur Korpertheorie und zu
Korpererweiterungen bzw. Vektorrdumen schlagen. Die Relevanz ist in géngigen
Nullstellenproblemen und insbesondere in der Thematisierung von allgemeinen
Losungsformeln polynomialer Gleichungen deutlich erkennbar. Die Galoistheorie
als umfassendes Problemfeld ist aber nicht gerade elementarer Natur. Vor allem
die Verkniipfung von Symmetrien und Galoisgruppen mit speziellen Kérpererwei-
terungen im Hauptsatz der Galoistheorie ist nicht trivial und eignet sich gerade
im Hinblick auf das heterogene Vorwissen nicht unbedingt fiir eine selbststédndige

Bearbeitung.

Endliche (zyklische) Gruppen

Endliche und speziell zyklische Gruppen lassen sich sehr frith und mit nur wenigen
vorausgesetzten Werkzeugen untersuchen. Dabei geben gerade die vielfaltigen Iso-
morphietypen schon kleiner endlicher Gruppen den Blick auf ein breites Spektrum
an unterschiedlichen Mustern frei. Die Untersuchung zyklischer Unterstrukturen ist
ebenfalls sehr abwechslungsreich und bietet auch die Moglichkeit, selbst fiir abstrak-

te Konstrukte anschauliche Visualisierungen zu finden. Fine explizite Anwendung
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in der Schulalgebra finden endliche Gruppen jedoch kaum. Die Studierenden er-
arbeiten sich damit tendenziell Nischenwissen, das zwar durchaus im schulischen
Kontext — bspw. bei der Kryptographie oder allgemeiner bei zahlentheoretischen
Problemen — Anwendung finden kann, jedoch kein fundamental tieferes Versténdnis

fiir die Schulalgebra mit sich bringt.

e Kegelschnitte in der analytischen Geometrie
Kegelschnitte bzw. Quadriken werden in der analytischen Geometrie typischerweise
mit Mitteln der linearen Algebra behandelt. Diese Mittel sind eine der wenigen
Voraussetzungen, die man an die Studierenden stellen muss, womit dieses Pro-
blemfeld eine ndherungsweise elementare Natur aufweist. Es ist zudem ein recht
offenes Problemfeld, bei dem bspw. orthogonale Abbildungen, die Thematisierung
einer Typenbildung, aber auch abstraktere Begriffe wie Irreduzibilitdt Anwendung
finden. Die Relevanz ist mit der unmittelbaren Nihe zur Raumgeometrie konkret

gegeben.

Anhand dieser Uberlegungen wird sich auf die Inhaltsbereiche Zahlen und Zahlenbereiche
sowie Quadratische Gleichungen in zwei Variablen festgelegt. Es folgt eine ausfiihrliche

fachliche Beschreibung dieser beiden Inhaltsbereiche.

5.4. Zahlen und Zahlenbereiche

Im Folgenden werden die fiir die Schule und dariiber hinaus relevanten Zahlenbereiche
auf zwei verschiedenen Wegen erarbeitet. Zum einen ist die algebraische Darstellung im
Sinne algebraischer Strukturen abgebildet. Zum anderen wird ein historisch-genetischer
Zugang iiber konstruierbare Zahlen mit Mitteln der elementaren (ebenen) Geometrie
dargestellt. Der algebraische Weg orientiert sich mafsgeblich am Werk Grundbegriffe
der Mathematik von KASCH und PAREIGIS (1991) und wird durch KARPFINGER und
MEYBERG (2017) und BoscH (2009) sowie HIEN (2021) angereichert. Die Uberlegungen
zu den Quaternionen entstammen BUCHMANN (2009) und einem Buchreview von BAEZ
(2004) zum Werk On Quaternions and Octonions: Their Geometry, Arithmetic and
Symmetry von CONWAY und SMITH (2003). Der Beweis zum Satz von FROBENIUS ist
nach einem Paper zum Thema Scalar Algebras and Quaternions von ARTZ (2009) gefiihrt.
Die Idee fiir den geometrisch motivierten Weg stammt von LEUDERS (2016), wobei die
Reihenfolge der dortigen Erarbeitung aus didaktischen Griinden angepasst wurde.
Zahlen sind fiir die Menschheit jeher ein Mittel zur Beschreibung ihrer Umwelt. Als

Teil arithmetischer Uberlegungen lisst sich bspw. ein kardinaler Aspekt in der Aussage

« Ich besitze drei Ziegen und vier Schafe, also insgesamt sieben Tiere. »
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erkennen. Auch ordinale Aspekte sind durch die Aussage

« Ich besitze zwei Obstplantagen und mein Nachbar nur eine, also besitze ich

mehr Obstplantagen als er. »
vorzufinden. Und selbst grundlegende algebraische Probleme werden friih relevant:

« Ich habe heute bereits zwei Miinzen verdient. Mein Essen kostet mich drei
Miinzen. Wie viele Miinzen muss ich heute also noch mindestens verdienen,

damit ich geniigend zu Essen bekomme? »

Die Behandlung der historischen Entwicklung der Begriffe Zahlen und Rechnen bietet
gerade fiir Lehramtsstudierende eine gewinnbringende Lernerfahrung in mehrfacher
Hinsicht: Zum einen entwickeln sich die schulrelevanten Zahlenbereiche auch im Unterricht
in einigen Teilen analog zur historischen Entwicklung — mindestens aber orientiert an
den Grundrechenarten —, wodurch ein tieferes sowie breiteres schulrelevantes Fachwissen
erlangt werden kann. Zum anderen stellen Zahlenbereiche eine Moglichkeit dar, auf
sehr elementarem Niveau die Entwicklung und Finesse moderner Algebra selbststandig
nachzuempfinden und auch die Relevanz fiir die Schulmathematik zu stérken.

Es wird im Folgenden zunéchst eine formale Herleitung der Zahlenbereiche im Sinne
der modernen Algebra als algebraische Strukturen gegeben und anschliefsend ein alterna-
tiver Weg aufgezeigt, der durch eine historisch-genetische Sichtweise insbesondere die
Grundrechenarten als Motivation heranzieht. Man kann daran einerseits einen Ubergang
zwischen geometrischem und algebraischem Vorgehen und andererseits die Starken der

modern algebraischen Schreibweisen erkennen.

Zahlenbereichserweiterungen als algebraische Strukturen

Die Zahlenbereiche N, Ny, Z und Q, die grofstenteils in der Schulmathematik thematisiert
werden, lassen sich sukzessive durch algebraische Strukturen beschreiben. Der Aufbau von
der Halbgruppe iber das Monoid, die Gruppe und den Ring hin zum Kdrper wird auch
in der Schulmathematik durchlaufen. Dies spiegelt sich insbesondere in der Behandlung
der Grundrechenarten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division wider. Fiir
algebraische Strukturen sind die Subtraktion und Division jedoch genau genommen keine
eigenstdndigen Operationen. Stattdessen wird hier die Addition bzw. Multiplikation mit

entsprechenden inversen Elementen formuliert.

Natiirliche Zahlen

Einer der grundlegenden Zahlenbereiche der Mathematik ist der Zahlenbereich der na-

tiirlichen Zahlen. Die Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen lieferten DEDEKIND und
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PEANO unabhéingig voneinander bereits Ende des 18. Jahrhunderts. Aufgrund ihrer Ein-
fachheit sind die sogenannten PEANO-Axiome heute als Grundlage zur Charakterisierung

der natiirlichen Zahlen verbreitet.

Axiomensystem 5.1. (PEANO-Axiome — moderne Form) Sei n eine natiirli-
che Zahl, dann bezeichne p(n) den eindeutigen Nachfolger von n. Die Menge der

natiirlichen Zahlen entsteht aus den folgenden Axiomen:

(P1) 0 ist eine natiirliche Zahl.

(P2) Fiir jede natiirliche Zahl n ist auch ihr Nachfolger p(n) eine natiirliche Zahl.
(P3) Fiir alle natiirlichen Zahlen n und m mit p(n) = u(m) gilt bereits n = m.
(P4) Fiir jede natiirliche Zahl n gilt u(n) # 0.

(P5) Ist M eine Menge, sodass
(a) 0 liegt in M.

(b) Fiir jede natiirliche Zahl n, die in M liegt, liegt auch ihr Nachfolger
w(n) in M.

gelten, dann enthéalt M alle natiirlichen Zahlen.

In seiner urspriinglichen Form gab PEANO die Axiome beginnend bei 1 an. Wenige
Jahre spéter ergénzte er die Axiomatisierung der natiirlichen Zahlen um die obige
analoge Variante beginnend bei 0. Gerade die spater thematisierte historische Behandlung
von Zahlenbereichen motiviert zunéchst erst die urspriingliche Form. Fiir die moderne
Schreibweise lohnt sich dieser Zwischenschritt nur bedingt. Es entsteht einfach direkt ein
Monoid statt erst einer Halbgruppe, die dann um ein neutrales Element ergdnzt werden
miisste. Damit aber iiberhaupt eine algebraische Struktur im Sinne der modernen Algebra
thematisiert werden kann, benotigt es eine Operation auf einer Menge an Objekten —
hier eine Verkniipfung von Zahlen.

Es wird im weiteren Verlauf N als die Menge der natiirlichen Zahlen beginnend bei
1 und Ny als die oben beschriebene Menge der natiirlichen Zahlen beginnend bei 0
bezeichnet. Es liegt damit der mengentheoretische Zusammenhang Ny = N U {0} vor.

Die PEANO-Axiome sind auch iiber den entstehenden Zahlenbereich hinaus niitzlich.
Gerade das Axiom (P5) sichert eine besondere Beweistechnik — den Beweis durch voll-
sténdige Induktion — ab, mit dem im weiteren Verlauf einige grundlegende Eigenschaften
von natiirlichen Zahlen nachgewiesen werden kénnen.

Auf der obigen Menge lésst sich dann eine Addition definieren.
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Definition 5.2. Die Verkniipfung
+:No x Ng = Ny, (n,m) = n+m
wird Addition genannt und ist durch die Eigenschaften
(i) YneNp:n+0:=n
(ii) Vn,m € No : n+ p(m) := p(n+m)

rekursiv definiert. Zudem bezeichne 1 den Nachfolger von 0, d. h. 1 := u(0).

Aus Definition 5.2 folgt bereits eine Vielzahl an typischen Eigenschaften natiirlicher
Zahlen.

Lemma 5.3. Seien m,n, k € Ny drei natiirliche Zahlen. Dann gilt:
(i) um) =m + 1
(i) O+m=m
(iii) p(m)+n=pu(m+n)
(iv) m+n=n+m
(v) m+(n+k)=(m+n)+k
(vij m+n=0=m=n=0
(vii) m+n=m+k=n=k
Beweis. Zu (i). Es gilt nach Definition 5.2 u(m) = p(m +0) =m + u(0) = m + 1.
Zu (ii). Beweis durch vollstéandige Induktion iiber m.
IA: Sei m = 0, dann gilt nach Definition 5.2 bereits 0 + 0 = 0.
IV: Fiir m € Ng gelte 0 +m = m.
IS: 0+ u(m) = (0 +m) = p(m)
Zu (iii). Beweis durch vollstédndige Induktion iiber n fiir alle m € Ny.
IA: Sei n =0, dann gilt u(m) +0 = p(m) = p(m +0).

IV: Fiir n € Ny gelte fiir alle m € Ng : u(m) +n = p(m +n).
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IS: p(m) + p(n) = p(p(m) +n) = p(p(m +n)) = p(m + p(n)).
Zu (iv). Beweis durch vollstandige Induktion iiber n fiir alle m € Ny.
[A: Sei n =0, dann gilt nach (ii) und Definition 5.2 bereits m + 0 =m = 0 + m.
IV: Fiir n € Ny gelte fiir alle m € Ny gerade m +n =n +m.
IS: 1+ p(n) = p(m+ ) = pln+ m) = p(n) +m.
Zu (v). Beweis durch vollstiandige Induktion tiber m fiir alle n, k € Ny.
IA: Sei m = 0, dann gilt nach (ii) bereits 0+ (n+ k) =n+k = (0+n) + k.
IV: Fiir n € Ny gelte fur alle m,k € Ny gerade m + (n+ k) = (m +n) + k.

IS: p(m)+(n+k) = p(m+(n+k)) = p((m+n)+k) = p(n+m)+k = (n+pu(m))+k =
(u(m) +n) + k.

Zu (vi). Angenommen m # 0, dann gibt es ein [ € Ny, sodass m = u(l). Dies ldsst sich
durch vollstandige Induktion zeigen. Nun ist aber wegen (P4) 0 =m+n = u(l) +n =
wu(l +n) # 0 ein Widerspruch.

Zu (vii). Beweis durch vollstédndige Induktion iiber m fiir alle n, k € Np.
[A: Sei m = 0, dann gilt nach (ii) bereits n =0+n=0+k = k.

IV: Fiir m € Ny gelte fiir alle n,k € Ny gerade m+n=m+k =n=k.

IS: Es gilt:

p(m) +n = p(m) +k
= pu(m+n)=pm+k)
= m+n=m+k
= n==%k

O]

Nach Lemma 5.3 ist (Np,+) ein Monoid mit neutralem Element 0.! Zur niichst
,besseren® algebraischen Struktur fehlen die additiv inversen Elemente, was in Aussage
(vi) bereits angeklungen ist. Demnach besitzt sogar keine von Null verschiedene natiirliche

Zahl ein additives Inverses in den natiirlichen Zahlen Nj.

IFiir Definitionen grundlegender algebraischer Strukturen wie Halbgruppe, Monoid, Gruppe, Ring,
Koérper, Vektorraum, usw. wird an dieser Stelle auf Anhang A verwiesen.
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Die Addition natiirlicher Zahlen ldsst bereits jetzt eine totale Anordnung zu. Die

Charakterisierung iiber eine Nachfolgerabbildung liefert dafiir den Grundgedanken,

dass sich alle natiirlichen Zahlen in einer Reihe anordnen lassen, die durch feste und

eindeutige Stellen beschrieben werden kann. Ein weiteres Merkmal, das dabei auffallt, ist

die Tatsache, dass es sogar fiir jede nicht leere Teilmenge von Ny ein kleinstes Element

zu geben scheint.

Lemma 5.4. Sei R C Ny x Ny eine Relation auf Ny, wobei fiir alle n, m € Ny die

Relation folgendermafen definiert ist:

(nym)eR:<IFkeNy:k+n=n+k=m

Dann ist R eine Wohlordnung.

Beweis. Es gilt:
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e Zur Reflexivitat. Sei n € Ny, dann gibt es k = 0 € Ny, sodass mit Lemma 5.3 (ii)

gilt, dass k+n =0+ n =n, also (n,n) € R.

Zur Antisymmetrie. Seien n,m € Ny, sodass (n,m) € R und (m,n) € R, d.h. es
gibt 7, s € Ny, sodass r +m = n und s + n = m. Es folgt mit Lemma 5.3 (ii) und
V)O+n=n=r4+m=r+(s+n)=(r+s)+n. Nach Lemma 5.3 (iv) und
(vii) folgt dann r + s = 0, also ist nach Lemma 5.3 (vi) r = s = 0. Demnach gilt

n=r+m=0+m=m.

Zur Transitivitit. Seien n,m, k € Ny, sodass (n,m) € R und (m, k) € R, d.h. es
gibt r,s € Np, sodass r +n = m und s + m = k. Also ist mit Lemma 5.3 (v)
k=s+m=s+(r+n)=(s+r)+nund wegen s+ r € Ny dann auch (n, k) € R.

Zur Wohlordnung. Sei M C Ny eine Teilmenge der natiirlichen Zahlen ohne kleinstes

Element. Weiter sei
S:={neNy|VmeM:(nm)e R}

Da M kein kleinstes Element besitzt, hat M kein Element mit S gemeinsam, d. h.
SN M = 0. Sei m € Ny beliebig, dann gilt (0,m) € R, denn nach Lemma 5.3
(ii) und (iv) ist m = 0+ m = m + 0. Somit ist zumindest 0 € S. Sei s € S und
m € M, dann gibt es wegen (s, m) € R ein k € Ny, sodass k+s = m. Angenommen
k=0,dannist m =k+s=0+s=s€ SNM = 0. Also gilt k¥ # 0. Dann
gibt es ein r € Ny, sodass k = u(r) und es gilt nach Definition 5.2 und Lemma
53 (iil) 7+ pu(s) = p(r) +s = k+s=m, d.h. (u(s),m) € R. Fir s € S ist
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also auch p(s) € S und da sowieso 0 € S gilt, folgt nach (P5) S = Ny. Also ist
) =SNM=NyNM und wegen M C Ny folgt M = 0.

O

Es wird fiir die in Lemma 5.4 beschriebene Relation R im Folgenden < geschrieben.

Man schreibt dann fiir (n,m) € R auch n < m.
Satz 5.5. Seien n,m, k € Ny. Es ist genau dann n < m wenn k +n < k + m.

Beweis. Zu ,,=*. Sei n < m, d.h. es gibt ein r € Ny, sodass r + n = m. Dann ist
kE+m=k+ (r+mn)=(k+r)+n. Also ist wegen k + r € Ny schon k +n < k + m.

Zu <= Sei k+n < k+ m, d.h. es gibt ein r € Ny, sodass r + (k +n) = k + m. Dann
folgt mit Lemma 5.3 (iv), (v) und (vii) aus r + (k +n) = k + (r +n) = k + m schon
r+n=m,dh n<m. O

Auf den natiirlichen Zahlen lasst sich zusétzlich auch eine Multiplikation einfiihren.
Definition 5.6. Die Verkniipfung
-:Ng x Ng = Ng, (n,m) = n-m
wird Multiplikation genannt und ist durch die Eigenschaften
(i) VneNp:0-n=0
(ii)) Vn,m € Ng: p(n) -m = (n-m)+m
rekursiv definiert.

Gerade in der Eigenschaft (ii) aus Definition 5.6 lasst sich die Multiplikation natiirlicher
Zahlen als wiederholte Addition erkennen. Analog zur Addition folgen auch aus dieser
Definition der Multiplikation bereits die grundlegenden Eigenschaften, wie man sie fiir
Produkte natiirlicher Zahlen kennt. Zudem lassen sich die Addition und die Multiplikation

auch verkniipft ausfiihren und entsprechende Rechengesetze formulieren.

Lemma 5.7. Seien m,n, k € Ny drei natiirliche Zahlen. Dann gilt:
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(V) m-(n+k) = (m-n)+ (m-k)
(v) m-(n-k)=(m-n)-k

(Vi) 1-m=m

(vii) m-n=0=m =0 oder n =0

(vili) m#ZO0Am-n=m-k=n==k

Beweis. Zu (i). Beweis durch vollstédndige Induktion iiber m.
IA: Sei m = 0, dann gilt nach Definition 5.6 bereits 0 -0 = 0.
IV: Fiir m € Ny gelte m -0 = 0.

IS: p(m)-0=(m-0)+0=0+0=0.

Zu (ii). Beweis durch vollstandige Induktion tiber m fiir alle n € Ny.

IA: Sei m = 0, dann gilt nach Definition 5.6 bereits 0- u(n) =0=04+0=(0-n) +

IV: Fiir m € Ny gelte fiir alle n € Ny gerade m - p(n) = (m-n) +m.

IS: Es gilt:
p(m) - p(n) = (m - p(n)) + p(n)
= ((m-n) +m)+ p(n)
= ((m-n) 4+ p(m)) +n
= ((m-n) +n)+ p(m) = (u(m) -n) + p(m)

Zu (iii). Beweis durch vollstdndige Induktion iiber n fiir alle m € Ny.
IA: Sei n =0, dann gilt nach (i) und Definition 5.6 bereits m-0=0=0-m.
IV: Fiir n € Ny gelte fiir alle m € Ny gerade m -n =n-m.
IS: m-un)=m+ (m-n)=m+ (n-m) = u(n)-m.

Zu (iv). Beweis durch vollstandige Induktion iiber m fiir alle n, k € Ny.

0.

IA: Sei m = 0, dann gilt nach Definition 5.6 bereits 0-(n+k) =0 =040 = (0-n)+(0-k).

IV: Fiir m € Ny gelte fiir alle n, k € Ny gerade m- (n+ k) = (m-n) + (m - k).
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IS: Es gilt:

p(m)-(n+k)=(m-(n+k))+ (n+k)
(m-n)+(m-k))+ (n+k)
(m-n)+n)+ ((m-k)+ k)= (u(m) - n) + (u(m) - k)

Zu (v). Beweis durch vollstiandige Induktion tiber m fiir alle n, k € Ny.
IA: Sei m = 0, dann gilt nach Definition 5.6 bereits 0- (n-k) =0=0-k=(0-n) - k.
IV: Fiir m € Ny gelte fiir alle n,k € Ny gerade m - (n-k) = (m-n) - k.

IS: Es gilt:

Zu (vi). Beweis durch vollstdndige Induktion tiber m.
IA: Sei m = 0, dann gilt nach (i) bereits 1-0 = 0.
IV: Fiir m € Ny gelte 1-m =m.
IS: 1-p(m) = p(m) - 1= (m 1)+ 1=m+1= u(m).
Zu (vii). Seien m,n € Ny. Beweis durch vollsténdige Induktion iiber m fiir alle n € Ny.

IA: Sei m =0, dann ist 0-n = 0. Damit ist die Implikation 0-n=0=0=0Vn =0

wahr.
IV: FirmeNggeltem-n=0=m=0VvVn=0.

IS: Sei p(m)-n =0, dann gilt 0 = u(m) -n = (m-n)+n und dann wegen Lemma 5.3

(vi) p(m)-n =0An =0, also insbesondere m = 0V n = 0 wahr.

Zu (viii). Sei 0. E. n < k, dann gibt es ein r € Ny, sodass r +n = k. Es ist dann mit (iv)
und Lemma 5.3 (ii) 0O+m-n=m-n=m-k=m- (r+n) =m-r+m-n. Nach Lemma
5.3 (vii) folgt dann 0 = m - r und wegen (vii) von oben sowie m # 0 ist dann r = 0. Also
istk=r+n=0+n=n. ]

Mit den Erkenntnissen aus Lemma 5.7 ergibt sich auch (Np,-) zu einem Monoid.

Beziiglich der Multiplikation ist hierbei 1 das neutrale Element. Wieder sind alle vom
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neutralen Element verschiedenen Zahlen nicht invertierbar. Denn angenommen n, m € Ny
mit n - m = 1, dann folgt zunéchst offensichtlich n, m # 0, da sonst n-m = 0 # 1. Sind
aber n,m # 0, dann gibt es n’,m’ € Ny sodass n =1+ n' und m = 1 + m/. Damit gilt

dann:

l=m-n
=(14+m) - (1+n)
=114+ 1-n)+(m - 1)+ (m -n)
=1+ '+ (m +(m -n')))
& 0=n'+(m +m -n))

s nf=m'=0

d.h. m = n =1 ist die einzig mogliche Konstellation fiir die Gleichung 1 = m - n und

damit besitzt lediglich das neutrale Element 1 ein multiplikatives Inverses.

Satz 5.8. Seien n,m € Ny, k € N. Es ist genau dann n < m wenn k- n < k - m.

Beweis. Zu ,=*. Sei n < m, d.h. es gibt ein r € Ny, sodass r +n = m. Dann ist nach
Lemma 5.7 (iv) k-m =k-(r+n) = (k-r)+(k-n). Wegen k-r € Ny gilt dann k-n < k-m.
Hier ist anzumerken, dass diese Richtung sogar fir k € Ny gilt.

Zu <= Sei k- n < k-m und angenommen n £ m. Wegen der Wohlordnung muss aber
die Teilmenge {n, m} C Ny ein kleinstes Element besitzen. Es kommt nur noch m dafiir
in Frage, also gilt m < n. Nach der Hinrichtung ist dann aber k- m < k- n und dann
wegen der Antisymmetrie sogar k- m = k - n. Nach Lemma 5.7 (viii) folgt dann m = n.

Es ist also n < n = m, was ein Widerspruch zu n £ m ist. [

Ganze Zahlen

Es zeigt sich, dass die natiirlichen Zahlen mit Addition und Multiplikation gleichermafien
nur eine Monoid-Struktur aufweisen. Aus diesem Grund wird zunéchst eine Zahlen-
bereichserweiterung hin zu den ganzen Zahlen Z vollzogen, um die Problematik der
inversen Elemente bei der Addition zu lésen. Dabei werden die ganzen Zahlen nicht
wie die natiirlichen Zahlen durch ein Axiomensystem charakterisiert, sondern aus den
natiirlichen Zahlen heraus konstruiert. Es wird die Menge M := Ny x Ny betrachtet und

darauf eine Aquivalenzrelation mittels

Vk,l,m,n € Ng: (k,l) ~(m,n) < k+n=m+1
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eingefithrt. Man bezeichne nun Z = M/~ als die Menge der ganzen Zahlen und definiert
dort eine Addition geméfs

VEk,l,m,n € Ny : [(k,1)] + [(m,n)] := [(k+ m,] 4+ n)].

Diese Definition ist wohldefiniert, denn fiir alle k¥',1’,m’/,n’ € Ng mit [(k,1)] = [(K¥,1")]
und [(m,n)] = [(m/,n))], d.h. k+U' =K + 1l und m+n' =m' + n gilt:

(k, D] + [(m,n)] = [(K',U'+)] + [(m',n)]
(k+m,l+n)]=[K+m/I'+n)

E+m)+ ' +n)= K +m')+ (I+n)
k

[
Sl
< (k+
s (k+U)+m+n)=F+1)+(m +n)

Nun ist (Z,+) eine Gruppe mit neutralem Element [(0,0)]. Denn fur alle m,n € Ny gilt
offensichtlich

[(m, )] +[(0,0)] = [(m+0,n+0)] = [(m,n)] = [(0+m,0+n)] = [(0,0)] + [(m, n)].

Zudem gilt fiir alle n € Ny, dass [(n,n)] = [(0,0)], denn n 4+ 0 = 0 + n.

Fiir ein Element [(m,n)] € Z ist ein inverses Element durch [(n,m)] € Z gegeben,

denn es gilt:
[(m, n)]+[(n,m)] = [(m+n,n+m)] = [(0,0)] & (m+n)+0 = m+n = n+m = 0+(n+m)

Analog gilt dies fiir [(n, m)]+[(m,n)] = [(0,0)]. Dieses inverse Element ist sogar eindeutig,

denn angenommen es gibt a,b € Ny mit
[(m,n)] + [(a,b)] = [(m + a,n +b)] = [(0,0)],

dann gilt also m +a = n 4+ b bzw. a + m = n + b, womit (a,b) ~ (n,m) ist, also

[(a, b)] = [(n7 m)}

Die Assoziativitdat geht direkt auf das assoziative Verhalten der natiirlichen Zahlen

zuriick. Sind némlich r, s, k,l,m,n € Ny beliebig, dann gilt:

[(m, )] + ([(k, D] + [(r; 9)]) = [(m, n)] + [(k + 7, 1+ 5)]

[(m
[(m+ (k +7)),n+ (I +5)]
[(
[(m

(m+k)+7r),(n+1)+ s
+k,n+0)]+[(rs)]
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= ([(m,n)] + [(%, D)]) +[(r, s)]

Zudem lassen sich alle Elemente von Z entweder durch einen Reprasentanten der Form
(n,0) oder einen Repriasentanten der Form (0,n) darstellen. Ist (k,m) € M mit k > m,
dann gibt es ein n € N sodass k = m + n. Dann gilt

Analog gilt dies fiir £ < m, d.h. es gibt ein n € N, sodass m := k + n und
[(k,m)] = [(k, k +n)] = [(k, )] + [(0,n)] = [(0,n)].

Man spricht bei Elementen der Form [(n,0)] von positiven ganzen Zahlen und bei Ele-
menten der Form [(0,n)] von negativen ganzen Zahlen und interpretiert die Schreibweise
[(m,n)] als Differenz m —n. Es ergeben sich damit die géngigen Schreibweisen [n —0] = n

fiir positive ganze Zahlen und [0 — n] := —n fiir negative ganze Zahlen.

Die Multiplikation kann ebenfalls auf Z erweitert werden. Dabei wird in Zukunft fiir
die Multiplikation natiirlicher Zahlen m,n € Ny die Schreibweise m - n := mn verwendet.

Die Multiplikation auf den ganzen Zahlen Z wird wie folgt definiert:
k,l,m,n € Ng : [(k,0)] - [(m,n)] :== [(km + In, kn + Im)]

Auch diese Definition ist wohldefiniert, denn fiir alle &¥',’,m/,n’ € Ny mit [(k,])] =
[(K',1))] und [(m,n)] = [(m/,n)], d.h. K+ =k + 1 und m +n' =m’ + n gilt:

[(km + In, kn +Im)] = [(K'm’ +U'n/,K'n/ +1'm/)]

& km+n+En+Um =Km' +1'n +kn+1m

S (km+in+kn'+Um')+ U'm+Kn+n' +km')
=(k+)ym+ K +D)n+FE +On' + (k+1)m’
=K +)m+ (k+U)n+F+0On' + (k+1)m’
=kEm+Iim+kn+Un+kn' +in'+km' +1'm
=K (m+n)+Um+n")+k(m +n)+1'(m +n)
=Km +n)+Um+n")+k(m +n)+1'(m+n)
= (K'm' +1'n" + kn+1Im)+ (I'm+ k'n+in" + km’)

122



5.4. Zahlen und Zahlenbereiche

Es wird (Z,-) zu einem Monoid, aber nicht zu einer Gruppe. Das neutrale Element ist
dabei [(1,0)], denn fiir alle m,n € Ny gilt

[(m,n)]-[(1,0)]=[(m-14+n-0,m-0+n-1)]=[m+0,0+n)]=[(m,n).

Analog auch [(1,0)] - [(m,n)] = |
am einfachen Element [( 0)] demonstrieren. Angenommen es existiert ein Element
[(m,n)] € Z, sodass

(m,n)]. Dass (Z,-) keine Gruppe ist, ldsst sich bereits

[(270)] ) [(mvn)] = [(m7n)] ’ [(270)] = [(170)]7

dann muss nach der Definition der Multiplikation auf Z schon die Gleichungen 2m =
m + m = 1 auf den natiirlichen Zahlen Ny erfiillt sein. Dies ist nicht md&glich, denn
0+0=0und1+1=2>1.

Die ganzen Zahlen 16sen also die Problematik hinsichtlich der Invertierbarkeit der Ad-
dition auf natiirlichen Zahlen, aber nicht die fehlende Invertierbarkeit der Multiplikation.

Dennoch lassen sich hier einige Eigenschaften fiir die Multiplikation formulieren.

Lemma 5.9. Seien k,1,m,n,r,s € Ng. Dann gilt:
(1) [(1,0)]- [(m,n)] = [(m, n)]
(i) {(m,n)]-[(k, D] = [(k, )] - [(m, n)]
(iif) [(m,n)] - ([(k, D] - [(r; 9)]) = ([(m, n)] - [(k, D)]) - [(r, )]
(iv) [(m,n)] - ([(k, D] + [(r, 8)]) = [(m, n)] - [(k, D] + [(m, n)] - [(r, )]

(vii) [(m,n)]-[(k,1)] = [(r,7)] = m =mn oder k =1
(viii) (=[(m,n)]) - [(k,1)] = =([m, n] - [(k,])] = [(m,n)] - (=[(k,1)])
Beweis. Zu (i). [(1,0)] - [(m,n)] = [(1m + On, In 4+ 0m)] = [(m, n)].

Zu (ii). [(m,n)] - [(k,1)] = [(mk 4+ nl,nk +ml)] = [(km + In, kn +1m)] = [(k,1)] - [(m, n)].
Zu (iii). Es gilt:

[(m,n)] - ([(k, )] - [(r, 5)])
= [(m,n)] - [(kr + s, ks + Ir)]
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[(m(kr +1s) + n(ks + Ir),n(kr + ls) + m(ks + Ir)]

[(m(kr) +m(ls) + n(ks) +n(lr),n(kr) + n(ls) + m(ks) + m(lr)]
[((mk)r + (ml)s + (nk)s + (nl)r, (nk)r + (nl)s + (mk)s + (ml)r]
[((mk + nl)r + (ml + nk)s, (nk + ml)r
[((
[(

= ( + (nl 4+ mk)s]
= [((mk + nl)r + (ml + nk)s, (ml + nk)r + (mk + nl)s]
= [(mk +nl,nk +ml)] - [(r,s)] = ([(m,n)] - [(k,D)]) - [(r; )]

Zu (iv). Es gilt:

[((m,n)] - ([(k, )] + [(r, 8)]) = [(m,n)] - [(k + 7,1+ 5)]
(k:—l—r)—i—n(l—i—s) n(k+7r)+m(l+s)]

mk + mr + nl + ns,nk + nr +ml + ms)]

(mk 4+ nl) + (mr + ns), (nk +ml) + (nr + ms))]

mk + nl,nk + ml)] + [(mr + ns,nr + ms)]
s)] - [(ks D]+ [(m, )] - (7, 8)]

/-\/-\/-\/‘\/‘\/‘\

[(m
[
[
[
[
[(m

Zu (v). (—m)n = [(0,m)] - [(n,0)] = [(On +m0,nm + 0-0)] = [(0,mn)] = —(m - n) und
m(—n) = [m,0] - [0,n] = [(m0 + 0n,0 -0+ mn)] = [(0, mn)] = —(mn).
Zu (vi). (—m)(—n) =[0,m] - [0,n] = [(0 - 0 + mn,0m + On)] = [(mn,0)] = mn.
Zu (vii). [(m,n)] - [(k,1)] = [(mk + nl,nk + ml)] = [(0,0)], d.h. mk + nl = 0 und
nk +ml = 0. Nach Lemma 5.3 sind dann mk = nl = nk = ml = 0. Aus Lemma 5.7 folgt
zundchst m = 0 oder k = 0. Angenommen m # 0, dann muss k = [ = 0 sein. Analog
folgt aus k # 0 direkt m =n = 0.
Zu (viii). Es gilt mit (ii) und (iv):

(=[(m,n)]) - [(k, D] + [(m, n)] - [(k, )]
(=[(m, )] + [(m, n)]) - [0k, D)
= [(0,0)] - [(k, D)] = [(0,0)]

und

[(m7n)] ’ (_[(k7 l)]) + (mvn)] ’ [(k7 l)]
;)] - (=[(k, D] + [(k, D))
)1+ 1(0,0)] = [(0,0)]
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Man beachte, dass aus (viii) direkt auch (—[(m,n)]) - (=[(k,1)]) = [(m,n)]-[(k, )] folgt.
Setze dazu [(K',l)] := [(I, k)] = —[k,l]. Es ist (Z,+,-) nach Lemma 5.9 ein kommutativer
Ring mit Eins.

Die Ordnung < auf den natiirlichen Zahlen Ny lasst sich zu einer Ordnung auf den
ganzen Zahlen Z fortsetzen?. Die Motivation dahinter ist die Idee, dass fiir zwei ganze
Zahlen x,y € Z genau dann z < y gelten soll, wenn y — z € Ny. Seien also m,n, k,l € Ny,

dann lasst sich Folgendes schreiben:
y =z = [k D]+ (=[(m,n)]) = [(k, D] + [(n,m)] = [(k + n,l+ m)]
Es ist dann [(k+n,l+m)] e Ng & l+m < k+n.

Lemma 5.10. Sei S C Z x Z eine Relation auf Z, wobei fiir alle z,y € Z die

Relation folgendermafien definiert ist:
(Im,n],[k,1]) e S =l+m<k+n

Es ist S dann eine totale Ordnung und eine Fortsetzung der Ordnung < von Ny
auf Z.

Beweis. Es gilt:

e Zur Wohldefiniertheit. Seien k,l,m,n, k', l',m’,n’ € Ny, sodass [(k,1)] = [(K',')],
[(m,n)] = [(m/,n')] und ([(m,n)],[(k,))]) € S, d.h. k+U' =K'+, m+n'=m'+n
und ! + m < k + n. Man betrachte folgende Rechnung

(k+n)+{"+m)=(k+1")+ (m +n)
= (K +1)+ (m+n)
=({l4+m)+ (K +n)<(k+n)+ (K +n).
Mit Satz 5.5 folgt I +m’ < k' +n’ und damit ([(m/,n')], [(K/,1")]) € S.

e Zur Reflexivitdt. Seien m,n € Ny, dann gilt n + m < m + n, d.h
([(m, n)], [(m, n)]) € S.

e Zur Antisymmetrie. Seien m,n,k,l € Ny, sodass ([(k,1)],[(m,n)]) € S und
([((m,n)],[(k,1)]) € S, dann gilt n +k < m + 1 und | + m < k + n. Es folgt
nach Lemma 5.4 k +n=m+1[, d.h. [(k,])] = [(m,n)].

2Seien M, N Mengen mit N C M und sei R C N x N eine Ordnung auf N. Dann heift eine Ordnung
S C M x M auf M eine Fortsetzung von R auf M, wenn S eingeschrankt auf NV gerade R entspricht.
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e Zur Transitivitidt. Seien m,n,k,l,r,s € Ny, sodass ([(r,s)],[(k,1)]) € S und
([(k, D], [(m,n)]) € S,d.h. l+r <k+sund n+k < m-+1. Betrachte k +n+r <
m+l+r<m+k+s=k+m+s. Aus Satz 5.8 folgt dann n +r < m + s, d. h.

([(r, 8)], [(m,n)]) € S.

e Zur Totalitat. Seien m,n, k,l € Ny und angenommen ([(k,1)], [(m,n)]) ¢ S, d.h.
n—+k £ m+ 1. Wegen der Wohlordnung auf Ny muss dann aber die Teilmenge
{n 4+ k,m + 1} C Ny ein kleinstes Element besitzen und dafiir kommt dann nur
noch m +({ in Frage, d.h. m + 1 <n + k und damit ([(m,n)], [(k,1)]) € S.

e Zur Fortsetzung. Seien m,n € Ny, sodass ([(m,0)], [(n,0)]) € S. Dann gilt 04+ m <

n + 0, also m < n auf Nj.

O

Es wird im Folgenden auch fiir die Ordnung auf Z fir ([(m,n)],[(k,1)]) € S kiirzer
[(m,n)] < [(k,1)] geschrieben.

Lemma 5.11. Seien n,m, k,l,r,s,t € Ng. Dann gilt:
(i) [(m,n)] <[k, D] = [(r,s)] + [(m,n)] < [(r,s)] + [(k, )]
(i) [(m,n)] <[(k, D] = [t 0)] - [(m,n)] <[(&,0)] - [(%, )]
Beweis. Sei [(m,n)] < [(k,1)], d.h. l+m <k +n.

Zu (i). Esist [(r, 8)] + [(m,n)] = [(r+m,s+n)], [(r,s)]+[(k, )] = [(r+ k,s+1)] und es
gilt:

(s+0)+(r+m)=(s+r)+{(+m)<(s+r)+(k+n)=(r+k)+(s+n)
Also ist [(r, 5)] + [(m,n)] < [(r,s)] + [(k,1)].
Zu (ii). Es ist [(¢,0)] - [(m, n)] = [(tm, tn)], [(¢,0)] - [(k,1)] = [(tk,t])] und es gilt mit Satz
5.8:

tl+tm=t(l+m) <t(k+n)=tk+1tn

Also ist [(£,0)] - [(m,n)] < [(£,0)] - [(k, 1)]. O

Es wird ab sofort fiir die Menge der ganzen Zahlen ohne die Null Z° := Z \ {[(0,0)]}

notiert und die Elemente von Z einfacher als z € Z geschrieben. Steht z fiir eine positive
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ganze Zahl, so steckt dahinter die Aquivalenzklasse [(z,0)], steht z hingegen fiir eine

negative ganze Zahl, dann ist damit die Aquivalenzklasse [(0, |z|)] gemeint3.

Rationale Zahlen

Damit nun auch die Invertierbarkeit hinsichtlich der Multiplikation gegeben ist, werden
die ganzen Zahlen Z zu den rationalen Zahlen erweitert. Wieder ldsst sich der neue
Zahlenbereich aus dem bestehenden Zahlenbereich heraus konstruieren. Sei dazu N :=

7 x 79 und darauf eine Aquivalenzrelation mittels
pr€Z,q,5 €L (pq) ~ (r,8) & p-s=r-q

definiert. Man bezeichne Q := N/~ als die Menge der rationalen Zahlen und es lasst
sich dort ebenfalls eine Addition und eine Multiplikation einfiihren. Seien also p,r €

Z,q,s € Z° und nun auch auf Z die Schreibweise y - z = yz géingig, dann sind durch

(P, )] + [(r,8)] == [(ps +7q,g3)]
[(p, )] - [(r, 8)] := [(pr, gs)]

zwei wohldefinierte Verkniipfungen auf N definiert, denn fiir ¢,s € Z° ist wegen der
Nullteilerfreiheit von Z aus Lemma 5.9 (viii) auch gs € Z". Zudem gilt fiir zusitzliche
p,r €Z,q,s €Z° mit [p,q] = [p/,¢] und [r,s] = [r',s'], d.h. p¢’ = p'q und rs’ =1's

gerade

/! ////)]

[(ps +7q,q5)] =

[
& (ps+rq) - (d's") = (ps) - (¢'s) + (rq) - (¢'s)
= (pd) - (s8") + (rs) - (ad)
= (v'q) - (s8') + (") - (qd')
= (p's) - (as) + ('q) - (gs) = (W's" +7'd) - (g5)

und

[(pr, gs)] = [(p'r", ¢'s")]
& (pr)-(d's) = (pd) - (rs') = (P'q) - ("s) = (@) - (g5)-

3Der Betrag ist hier als Notation zur Veranschaulichung verwendet. Er liefe sich mit der eben
behandelten Ordnungsrelation auch formal einfiihren.
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Es ist zunéchst (Q,+) eine Gruppe mit neutralem Element [(0,1)], denn fiir alle p €
Z,q € 70 gilt

()] +10,1)]=[p-14+0-q,q-1)] =[(p+0,9)] = [(p,q)]

und analog [(0,1)] + [(p,q)] = [(p,q)]. Das additiv inverse Element eines Elements
[(p,q)] € Q ist durch [(—p, q)] € Q gegeben, denn

(P, @)] + [(=p, 9)] = [(pq + (=p)g, q9)] = [(pq + (—pq), )] = [(0,qq)] = [(0, 1)]
und analog [(—p, ¢)] + [(p, ¢)] = [(0,1)].

Lemma 5.12. Fiir alle z € Z° gilt [(0, z)] = [(0,1)]. Umgekehrt gilt zudem fiir
ein [(p, )] € Q mit p # 0 bereits [(p, )] # [(0, 1)].

Beweis. Sei z € Z°, dann gilt z-0 = 0 = 0- 1. Seien p,¢ € Z° und angenommen
[(p,q)] =[(0,1)],d.h. p-1=0-¢=0. Es steht p- 1 = p = 0 aber im Widerspruch zu
pe 70 O

Nun ist das additiv inverse Element von oben erneut eindeutig, denn angenommen fiir
a€Z,becZ0 gilt

[(p: @)l + [(a,b)] = [(pb + qa, gb)] = [(0,1)],

dann ist insbesondere pb + ag = 0, d.h. —pb = (—p)b = aq und somit (—p, q) ~' (a,b),
also [(a, )] = [(—p, q)].

Weiter ist (QV, ) auch eine Gruppe, wobei mit Q¥ = Q \ {[(0,1)]} analog zu Z° die
Menge der rationalen Zahlen ohne die Null gemeint ist. Das neutrale Element beziiglich
der Multiplikation ist hier [(1,1)], denn fiir alle p,q € Z° gilt

()] - [(L,D)]=[(p-1,¢-1)] = [(p,q)]

und analog [(1,1)]-[(p, ¢)] = [(p, q)]. Das multiplikativ Inverse eines Elements [(p, q)] € Q°
ist durch [(¢,p)] € Q" gegeben, denn

[(p:q)] - [(q,p)] = [(pg: gp)] = [(1,1)] & pg-1=1-gp
und analog [(¢,p)] - [(p, ¢)] = [(1,1)]. Es ist [(¢,p)] # [(0,1)], denn ¢ # 0, da ¢ € Z°.

Lemma 5.13. Es gilt [(1,1)] = {(z,2) € N | z € Z°}.
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Beweis. Sei z € Z°, dann gilt (1,1) ~' (2,2), denn 12 = z - 1. Ist [(p,q)] € Q mit
()] = [(1,1)], d.h. (p,q) ~' (1,1), dann gilt p-1 =1, also p = ¢. m

Auch hier ldsst sich die Eindeutigkeit des multiplikativ inversen Elements schnell

zeigen. Angenommen es gibt a,b € Z° mit

[(p,@)] - [(a,b)] = [(pa, gb)] = [(1,1)],

dann gilt pa = gb bzw. ap = gb, d. h. (a,b) ~' (q,p), also [(a,b)] = [(¢,p)]-

Generell lasst sich fiir jedes Element aus Q ein geeigneter Représentant finden. Sind
p € Zund q € Z° mit ¢ | p, d. h. es gibt ein r € Z° mit p = rq, dann gilt [(p, ¢)] = [(r,1)],
denn p-1 = p = r-q. Gilt jedoch ¢ t p, dann fithrt man den sogenannten grifsten
gemeinsamen Teiler d der Zahlen p und ¢ ein und schreibt ggT(p, ¢) := d. Dieser erfiillt
die folgenden Figenschaften:

(i) dpndlq
(ii) Vk k| pAEk|qg=Fk|d

Es gibt dann s,t € Z° mit p = sd und ¢ = td und dann gilt [(p,q)] = [(s,t)], denn
p-t=s-d-t=s-q. Ein solches Element (s,t), fiir das dann automatisch ggT(s,t) =1
gilt, nennt man auch einen vollstindig gekiirzten Bruch. Die Bezeichnung als Bruch ist
mit der bekannten Schreibweise fiir die Elemente aus Q als [(p, ¢)] = g nachvollziehbar. In
dieser Schreibweise sind auch die ganzen Zahlen als Teil der rationalen Zahlen erkennbar,
denn fiir p € Z ist [(p,1)] =7 =p e Q.

Satz 5.14. Es ist (Q,+, ) ein Korper mit Nullelement [(0,1)] und Einselement

[(1, 1]

Beweis. Es wurde bereits gezeigt, dass (Q,+) und (Q°,-) Gruppen sind. Die entspre-
chenden neutralen Elemente sind tatséchlich [(0,1)] und [(1,1)]. Es handelt sich zudem
( /

um abelsche Gruppen, denn fiir [(p, q)], [(r, s)] € Q,[(r', s')] € Q° gilt

[(p, )] + [(1,8)] = [(ps + g, q5)] = [(rq + ps, sq)] = [(r, )] + [(p, 7)]

und

[(p: )] - [0, )] = [(pr', )] = [(r'p, )] = [(+', )] - [(p, ).

Weiter gilt fiir [(p, ¢)], [(r, s)], [(u,v)] € Q auch

(2, )] - ([(r, )] + [(w, 0)]) = [(p; @)] - [(rv + s, sv)]
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(rv + us), qsv)]

)
pro + pus, qsv)]
]

[(p

[(

[( (g, 9)]
[(q(prv + pus), q(gsv))]
[(

[(

[(

Pro + pus, qsv)

prqu + pugs, gsqu)

pr,gs)| + [(pu, qv)]

p, )] - [(r,8) + [(p; )] - [(w, )]

und analog ([(p, g)] + [(r, 8)]) - [(w, v)] = [(p, @)] - [(w, 0)] + [(7, 8)] - [(u, v)]. Man beachte,
dass ¢ # 0 gilt. O

Es wird im Folgenden fiir die Elemente aus Q kurzer statt [(p, )]
Die totale Ordnung von Z lasst sich ebenfalls zu einer totalen Ordnung von Q fortsetzen.
Die Motivation dafiir liegt in der folgenden Uberlegung: Man gehen von einer Ordnung

auf Q aus, dann erwartet man fiir p,r € Z, q, s € Z°, k € Ny die folgende Beziehung:

T

<=k L<k

Q3
Cn\ﬁ
»Q\'U

S

Durch eine geschickte Wahl von bspw. k& = ¢s fiihrt man diese Ordnung direkt auf
die Ordnung von Z zuriick. Eine ausfiihrliche Behandlung ist KASCH und PAREIGIS
(1991, S. 225-228) zu entnehmen. Die Ordnung auf Q macht Q insbesondere zu einem
angeordneten Korper und in einem angeordneten Korper sind alle Quadrate grofer oder
gleich Null.

Weil Q also ein Korper ist, 16st sich die allgemeine lineare Gleichung ax + b = 0 fiir
acQ’ beQdurch z = %b € Q. Dariiber hinaus lassen sich aus der Multiplikation aber
auch hohere Potenzen von Elementen bilden. Beispielsweise lisst sich die 9 als 3 - 3 = 32
schreiben. Umgekehrt entsteht dadurch eine Fragestellung der Form: ,,Gibt es zu jeder
Zahl a € Q eine Zahl b € Q, sodass a = b??“ Die entsprechende algebraische Gleichung

sucht eine Losung z € Q fiir 22 — a = 0.

Definition 5.15. Seien a,b € Q zwei rationale Zahlen und n € N eine natiirliche
Zahl grofer 0, sodass ¢ = b". Dann nennt man b eine n-te Wurzel von a. In
Symbolen schreibt man auch b = {/a'. Fiir n = 2 spricht man zudem auch von

einer Quadratwurzel von a und schreibt b= /a'.
Wegen der Anordnung folgt die Unméglichkeit, die Gleichung 22 — a = 0 fiir ein a < 0

in Q zu lésen. Aber es gibt auch positive rationale Zahlen, die keine Quadratzahlen sind.
Ein einfaches Beispiel ist 2 € Q, denn v/2" ist bekanntlich eine irrationale Zahl.
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Lemma 5.16. Es ist v/2 keine rationale Zahl.

Beweis. Angenommen es gibt p,q € Z,q # 0,ggT(p, q) = 1, sodass V2 = g, dann folgt
2¢> = p?, d.h. 2 | p?. Da 2 eine Primzahl? ist, folgt dann direkt 2 | p, d.h. es gibt ein
k € Z, sodass p = 2k. Also gilt 2¢% = p? = 4k? < ¢ = 2k>. Analog wie eben folgt dann
auch 2 | ¢, was nun ein Widerspruch zu ggT(p,q) = 1 ist. O

Reelle Zahlen

Fiir jeden angeordneten Koérper K — also insbesondere fiir Q — kann man einen absoluten
Betrag einfiihren, der es wiederum ermoglicht, in K Cauchy-Folgen und konvergente
Folgen einzufithren. Die Menge C(K) der Cauchy-Folgen in K lidsst sich zu einem
kommutativen Ring mit Eins machen. Die Menge NV (K) der Cauchy-Folgen in K, die
gegen 0 € K konvergieren, bildet ein Ideal von C(K). Der Faktorring C(K)/N(K) ist ein
angeordneter Kérper und stellt im Fall K = Q die reellen Zahlen R dar. Die Ordnung auf
C(K)/N(K) setzt die Ordnung auf K fort. Die Bildung der reellen Zahlen auf diesem
Wege ist stark topologischer Natur und nicht nur algebraisch geprigt. Auf eine genaue
Analyse des Vorgehens wird daher an dieser Stelle verzichtet. Der derartige Aufbau
der reellen Zahlen mit Cauchy-Folgen ist im gleichnamigen Kapitel von KASCH und
PAREIGIS (1991, S. 230-249) ausfiihrlich beschrieben.

Komplexe Zahlen

Waihrend die reellen Zahlen einen vollstdndigen Zahlenstrahl anschaulich ohne Liicken
darstellen und dort insbesondere jede positive reelle Zahl als Quadratzahl einer reellen
Zahl geschrieben werden kann, ist die Motivation fiir die komplexen Zahlen, dass eben auch
negative reelle Zahlen als Quadratzahlen moglich seien sollen. Die womdglich einfachste
zugehorige algebraische Gleichung lautet 22 + 1 = 0. In der bekannten Schreibweise von
Wurzeln ist also die Frage nach dem Element /—1". Tatséchlich steht diese Frage bereits
fiir die allgemein Frage nach der Wurzel negativer Ausdriicke, denn fiir ein beliebiges
r € Rmit r >0 gilt /—r = W:\/j~\/r5und\/FGR.ESistnunaber
vV—1"¢ R, denn fiir jede reelle Zahl r € R gilt > > 0 5. Man fiihrt fiir /=1  also einen
Ausdruck i ein und charakterisiert diesen durch i? = —1. Fiir die Ringerweiterung Ri]
lassen sich nun die Addition und Multiplikation aus R fortsetzen und es ergibt sich R[i]

dann sogar zu einem Korper. Man schreibt dann auch R[i] = R(i).

4Es ist ein Ringelement p # 0, p keine Einheit, genau dann ein Primelement, wenn fiir alle Ringelemente
a,b gilt, dass aus p | ab schon p | a oder p | b folgt.

®Die fiir diese Umformung notwendige GesetzméRigkeit (—1)% = 1 folgt fiir die reellen Zahlen direkt
aus den rationalen Zahlen.

SAuch R ist wie bereits erwéhnt ein angeordneter Kérper.
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Satz 5.17. Auf R[i] = {a + bi | a,b € R} seien die zwei Verkniipfungen

(a+bi) + (c+di) == (a+c) + (b+ d)i
(a+bi) - (c+di):= (ac — bd) + (ad + bc)i

definiert. Dann ist (R[i], +, -) ein Korper. Er wird als Korper der komplezen Zahlen

C bezeichnet.

Beweis. Seien a,b,c,d, e, f € R, dann gilt

(a+0b)+ ((c+di)+ (e + fi)) = (a+ bi) + ((c+€) + (d+ f)i)
+(c+e)+ (b+(d+ f))i

(

= (a )
((a+c)+e))+((b+d)+ f)
( b

(

(a+c)+ (b+d)i)+ (e + fi)
(a+ bi) + (c+ di)) + (e + fi)

und

(a+bi)+ (0+0i) = (a+0) + (b+0)i = a+bi
sowie analog (0 + 0i) + (a + bi) = a + bi und

(a+bi) + (—a+ (=b)i) = (a + (—a)) + (b+ (—b))i) =0+ 0
sowie analog (—a + (—b)i) + (a 4 bi) = 0 + 0i und abschliefend

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
= (c+a)+ (d+b)i=(c+di)+ (a+bi).

Es ist also (R]i],+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 + 0i. Weiter gilt

(a+bi)- ((c+di)+ (e + fi))
a+bi)-((c+e)+(d+ f)i)

(c+e)=b-(d+f)+(a-(d+f)+b-(c+e)i

)

= (

= (a

= (ac+ae —bd —bf) + (ad + af + bc + be)i
= (ac — bd 4+ ae — bf) + (ad + bc + af + be)i
= (ac — bd + ae — bf) + (ad + bc)i + (af + be)i
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= (ac — bd) + (ad + bc)i + (ae — bf) + (af + be)i
=(a+0bi)- (c+di)+ (a+0bi)- (e+ fi)

und analog ((a + bi) + (c+di)) - (e + fi) = (a + bi) - (e + fi) + (c+ di) - (e + fi). Seien
nun zusatzlich a + bi,c+ di, e + fi # 0 4 0i, dann gilt

(a+bi) - ((c+di) - (e+ fi))

= (a+0bi)- ((ce —df) + (cf + de)i)

= (a(ce — df) — b(cf + de)) + (a(cf + de) + b(ce — df))i

= (ace — adf — bcf — bde) + (acf + ade + bce — bdf)i
((ac = bd)e — (ad + be) f) + ((ad + be)e + (ac — bd) f)i
((ac — bd) + (ad + be)i) - (e + fi)
((

und
(a+bi))-(14+0)=(a-1—=b-0)+(a-0+b-1)i=a+0bi

sowie analog (14 0i) - (a + bi) = a + bi. Wegen a + bi # 0 + 0i gilt a? + b # 0 und dann

a n —b i)
a?+b%  a?+1?

a —b —-b a
—_—  _he . b-
aZ 1 b2 el Gl s R

(a+0bi) - (

)i

:(a

a?+b> ab—ab . .
“2yp Teyp 15O

sowie analog (z%57 + ﬁ -1) - (a 4+ bi) = 1 + 0i und abschliefend

(a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i
= (ca — db) + (cb+ da)i = (¢ + di) - (a + bi).

Nun ist (R[i],+,-) ein Ring mit Eins, in dem jedes von Null verschiedene Element
ein inverses Element besitzt. Es folgt daraus unmittelbar die Abgeschlossenheit der
Multiplikation und damit ist (R[i] \ {0 + 0i},-) eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element 1 + 0i. O

Es lassen sich die komplexen Zahlen C auch als zweidimensionaler R-Vektorraum

interpretieren. Dies wird besonders deutlich, wenn die Form der Elemente der Ringer-
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weiterung etwas ausfiihrlicher notiert werden: a + bi = a -1+ b-i. Man sieht eine reelle

Linearkombination mdoglicher Basiselemente 1 und i.

Satz 5.18. Es ist C ein R-Vektorraum und zudem isomorph zu R2.

Beweis. Wegen R C C folgen die Vektorraum-Eigenschaften direkt aus Satz 5.17. Es ist

weiter
2 . a
p:C—>R%a+bi— b
eine R-lineare Abbildung, denn fiir a + bi,c +di € C,r € R gilt

o((a+bi) 4+ (c+di)) = ¢((a+ c) + (b+ d)i)
_ a-+c
-~ \b+d
— (Z) + (;) = p(a+bi) + p(c + di)

o(r(a + bi)) = p(ra + rbi) = (Ta) —r- (“) — 7 p(a + bi).

rb

und

© ist zusétzlich bijektiv, denn fir a + bi, ¢+ di € C mit p(a + bi) = ¢(c + di) folgt

<Z> = (;) Sa=cNb=d& a+bi=c+di.

und fiir (Z) € R?ist a + bi € C und p(a + bi) = (Z) O

Wegen Satz 5.17 und 5.18 ist C eine R-Algebra, also anschaulich eine Vektorraum-
struktur auf der eine sinnvolle Vektormultiplikation existiert, die insbesondere durch
inverse Elemente auch umkehrbar ist. Man spricht von der algebraischen Struktur der
assoziativen Divisionsalgebra tiber einem Korper. Eine assoziative Divisionsalgebra tiber
einem Korper K ist eine assoziative, nicht notwendigerweise kommutative Struktur, auf
der sinnvoll abseits des Nullelements dividiert werden kann. Assoziative Divisionsalgebren
iiber Koérpern sind automatisch Ringe. Die entsprechende Definition ist nebst anderer

Definitionen von algebraischen Strukturen in Anhang A zu finden. Es stellt sich die Frage
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nach assoziativen Divisionsalgebren, deren Dimension iiber R hoher als 2 ist — das ist

die Dimension von C iiber R.

Reelle assoziative Divisionsalgebren

Es liisst sich zu C nicht einfach ein weiteres j ¢ C mit j2 = —1 hinzunehmen, sodass
{z+j7 | 2 € C,7 € R} eine dreidimensionale assoziative Divisionsalgebra tiber R ist.
Nehme man nédmlich C[j] = R[i, j] als solche dreidimensionale Divisionsalgebra tiber R an,
dann wére (1,1,j) ein Erzeugendensystem und damit eine Basis von R[i, j|. Die Elemente
z von R[i,j] wiren von der Form z =a-14b-i+ c-j, wobei a,b,c € R. Die Addition

folgt aus der Vektorraumstruktur als komponentenweise Addition:
(al +bi+cj)+(dl+eit fj)=(a+d)1+(b+e)i+ (c+ [)i

Die Multiplikation ergibt sich mit den Eigenschaften einer reellen assoziativen Divisions-

algebra zu:

(al + bi+ cj) - (d1 + ei + fj)
= aldl + alei + alfj + bidl + biei + bifj + cjdl + ciei + ¢jfj
= ad + aei + afj + bdi + bei® + bfij + cdj + ceji + cfj?
=ad+ aei+ afj+ bdi — be + bfij + cdj + ceji — cf
= (ad — be — cf)1 + (ae + bd)i+ (af + cd)j + bfij + ceji

Angenommen ij € R[i,j], d. h. es gibt «, 8,7 € R, sodass ij = al + fi + ~j, dann folgt:

ij=al+pi+7j
=  ij-yj=al+pi
=  (i—9)j=al+pi
al + pi

= j=— eC
=y

Das ist ein Widerspruch zu dimg (R[i,j]) = 3. Man beachte, dass fiir v € R, der Ausdruck
i — ~y nicht Null ist, da sonst i € R.

Man mache nun folgenden Versuch: Man nehme zu C ein weiteres j ¢ C mit j? = —1
und ein weiteres k ¢ C mit k? = —1 hinzu und versuche {z+7j+0ck | z € C,7,0 € R} zu
einer vierdimensionalen assoziativen Divisionsalgebra tiber R zu machen. Es wird also die
Struktur C[j, k] = R[i, j, k| betrachtet, deren Elemente von der Form a-1+4b-i4c-j+d-k fiir
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a,b,c,d € R sind. Die Addition ergibt sich erneut komponentenweise. Die Multiplikation

ware:

(a+bi+cj+dk)- (e + fi+ gj + hk)
= ae + (af)i+ (ag)j + (ah)k + (be)i + (bf)i® + (bg)ij + (bh)ik
+ (ce)j + (cf)ji + (cg)i* + (ch)ik + (de)k + (df )ki + (dg)kj + (dh)k?
= (ae = bf —cg —dh) + (af + be)i + (ag + ce)j + (ah + de)k
+ (bg)ij + (cf)ji + (bh)ik + (df)ki + (ch)jk + (dg)kj

Setzt man ij = k = —ji,jk =i = —kj und ki = j = —ik, dann ist die Multiplikation

insgesamt durch

(a+bi+cj+dk) - (e+ fi+ gj + hk)
= (ae —bf — cg — dh) + (af + be + ch — dg)i
+ (ag + ce + df — bh)j + (ah + de + bg — cf)k

wohldefiniert.

Eine solche Festlegung ist nicht nur technisch moglich, sondern lasst sich auch tat-
séchlich umsetzen. Man betrachte dazu C x C und identifiziere 1 € R[i, j, k] mit dem
Element (1,0) € C x C, i € R[i, ], k] mit dem Element (i,0) € C x C, j € R[i, j, k] mit
dem Element (0,1) € C x C und k € R[i, j, k] mit dem Element (0, —i) € C x C, dann ist
dadurch das Element a + bi + ¢j + dk € R[i, j, k] mit dem Element (a + bi,c —di) € C x C
identifiziert. Fiihrt man auf C x C fiir z,w, 2/, w’ € C die Multiplikation

(z,w) - (&, w') = (22 —ww', zw" + wz')

ein und identifiziert z mit a + bi, w mit ¢ + di, 2/ mit e + fi und w’ mit g + hi, so ist

(a+bi+cj+dk) - (e + fi+ gj + hk) mit dem Element

((ae—=bf —cg—dh)+ (af +be+ch—dg)i, (ag + ce + df — bh) + (ah + de + bg — cf)i)

~

aus C x C identifizierbar. Man sieht ij = (i,0) - (0,1) = (0,i) = (0,—i) = k, j?
(0,1)-(0,1) = (—1,0) = (—1,0) = —1 und analog die anderen Fille.
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Es wird ab sofort mit Koordinatenvektoren gearbeitet:

S

IS

ae —bf —cg — dh
af +be+ch—dg
ag + ce + df — bh
ah +de +bg — cf

> - o

Seien a,b,c,d,e, f,g,h,r,s,t,u € R, dann gilt

und

o

Q o o 9

S Q

e r

f S
( )

g t

h U
a er — fs — gt — hu
b es+ fr+gu—ht
c et +gr+ hs — fu
d eu+ hr+ ft —gs

aler — fs— gt —hu) — b
a(es+ fr+gu—ht) +b
a(et + gr + hs — fu) + ¢
aleu+ hr + ft —gs)+d
aer — afs — agt — ahu — bes — bfr — bgu + bht — cet — cgr — chs + cfu — deu — dhr — dft + dgs
aes + afr + agu — aht + ber — bfs — bgt — bhu + ceu + chr + cft — cgs — det — dgr — dhs + dfu
aet + agr + ahs — afu + cer — cfs — cgt — chu + des + dfr + dgu — dht — beu — bhr — bft + bgs
aeu + ahr 4+ aft — ags + der — df s — dgt — dhu + bet + bgr + bhs — bfu — ces — cfr — cgu + cht

(ae —bf —cg — dh)r — (af + be + ch — dg)s — (ag + ce + df — bh)t — (ah + de + bg — cf)u
(ae —bf —cg — dh)s + (af + be + ch — dg)r + (ag + ce + df — bh)u — (ah + de + bg — cf)t
(ae —bf —cg — dh)t + (ag + ce + df — bh)r + (ah +de + bg — cf)s — (af + be + ch — dg)u
(ae —bf — cg — dh)u + (ah + de + bg — cf)r — (af + be + ch — dg)t — (ag + ce + df — bh)s

es+ fr+gu—ht) —c
er — fs—gt—hu)+c
er — fs—gt—hu)+d
er — fs—gt—hu)+b

et +gr+ hs — fu) —d(eu+ hr + ft — gs
eu+ hr + ft — gs) — d(et + gr + hs — fu
es+ fr+ gu — ht) — b(eu + hr + ft — gs
et +gr+ hs — fu) —cles + fr+ gu — ht

=N~
_ =N~

)
)
)
)

ae —bf —cg —dh r a e r
af +be+ch —dg s| |0 f s
ag + ce + df — bh e = c g ) t )
ah +de+bg —cf U h U

al —b0 —c0 —dO
a0 + bl + c0 — d0
a0+ cl +d0 — b0
a0+ dl + b0 — c0

o O o =
_QU O o 2
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S
S

(=
f—p

sowie analog = und

o O O =
o
o

a2+b2+c2+d2
ﬁﬁmﬁﬁ
a2+b2+c2+d2

_/ O o

T
—b-

a -

—b A —c
I TR Pt td® ~ ¢ 2F AT
—b

. — . a . —
a?2+b2+c2+d? +0 a?+b2+c2+d? t+c a?+b2+c2+d?

—c a —b
'ﬁﬁmﬁﬁ+cﬁwnﬁw+dJHWﬂw2

< 2

a —C

' a2+b2+c2+d2 +d- a2 b2 fc24dz2 +0b- a2+ b2 c2+d2?
2+b2+c +d2 1
a?+b2+c2+d?
—ab+-ba—cd+dc 0
— a?+b2+c?+d?

—ac+ca—db4-bd 0
a?+b%+c2+d?
—ad+-da—bc+cb 0
a?+b2+c?+d?

sowie analog

a
a?+b2+c2+d?
—b
a?+b2+c2+d?

_Q O o 2
o O O =

—C
a?+b2+c2+d?
—d
a?+b2+c2+d?

Wegen ij # ji ist R[i,j, k| nicht kommutativ. Man nennt einen Ring mit Eins, bei
dem alle Korpereigenschaften mit Ausnahme der Kommutativitdt der Multiplikation
erfiillt sind, einen Schiefkorper. Hier sind alle Elemente a + bi + ¢j + dk € R]i, j, k] mit
a?+ b2+ +d?>#0< a+bi+cj+dk # 0+ 0i + 0j + Ok invertierbar. Man nennt
R[i, j, k] auch den Quaternionen-Schiefkorper und schreibt dafiir H, wobei diese Menge
auch Menge der Hamilton-Zahlen — nach dem Physiker Sir WILLIAM ROWAN HAMILTON

— genannt wird.

Schliefslich steht der Satz von FROBENIUS {iber assoziative Divisionsalgebren iiber R
gerade fiir die allgemeine Aussage, dass es neben den bereits behandelten Strukturen R, C

und H keine weiteren Schiefkérper iiber R gibt, die eine endlich-dimensionale R-Algebra

sind.
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Satz 5.19. (Satz von Frobenius iiber assoziative Divisionsalgebren) Jede
endlich-dimensionale, assoziative Divisionsalgebra mit Eins tiber R ist entweder

zu R, C oder H isomorph.

Beweis. Sei A eine assoziative Divisionsalgebra mit Eins iber R der Dimension n €
N. Es ldsst sich R als Teilring von A auffassen. Man betrachte dazu den injektiven
Ringhomomorphismus ¢ : R — A,r +— rl, d.h. » € R wird mit r1 € A identifiziert. Der
Ringhomomorphismus existiert, weil A eine R-Algebra ist. Beispielsweise ist o (r)p(r') =
(r1)(r'1) = r(1(+'1)) = r(*'(1- 1)) = (r")1 = o(rr’). Die Injektivitit von ¢ folgt aus der
Eigenschaft 1 # 0, denn 14 ist lineare unabhéngiges Element des R-Vektorraums A. Es
bezeichne A’ := {a € A|a® € R,a? <0} C A eine Teilmenge von A. Dann gilt A’ # A,
denn jede von Null verschiedene reelle Zahl r > 0 liegt nicht in A’, da r2 > 0 fiir r # 0
gilt. Weiter lisst sich A als endlich-dimensionaler R-Vektorraum interpretieren und jedes
Element a € A stiftet dann eine lineare Abbildung auf A mittels ¢, : A = A,z — ax.

Der weitere Beweis ist in drei Schritte unterteilt.

Schritt 1: A’ = {a € A | Spur(¢,) = 0}
Es gilt offensichtlich Spur(pg) = 0. Sei nun @ € A mit a®> € R,a? < 0, d.h. a # 0
und a € A\ R. Es sei x,,(X) € R[X] das charakteristische Polynom von ¢,. Der
Fundamentalsatz der Algebra liefert eine bis auf Vorzeichen und Reihenfolge eindeutige
Zerlegung in Linearfaktoren: Es gibt ¢, s € Ng mit ¢ + 2s = Grad(xy,) und 1,...,2; €
R, z1,...,2s € C\ R, sodass

XeaX)=(X —21) oo (X =) - (X —21) - (X —Z1) oo - (X — 25) - (X —Z5).
Fireinie {1,...,s} ist
Q..(X) = (X —2)- (X —7) = X% — 2Re(%)X + |z]? € R[X]

ein reelles Polynom und zudem irreduzibel iiber R. Die linearen Faktoren sind als
Polynome von Grad 1 ebenfalls irreduzibel iiber R. Nach dem Satz von Caley-Hamilton

gilt Xy, (¢a) = 0 und weil A ein Schiefkérper ist, ist A nullteilerfrei und es folgt
Fe{l,...;t} oo —xiid=0 oder Fie{l,...,s}:Q;(pa)=0.

Im ersten Fall folgt insbesondere a € R was ein Widerspruch zu a € A\ R ist. Im zweiten

Fall ist @.,(X) dann als irreduzibles Polynom das Minimalpolynom m, (X) von ¢,
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iiber R. Nachdem das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom die gleichen

komplexen Nullstellen besitzen, muss es ein k € N geben, sodass
Xea(X) = Mg, (X)* = Q:,(X)* = (X? = 2Re(2)) X + [z[*)".

Durch Ausmultiplizieren findet man fiir j € {0,...,2k} gewisse a; € R, sodass
2k ‘
Xea(X) =) a; X7,
j=0

Dabei ist einerseits agx_; = (—1)2*71Spur(p,) = —Spur(p,) und andererseits agy_; =
—2Re(z;) - k. Es folgt wegen k # 0, dass

Spur(ps) =0« —2Re(z) - k=0
< Re(z) =0
© Qx,(pa) = @5 — |2iid = 0 & ¢f = —|zi[*id
2

e Ve e A:pi(z) = alax) = d®z = —|z|*x

sa’=—|z<0(a¢R, dh a#0).

Schritt 2: A’ ist ein Untervektorraum von A der Dimension n — 1.
Die Abbildung Spur : A — R ist R-linear und damit Kern(Spur) = A’ ein Untervek-
torraum von A. Wegen dim(Bild(Spur)) = dim(R) = 1 und dem Rangsatz gilt zudem
dim(A’) = dim(Kern(Spur)) = dim(A) — 1 = n — 1. Wegen RN A" = {0} gilt auch
A=R@ A". A erzeugt also A als R-Algebra’.

Schritt 3: Abschluss durch Fallunterscheidung
Es ist B : A’ x A' = R,(a,b) — 3(—ab — ba) eine positiv-definite, symmetrische
Bilinearform auf A’, denn fiir a,b,c € A, \ € R gilt:

1 1
5(—ab—ba) = 5(a2 +0* — (a+b)?*) eR
und
1 1
B(a,b) = 5(—(16 —ba) = 5(—1)@ —ab) = B(b,a)
und

1 1
B(\a,b) = 5(—)\ab —bla) = Ai(—ab —ba) = \B(a,b)

"Siehe Anhang A
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und

B(a+b,c) = %(—(a +b)c—cla+b))

1
= 5(—ac — be — ca — cb)

= %(—ac —ca) + %(—bc —¢b) = B(a,c¢) + B(b,c)

sowie fiir a # 0

1
B(a,a) = 5(—a2 —a*) = —-a®>>0.

Sei nun C' C A’ ein minimaler Untervektorraum von A’, der A als R-Algebra erzeugt®. Es

gilt zumindest dim(C') =: m < n—1 € Ny. Weiter sei (c1, ..., ¢y) eine Orthonormalbasis
von C beziiglich B, d.h. firi,j € {1,...,m},i # j gilt

2 _ o
c; =-1 und CiCj = —C;jC;

denn

1 1
B(ci, ¢) = 5(—02 — 02) = —c? 21 und B(ci,cj) = 5(—c,~cj —¢j¢;) .

e Fall m = 0. Hier ist A direkt isomorph zu R.

e Fall m = 1. Es wird A von ¢; erzeugt. Wegen ¢ = —1 € R sind die Elemente von

A von der Form acqy + B, a, 8 € R. Damit ist A isomorph zu C.

e Fall m = 2. Es wird A von ¢; und cp erzeugt. Zusitzlich gilt (c1c0)? = —1,
also cicg € A’. In A’ sind die Elemente ¢y, co und cjco linear unabhéngig, denn

angenommen es gibt A1, As € R, sodass cica = A1 + Aeco, dann folgt:

C1Cy = )\161 + )\262

= (Cl — )\2)02 =\

= A
Cy = C1
c1— A2

Arei(er + A2) 1
= = - AA
22 _1_)\%( 1+ A1dacr)

8Es sei fiir eine Definition erneut auf Anhang A verwiesen.
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Das wire ein Widerspruch zur Minimalitit von C'. Es ist also dim(A4’) =n—1 > 3,
d.h.dim(A) =n > 4. Wegen ¢? = ¢2 = —1 € Rund cjcg = —czc; sind die Elemente
von A von der Form acey +Bco+7ycica+0, o, 5,7, € R, d. h. dim(A) < 4. Insgesamt
gilt also dim(A) = 4. Weiter gilt c¢1(c1c2) = c1(—cac1) = —ci1(cac1) = —(c1c2)cn

und analog ca(cic2) = —(c1e2)ca. Es ist A also isomorph zu H.

e Fall m > 2. Betrachte ¢ = cyicocy, dann ist wegen m > 2 insbesondere ¢, # ¢1
und ¢, # co. Also folgt ¢ =1,d.h. 0 =c? -1 = (c+1)(c— 1) was gerade ¢ = £1
liefert. Damit folgt aus c¢jcacy,, = 1 schon ¢, = +coc;. Demnach wird A bereits

von ci,ca,...,Cn—1 erzeugt, was der Minimalitdt von C' widerspricht.

O

Konstruierbare Zahlen als historisch-genetischer Zugang zu

Zahlenbereichserweiterungen

Zu Beginn soll hier die Idee stehen, dass fiir frithe Mathematiker*innen Zahlen insbeson-
dere Léngen von konstruierbaren Strecken waren. Unter einer konstruierbaren Strecke
wird im Folgenden eine Strecke verstanden, die ausschlieflich aus Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal und einer gegebenen Einheitsstrecke — benannt mit der Einheitsldnge
,Eins“ oder ,, 1 — hervorgeht.

Zunéchst sollte hier gekldrt werden, dass eine gegebene Strecke zu jedem Zeitpunkt auf
eine gegebene (nicht notwendigerweise durch die gegebene Strecke verlaufende) Gerade
iibertragen werden kann. Dazu wird die Liange der gegebenen Strecke durch den Zirkel
abgenommen und anschlieffend auf der gegebenen Gerade abgetragen, die durch zwei
beliebige verschiedene Punkte mit Hilfe des Lineals gezeichnet werden kann. Nun ldsst
sich die vorgegebene Einheitsstrecke um weitere Strecken der Lange 1 fortsetzen.

Nimmt man sich also zwei Strecken der Lange 1 dann kann man diese auch derart auf
eine Gerade iibertragen, dass sie sich gegenseitig zu einer Strecke fortsetzen. Es wird
damit die Idee des Addierens umgesetzt. Der Lange der Strecke, die aus zwei Strecken
der Einheitsldange hervorgeht, gibt man die Bezeichnung ,,Zwei* oder ,,2 und dahinter
steckt die arithmetische Operation der Addition, die in Zeichen 1+ 1 = 2 geschrieben
wird (siehe Abb. 5.3).

Weiter lassen sich analog sukzessive aus der Einheitsstrecke neue Strecken mit Langen
gerade Vielfache der Einheitsldnge generieren (siche Abb. 5.4). Es entstehen die natiir-
lichen Zahlen N. Als Grundgedanke lasst sich festhalten, dass eine Strecke der Lange
n € N aus einer Vorgéngerstrecke und einer angesetzten Einheitsstrecke hervorgeht. Man
erkennt die Idee eines Nachfolgers wie sie auch in den PEANO-Axiomen vorhanden ist.

In diesem Kontext ist wegen der vorgegebenen Einheitsstrecke der Lénge 1 vermutlich

die urspriingliche Form der PEANO-Axiome passender.
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1

Abb. 5.4.: Konstruktion einer Strecke der Lange n - 1 aus einer Strecke der Lénge 1.

Axiomensystem 5.20. (PEANO-Axiome — urspriingliche Form) Sei n eine
natiirliche Zahl, dann bezeichne u(n) den eindeutigen Nachfolger von n. Die Menge

der natiirlichen Zahlen entsteht dann aus den folgenden Axiomen:

(P1) 1 ist eine natiirliche Zahl.

(P2) Fiir jede natiirliche Zahl n ist auch ihr Nachfolger p(n) eine natiirliche Zahl.
(P3) Fiir alle natiirlichen Zahlen n und m mit p(n) = u(m) gilt bereits n = m.
(P4) Fiir jede natiirliche Zahl n gilt pu(n) # 1.

(P5) Ist M eine Menge, sodass
(a) 1 liegt in M.
(b) Fiir jede natiirliche Zahl n, die in M liegt, liegt auch ihr Nachfolger
w(n) in M.

gelten, dann enthéalt M alle natiirlichen Zahlen.

Es sind Strecken der Lange 0 allerdings nicht génzlich undenkbar, wenn man bspw.
eine Verldngerung einer Strecke um keine Strecke zulasst. Fiir die Notation wird auch
hier zwischen N und Ny unterschieden und im Folgenden mit der moderneren Form der

PEANO-Axiome aus Axiomensystem 5.1 weitergearbeitet.

Zudem lédsst sich auch bei konstruierten natiirlichen Zahlen die Addition von Ein-
heitsstrecken analog zur Beschreibung der Addition in Definition 5.2 erkennen. Uber die

endliche Rekursion der Addition lassen sich zwei Strecken von natiirlicher Lénge jeweils
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ohne Rest in endlich viele Einheitsstrecken zerlegen. Die Summe ist dann genau die
Aneinanderreihung dieser entstandenen Einheitsstrecken. In der Konstruktionsvorschrift
fiir die Addition zweier Einheitsstrecken steckt aber auch schon eine deutlich schnellere
Konstruktion der Summe zweier beliebiger Strecken von natiirlicher Lange. Sind néamlich
zwei Strecken mit natiirlicher Lange gegeben, so ldsst sich eine Strecke der Lange der
Summe der beiden Einzellingen dhnlich wie oben konstruieren: Man zieht durch eine
der beiden Strecken eine Gerade und legt die zweite an einem Ende der ersten entlang
der Gerade an. Noch allgemeiner bemerkt man, dass dieses Vorgehen sogar fiir alle zwei
bereits vorgegebenen Strecken funktioniert — insbesondere also fiir zwei konstruierbare
Strecken der Lénge a und b (siehe Abb. 5.5). Es lasst sich also eine Definition einer
Addition fiir natiirliche Zahlen definieren, die liber die Konstruktionsvorschrift auch auf
konstruierbare Zahlen fortsetzbar ist. Der Ausdruck u(b) fir b € K\ N in der nachfolgen-
den Definition ist entsprechend als b+ 1 zu interpretieren, was genau genommen einem

Vorgriff gleichkommt, welcher aber von der geometrischen Veranschaulichung gedeckt ist.

Definition 5.21. Die Verkniipfung
+:NxN—=N,(a,b) —a+b

wird Addition genannt und ist durch die Eigenschaften
(i) VaeK:a+0:=a
(i) Va,b € K:a+ p(b) :== pla+0b)

rekursiv definiert. Zudem bezeichne 1 den Nachfolger von 0, d.h. 1 := u(0).

Abb. 5.5.: Konstruktion einer Strecke der Lange a + b aus Strecken der Lange a und b.

Neben der Summe zweier Zahlen steht Abbildung 5.5 auch in Ansétzen bereits fiir die
Differenz zweier Zahlen. Es muss nur eine bedeutende Einschriankung gemacht werden,
auf die nachfolgend noch genauer eingegangen wird. Sind zwei Strecken mit den Léngen

a und b gegeben, wobei die Strecke der Léange a nicht kiirzer als die Strecke der Lénge b,
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d.h. a > b ? sein soll, dann lisst sich eine Strecke mit der Linge der Differenz von a und
b konstruieren, indem man ausgehend von der Summenkonstruktion die zweite Strecke
nicht an die erste anlegt, sondern sie in die erste Strecke hineinlegt. Das Streckenstiick
der ersten Strecke, das nun nicht von der zweiten Strecke tiberdeckt wird hat gerade die

Lénge a — b (siehe Abb. 5.6).

Abb. 5.6.: Konstruktion einer Strecke der Lange a — b aus Strecken der Linge a und b fiir a > b.

Fordert man bei der Differenz a — b keine Voraussetzung der Art a > b, so kénnte eine
Konvention fiir die Differenz a — b, wobei a < b ist, geméf Abbildung 5.6 als gerade die
Lange des Streckenstiicks vom Anfangspunkt der Strecke der Lénge a lauten, an dem
die Strecke der Lange b nicht angelegt wurde, zum Endpunkt der Strecke der Lange b,
welcher aufterhalb der Strecke der Lange a + b liegt (siehe Abb. 5.7).

A ¢ é

a—>b

Abb. 5.7.: Mogliche Konstruktion einer Strecke der Lénge a — b aus Strecken der Lange a und b fiir
a < b.

Fiir diese Handhabung der Differenz kommt es dann aber zu Interpretationsschwie-
rigkeiten bei einem speziellen Fall der Aneinanderreihung mehrerer Rechenoperationen.
Addition und Subtraktion sind geméf den obigen Beschreibungen anschaulich zueinander
inverse Operationen. Es sollte sich demnach kein Unterschied ergeben, wenn man zu einer
Strecke der Lange a zunéchst die Strecke der Léange b addiert und anschliefend wieder
subtrahiert oder wenn man erst die Strecke der Léange b subtrahiert und dann wieder
addiert. In beiden Féllen sollte jeweils wieder eine Strecke der Lange a zuriickbleiben.

Fiir den Fall a > b ergeben sich hier keine Probleme (siehe Abb. 5.8).

9Fine solche Ordnungsrelation ist auf konstruierbaren Strecken intuitiv gegeben. Sie lisst sich wie folgt
einfithren: Man kann dort eine Strecke der Lénge a als ldnger als eine Strecke der Lange b bezeichnen,
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a
a—b
a b a b
(a+b)—b
Y i —_— Yy
a+b b a—> b

Abb. 5.8.: Veranschaulichung der Gleichung (a +b) —b= (a — b) + b fiir a > b.

Geht man allerdings von Strecken mit a < b aus, so resultieren zwei unterschiedlich
lange Strecken, d.h. geometrisch ergibt sich (a +b) — b # (a — b) + b (siche Abb. 5.9).

b
a—>b
a b e T a b
(@+b)=b .
A; . I.
a-+b b a—b b N

Abb. 5.9.: Problematik der Gleichung (a +b) —b= (a — b) + b fiir a < b.

Der Kern der Problematik stellt hier die Charakterisierung von Zahlen als Léngen von
Strecken dar. Um die Konvention der Differenz von oben fiir beliebige a und b zu retten,
miissten Zahlen neben der Linge einer Strecke auch eine Information iiber eine Richtung
beinhalten. Damit nihert man sich dem Begriff eines Pfeils. Auf diese Uberladung des
Begriffs einer Zahl wird zunéchst verzichtet und stattdessen nur Differenzen a — b fiir

a > b zugelassen.

Fiir Addition und Subtraktion lassen sich nun einige Regeln zur Kommutativitdt und

Assoziativitat formulieren.

wenn der zweite Endpunkt der Strecke der Lénge b nach anlegen selbiger Strecke ,in* die Strecke der
Léange a in dieser liegt (vgl. synthetische Geometrie).
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Lemma 5.22. (Kommutativitit und Assoziativitit der konstruierbaren

Zahlen) Seien a, b, ¢ € K konstruierbare Zahlen. Dann gilt:
(K1) a+b=b+a

(Al) a+(b+c)=(a+b)+c

(A2) Firc<bgilt a4+ (b—c)=(a+b) —c

(A3) Firb+c<agilta—(b+c¢)=(a—b)—c

(Ad) Firc<b<agilta—(b—c)=(a—b)+c

Beweis. Es wird exemplarisch Aussage (A3) bewiesen. Da alle Aussagen vor dem Kon-
text von geometrischen Konstruktionen getroffen wurden, werden auch geometrische
Konstruktionsvorschriften als Beweise gegeben. Die Allgemeingiiltigkeit wird durch eine
Kontrolle der geometrischen Sinnhaftigkeit angedeutet. Wegen b+ ¢ < a ist auch b < a

und auch ¢ < a — b. Somit ist die rechte Seite der Gleichung geometrisch sinnvoll. Ohne

Einschrankung ist in Abb. 5.10 ¢ < b dargestellt. O
a .
) - a—(b+e)
—_ Y
b ¢ a b+c
a—1>b oo (a=b)—c
a b a—b €

Abb. 5.10.: Geometrische Veranschaulichung des Assoziativgesetzes a — (b+ ¢) = (a + b) — ¢ fiir
b+c<a.

Weiterfiithrend lassen sich noch einige weitere besondere Rechenregeln fiir die Addition

und Subtraktion konstruierbarer Zahlen formulieren.

Lemma 5.23. (Besondere Rechengesetze zu Addition und Subtraktion

konstruierbarer Zahlen) Seien a,b, ¢ € K konstruierbare Zahlen. Dann gilt:
(AN) a+0=a=0+a

(SN) a—0=a
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(Al) a+b=c+besa=c

(A2) Firb<aundb<cgilta—b=c—bea=c

Beweis. Analog zu den Beweisen von Lemma 5.22. O

Neben der Summe und der Differenz zweier gegebener Strecken lassen sich auch die
beiden anderen Grundrechenarten auf Strecken anwenden. Fiir die Multiplikation und
die Division wird ein elementarer geometrischer Satz herangezogen: Der Strahlensatz!C.
Die Konstruktionsvorschriften fiir die Multiplikation und die Division zweier Strecken

mit Léngen a und b gehen aus den Abbildungen 5.11 und 5.12 hervor.

I
P
l
|
!
1
I
|
|
|

Abb. 5.12.: Konstruktion einer Strecke der Lénge a : b aus den Strecken der Lénge a und b # 0.

An der Konstruktion der Division in Abbildung 5.12 erkennt man auch direkt eine
Einschrankung dieser Operation. Ist ndmlich b = 0, so liegt der Schnittpunkt der Geraden
durch die Endpunkte der Strecken mit Léngen a und b und der vertikalen Gerade auf Hohe
der oberen horizontalen Gerade. Die anschlieffende Gerade durch diesen Schnittpunkt und
den Endpunkt der Strecke der Lange 1 ist dann parallel zur unteren horizontalen Gerade
und wird diese damit nicht schneiden. Die Division durch 0 wird daher ausgeschlossen.

Fiir die Multiplikation und die Division lassen sich ebenfalls gdngige Rechengesetze

einfiihren und anhand geometrischer Konstruktionen kontrollieren.

ODer Strahlensatz ist ein zulissiges Werkzeug fiir konstruierbare Zahlen. Hier wird lediglich die
Konstruktion von senkrechten und parallelen Geraden benétigt, was durch Errichten und Féllen von
Loten mit Zirkel und Lineal zu bewerkstelligen ist.
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Lemma 5.24. (Rechengesetze zu Multiplikation und Division konstru-

ierbarer Zahlen) Seien a, b, ¢ € K konstruierbare Zahlen. Dann gilt:
(K2) a-b=b-a

(K3) (a-b):c=(a:c)-b

(K4) (a:b):c=(a:c):b

(NT) Aus a-b=0 folgt a =0 oder b=10

(MN) a-0=0=0-a

(ME) a-1=a=1-a

(QN) Fira#0gilt 0:a=0

(QE) a:1=a

(QI) Fira#0gilt a:a=1

(A5) a-(b-c)=(a-b)-c

(A6) Fiirc£0gilta-(b:¢c)=(a-b):c

(A7) Firb-c#0gilta: (b-¢c)=(a:b):c

(A8) Firb-c#0gilta:(b:c)=(a:b)-c

(A3) a=b=a-c=b-cundfirc#0gitaucha-c=b-c=>a="b

(Ad4) Firc#0gilta=b<a:c=b:c

Beweis. Analog zu den Beweisen von Lemma 5.22. O

Weiter sind mit den beiden Operationsfamilien Addition und Multiplikation dann auch
gemischte Rechenterme denkbar, die ebenfalls gewissen Regeln folgen. Man spricht von

Distributivgesetzen.

Lemma 5.25. (Distributivgesetze fiir konstruierbare Zahlen) Seien a, b, c €

K konstruierbare Zahlen. Dann gilt:
(D1) a-(b+c¢)=a-b+a-c

(D2) Firc<bgita-(b—c)=a-b—a-c
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(D3) (a+b)-c=a-c+b-c
(D4) Firb<agilt (a—b)-c=a-c—b-c
(D5) Firc#0gilt (a+b):c=a:c+b:c

(D6) Firc#0Ound b<agilt (a—b):c=a:c—b:c

Beweis. Analog zu den Beweisen von Lemma 5.22. O

Zusammenfassend léasst sich jetzt sagen, dass bereits grofte Teile der schulrelevanten
Zahlenbereiche auch im Sinne von konstruierbaren Zahlen abgedeckt werden. Fiihrt
man flir die Menge der konstruierbaren Zahlen die Schreibweise K ein, so ist zum
jetzigen Zeitpunkt bereits bekannt, dass Q4 C K gilt. Negative Zahlen sind wegen obiger
Problematik der Differenz noch ausgeklammert. Weiter stellt sich die Frage, ob auch
irrationale Zahlen konstruierbar seien kénnen. Ein prominentes Beispiel, das auch in
der Schulmathematik hiufig die Motivation fiir den Ubergang von Q zu R darstellt, ist
die Quadratwurzel aus 2. Dass es sich bei /2 tatsichlich um eine nicht rationale Zahl
handelt, wurde in der vorigen Behandlung von Zahlenbereichen bereits thematisiert. Hier
stellt sich vielmehr die Frage, ob /2 eine konstruierbare Zahl ist. Betrachtet man ein
einfach zu konstruierendes rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Linge 1 ', dann
ergibt sich die Hypotenuse nach dem Satz des PYTHAGORAS gerade zu einer Strecke der
Linge v/12 + 12" = /2’ (siche Abb. 5.13). Damit ist v/2' € K eine konstruierbare Zahl.

Abb. 5.13.: Konstruktion einer Strecke der Linge v/2' mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks und
Strecken der Lénge 1.

Dieses Vorgehen lésst sich auf Wurzeln von natiirlichen Zahlen ausweiten. Wéhlt man
fiir ein rechtwinkliges Dreieck die Katheten mit Lange 1 und +/n — 1, dann hat die
Hypotenuse gerade Linge y/n’ (siche Abb. 5.14). Induktiv ergeben sich damit alle \/m’
fiir m € N.

Die Satzgruppe des PYTHAGORAS lésst in Verbindung mit dem Satz des THALES sogar

noch eine machtigere Wurzeloperation auf konstruierbaren Zahlen zu: Ist eine Strecke der

' Auch hierzu wird lediglich die Konstruktion senkrechter Geraden benétigt.
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va

Vn—1

Abb. 5.14.: Konstruktion einer Strecke der Linge /n’ mit Hilfe eines rechtwinkligen Dreiecks und
Strecken der Lange 1 und v/n — 1 fiir n € N.

Léange a vorgegeben, so ergibt sich mit dem Hohensatz die Héhe iiber der Hypotenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse gerade aus zwei Strecken der Léange 1

und a zusammengesetzt ist, zu einer Strecke der Linge y/a' 2 (siehe Abb. 5.15).

1 a

Abb. 5.15.: Konstruktion einer Strecke der Linge y/a" aus einer gegebenen Strecke der Linge a mit
Hilfe des Hohensatzes und des Satz des THALES.

Es sind also beliebige Wurzelausdriicke konstruierbarer Zahlen konstruierbar. Vorsicht
ist lediglich bei hoheren Wurzeln geboten. Beispielsweise ist die dritte Wurzel aus 2
nicht konstruierbar. In der Sprache der modernen Algebra lédsst sich dies innerhalb der
Korpertheorie beweisen. Es lasst sich dort zeigen, dass einzelne irrationale konstruierbare
Zahlen z jeweils Zwischenkérper Q(z) von R : Q mit [Q(z) : Q] = 2*,k € N stiften.
Das Minimalpolynom X3 — 2 € Q[X] von v/2" hat jedoch Grad 3 und liefert einen
Zerféllungskorper von Grad 6 als Korpererweiterung iiber Q. Da 6 keine Potenz von 2
ist, kann /2 nicht konstruierbar sein. Eine formale algebraische Klirung mit Mitteln
der Korpertheorie ist am Ende dieses Abschnittes aufgefiihrt.

Zwei weitere prominente irrationale Zahlen, die nicht konstruierbar sind, sind Pi oder
7 und die eulersche Zahl e. Diese sind dahingehend sogar noch bemerkenswerter als /2,
als dass sie nicht mal algebraische Zahlen, sondern transzendente Zahlen sind. d. h. sie

sind nicht Nullstelle eines ganzzahligen Polynoms. Damit ist auch klar, warum sie nach

2Hshensatz und Satz des THALES sind beide ebenfalls durch Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
abgedeckt.
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nachfolgender Ausfiihrung aus der Theorie der Kérpererweiterungen nicht konstruierbar

sind.

Die konstruierbaren Zahlen liegen also irgendwo zwischen Q4 und R,. Zudem lasst

sich auf ihnen auch die allgemeine lineare Gleichung
axr +b=cfirabcekK

fiir den Fall, dass b < ¢ ist, mit der eindeutigen Losung = = (¢ —b) : a 16sen. Damit ist K
zum jetzigen Zeitpunkt im Sinne moderner algebraischer Struktur nicht sehr brauchbar.
Gerade weil die additive Verkniipfung derartige Probleme mit den Inversen entwickelt,
lasst sich keine niitzliche Struktur mit zwei Verkniipfungen generieren. In Ringen und
Kérpern wird die Addition ndmlich immer als sogar kommutative Gruppe vorausgesetzt.
Im Folgenden wird also eine Losung der Differenzproblematik angestrebt, wobei diese
zunéchst wie gewohnt geometrisch motiviert ist und anschliefend algebraisch iibersetzt

wird.

Betrachtet man die Differenz zweier Strecken der Léange a und b einmal als a — b und
ein andermal als b — a (0. E. @ > b) und setzt in beiden Féllen die Differenz wie gewohnt
an, dann wurde in Abbildung 5.7 auf Seite 145 bereits eine mogliche Interpretation
gegeben. Die Hoffnung, dass dies moglicherweise sinnvoll sein kann, entsteht dadurch,
dass die beiden resultierenden Strecken tatséchlich die gleiche Lénge haben (siehe Abb.
5.16).

Abb. 5.16.: Konstruierte Differenz zweier Strecken der Lange a und b einmal als a — b und einmal als
b—a.
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Eine Verwandtschaft der beiden Differenzen ist offensichtlich nicht von der Hand zu
weisen. Fiithrt man nun die Konvention ein, dass eine Addition einer Strecke immer in
den rechtsseitigen Halbraum vom Endpunkt der letzten Operation und die Subtraktion
in genau die andere Richtung geht, dann lasst sich die oben entdeckte Verwandtschaft
weiter beobachten (siche Abb. 5.17).

Richtung der Subtraktion
— _—
J Richtung der Addition

Startpunkt

Abb. 5.17.: Einfiilhrung einer Richtung bei den Operationen Addition und Subtraktion.

Mit dieser Konvention ergeben sich alle bisherigen konstruierten Zahlen bei Festlegung
eines beliebigen Startpunktes immer rechts von diesem. Zusétzlich kommen Zahlen links
vom Startpunkt dazu, die jeweils zu einem Zahlenpaar auf der rechten Seite insofern
verwandt sind, als dass sie als deren Differenz anzusehen sind (siche Abb. 5.18). Die
Verwandtschaft wird durch eine Symbolik mit hochgestelltem + gekennzeichnet, da es
sich augenscheinlich um eine Verwandtschaft beziiglich der Addition als Rechenoperation
handelt.'3

Diese Richtungsidee ist auch mit den Konstruktionsvorschriften fiir die Multiplikation
und Division kompatibel. In Abbildung 5.19 sind die drei Sonderfille der Multiplikation

at -b,a-b" und a™ - b dargestellt. Die Division ist analog weiterhin moglich.

13Diese Notation ist in Absprache mit Student*innen festgelegt worden. Andere Kennzeichnungen wie
bspw. mit ,,—* fiir Differenzen oder ,,+¢ fiir neue Elemente sind auch denkbar.
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Neue verwandte Zahlen Bisherige K

Startpunkt

Abb. 5.18.: Resultierende Zahlenbereiche nach Einfiihrung einer Richtung bei den Operationen
Addition und Subtraktion.
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Abb. 5.19.: Darstellung der Konstruktionen der Multiplikation der drei neuen Félle, die aus dem
Ansatz einer Richtung einer Zahl entstehen.

Die bisher geltenden Rechengesetze aus den Lemmata 5.22; 5.23, 5.24 und 5.25 sind
ebenfalls weiterhin giiltig. Zusétzlich entfallen ab sofort auch die Einschrankungen und
es ergibt sich eine neue Art des Kommutativgesetz, das vielmehr die Unabhéngigkeit der

Reihenfolge von additiven Rechenoperationen darstellt.

Lemma 5.26. (Verallgemeinerte Kommutativitit und Assoziativitét)

Seien a, b, ¢ € K konstruierbare Zahlen. Dann gilt
(K1) a—=b=(0—-0)+a
(A2) a+(b—c)=(a+b)—c

(A3) a—(b+c)=(a—b)—c

154



5.4. Zahlen und Zahlenbereiche

(Ad)ya—(b—c)=(a—b)+c
(D2) a-(b—¢c)=a-b—a-c
(D4") (a—b)-c=a-c—b-c

(D6’) Firc#0gilt (a—b):c=a:c—b:c

Beweis. Damit die geometrischen Begrindungen, auf die sich auch weiterhin berufen
wird, einer mathematischen Beweisfiihrung maximal geniigen konnen, ist es an dieser
Stelle n6tig, mehrere Fallunterscheidungen einzeln geometrisch abzudecken. Gerade fiir
die Assoziativ- und Distributivgesetze ist eine grundsétzliche Unterscheidung geméafs

nachfolgender Aufzéhlung vorausgesetzt:

ea>b>c eb>a>c ec>a>b

ea>c>b eb>c>a ec>b>a

Innerhalb dieser ergeben sich gegebenenfalls zusétzlich notwendige Fallunterscheidungen.
Beispielsweise miissen fiir (A3’) im Fall ¢ > a > b die Féillec>a+bunda+b>c>a

unterschieden werden. In Abbildung 5.20 wird exemplarisch der erste Teil von Aussage

(A2’) fiir den Fall a > ¢ > b geometrisch abgebildet. O
Startpunkt Startpunkt
a -
¢l bec a—i—(b—c)'-_.
b | —
b ¢ a b—c
(a+b)—c
a b | a+b ¢

Abb. 5.20.: Geometrische Veranschaulichung des Falles a + (b—¢) = (a+b) —c fira > ¢ > b.
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Algebraisch lasst sich die obige Konvention einer Richtung gerade durch das Auflésen
der Differenzproblematik durch eine formale Einfiihrung der verwandten Zahlen darstellen.

Man definiere dazu die Differenz folgendermafien:

a—> falls a > b
(b—a)t fallsa<b

a—b=

Am Ubergang der Fallunterscheidung kann man zudem die Konvention 07 = 0 einfiihren,
was der geometrischen Intuition entspricht, dass die 0 gerade am neu eingefiihrten
Startpunkt verortet liegt. Fiir negative konstruierbare Zahlen ldsst sich damit eine

Charakterisierung auf Grundlage der bekannten konstruierbaren Zahlen ableiten.

Axiomensystem 5.27. (Charakterisierung negativer Zahlen) Ist z € K
eine konstruierbare Zahl, dann bezeichne 2T die zu z gehorige neue Zahl. Sie wird
auch Gegenzahl von z genannt. Diese Gegenzahlen sind durch die nachfolgende

Eigenschaft charakterisiert:

(N1) Fira<bgilta—b=(b—a)"

Um nun zu einer gegebenen konstruierbaren Zahl z € K die entsprechende Gegenzahl
2t € KT zu konstruieren, nimmt man sich eine beliebige Strecke der Linge a € K und
konstruiert zunéchst eine Strecke der Lange a + x. Anschlieffend konstruiert man die
Strecke der Lénge a — (a + x) mittels der nun immer durchfithrbaren Differenz zweier
Strecken. Der wohl anschaulichste Fall liegt fiir « = 0 € K vor.

Es wird im Folgenden die Menge der konstruierbaren Zahlen zusammen mit den
verwandten Gegenzahlen mit KT abgekiirzt und als erweiterte konstruierbare Zahlen
bezeichnet. Fiir die weitere algebraische Behandlung dieses neuen Zahlenbereichs lohnen

sich zwei Darstellungen fiir die neuen Gegenzahlen.

Lemma 5.28. Sei a € K eine konstruierbare Zahl, dann gelten fiir die entspre-

chende Gegenzahl at € K die folgenden beiden Eigenschaften:
(N2) 0 —a=a".

(N3) a+at=0=a' +a.

Beweis. Zu (N2). Es gilt 0— 0= 0= 07" und fiir a > 0:
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Zu (N3). Es gilt:

und

O]

Die Eigenschaften (N2) und (N3) stellen zwei zentrale Eigenschaften der neuen Zahlen
dar. (N2) liefert fiir jede Gegenzahl 2™ eine anschauliche Darstellung in konstruierbaren
Zahlen und spiegelt die Operationen auf dem Zahlenstrahl wieder. (N3) hingegen ist ein
Schritt hin zur modernen Schreibweise von algebraischen Strukturen, kann aber auch als
die Idee der generellen Umkehrbarkeit der Addition interpretiert werden.

Nach der Zahlenbereichserweiterung ist natiirlich interessant, ob die bisherigen Re-
chengesetze weiterhin giiltig oder mit der Konstruktion nicht mehr vereinbar sind. Es
lasst sich jedoch schnell feststellen, dass gerade mit der Darstellung aus (N2) alle
Gesetzmaébigkeiten auf konstruierbare Zahlen zuriickzufiihren sind und entsprechend
gleichbedeutend gelten. Die Eigenschaften aus den Lemmata 5.22, 5.23, 5.24, 5.25 und
5.26 gelten demzufolge auch fiir a,b,c € K'. Es wird an dieser Stelle beispielhaft die
Aussage at + (b+c¢) = (at + b) + ¢ gezeigt.

Beweis. Seien a, b, c € K, dann gilt:

at 4+ (b+c) e (0—a)+ (b+c)
o la-b+o)
o [a-b) -0
0 (@-b)+0)
10— a) 18]+ o)
) [t 0] + o]
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Mit den neuen Gegenzahlen lassen sich aber auch zusétzliche besondere Rechenregeln

formulieren.

Lemma 5.29. (Besondere Eigenschaften der Gegenzahlen) Seien a,b € K

konstruierbare Zahlen. Dann gilt:

(N4) a+b"=a—bunda—b" =a+b

(N5) at +b" =(a+b)" und a™ —b" = (a — b)"
(N6) at-b=a-b" =(a-b)"

(N7) at bt =a-b

(N8) (at)" = a

Beweis. Zu (N4). Es gilt:

atrbvt a0

(A27) (AN)

="(a+0)—-0 a—b
und
a—b+(N:2)a—(0—b)
A 0y 5D gty
Zu (N5). Es gilt:
a++b+(N:2)(()—a)+(O—b)
D 0-a)+0) b
(A®)
= (0-(a—0)) -0
E0—a)—b
o (a+0)® (@)t

und

a+—b+(N:2)(0—a)—(0—b)

W (0-ay-0)+b
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Zu (N6). Es gilt:

at b (0—a)-b

0. p—a-b

(MN) (N2)

0O—a-b = (a-b)"
und

a- bt (N:2)a-(0—b)

(D:T)a-O—a-b

(MN) (N2)

0O—a-b = (a-b)"
Zu (NT7). Es gilt:

ot " 0—a)-(0-0)

) 0—a)-0-(0—a)-b
R 0.0-a-0)=(0-b—a-b)
M0 —0)—(0—a-b)

o _(0—a-b)
0 (@ )t

Mo tab=a-b

Zu (N8). Es gilt:

@ 2 0o

(1\I:L:))O+—a+:O—a+

™0 _(0-a)

(

Nz

D 0-0)+a

U

5.4. Zahlen und Zahlenbereiche
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O

Die allgemeine lineare Gleichung az-+b = 0 ist nun fiir alle a,b € K,a # Omitx = b" : a
eindeutig aufgelost. Bei der allgemeinen quadratischen Gleichung az?+bx+c = 0,a,b, c €
K, a # 0 reicht der Zahlenbereich der erweiterten konstruierbaren Zahlen aber erneut nicht
aus. Bevor jedoch eine allgemeine Losungsformel hergeleitet wird, werden quadratische
Gleichungen zunéchst auf geometrische Losungswege untersucht. Diese liefern namlich
gerade die Idee der quadratischen Ergénzung und zeigen zudem anschaulich auf, inwiefern
die neuen Gegenzahlen bzw. die Beschreibung in algebraischen Formalismen die Auflésung
von Gleichungen vereinfacht.

Es wird im Folgenden zunéchst wieder nur auf den konstruierbaren Zahlen gearbeitet.
Insbesondere sind dort Differenzen der Form a — b fiir b > a nicht definiert. Dementspre-
chend zuriickversetzt in die Verwendung von konstruierbaren Zahlen ergeben sich vier

Typen von quadratischen Gleichungen:
Typ 1: 22 + b =c
Typ 2: 22 =bx + ¢
Typ 3: 22 +c=bx
Typ 4: 22 +br +c =0

Ohne Einschrankung wird von polynomialen Gleichungen mit Leitkoeffizient 1 ausge-
gangen. Die Teilbarkeit durch einen von Null verschiedenen Leitkoeflizienten ist auf den
konstruierbaren Zahlen gewahrleistet. Zusétzlich lasst sich Typ 4 schnell als geometrisch
iiberfliissig abhandeln. Die geometrische Interpretation sieht quadratische Gleichungen
als Aussagen iiber Fldacheninhalte. Bei Typ 4 sollen also Summen von Fliacheninhalten
einen nicht existenten Flacheninhalt ergeben. Das ist nur fiir Flécheninhalte 0 méglich,
womit lediglich der trivial Fall fiir ¢ = 0 und die Nulllésung « = 0 abgebildet werden
kann. Der zweite Term x + b liefert auf den konstruierbaren Zahlen keine weitere Losung
durch Nullsetzen.

In den Abbildungen 5.21 und 5.22 sind geometrische Losungswege zur Herleitung
je einer Losung der quadratischen Gleichungen der Typen 1 und 2 dargestellt. Die
Abbildungen 5.23 und 5.24 zeigen geometrische Losungswege zur Herleitung zweier
Losungen der quadratischen Gleichung von Typ 3 durch zwei verschiedene Ansétze.

An diesen geometrischen Losungswegen lassen sich gleich mehrere interessante Beob-
achtungen anstellen. Zum einen wird dort die quadratische Erginzung als geometrische
Ergdnzung um ein Quadrat ersichtlich. Zum anderen fallt auf, dass es fiir manche Glei-
chungen zwei Losungen geben kann. Jede einzelne Losung benétigt jedoch einen eigenen

geometrischen Ansatz. Es entsteht eine Motivation fiir eine formalere und einheitlichere
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1
.,1,:2 332 EbI
1b 172
sbx b
2 1
bx
b

1 1 1
'h' 2 72: 72: _— 2
d x +b1:+4b c+4b (x—|-2b)

1 / 1
Zph = Zp2
= :U+2 c+4
1 1
= =1/c+ b2 — b
x c—|—4 5

Abb. 5.21.: Geometrische Losung der quadratischen Gleichung 22 + bz = c.

bx

[
EN|

x? = sbr | + - +

bx + ¢
1 1
d.h. (x — =b)% - ibz =c
1
= (z—Zb)?=c+ b

Abb. 5.22.: Geometrische Losung der quadratischen Gleichung z? = bz + c.
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%bl‘ 1’2
Pl g | + T = +
3 (%/)71)
z?+c
1 1
dh Zb2 — (5[) — .’E)2 =C
1 1 1,
= sz —C= (ib—l‘)Q (( S 1])_>
1 1
2 = _h—
= 4b c 2b T
1
= xzib— b2 —c

Abb. 5.23.: Geometrische Losung der quadratischen Gleichung 22 + ¢ = bz (Losung 1).

Behandlungsmoglichkeit — nicht nur, weil verschiedene Ansétze fiir verschiedene Losun-
gen einen deutlichen Mehraufwand bedeuten, sondern auch, weil von vornherein nicht
ersichtlich ist, ob es nun zwei (geometrisch interpretierbare) Losungen gibt oder nur
eine (oder gar iiberhaupt keine). Bemerkenswerterweise liasst sich dieses Problemfeld
gerade mit Einfiihrung der bereits hergeleiteten Gegenzahlen 16sen. Dies ist aus dem
Grunde besonders iiberraschend, da die obigen Gegenzahlen zunéchst als Losung einer
linearen Problematik angedacht sind. Die Eigenschaft (N7) aus Lemma 5.29 liefert nun
in der algebraischen Schreibweise der geometrischen Uberlegungen beim Ubergang vom
Flacheninhalt eines Quadrats zur Seitenldnge des Quadrats eine zweite Losung, die
natiirlich nicht mehr als Liange einer Strecke interpretiert werden kann. Ist also nun
22 = A, dann gibt es die beiden Losungen z; = VA und zo = \/Z+, denn es gilt:

(\/Z‘-i-)Q _ \/Z+‘\/Z+
VA VA= VA =4

Zieht man zusitzlich die erste binomische Formel (a+b)? = a?+2ab+b? heran, die auf den
erweiterten konstruierbaren Zahlen ohne weiteres mit Hilfe der geltenden Rechengesetzen

rechnerisch gezeigt werde kann, lasst sich formal die quadratische Ergidnzung in der
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Ly ibQ
x %bx + = +
—_
T
(2 %b)z
also
%b2 %b:r
P - + = Lbx +
!
(x — %b)2
x? +c
1 1
d.h. = -b% — (z — =b)?
c=7 (z 5 )
1 1
= (x—ib)Qz v —c (c < =b)
1
= T — §b =4/=-b2—c
1
= xr = b2 —c + 5[)

Abb. 5.24.: Geometrische Losung der quadratischen Gleichung 2? + ¢ = ba (Losung 2).

allgemeine quadratische Gleichung durchfithren. Es entsteht die folgende — in der Schule

oftmals Mitternachtsformel genannte — Losungsformel:
2 +br+c=0
& x2+2~%b‘x+ibz—ib2+c:o
& (x—i—%b)Q—%bz—Fc:O

Lo _ 1o
& (x+§b)—4b c
+
1 1 1 1
—0 = Zp2 — d —0H) = b2 —
& IL‘—|-2b \/4b co er:U—I—Zb 4b c
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+

/1 1 1 1

_ K2 _ — “h2 S

= T = 4b c 2() oder x = 4b c 2()

Ohne Einschrankung ist die allgemeine quadratische Gleichung wieder als polynomialer
Ausdruck mit Leitkoeffizient 1 betrachtet worden. Auf den erweiterten konstruierbaren
Zahlen KT sind demnach beide Losungen auffindbar. Weiter zeigt sich, dass es auch

passieren kann, dass nur eine oder gar keine Losung vorhanden ist. Ist ib2 —c =0, so gibt

es wegen 0 = 07 nur eine Losung, nimlich = 0 — 3b = (3b)T. Ist hingegen $b? — ¢ < 0,

so gibt es keine Losung, denn wegen (N7) gilt fiir alle @ € K mit a # 0 gerade, dass
a? = (at)? > 0 ist.

Ahnlich zur Losung der Differenzproblematik bei konstruierbaren Zahlen, lisst sich
diese Quadratproblematik bei den erweiterten konstruierbaren Zahlen durch eine weitere

Zahlenbereichserweiterung auflosen.

Es wird zunéchst ein Rechengesetz fiir Wurzelausdriicke formuliert, womit sich die
Problematik auf einen einzelnen Spezialfall reduziert. Auch gilt wegen (N6) und (ME)
fiir jede konstruierbare Zahl a € K gerade a™ = (1-a)* =17 - a. Es wird im Anschluss

gezeigt, dass sich damit der Fall von oben folgendermafen vereinfacht:
Vat =V1t.-a = V1t - \/CT

Lemma 5.30. Seien a,b € KT zwei erweiterte konstruierbare Zahlen. Dann gilt:

Va b = a Vb

Beweis. Es gilt

(Va - vb)? = (Va-Vb)- (Va'- V)
) @ Vb - (va V)]
VN (VRN B/
B Va((Va VB - VB
VIV (VE V)]
2 (W@ va) - (VB V)
= va* Vb =a-b.
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Es ldsst sich demnach vat tatsdchlich auf den Fall V1T - \/a’ zuriickfiihren. Dort ist
Vva' € K bereits bekannt. Lediglich der einzelne Fall v/ 1+ muss behandelt werden.

Ab dieser Stelle folgt die weitere Betrachtung von Zahlenbereichen der oben bereits
dargestellten Behandlung als algebraische Strukturen. Die geometrische Veranschauli-
chung musste grofstenteils nach Einfiihren negativer Zahlen verlassen werden und wird
hier nicht weiter fortgesetzt. Der Vollstéandigkeit halber wird an dieser Stelle abschliefend
eine kurze Abhandlung konstruierbarer Zahlen — oder besser konstruierbarer Punkte —
im Sinne einer moderneren Korpertheorie dargestellt. Sie richtet sich mafgeblich nach
KARPFINGER und MEYBERG (2017).

Es bezeichne £ die euklidische Ebene und S C £ eine Teilmenge von Punkten von
E. Mit Zirkel und Lineal lassen sich aus diesen Punkten von S weitere Punkte in £
konstruieren, die nicht notwendigerweise selbst in S liegen miissen. Die Konstruktionen
mit Zirkel und Lineal umfassen dabei Schnittpunkte zweier nicht paralleler Geraden
durch je zwei Punkte von S, Schnittpunkte eines Kreises um einen Punkt aus S mit
Radius dem Abstand zweier Punkte aus S und einer Geraden durch zwei Punkte aus
S und Schnittpunkte zweier Kreise um je einen Punkt aus S mit jeweils Radius dem
Abstand je zweier Punkte aus S (siche Abbildung 5.25).

TI
1 0
T2

Abb. 5.25.: Konstruktionen mit Zirkel und Lineal in der euklidischen Ebene. Gegebene Punkte sind
schwarz, neu konstruierte Punkte weift markiert (KARPFINGER & MEYBERG, 2017, S. 294).

Es bezeichne weiter ST die Menge S vereinigt mit der Menge aller wie oben beschrie-
benen moglichen Schnittpunkte. Definiert man nun schrittweise Sp := S und S; := S;"
fiir alle 7 € N, dann gilt Sy € 57 C S9 C ... und man nennt

K(S) := fj S;
=0
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die Menge der aus S mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte. Im Folgenden wird
die euklidische Ebene mit C interpretiert. Seien dazu A, B € S zwei verschiedene Punkte,
dann wihle man ein kartesisches Koordinatensystem derart, dass A = (0/0) und B = (10).
Man beachte, dass hier |S| > 2 gelten muss. Zudem wird der Punkt (z|y) € £ mit dem
Punkt z = 2 + yi € C identifiziert.

Lemma 5.31. Fiir eine Menge an Punkten S ist K(S) der Durchschnitt aller
Teilkorper K von C, die die Eigenschaften

i) SCK

(i) ze K=z €K

(i) re K >z€ K

erfillen.

Beweis. Es wurde mit den Konstruktionen der Grundrechenarten in den Abbildungen 5.5
(Addition), 5.17 (Subtraktion), 5.19 (Multiplikation) und 5.12 (Division) bereits gezeigt,
dass IC(S) ein Korper ist. Es werden dazu lediglich der Strahlensatz, der Hohensatz und
der Satz des THALES bendtigt, welche jeweils durch die dargestellten Konstruktionen
abgedeckt sind. Damit ist K(S) insbesondere ein Teilkérper von C. Sei nun K ein
beliebiger Teilkérper von C, der die Eigenschaften (i), (ii) und (iii) erfiillt. Es wird nun
behauptet, dass fiir alle n € Ny schon S, C K gilt. Dies wird mit Hilfe einer vollstadndigen

Induktion iiber n € Ny bewiesen.
e Sein = 0. Dann gilt Sp =5 C K wegen (i).

e Sein>0und S, C K. Es ist S,11 = S;". Sind 21,20 € S,, zwei Punkte, dann

v
gibt es a,b,c € RN S, € RN K, sodass die Gerade durch z; und 2o durch die
Gleichung

ar +by+c=0 (5.1)

beschrieben ist. Ebenfalls gibt es fiir einen Kreis um wy; € S, durch wy € S,

v
Koeffizienten d, e, f € RN .S, C RN K, sodass dieser Kreis durch die Gleichung
224y +de+ey+ f=0 (5.2)

beschrieben ist. Jeder Schnittpunkt zweier nicht-paralleler Geraden durch je zwei

Punkte aus S, erfiillt dann ein lineares Gleichungssystem aus zwei Gleichungen
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der Form (5.1). Wegen S, € K und weil K ein Korper ist, sind Real- und
Imaginérteil der Losung jeweils aus RN K und damit die Losung selbst aus K, denn
i=+/—1"€ K, wegen (ii). Eine Losung (falls vorhanden) eines Gleichungssystems
aus einer linearen Gleichung der Form (5.1) und einer quadratischen Gleichung der
Form (5.2) ist Losung einer quadratischen Gleichung in einer Variablen. Wegen
S, € K, K Korper und (ii) ist die Losung wieder aus K. Eine Losung (falls
vorhanden) eines Gleichungssystems aus zwei quadratischen Gleichungen der Form
(5.2) erfiillt schlieklich die lineare Gleichung

24y’ tdrtey+f = 0= 2?4y’ +da+ey+f o (d—d)z+(e—e)y+(f—f) = 0.

Wegen S, C K und K ist Korper, liegt auch die Losung dieser Gleichung in K.
Also ist Sp11 C K.

Damit liegt fiir alle n € Ny die Menge S,, in K und es folgt K£(S) C K. O

Lemma 5.32. Sei S C C mit 0,1 € S. Es liegt a € C genau dann in K(S), wenn
es Teilkorper Ky, ..., K,,n € N von C mit den Eigenschaften

(i) QSUS)=KyCK;C...CK,
(ii’) [Kz : Kifl] =2firie {1, c. ,n}
(iii") a € K,
gibt.
Beweis. Zu ,<". Seien Ki,..., K, Teilkérper von C die (i’), (ii’) und (iii’) erfiillen.

Es wird behauptet, dass fiir alle n € Ny schon K,, C K(S5) gilt. Es folgt erneut eine
Induktion Gber n € Ny.

e Sein =0. Wegen Q,5,S C K(S) und K(S) Kérper, folgt Ko C K(S).

e Sein >0 und K,, C K(S). Wegen [K,+1 | K] =2, gibt es fir ein z € K41 \ K,
gewisse a, f € K,,, sodass 22 + az + 3 = 0. Setze ¢ := z + %a, dann gilt ¢ € K,,,

denn
1
02:(z—|—504)2
2 L,
==z —I-Ozz—l-zoz
2 Lo 1,
=z +az+ﬁfﬁ+1a =1° —pe K,

167



5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte in der Lehramtsausbildung

v
und K, 11 = K,(c), denn ¢ ¢ K,,, da sonst z = ¢ — %a € K,,. Wegen ¢® € K,, C

K(S) folgt geméf Lemma 5.31 (ii), dass ¢ € K(S) und damit K41 = K,(c) C
K(S).

Wegen (iii’) folgt dann direkt die Aussage.

Zu ,,=". Sei 2 die Menge aller a € C, fiir die es jene Teilkorper K1, ..., K, von C gibt,
die die Eigenschaften (i’), (ii’) und (iii’) erfiillen. Seien a,b € ,a # 0, dann gibt es
folglich wegen (ii’) endlich viele ay,...,a, € Cund by,...,bs € C, sodass

KogKo(al)g...gKo(al,...,ar)Ba
KogKo(bl)g...gKo(bl,...,bs)Bb

mit af,, € Ko(a1,...,a;) und b7,; € Ko(by,...,b;). Dann folgt

KO Q Ko(al) Q g Ko(al,...,a,«)
gKo(al,...,ar,bl) c... gKo(al,...,aT,bl,...,bs) =M

und a,b € M. Weiter gilt fiir zwei aufeinanderfolgende Korper L C L’ dieses Korperturms
gerade [L' : L] < 2. Dann gilt insbesondere a + b,a — b, ab,a=* € M C Q. Also ist Q ein
Teilkorper von C. Man kann zeigen, dass €2 sogar ein Teilkorper von C ist, der (i), (ii)

und (iii) von Lemma 5.31 erfiillt.
e Zu (i). Wegen (i) gilt auch direkt S C Q.

e Zu (ii). Ist weiter z € 2, dann wegen (iii’) auch z € K, und somit gilt [K,(1/z) :
K,] < 2 mit dem Polynom X? — z € K,[X] als Kandidat fiir ein Minimalpolynom.
Man setze K11 := K,(1/2), dann gilt /2" € K,1 und die Eigenschaften (i’)
und (ii’) werden vom Koérperturm Ky C ... C K,, C K, ;1 auch erfiillt, also ist

Vz e Q.

e Zu (iii). Man betrachte zusétzlich den Automorphismus
7:C—>C,z—7Z

aus C. Es ist dann auch fiir alle i € {1,...,n} die Menge K; := 7(K;) ein
Teilkérper von C. Zusitzlich gilt 7(Q) = Q sowie 7(SUS) = S U S. Demnach ist
Ky C 7(Kp) und insgesamt Ky = 7(Kj). Sei nun z € 2, dann gibt es eine Kette
KyCKC...C K, mit [Kj+1: K;] =2und z € K,,. Fir alle i € {1,...n} gilt
[Ki+1: K;] <2, d. h. es gibt analog zu oben ein a;, sodass es fiir jedes a € K;;1
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gewisse a, § € K; gibt, sodass a von der Form a = « 4 a;, wobei a? € K, ist, d. h.
K/L'Jrl = Kz(az) Es gﬂt

Kit12a=a+ fa;=a+ fa;

und @;2 = a? € K;, d.h. Kiy1 = K;(a;) und [K;11 : K;] < 2. Wegen z € K, gilt
dann 7 € Q.

Es erfiillt also 2 alle drei Eigenschaften (i), (ii) und (iii) aus Lemma 5.31 und es folgt
K(S) C Q. Liegt also a in K(.5), so liegt a in  und erfiillt damit (i’), (ii’) und (iii’). O

Als unmittelbare Konsequenz ist also @ € C nur dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn [Ky(a) : Ko] eine Zweierpotenz ist. Nimmt man S = {0,1}, so ist
Ko =Q(SuUS) = Q. Dann ist @ € C nur dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
[Q(a) : Q] eine Zweierpotenz ist. Ist a algebraisch iiber Q, so muss das Minimalpolynom

von a Uber Q in diesem Fall eine Zweierpotenz als Grad haben, denn dieser Grad ist
gerade gleich [Q(a) : Q.

5.5. Quadratische Gleichungen in zwei Variablen

Losungsmengen von quadratischen Gleichungen in zwei Variablen sind besondere Punkt-
mengen in einer Ebene. Sie sind derzeit fester Bestandteil des nicht vertieften Lehramts-
studiums fiir Hauptfach Mathematik in Bayern und dort auch Teil der abschlieffenden
ersten Staatsexamenspriifung. Im vertieften Studium und den Bachelor-Studiengéngen
finden sie ab und zu Einzug in eine Lineare Algebra zu Beginn des Studiums. In einigen
Wahlbereichen kénnen sie auch in einer (algebraischen) Geometrie behandelt werden.
Gerade im Hinblick auf die Sekundarstufe II bietet dieses Thema eine Moglichkeit zur
Vertiefung der Kenntnisse der ebenen analytischen Geometrie. Zudem ist es ein sehr
anschauliches Themenfeld, das gerade die Idee der Mustererkennung und Klassifizierung
in der Mathematik bildlich darstellen kann. Die weiteren Ausfiihrungen sind an der
Analytischen Geometrie von SCHNEIDER (2015) orientiert. Ergénzungen stammen von
BoscH (2008).

Kegelschnitte sind Punktmengen, die beim Schnitt von Doppelkegeln bzw. Kreiszy-
lindern mit Ebenen im Raum entstehen. Algebraisch lassen sich diese als quadratische
Polynomgleichungen in zwei Variablen beschreiben. Doppelkegel und Kreiszylinder sind
spezielle Flachen im Raum, wohingegen Kegelschnitte dann Kurven in der Ebene sind.

Allgemeiner léasst sich der Begriff einer Quadrik definieren.
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5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte in der Lehramtsausbildung

Definition 5.33. Sei n € N eine natiirliche Zahl und p(Xi,...,X,) €
R[X1,...,X,] mit Grad(p) = 2 ein quadratisches Polynom mit reellen Koeffi-

zienten. Dann nennt man die Menge

Q: {(xla"wxn)T e R" ’p(xla"'y-xn) :O}

eine Quadrik. Fiir n = 2 spricht man auch von Kurven zweiter Ordnung; Fiir
n = 3 von Fldchen zweiter Ordnung. Die Ordnung bezieht sich dabei auf den Grad
des Polynoms p.

Als Beispiele fiir Flachen zweiter Ordnung ist der oben bereits erwdhnte Doppelkegel
bspw. durch die Gleichung 23 + 3 — 23 = 0 bzw. fiir 7 € R mit 7 > 0 der Kreiszylinder
bspw. durch die Gleichung 2% + 23 — 72 = 0 beschrieben (siche Abb. 5.26).

Abb. 5.26.: Doppelkegel (links) und Kreiszylinder (rechts) als Teilmengen des R3.

Ist @ eine Fliche zweiter Ordnung und E eine Ebene im R?, dann lisst sich der Schnitt
Q@ N E von () und E durch ein geeignetes Koordinatensystem ermitteln. Es bezeichne K
das Grundkoordinatensystem, bzgl. dem die Quadrik und die Ebene gegeben sind. Die
Quadrik habe dort die folgende Darstellung:

Q: a:c% + bx% + cazg + dxix9 + ex1x3 + froxs + gr1 +ix0 + jXrs+ k=0

Dabei sind a,b,¢,d, e, f, g, h,i,j, k € R mit (a,b,c,d,e, f) # (0,0,0,0,0,0). Weiter seien
a,B,7,0 € R, (e, 8,7) # (0,0,0) sodass die Ebene E durch

E:ax)+ Bro+vyx3+9=0
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5.5. Quadratische Gleichungen in zwei Variablen

beschrieben ist. Wihlt man nun eine Orthonormalbasis'* B’ = (b}, b, b;) von R? derart,
dass b), b, parallel und b5 orthogonale zu E stehen und zusétzlich P’ € E ein Punkt auf
E ist, dann nimmt F bzgl. des Koordinatensystems K’ = (P’, B') die Form

E:2b=0

an. Der Koordinatenwechsel ist dabei mit der orthogonalen Basiswechselmatrix T(B’, B)

als
x1 @)
=
zo | =T(B,B) | o | +7
T3 xh

gegeben, wobei ]7 den Ortsvektor von P’ bzgl. K beschreibt. Auch @ lasst sich bzgl. K’

darstellen:

Q:da? +Val} + a + daahy + el + fabal + g/l +iah + jah + K =0
Hier sind weiterhin o', b ¢, d' e/, f',¢' 0, i',j',k € R mit (d,b,c,d e, f") #
(0,0,0,0,0,0). Die Schnittmenge @ N E' ist dann durch

QNE:dz? +Va} +daiah+ gl +iah+k =0

festgelegt. In der Ebene E selbst beschreibt diese Gleichung eine Kurve zweiter Ordnung.

Fiir die weitere Untersuchung von Quadriken sind also offensichtlich derartige Ko-
ordinatenwechsel niitzlich. Man kann diese auch als umkehrbare Abbildungen im R™
interpretieren, die affine Unterrdume auf affine Unterrdume von gleicher Dimension
abbilden. Es lassen sich dann Typen von Kurven zweiter Ordnung unterscheiden. Vor
allem die Beschreibung in Normalformen ist damit von Interesse. Fordert man zusétzlich
eine Langentreue der Abbildungen, so lassen sich die betrachteten Punktmengen sogar
beliebig im Raum anordnen, ohne dass deren Form veréndert wird. Eine Unterscheidung

hinsichtlich der Kongruenz von geometrischen Figuren wird hiermit angestofsen.

Definition 5.34. Sei n € N eine natiirliche Zahl. Man nennt eine Abbildung
@ : R®" - R" genau dann eine affine Punktabbildung, wenn es eine reelle Matrix
A € R™" und einen reellen Vektor ¢ € R™ gibt, sodass fiir die Ortsvektoren
z,y € R" eines Punktes X und seines Bildpunktes Y = ¢(X) im Bezug auf

4 Beispielsweise bzgl. des Standardskalarprodukts.
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5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte in der Lehramtsausbildung

das kanonische Koordinatensystem die Beziehung y = Ax + t gilt. Die lineare
Abbildung

¢ R" - R" 2+ Az

wird oftmals die von ¢ induzierte lineare Vektorabbildung und t der Translations-
vektor von ¢ genannt. Ist ¢ eine bijektive Abbildung, so spricht man auch von
einer Affinitdt oder affinen Transformation. Ist ¢ zusétzlich langentreu, so nennt
man sie eine Bewegung und im vorliegenden Fall der ebenen Geometrie auch eine

Kongruenzabbildung.®

@Zur Sicherheit sei erwdhnt, dass hier und bei allem Zukiinftigem das Standardskalarprodukt
das relevante Skalarprodukt ist.

Fir A = E € R™" handelt es sich bei ¢ um die einfache Translation x +— x + .
Diese ist bijektiv mit der Umkehrabbildung = +— x — t. Eine affine Punktabbildung ¢ ist
demnach genau dann bijektiv, wenn die von ihr induzierte lineare Vektorabbildung ¢’
bijektiv ist. Auch die Entscheidung, ob eine affine Punktabbildung eine Bewegung ist,

lasst sich anhand der induzierten linearen Vektorabbildung treffen.

Lemma 5.35. Sei n € N eine natiirliche Zahl und ¢ : R® — R" eine affine
Punktabbildung. Dann ist ¢ genau dann eine Bewegung, wenn die von ¢ induzierte

lineare Vektorabbildung ¢’ orthogonal ist.

Beweis. Zu einem Punkt A € R" sei a der zugehorige Ortsvektor. Zum Punkt ¢(A) dann
entsprechend der Ortsvektor ¢(a). Seien X,Y € R™ zwei Punkte. Dann gilt zwischen ¢

und ¢’ der folgende Zusammenhang:

() —py) = Az +t — (Ay +1t) = Az — Ay = ¢'(x) — ¢'(y).

Es bleibt zu zeigen: ¢ Bewegung < ¢’ orthogonal.
Zu ,="*. Sei x € R™, dann gibt es einen Punkt X, sodass x gerade der Ortsvektor von
X ist. Weiter bezeichne O den Ursprung des vorliegenden Koordinatensystems. Dann

gilt:
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5.5. Quadratische Gleichungen in zwei Variablen

= dist(¢(X), ¢(0))
= dist(X, 0) = |z|

Zu <" Seien X und Y zwei Punkte des R” mit Ortsvektoren x,y. Dann gilt:

dist((X), ¢(Y)) = |e(y) — ¢(@)|
= |Ay +t — (Az + )]
= |Ay — Ax|
= ¥'(y) = ¢'(2)]
=ty — )]
= |y — z| = dist(X,Y)

O

Darstellende Matrizen von orthogonalen Abbildungen beziiglich Orthonormalbasen
sind bekanntlich orthogonale Matrizen und haben Determinante +1. Man nennt Be-
wegungen mit einer induzierten linearen Vektorabbildung mit Determinante 1 auch
orientierungserhaltend und ansonsten orientierungswechselnd. Da umgekehrt eine ortho-
gonale Matrix auch eine orthogonale lineare Abbildung induziert und eine Matrix genau
dann orthogonal ist, wenn ihre Spalten als Vektoren eine Orthonormalbasis bilden, sind
Bewegungen auch gerade die bereits verwendeten Koordiantentransformationen zwischen
Koordinatensystemen K = (P, B) und K’ = (P’, B') von R™ bei denen die Basen B und
B’ jeweils Orthonormalbasen sind (siehe Abb. 5.27).

P'p X

bo

P b

Abb. 5.27.: Beispielhafte Darstellung eines Koordinatenwechsels in RZ.

Um nun die moéglichen Kurven zweiter Ordnung in Typen unterteilen zu kénnen und
insbesondere auch auf anschauliche Formen iiberfiihren zu konnen, lohnt es sich, die

algebraische Schreibweise als Gleichung in eine Matrix-Schreibweise zu {ibersetzen. Ist also

173



5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte in der Lehramtsausbildung

eine Kurve zweiter Ordnung beschrieben durch @ : ax% +bxire + cx% +drit+exa+f=0
fir a,b,c,d, e, f € R mit (a,b,c) # (0,0,0), dann gilt

b

a b

0= ax%+bxla:2+cx§+dx1+eazg+f = (.711 a:2> !b 2
5 C

b
Es bezeichne ab sofort A := 2

— d
€ R?*? die Koeffizientematriz von Q,  := ( ) €
e

1
[ ]IS

c
R? den Translationsanteil von @ und v := f den konstanten Term von Q. Es ist A # 0
eine reelle symmetrische Matrix und damit insbesondere orthogonal diagonalisierbar,
d.h. es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A, sodass A bzgl. dieser
Basis in Diagonalform vorliegt. Bezeichne B die Standardbasis und B’ eine solche
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, dann ist T := T(B, B’) die Basiswechselmatrix

und diese ist orthogonal. Weiter gilt fiir die Eigenwerte A\; und Ay € R von A, dass
A0
A=T'DT=7TDT, tir D= |"! .
0 X

T

Sei nun 7 = ( ) ,3—37 = T7 der Vektor Z bzgl. B’ und E = TTB7, also 57 der Vektor

Z2
B) bzgl. B’ ist, dann ist

0=2TAZ + BT+~
=217 + (TT8)TZ + 4
= (T2)'D(T2)+ 8T (TZ) +~=2TDa' + §Ta’ + .
Demnach lasst sich jede Kurve zweiter Ordnung durch einen Basiswechsel auf eine Form
bringen, bei der der gemischte Term mit z}z}, verschwindet. Zudem sind in dieser Form

die Vorfaktoren vor den z- und z4-Termen gerade die Eigenwerte A1, A2 von A. Die

Form
M + Xoa + Biah + By + f =0

wird auch Hauptachsenform einer Quadrik ¢) genannt.
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Die linearen Terme lassen sich nun ebenfalls reduzieren. Ist fiir ein ¢ € {1,2} der

Eigenwert \; # 0 verschieden von Null, dann lisst sich der Term \;z/? + B/ durch

quadratische Ergénzung auf die Form \;(z 4+ f/\ii)2 -

2
ff\, bringen. Setzt man also

B
0 Ai =0

/

dann verschwindet durch die Translation  — z— p,l fir jedes i € {1,2} mit \; # 0 der
Dy

lineare Term mit . Diese Form nennt man auch euklidische Normalform. Sieht man die

Koordinaten in der euklidischen Normalform bzgl. des kanonischen Koordinatensystems
an, so gibt es eine Translation und eine Bewegung, die () auf diese euklidische Normalform
abbildet. Da die eben beschriebenen Transformationen jeweils fiir alle moglichen Kurven
zweiter Ordnung moglich sind und insbesondere auch umkehrbar beschrieben sind, lassen

sich aus den erreichten sehr einfachen Schreibweisen Klassen von Kurven ableiten.

Definition 5.36. Seien Q1, Q2 C R? zwei Kurven zweiter Ordnung und ¢ : R? —
R? eine Affinitit, sodass ¢(Q1) = Q2. Dann nennt man @; und Q2 vom selben
affinen Typ. Ist ¢ sogar eine Bewegung, dann heiffen Q1 und Q9 kongruent.

Lemma 5.37. Sei Q C R? eine Kurve zweiter Ordnung. Dann ist Q zu einer
Quadrik kongruent, die in euklidischer Normalform vorliegt. Namentlich sind das
fir a1, a2 € R\ {0} die durch die folgenden Gleichungen beschriebenen Kurven

zweiter Ordnung:

P 2 22 23
Sts5=L == —S-—-=1 -—5=1 -—5--5=1
ay a3 ay aiy  ap ajy ay a3

2 2 2 2 2

ry | Ty Ly ry Ty

*24'*2—0’ 7_07 7_7_0’

ay Gy ay ay  Gg

2

x i)

1

724_7:0

CL1 a9

Beweis. Wie oben beschrieben, ldsst sich eine Kurve zweiter Ordnung ) durch eine reelle
symmetrische Matrix 0 # A € R?*2, einen Vektor ﬁ € R? und einen Skalar v € R mittels
TTAZ+ ET 7+~ = 0 beschreiben. Sei weiter B’ eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren

von A zu den Eigenwerten A1, Ao € R, dann beschreibt die Koordinatentransformation
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7 — T(B,B')7 eine Bewegung. Beziiglich des Koordinatensystems K’ = (O, B’) ist
@ von der Form ;tD:? + ﬁT; + v = 0. Es ist dabei D in Diagonalform mit den
Eigenwerten A1, A2 € R von A auf der Diagonalen, wobei 0. E. Ay > Ay angenommen
wird. Sei weiter P’(p)|py) € R? ein Punkt, der durch

Bi
r_ T2 )\1#0
0 A =0

festgelegt ist. pj und p), sind die Koordinaten bzgl. K’. Die Koordinatentransformation
zwischen K’ und K" := (P’, B’) ist als Translation um den Ortsvektor p’ von P’ auch
eine Bewegung. Sie ist durch 2/ — 2’ 4 p’ beschrieben. Beziiglich K" hat @ die Form
S P SV
0 A

Die Koordinatentransformationen sind jeweils Bewegungen und damit () kongruent zu
seinen Darstellungen in den anderen Koordinatensystemen, insbesondere zu letzterer

Darstellung. Eine Fallunterscheidung nach A; und Ay liefert:

e Fall \ > Ao > 0: Es ist 8/ = 85 = 0 und dann die beiden Félle v/ = 0 und 7" # 0

— 2 2
zu unterscheiden. Im ersten liegt fiir a; := /' \; ! die Form Z—% + % =0 vor. Im
1 2

. . .. —1 . x? x2 x2 x2
zweiten liegt fiir a; := VA~ - /[7”| die Form -5 + 5 =1 oder ——% — =5 =1
1 2 1 2
VOr.

e Fall \; >0,y = 0: Es ist 8 = 0. Fiir den Fall, dass 5§ = 0 sind die Félle v =0

2

und 7" # 0 zu unterscheiden. Im ersten liegt fiir a1 := /A1 ~! die Form % =0

1
— 2 2
vor. Im zweiten liegt fiir a; := v\ L. V7| die Form % =1 oder 7% =1 vor.
Ist stattdessen 35 # 0, dann liegt zunéchst die Form

*[A O 4 (0 a) 7+~ =0

vor. Durch eine zusitzliche Verschiebung entlang der z/5-Achse um 851 - 4" mittels

2"+ g entsteht die Form
-

2

ﬁT )\1 0
0

"+ (0 g5) " =o.

— 2
Fiir a1 := v\ 1 und ay 1= Bg_l liegt also die Form % + 22 — ( vor.
1

az
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e Fall \; > 0,y < 0: Es ist 5/ = ) = 0 und dann die beiden Fille v = 0 und

~" # 0 zu unterscheiden. Im ersten liegt fiir a; := /A1 _1, a9 = V/—M\o ~! die Form
2 2 — —
Z—% — % = 0 vor. Im zweiten liegt fiir a; := /A1 LY V"], ag == v/ —Xo L. VI

2 2 2 2

. x X x X . . .

die Form —a§ — —ag =1 oder —a§ — —ag = 1 vor. Die zweitere Form ist nach tauschen
1 2 1 2

von z1 und x9 ebenfalls von ersterer Form.

e Fall \; =0, < 0: Es ist 8 = 0. Fiir den Fall, dass 5§ = 0 sind die Félle v =0
— 2

und v # 0 zu unterscheiden. Im ersten liegt fiir as := v/— g die Form —% =0
2

vor. Diese ist durch Vertauschen der z- und a5-Achse mittels einer Spiegelung

2 —
kongruent zur Form =4 = 0. Im zweiten liegt fiir ag := v/— o . V7" die Form
ay
2
:l:% = 1 vor. Ist stattdessen 37 # 0, dann lasst sich dieser Fall ebenfalls durch

2
2
. X . .
Vertauschen der 2~ und x3-Achse auf die Form -3 + 22 = 0 zuriickfiihren.
1

e Fall 0 > )\ > A\o: Esist 8/ = 85 = 0 und dann die beiden Félle v = 0 und 7" # 0

zu unterscheiden. Im ersten lasst sich die Gleichung durch Multiplikation mit —1
2
D)

2
auf den Fall Ay > Ay > 0 zuriickfithren. Es liegt also wieder die Form 2—; + 3= 0
1 2

. . .. -1 . x2 3
vor. Im zweiten liegt fiir a; := v—=A; - /|[7"| die Form ——% — =3 =1 oder
1:2 1 2
14 a—% =1 vor.
2

O]

Setzt man in Lemma 5.37 die Parameter a; = ao = 1, so lassen sich aus den unter-
schiedlichen euklidischen Normalformen direkt sogenannte affine Typen von Quadriken

in R? ablesen.

Korollar 5.38. Sei @ C R? eine Kurve zweiter Ordnung. Dann ist Q) vom selben

affinen Typ wie eine Quadrik, die in folgender Form vorliegt:

2, 2 2 2 2 2 2 2
ri+ry=1, w»=1 wr-x=1 -—r=1  —r-rn=I1

2 2 2 2 2
$1+x2:0, IIZO, ",Ul_xzz 3

J;% +x29=0
Man nennt diese Formen auch affine Typen.

Man mache sich dazu bewusst, dass besondere Affinitéiten gerade Skalierungen der

A0
Achsen sind. Beispielsweise streckt bzw. staucht die affine Transformation x — ! ] T
W
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| |
T2 ‘ T2 ‘
| |
| |
I I
l l
T 1 o
T T
| |
| |
| |
| |
| |
I I
I I
| |
| |
. . 172 12 $2
Ellipse/Kreis: = + =2 =1 Parallele Geraden: — =1
1 2 1
Z2
X1
2 2 2
Leere Menge: — 22 =1, -2 — 2 —
a 1 (7] 112
x2 x2
T T
. w2
Eine Gerade: =0
1
\ !
! Tro
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
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\ / :[,‘1
, .
, \
, \
. z2 22 22
Schneidende Geraden: =+ — =2 =0 Parabel: =% + aox9 =0
1 1

>
(I,E a

Abb. 5.28.: Affine Typen von Quadriken in R?. In grau sind zusitzlich die allgemeineren euklidischen
Normalformen angegeben. (a1,a2 € R\ {0})
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fir A\, p € R\ {0} die z1-Achse um den Faktor A und die x9-Achse um den Faktor u.
Wihrend bei Bewegungen wie auch bei Affinitaten Punkte auf Punkte, parallele/schnei-
dende Geraden auf parallele/schneidende Geraden sowie Zusammenhangskomponenten
auf Zusammenhangskomponenten abgebildet werden, erhalten lediglich Bewegungen
Abstédnde und Winkel. Als Konsequenz lasst sich bspw. jede Ellipse durch entsprechende
Skalierung der Achsen auf den Einheitskreis abbilden. In Abb. 5.28 sind die affinen
Typen mit den entsprechenden affinen Normalformen und ihre Verwandtschaft zu den
euklidischen Normalformen abgebildet.

Bevor nun ein Verfahren vorgestellt wird, mit dem der affine Typ einer Kurve zweiter
Ordnung bereits anhand der Koeffizienten der polynomialen Gleichung ermittelt werden
kann, wird zunéchst noch eine Typisierung hinsichtlich eines moglichen Mittelpunkts
vorgenommen. Man bezeichnet dabei einen Punkt der Ebene R? als Mittelpunkt ei-
ner Quadrik, wenn diese Quadrik nach Punktspiegelung all ihrer Punkte an diesem
Mittelpunkt wieder auf sich selbst abgebildet wird.

Definition 5.39. Sei Q C R™",n € N eine Quadrik und M € R" ein Punkt mit
Ortsvektor m € R™. Dann heifst M genau dann Mittelpunkt von @, wenn fiir alle
v € R™ aus m 4+ v € Q schon m —v € @ folgt. (Siehe Abb. 5.29)

Z2 Z2

m—v

m—+v m -+ v

I x1

Abb. 5.29.: Mittelpunkt einer Quadrik in R?

Lemma 5.40. Sei ) # Q C R™,n € N eine nicht leere Quadrik mit Gleichung
T Az 4+ BTz + v = 0 fiir eine symmetrische Matrix 0 # A € R™*", 5,2 € R und
v € Rund M € R” ein Punkt mit Ortsvektor m € R™. Dann ist M genau dann
ein Mittelpunkt von @, wenn Am —+ % 8 =0.
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Beweis. Zu ,,=*. Sei M ein Mittelpunkt von @) und v € R™ beliebig. Sei weiter m+v € Q,
dann folgt m — v € @, d. h. einerseits

0= (m+v)"A(m +v) + 87 (m +v) +~
=mPAm 4+ mT Av + o7 Am + 0T Av+ fTm + fTo + 4

und andererseits

0=(m—v)TAm —v)+ T (m—v)+~
=mPAm —mT Av —ovT Am + 0T Av + Tm — gTv + .

Es gilt zudem m? Av = (m? Av)T = v ATm = vT Am. Durch Subtrahieren der zweiten

von der ersten Gleichung erhélt man

0 =2mT Av + 20T Am + 287w

= 40T Am + 2073 = 40T (Am + %ﬁ)

Damit dies fiir beliebige v € R™ immer gilt, muss es insbesondere fiir v = Am + %B
gelten. Dann ist 0 = 4(Am + 358)7 (Am + %ﬂ) = 4|Am + %5\2 und wegen der positiven
Definitheit des Standardskalarprodukts folgt dann Am + % B8 =0.

Zu <. Es gelte Am + %ﬁ = 0 fiir den Ortsvektor m € R™ eines Punktes M € R".
Dann gilt fiir alle v € R™

1
0 = 4vT (Am + 5B)

= 40T Am + 2078 = 2mT Av + 207 Am + 287 v.
Ist nun m +v € @, d.h.

0=(m+v)A(m+v)+ 81 (m +v) +v
=mPAm +mT Av+ovT Am + 0T Av+ gTm + Tv + 7.

Erneute Subtraktion liefert schlieflich:

0=m"Am — mT Av — vT Am + T Av + BT’m — ﬁTU + v
=(m—v)TAm —v)+ BT (m—v)+~

Also ist m — v € @ und damit M ein Mittelpunkt von Q. O
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Die Formel Am + % B liefert auch fiir leere Quadriken Mittelpunkte mit reellen Ko-
ordinaten, die aber wegen ihrer Nichtexistenz als imaginidre Mittelpunkte bezeichnet

werden.

Lemma 5.41. Sei Q C R",n € N eine Quadrik, M € R" ein Punkt und ¢ : R" —
R™ eine Bewegung. Dann ist M genau dann ein Mittelpunkt von @, wenn o(M)
ein Mittelpunkt von ¢(Q) ist.

Beweis. Sei Q eine Quadrik, die durch 7 Az + 72 +~ = 0 beschrieben ist. Wie immer
ist 0 # A € R™" eine symmetrische Matrix und g € R™, v € R. Weiter gibt es eine
orthogonale Matrix 7' € R™ und einen Vektor ¢t € R™, sodass p(x) = Tx +t =: y. Es ist
dann ¢(Q) von der Form

0=(T"(y = t)TAT (y — 1)) + BT(TT(y — 1) +~
= (7Y — TTHT AT y — T78) + B7(TTy — TT1) +
=@WI'T —t"DATTy —TTt) + 1T Ty — BT Tt + ~
=yTTAT Ty —yTTATTt —tTTT AT Ty + tTTT ATt + BT Ty — BT TTt +
=y Ay + (BT =27 Ay + ' =y Ay + 8Ty +
fiir 0 #£ A" := TATT € R™ "™ symmetrisch, ' := T8 — 2A't € R,y :=tTA't — 7Tt +
v eR.
Zu ,,=*. Sei M ein Mittelpunkt von @, d.h. fiir den Ortsvektor m € R™ von M gilt
Am + %ﬁ =0, dann gilt
/ 1 ! T 1 T
1
=TAm +TATTt + 5Tﬁ —TAT"t
1
:T(Am—i—iﬁ) =T0=0

Zu <= p(Q) ist eine Quadrik. Sei (M) ein Mittelpunkt von p(Q). ¢! : R? — R? ist
eine Bewegung und nach ,=* o~ (¢p(M)) = M ein Mittelpunkt von ¢~ (p(Q)) = Q. O

Insgesamt sind also die Mittelpunkte jeder (nicht leeren) Quadrik der Form z¥ Az +
BTz 4+ v = 0 genau die Menge

1
Mi={X €R" | Az + 36 =0}.
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5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte in der Lehramtsausbildung

Es geniigt demnach die Betrachtung der Mittelpunkte an Quadriken in euklidischer
Normalform (siehe Abb. 5.30). Dass hier nur von einer nicht-leeren Quadrik gesprochen
werden sollte, liegt an der logischen Struktur der Definition von Mittelpunkten iiber eine
Implikation. Man stelle sich die Quadrik der leeren Menge mit der Gleichung z? = —1
vor. Jeder Punkt M € R? erfiillt die Definition eines Mittelpunkts. Jedoch liefert das

0
Gleichungssystem Am + % B = 0 in diesem Fall die Losungsmenge R <1> C R2. Auch

die leere Menge —23 — 23 — 1 = 0 hat per Definition ganz R? als Mittelpunkte und nach
der Mittelpunktgleichung aber nur den Mittelpunkt (0]0). Betrachtet man diese beiden
affinen Normalformen der leeren Menge genauer, dann liefse sich eine Losung zumindest

in (iR)? angeben. Die Form wiirde sich entsprechend zu
(ir1)> = -1 o 2i =1, baw. — (iz1)* — (ize)?’ =1 2? + 23 =1

wandeln. Man spricht aus diesem Grund auch von einem imagindren parallelen Ge-
radenpaar, bzw. von einer tmagindren Ellipse. Die aus den Mittelpunktgleichungen
resultierenden Mittelpunkte sind jetzt anschaulich akzeptabel.

Eine Quadrik, die mindestens einen Mittelpunkt besitzt, nennt man auch Mittelpunkt-
quadrik. Quadriken ohne Mittelpunkte werden parabolische Quadriken genannt. In R? ist
lediglich die Parabel eine parabolische Quadrik.

Z2 T2 Z2

N . .
\U

X9 9 ) i)

I x1 I x1

Abb. 5.30.: Mengen der Mittelpunkte (blau) der affinen Typen in R?.

Im Folgenden wird die imaginare Ellipse zum affinen Typ der Ellipse und das imaginére
parallele Geradenpaar zum affinen Typ paralleler Geraden gezdhlt. Dann lésst sich eine
Entscheidung hinsichtlich des affinen Typs einer beliebigen Quadrik fast vollstéandig

deterministisch anhand der Koeffizienten der polynomialen Gleichung treffen.
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Satz 5.42. Sei @ : ax% +bxixo + cx% +dx1 +exs + f = 0 eine Quadrik in R? mit
a,b,c,d,e, f € R,(a,b,c)# (0,0,0). Seien weiter

Al =

o NI

N Q
s NI NI

] sowie Ag 1=

N e Q
e O o

die sogenannte Koeffizientenmatrix bzw. erweiterte Koeffizientenmatrix von )
mit d; := det(A;),Js := det(Az). Dann gilt:
[ (52 7& 0:
— 01 > 0: Q ist eine Ellipse
— 01 = 0: Q ist eine Parabel

— 01 < 0: @ ist eine Hyperbel

e J5 =0:
— 01 > 0: @ ist ein Punkt
— 01 = 0: @ ist ein Paar paralleler Geraden

— 01 < 0: Q ist ein Paar schneidender Geraden

Beweis. Sei @ die entsprechende Quadrik mit der Form 7 Az + T2 +~v = 0, d.h.
d

B = ( ) € R2 und v = f € R. Sei weiter Q' die Quadrik @ in Hauptachsenform und
e

Q" die Quadrik @ in euklidischer Normalform. Der Ubergang Q — Q' wird durch eine
orthogonale lineare Abbildung z + Tz mit orthogonaler Matrix T' € R?*? erreicht. Fiir
den Ubergang Q' — Q" ist eine Verschiebung x — = + t zusténdig. Es wird nun gezeigt,
dass fir ¢ € {1,2} det(4;) = det(A}) = det(A) gilt. Dabei sind A;, A, AY jeweils die
(erweiterten) Koeffizientematrizen von @ bzw. Q' bzw. Q.

In Hauptachsenform liegt Q' als /7 A}z’ + 872’ ++' mit A} = TA;TT in Diagonalform,
' =TS und 7/ = 7 vor. Damit haben A; und A} als ahnliche Matrizen die gleiche

Determinante. Weiter ist

7T 0
0 1

Ay B
BIT ,Y/

TATT T8
BT

T 0
0 1

A B
BTy

Al = _ _ . .

)

d. h.

T

det(A%) = det( [g ?] )-det(Ag)-det( [Z;) (1)] ) = det(T)-det(Az)-det(TT) = det(Ay)
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5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte in der Lehramtsausbildung

At 0
Es gilt weiter A] = A = 01 , A1, A2 Eigenwerte von A und damit auch det(A]) =

2
det(AY). Ist Q" nun eine Mittelpunktquadrik und P’ ein Mittelpunkt durch den Ortsvektor
P
= ( 2@;) , dann liefert die Translation 2’ — x’ —p’ gerade die euklidische Normalform
T2\
Q" von Q' bzw. Q. Zudem gilt A'p' + 18 = 0 & A'p' = —3p'. Fiir die erweiterten

Koeffizientematrizen ergibt sich

0= (2" +p) A" +p) + 87 (" +p) +7
="M A"+ 2p T Al + p T Alp + BT 4+ BT 4y
= 2" A"+ (2pT AL+ B + T AW + BT+
= 2"t A" + g+,

wobei A = A}, " =2A41p' + B+ = pT A + BTp + . Wegen Ajp/ + 38 =0 gilt
dann sogar 8" =0 und v = $87p’ + ~. Also:

N0 2 A O 0
Ay =10 X %é und AY = [0 Ao 0
T % 0 0 187TW+q

Damit sind die Determinanten

COW:

det(A}) = A Aoy — ZMQ —- 22\

4
und
mo_ 17,
det(Ay) = )\1)\2(2ﬁ P +7)
_ Lo By . By - 5 B
= )\1>\2(§(—27/\151 - @52) +79) = AAey — 7)\2 — 7)\1

gleich. Ist nun abschliefend @ eine Parabel, also 0. E. A1 > A9 = 0 die Eigenwerte von
Ay, dann ist Q' von der Form /T Al2’ + T2’ ++/ = 0 mit

A O
A = ],7’—7-

0 0

Der Ubergang von @’ zur euklidischen Normalform Q" erfolgt nun mittels der Translation

_ 4 2

2’ — 2’ — ¢, wobei diesmal ¢/ = ( ;/)‘1> mit ¢ := é_l(lel — 7). Man beachte, dass in
2

der Hauptachsenform der Parabel ) # 0 gilt. Es ist jetzt nicht A'p’ + % B = 0, weswegen
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5.5. Quadratische Gleichungen in zwei Variablen

die Form von Q" hindisch ermittelt wird. Insbesondere 3” und 4" miissen gesondert

v () () -+(0) () - ()

,71/ — q/TAllq/ +6,Tq,+’7

betrachtet werden.

B//_QAllq/+I672

B B
’ A O =1 1
— _i /> 1 2\ ( /) 2)\1 +
( o 2) g ( " > B B " gl
/2 2
_ril—i‘f'ﬁz ¢ +v=0
Es sind also
N0 4 MO0
Ay=10 0 '%é und A5 =10 0 %

und damit
12

det(A}) = —AlTZ = det(AY).

Man erkennt hier bereits, dass fiir eine Parabel die Determinante der erweiterten Koeffi-

zientenmatrix nicht Null wird.

Es geniigt insgesamt also lediglich die Betrachtung der Determinanten der (erweiterten)

Koeffizientematrizen der euklidischen Normalformen. Diese sind fiir a;, a2 € R\ {0}:

o Bllipse 2+ % —1=0,d.h,
1

1
1 P 0 0
2
A =19 . und Ao = |0 & 0
O -3 as
%2 0 0 -1
also
1 1 )
det(A1) = ——5 >0, det(A2) = ——— <0, insbesondere det(Az) # 0,
ayay ajas
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oder imaginire Ellipse — >4 — x—% —1=0,d.h.
a1 a3
1
1 2 0 0
Ay=| " JudAy=|0 -4 0
4 0 0 -1
also
1 1 _
det(A;) = oy > 0, det(Ag) = 3. < 0, insbesondere det(Az) # 0.
192 192

Parabel: ﬁ + asxs =0, d. h.
ay

@)

1

= 0
A1 = |% und A2 =
0 0

o o &)
v o o
o vl

also

2
B < 0, insbesondere det(Asz) # 0.

det(Al) =0, det(Ag) =
4at

332 IQ
e Hyperbel: =5 — = —1=0, d.h.
1 2
1 Yoo
a0 \
A = 0 1 und A = | 0 2 0
2 0 0 -1
also
1 1
det(A;) = ———5 <0, det(4z) = m > 0, insbesondere det(As) # 0.

2
e Punkt: 2 + 22 =0,
ay )

1
L 0o o0
Al = 01 1 und A3 = | 0 P 0
@2 0 0 0
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also

1
det(Al) = 535 > 0, det(AQ) =0.

aya;
e Parallele Geraden: z—z —1=0,d.h.
1

1
1 P 0 0
A= | % und A2= {0 0 0

0 0

0 -1

also
det(Al) = 0, det(AQ) = 0,

2
oder imaginéres paralleles Geradenpaar _% —1=0,d.h.
1

1
1 —= 0 0
A= = und A2=1] 0 0 0
0 0
0 0 -1

also

det(Al) =0, det(AQ) =0.

e Schneidende Geraden: 2—; — jé =0, d.h.
1 2

1
P L0 0
A = %1 1 und Ao = | 0 —% 0
a3 0 0 0
also
1
det(Al) = —W < 0, det(AQ) =0.
193

O

Abschlieffend werden die Kurven zweiter Ordnung aus einem abstrakt algebraischen
Blickwinkel betrachtet. Lediglich die Hyperbel und das Paar paralleler Geraden besteht

augenscheinlich aus zwei Zusammenhangskomponenten. Davon sind selbige nur beim
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5. Sachanalysen der algebraischen Inhalte in der Lehramtsausbildung

Geradenpaar von mutmaflich linearer Struktur. Umgekehrt ldsst sich allerdings ein
Paar sich schneidender Geraden direkt aus den beiden einzelnen Geradengleichungen
rekonstruieren. Es beschreibt bspw. 1 — z9 = 0 die Winkelhalbierende des ersten und
dritten Quadranten wohingegen x1 + o = 0 die Winkelhalbierende des zweiten und
vierten Quadranten darstellt. Das Produkt 0 = (x1 — x2) (71 + m2) = 27 — 23 ist gerade
die affine Normalform der zwei sich schneidenden Geraden. Dass dieser algebraische
Effekt tatséchlich die geometrische Zeichnung darstellt liefert die Nullteilerfreiheit auf R.
Derzufolge folgt fiir 7, s € R aus rs = 0 schon 7 = 0 oder s = 0. Ist nun aber P(p;|p2) ein
Punkt der Ebene R?, dann liegt P genau dann auf dem sich schneidenden Geradenpaar,
wenn 0 = p? — p3 = (p1 — p2)(p1 + p2). Damit muss aber p; — pa = 0 oder p; + pa = 0

gelten, was dquivalent dazu ist, dass P auf der einen oder auf der anderen Geraden liegt.

Lemma 5.43. Sei f(X1,X2) € R[X1, Xo] ein reelles Polynom in zwei Variablen
mit Grad(f) = 2 und ¢ : R? — R? eine bijektive affine Punktabbildung. Ist
f(X1, X3) reduzibel, dann ist auch f(p1(X7, X2), p2(X7, X2)) reduzibel.

Beweis. Seien g(Xl, XQ), h(Xl, X2) S R[Xl, XQ], sodass f(Xl, Xg) = g(Xl, Xg)h(Xl, XQ)
Weil f(X7, X2) reduzibel ist, gilt Grad(g) = Grad(h) = 1. Weiter gibt es eine orthogonale
Matrix T € R?*2 und einen Vektor ¢ € R? sodass p(x) = Tz + t. Es ist dann

01(X1, Xo) = ann X1 + a12X2 + 11, 02(X1, X2) = a1 X1 + axeXs + t2,

wobei a11, a11, a11, @11, t1,t2 € R, sodass T' =
az1 G229 to

t
ail a12] b= ( 1) . Es gilt offensichtlich

Grad(f(cp(Xl,Xg))) < Grad(f(Xl,Xz)) = 2.
Analog gilt auch

2 = Grad(f(X1, X2)) = Grad(f(¢(¢ (X1, X2))))
< Grad(f(p(X1, X2))),

also Grad(f(¢1(X1, X2), p2(X1, X2))) = 2. Analog gilt dies fiir

Grad(g(p1(X1, X2), p2(X1, X2))) = Grad(h(p1(X1, X2), p2(X1, X2))) = 1.
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5.5. Quadratische Gleichungen in zwei Variablen

Satz 5.44. Sei f € R[X1, X3] ein reelles Polynom in zwei Variablen mit Grad(f) =
2 und Q : f(x1,22) = 0 eine Quadrik in R%. Dann ist @) genau dann eine Ellipse,
Hyperbel oder Parabel, wenn f irreduzibel in C[X1, Xo] ist. Andererseits ist @
genau dann ein sich schneidendes oder paralleles Geradenpaar oder ein Punkt,
wenn f reduzibel in C[X7, Xo] ist.

Beweis. Wegen Lemma 5.43 geniigt die Betrachtung der affinen Normalformen der ebe-
nen Quadriken aus Korollar 5.38. Es ist im Folgenden oftmals die Sichtweise C[ X1, X3] =
(C[X2])[X1] wichtig. Da C ein Korper ist, ist C[X2] ein Hauptidealbereich, also insbeson-
dere ein faktorieller Ring, d.h. dort sind irreduzible Elemente auch Primelemente. Da
auf Integritdtsbereichen die Umkehrung sowieso gilt, sind hier irreduzible Element nicht

mehr von Primelementen zu unterscheiden.

e Ellipse: Esist f(X1, X2) = X7+ X3 -1 = X?+(Xo+1)(X2—1) € (C[X3))[X1] bzw.
f(X1,X2) = X7+ X2+1 = X7+ (Xa+i)(X2—i). Das Element p = Xo+1 € R[Xy]
bzw. p = Xy +1 ist als Polynom von Grad 1 irreduzibel in C[X3]| und damit prim in
C[X3]. f ist ein primitives Polynom in C[X5][X ] undesgilt p1 1,p | (X2+1)(X2—1)
bzw.p1 1,p | (Xo+i)(X2—i) und p? § (X2+1)(X2—1) baw. p? { (Xa+i)(X2—i). Nach
dem Kriterium von Eisenstein ist f dann irreduzibel in (C[X2])[X;] = C[X1, X2].

e Hyperbel: Es ist f(X1,X2) = X? — X2 —1=X?—(Xo+1)(X2—1) € (C[Xa])[X1].
Das Element p = X5 4+ 1 € C[X3] ist erneut als Polynom von Grad 1 irreduzibel in
C[X2] und damit prim in C[X3]. f ist ein primitives Polynom in C[X3]|[X;] und es
gilt pt1,p| —(Xo+1)(X2 — 1) und p?{ —(X2 + 1)(X3 — 1). Nach dem Kriterium
von Eisenstein ist f dann wieder irreduzibel in (C[X3])[X1] = C[X1, X2].

e Parabel: Es ist f(X1,X2) = X7+ X5 € (C[X2])[X1]. Das Element p = X, € C[Xo]
ist als Polynom von Grad 1 ebenfalls irreduzibel in C[X5] und damit prim in
C[X2]. f ist ein primitives Polynom in C[X3][X;] und es gilt p 1 1,p | X2 und
p? ¥ Xo. Nach dem Kriterium von Eisenstein ist f dann auch irreduzibel in
(ClX2])[X1] = C[X1, Xo.

e Punkt: Es ist f(Xl,XQ) = X12 +X22 = (Xl +iX2)(X1 — iXQ).

e Parallele Geraden: Es ist f(X1, X2) = X7 +1 = (X1 +1)(X1 —i) baw. f(X1, X2) =
X2 -1=(X1+1)(X1-1).

e Schneidende Geraden: f(X1,X2) = X7 — X2 = (X1 + Xo)(X1 — Xo).

Es sind damit alle moglichen affinen Normalformen behandelt und deshalb gilt die zu

zeigende Aussage. O
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5.6. Fragestellungen zur Bearbeitung im Seminarkonzept

In diesem Abschnitt werden die Fragestellungen vorgestellt, die die Studierenden im
beschriebenen Seminar moglichst selbststéindig bearbeiten sollen. Die Fragestellungen
miissen entsprechend offen formuliert sein, wodurch eine selbststdndig Bearbeitung
initiiert werden soll, damit die Beobachtung von authentischen Arbeitsweisen bei den
Studierenden gelingen kann.

Fiir den ersten Inhaltsbereich Zahlen und Zahlenbereiche werden die folgenden vier

Fragestellungen fiir offene Arbeitsauftrage angesetzt:

(OA1) Man definiere eine konstruierbare Zahl als die Lange einer konstruierbaren Strecke.
Dabei ist eine konstruierbare Strecke eine Strecke, die durch Konstruktionen mit
Zirkel und Lineal und aus einer Grundstrecke der Lénge 1 hervorgeht. Diskutieren

Sie den Zahlenbereich der konstruierbaren Zahlen ausfiihrlich.

(OA2) Erstellen Sie ein minimales Axiomensystem fiir die formale Einfithrung negativer

Zahlen ausgehend von folgender Konvention:

a—2b falls a > b
(b—a)* fallsa<b

a—b=

(OA3) Interpretieren Sie die folgenden quadratischen Gleichungen geometrisch und versu-

chen Sie damit Losungen der Gleichungen abzuleiten.
(i) 22+ 10z = 39

(ii) 2% = 10z + 39

(iii) 2 +32 =12z

(OA4) Fihren Sie auf R drei imaginédre Einheiten ein und tiberpriifen Sie, inwiefern eine

korperdahnliche Struktur entstehen kann.

Es soll in (OA1) der historisch-genetische Zugang zu den schulrelevanten Zahlenbereichen
tiber die Konstruierbarkeit angestofsen werden. In (OA2) soll dann zu einer formalen
Beschreibung iibergegangen sowie in (OA3) deren Stérken selbst erfahren werden. Es
ist anzumerken, dass (OA2) eine gewisse Schwierigkeit in der Fragestellung dadurch
generiert, dass die angegebenen Eigenschaften bereits fiir ein minimales Axiomensystem
stehen. Die kognitive Leistung, die hier also von den Studierenden gefordert wird, ist
gerade die Erkenntnis, dass alle Rechengesetze, die man fiir die Grundrechenarten auf
ganzen Zahlen formulieren kann, durch die angegebene Charakterisierung bereits giiltig
sind. (OA4) steht abschliefend als Ausblick auf abstraktere Zahlenbereiche, die dennoch

als logische Fortsetzung zu verstehen sind.
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Fiir den zweiten Inhaltsbereich Quadratische Gleichungen in zwei Variablen werden

die folgenden drei Fragestellungen fiir offene Arbeitsauftrige angesetzt:

(OA5)

(OA6)

(OAT)

Betrachten Sie die Gleichung
a:c% + brizo + cx% +dxy +exo+ f =0,

wobei a, b, c,d,e, f € R und (a,b,c) # (0,0,0). Vergleichen Sie die Losungsmen-
ge dieser Gleichung mit den Schnittmengen eines Doppelkegels D, bzw. eines

Kreiszylinders K mit einer Ebene F im R3.

Beschreiben Sie die Parameter A, 3,~, A’ dahingehend ausfiihrlich, dass damit
neue Schreibweisen fiir die allgemeine quadratische Gleichung in zwei Variablen

folgendermafen entstehen:
ZTAZ + T2 +y=0, TTAT=0

Entwickeln Sie ausgehend von der Koeffizientenmatrix A zusammen mit der er-
weiterten Koeffizientenmatrix A’ ein Verfahren zur Bestimmung des Typs der

Losungsmenge einer quadratischen Gleichung in zwei Variablen.

Ein Paar sich schneidender Geraden lasst sich als Grenzfall einer Hyperbel betrach-
ten. Diskutieren Sie zunéchst diesen Gedanken und arbeiten Sie Unterschiede sowie
Gemeinsamkeiten von Hyperbel und Paar sich schneidender Geraden heraus. Kon-
trollieren Sie, ob sich insbesondere die Unterschiede auch an den entsprechenden
algebraischen Gleichungen erkennen lassen und iibertragen Sie ihre Erkenntnisse

auf die restlichen affinen Typen.

(OAb) soll zunéchst eine Verbindung von algebraischer Schreibweise und geometrischer

Anschauung schaffen. Gerade die Gleichung ist hier Anlass, die eigenen algebraischen

Werkzeuge und Strategien zu transformieren und zu erweitern. (OA6) liefert dann eine

formale Beschreibung von Kegelschnitten und eréffnet die Moglichkeit, sich iiber determi-

nistische Moglichkeiten Gedanken zu machen, was einer grundlegenden mathematischen

Uberlegung gleich kommt. (OA7) soll erneut einen Weg hin zu einer abstrakteren The-

matisierung des Problemgegenstands fithren, wobei die Formulierung das Aufstellen von

Hypothesen ermutigen soll.
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Teil IV

Qualitative Inhaltsanalyse der Lernprozess-
dokumentationen






6. Ergebnisse der qualitativen
Inhaltsanalysen der

Lernprozessdokumentationen

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse der durchgefiihrten qualitativen Inhaltsanalyse
zunéchst dargestellt und anschliefsend interpretiert. Zu Beginn wird in Abschnitt 6.1 das
Seminarkonzept festgelegt, im Rahmen dessen die Fragestellungen zu den Inhaltsbereichen
aus Abschnitt 5.6 gestellt werden und in dessen Durchfiihrung die zu untersuchenden
Dokumentationen der Studierenden entstehen. Im Anschluss werden die Ergebnisse
der drei einzelnen Inhaltsanalysen vorgestellt. Dabei wird in der Reihenfolge ihrer
Durchfiihrung vorgegangen. Zudem werden die Ergebnisse der einzelnen Inhaltsanalysen
immer auch zuerst zwischeninterpretiert, bevor mit den Ergebnissen der nachfolgenden
Analyse fortgefahren wird. Dies folgt dem strukturellen Aufbau der Studie, wonach die
einzelnen Inhaltsanalysen nicht losgelost voneinander durchgefiihrt wurden, sondern

jeweils aufeinander aufbauend angeordnet sind (siche Abschnitt 4.7).

6.1. Seminarkonzept und Materialauswahl

Die Konzeption des Seminars orientiert sich mafgeblich an den theoretischen Uberlegun-
gen zu offenen Problemstellungen, am selbstentdeckenden Lernen sowie am dialogischen
Lernmodell (sieche Abschnitt 3.2). Die Fragestellungen aus Abschnitt 5.6 werden den
Studierenden jeweils wochentlich nach einer (wochentlichen) Sitzung gestellt. Diese
haben dann fiinf Tage freie Bearbeitungszeit, bevor sie die Dokumentation ihres Bear-
beitungsprozesses in schriftlicher Form abgeben miissen. Die Dokumentation soll dabei
ganzheitlich und chronologisch erstellt sein. Das Hinzuziehen von externen Hilfsmitteln ist
ausdriicklich erlaubt, solange die Verwendung dokumentiert wird. Die Dokumentationen
werden bis zum néchsten Sitzungstermin von der Lehrperson gesichtet und mit minima-
len Riickmeldungen versehen. Diese Riickmeldungen werden in Form von Hékchen im
Sinne des dialogischen Lernmodells gesetzt. Auf Grundlage der Bearbeitungen wird eine
fachlich geprigte Sitzung gehalten, die insbesondere die Ideen der Studierenden aufgreift.

In den Sitzungsterminen wird eine fachliche Klarung der Fragestellung angestrebt, wobei
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keine Préasentation einer korrekten Losung gegeben, sondern vielmehr gemeinsam eine
Einordnung der bereits gefundenen Losungen, Ideen und Ansétze in das Themengebiet

erarbeitet wird.

Das Seminar ist fiir einen benoteten Wahlpflichtbereich an der Universitit Augsburg fiir
das gymnasiale Lehramt entworfen. Die Vergiitung im entsprechenden Modul ist mit sechs
ECTS-Punkten vorgegeben. Fiir die Beurteilung der Modulleistung werden einerseits
fachliche und andererseits dokumentarische Gesichtspunkte beriicksichtigt. Damit die
Studierenden die Fragestellungen auch wirklich frei selbst erkunden kénnen, wird die
fachliche Beurteilung der Bearbeitungen nicht direkt an den Dokumentationen vollzogen.
Die Studierenden haben die Moglichkeit, nach Ende der gestellten Fragestellungen und
im Anschluss an die Sitzungstermine die Dokumentationen mit den neu gewonnenen
Eindriicken zu iiberarbeiten und gesammelt in Form eines Portfolios am Semesterende
abzugeben. Erst diese werden abschlieffend auf fachliche Korrektheit beurteilt. Die
Bewertung dokumentarischer Aspekte erfolgt direkt an den wochentlich abgegebenen

Dokumentationen.

Das Seminar wurde in dieser Form in drei aufeinanderfolgenden Semestern (SoSe 22,
WiSe 22/23, SoSe 23) angeboten. Insgesamt haben 25 Student*innen daran teilgenommen
(SoSe 22: 8, WiSe 22/23: 13, SoSe 23: 4). Fiir die qualitative Inhaltsanalyse werden die
Dokumentationen ohne Anmerkungen der Lehrperson und vor einer etwaigen fachlichen
Erginzung herangezogen. In Inhaltsbereich 1 sind vier, in Inhaltsbereich 2 sind drei
(WiSe 22/23, SoSe 23) bzw. zwei (SoSe 22) Fragestellungen gestellt worden. Das ergibt
insgesamt 167 Dokumentationen von Bearbeitungen solcher Fragestellungen. Je eine
solche Dokumentation wird im Folgenden als Fall bezeichnet. Pro Student*in sind das
bis zu sieben Fille. Ein*e Student*in und die jeweils zugehorigen sieben oder weniger

Fille zusammengenommen werden fortan als Proband bezeichnet.

Es folgen nun die Ergebnisse der einzelnen qualitativen Inhaltsanalysen. Es wird mit
der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse begonnen, da diese auch als Grundlage

der anderen beiden verwendet wird.

6.2. Inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse

Bei dieser Inhaltsanalyse sind insgesamt 2699 Segmente codiert worden. Es ist dabei
ein Kategoriensystem aus drei Hauptkategorien entstanden, die in 30 Subkategorien
ausdifferenziert werden konnten. Die Subkategorien sind innerhalb der Hauptkategorien
noch zu insgesamt acht Subkategoriegruppen zusammengefasst worden (sieche Abbildung
6.1).
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Planung und Strukturierung xion und Einordnung

rdnung von Ergebnissen

AuBere Form und Dokumentation Uberlegungen zum Vorgehen

Einschriinkungen und Probleme

Aufzéhlungen und Tabelle
aufzéhlen

Pausen einlegen und planen

Beschreiben des Vorgehens Teilschritte und -ziele aufstellen

Ergebnisse kontrollieren

Hervorhebungsmittel Vermutungen und Tdeen formulieren Eigenes Vorgehen bewerten

. . Hypothesen, Auffilligkeiten und
Arbeitsweisen Folgefragen

(Zwischen-)Ergebnisse notieren Vorwissen aktivieren Emotionale AuBerung

»gien der Durchfiihrung

Allgemeinere mathematische Techniken

Analogien, Symmetrien und Invarianzen
suchen

Problemspezifische fachmathematische

Techniken

Ansatz eines Widerspruchs

Beispielgebundenes Vorgehe:

Geometrische Konstruktionen
Einzel- und Spezialfélle betrachten

Darstellungsform wechseln

Externe Hilfsmittel heranzichen E g ) G
Konkretes Beispicl angeben Peers/Internet/Literatur behandeln

Deduktives Ableiten und vorwiirtsarbeiten
Al i Skizen und Zeichnungen Software und Rechensysteme Grenz- und Extrempunkte betrachten

Systematisches Ausprobieren 1 zu 1 Ubernahme aus externer Quelle Zerlegen und Ergiinzen

Riickwirtsarbeiten

Abb. 6.1.: Ubersicht iiber das entstandene Kategoriensystem der inhaltlich-strukturierenden
Inhaltsanalyse.

Hauptkategorien

Es sind die folgenden drei Hauptkategorien entstanden: Planung und Strukturierung, Stra-
tegien der Durchfiihrung und Reflexion und Einordnung. Es wurde dabei unterschieden,
ob ein Segment der Dokumentation einen Schritt vor der tatsédchlichen Problembewél-
tigung, einen Schritt zur konkreten Problembewéltigung oder einen Schritt nach der
durchgefiihrten Problembewéltigung beschreibt. Fiir eine detailliertere Beschreibung der
Kategorien — der Hauptkategorien sowie insbesondere der anschlieffend vorgestellten
Subkategorien — wird an dieser Stelle auf den in Anhang C.1 aufgefiihrten Codierleitfaden

fiir die inhaltlich-strukturierende qualitative Inhaltsanalyse verwiesen.

Von den insgesamt 2699 codierten Segmenten wurden 853 Segmente mit der Hauptka-
tegorie Planung und Strukturierung, 1382 Segmente mit der Hauptkategorie Strategien
der Durchfiihrung und 464 Segmente mit der Hauptkategorie Reflexion und Einordnung
codiert. In Abbildung 6.2 sind die Anzahlen codierter Segmente pro Hauptkategorie
dargestellt. Tabelle 6.3 zeigt zusétzlich die Aufteilung der codierten Segmente auf die
einzelnen Probanden. In den Visualisierungen sind die Probanden mit #zy benannt.
Die dadurch entstandene Reihenfolge ist nicht génzlich zuféllig. Proband #01 bis #08
stellen die acht Probanden aus dem ersten Semester (SoSe 22), #09 bis #21 die 13
Probanden aus dem zweiten Semester (WiSe 22/23) und #22 bis #25 die vier Probanden
aus dem dritten Semester (SoSe 23) dar. Innerhalb der Semester ist die Reihenfolge der
Nummerierung zufillig gewahlt, wodurch kein Riickschluss von der Bezeichnung auf die
Identitét des Probanden moglich ist. Aus Griinden der Anschaulichkeit wurde jedem
Probanden eine Farbe zugeordnet, die im weiteren Verlauf der Arbeit gleichbleibend
verwendet wird. Sind in zwei verschiedenen Grafiken also Daten zu einzelnen Probanden

in einer gleichen Farbe markiert, dann gehoren diese auch zum selben Probanden.
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1500 -

1382

1125 -

. Planung und Strukturierung
. Strategien der Durchfithrung

. Reflexion und Einordnung

Abb. 6.2.: Anzahl codierter Segmente nach Hauptkategorien.

Kategorie HOL #02 #03 #04 #05 #06 #07 #08 #09 #10 #11 #12 #13 #14 #15 #16 #17 #18 #19 #20 #21 #22 #23 #24 #25
2 119 110 79 5 2 6 : 33 B 2699

BE 853

Strategien der Durchfiihrung 5 5 53 5 8 63 6 i 3 i 69 LY 1382

Reflexion und Einordnung E 5 0 3 8 3¢ 2 P, 42 4 8 464

104 60 85 2 82 119 110 79 152 157 112 65 173 68 123 32 87 76 2 93 47 250 200 133 148

Tab. 6.3.: Anzahl codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Proband.

Subkategorien und Subkategoriegruppen

Es wurden insgesamt 30 Subkategorien codiert. Dabei entfallen acht Subkategorien
auf die erste Hauptkategorie Planung und Strukturierung, 17 Subkategorien auf die
zweite Hauptkategorie Strategien der Durchfiihrung und die restlichen fiinf Subkategorien
auf die dritte Hauptkategorie Reflexion und Einordnung. Die acht Subkategorien der
ersten Hauptkategorie wurden anschliefend in zwei Subkategoriegruppen zu je vier
Subkategorien aufgeteilt. Die 17 Subkategorien der zweiten Hauptkategorie wurden in vier
Subkategoriegruppen zu sechs bzw. zweimal zu vier bzw. zu drei Subkategorien aufgeteilt.
Die fiinf Subkategorien der dritten Hauptkategorie wurden in zwei Subkategoriegruppen zu
drei bzw. zu zwei Subkategorien aufgeteilt (siche Abbildung 6.1). Die Anzahlen codierter
Segmente pro Subkategoriegruppe bzw. pro Subkategorie sind in den Abbildungen 6.4
und 6.5 dargestellt. Zusétzlich sind in Tabelle 6.6 die Anzahlen codierter Segmente fiir
Hauptkategorien, Subkategoriegruppen und Subkategorien pro Proband zusammengefasst.
Eine alternative Darstellung der Anzahlen codierter Segmente nach Subkategorien ist mit
einer Unterteilung in die Subkategoriegruppen jeweils einer Hauptkategorie in Anhang B
in den Abbildungen B.1 bis B.3 auf den Seiten 313 bis 315 zu finden.
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Abb. 6.4

700

6.2. Inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse

479

Allgemeinere mathematische Tech-
niken

Beispiclgebundenes Vorgehen

Externe Hilfsmittel heranziehen

Problemspezifische fachmathema-
tische Techniken

700

255
209

. Einordnung von Ergebnissen

. Personenbezogene Uberlegungen

Anzahl codierter Segmente nach Subkategoriegruppen.

Abb. 6.5.: Anzahl codierter Segmente nach Subkategorien.
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Kategorie

Arbeits

Planung und Strukturierung

Aufiere Form und Dokumentation

HOL #02 #03 #04 #05 #06 #07 #08 #09

#10 #11 #12

Lernprozessdokumentationen

H#14 #15 #16 #1T #18 #19 #20 #21 #22 #23 #24 #25

Aufzahlungen und Tabellen 6 5 7 8 5 6 5 4 18 12 7 8 10 7 3 8 5 5 4 2 14 20 6 6
Beschreiben des Vorgehens 4 2 6 2 4 0 7 3 6 7 6 7 0 10 1 3 4 2 5 114 13 3 5
Hervorhebungsmittel 0 0 0 0 0 11 9 4 20 16 16 26 7 20 0 1 1 5 5 2 32 7 12 4
(Zwischen-)Ergebnisse notieren 6 2 9 5 7 3 4 2 4 3 6 9 1 5 0 5 3 6

Uberlegungen zum Vorgehen

Pausen einlegen und planen 0O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 5 4 1 2
Teilschritte und -ziele aufstellen 6 1 o0 1 1 1 1 1 3 3 3 o 1 0 0 0O 3 0 2 0 2 6 5 5
Vermutungen und Ideen for- 3 0 1 0 0 3 3 1 5 6 6 0w 3 6 5 5 6 T 2 2 14 8 T 5
mulieren

Vorwissen aktivieren 3 1 0 2 1 0 5 2 2 1 3 & 1 0 2 0 1 1 3 2 9 10 3 4

Strategien der Durchfithrung

Allgemeinere mathematische Tech=

niken

Analogien, Symmetrien und Invar-

: 4 3 6 3 5 5 5 3 0 4 3 § 5 6 3 2 5 6 6 5 14 2 13 8
ianzen suchen

Ansatz eines Widerspruchs 0 0 0 1 0 1 0 1 2 6 1 0 0 1 0 1 2 1 2 0 4 3 3 1
Darstellungsform wechseln 3 04 1 1 2 9 1 0 5 2 3 71 7 0 5 4 3 3 1 9 5 2 16
Deduktives Ableiten und T2 08 4 9 4 2 5 1 1 1 3 03 1 1 3 1 2 2 2 4 2 1 6
vorwirtsarbeiten

Fallunterscheidung 1 0 1 4 0 2 2 2 2 1 0 1 0 1 1 3 1 0 3 0 9 6 1 1
Riickwiirtsarbeiten 13 0 0 1 0 2 0o 1 0 1 o 0o 2 0 0 3 0 0 0 2 0 0 0

Beispielgebundenes Vorgehen

Einzel- und Spezialfille betrachten 2 2 2 1 3 5 1 3 11 9 3 13 2 0 4 6 4 2 3 4 6 4 2
f:g"el::es (Zahlen-)Beispiel 6 0 9 5 5 15 9 5 7 3 1 3 2 0 2 0 2 0 1 1 2 3 5 10
Skizen und Zeichnungen 3 10 8 4 4 2 18 9 18 16 14 6 6 9 0 5 5 5 6 3 27 2 15 3
Systematisches Ausprobieren o o o o 0o 1 0o 1 1 3 3 o 0 1 0o 0o 1 0o 0 0 2 2 1 0
Externe Hilfsmittel hera 0 15 11 1 2
Peers/Internet /Literatur 3 4 2 6 1 1 1 0 0 1 0 3 1 1 1 1 1 0 4 0 6 10 1 1
Software und Rechensysteme 4 2 1 5 3 0 1 3 0 4 1 12 1 0 1 1 1 1 0 1 1 0 1
Lo 1 Obermabme aus esterner g0 4 o g o o0 o 0 o 0o 2 o0 0 0 4 0 0 0 s 0 0 0

Quelle

fische fachmathema-

Problemspe

tische Techniken

(Geometrische) Konstruktionen 4 3 12 10 10 s 9 5 7 85 4 11 4 2 3 1 1 1 2 4 1 2 1
Gleichungon wnd Gleichwngsys 4 o 6 10 3 6 8 4 S 4 6 3 7 4 7 5 1 9 om 4 1
teme behandeln

Grenz- und Extrempunkte betra- o559 1 g g 2 2 2 12 0 o0 3 1 1 1 0o 1 2 4 1
chten

Zerlegen und Ergéinzen 3 4 2 1 5 3 2 6 71 2 3 7 2 8 1 5 5 4 5 2 2 3 3 5

Reflexion und Einordnung

Einordnung von Ergebnissen

2699

110

65

1382

427

146

30

98

93

44

22

368

106

143

Einschrinkungen und Probleme

. 8 3 4 0 4 2 4 5 7 12 8 6 3 6 4 9 2 5 4 3 10 10 3 11
aufzihlen
Exgebnisse kontrollieren o 0o o0 0 1 4 1 0 0 0 2 2 0 2 0 1 0 0 0 0 6 1 3 0
(Verallgemeinernde) Hypothesen, -y =y ) gy g 3 5 3 1 2 2 4 2 1 10 7 1 2

Auffilligkeiten und Folgefragen

Personenbezogene Uberlegungen

Eigenes Vorgehen bewerten 12 0 0 0 2 2 2 7 7 8 9 9 1 9 1 7 1 2 2 2 8 8 5 3
Emotionale Aufierung 10 0 0 0 0 2 0 0 2 13 1 12 2 5 1 3 1 0 18 5 9 3 6 1
104 60 85 72 82 119 110 79 52 157 112 173 68 123 32 87 76 72 93 47 250 200 133 148

83

209

114

95

Tab. 6.6.: Anzahl codierter Segmente nach Hauptkategorien, Subkategoriegruppen und Subkategorien

pro Proband.
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Diskussion

Das entstandene Kategoriensystem spiegelt die theoretischen Modelle zum Problemlosen
(siehe Abschnitt 3.1) sehr gut wider. Die drei Hauptkategorien entsprechen ziemlich
genau drei Phasen des Problemlésemodells von POLYA (siehe Abbildung 6.7).

. Verstehen der Ausdenken eines Ausfiihren des ..
POLYA (1945) Aufgabe ] l Plans ] l Plans ’ | Riickschau I

Planung und Strategien der Reflexion und
Strukturierung Durchfiihrung Einordnung

Hauptkategorien l

Abb. 6.7.: Vergleich der Hauptkategorien mit den Phasen des Problemlésens nach POLYA.

Die einzelnen Subkategorien bzw. Subkategoriegruppen lassen sich {iberwiegend in
allen Klassifizierungen von Problemlosestrategien wiederfinden. In den Tabellen 6.8
und 6.9 ist jeweils eine Gegeniiberstellung der Subkategorien und der Taxonomie von
Problemldsestrategien nach BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) (2011) bzw. nach
STILLER et al. (2021) und SCHWARZ (2018) gegeben.

BRUDER und

BAUER (ehem. COLLET) Subkategorien

(2011)

Informative Figuren Skizzen und Zeichnungen; Hervorhebungsmittel

Tabellen Aufziahlungen und Tabellen

Wissensspeicher Externe Hilfsmittel heranziehen; Vorwissen aktivieren

Losungsgraphen Beschreiben des Vorgehens; Teilschritte und -ziele aufzéhlen

Gleichungen Darstellungsform wechseln; Gleichungen und Gleichungssysteme
behandeln

Systematisches Ausprobieren Systematisches Ausprobieren

Vorwartsarbeiten Deduktives Ableiten und Vorwéartsarbeiten

Rickwértsarbeiten Rickwértsarbeiten

Suchen von Analogien Analogien, Symmetrien und Invarianzen suchen

Riickfiihrungsprinzip Vermutungen und Ideen formulieren; Teilschritte und -ziele auf-
stellen

Zerlegen und Ergénzen Zerlegen und Ergénzen; Teilschritte und -ziele aufstellen

Prinzip der Fallunterscheidung Fallunterscheidung

Invarianzprinzip Analogien, Symmetrien und Invarianzen suchen

Extremalprinzip Grenz- und Extrempunkte betrachten

Symmetrieprinzip Analogien, Symmetrien und Invarianzen suchen

Transformationsprinzip Darstellungsform wechseln

Tab. 6.8.: Gegeniiberstellung der Subkategorien bzw. Subkategoriegruppen und den
Problemlésestrategien nach BRUDER und BAUER (ehem. COLLET).

Bei den Subkategorien, die der ersten Hauptkategorie Planung und Strukturierung oder
der dritten Hauptkategorie Reflexion und Einordnung zugeordnet wurden, ist eine Unter-
teilung in Subkategoriegruppen gut mdoglich. Bei den Subkategoriegruppen innerhalb der

zweiten Hauptkategorie Strategien der Durchfiihrung fallen hingegen insbesondere die
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STILLER et al. (2021) Subkategorien

Anfertigen von Tabellen Aufzahlungen und Tabellen
Erstellen grafischer Représentationsformen | Aufzdhlungen und Tabellen; Hervorhebungsmittel;
Skizzen und Zeichnungen; Darstellungsform wech-

seln
Aufstellen von Gleichungen Darstellungsform wechseln; Gleichungen und Glei-
chungssysteme behandeln
De- und Rekonstruktion Fallunterscheidung; Teilschritte und -ziele aufzdhlen
Heurismus der Affinitat Analogien, Symmetrien und Invarianzen suchen; Ver-

mutungen und Ideen formulieren; Teilschritte und
-ziele aufstellen

Heurismus der Strukturnutzung Analogien, Symmetrien und Invarianzen suchen
Systematisches Probieren Systematisches Ausprobieren

Vorwértsarbeiten Deduktives Ableiten und Vorwértsarbeiten
Riickwértsarbeiten Riickwértsarbeiten

SCHWARZ (2018)

Variation der Darstellung Darstellungsform wechseln

Variation der Problemstellung Analogien, Symmetrien und Invarianzen suchen; Teil-
schritte und -ziele aufzéhlen; Einzel- und Spezialfélle
betrachten

Induktion Einzel- und Spezialfille betrachten; Grenz- und Ex-

trempunkte betrachten; (Verallgemeinernde) Hypo-
thesen, Auffalligkeiten und Folgefragen

Reduktion Riickwartsarbeiten; Grenz- und Extrempunkte be-
trachten

Tab. 6.9.: Gegeniiberstellung der Subkategorien bzw. Subkategoriegruppen und den
Problemlésestrategien nach STILLER et al. und SCHWARZ.

folgenden zwei Gruppen besonders auf: Allgemeinere mathematische Techniken und pro-
blemspezifische fachmathematische Techniken. Es ist hier anzumerken, dass eine genaue
Unterscheidung dieser Klassifikation nicht immer moglich ist. Hier zeigt sich weniger
eine inhaltliche Uberlegung als eine methodische Entscheidung hinsichtlich der Anwend-
barkeit des Kategoriensystems auf das gegebene Material. Dieser Effekt lasst sich an der
Subkategorie Zerlegen und Ergdnzen gut veranschaulichen. Innerhalb der Taxonomien
von Problemlosestrategien (siehe Abschnitt 3.1) ist das Zerlegen (und Ergénzen) von
Problemen in Teilprobleme eng mit einem Analogieschluss, der Suche nach Symmetrien
und einem Zuriickfithren auf Bekanntes verkniipft. Dahingehend wiirde man innerhalb
der Mathematik beim Zerlegen und Ergénzen von einer allgemeinen Technik sprechen, die
unabhéngig vom Fachgebiet Anwendung findet. Im vorliegenden Material geschieht das
Zerlegen und das Ergénzen jedoch ausschliefslich in einem geometrischen Kontext, wobei
geometrische Figuren (teilweise auch in algebraischer Schreibweise) zerlegt und um andere
geometrische Figuren (ebenfalls teilweise in algebraischer Schreibweise) ergédnzt werden.
In diesem Sinne sind diese konkreten Anwendungen eher einer problemspezifischen

Technik zuzuordnen, statt als allgemeinere Strategie zu verstehen.

Bei den Anzahlen codierter Segmente der einzelnen Subkategorien in Abbildung 6.5
fallen einige Subkategorien besonders auf. Zunéchst zeigt sich eine generell hohe Anzahl

codierter Segmente in den ersten vier Subkategorien. Diese sind alle in der Subkategorie-
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gruppe Aupere Form und Dokumentation zusammengefasst. Diese hohen Anzahlen fithren
zu einem {iberdurchschnittlichen Ausschlag dieser Subkategoriegruppe in Abbildung 6.4.
Damit ist die Subkategoriegruppe Aufere Form und Dokumentation maRgeblich fiir den
erhohten Anteil mit der ersten Hauptkategorie Planung und Strukturierung codierten
Segmente in Abbildung 6.2 verantwortlich. Die zweite Subkategoriegruppe Uberlegun-
gen zum Vorgehen der ersten Hauptkategorie ist hingegen auf &hnlichem Niveau wie
die beiden Subkategoriegruppen FEinordnung von Ergebnissen und Personenbezogene
Uberlegungen der dritten Hauptkategorie Reflezion und Einordnung (siehe Abbildung
6.4). Insgesamt scheinen die Student*innen also entgegen eines ersten Eindrucks aus
Abbildung 6.2 nicht mehr planende Schritte als reflexive Gedanken anzusetzen. Der
Ausschlag in der ersten Hauptkategorie ist vielmehr darauf zuriickzufiihren, dass die
Student*innen sich generell um eine saubere und anschauliche Dokumentation bemiihen.

Innerhalb der zweiten Subkategoriegruppe Uberlequngen zum Vorgehen der ersten
Hauptkategorie fallt die Arbeitsweise Vermutungen und Ideen formulieren durch eine
néherungsweise erhohte Anzahl codierter Segmente auf. Hier ist aber fraglich, inwiefern
diese Arbeitsweise tatsdchlich bewusst eingesetzt wurde oder eher unwillkiirlich nebenher
auftritt. Fiir eine tatsdchlich metakognitive Steuerung des Problemlseprozesses wire
eine bewusste Verwendung wiinschenswert.

Der Grofiteil der Bearbeitungen behandelt unverkennbar Schritte zur konkreten Pro-
blembewéltigung. In dieser zweiten Hauptkategorie Strategien der Durchfiihrung zei-
gen vor allem drei Subkategorien eine erhdhte Anzahl codierter Segmente: Analogien,
Symmetrien und Invarianzen suchen, Skizzen und Zeichnungen und Gleichungen und
Gleichungssysteme behandeln, wobei zweitere den deutlich extremeren Ausschlag aufweist
(siehe Abbildung 6.5). Gerade die Verwendung dieser zweiteren Strategie Skizzen und
Zeichnungen ist mit einem erhdhten Interesse von Studierenden nach bildlichen und an-
schaulichen Darstellungen von Problemen zu erkldren. Ohne diese fillt den Studierenden
die Bearbeitung von (abstrakten) mathematischen Aufgaben oftmals schwer. Die hohe
Anzahl von Behandlungen von Gleichungen ist bei den algebraischen Problemstellungen
ebenfalls nicht verwunderlich. Der Fokus auf das Suchen von Analogien und Symmetri-
en kann als grundlegendes Versténdnis der Studierenden fiir die logische Struktur der
Mathematik interpretiert werden und ist damit positiv zu bewerten.

Innerhalb der dritten Hauptkategorie Reflexion und FEinordnung ist insbesondere
die Subkategorie Einschrinkungen und Probleme aufzidhlen mit einer erh6hten Anzahl
codierter Segmente auffillig. Dies suggeriert zunéchst ein erhohtes Mafs an reflexiven
Gedanken bei den Student*innen hinsichtlich einer Allgemeingiiltigkeit der Losungen.

Zusétzlich zeigen einige Subkategorien deutlich niedrigere Anzahlen codierter Segmente
als der Rest. Innerhalb der ersten Hauptkategorie Planung und Strukturierung zeigt sich

diesbeziiglich die Subkategorie Pausen einlegen und planen. Die niedrige Anzahl ldsst
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sich einerseits dahingehend interpretieren, dass die Student*innen Pausen einfach nicht
dokumentieren, weil Pausen von den Student*innen moglicherweise gar nicht als Teil
des Bearbeitungsprozesses wahrgenommen werden. Andererseits konnte angenommen
werden, dass die Student*innen die Bearbeitungen tiberwiegend am Stiick ohne grofere

Pausen durchgefiihrt haben.

Innerhalb der zweiten Hauptkategorie Strategien der Durchfihrung fallen die Subka-
tegorien Ansatz eines Widerspruchs, Riickwdrtsarbeiten, Systematisches Ausprobieren,
1 zu 1 Ubernahme aus externer Quelle und Grenz- und Extrempunkte betrachten mit

niedrigen Anzahlen codierter Segmente auf.

Die Strategien um einen Widerspruch und das Riickwértsarbeiten sind in Abschnitt
3.1 bereits als kognitiv anspruchsvolle Techniken beschrieben worden, weswegen eine

verminderte Verwendung nicht iiberrascht.

Das systematische Ausprobieren ist moglicherweise aufgrund der strengeren Unterschei-
dung zwischen systematischem und willkiirlichem Ausprobieren weniger haufig codiert
worden. Man wiirde Studierenden ndmlich zunéchst durchaus ein generelles Vorgehen
attestieren, das am Ausprobieren orientiert ist, was sich auch in der erhhten Summe
der Anzahlen codierter Segmente mit den beiden Subkategorien Finzel- und Spezialfille

betrachten und Konkretes (Zahlen-)Beispiel angeben niederschlégt.

Die niedrige Anzahl an Fillen einer unverinderten Ubernahme von Inhalten aus
externen Quellen ist grundséatzlich als positiv einzuordnen. Betrachtet man jedoch
insgesamt die komplette zugehdrige Subkategoriegruppe externe Hilfsmittel heranziehen,
in der zusétzlich die beiden Subkategorien Peers/Internet/Literatur und Software und
Rechensysteme mit ebenfalls eher niedrigen Anzahlen codierter Segmente untergebracht
sind, so zeigt sich, dass die Zuhilfenahme von externen Quellen prinzipiell selten in
Anspruch genommen wurde. Dies léasst sich auf zwei Arten erkldren: Zum einen kénnen sich
die Student*innen ernsthaft auf eine eigenstandige Bearbeitung eingelassen haben, dann
haben sie dabei aber gleichzeitig auf legitime Hilfsmittel wie einen kollegialen Austausch
oder auch die reflektierte Verwendung von sonstigen externen Quellen verzichtet. Zum
anderen konnen diese Arbeitsweisen auch nicht ordentlich dokumentiert worden sein. Die
zweite Erklarung wird dahingehend plausibel, als dass das gemeinsame Arbeiten und
das Hinzuziehen externer Hilfsmittel in sonstigen Veranstaltungen oftmals eher negativ
konnotiert wird. Vor allem auch, weil die Studierenden dabei moglicherweise selbst den

Eindruck haben, Dinge nur abzuschreiben.

Die niedrige Anzahl der Betrachtung von Grenz- und Extrempunkten ist mit der
algebraischen Natur der Aufgabenstellungen erkléarbar. Diese Strategie ist stattdessen
einem eher analytischen Vorgehen zuzuordnen und damit nicht unbedingt typisch fiir

algebraische Probleme.
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Innerhalb der dritten Hauptkategorie Reflexion und FEinordnung féllt insbesondere die
Subkategorie Ergebnisse kontrollieren mit einer verminderten Anzahl codierter Segmente
auf. Vor dem Hintergrund, dass es sich bei den Student*innen um Lehramtsstudierende
handelt, ist diese Auffalligkeit noch ausgepragter. Gerade in der Schule wird die Kon-
trolle von Ergebnissen, eine Priifung von Plausibilitdt oder auch die Formulierung eines
Antwortsatzes in besonderem Mafe eingefordert, was man zusammen im weitesten Sinn
auch als Reflexion verstehen kann. Die eigene Bereitschaft zu derartigen Arbeitsschritten
scheint bei den Student*innen aber selbst nicht wirklich vorhanden zu sein.

Betrachtet man die codierten Segmente aufgeteilt nach den drei Semestern, dann
entfallen 711 codierte Segmente auf das erste Semester (SoSe 22), 1257 codierte Segmente
auf das zweite Semester (WiSe 22/23) und 731 codierte Segmente auf das dritte Semester
(SoSe 23). Bei respektive 8 bzw. 13 bzw. 4 Student*innen entspricht das im Schnitt 88,9
bzw. 96,7 bzw. 182,8 codierten Segmenten pro Student*in. Die absoluten bzw. relativen
Anzahlen pro Student*in aufgeteilt auf die drei Hauptkategorien sind in Abbildung 6.10
bzw. 6.11 dargestellt.

569

173

96

Abb. 6.10.: Absolute Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Semester (tiirkis: SoSe
22, rot: WiSe 22/23, gelb: SoSe 23).

Abb. 6.11.: Relative Anzahlen codierter Segmente pro Student*in nach Hauptkategorien pro Semester
(tiirkis: SoSe 22, rot: WiSe 22/23, gelb: SoSe 23).

Die deutlich hohere Anzahl codierter Segmente pro Student*in im dritten Semester

(SoSe 23) geht auf eine aufféllig ausgepréagtere Bereitschaft zur ausfiihrlichen Aufgaben-
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bearbeitung zuriick. Die vier Student*innen dieses Semesters haben sehr umfangreiche
Dokumentationen von relativ breit angelegten Bearbeitungsansétzen erstellt, was zu
einer hoheren Anzahl an codierten Segmenten gefiihrt hat. Es ist hier direkt anzumerken,
dass daraus keine fachliche Bewertung abgeleitet werden kann. Ob eine Arbeitsweise an
entsprechender Stelle zielfiihrend oder sinnvoll ist oder fehlerfrei durchgefiihrt wurde,
wird im Kategoriensystem und bei der Codierung nicht beriicksichtigt. Damit ist eine
hohe Anzahl codierter Segmente kein hinreichendes Kriterium fiir eine gute Bearbeitung.
Umgekehrt ist eine sehr niedrige Anzahl codierter Segmente aber sehr wohl ein Indiz
fiir eine schwache Bearbeitung, da kaum bis keine Ansétze auch zu keinen oder wenigen
fachlichen Erkenntnissen fiihren. Die Anzahl codierter Segmente pro Student*in der
ersten beiden Semester (SoSe 22, WiSe 22/23) sind von #hnlicher Gréfenordnung. Bei
der Aufteilung dieser codierten Segmente nach Hauptkategorien unterscheiden sich diese
beiden Semester jedoch augenscheinlich. Im ersten Semester (SoSe 22) fillt der Anteil der
mit der ersten und dritten Hauptkategorie (Planung und Strukturierung bzw. Reflexion
und Einordnung) codierten Segmente deutlich geringer aus. Die Student*innen haben sich
hier noch mehr auf die reine, konkrete Problembewaltigung beschrankt. In Abbildung
6.12 sind die Daten aus Abbildung 6.10 erneut dargestellt, wobei jedes einzelne der drei
Diagramme auf den entsprechend hochsten Wert skaliert wurde. Dadurch gehen die abso-
luten Anzahlen codierter Segmente verloren, aber die Beziehung zwischen den einzelnen
Hauptkategorien wird pro Diagramm hervorgehoben. Es lasst sich damit eher auf die Art

der Bearbeitungen schlieften, wiahrend der Umfang der Bearbeitungen ausgeblendet wird.

Abb. 6.12.: Skalierte absolute Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Semester
(tiirkis: SoSe 22, rot: WiSe 22/23, gelb: SoSe 23).

Es zeigt sich, dass die Student*innen der letzten beiden Semester (WiSe 22/23, SoSe
23) eine sehr dhnliche Verteilung der codierten Segmente nach Hauptkategorien aufweisen.
Diese Verteilung gibt auch den Trend der gesamten Verteilung aus Abbildung 6.2 vor.
Demnach konzentrieren sich die Student*innen in den Bearbeitungen auf die konkrete
Problembehandlung (zweite Hauptkategorie: Strategien der Durchfiihrung), planen und

strukturieren ihr Vorgehen teilweise (erste Hauptkategorie: Planung und Strukturie-

206



6.2. Inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse

rung) und reflektieren ihre Ergebnisse nur selten (dritte Hauptkategorie: Reflezion und
Finordnung). Die Student*innen des ersten Semesters (SoSe 22) arbeiten tendenziell
ghnlich, jedoch fallt der Anteil der mit der ersten und dritten Hauptkategorie codierten
Segmente noch geringer aus. Die Beziehung dieser beiden Hauptkategorien untereinander
folgt den anderen beiden Semestern. Demnach planen, strukturieren und reflektieren
diese Probanden ihr Vorgehen noch weniger, verwenden aber weiterhin mehr Zeit fiir
planende und strukturierende Schritte als fiir reflexive Gedanken. Insgesamt &hneln sich
also die letzten beiden Semester (WiSe 22/23, SoSe 23) hinsichtlich der Fokussierung der
Bearbeitung, wihrend sich die ersten beiden Semester (SoSe 22, WiSe 22/23) hinsichtlich
des Umfangs der Bearbeitung dhneln. Zusammenfassend entsteht hier der Eindruck, dass
die gemeinsame Betrachtung von mehreren Student*innen moglicherweise nur ungenaue
Interpretationen zuldsst. Schon zwischen den Semestern lassen sich bereits auf Ebene
der Hauptkategorien Unterschiede erkennen. Dies deckt sich auch mit der subjektiven
Wahrnehmung, dass die Student*innen von Semester zu Semester und auch innerhalb
eines Semesters sehr heterogene Arbeitsweisen und fachliche Niveaus zeigen.

Zunéchst wird noch eine Betrachtung der codierten Segmente nach Hauptkategorien
unter Beriicksichtigung der Inhaltsbereiche vorgenommen. In Abbildung 6.13 sind die
entsprechenden Anzahlen dargestellt. Die oberen beiden Diagramme zeigen die absoluten
Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Inhaltsbereich. Die mittleren
beiden Diagramme rechnen diese Anzahlen auf einen Arbeitsauftrag herunter. Der erste
Inhaltsbereich (Zahlenbereiche) umfasst vier Fragestellungen, der zweite Inhaltsbereich
(Quadratische Gleichungen in zwei Variablen) lediglich drei bzw. zweil. Die unteren
beiden Diagramme skalieren die absoluten Anzahlen getrennt jeweils auf den entsprechend
hochsten Balken eines Diagramms. Auch hier gehen dabei die absoluten Anzahlen
codierter Segmente verloren und es wird das Verhéltnis der Hauptkategorien untereinander
innerhalb eines Inhaltsbereichs hervorgehoben.

Von den insgesamt 2699 codierten Segmenten entfallen 1772 auf den ersten Inhalts-
bereich und 927 auf den zweiten Inhaltsbereich. Pro Arbeitsauftrag entspricht das
beim ersten Inhaltsbereich 443,0 codierten Segmenten und beim zweiten Inhaltsbe-
reich 345,9 codierten Segmenten. Der verminderte Umfang der Dokumentationen beim
zweiten Inhaltsbereich ldsst sich mit einem fortgeschrittenen Semester erkldren. Ab
spatestens der Mitte der Behandlung dieses Inhaltsbereichs hat die Klausurvorbereitungs-
phase einen spiirbaren Einfluss auf die Bearbeitungsdauer der Arbeitsauftrage durch
die Student*innen. Eine Abnahme der Ausfiihrlichkeit der Bearbeitungen ist hier nicht

verwunderlich. Betrachtet man die skalierten Diagramme, so scheinen die beiden Inhalts-

Man beachte, dass im ersten Semester (SoSe 22) hier fiir die acht Student*innen nur je zwei statt
drei Arbeitsauftrage gestellt wurden. Die Gewichtung folgt also gemif (8 -2 4 17 - 3)/25 = 2,68
durchschnittlichen Arbeitsauftragen.
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Abb. 6.13.: Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Inhaltsbereich (tiirkis:
»Zahlenbereiche®, gelb: ,Quadratische Gleichungen in zwei Variablen®). Es sind die absoluten Anzahlen
(oben), pro Inhaltsbereich relativen Anzahlen (mitte) und skalierten Anzahlen (unten) dargestellt.
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bereiche eine &hnliche Bearbeitungsart hervorzurufen. Eine weitere Unterscheidung nach
Inhaltsbereichen wird aus diesem Grund nicht verfolgt.

Betrachtet man nun die codierten Segmente nach Hauptkategorien pro Studierenden,
so ergeben sich die entsprechenden Anzahlen wie in Abbildung 6.14 dargestellt. Man
erkennt, dass sich die Student*innen hinsichtlich der Gesamtanzahl codierter Segmente
teilweise deutlich unterscheiden. Insbesondere fallen Student*innen auf, die sehr wenige

2

codierte Segmente aufweisen”, was auf eine nicht sonderlich umfangreiche Bearbeitung

schlieffen lésst. In Abbildung 6.15 sind diese hervorgehoben dargestellt.
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Abb. 6.14.: Absolute Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Student*in.

Weiter lassen sich generell auch dhnliche Verteilungen der Hauptkategorien erkennen.
Um gerade die Verhéaltnisse der Hauptkategorien untereinander innerhalb eine*r Stu-

dent*in genauer betrachten zu konnen, wird in Abbildung 6.16 erneut eine skalierte

242 H#8, H12, #14, #16, #17, 418, #19, #20, #21 (Die Nummerierung erfolgt zeilenweise von links
oben nach rechts unten).
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| a

Abb. 6.15.: Absolute Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Student*in mit
farblicher Hervorhebung von wenig umfangreichen Bearbeitungen.

Darstellung der Daten aus Abbildung 6.14 gegeben. Es zeigt sich, dass ein groker Teil®
der Probanden eine tendenziell &hnliche Verteilung der Hauptkategorien aufweist (siehe
Abbildung 6.17). Diese sind damit mafgeblich fiir die gesamte Verteilung der Haupt-
kategorien in Abbildung 6.2 verantwortlich. Die Verteilung der Hauptkategorien lésst
sich unter den einzelnen Probanden demnach als tendenziell homogen beschreiben. Dies
widerspricht der subjektiven Wahrnehmung aus der Lehre und auch den Erfahrungen aus
dem Codierprozess, wonach eher der Eindruck entsteht, dass die einzelnen Probanden
weniger vergleichbare Arbeitsweisen und Bearbeitungsprozesse aufweisen. Betrachtet
man innerhalb dieser Gruppe zusétzlich das Ausmafs dieser dhnlichen Verteilung, so sind

dennoch deutliche Unterschiede zu erkennen. Es treten solche Verteilungen auf, bei denen

34002, #03, #05, #06, #07, #09, #10, #14, #16, #18, #19, #21, #22, #23, #24, #25
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die zweite Hauptkategorie deutlich hoher ausgeprégt ist, aber auch solche, bei denen

insbesondere die erste und die zweite Hauptkategorie vergleichbare Anteile aufweisen.

il

Abb. 6.16.: Skalierte absolute Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Student*in.

d
1
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Zusammenfassend léasst sich festhalten, dass die Betrachtung der einzelnen Stu-
dent*innen sinnvoll ist. Die Verteilung der Hauptkategorien suggeriert zwar eine Homo-
genitit zwischen den untersuchten Student*innen, diese 16st sich jedoch unter Mitbe-
trachtung des konkreten Ausmafses der entsprechenden Verteilung und insbesondere vor
den absoluten Anzahlen codierter Segmente mit Hauptkategorien wieder grofstenteils
auf. Allerdings wird der Fokus auf Hauptkategorien der Komplexitit der Thematik
rund um Problemlésen und Arbeitsweisen nicht gerecht. Diese sind zu grob formuliert,

sodass mogliche Unterschiede in den Bearbeitungen nicht mehr scharf dargestellt werden

konnen.
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Abb. 6.17.: Skalierte absolute Anzahlen codierter Segmente nach Hauptkategorien pro Student*in mit
farblicher Hervorhebung von &hnlichen Verteilungen.

Zusétzlich ist die quantitative Betrachtung von Anzahlen codierter Segmente kritisch
zu bewerten. Es wurde bereits erwihnt, dass die Codierung keinerlei Aufschluss iiber
die fachliche Korrektheit oder Sinnhaftigkeit einer verwendeten Arbeitsweise liefert.
Eine hohe bzw. niedrige Anzahl codierter Segmente mit einer Kategorie ldsst also nur
Interpretationen hinsichtlich einer héufigen bzw. seltenen Verwendung zu. Hierbei ist
aber anzumerken, dass gerade ausfiihrliche Bearbeitungen selbst dahingehend nicht
untereinander vergleichbar sind. Es kénnten bspw. einerseits Dokumentationen auftreten,
in denen mehrere Ansétze mit gleichbleibenden Arbeitsweisen dokumentiert sind, wobei
die ersten Ansétze alle fehlschlagen, bis beim letzten Versuch ein Ergebnis erzielt wird.
Andererseits konnte es Dokumentationen geben, die nur einen Ansatz mit vergleichbaren

Arbeitsweisen wie eben beschrieben, wobei dieser Ansatz direkt gelingt. Beide Fille
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zeichnen sich also durch die gleichen Arbeitsweisen aus, wobei im ersten Fall deutlich
mehr codierte Segmente allein durch die grofere Anzahl an (nicht notwendigerweise
erfolgreichen) Ansétzen entstehen. Diese Problematik spricht dafiir, lediglich die Ver-
héltnisse der Kategorien innerhalb eines Probanden zu betrachten und die absoluten
Anzahlen auszublenden. Hierbei besteht dann die Gefahr, keine Aussage iiber ausfiihr-
liche und weniger ausfiihrliche Dokumentationen bzw. Arbeitsweisen mehr treffen zu
konnen. Insgesamt ergibt sich die Notwendigkeit der Bewertung einer Ausprigung einer
Arbeitsweise innerhalb eines Falles. In dieser Auspragung soll sich dann widerspiegeln, ob
eine Bearbeitung generell oder nur in Teilen durch eine Arbeitsweise geprigt ist. Diesen
Grad der Ausprigung liefert die anschliefsend durchgefiihrte evaluative Inhaltsanalyse,
wobei zunéchst zu kldren ist, fiir welche Kategorien die Betrachtung einer Ausprigung
im vorliegenden Material interessant ist.

Die alleinige Verwendung von Ausprigungen der drei Hauptkategorien erscheint unter
Beriicksichtigung oben genannter Problematik {iber die Homogenitdt der Studieren-
denschaft zu grob. Im Hinblick auf eine mogliche Typisierung der Probanden anhand
der Auspriagungen ist eine Beriicksichtigung von 30 Subkategorien ebenfalls ungeeignet.
Dies wiirde zu einem 30-dimensionalen Merkmalsraum fiihren, indem die 25 Probanden
womoglich jeweils einen eigenen Typ darstellen. Stattdessen werden in der durchgefiihrten
evaluativen Inhaltsanalyse Auspridgungen in den acht Subkategoriegruppen betrachtet.

Es wird zun&chst kontrolliert, ob die Zuordnung der Subkategorien zu den Subkatego-
riegruppen sinnvoll getroffen wurden. Konkret stellt sich die Frage, ob in der evaluativen
Inhaltsanalyse bei der eingeschrinkten Betrachtung einer Subkategoriegruppe tendenziell
auch ein vergleichbares Verhalten bei den untergeordneten Subkategorien erwartet werden
kann. Es folgt also eine Kontrolle des Trendverhaltens dieser Subkategoriegruppen und der
zugeordneten Subkategorien. Als Grundlage dieser Kontrolle wird die Annahme getroffen,
dass die Anzahlen codierter Segmente eine spétere evaluativ bestimmte Ausprégung einer
Arbeitsweise zumindest teilweise (qualitativ) erklaren kénnen. Dies wird insbesondere
bei den Student*innen mit haufigerer Nutzung selbiger Arbeitsweise angenommen. Es
ist jedoch nicht zu erwarten, dass sich ein solcher Zusammenhang quantitativ festhalten
lésst.

Fiir die Kontrolle werden im Folgenden die Anzahlen codierter Segmente einer Sub-
kategoriegruppe pro Student*in ermittelt und anschliefend nach Héaufigkeit sortiert.
Diese Reihenfolge wird anschliefend auch auf die Anzahlen codierter Segmente der
untergeordneten Subkategorien pro Student*in angewendet. Es wird dann kontrolliert,
ob sich die Reihenfolge der Anzahlen der Subkategoriegruppe in den Reihenfolgen der
Anzahlen der untergeordneten Subkategorien widerspiegelt. In Abbildung 6.18 ist dies
bspw. fiir die Subkategoriegruppe Aufere Form und Dokumentation dargestellt, die aus

den vier Subkategorien Aufzihlungen und Tabellen, Beschreiben des Vorgehens, Hervor-
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hebungsmittel und (Zwischen-)Ergebnisse notieren zusammengesetzt ist. Die Farbgebung
der Balken spiegelt die bereits thematisierte Zuordnung zu den einzelnen Student*innen
wider. Man erkennt, dass die Sortierung nach der Subkategoriegruppe auch bei den
Subkategorien zu einer tendenziell steigenden Anordnung fiihrt. Bei der Subkategorie
Hervorhebungsmittel ist dies klar ersichtlich. Bei den Subkategorien Aufzihlungen und Ta-
bellen sowie Beschreiben des Vorgehens ist der Anstieg sehr schwach, aber die Anordnung
verhélt sich auch nicht kontrér zur Anordnung der Subkategoriegruppe. Lediglich bei der
Subkategorie (Zwischen-)Ergebnisse notieren ist quasi kein Anstieg zu beobachten. Die
Anordnung stellt hier ein konstantes weifses Rauschen dar. Die grundsétzlich geringen
Anzahlen lassen hier dennoch eine iibergeordnete Zuordnung zu. Es wird erwartet, dass
auch eine evaluative Bewertung einer Ausprigung dieser Subkategorie nur sehr gering
ins Gewicht fallen und damit kaum eine Auswirkung haben wird — zumindest keine
zur Subkategoriegruppe gegensétzliche Auswirkung auf die Auspriagung und die spétere
Typisierung.

Lediglich bei der Subkategoriegruppe Problemspezifische fachmathematische Tech-
niken folgen die entsprechenden Subkategorien nicht dem Trend der iibergeordneten
Anordnung (siche Abbildung 6.19). Hier sind deutliche Abweichungen und nicht nur
ausschliefllich geringes weifes Rauschen zu beobachten. Es ist zu befiirchten, dass die
einzelnen Subkategorien innerhalb der Probanden jeweils fiir andere Verortungen im
Merkmalsraum fiihren kénnen und so unterschiedliche Typisierungen entstehen kénnen,
falls einerseits die Subkategorien zusammengefasst oder andererseits vereinzelt als eigene
Merkmalsdimension angesetzt werden. Fiir diese Subkategoriegruppe wird deshalb eine
weiterfiihrende Kontrolle angegeben, nach der schlieflich trotzdem die Entscheidung zur
Zusammenfassung der Subkategorien zur iibergeordneten Subkategoriegruppe steht.

Die Trenddiagramme der restlichen Subkategoriegruppen sind im Anhang B in den
Abbildungen B.4 bis B.9 auf den Seiten 316 bis 321 zu finden.

Betrachtet man die Anzahlen codierter Segmente mit den Subkategorien der oben
noch hinterfragten Subkategoriegruppe Problemspezifische fachmathematische Techniken
jeweils pro Arbeitsauftrag getrennt, so zeigt sich die namensgebende Abhéngigkeit dieser
Arbeitsweisen von der Problemstellung. In Abbildung 6.20 sind nebeneinander jeweils
die Anzahlen aller Probanden fiir die sieben Arbeitsauftrige dargestellt. Dort ist zu
erkennen, dass die einzelnen Arbeitsweisen der Subkategorien iiberwiegend getrennt
bei den einzelnen Arbeitsauftragen auftreten. Es iiberschneiden sich fast ausschlieflich
nur maximal zwei dieser Arbeitsweisen in einer Dokumentation. Dies lésst sich zum
einen damit erkldren, dass eine konkrete Problemstellung oder auch eine konkrete
Formulierung einer Fragestellung nur eine eingeschrdnkte Anzahl problemspezifischer
Herangehensweisen anspricht. Zum anderen scheinen sich die Student*innen auch relativ

einig dariiber zu sein, welche diese konkret angesprochenen Arbeitsweisen jeweils sind.
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Abb. 6.18.: Sortierte absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe

Aupere Form und Dokumentation nach Proband.
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Abb. 6.19.: Sortierte absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe
Problemspezifische fachmathematische Techniken nach Proband.

216



6.2. Inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse

Deshalb werden die einzelnen problemspezifischen Subkategorien aufgrund von zwei
zentralen Argumenten fiir die evaluative Inhaltsanalyse ebenfalls zur iibergeordneten

Subkategoriegruppe zusammengefasst:

Finerseits interferieren die einzelnen Subkategorien kaum innerhalb eines Arbeitsauf-
trages, d.h. eine Zusammenfassung der Subkategorien zu einer iibergeordneten
Subkategoriegruppe verliert keine Information, die die einzelnen Subkategorien
voneinander unterscheiden wiirde. Dies dufsert sich insbesondere in der Moglich-
keit, auch im Nachhinein noch von der Auspriagung der Subkategoriegruppe auf
eine etwaige Auspriagung der Subkategorien riickschlieften zu kénnen. Dazu muss
lediglich die im jeweiligen Fall konkret verwendete Subkategorie herausgefunden
werden. In Abbildung 6.20 sind die Zuordnungen von Arbeitsauftrag und konkreter
problemspezifischer Technik festgehalten. Die Ausprédgung von Subkategoriegruppe

und Subkategorie wird dort nahezu iibereinstimmen.

Nimmt man andererseits die Subkategorien als eigene Merkmalsdimensionen, so werden
diese nur in maximal einzelnen Féllen innerhalb eines Probanden fiir eine héhere
Auspriagung sorgen kénnen. In den meisten Fillen wird keine Ausprigung zu
verzeichnen sein. Fasst man fiir die anschliefende Typenbildung die Auspridgungen
der Fille eines*r beobachteten Student*in zu einer Gesamtauspriagung zusammen,
so wird diese fiir die einzelnen Subkategorien jeweils sehr gering ausfallen. Gerade
in solchen Féllen, in denen die entsprechenden Student*innen in den passenden
Situationen eine dazugehérige problemspezifische Arbeitsweise verwenden und in
den anderen Situationen korrekterweise auf selbige verzichtet haben, wére eine
solche Bewertung nicht angemessen und kénnte fiir fehlerhafte Interpretationen

der Typisierung sorgen.

Zusammenfassend werden also acht zu untersuchende Merkmale an die evaluati-
ve Inhaltsanalyse iibergeben. Es handelt sich dabei um die Subkategoriegruppen der
inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse, die jeweils fiir mehrere konkrete Arbeitswei-
sen stehen. Als eigenstdndige Merkmale lassen sich die Subkategoriegruppen geméafs
dem Codierleitfaden C.1 der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse folgendermafien

beschreiben:

¢ AuRere Form und Dokumentation
Arbeitsweisen, die sich der iibersichtlichen und anschaulichen dufseren Darstellungs-
form der Dokumentation widmen. Hierzu zéhlen Aufzéhlungsformen, Tabellen und
farbliche oder symbolische Hervorhebungsmittel. Zusétzlich sind damit Abschnitte
gemeint, in denen das Vorgehen beschrieben und Ergebnisse notiert werden. Dabei

soll keine tatséchlich kognitive Leistung erbracht werden.
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Arbeitsauftrag 1~ Arbeitsauftrag 2~ Arbeitsauftrag 3 ~ Arbeitsauftrag 4  Arbeitsauftrag 5  Arbeitsauftrag 6  Arbeitsauftrag 7
0 -

31

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Abb. 6.20.: Absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe
Problemspezifische fachmathematische Techniken pro Arbeitsauftrag.
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e Uberlegungen zum Vorgehen

Das sind Arbeitsweisen, mit denen das eigene Vorgehen geplant und vorbereitet
wird. Eine einfache Beschreibung ist nicht ausreichend. Es ist hier bspw. das Planen
oder begriindete Einlegen von Pausen, das Aufstellen von Teilzielen, Vermutungen

und Ideen sowie das Aktivieren von Vorwissen gemeint.

Allgemeinere mathematische Techniken

Hiermit sind insbesondere elementare Typen der Beweisfiihrung und andere ma-
thematische Techniken gemeint, die nicht klassisch an ein deutlich eingegrenztes
Fachgebiet der Mathematik gebunden sind.

Beispielgebundenes Vorgehen

Damit sind Arbeitsweisen gemeint, bei denen sich an Beispielen und konkreten
Einzel- oder Spezialfillen orientiert wird. Dazu zéhlen bspw. das Angeben solcher
konkreter (Zahlen-)Beispiele oder das Behandeln von Einzel- und Spezialfille, aber

auch das Skizzieren von Objekten oder Anlegen von Zeichnungen.

Externe Hilfsmittel heranziehen

Hier sind Schritte gemeint, bei denen externe Hilfsmittel verwendet werden. Als
externe Hilfsmittel sind insbesondere andere Lernende oder Lehrende sowie In-
ternetquellen und Literatur zu nennen. Zudem werden softwaretechnische und

rechnergestiitzte Hilfsmittel mitgezahlt.



6.3. Evaluative Inhaltsanalyse

¢ Problemspezifische fachmathematische Techniken
Das sind Schritte, die sich durch die Verwendung von speziellen Techniken einzelner
Fachgebiete oder Problemfelder der Mathematik duftern. Diese Techniken zeichen
sich insbesondere dadurch aus, dass sie kein allgemeines Prinzip der Mathematik
darstellen, das moglicherweise sogar auf auflermathematische Problemsituationen
iibertragbar ist. Dazu zdhlen bspw. (geometrische) Konstruktionen und das Be-
handeln von (algebraischen) Gleichungen und Gleichungssystemen, aber auch die
analytische Betrachtung von Grenz- und Extrempunkten. Das Zerlegen und Ergén-

zen im geometrischen Sinne an konkreten Objekten wird ebenfalls hinzugezéhlt.

e Einordnung von Ergebnissen
Das sind Arbeitsweisen, mit denen riickblickend auf erzielte Ergebnisse und getrof-
fene Aussagen eingegangen wird. Dabei sind insbesondere inhaltliche Einschrén-

kungen, Kontrollen und weiterfithrende Fragen gemeint.

e Personenbezogene Uberlegungen
Es sind Abschnitte gemeint, in denen iiber das eigene Vorgehen und die eigenen Be-
findlichkeiten reflektiert wird. Hier sind insbesondere intuitive und nicht unbedingt

fachlich begriindete Gedanken miteinbezogen.

6.3. Evaluative Inhaltsanalyse

Bei dieser Inhaltsanalyse sind alle 167 Fille jeweils mit Auspragungen, der am Ende von
Abschnitt 6.2 beschriebenen Merkmale fiir Arbeitsweisen, codiert worden. Als evaluative
Kategorien haben sich vier Ausprigungsgrade ergeben: Keine Auspragung (codiert
mit 0), geringe Ausprigung (codiert mit 1), mittlere Auspragung (codiert mit 2) und
hohe Auspriagung (codiert mit 3). Dabei sind die Auspragungsgrade folgendermafen
definiert:

e Keine Ausprigung (0)

Fille, in denen entsprechende Arbeitsweisen gar nicht auftreten.

e Geringe Ausprigung (1)
Falle, in denen entsprechende Arbeitsweisen nur vereinzelt und/oder willkiirlich

auftreten.

e Mittlere Ausprigung (2)
Fille, in denen entsprechende Arbeitsweisen zwar haufiger und womdglich regelmé-

kig, aber nicht flichendeckend auftreten.
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e Hohe Ausprigung (3)
Félle, in denen entsprechende Arbeitsweisen flichendeckend und auch vielfiltig

auftreten.

Die Auspriagungsgrade sind als evaluative Kategorien restfrei formuliert, sodass bei allen
167 Fillen jeweils exakt acht Codes gesetzt wurden — fiir jedes Merkmal jeweils ein Code.
Im Anhang B sind in Tabelle B.38 (S. 337) alle diese Codes aufgelistet.

Diskussion

Es lassen sich zunéchst alle Falle gemeinsam betrachten und dort fiir jede Merkmalsdi-
mension ein Mittelwert der codierten Auspriagungsgrade ermitteln. In Abbildung 6.21
sind diese Mittelwerte dargestellt. Dabei starten die Merkmalsdimensionen jeweils im
Zentrum der Netzdarstellung und gehen dann in je eine der acht Richtungen nach
aufsen. Jede Merkmalsdimension ist exakt einer Richtung zugeordnet. Am Ende der
Merkmalsdimension ist die entsprechende Bezeichnung aufgefiihrt. Die Anordnung der
Merkmalsdimension bleibt in der weiteren Arbeit fiir derartige Netzdiagramme gleich.
Der Auspriagungsgrad 0 (keine Auspridgung) ist also immer im Zentrum angeordnet.
Die Auspriagungsgrade 1 (geringe Ausprigung), 2 (mittlere Auspriagung) und 3 (hohe
Ausprigung) sind dann schrittweise nach aufsen aufgetragen und jeweils durch eine Ecke

eines regelméafigen Achtecks markiert.
Allgemeinere mathematische Techniken

Beispielgebundenes Vorgehen Uberlegungen zum Vorgehen

Externe Hilfsmittel heranziehen AuBere Form und Dokumentation

Problemspezifische fachmathematische Techniken Personenbezogene Uberlegungen

Einordnung von Ergebnissen

Abb. 6.21.: Mittelwerte der Auspriagungen der evaluativen Inhaltsanalyse iiber alle Probanden.

Zunéchst ist hier zu erkennen, dass die Verhéltnisse der Ausprigungen der Merkmale
untereinander dem Trend der Anzahlen codierter Segmente nach entsprechenden Subkate-
goriegruppen der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse folgen (siche Abbildung 6.22).
Gleichzeitig sieht man, dass gerade die in der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse
mit sehr vielen codierten Segmenten versehenen Subkategoriegruppen nicht unbedingt

fiir eine iberméafig hohe Bewertung der Auspragung nach der evaluativen Inhaltsanalyse
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6.3. Evaluative Inhaltsanalyse

stehen. Es bestétigt sich der Eindruck, dass eine hohe Anzahl codierter Segmente keine
konkrete Aussage liber die interpretative Bewertung der Auspriagung dieser Arbeitsweise
treffen kann. Dafiir ist eine entsprechende Fallbetrachtung unerlésslich. Dies liefert nun

die evaluative Inhaltsanalyse.

700

618

1.10

175

ol

Abb. 6.22.: Mittelwerte der Ausprigungen der evaluativen Inhaltsanalyse (links) und absolute
Anzahlen codierter Segmente nach Subkategoriegruppen der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse
(rechts) iiber alle Probanden. Die Anordnung der Subkategoriegruppen links folgt der Anordnung aus
Abbildung 6.21. Die Anordnung rechts ist von links nach rechts entsprechend der Anordnung aus
Tabelle 6.6 gegeben.

Es zeigt sich dennoch weiterhin, dass die Student*innen in ihren Bearbeitungen generell
wenig Zeit mit planenden (Uberlegungen zum Vorgehen) und reflexiven (FEinordnung von
Ergebnissen bzw. Personenbezogene Uberlegungen) Schritten verbringen. Externe Hilfs-
mittel werden nur selten herangezogen, wobei hier erneut die Einschrankung zu erwdhnen
ist, dass es sich dabei auch um eine fehlende Dokumentation entsprechender Schritte
durch die Student*innen handeln kann. Vor dem Hintergrund, dass die Hinzunahme
externer Hilfe oftmals eher negativ konnotiert ist, ist dies weiterhin durchaus plausibel.
Die anderen drei Merkmale (Allgemeinere mathematische Techniken, Beispielgebundenes
Vorgehen, Problemspezifische fachmathematische Techniken), die fiir die Hauptkatego-
rie Strategien der Durchfiihrung stehen, sind jeweils in einer &hnlichen und niedrigen
Auspriagung vorhanden. Sie sind entgegen der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse
stark an die restlichen Merkmalsdimensionen angeglichen.

Betrachtet man nun die Auspridgungen der Merkmalsdimensionen fiir die Probanden
einzeln, so ergibt sich ein eher differenziertes Feld. In Abbildung 6.23 sind die Mittelwerte
der Auspriagungen der Merkmalsdimensionen einzeln fiir jeden Probanden dargestellt.
Die Merkmalsdimensionen der Netzdiagramme sind wie in Abbildung 6.21 gesetzt.
Die Farbgebung fiir die einzelnen Probanden ist aus der inhaltlich-strukturierenden

Inhaltsanalyse iibernommen.
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Abb. 6.23.: Auspriagungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband.

Es ist an dieser Stelle anzumerken, dass die Berechnung von Mittelwerten eine Interpre-
tation der Auspragungsstufen im Sinne einer Intervalskala ist. Bei den Auspragungsstufen
handelt es sich genau genommen aber nicht um eine sauber normierte Intervalskala.
Es liegt insbesondere keine dquidistante Verteilung der Stufen auf einer Skala vor, da
zwischen keiner Ausprigung (0) und geringer Auspriagung (1) ein kleinerer Abstand
besteht, als zwischen den restlichen Stufen. In Kapitel 8 zur Beurteilung der Giite der
Inhaltsanalyse wird in Abschnitt 8.3 genauer auf diese Problematik eingegangen. Es
stellt sich heraus, dass eine alternative Bestimmung von Auspriagungsstufen fiir die
Gesamtbearbeitung eines Probanden, die ohne Mittelwerte auskommt und stattdessen

rein interpretativ durchgefiihrt wird, zu nahezu identischen Mustern gelangt, wie sie
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6.3. Evaluative Inhaltsanalyse

in Abbildung 6.23 zu sehen sind. Es kann an dieser Stelle also mit den vorliegenden

Diagrammen fortgefahren werden.

Es gibt weiterhin Probanden, die sich durch eine deutlich niedrigere Gesamtauspragung
gegeniiber dem Rest auern (#02, #12, #14, #16, #18, #19, #21). Hier sind nahezu keine
Arbeitsweisen jeglicher Merkmalsdimensionen in tatséchlich wahrnehmbarer Auspragung

vorhanden. In Abbildung 6.24 sind die entsprechenden Probanden hervorgehoben.

Abb. 6.24.: Auspriagungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband mit farblicher Hervorhebung
von wenig umfangreichen Bearbeitungen.

Im Vergleich zur geringen Anzahl codierter Segmente aus der inhaltlich-
strukturierenden Inhaltsanalyse (siehe Abbildung 6.15) zdhlen jedoch drei Probanden
nicht mehr zu dieser Gruppe (#08, #17, #20). Es ist auch kein zusétzlicher Proband

dazugekommen.
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Ansonsten lassen sich durch die Form der entstehenden Fliachen im Netzdiagramm sol-
che Probanden identifizieren, die sich durch eine &hnliche Bearbeitungsweise auszeichnen.
Es werden nun entsprechend dhnliche Formen in den Netzdiagrammen gesucht.

Beispielsweise zeigen sich mehrere Probanden (#03, #05, #06, #08, #15), die im
Vergleich zu den restlichen Merkmalen nur héhere Auspriagungen in den Merkmalen
Aufere Form und Dokumentation, Allgemeinere mathematische Techniken, Beispielgebun-
denes Vorgehen und Problemspezifische fachmathematische Techniken aufweisen. Oftmals
kommen noch hohere Auspriagungen beim Merkmal Einordnung von Ergebnissen vor
(siche Abbildung 6.25).
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Abb. 6.25.: Auspriagungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband mit farblicher Hervorhebung
von Probanden mit Fokus auf konkreter Problemlosung.

Demnach konzentrieren sich diese Student*innen {iberwiegend auf die konkrete Problem-

bewiltigung und manchmal auf eine anschliefende Kontrolle des Ergebnisses. Planende
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6.3. Evaluative Inhaltsanalyse

Schritte und metakognitive Uberlegungen treten kaum auf. Auch externe Hilfsmittel

werden nicht herangezogen oder dokumentiert.

Andererseits lassen sich neben den eben beschriebenen Ausprigungen auch Probanden
erkennen (#07, #09, #11, #22, #23, #24, #25), die zuséatzlich eine doch erkennbar
héhere Ausprégung hinsichtlich planender Schritte (Uberlegungen zum Vorgehen) aufwei-
sen. Die Flachen in den Netzdiagrammen zeigen einen entsprechenden Ausschlag nach
rechts oben (siche Abbildung 6.26).

Abb. 6.26.: Ausprigungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband mit farblicher Hervorhebung
von Probanden mit teilweise planenden Schritten.

Ebenso verhilt es sich mit Probanden (#01, #10, #17, #20), die zwar keine héhere
Auspragung hinsichtlich planender Schritte (U berlegungen zum Vorgehen) aufweisen, aber

stattdessen zu reflexiven Uberlegungen zur eigenen Person und zu metakognitiven Schrit-
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ten tendieren (Personenbezogene Uberlegungen). Die Flédchen in den Netzdiagrammen

zeigen hier einen Ausschlag nach rechts unten (sieche Abbildung 6.27).
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Abb. 6.27.: Auspriagungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband mit farblicher Hervorhebung
von Probanden mit teilweise reflexiven Uberlegungen.

Zuletzt sind noch zwei Sonderfélle zu erwidhnen (sieche Abbildung 6.28). Ein Proband
(#13) weist sogar in planenden und reflexiven Schritten eine erhohte Auspragung auf.
Generell wirkt das gesamte Netzdiagramm sehr ausgeglichen und im Vergleich zu den
meisten restlichen Diagrammen auch generell hoch ausgepragt. Lediglich externe Hilfs-
mittel weisen eine niedrigere Auspriagung auf. Bedenkt man allerdings, dass die restliche
hohe Ausprigung den Eindruck erweckt, dass der Proband relativ viele Strategien bereits
selbst zur Verfiigung hat, so ist die Abwesenheit von vielen externen Hilfsmitteln nicht
unbedingt iiberraschend. Der Proband scheint selbststédndig zur Problembearbeitung in

der Lage.
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6.3. Evaluative Inhaltsanalyse

Abb. 6.28.: Auspridgungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband mit farblicher Hervorhebung
von Sonderféllen.

Ein anderer Proband (#04) ist dahingehend als Sonderfall zu sehen, als dass er der*die
einzige Student*in mit einer deutlich hoheren Auspragung bei der Verwendung externer
Hilfsmittel ist. Abgesehen von den Merkmalen Aufere Form und Dokumentation und
Problemspezifische fachmathematische Techniken treten ansonsten keine Merkmale mit
einer relevanten Auspriagung auf. Die Student*in erscheint nach diesen Auspragungen
hilflos bei der Bearbeitung der Problemstellungen und muss sich scheinbar auf das
Hinzuziehen von externer Hilfe verlassen, um iiberhaupt eine Bearbeitung durchfiithren

zu konnen.

Die Ergebnisse der evaluativen Inhaltsanalyse ermdglichen zum einen eine Musterer-
kennung in allen Probanden, lassen zum anderen aber auch eine genauere Interpretation

der einzelnen Probanden zu. Der Auspriagungsgrad der Merkmale liefert im Gegensatz
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zu den Anzahlen codierter Segmente eine angemessene Grundlage fiir eine Bewertung
hinsichtlich der Verwendung einer Arbeitsweise. Dabei zeigen sich die Trends aus der
inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse weiterhin und lassen sich zudem weiterfithrend
ausdifferenzieren. Anhand dieser unterschiedlichen Muster in den Auspragungen der
Probanden wird nun eine typenbildende Inhaltsanalyse durchgefiihrt. Dazu werden
im Folgenden sechs Typen beschrieben, die in den eben formulierten Ergebnissen der
evaluativen Inhaltsanalyse innerhalb der Probanden identifiziert werden kénnen. Diese
Typisierung wird anschlieffend in der typenbildenden Inhaltsanalyse auf die Probanden

als Falle angewendet.

Der passive Typ (Typ 1)

Die Bearbeitungen sind wenig ausfiihrlich gestaltet und nur
durch sporadische Verwendung von Arbeitsweisen geprigt.
Nicht mehr als zwei Arbeitsweisen werden hoher als selten
verwendet. Keine Arbeitsweise wird ndherungsweise moderat

oder starker ausgepriagt verwendet.

Der 16sungsorientierte Typ (Typ 2)

Bei der Bearbeitung werden iiberwiegend konkrete Schritte
zur Problemlosung vollzogen, wobei nur selten auf externe
Hilfsmittel zurilickgegriffen wird. Die Dokumentation wird
noch ausfiihrlich gestaltet, aber es treten nahezu keine pla-
nenden Gedanken auf. Die Ergebnisse werden grofitenteils
kurz eingeordnet. Das eigene Vorgehen wird jedoch kaum

hinterfragt.

Der reflexive Typ (Typ 3)

Die Bearbeitung ist durch nur selten planende Schritte im
Vorhinein geprégt. Die konkreten Schritte favorisieren keine
Kategorie der Strategien der Durchfiithrung deutlich und fallen
ansonsten auch nur maximal moderat aus. Ein grofer Teil der
Bearbeitung wird mit reflexiven Gedanken verbracht. Dabei
wird neben der Behandlung von Problemen oder Auffilligkei-
ten in der Bearbeitung und der Einordnung von Ergebnissen
auch oftmals das eigene Vorgehen bewertet und die Zufrie-

denheit mit den Ergebnissen formuliert.
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Der planende Typ (Typ 4)

Ein grofter Teil der Bearbeitung wird mit der Planung der
durchzufiihrenden Schritte und der Analyse der Problemstel-
lung verbracht. Die Arbeitsweisen der restlichen durchfiih-
renden Schritte sind grofstenteils normal verteilt. Mogliche
Ergebnisse werden teils noch hinterfragt. Das eigene Vorgehen
und die eigene Person werden aber im Nachhinein nur sehr

selten reflektiert.

Der hilfesuchende Typ (Typ 5)

Die Bearbeitung wird grofitenteils mit externer Hilfe bestrit-
ten. Dies kann sich durch eine ausgepriagte Zusammenarbeit
mit anderen Studierenden, aber auch durch eine grofte Zahl an
hinzugezogener Literatur duflern. Die eigenen Arbeitsschritte
fallen dann eher gering aus und beziehen sich tiberwiegend auf
das externe Wissen. Die Dokumentation wird meist noch aus-
fithrlich gestaltet, wobei kaum Gedanken hinsichtlich Planung,
Motivation oder Reflexion abgebildet sind.

Der ganzheitliche Typ (Typ 6)

Die Bearbeitungen sind ausfiihrlich gestaltet und weisen eine
Vielzahl unterschiedlicher Arbeitsweisen auf, die alle grofiten-
teils mindestens moderat verwendet werden. Dabei ist keine
deutliche Tendenz in Richtung einer bestimmten Kategorie
von Arbeitsweisen ersichtlich. Insbesondere wird das Vorge-

hen auch geplant und reflektiert. Lediglich die Hilfe von aufsen

kann variieren.

6.4. Typenbildende Inhaltsanalyse

Bei dieser Inhaltsanalyse sind alle 25 Probanden jeweils einem der am Ende von Abschnitt

6.3 beschriebenen Typen zugeordnet worden. Dazu sind jeweils alle sieben bzw. sechs

Félle eine*r Student*in zusammen betrachtet und dahingehend eine Codierung mit den

beschriebenen Typen vorgenommen worden. In Abbildung 6.29 und Tabelle 6.30 sind

die Zuordnungen aufgefithrt — einmal nach Typen und einmal nach Proband sortiert.



6. Ergebnisse der qualitativen Inhaltsanalysen der Lernprozessdokumentationen

000~

- 00000 @O
> @@ O~
v @@@

2
I
® O
5 o

“°, 0@

&8 F F <F P

Abb. 6.29.: Anzahl der mit jeweils einem Typ codierten Probanden.

#01 #02 #03 #04 #05 #06 #07 #08 #09 #10 #11 #12 #13 #14 #15 #16 #17 #18 #19 #20 #21 #22 #23 #24 #25

3 1 2 5 2 2 2 2 4 3 4 1 6 1 2 1 3 1 1 3 1 6 4 2 1

Tab. 6.30.: Zuordnung der Probanden zu den Typen.

Diskussion

Ein Grofteil (8 von 25) der Student*innen wurde dem passiven Typ (Typ 1) zugeordnet.
Diese Student*innen sind nahezu nicht in der Lage oder nicht gewillt die gestellten
Arbeitsauftrage merklich zu bearbeiten. Dies ist durchaus mit der Komplexitdt der
behandelten Problemfelder zu erklaren. Die universitdre Algebra weist einen nicht zu
unterschitzenden Abstraktionsgrad auf, der gerade durch die Thematisierung von elemen-
taren Problemen moglicherweise noch erhoht wird. Die Ergebnisse decken sich damit mit
gangigen Durchschnittsnoten in fachlichen Veranstaltungen zur abstrakten Mathematik
an Hochschulen.

Betrachtet man die restlichen Student*innen, so ergibt sich dort ein erneut grofser
Anteil (7 von 25 bzw. von 17) an Student*innen, die dem problemorientierten Typ (Typ
2) zugeordnet wurden. Diese Student*innen konzentrieren sich auf die reine fachliche
Bearbeitung der Problemstellung und scheinen kaum metakognitive Strategien zu beach-
ten. Beruft man sich auf das Literacy-Modell von BAUER und HEFENDEHL-HEBEKER
(2019), so entsteht hier der Eindruck, dass es sich hierbei um den von den Autor*innen
postulierten grofseren Anteil Lehramtsstudierender handeln kénnte, die auf einer zwei-
ten (Applied Literacy) oder dritten Stufe (Theoretical Literacy) verbleiben und damit
moglicherweise das Wesen der Mathematik nicht vollstdndig durchdringen kénnen.

Unter dem erneuten Rest treten Student*innen auf, die zusatzlich reflexive Schritte

(Typ 3), zusétzlich planende Schritte (Typ 4) und zusétzlich reflexive sowie planende
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Schritte (Typ 6) durchfithren. Die Anzahlen sind mit 4 bzw. 3 bzw. 2 jedoch jeweils
sehr gering. Inwiefern sich bei diesen neun Student*innen diese umfangreicheren Ar-
beitsweisen konkret dufiern und insbesondere Auswirkungen auf die fachliche Lésung
der Problemstellung zeigen, wird in der anschlieffenden komplexen Analyse in Kapitel 7
diskutiert.

Betrachtet man zusétzlich zu den codierten Typen die Beobachtungen in den Mus-
tern aus den Abbildungen 6.24 bis 6.28 des vorigen Abschnitts 6.3, so zeigt sich, dass
sich die Typzuordnung mit den Gruppierungen der Muster der evaluativen Analyse

niherungsweise deckt. In Tabelle 6.31 ist eine solche Gegeniiberstellung abgebildet.

evaluativ typenbildend
Typ 11 #02 , #12, #14, #16, #18, #19, #21 402, 412, #14, #16, #18, #19, #21,
Typ 2:  #03 , #05, #06, #08, #15 403, #05, #06, , 408, #15, | #24
Typ 3:  #01 , #10, #17, #20 #01, #10, #17, #20
Typ 4: , 409, #11, , 4#93, | #24 , #009, #11, #23
Typ 5: #04 #04
Typ 6:  #13 #13,

Tab. 6.31.: Gegeniiberstellung der Mustererkennung in der evaluativen Inhaltsanalyse und der
Codierung der typenbildenden Inhaltsanalyse.

Es ist zunéchst zu sehen, dass lediglich vier Fille, die in den evaluativen Mustern
dem planenden Typ (Typ 4) zuzuordnen gewesen wéren, nun neu verteilt wurden.
Dabei entfallen diese abweichenden Zuordnungen bei der Typenbildung nicht auf einen
einzelnen Typ, sondern verteilen sich nahezu gleichméfig auf andere Typen. Gerade das
Merkmal um planende Schritte (Uberlegungen zum Vorgehen) scheint demnach zwar eine
Ungenauigkeit zwischen der Betrachtung der Einzelfille und der Betrachtung aller Félle
eines Probanden als Gesamtfall aufzuweisen, jedoch deutet die Verteilung auf mehrere
Typen eher jeweils leichte Randeffekte, statt eine grundsétzliche Unschérfe zwischen
zwei Typen an. Es werden im Folgenden die vier abweichenden Zuordnungen genauer
betrachtet um insbesondere die Typisierung genauer erklaren und die Moglichkeit einer

solchen Unscharfe ausschliefen zu konnen.

e Proband #25
Es wird besonders die fiir Typ 4 charakterisierende evaluative Merkmalsdimension
Uberlequngen zum Vorgehen betrachtet (sieche Abbildung 6.32).

Dort lésst sich erkennen, dass dieses Merkmal in der evaluativen Gesamtbetrach-
tung zwar einen leichten Ausschlag nach rechts oben aufweist, jedoch ist dieser
auf wenige hohe Ausprigungen in einzelnen Arbeitsauftragen zuriickzufiithren. Der
Auspragungsverlauf iiber das gesamte Semester duflert sich relativ sprunghaft.

Bei der Codierung in der typenbildenden Inhaltsanalyse wird eine Beurteilung
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0= & @

Abb. 6.32.: Evaluative Ausprigung (links) und Auspragungsverlauf {iber die sieben Arbeitsauftrige
des Merkmals Uberlegungen zum Vorgehen (rechts) bei Proband #25.

aller Arbeitsauftrige zusammengefasst getroffen, wobei eine stark wechselhafte
Verwendung womdglich einen niedrigeren Gesamteindruck hinterldsst. Zudem ist
auch anzumerken, dass der Mittelwert in der Auspridgung der erwdhnten Merk-
malsdimension grundsétzlich nicht sonderlich hoch ist. Damit kann es sich hierbei

auch um einen schlichten Randeffekt handeln.

Betrachtet man weiter auch die Auspriagungsverlaufe der anderen drei ausgepragte-
ren evaluativen Merkmale (Allgemeinere mathematische Techniken, Beispielgebun-
denes Vorgehen, Einordnung von Ergebnissen), so zeigt sich zumindest bei einer
weiteren Merkmalsdimension (Beispielgebundenes Vorgehen) ein wechselhaftes Nut-
zungsmuster (sieche Abbildung 6.33). Die anderen beiden Merkmalsdimensionen
werden nédherungsweise bzw. iiber einen langeren Zeitraum hinweg konstant ver-
wendet. Hier weist die insgesamt dennoch geringe Auspriagung auf einen Randeffekt

beim interpretativen Ansatz der Typisierung hin.

Alle vier Merkmale mit vergleichsweise hoherer Auspragung weisen somit dennoch
in absoluten Werten eher geringe Ausprigungen auf und zwei dieser Merkmale
zeigen zusétzlich tendenziell wechselhafte Auspragungsverlaufe. Insgesamt ist damit
eine Codierung in der typenbildenden Inhaltsanalyse mit Typ 1 (passiver Typ)
nicht abwegig.

3 3 3
| \/—\—/

Abb. 6.33.: Ausprigungsverliaufe der Merkmale Allgemeinere mathematische Techniken (links),
Beispielgebundenes Vorgehen (mittig), Einordnung von Ergebnissen (rechts) bei Proband #25.

e Proband #07 und #24
Betrachtet man die Muster der Netzdiagramme der beiden Probanden aus der

evaluativen Analyse (siehe Abbildung 6.34), so lasst sich darauf hinweisen, dass
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6.4. Typenbildende Inhaltsanalyse

man diese beiden Fille bereits bei der Gruppierung dieser Muster zu Typ 2 (16sungs-
orientierter Typ) hinzuzéhlen héitte konnen. Lasst man die niedrige Auspriagung
in der fiir Typ 4 (planender Typ) charakterisierenden Merkmalsdimension Uber-
legungen zum Vorgehen unbeachtet, so kommt als néchstes Typ 2 in Frage, den
auch die typenbildende Analyse codiert. Es handelt sich hierbei also um minimale
Randeffekte.

Abb. 6.34.: Evaluative Ausprigung bei Proband #07 (links) und #24 (rechts).

e Proband #22
Auch bei diesem Proband wire durchaus bereits in der Gruppenbildung anhand
der Muster der evaluativen Analyse eine Zuordnung zu Typ 6 (ganzheitlicher Typ)
gerechtfertigt gewesen. Die Auspriagung nach rechts unten ist zwar im Vergleich
weniger auffillig — weswegen zunéchst die Zuordnung zu Typ 4 (planender Typ)
getroffen wurde —, jedoch fillt sie im Vergleich zu den anderen Probanden insgesamt
héher aus. Die typenbildende Analyse zeigt in diesem Fall einen deutlichen Vorteil
gegeniiber der Einordnung nach Mustern aus der evaluativen Analyse: Sie bewertet
mehr die tatséchliche Verwendung einer Arbeitsweise, statt deren Relation zu
den restlichen Arbeitsweisen. Diese spiegelt sich insbesondere in den Mustern der

Netzdiagramme — durch die Darstellung als Flachenfiguren — wider.

Abb. 6.35.: Evaluative Auspriagung bei Proband #22.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass die Typisierung eine nachvollziehbare Eintei-

lung der Student*innen liefert. Die Zuordnung zu héheren* Typen erfolgt leicht strenger

4Héher im Sinne von wiinschenswerter im Bezug auf Problemlésekompetenzen.
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als es die Einteilung nach Mustern in der evaluativen Inhaltsanalyse vorgegeben hat.
Die Entscheidungen hin zu bestimmten Typen bleiben dabei aber nachvollziehbar und
gerechtfertigt und die Unterschiede zur evaluativen Analyse lassen insbesondere nicht auf
eine Unschérfe der Ergebnisse zuriickschliefsen. Dennoch bleibt die Erkenntnis, dass fiir
eine genauere Beschreibung der Arbeitsweisen der individuellen Student*innen weiterhin
die einzelnen Bearbeitungen als Félle betrachtet werden miissen.

Zudem ist anzumerken, dass die Typisierung in dieser Form prinzipiell an zwei Merk-
malen unterscheidbar ist: Die Verwendung von reflexiven und bzw. oder planenden
Schritten.® Insbesondere im Hinblick auf die Schritte zur konkreten Problembewélti-
gung lassen sich bisher kaum Unterschiede bei den Student*innen erkennen. Es folgt
eine komplexe Analyse der gewonnenen Typologie, wobei zu Beginn vor allem auf die
Auspragungsverlaufe dieser Merkmalsdimensionen zur konkreten Problembewéaltigung
eingegangen wird. Weiterfithrend werden solche Merkmale in die Interpretation miteinbe-
zogen, die bisher keine oder kaum Einfliisse auf die Analyse hatten. Hier wird schliefslich
auch auf ein Konzept zur Beurteilung einer fachlich sinnvollen Verwendung einer Ar-
beitsweise zuriickgegriffen. Am Ende steht eine abschliefsende Einzelfallbetrachtung von

Féllen und Probanden, die innerhalb der Typologie besonders aufgefallen sind.

5Der Sonderfall Typ 5 (hilfesuchender Typ) ist hier als Anomalie ausgeklammert.
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7. Komplexe Analyse und
Einzelfallbetrachtung

Im folgenden Kapitel wird die Typisierung der vorangegangenen qualitativen Inhaltsana-
lyse unter Berticksichtigung von Merkmalen, die nicht direkt fiir die Zuordnung der Typen
relevant sind, fortfithrend interpretiert und ausdifferenziert. Die zusétzlich betrachteten
Merkmale lassen sich in prozessorientierte, fachliche und sonstige Merkmale aufteilen. Bei
den prozessorientierten Merkmalen wird insbesondere auf eine konsistente Verwendung
von bestimmten Arbeitsweisen eingegangen. Bei den fachlichen Merkmalen werden fachli-
che Beurteilungen der Bearbeitungen und eine Bewertung der verwendeten Arbeitsweisen
hinsichtlich einer gewinnbringenden Nutzung herangezogen. Zu den erhobenen sonstigen
Merkmalen zdhlen das Fachsemester als grobes Merkmal des Vorwissens, das Zweitfach
der Student*innen und die Geschlechtsidentitit. Die komplexe Analyse wird neben der
genaueren Beschreibung und Interpretation der Typisierung auch dazu genutzt, dass
daran eine Auswahl von Einzelfallen getroffen wird, die abschliekend nochmals genauer
betrachtet werden. Dabei werden mogliche Auffalligkeiten aus der komplexen Analyse

direkt im Material iiberpriift und prézise erklart.

7.1. Prozessorientierte Merkmale

Betrachtet man die einzelnen Auspragungen der acht Merkmalsdimensionen der einzelnen
Student*innen pro Arbeitsauftrag, so lasst sich ein Verlauf der Nutzung entsprechender
Arbeitsweisen untersuchen. In Abbildung 7.1 ist ein solcher Verlauf beispielhaft fiir
Proband #01 dargestellt. Die Auspriagungsgrade sind dabei nach oben von 0 bis 3 abge-
tragen. Von links nach rechts sind die aufeinanderfolgenden Arbeitsauftrage abgebildet.
Die acht Dimensionen sind von vorne nach hinten angeordnet und zusétzlich geméaf der
darunter stehenden Legende farblich gekennzeichnet. Weiter sind pro Merkmalsdimension
rechtsstehend die mittlere Auspriagung als arithmetisches Mittel T = % Yo, x; und die
mittlere Abweichung als korrigierte Stichprobenvarianz mittels Abweichungsquadraten
s? = 15" (z; — T)% angegeben.

Die Verlaufe aller 25 Probanden sind in gleicher Form in Anhang B in den Abbildungen
B.11 bis B.35 (S. 322-334) dargestellt. Es sei an dieser Stelle erneut auf die Tabelle
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#01 (Typ 3)

T = 1.83,s2 = 0.57

@ AuBere Form und Dokumentation

@ Uberlegungen zum Vorgehen

@ Allgemeinere mathematische Techniken

@ Beispielgebundenes Vorgehen

@ Externe Hilfsmittel heranziehen
Problemspezifische fachmathematische Techniken
Einordnung von Ergebnissen

@ Personenbezogene Uberlegungen

Abb. 7.1.: Beispielhafter Verlauf der Auspriagungen der Merkmalsdimensionen iiber alle
Arbeitsauftriage von Proband #01 mit Legende zur Farbgebung.

der numerischen Werte dieser Auspriagungen in Tabelle B.38 (S. 337) in Anhang B
verwiesen. Zusétzlich sind die mittleren Auspragungen und mittleren Abweichungen
in den Tabellen B.39 und B.40 (S. 338f.) zu finden. Es ist deutlich zu betonen, dass
diese numerischen Daten in ihrer quantitativen Form keine statistische Aussagekraft
besitzen. Es handelt sich hierbei lediglich um eine numerische Darstellung von qualitativen
Daten zur Unterstiitzung der Interpretation der graphischen Darstellung. Die untersuchte
Stichprobe besitzt keine Reprasentativitdt und ist insgesamt zu klein fiir eine quantitative

Auswertung.

Insgesamt kann bei allen untersuchten Student*innen keine Tendenz hin zu einer
Steigerung der Ausprigungen im Laufe aller Arbeitsauftrage erkannt werden. Die Aus-
pragungen bleiben iiberwiegend auf gleichem Niveau oder variieren flachendeckend stark.
Die variierende Nutzung spricht dafiir, dass die Entscheidung fiir Arbeitsweisen bei
den Student*innen stark von der jeweiligen Problemstellung abhéngt. Die konstanten
Auspragungen ohne Tendenz zur Steigerung sind hingegen ein Indiz dafiir, dass bei

den Student*innen kein Lerneffekt hinsichtlich der Verwendung von Arbeitsweisen auf-
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7.1. Prozessorientierte Merkmale

tritt. Die Verwendung von Arbeitsweisen erscheint damit als aufgabenspezifische und

individuell stabile Eigenschaft von Lernenden.

Die Probanden aus Typ 1 (passiver Typ) sind dadurch charakterisiert, dass sie nur
selten iiberhaupt Arbeitsweisen dokumentieren. Dies zeigt sich im Verlauf des Semesters
durch generell sehr niedrige Auspréagungen in allen acht Merkmalsdimensionen. Vereinzelt
treten dabei dennoch Bearbeitungen von Arbeitsauftragen auf, bei denen einzelne wenige
Merkmalsdimensionen héhere bis sogar hohe Ausprigungen aufweisen (siehe bspw.
Abbildung 7.2). Hier scheinen die entsprechenden Student*innen kurzzeitig einen Ansatz
gefunden zu haben, der bei der vorliegenden Problemstellung fiir sie anwendbar ist und
nutzen diese Arbeitsweise dann exzessiv. Womoglich geschieht dies aus der Not heraus,
dass ansonsten keine weiteren Ansétze oder Ideen zur Verfiigung stehen. Die Tatsache,
dass die Auspriagungen in den nachfolgenden Arbeitsauftragen aber meist wieder deutlich
absinken, spricht dafiir, dass die entsprechenden Arbeitsweisen bei diesen Student*innen

nicht als tatséchlich beherrschte Problemlosestrategien vorhanden sind.

Abb. 7.2.: Ausprigungsverldufe der Merkmalsdimensionen der Probanden #14, #18 und #19 als
Beispiele fiir vereinzelte Spitzen in Typ 1.

Es wird sich im weiteren Verlauf iiberwiegend auf die Probanden aufserhalb von Typ 1

(passiver Typ) fokussiert, da nur dort tatsiachliche Bearbeitungen ersichtlich sind.

Bei allen Probanden aus Typ 2 bis 6 ldsst sich ein genereller Einbruch der Ausprigung
vieler Merkmalsdimensionen bei Arbeitsauftrag 4 und 7 beobachten. Dabei handelt
es sich jeweils um den letzten Arbeitsauftrag der beiden Inhaltsbereiche, welcher eine
abstrakte Behandlung der iibergeordneten Problemstellung auf universitdrem Niveau ins
Auge fasst. Die Tatsache, dass gerade hier nahezu alle Student*innen deutlich weniger
Moglichkeiten zur Bearbeitung haben, ist mit der erhdhten fachlichen Schwierigkeit dieser
Arbeitsauftrige zu erkldren. Dennoch zeigen sich leichte Unterschiede zwischen den Typen.
Bei Typ 2 (l6sungsorientierter Typ) sind derartige Einbriiche nahezu flichendeckend in

den meisten Merkmalsdimensionen zu beobachten (siche bspw. Abbildung 7.3).

Bei Typ 3 (reflexiver Typ) widerstehen die Probanden einem Einbruch zumindest in

wenigen Dimensionen, aber dort recht konsequent (siehe bspw. Abbildung 7.4).
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7. Komplexe Analyse und Einzelfallbetrachtung

Abb. 7.3.: Auspragungsverldufe der Merkmalsdimensionen der Probanden #06, #07 und #08 als
Beispiele fiir Einbriiche bei den Arbeitsauftrigen 4 und 7 in Typ 2.

Abb. 7.4.: Ausprigungsverldufe der Merkmalsdimensionen der Probanden #01, #10 und #20 als
Beispiele fiir ausbleibende grofere Einbriiche bei den Arbeitsauftrigen 4 und 7 in Typ 3.

Typ 6 (ganzheitlicher Typ) zeigt die hochste Resilienz gegen derartige Einbriiche. Hier
sind insbesondere die planenden und reflexiven Merkmalsdimensionen deutlich niedriger

von den beschriebenen Einbriichen betroffen (siehe bspw. Abbildung 7.5).

Abb. 7.5.: Auspriagungsverldufe der Merkmalsdimensionen der Probanden #13 und #22 als Beispiele
fiir ausbleibende grofiere Einbriiche bei den Arbeitsauftréagen 4 und 7 in Typ 6.

Fiir Typ 3, 4, 5 und 6 lassen sich gewisse Merkmalsdimensionen als solche Merkmale
bezeichnen, die diesen Typ charakterisieren. Bei Typ 3 (reflexiver Typ) sind das die
Merkmalsdimensionen Einordnung von Ergebnissen und Personenbezogene Uberlegungen,
bei Typ 4 (planender Typ) die Merkmalsdimension Uberlequngen zum Vorgehen, bei
Typ 5 (hilfesuchender Typ) die Merkmalsdimension Externe Hilfsmittel heranziehen und
bei Typ 6 (ganzheitlicher Typ) die Merkmalsdimensionen Uberlegungen zum Vorgehen,
Einordnung von Ergebnissen und Personenbezogene Uberlegungen. Zumindest in diesen

charakterisierenden Merkmalen weisen die Probanden eines Types iiberwiegend konstante
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Ausprigungsgrade mit relativ niedrigen Abweichungen {iber das gesamte Semester auf.
Dies zeigt sich auch numerisch in iiberwiegend relativ niedrigen durchschnittlichen
mittleren Abweichungen innerhalb der Typen.! In Tabelle 7.6 sind die charakterisierenden

Merkmale jeweils hervorgehoben.

Typ: |1 2 3 4 5 6

Sl
0
=l
%
Sl
V)
8|
w0
Sl
o
=l
0

Auflere Form und | g3 47| 187 067 1.62 044|200 0.73|1.50 0.70 | 2.43 0.26
Dokumentation

Uberlegungen zum Vorgehen | 0.68 0.51 | 0.71 0.74 | 0.85 0.99 |1.57 0.98 | 0.33 0.27 [2.29 0.55

Allgemeinere math-

. . 0.85 054|134 075|115 094|119 0.63| 1.00 0.80 | 1.71 0.64
ematische Techniken

Beispielgebundenes Vorgehen | 0.72 0.85 | 1.43 1.10 | 1.11 0.85 | 1.33 1.06 | 0.83 1.37 | 1.29 1.24

Externe Hilfsmittel heranziehen | 0.44 0.63 | 0.53 1.09 | 0.41 0.54 | 0.43 0.43 |1.83 1.37 | 0.86

o
o
&

Problemspezifische fach-
mathematische Techniken

0.75 084|123 1.32|1.11 132|114 1.08| 1.17 097 | 1.00 1.14
Einordnung von Ergebnissen | 0.78 0.39 | 1.04 0.79 |1.18 0.72 | 1.14 0.79 | 0.17 0.17 |1.71 1.21

Personenbezogene Uberlegungen | 0.41 0.50 | 0.53 0.77 |1.85 1.01 | 0.81 1.40 | 0.00 0.00 |1.79 0.71

Tab. 7.6.: Durchschnittliche mittlere Ausprigung und Abweichung innerhalb der einzelnen Typen.

Die durchschnittlichen mittleren Abweichungen s? sind zwar iiberwiegend héher als
bei den nicht hervorgehobenen Typen, dies ist jedoch darauf zuriickzufiihren, dass die
anderen Typen? diese Arbeitsweisen generell wenig bis kaum verwenden und entsprechend
keine Streuung entsteht. Es zeigt sich also insbesondere, dass die Nichtverwendung von
entsprechenden Arbeitsweisen bei diesen Typen sehr stabil ist. Die Probanden der Typen
3, 4, 5 und 6 weisen innerhalb eines charakterisierenden Merkmals insgesamt hohere
Auspriagungen auf und zeigen zusétzlich nur leicht héhere Abweichungen, was insgesamt
ebenfalls als relativ stabile Verwendung von Arbeitsweisen interpretiert werden kann.

Die Merkmalsdimensionen Allgemeinere mathematische Techniken, Beispielgebundenes
Vorgehen, Externe Hilfsmittel heranziehen und Problemspezifische fachmathematische
Techniken beschreiben Arbeitsweisen zur konkreten Problembewiltigung. Schon bei der
Festlegung der Typen in der evaluativen Inhaltsanalyse war ersichtlich, dass sich die
Student*innen insgesamt zwar auf diese Arbeitsweisen fokussieren, aber die Verwendung
sich dabei auf die vier Merkmalsdimensionen aufteilt. In den graphischen Darstellungen

der Verldufe der Ausprigungen wie auch in den eben dargestellten numerischen durch-

Man ignoriere an dieser Stelle Typ 5 (hilfesuchender Typ). Hierunter fallt sowieso nur ein Proband
und von einer tatséichlichen Bearbeitung kann auch bei diesem Typ nicht wirklich die Rede sein.
2Insbesondere die Typen 1 und 2.
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schnittlichen Werten fiir Auspragung und Abweichung zeigt sich, dass die Student*innen
derartige Arbeitsweisen eher wechselhaft verwenden. Die durchschnittlichen mittleren
Abweichungen sind trotz nur leicht erhéhter durchschnittlicher mittlerer Auspragungen
auf einem dhnlichen Level wie die deutlich héher ausgepragten charakterisierenden Merk-
male. Dabei weist die Merkmalsdimension Allgemeinere mathematische Techniken noch
die niedrigsten durchschnittlichen mittleren Abweichungen iiber alle Typen hinweg auf.
In den graphischen Darstellungen der Verldufe der Auspriagungen duftert sich das durch
relativ geringe Schwankungen (siehe bspw. Abbildung 7.7). Dies ist damit zu erklaren,

dass entsprechende Arbeitsweisen allgemeiner und damit universaler anwendbar sind.

Abb. 7.7.: Auspriagungsverlidufe der Merkmalsdimensionen der Probanden #09 und #25 als Beispiele
fiir relativ konstante Ausprigungen der Merkmalsdimension Allgemeinere mathematische Techniken.

Bei der Merkmalsdimension Problemspezifische fachmathematische Techniken zeigt
sich hingegen ein anderes Bild (siehe bspw. Abbildung 7.8). Die durchschnittliche mittlere
Ausprégung ist dhnlich hoch, jedoch sind die durchschnittlichen mittleren Abweichungen
bei jedem Typ hoher. Auch dies ist mit der Natur der in dieser Merkmalsdimension
verorteten Arbeitsweisen zu erkldaren. Problemspezifische Techniken sind, wie die Bezeich-
nung suggeriert, problemspezifisch orientiert und damit in ihrer Anwendbarkeit durch
die Aufgabenstellung eingeschrinkt. Eine gleichformige Verwendung derartiger Arbeits-
weisen ist bei moglicherweise unterschiedlich gearteten Fragestellungen nicht zu erwarten.

Zusatzlich bendtigt die Verwendung eine genauere Kontrolle der Anwendbarkeit.

Abb. 7.8.: Auspragungsverldufe der Merkmalsdimensionen der Probanden #03, #15 und #23 als
Beispiele fiir relativ stark schwankende Auspriagungen der Merkmalsdimension Problemspezifische
fachmathematische Techniken.
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Eine genauere Beschreibung oder Unterscheidung der Typen ist anhand der Verlaufe
der Auspragungen der 16sungsorientierten Merkmalsdimensionen nicht moglich, da diese
sich darin nur wenig unterscheiden und insbesondere bei Arbeitsweisen mit hoheren
Schwankungen selbst innerhalb eines Typs keine Konsistenz ersichtlich ist. Die schlichte
Verwendung von speziellen Ansétzen zur ProblemlSsung scheint nur wenig mit einer
iibergeordneten Struktur des Vorgehens zusammenzuhéngen. Aus diesem Grund wird im
Folgenden zu einer Betrachtung von fachlichen Merkmalen iibergegangen. Hier werden
erstmals derartige Informationen mitberiicksichtigt, die eine fachliche Sinnhaftigkeit oder

sogar Korrektheit der Bearbeitungen beschreiben.

7.2. Fachliche Merkmale

Es werden in diesem Abschnitt zwei weitere Merkmale zur Interpretation der Typen
der qualitativen Inhaltsanalyse miteinbezogen: Die Beurteilung, ob eine verwendete
Arbeitsweise auch tatséchlich gewinnbringend hinsichtlich eines fachlichen Ergebnisses
ist und die Fachnoten der Bearbeitungen. Es zeigt sich zum einen, dass planende Schritte
mit einer gewinnbringenden Nutzung von allgemeineren mathematischen Techniken
und beispielgebundenem Vorgehen sowie reflexive Schritte mit einer gewinnbringenden
Nutzung problemspezifischer fachmathematischer Techniken in Verbindung zu stehen
scheinen.

Im vorigen Abschnitt 7.1 konnten kaum Unterschiede bei der Verwendung von Arbeits-
weisen zur konkreten Problembewiltigung identifiziert werden. Die Verwendung dieser
Arbeitsweisen wird nun zusétzlich danach beurteilt, ob diese Verwendung gewinnbrin-
gend oder ohne signifikantes fachliches Ergebnis stattgefunden hat. Es wird sich dabei
auf die drei Merkmalsdimensionen Allgemeinere mathematische Techniken, Beispielge-
bundenes Vorgehen und Problemspezifische fachmathematische Techniken beschrankt.
Die vierte Merkmalsdimension der Arbeitsweisen zur konkreten Problembewéltigung
(Ezterne Hilfsmittel heranziehen) wird auferhalb von Typ 5 (hilfesuchender Typ) nur
sehr selten verwendet. In den Abbildungen 7.9, 7.10 und 7.11 sind die Ausprigungen der
25 Probanden fiir die jeweils sechs bzw. sieben Arbeitsauftrige jeweils fiir eine der drei
Merkmalsdimensionen erneut dargestellt und es ist zusétzlich unter jedem Arbeitsauftrag
entsprechend vermerkt, ob keine Verwendung (weiler Kreis), keine gewinnbringende Ver-
wendung (roter Kreis) oder eine gewinnbringende Verwendung (griiner Kreis) aufgetreten
ist.

Man kann hier erkennen, dass eine hohe Auspriagung einer Arbeitsweise nicht zwangs-

weise in brauchbaren fachlichen Ergebnissen miinden muss®. Andererseits kénnen auch

3Beispielsweise #08 und #17 bei Arbeitsauftrag 3 in Abbildung 7.9
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Abb. 7.9.: Auspriagungsverlaufe der Arbeitsweise Allgemeinere mathematische Techniken der einzelnen
Probanden mit Kennzeichnung von keiner C, nicht gewinnbringender ® oder gewinnbringender @

Verwendung.
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Abb. 7.10.: Auspragungsverldufe der Arbeitsweise Beispielgebundenes Vorgehen der einzelnen
Probanden mit Kennzeichnung von keiner C, nicht gewinnbringender @ oder gewinnbringender @

Verwendung.
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Abb. 7.11.: Auspriagungsverldufe der Arbeitsweise Problemspezifische fachmathematische Techniken
der einzelnen Probanden mit Kennzeichnung von keiner C, nicht gewinnbringender @ oder
gewinnbringender ® Verwendung.

geringe Auspragungen von Arbeitsweisen einen gewinnbringenden Beitrag zur Problem-

16sung beisteuern?.

Beziiglich der gewinnbringenden Nutzung lassen sich nun gewisse Unterschiede zwi-
schen den einzelnen Typen feststellen. In den Abbildungen 7.12, 7.13 und 7.14 sind
die Anzahlen von keiner, nicht gewinnbringender und gewinnbringender Verwendung
jeweils einer der drei betrachteten Merkmalsdimensionen der Strategien der Durchfiih-
rung pro Typ dargestellt. Es ist hier darauf hinzuweisen, dass eine derart quantitative
Darstellung dieser Daten weiterhin nicht génzlich ohne Fehler ist. Da bei einem Teil der
Student*innen sechs und beim anderen Teil sieben Arbeitsauftrige analysiert wurden
und sich diese Student*innen innerhalb der Typen mischen kénnen, addieren sich die
drei Werte innerhalb eines Typs nicht zwangsweise zu 6 oder 7 auf. Die numerische
Darstellung dient hier ebenso wie bei den Darstellungen der Ergebnisse der qualitativen
Inhaltsanalyse der Veranschaulichung von qualitativen Daten, um eine entsprechend qua-
litative Interpretation zu erleichtern. Quantitative Kriterien — insbesondere im Hinblick
auf statistische Genauigkeit — sind hierbei nicht erfiillt.

Fir die Arbeitsweisen Allgemeinere mathematische Techniken und Beispielgebundenes

Vorgehen zeigt sich die hochste Anzahl gewinnbringender Nutzung jeweils bei den Typen 4

4Beispielsweise #07 bei Arbeitsauftrag 1 und 3 in Abbildung 7.9
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Abb. 7.12.: Anzahl keiner O, nicht gewinnbringender ® oder gewinnbringender @ Verwendung der

Arbeitsweise Allgemeinere mathematische Techniken.
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Abb. 7.13.: Anzahl keiner O, nicht gewinnbringender ® oder gewinnbringender ® Verwendung der
Arbeitsweise Beispielgebundenes Vorgehen.
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Abb. 7.14.: Anzahl keiner O, nicht gewinnbringender ® oder gewinnbringender @ Verwendung der
Arbeitsweise Problemspezifische fachmathematische Techniken.
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und 6. Das zugrundeliegende charakterisierende Merkmal, das diese beiden Typen gemein-
sam haben, ist eine hohe Auspragung im Bereich von planenden Schritten (Uberlegungen
zum Vorgehen). Bei der Arbeitsweise Problemspezifische fachmathematische Techniken
zeigen die Typen 3 und 6 jeweils die héchste Anzahl gewinnbringender Nutzung. Hier
ist das gemeinsame charakterisierende Merkmal eine erhdhte Ausprigung bei reflexiven
Schritten (Einordnung von Ergebnissen und Personenbezogene Uberlegungen). Bei dieser
Merkmalsdimension fallt zusétzlich besonders auf, dass Typ 3 und 6 jeweils eine deutlich
niedrigere Anzahl an nicht gewinnbringender Verwendung als alle restlichen Typen
aufweisen. Die Student*innen dieser Typen scheinen also nicht nur den gewinnbringenden
Einsatz entsprechend problemspezifischer Strategien besser umsetzen zu kénnen, sondern
sie erkennen auch eher, ob eine problemspezifische Strategie anwendbar ist oder nicht und
nutzen diese deutlich haufiger in den richtigen Situationen. Man kann von einer stirker

ausgepragten zielgerichteten und kontrollierten Nutzung dieser Techniken sprechen.

Fiir die weitere Interpretation der gewinnbringenden Nutzung lassen sich zuséatzlich
die konkreten Auspragungsgrade bei der Nutzung einer Arbeitsweise aus der evaluativen
Inhaltsanalyse miteinbeziehen. In den Abbildungen 7.15, 7.16 und 7.17 sind jeweils
die gemittelten Ausprigungsgrade der drei betrachteten Merkmalsdimensionen bei ge-
winnbringender Nutzung pro Arbeitsauftrag pro Proband dargestellt. Keine Nutzung
oder nicht gewinnbringende Nutzung sind hier ausgeblendet. Ein Wert von z in dieser
Darstellung meint also, dass Arbeitsweisen einer Merkmalsdimension im Schnitt in jedem
Arbeitsauftrag eines*r Student*in aus diesem Typ in der Auspriagung x gewinnbringend

verwendet wurden.

Abb. 7.15.: Relative Auspriagung gewinnbringender Verwendung der Arbeitsweise Allgemeinere
mathematische Techniken innerhalb der Typen pro Proband pro Arbeitsauftrag.

Auch hier zeigt sich ein &hnliches Bild wie bei den eben betrachteten Anzahlen gewinn-
bringender Nutzung. Es ist ndmlich eine héhere mittlere Auspriagung gewinnbringender
Nutzung der Merkmalsdimensionen Allgemeinere mathematische Techniken und Bei-

spielgebundenes Vorgehen bei den Typen 4 und 6 sowie eine hohere mittlere Auspragung
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Abb. 7.16.: Relative Ausprigung gewinnbringender Verwendung der Arbeitsweise Beispielgebundenes
Vorgehen innerhalb der Typen pro Proband pro Arbeitsauftrag.

Abb. 7.17.: Relative Ausprigung gewinnbringender Verwendung der Arbeitsweise Problemspezifische
fachmathematische Techniken innerhalb der Typen pro Proband pro Arbeitsauftrag.

gewinnbringender Nutzung der Merkmalsdimension Problemspezifische fachmathema-
tische Techniken bei den Typen 3 und 6 zu beobachten. Zuséatzlich zeigt sich auch
Typ 2 (16sungsorientierter Typ) mit einer erh6hten mittleren Auspriagung gewinnbrin-
gender Nutzung der Merkmalsdimension Beispielgebundenes Vorgehen. Diese hoheren
mittleren Auspriagungen gewinnbringender Nutzung bewegen sich jeweils im Bereich
des Ausprigungsgrades 1 (geringe Auspragung). Es sind also bei Student™innen aus
Typ 2 (16sungsorientierter Typ) im Schnitt pro Arbeitsauftrag zumindest vereinzelte
gewinnbringende Anwendungen von beispielgebundenem Vorgehen, bei Student*innen
aus Typ 3 (reflexiver Typ) vereinzelte gewinnbringende Anwendungen von problemspezi-
fischen fachmathematischen Techniken, bei Student*innen aus Typ 4 (planender Typ)
vereinzelte gewinnbringende Anwendungen von allgemeineren mathematischen Techniken
und beispielgebundenem Vorgehen sowie bei Student*innen aus Typ 6 (ganzheitlicher
Typ) vereinzelte gewinnbringende Anwendungen von allgemeineren mathematischen
Techniken, beispielgebundenem Vorgehen und problemspezifischen fachmathematischen

Techniken zu beobachten.
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Es lésst sich insgesamt ein Zusammenhang zwischen planenden Schritten und all-
gemeineren mathematischen Techniken sowie ein Zusammenhang zwischen reflexiven
Schritten und problemspezifischen fachmathematischen Techniken erkennen. Zudem ist
beispielgebundenes Vorgehen offensichtlich der gemeinsame Nenner von Student*innen,
die iiberhaupt Arbeitsweisen hinsichtlich einer konkreten Problembewéltigung angehen
— bzw. angehen konnen oder wollen. Hierbei sticht allerdings der diesbeziiglich relativ
niedrige Wert bei Typ 3 (reflexiver Typ) hervor. Gerade beispielhafte Uberlegungen er-
scheinen aus einem héheren Standpunkt heraus ideal dazu geeignet, das eigene Vorgehen
zu reflektieren und zu kontrollieren. Diese Auffilligkeit wird im nachfolgenden Abschnitt
7.4 der Einzelfallbetrachtung genauer behandelt.

Interpretiert man allgemeinere mathematische Techniken als weniger lokale Techniken
und mehr als umfassendere strategische Techniken, so ist ein damit einhergehendes pla-
nendes Vorgehen wenig iiberraschend. Auch die Verbindung zwischen reflexiven Gedanken
und problemspezifischen Techniken lasst sich anschaulich erklaren: Problemspezifische
Techniken sind gut lokalisierbare Anwendungen mit starkem Bezug zur Problemstellung.
Eine Kontrolle der Anwendung dieser Arbeitsweisen ist leichter moglich, als die Reflexion
iiber tendenziell globale Strategien.

Um die Verwendung von Arbeitsweisen weiter mit fachlichen Merkmalen in Verbindung
bringen zu kénnen, liegt es nahe, eine rein fachliche Bewertung der Bearbeitungen hinzu-
zuziehen. Es werden dazu die Fachnoten der einzelnen Bearbeitungen der Arbeitsauftrige
betrachtet. Diese Fachnoten spiegeln eine defizitdre Bewertung der Bearbeitung aus
einer rein fachlichen Sichtweise wider. Es ist also lediglich beriicksichtigt, inwiefern das
fachliche Problem tatséchlich bzw. bis zu welchem Grad gelost ist. In Tabelle 7.18 sind die
Fachnoten aller Student*innen fiir alle Arbeitsauftriage und zusétzlich die resultierende

Gesamtfachnote aufgefiihrt.

=

#O01 #02 #03 #04 #05 #06 #07 #08 #09 #10 #11 #12 #13 #14 #15 #16 #17 #18 #19 #20 #21 #22 #23 #24 #25

AA1 20 27 30 27 23 30 23 27 23 27 20 23 23 23 20 23 20 33 27 20 20 17 17 30 33

AA2 27 30 30 27 27 27 33 27 27 30 23 30 23 27 20 30 23 30 27 27 20 20

o
~

27 3.0

AA3 23 27 27 30 20 20 13 23 20 27 23 27 23 27 20 23 20 27 27 23 20 20 27 23 33

AA4 40 50 50 40 40 30 40 40 37 40 37 30 33 40 37 50 37 50 50 40 50 27 30 37 5.0

AA5 20 27 30 37 27 23 27 27 23 27 20 23 20 30 23 30 20 27 23 27 17 20 23 27 37

AA6 37 50 50 50 40 30 40 50 27 33 23 30 33 40 30 40 33 33 37 30 20 23 33 23 40

AAT 40 40 37 30 33 50 40 50 40 50 40 40 50 30 33 37 50

Schnitt 2.78 3.52 3.62 3.52 295 2.67 293 323 281 320 261 276 2.69 3.39 271 351 276 3.57 330 296 281 224 271 291 3.90

Note 27 37 37 37 30 27 30 33 27 33 27 27 27 33 27 37 27 37 33 30 27 23 27 30 40

Tab. 7.18.: Fachliche Bewertung der Bearbeitungen nach Proband.

In diesen Daten lassen sich einerseits Muster hinsichtlich der Typen aus der qualitativen

Inhaltsanalyse und andererseits hinsichtlich der gestellten Arbeitsauftriage erkennen.
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7. Komplexe Analyse und Einzelfallbetrachtung

Zunéchst die Betrachtung der Typen: In Abbildung 7.19 sind die Gesamtfachnoten
der Probanden nach Typen sortiert dargestellt. Es zeigt sich hier eine Bestétigung
der oben getroffenen Beurteilung von gewinnbringender Nutzung von gewissen Arbeits-
weisen. Diese schlagen sich bei den Typen 3, 4 und 6 in tendenziell besseren Noten
nieder. Dennoch sind bei den anderen Typen einige eher iiberraschend gute Ergebnisse
vorhanden. Insbesondere die Anomalie bei Typ 1 (passiver Typ) mit zwei Probanden
mit Gesamtfachnote 2,7 ldsst sich nicht mit den (nicht gewinnbringend) verwendeten
Arbeitsweisen erkldren. Auch der relativ hohe Anteil (2 von 7) von nahezu guten Noten
bei Typ 2 (l6sungsorientierter Typ) ist aufféllig. Beriicksichtigt man zusétzlich, dass
aufser einem Probanden aus Typ 6 (ganzheitlicher Typ) keine Gesamtfachnote besser
als 2,7 ausgefallen ist und diese Notenstufe aber bei allen Typen aufser bei Typ 5 (hil-
fesuchender Typ) vorkommt, so scheint die Zuordnung zu einem Typ eher mit dem
Potential in Richtung schlechterer Noten zusammenzuhangen, als mit einer Moglichkeit
zum Erreichen von besonders guten fachlichen Ergebnissen. So gesehen stabilisiert eine
umfangreichere Verwendung von unterschiedlichen Arbeitsweisen — insbesondere im
Hinblick auf planende und reflexive Schritte — das fachliche Ergebnis dahingehend, dass
schlechter zu bewertende Ausreifer seltener auftreten. Eine Moglichkeit zur tatsichlichen
Verbesserung der fachlichen Moglichkeiten der Student*innen ist nicht zu erkennen.

Typ 1 (2339) . Typ 2 (25.06) - Typ 3 (9292)

3 3

2 2 2 2

1 11 11
s 1 s
oL 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 oL 0 0 0 0 0 0 0 0

N N T A S A N N T A ATIEC SRR A N N A S S A

Typ 4 (22.70) Typ 5 (23.70) Typ 6 (22.50)
N ap

3

1 1 1

‘7uoooouoooo”ooouoooouuWuooo“uuono

“ > R R S 2 & RS
N N SRS IIR PN A N I N R S N N R AR TN A

Abb. 7.19.: Anzahl Gesamtfachnoten nach Typen.

Nun zur Betrachtung der Arbeitsauftrige: Abbildung 7.20 zeigt die Anzahlen der
einzelnen Fachnoten aufgeteilt auf die sieben Arbeitsauftrége. Es ist deutlich zu sehen,
dass die Arbeitsauftrige innerhalb der beiden Inhaltsbereiche® von den Student*innen
jeweils sukzessive schlechter bearbeitet wurden. Lediglich zwischen Arbeitsauftrag 2 und 3
ist kein solches Abfallen zu erkennen. Dies liegt womdglich an der Formalitdt von Axiomen,
auf die in Arbeitsauftrag 2 eingegangen wird. Zusétzlich thematisiert Arbeitsauftrag 3

dann wieder die anschauliche geometrische Darstellung. Das grundlegende Phénomen von

SInhaltsbereich 1: Arbeitsauftrag 1 bis 4, Inhaltsbereich 2: Arbeitsauftrag 5 bis 7.
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schlechter werdenden Noten lésst sich mit einer steigenden Schwierigkeit erkldren, welche
wiederum mit einem immer hoheren Abstraktionsgrad bei der fachlichen Anforderung
zusammenhéngt. Es sind allerdings auch hier einige Auffélligkeiten zu beobachten: Bei
den Arbeitsauftragen 3 und 4 sind jeweils vereinzelt positive Ausreifser vorhanden. Bei
Arbeitsauftrag 5 zeigen sich zwei negative Ausreifter und bei Arbeitsauftrag 6 ist eine

auffallig breite Verteilung zu sehen.

Arbeitsaufirag 1 (22.42) Arbeitsauftrag 2 (22.68) Arbeitsauftrag 3 (22.37) Arbeitsauftrag 4 (24.02)

11

N N SR

Arbeitsaufirag 5 (22.54) Arbeitsauftrag 6 (23.50) Arbeitsauftrag 7 (2 4.06)

2 2 2

»»»»»»»

Abb. 7.20.: Anzahl Fachnoten nach Arbeitsauftragen.

Zur besseren Interpretation hinsichtlich der Typen der qualitativen Inhaltsanalyse sind
in Tabelle 7.21 die Daten aus Tabelle 7.18 erneut aufgefiihrt und zusétzlich nach Typen
sortiert.

Man kann hier erkennen, dass die beiden untypischen Probanden mit besseren Ge-
samtfachnoten aus Typ 1 (passiver Typ)® teilweise fiir die auffillig besseren Werte bei
Arbeitsauftrag 4 verantwortlich sind. Diese ungewdhnlichen Werte lassen sich nicht
anhand der Arbeitsweisen erkléren, da innerhalb von Typ 1 (passiver Typ) kaum Ar-
beitsweisen identifiziert werden kénnen. Das Zustandekommen der relativ guten Noten
wird aus diesem Grund in der abschliefenden Einzelfallbetrachtung in Abschnitt 7.4

qualitativ untersucht. Auch die sehr gute Fachnote von 1,3 bei Arbeitsauftrag 3 ist einem

6412 und #21
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Typ: |1 2 3 4 5 6

F#02 #12 #14 #16 #18 #19 #21 #25 |#03 #05 #06 #

)

T H08 #15 #24 |#01 #10 #17T #20 |#09 #11 #23 |#04 |#13 #22

AA1| 27 23 23 23 33 27 20 33| 30 23 30 23 27 20 30| 20 27 20 20| 23 20 17| 27| 23 17

AA2| 30 30 27 30 30 27 20 30| 30 27 27 33 27 20 27| 27 30 23 27| 27 23

o
~
I
~
o
@

2.0

AA3| 27 27 27 23 27 27 20 33| 27 20 20 13 23 20 23| 23 27 20 23| 20 23 27| 3.0| 23 20

AA4| 50 3.0 40 50 50 50 50 50| 50 40 3.0 40 40 37 37| 40 40 37 40| 3.7 37 30| 40| 33 27

AA5| 27 23 30 30 27 23 17 37| 30 27 23

o
~
o
~

23 27| 20 27 20 27| 23 20 23| 37| 20 20

AA6| 50 3.0 40 40 33 37 20 40| 50 40 30 40 50 30 23| 37 33 33 30| 27 23 33| 50| 33 23

AAT7 - 30 50 50 50 40 50 50 - - - - - 40 3.7 - 40 40 40| 40 37 33 -l 33 3.0

Schnitt | 3.52 2.76 3.39 3.51 3.57 3.30 2.81 3.90|3.62 295 267 293 323 271 291|278 320 276 296|281 261 2.71|352|269 224

Note | 3.7 27 33 37 37 33 27 40| 37 30 27 30 33 27 30| 27 33 27 30| 27 27 27| 37| 27 23

Tab. 7.21.: Fachliche Bewertung der Bearbeitungen nach Student*in sortiert nach den Typen der
qualitativen Inhaltsanalyse.

Probanden aus Typ 2 (16sungsorientierter Typ)” zuzuordnen und lisst sich nicht mit
den verwendeten Arbeitsweisen erkldren. Es wird hierauf ebenfalls in einer Einzelfallbe-
trachtung niher eingegangen. Die schwachen Ergebnisse aus Arbeitsauftrag 5 sind Typ 1

und 5 zuzuordnen und damit auch erklart.

7.3. Sonstige Merkmale

Es wird an dieser Stelle noch auf weitere Merkmale eingegangen, die sich nicht direkt
der Prozessanalyse oder der Betrachtung von fachlichen Merkmalen zuordnen lassen.
Namentlich sind das: die Fachsemesterzahl als grobes Merkmal zum Vorwissen, das zweite
vertieft studierte Fach und die Geschlechtsidentitét. Es handelt sich bei den Merkmalen
in diesem Abschnitt um objektive Merkmale, wiahrend die Gesamtheit der untersuchten
Student*innen weiterhin keine Reprasentativitét fiir eine Allgemeinheit von Lehramtsstu-
dierenden des Gymnasiums erfiillen. Es wird sich in diesem Abschnitt aus diesem Grund
auf Beschreibungen von Auffilligkeiten in den Daten beschriankt und insbesondere keine
tiefgreifende Interpretation des Vorwissens angestrebt. Eine solche Interpretation wiirde
neben der Fachsemesterzahl auch eine Auskunft iiber bereits besuchte Lehrveranstaltun-
gen und auch eine Auskunft iiber den dortigen Erfolg voraussetzen. Alternativ kénnte
spezifisches fachliches Vorwissen mit einem Test erhoben werden. Beides ist im Setting
der Studie nicht umgesetzt worden. Auch bei den Merkmalen des Zweitfachs und der
Geschlechtsidentitat wird grofitenteils auf eine Interpretation verzichtet und stattdessen
auf Auffalligkeiten in deskriptiver Form eingegangen.

Betrachtet man das jeweilige Fachsemester der Student*innen der einzelnen Typen, so

ergeben sich die Anzahlen der jeweiligen Studiendauern geméft Abbildung 7.22.

THOT

252



7.3. Sonstige Merkmale

Typ 1 (28.38) Typ 2 (26.57) Typ 3 (27.50)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Abb. 7.22.: Fachsemester der Student*innen nach Typen.

Es zeigt sich, dass insbesondere die Student*innen von Typ 2 (lésungsorientierter
Typ) tendenziell in niedrigeren Fachsemestern sind. Die einzige auffillige Ausnahme
davon ist ein*e Student*in von Typ 4 (planender Typ) im fiinften Fachsemester. Es
entsteht der Eindruck, dass die Arbeitsweisen aus Typ 2 (16sungsorientierter Typ)
im frithen Studium und womoéglich auch aus der Schule antrainiert sind. Es ist hier
der Fokus auf die konkrete Problemlésung und das Ausklammern von planenden und
reflexiven Schritten zu betonen. Sieht man diese Tendenz vor dem Hintergrund von
typischen Fachveranstaltungen mit einem klassischen Ubungsbetrieb, so erkennt man
gerade in der Bearbeitung von Ubungsblittern und géingigen schriftlichen Klausuren einen
solchen Fokus auf rein fachliche Ergebnisse. Selbstverstindlich stellen diese Ubungsblitter
hohe Anforderungen an ein autonomes Arbeiten, was bei den meisten Student*innen
sicherlich auch zu planenden und reflexiven Schritten fithren kann. Die Abbildung in der
Losungsdokumentation ist aber untypisch und wird in den meisten Féllen nicht gefordert
und nicht honoriert.

In den hoheren Fachsemestern teilen sich die Student*innen dann auf die anderen
Typen auf, wobei der Groftteil in den Typ 1 (passiver Typ) verfallt. Hier werden selbst der
konkrete Losungsweg und die entsprechenden Losungsstrategien nicht mehr dargestellt,
sondern — wenn iiberhaupt — lediglich Ergebnisse prasentiert. Vor dem Hintergrund, dass
es sich hierbei um Student*innen mit Berufsziel Lehrkraft handelt, ist diese Auffalligkeit
besonders besorgniserregend. Die wenigen anderen Student*innen lernen offensichtlich
einen breiteren Umgang mit Problemen und wenden sich planenden und/oder reflexiven
Schritten zu — der Spezialfall Typ 5 (hilfesuchender Typ) ist hiervon ausgenommen.

Im gymnasialen Lehramt in Bayern belegen Studierende zwei vertieft studierte Facher.
Neben der Mathematik sind bei den untersuchten Student*innen die Facher Physik, Sport,
evang. und kath. Religion sowie Englisch vorgekommen. Die Anzahlen der Zweitfacher
pro Typ sind in Abbildung 7.23 aufgefiihrt.

8Evang. und kath. Religion wurden jeweils zusammengefasst.
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Typ 1 Typ 2 Typ 3
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Abb. 7.23.: Zweitfacher der Student*innen nach Typen.

Die Mehrheit der Student*innen hat als Zweitfach entweder Physik oder Sport und
diese Zweitfiacher verteilen sich auf alle Typen ausgenommen Typ 5 (hilfesuchender Typ).
Auffillig ist hierbei die Haufung der Physikstudent*innen bei Typ 1 und 2 sowie eine
kleine Haufung von Sportstudent*innen bei Typ 3 (reflexiver Typ). Insbesondere die
Physikstudent*innen bei Typ 1 und 2 sind unerwartet. Das Physikstudium fiir Lehramt
an Gymnasien zeichnet sich durch eine grofle Zahl fachlicher Veranstaltungen dhnlich den
Fachvorlesungen aus der Mathematik aus. Daneben gibt es auch diverse praktische Module
zur Behandlung experimenteller Arbeitsweisen aus der Physik. Diese sind einerseits
im fachlichen und andererseits im fachdidaktischen Ausbildungsteil vertreten. Man
konnte bei Studierenden mit Zweitfach Physik also davon ausgehen, dass sie deutlich
hohere Kompetenzen in (naturwissenschaftlich) experimentellem und geplantem Arbeiten
aufweisen und diese auch auf rein mathematische Probleme iibertragen konnen und

wollen. Diese Vermutung bestatigt sich hier nicht.

In Abbildung 7.24 sind die von den Student*innen angegebenen Geschlechtsidentitiaten
nach Typen sortiert dargestellt.

Es zeigt sich eine Haufung ménnlicher Studenten bei Typ 1 (passiver Typ) und eine

Héaufung weiblicher Studentinnen bei Typ 2 (l6sungsorientierter Typ).
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Typ 1 Typ 2 Typ 3 Typ 4 Typ 5 Typ 6
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Abb. 7.24.: Geschlechtsidentitit nach eigener Angabe der Student*innen nach Typen.

Zwischenfazit der komplexen Analyse und Auswahl der

Einzelfallbetrachtungen

Die qualitative Inhaltsanalyse von Bearbeitungen offener Arbeitsauftrage durch Lehr-
amtsstudent*innen des Gymnasiums hat zu unterschiedlichen Typen von Student*innen
hinsichtlich ihrer verwendeten Arbeitsweisen gefiihrt (siehe Kapitel 6). Die Unterschei-
dung geschieht mafgeblich in Student*innen, die iiberhaupt Arbeitsweisen dokumentieren
und solche, die nicht dokumentieren oder lediglich fertige — oftmals vermeintlich kor-
rekte — Ergebnisse préasentieren. Unter denjenigen Student*innen, die Arbeitsweisen
dokumentieren, lassen sich insbesondere Unterschiede bei der Verwendung von planenden
und reflexiven Schritten beobachten. Bei der komplexen Analyse wurden nun zusétzli-
che Merkmale herangezogen, um die entstandenen Typen weiter ausdifferenzieren und
beschreiben zu konnen. Es wurde dabei auf prozessorientierte, fachliche und andere

Merkmale eingegangen.

Bei den prozessorientierten Merkmalen stand die Frage im Raum, inwiefern die Ar-
beitsweisen in einer gleichbleibenden oder eher schwankenden Ausprigung iiber alle
bearbeiteten Arbeitsauftrdge hinweg verwendet wurden. Es zeigte sich, dass die fiir den
Typ charakteristischen Arbeitsweisen grundsétzlich in einer eher stabilen Auspriagung
iiber das gesamte Semester verwendet wurden. Anders sieht dies generell bei der Ver-
wendung von Arbeitsweisen aus, die der konkreten Problembewéltigung dienen. Diese
sind fast flachendeckend in stark schwankenden Auspriagungen zu beobachten und auch
innerhalb der Schwankungen lassen sich keinerlei Muster erkennen, aufser dem Nachweis
steigender Schwierigkeit der Arbeitsauftrige eines Inhaltsbereichs. Fiir eine Einzelfallbe-
trachtung lassen sich aus diesen Beobachtungen keine aufféilligen Félle ableiten. Es lohnt
sich aber ein Blick auf die unterschiedlich stark auftretenden Einbriiche bei Arbeitsauftrag
4 und 7.

255



7. Komplexe Analyse und Einzelfallbetrachtung

Fiir die fachlichen Merkmale wurde zunéchst eine Bewertung der verwendeten Ar-
beitsweisen hinsichtlich einer gewinnbringenden oder nicht gewinnbringenden Nutzung
getroffen. Es wurde sich dabei auf die Arbeitsweisen zur konkreten Problemlésung
beschréankt, bei denen aufgrund der vorig beschriebenen Schwankungen in der reinen
Nutzung keine Muster erkannt werden konnten. Die Merkmalsdimension Externe Hilfs-
mittel heranziehen wurde dabei ignoriert, da es sich hierbei um die charakterisierenden
Arbeitsweisen von Typ 5 (hilfesuchender Typ) handelt, welcher nur einmalig zugeord-
net wurde und die entsprechenden Arbeitsweisen aufserhalb von Typ 5 (hilfesuchender
Typ) generell eine niedrigere Nutzung erfahren haben. Zwischen der gewinnbringenden
Nutzung von gewissen Arbeitsweisen und den Typen der qualitativen Inhaltsanalyse
konnten folgende Beziehungen beobachtet werden: Die Typen 2, 4 und 6 zeigen hohere
Auspriagungen gewinnbringender Nutzung von Arbeitsweisen um Beispielgebundenes
Vorgehen; Die Typen 4 und 6 zeigen hohere Ausprigungen gewinnbringender Nutzung von
Arbeitsweisen um Allgemeinere mathematische Techniken und die Typen 3 und 6 zeigen
héhere Ausprigungen gewinnbringender Nutzung von Arbeitsweisen um Problemspezifi-
sche fachmathematische Techniken. Neben diesen Punkten, ist der relativ niedrige Wert
der Ausprigung gewinnbringender Nutzung von Arbeitsweisen um Beispielgebundenes
Vorgehen bei Typ 3 (reflexiver Typ) auffillig. Fiir die Einzelfallbetrachtung werden auf
Grundlage dieser komplexen Analyse also Fille aus den Typen 2, 3, 4 und 6 jeweils im
Hinblick auf die eben beschriebenen Zusammenhénge vorgeschlagen.

Die konkrete Auswahl wird anhand der gewinnbringenden Nutzung entsprechender
Arbeitsweisen aus den Abbildungen 7.9 bis 7.11 getroffen. Fiir die Betrachtung von Typ
2 (l6sungsorientierter Typ) werden Probanden herangezogen, die einerseits eine hiufige
gewinnbringende Nutzung und andererseits eine weniger héufige gewinnbringende Nut-
zung der Arbeitsweise Beispielgebundenes Vorgehen aufweisen. Bei Typ 3 (reflexiver Typ)
wird eine gewinnbringende Nutzung der Arbeitsweise Problemspezifische fachmathemati-
sche Techniken und sowohl eine nicht gewinnbringende als auch eine gewinnbringende
Nutzung der Arbeitsweise Beispielgebundenes Vorgehen beachtet. Bei Typ 4 (planender
Typ) analog mit der Arbeitsweise Allgemeinere mathematische Techniken. Bei Typ 6
(ganzheitlicher Typ) werden beide vorhandenen Probanden betrachtet.

Neben der gewinnbringenden Nutzung von Arbeitsweisen wurden als fachliche Merk-
male auch die Fachnoten der Bearbeitungen betrachtet. Es bestatigte sich hierbei die
Beurteilung der Niitzlichkeit von Arbeitsweisen, womit allerdings keine neuen Auswahl-
kriterien fiir eine Einzelfallbetrachtung formuliert werden kénnen. Zusétzlich dazu sind
auch vereinzelte Anomalien beobachtet worden. Bei Typ 1 (passiver Typ) sind trotz man-
gelnder Dokumentation von Arbeitsweisen zwei relativ gute Gesamtbeurteilungen (2,7)
aufgetreten. Das Zustandekommen dieser Beurteilung wird jeweils in einer Einzelfallbe-

trachtung erklart. Betrachtet man zudem die Fachnoten der einzelnen Arbeitsauftrige, so
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fallt insbesondere eine Bearbeitung auf: Ein*e Student*in von Typ 2 (16sungsorientierter
Typ) wies eine Fachnote von 1,3 beim dritten Arbeitsauftrag auf, was im Vergleich zu
den restlichen Bearbeitungen deutlich besser ausféllt. Auch dieses Zustandekommen wird
in einer Einzelfallbetrachtung geklért.

Es ergibt sich damit folgende Auswahl an Probanden bzw. Bearbeitungen von Ar-
beitsauftragen, die im nachfolgenden Abschnitt 7.4 mittels einer Einzelfallbetrachtung

abschliefsend qualitativ interpretiert werden sollen:

e Arbeitsauftrage 1-4 von Proband #07: Betrachtung des Zustandekommens der
sehr guten Fachnote (1,3) beim dritten Arbeitsauftrag im Vergleich zu den anderen

Bearbeitungen aus dem ersten Inhaltsbereich.

e Arbeitsauftrage 1-7 von Proband #12 und #21: Jeweils Betrachtung des Zustan-

dekommens der relativ guten Gesamtnote (2,7).

e Arbeitsauftrage 1-7 von Proband #08 und #24: Betrachtung der Auswirkungen
von beispielgebundenem Vorgehen bei Typ 2.

e Arbeitsauftrage 1-7 von Proband #23: Betrachtung des Zusammenhangs von
beispielgebundenem Vorgehen und allgemeineren mathematischen Techniken in

Verbindung mit planenden Schritten bei Typ 4.

e Arbeitsauftrige 1-7 von Proband #01 und #10: Betrachtung des Zusammenhangs
von problemspezifischen fachmathematischen Techniken in Verbindung mit re-
flexiven Schritten bei Typ 3 sowie der weniger gewinnbringenden Nutzung von

beispielgebundenem Vorgehen.

e Arbeitsauftrige 1-7 von Proband #13 und #22 : Jeweils Betrachtung der Auswir-
kungen von insgesamt umfangreicher (gewinnbringender) Nutzung aller Arbeits-

weisen bei Typ 6.

e Generelle Betrachtung der Arbeitsauftrage 4 und 7 hinsichtlich fachlicher Schwie-
rigkeiten und Defizite.

7.4. Einzelfallbetrachtungen

In diesem Abschnitten sollen insbesondere die in den vorigen Abschnitten identifizierten
Auffalligkeiten abschlieffend individuell betrachtet werden. Dazu werden die entspre-
chenden Bearbeitungen der Student*innen als Einzelfille konkret untersucht. Es sollen
dabei vor allem die Erkenntnisse iiber Arbeitsweisen aus der qualitativen Inhaltsanalyse

im Material direkt erklart und mit den Auffilligkeiten aus der komplexen Analyse in
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Beziehung gesetzt werden. Hierbei lassen sich gerade die Typen von Arbeitsweisen noch
exakter charakterisieren und daran auf Konsequenzen fiir fachliche Kompetenzen oder
Defizite der einzelnen Student*innen schliefen.

Die dargestellten Ausziige aus den Bearbeitungen der Student*innen sind wortwortlich
in Maschinenschrift transkribiert worden. So soll verhindert werden, dass vom Schriftbild
auf einzelne Person geschlossen werden kann. Zudem ist die Lesbarkeit dadurch erhért.
Die Anordnung von Text und Symbolik sowie die Farbgebung entsprechen ebenfalls

exakt den Darstellungen der Student*innen.

Proband #07: Arbeitsauftrige 1-4

Proband #07

Typ: 2
Fachnote: 3,0
Teilnoten: 2,3 3,3 1,3 4,0 2,7 40 -

AA1l AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AAT
@ O © @ @ @ © e @ 0O e 0O '@ O e O e e

Es wird zunéchst die Entstehung der sehr guten Fachnote beim dritten Arbeitsauftrag
beschrieben und dabei die dokumentierten Arbeitsweisen miteinbezogen. Anschliefend
werden die anderen drei Bearbeitungen der Arbeitsauftrige des ersten Inhaltsbereichs

betrachtet und damit insbesondere die Einordnung in Typ 2 diskutiert.

(OA3) Interpretieren Sie die folgenden quadratischen Gleichungen geometrisch und

versuchen Sie damit Losungen der Gleichungen abzuleiten.
(i) 2%+ 10z = 39

(ii) 22 = 10x + 39

(iii) = +32 =12z

Die Bearbeitung wird damit begonnen, dass zunéchst die erste Gleichung mit bekannten
algebraischen Mitteln gelost wird — hier mit der Mitternachtsformel. Anschliefsend wird
bei den ermittelten Losungen die geometrisch nicht interpretierbare negative Losung
korrekterweise ausgeschlossen. Es handelt sich bei diesem Vorgehen um eine Form des

Riickwartsarbeitens.
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Zuerst einmal l6se ich die Gleichung mithilfe der Mitternachtsformel:

2? +10x — 39 =0
—10++/100+4 -39
Ty/2 = - 9
—10 £ 16
=— =21 =3ANx2=—13
2

Da x9 = —13 hier aufgrund des positiven Flacheninhalts wegféllt,
wird z; = 3 als Losung angenommen.
Dadurch lésst sich die Lange des Quadrates bestimmen:

3+5=8

Ausgehend von der nun bekannten einzigen Losung wird eine geometrische Interpreta-
tion formuliert und daran eine geometrische Ableitung der Losung der quadratischen

Gleichung erzielt.

T Betrachtet man die Gleichung als Fliachen-
inhalt der Figur, ergibt das Hervorgehobene:

ot

22 + 10z =39

z 22 +/2:52 =39
T 5

Das Farbige wird zu einem Quadrat ergénzt.

Da man die Seitenlédngen des roten Quadrates
kennt, lisst sich diese ausrechnen: 5% = 25

V=25 L . N
: ) Fiir die gesamte Figur erhalt man:

x 224252 +25=39+25
T8 64

Um die gesamte Seitenldnge zu bekommen:

(5+ )% =64
e Sb+r=8 =3

Auch die quadratische Ergénzung wird im geometrischen Weg erkannt und explizit

benannt.

Es wurde also das rote Quadrat zur Gleichung erginzt um
diese dann 16sen zu konnen.

Nach Behandlung der ersten Gleichung wird sich daran erinnert, die Lésung quadrati-
scher Gleichungen auf geometrischem Wege bereits zu kennen. Es wird sogar namentlich
der Mathematiker AL-CHWARIZMI erwéihnt. Dieser ist in einem seiner Werke zur Algebra
erstmals mafsgeblich auf die geometrische Losung linearer und quadratischer Gleichungen
durch Ergénzen und Ausgleichen eingegangen (HwARIZMI, 1989). In der weiteren Auf-
gabenbearbeitung werden die Losungen der anderen Gleichungen dem Vorwissen nach

sauber und anschaulich prasentiert.
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Die gute Fachnote ist also darauf zuriickzufiihren, dass die Aufgabenstellung ordentlich
und vollstédndig beantwortet wurde. Zumindest vor der Erkenntnis, dass diese Art der
Lésung quadratischer Gleichungen bereits bekannt ist, sind die dokumentierten Arbeits-
weisen sinnvoll gewéhlt und zielfiihrend umgesetzt. Insbesondere das Riickwértsarbeiten
und die Skizzen zum geometrischen Zerlegen und Ergénzen sind hervorzuheben.

Die restliche Bearbeitung nach dieser Erkenntnis ist zwar generell eher durch ein
Darstellen von festen Ergebnissen gepréigt, aber auch hier wird auf eine nachvollziehbare
Thematisierung des Prozesses von der Problemstellung zur Problemlosung geachtet.
Insgesamt pladiert die Betrachtung von dieser einzelnen Bearbeitung nicht zu einer
Einordnung in Typ 2. Es treten zwar keine reflexiven Uberlegungen auf, aber das
Vorgehen ist durch eine geplante Struktur und explizites Aktivieren von Vorwissen
charakterisiert, was zumindest eine Tendenz zu Typ 4 vermuten lidsst. Das Fehlen einer
Riickschau ist im Hinblick auf fachliche Inhalte auch nicht unbedingt als Defizit zu
werten, da die Vollstdndigkeit der Behandlung Teil des aktivierten Vorwissens ist.

Es wird nun auf die anderen drei Arbeitsauftriage aus dem ersten Inhaltsbereich

geschaut, um daran die Einteilung in Typ 2 erklaren zu kénnen.

(OA1) Man definiere eine konstruierbare Zahl als die Lénge einer konstruierbaren
Strecke. Dabei ist eine konstruierbare Strecke eine Strecke, die durch Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal und aus einer Grundstrecke der Lénge 1
hervorgeht. Diskutieren Sie den Zahlenbereich der konstruierbaren Zahlen

ausfiihrlich.

Es wird hier zunéchst fundamental auf die natiirlichen Zahlen eingegangen. Eine
Verallgemeinerung einer Addition wird nicht angestoften, was symptomatisch fiir die
ganze Bearbeitung werden wird. Es folgt die Beschreibung der Konstruktion einer
Mittelsenkrechten und damit dem Konzept des Halbierens. Danach wird versucht, dies

auch fiir das Dritteln adaptieren zu konnen, woran der*die Student*in scheitert.

Daraufhin habe ich versucht eine Strecke in 3 gleich grofie
Teile zu teilen. Dies habe ich durch sich nicht schneidende
konstruierte Kreise versucht. Hierbei konnte ich aber nur mit
Sicherheit sagen, dass die &ufleren Teilstrecken gleich grofl
sind, nicht aber die in der Mitte.

‘ \ / . x1 = x3 da gleiche Zirkelstellung
‘ xl/ To \ZEg ' keine Aussage von z zu

Im Anschluss wird direkt zur Idee einer Richtung iibergegangen, wobei dann auch
auf eine Multiplikation eingegangen wird. Die Strahlensétze werden hier korrekt mitein-

bezogen. Dennoch ist an dieser Stelle zu bemerken, dass keine gedankliche Trennung
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von Zahlenbereichen und Grundrechenarten getroffen wird. Es wird sténdig zwischen
der Darstellung von Zahlenbereichen und der Umsetzung von Operationen gewechselt.
Hierbei geht eine klare Ubersicht und ein strukturiertes Vorgehen verloren. Dadurch
entsteht letztendlich eine Bearbeitung, die keine vollstéandige Beschreibung von Addition
und Subtraktion beinhaltet, die Division nur am Rande als Spezialfall der Multiplikation
behandelt, wobei die entscheidende Einschrankung der Teilbarkeit durch Null nicht zur
Sprache kommt und keine abschlieffende Klarung des entstandenen Zahlenbereichs liefert.
Von einem sorgfiltigen und {iberlegten Vorgehen, wie es vom Probanden spéter im dritten

Arbeitsauftrag gezeigt wird, ist nichts zu sehen.

(OA2) Erstellen Sie ein minimales Axiomensystem fiir die formale Einfiihrung

negativer Zahlen ausgehend von folgender Konvention:

a—2b falls a > b
(b—a)* fallsa<b

a—b=

Es werden lediglich Rechengesetze aufgezéhlt und dabei in die Schreibweise mit den
neuen Zahlen {iberfiihrt. Inwiefern diese Rechengesetze vorausgesetzt werden miissen oder
bereits gelten, bleibt offen. Begriindungen oder sogar Beweise werden nicht gegeben. Die
Rechengesetze sind durch einfache Zahlenbeispiele veranschaulicht, womit aber lediglich
die Schreibweise kontrolliert werden kann. Diese kénnen nicht als beispielgebundene

Begriindungen verstanden werden.

a<b: a>b:

a* +b: b—a (a —b)*
244=4-2=2 —44+2=-(4-2)=-2

Bei dieser Bearbeitung ist sogar eine Einordnung in Typ 2 (l6sungsorientierter Typ)
abwegig, da es sich nahezu ausschlieklich um die Prasentation von Ergebnissen oder das

unreflektierte Aufstellen von Behauptungen handelt. Denkbar ist eher Typ 1 (passiver
Typ).

(OA4) Fiihren Sie auf R drei imaginére Einheiten ein und iiberpriifen Sie, inwiefern

eine korperdhnliche Struktur entstehen kann.

Es wird zunéchst die Addition und Multiplikation korrekt in algebraischer Schreibweise
gebildet. Danach folgt aber wieder eine Festlegung von Eigenschaften ohne Motivation und

Begriindung. Insbesondere die multiplikativen Eigenschaften der imagindren Einheiten
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werden nicht motiviert oder in der Wahl begriindet. Sie sind vermutlich aus externen

Quellen ohne weitere Uberlegungen abgeschrieben.

Verkniipfungstafel

ik

i|-1 k —j

jl-k =1 i = nicht kommutativ
k| j -1 -1
auflerdemi-j-k = -1

Im letzten Abschnitt der Bearbeitung zeigt sich zudem entweder ein Fliichtigkeitsfehler
bei der Benennung des neutralen Elements beziiglich der Multiplikation in Vektorschreib-
weise. Oder aber es liegt ein grundlegendes Missverstindnis beziiglich der Struktur einer

K-Algebra und auch beziiglich der vorher selbst festgelegten Multiplikation vor.

Die neutralen Elemente sind e = (0,0,0,0) und ex = (1,1,1,1)
= Dadurch ist R* ein Schiefkdrper

Eine ausfiihrlichere Behandlung von Korpereigenschaften hitte diesen Fehler spétestens
bei der Thematisierung eines inversen Elements beziiglich der angegebenen Multiplikation
zutage gebracht. Insgesamt fithrt die oberflichliche Behandlung und die augenscheinlich
nur minimal eigensténdig durchdachte Losung schon bei den wenigen elementaren
Ergebnissen zu Fehlern.

Auch bei dieser Bearbeitung entsteht eher der Eindruck der Einteilung in Typ 1
(passiver Typ).

Insgesamt ist damit trotz der sehr guten Bearbeitung von Arbeitsauftrag 3 eine Ein-
ordnung in Typ 2 (16sungsorientierter Typ) erklart. Es zeigt sich, dass die sehr gute
Bearbeitung von Arbeitsauftrag 3 mafsgeblich darauf zuriickzufiihren ist, dass der*die
Student*in die Problemstellung bereits kannte. Es ist dennoch positiv hervorzuheben,
dass es sich dabei dann nicht um eine reine Prasentation von (fachlich korrekten) Er-
gebnissen handelt, sondern die Losung eine motivierte Struktur im Sinne einer eigenen
Losungsfindung skizziert. Es kann darin die Bereitschaft gesehen werden, sich bei be-
kannten fachlichen Problemen mit didaktischen und motivationalen Konkretisierungen

auseinandersetzen zu wollen.

Proband #12 und #21

Es wird untersucht, inwiefern die ndherungsweise guten Fachnoten bei den Probanden #12
und #21 zustande kommen. Diese wurden in der qualitativen Inhaltsanalyse dem Typ
1 (passiver Typ) zugeordnet, innerhalb dessen derart gute Beurteilungen iiberraschend

sind.
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Proband #12

Typ: 1
Fachnote: 2,7
Teilnoten: 2,3 3,0 2,7 3,0 23 3,0 3,0

AA1 AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AAT

3 3 s

(OA1) Man definiere eine konstruierbare Zahl als die Lénge einer konstruierbaren
Strecke. Dabei ist eine konstruierbare Strecke eine Strecke, die durch Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal und aus einer Grundstrecke der Lange 1
hervorgeht. Diskutieren Sie den Zahlenbereich der konstruierbaren Zahlen

ausfiihrlich.

Die Bearbeitung fillt zunéchst direkt dahingehend auf, dass sie in reiner Textform
vorliegt. Es sind keine Skizzen oder Zeichnungen angegeben. Dies ist vor dem Hintergrund
der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal ungewohnlich. Zunéchst werden einfache
konstruierbare Bereiche dargestellt. Es wird auf die Konstruktion natiirlicher Zahlen, auf
die iterative Darstellung von 2% fiir £ € N und auch auf ein Beispiel einer irrationalen

konstruierbaren Zahl v/2" eingegangen.

Meine ersten Ideen fiir mit Zirkel und Lineal konstruierbare Zahlen sind die Natiirlichen
Zahlen, bzw alle vielfachen einer beliebigen Zahl, indem man die Zahl mit dem Zirkel auf
einer Gerade mehrfach aneinander setzt. Auch Vielfache von 1/2 durch kontinuierliches
halbieren konnen sher einfach erzeugt werden. Auch einige irrationale Zahlen fallen auf,
z.B. /2, welche als Diagonale eines rechtwinkligen Dreiecks mit zwei der Linge 1
entsprechenden Katheten konstruierbar ist.

Ein Fliichtigkeitsfehler tritt dabei bei der Benennung von Qik als ,Vielfache von %“ auf.

Die Frage nach der Konstruierbarkeit der rationalen Zahlen Q kann nicht beantwortet

werden. Mogliche dazu vollzogene Schritte werden nicht dokumentiert.

Bei der Frage, ob ganz Q darstellbar ist
musste ich passen, da mir z.B. kein Weg einfiel eine Strecke in eine héhere Primzahl
gleicher Strecken aufzuteilen.

Im néchsten Schritt wird auf das Internet als Quelle zuriickgegriffen und dortige

Ergebnisse ohne weitere Gedanken oder Motivationen iibernommen.
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Eine kurze google-Suche ergab das Ergebnis, dass auch die
Rechenoperation der Multiplikation, Division(!) und des Quadratwurzel ziehen auch zur
Verfligung stehen, Durch die Division ist zusammen mit den natiirlichen Zahlen auch
ganz Q erreichbar. Durch die Moglichkeit (auch mehrmals) quadratwurzeln zu ziehen ist
der groBte Zahlenbereich, den ich finden konnte

2@7 ne I\TO

Das Vorgehen ist insgesamt nur minimal beschrieben und in dieser Form als reine
Préasentation von Ergebnissen zu werten. Zudem entsteht am Beispiel der Frage zur
Konstruierbarkeit der rationalen Zahlen der Eindruck, dass keine umfangreiche und

motivierte Problembewailtigung stattgefunden hat.

(OA2) Erstellen Sie ein minimales Axiomensystem fiir die formale Einfiihrung

negativer Zahlen ausgehend von folgender Konvention:

a—2>b falls a > b

(b—a)* fallsa<b

a—b=

Die erste Halfte der Bearbeitung zeigt keine deutlichen Beziige zur Aufgabenstellung
und die einzelnen Gedanken sind in ihrer Zielsetzung und auch in ihrer Formulierung
grofstenteils nicht nachvollziehbar. Es werden zunéchst die Korpereigenschaften als
Rechengesetze vorausgesetzt und danach folgt eine Begriindung der Notwendigkeit nach

einer Ordnungsrelation.

Diese Axiome geniigen jedoch noch nicht, da dise zum Beispiel auch auf den Kérper
mit zwei Elementen zutreffen. Was noch fehlt, ist eine Ordnung <, sodass Korper mit
endlich vielen Elementen ausgeschlossen werden.

Die Korpereigenschaften decken hier natiirlich die in der Aufgabenstellung themati-
sierten moglichen Axiome fiir ganze Zahlen ab. Setzt man diese einfach voraus, 16st sich
die ganze Problemstellung auf. Die Begriindung fiir die Ordnungsrelation ist ebenfalls
ratselhaft. Korpereigenschaften gelten selbstverstandlich fiir alle Kérper und davon gibt
es bekanntlich mehr als nur gewisse schulrelevante Zahlenbereiche. Inwiefern hier eine
Ordnungsrelation fiir eine Eindeutigkeit sorgen kann, ist ebenfalls fragwiirdig.

In der zweiten Halfte werden dann doch noch einige speziellere Rechengesetze der

neuen Zahlen formuliert und sauber bewiesen.

Daraus kann nun gefolgert werden, dass -4 = a - a:

a-a=a-1-a-1=a-a-(1-1)
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(OA3) Interpretieren Sie die folgenden quadratischen Gleichungen geometrisch und

versuchen Sie damit Losungen der Gleichungen abzuleiten.
(i) 2%+ 10z = 39

(i) 2% = 10z + 39

(iii) 2% +32 =12z

Fiir die ersten beiden Gleichungen werden saubere geometrische Visualisierungen mit

entsprechenden algebraischen Umformungen prasentiert.

5 25 8
=A== rH—+——" =1=3
T 5
T 39
x 5
5
22 =10z —25+a
a z? =10z + 39
a =64
25 5
: ) =>z=5+8=13

Gleichzeitig wird die Verbindung von Geometrie und Algebra missverstanden. Es
erfolgt sogar ein Anzweifeln der Sinnhaftigkeit derartiger geometrischer Interpretationen

von algebraischen Gleichungen.

Auch der Lésungsweg aus (i) war ja ein nett verpackter, eigentlich algebraischer
Weg (zwei Gleichungen gleich setzen, 10z kiirzen, a ausrechnen, um +/a zur Verfiigung
zu haben). Hier war die eigentliche Uberlegung algebraisch und wurde dann irgendwie in
die Zeichnung interpretiert und nicht umgekehrt. Ich sehe nicht ganz ein, wieso man fiir
Rechnungen, die sehr einfach algebraisch 16sbar sind, zwanghaft einen geometrischen Be-
weis suchen sollte. Der geometrische Weg ist hier sicher auch fiir Schiiler kaum intuitiver,
da man [...] ohnehin algebraisch rechnen muss (ob nun bewusst oder nicht).

Es entsteht der Eindruck, dass der*die Student*in ein klares Bild von niitzlichen
und nicht niitzlichen Darstellungen gewisser mathematischer Objekte hat. Im Sinne
von reichhaltig vernetzten Darstellungsformen ist diese Sichtweise kritisch zu sehen.
Gerade in der Mathematik zeigen sich immer wieder fruchtbare Verbindungen zwischen
unterschiedlichen Fachgebieten, die vorher undenkbar waren und dann mit einer neuen
Sichtweise fiir eine weitere Produktivitdt sorgen. Auch im Hinblick auf einen spéteren

Lehrberuf ist diese eingeschrénkte Sicht problematisch.
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(OA4) Fiihren Sie auf R drei imaginére Einheiten ein und iiberpriifen Sie, inwiefern

eine korperahnliche Struktur entstehen kann.

Der présentierte Ansatz fiir eine Multiplikation ist interessant gewihlt und folgt zwei
Grundiiberlegungen: Zum einen wird R[i, j, k| mit C x C identifiziert und zum anderen

wird mit einem Analogieschluss die Multiplikation von C 2 R x R auf C x C iibertragen.

((a7 b)= (C>d)) : ((67 f)v (g>h))
=((a,b) - (e, f) = (¢, d) - (g, 1), (a,0) - (g9, 1) + ((c; d) - (e, f)) =
= ((ae = bf — cg + dh,af + be + ch + dg), (ag — bh — ce + df,ah + bg + cf + de))

Jetzt ist
1-1=1
1= ((170)7(070)) i-i=-—-1
i=((0,1),(0,0)) jrj=-1
i=1((0,0),(1,0)) k k=1
k= ((0,0),(0,1)) i-j=k
jri=k
i-k=—j
k-i=j
jrk=i

Die Multiplikationsvorschrift ist korrekt abgebildet, aber bei der Ermittlung des
Produkts k - i tritt ein Rechenfehler auf. Es ist hier ndmlich auch k-i = —j =1i-k. Die

nachfolgend dokumentierte Verletzung der Kommutativitit tritt also nicht auf.

Diese Multiplikation stiftet dennoch keine Korperstruktur. Es wird sogar eine weitaus
fundamentalere Eigenschaft als die Kommutativitat verletzt: Die Nullteilerfreiheit und
damit auch die globale Moglichkeit zur Bildung von Inversen. Es sind ndmlich Nullteiler
insbesondere keine Einheiten und damit nicht invertierbare Elemente. Beispielsweise gilt
firi—k,14j#0:

(i—-k) -(1+j)=i+ij—k—kj=i+k—k—i=0

In den Bearbeitungen aller Student*innen wird ersichtlich, dass diese einen Korper maf-
geblich durch die M6glichkeit zur Bildung von multiplikativen Inversen charakterisieren.
Die Beschreibung durch eine Nullteilerfreiheit ist nicht vorhanden, nicht préasent oder

wird nicht genutzt.
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(OA5) Betrachten Sie die Gleichung
ax% + bxixe + c:):% +dri+exo+ f =0,

wobei a, b, c,d, e, f € Rund (a,b,c) # (0,0,0). Vergleichen Sie die Losungs-
menge dieser Gleichung mit den Schnittmengen eines Doppelkegels D, bzw.

eines Kreiszylinders K mit einer Ebene E im R3.

Bei diesem Arbeitsauftrag wird die Hauptachsentransformation direkt als Vorwissen
genannt. Eine entsprechend konkrete Nutzung oder erneute Aneignung dieses Verfahrens
wird nicht durchgefiihrt. Auch eine motivationale oder veranschaulichende Vernetzung
mit einer geometrischen Umsetzung wird nicht angestofien. Es wird sich erneut auf
die formale algebraische Schreibweise beschrankt und es werden lediglich Ergebnisse
prasentiert.

In einem modernen Kompetenzbegriff ist neben dem Fachwissen auch die Moglichkeit
und die Bereitschaft zur konkreten Anwendung abgebildet. In diesem Sinne kann hier

nur von Fachwissen, nicht aber von Fachkompetenz gesprochen werden.

(OA6) Beschreiben Sie die Parameter A, 3,v, A’ dahingehend ausfiihrlich, dass
damit neue Schreibweisen fiir die allgemeine quadratische Gleichung in zwei

Variablen folgendermafen entstehen:
ZTAT + 3TZ2 +y=0, vTAT=0

Entwickeln Sie ausgehend von der Koeffizientenmatrix A zusammen mit der
erweiterten Koeffizientenmatrix A" ein Verfahren zur Bestimmung des Typs

der Losungsmenge einer quadratischen Gleichung in zwei Variablen.

Hier wird ein grofstenteils korrektes Verfahren formuliert, das sich an den Eigenwerten
der Koeffizientenmatrix entscheidet. Die Betrachtung der Eigenwerte wird aus einer
moglichen Diagonalform der auftretenden Matrix abgeleitet. Es wird allerdings nicht
darauf eingegangen, dass nicht jede Quadrik in Normalform vorliegt und somit fiir eine
Allgemeingiiltigkeit die Absicherung der Invarianz des Verfahrens unter Bewegungen
notwendig wird. Es zeigt sich erneut das Phéanomen, dass der*die Student™in zwar iiber
ein relativ umfangreiches akademisches Fachwissen verfiigt, dieses aber kaum motivational
darstellen kann und selten gewillt ist, dieses anzuwenden und daraus neues Wissen zu

generieren.
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(OA7) Ein Paar sich schneidender Geraden lisst sich als Grenzfall einer Hyperbel
betrachten. Diskutieren Sie zunéchst diesen Gedanken und arbeiten Sie Un-
terschiede sowie Gemeinsamkeiten von Hyperbel und Paar sich schneidender
Geraden heraus. Kontrollieren Sie, ob sich insbesondere die Unterschiede
auch an den entsprechenden algebraischen Gleichungen erkennen lassen und

iibertragen Sie ihre Erkenntnisse auf die restlichen affinen Typen.

In der letzten Bearbeitung bestétigt sich dieser Eindruck erneut. Es wird zunéachst the-
matisiert, wie man aus gegebenen Quadriken héhere Nullstellengleichungen konstruieren

kann.

Aus Quadriken zusammengesetzte Nullstellenmengen sind von
der Form

Hpi(a:,y) =0, mit p;(z,y) Polynom von Grad < 2

k3

Es ist an dieser Stelle spannend zu sehen, dass das Konzept der Nullteilerfreiheit, das
die Grundlage einer derartigen Formulierung bildet, scheinbar vorhanden ist, aber eben

nur isoliert abgerufen wird.

Ausgehend von dieser Erkenntnis wird kein Schluss auf die logisch umgekehrte Richtung
getroffen: Falls ein Polynom in C[X;, X3] zerfillt, was stellen dann diese Faktoren
jeweils dar? Es wird stattdessen lediglich auf die qualitative Betrachtung von zwei sich
schneidenden Geraden als Grenzfall einer Hyperbel eingegangen. Diese Entdeckung
ist an sich positiv zu werten, zeigt jedoch eine tendenziell eher analytische Denkweise.
Zudem wird diese Beobachtung nicht mit vorigen Erkenntnissen in Verbindung gebracht.
Denkbar wére hier eine Interpretation der Normalformen, die sich bei Hyperbel und sich

schneidenden Geraden im konstanten Term unterscheiden.

Insgesamt bleibt der Eindruck eines*r Student*in mit relativ hohem Fachwissen und
auch einem Interesse fiir formale Mathematik. Dabei wird kaum eine Relevanz von
motivationalen, vernetzenden und veranschaulichenden Schritten sichtbar. An einigen
Stellen entsteht sogar der Eindruck, dass der*die Student*in von einer einzigen richtigen
Losung iiberzeugt ist und andere Sichtweisen als iiberfliissig oder gar falsch erachtet. Bei
der Bearbeitung wird sich iiberwiegend auf eine reine Ergebnisprésentation beschréankt.
Die Einordnung in Typ 1 (passiver Typ) ist damit gerechtfertigt und die vergleichsweise

bessere Fachnote entsteht aus dem ausgeprigten Fachwissen.
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Proband #21

Typ: 1 %
Fachnote: 2,7
Teilnoten: 2,0 2,0 2,0 50 1,7 2,0 5,0

AA1 AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AAT
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Diese Bearbeitung dufsert sich strukturell &hnlich wie bei Proband #12. Es werden
iiberwiegend Ergebnisse ohne Herangehensweise oder Motivationen présentiert. Es wird
an dieser Stelle lediglich auf verschiedene Ansétze eingegangen, um ein differenzierteres

Bild insbesondere der fachlichen Kompetenzen der Student*innen zeichnen zu konnen.

(OA2) Erstellen Sie ein minimales Axiomensystem fiir die formale Einfiihrung

negativer Zahlen ausgehend von folgender Konvention:

a—>b falls a > b

(b—a)* fallsa<b

a—b=

Bei diesem Arbeitsauftrag zeigt der*die Student*in ein grundlegendes Verstéandnis der
Aufgabenstellung. Es wird eine Liste an Eigenschaften angelegt, die die neuen Zahlen
erfiillen sollen. Anschliefend werden Teile dieser Eigenschaften aus den jeweils anderen
abgeleitet. Dabei wird aber sehr willkiirlich vorgegangen. Von einem systematischen
Ausprobieren kann hier nicht gesprochen werden. Dennoch wird das Vorgehen zumindest
prinzipiell sichtbar. Es ist aus diesen Griinden dennoch fachlich nicht verwunderlich, dass
das resultierende Axiomensystem nicht minimal ist. Um hier tatséchlich auf ein gering
umféingliches System zu kommen, muss das Vorgehen gut strukturiert und durchdacht
sein, da man ansonsten Gefahr lduft, den Uberblick zu verlieren oder sogar in einen

Zirkelschluss zu geraten.

(OA4) Fiihren Sie auf R drei imaginére Einheiten ein und iiberpriifen Sie, inwiefern

eine korperahnliche Struktur entstehen kann.
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Bei diesem Arbeitsauftrag konnte gar keine Bearbeitung durchgefiihrt werden. Es
waren keine Moglichkeiten vorhanden, in irgendeiner Form an die Problemstellung

heranzutreten.
(OA5) Betrachten Sie die Gleichung
ax% + bxixe + cx% +dri+exa+ f =0,

wobei a, b, ¢,d, e, f € Rund (a,b,c) # (0,0,0). Vergleichen Sie die Losungs-
menge dieser Gleichung mit den Schnittmengen eines Doppelkegels D, bzw.

eines Kreiszylinders K mit einer Ebene F im R3.

Es wird bei dieser Aufgabe bereits auf gewisse Normalformen bei den Gleichungen
eingegangen, weswegen auf ein vorhandenes Vorwissen geschlossen werden kann. Dabei

wird fiir Normalformen auch auf den Begriff eines Minimalpolynoms eingegangen.

Die Normalform ist in meiner Auffassung als eine Art Minimalpolynom, wobei bei mir eher moglichst
viele Koeffizienten a bis f gleich Null sein sollen, sodass ein Objekt der obigen Form entsteht.

Die Erklarung mit den moglichst vielen verschwindenden Koeffizienten in der poly-
nomialen Gleichung ist nachvollziehbar, wenngleich eine derartige Beschreibung keine
Beziige zum Konzept des Minimalpolynoms aus bspw. der linearen Algebra hat. Die
Minimalitdt solcher Polynome entscheidet sich mafigeblich an dessen Grad und nicht
an der Anzahl Summanden. Weiterfithrend konnte der*die Student*in an dieser Stelle
moglicherweise schon davon ausgehen, dass es sich bei den Normalformen als Minimalpo-
lynome insbesondere um irreduzible Polynome handelt. Eine spéater angestrebte abstrakte
Unterscheidung in entartete und nicht entartete Quadriken anhand einer Irreduzibilitét

ist damit bereits jetzt erschwert.

(OAT7) Ein Paar sich schneidender Geraden lésst sich als Grenzfall einer Hyperbel
betrachten. Diskutieren Sie zunéchst diesen Gedanken und arbeiten Sie Un-
terschiede sowie Gemeinsamkeiten von Hyperbel und Paar sich schneidender
Geraden heraus. Kontrollieren Sie, ob sich insbesondere die Unterschiede
auch an den entsprechenden algebraischen Gleichungen erkennen lassen und

iibertragen Sie ihre Erkenntnisse auf die restlichen affinen Typen.

Es zeigt sich hier keine Moglichkeit der Aufgabenbearbeitung. Der*die Student*in
scheitert bereits an einer verbalen Formulierung von geometrischen Unterschieden.
Insgesamt entsteht der Eindruck eines*r Student*in, der*die bei anschaulichen Problem-

stellungen mit konkreten Handlungsmustern und bei oftmals vorhandenem Vorwissen
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relativ ausfiihrliche Ergebnisse prasentieren kann. Dabei wird jedoch nur selten tatséchli-
ches Vorgehen dokumentiert. Zusétzlich zeigt sich, dass bei abstrakten Problemen, die
iiber eine anfangliche Anschaulichkeit hin zu einer formalen allgemeinen Formulierung
hinausgehen, quasi keine Bearbeitung mehr moglich ist.

Im Vergleich zu Proband #12 kann man hier eher nicht von hohem Fachwissen reden.
Stattdessen wire die Bezeichnung als moderates Fachwissen passend. Bei Proband #12
war auf der anderen Seite eine niedrigere Bereitschaft zur Losung von elementaren
und anschaulichen Problemstellungen vorhanden. Diese ist bei Proband #21 in Teilen
gegeben. Zusammengenommen fiihrt dies zu einer vergleichbaren Fachbeurteilung. Die

Einordnung in Typ 1 (passiver Typ) bleibt gerechtfertigt.

Proband #08 und #24

Fiir Typ 2 (16sungsorientierter Typ) wird stellvertretend insbesondere die Arbeitsweise
Beispielgebundenes Vorgehen bei den Probanden #08 und #24 betrachtet. Dabei steht
geméfs Abbildung 7.10 Proband #08 fiir eine nicht gewinnbringende und Proband #24

fiir eine eher gewinnbringende Nutzung dieser Arbeitsweise.

Proband #08

Typ: 2
Fachnote: 3,3
Teilnoten: 2,7 2,7 23 40 2,7 50 -

AA1 AA2 AA3 AA4  AA5 AA6 AAT
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Proband #24

Typ: 2
Fachnote: 3,0
Teilnoten: 3,0 2,7 23 50 3,7 4,0 5,0

AA1l AA2 AA3 AA4 AAS5 AA6 AAT
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Es fallt bei beiden Probanden auf, dass sich die beispielgebundenen Arbeitsweisen
groftenteils auf Skizzen und Zeichnungen beschrénken. Oftmals treten diese Skizzen in
Verbindung mit einer allgemeineren oder problemspezifischen Arbeitsweise auf und je
nach der korrekten Anwendung selbiger generiert die Skizze dann eine Niitzlichkeit oder

aber auch ein Hindernis bei der weiteren Problembewailtigung.

(OA1) Man definiere eine konstruierbare Zahl als die Lénge einer konstruierbaren
Strecke. Dabei ist eine konstruierbare Strecke eine Strecke, die durch Kon-
struktionen mit Zirkel und Lineal und aus einer Grundstrecke der Lénge 1
hervorgeht. Diskutieren Sie den Zahlenbereich der konstruierbaren Zahlen

ausfiihrlich.

Bei Proband #24 kann in diesem Arbeitsauftrag eine solche gewinnbringende Nutzung
beobachtet werden. Es werden gute Darstellungen der Konstruktionsschritte gegeben. Ins-
besondere bei einer qualitativen Begriindung von Rechengesetzen, die fiir konstruierbare

Zahlen gelten miissen, sind diese Skizzen sehr anschaulich.

(a+b)-c=a-c+b-c
c-mal c-mal

a a a b b b

a + b a + b a + b . comal = .

(OA3) Interpretieren Sie die folgenden quadratischen Gleichungen geometrisch und

versuchen Sie damit Losungen der Gleichungen abzuleiten.
(i) 2%+ 10z = 39

(ii) 22 = 10x + 39

(iii) = +32 =12z

Bei diesem Arbeitsauftrag zeigt sich aber bereits bei Proband #08 die Problematik,
dass eine fehlerhafte Anwendung einer anderen Arbeitsweise zu nicht zielfiihrenden

Skizzen fithren, die ab dann den weiteren Losungsprozess blockieren.

=>12r=22-(z—-12) -z

= 12z = 22 — 22 + 122 das hilft auch nicht

Es wird an dieser Stelle allgemeiner festgehalten, dass bei der dritten Gleichung in
diesem Arbeitsauftrag viele Student*innen — unter anderem auch Proband #08 — zur

Darstellung von Rechtecken statt Quadraten wechseln. Dies ist zunéchst fiir Teile der
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Gleichungen nicht problematisch. Ab dem Moment, in dem jedoch aus dem Flécheninhalt
eines Rechtecks auf eine Kantenldnge geschlossen werden soll, geht die Eindeutigkeit
verloren. Zusétzlich wird hier hdufig auf eine ganzzahlige Faktorisierung von gegebenen

Zahlen zuriickgegriffen.

Bei den Losungen handelt es sich um 7 = 4 und x5 = 8. In der
ersten geometrischen Losung zu x; wird zuerst ein Rechteck mit Flacheninhalt 32
gewahlt. Dabei werden die Teiler 4 und 8 von 32 betrachtet. Es handelt sich also
um ein Rechteck mit den Seitenldngen 4 und 8. Die Teiler 2 und 16 kénnen
vernachléssigt werden, da das gesamte Rechteck am Ende die Seitenldnge 12
haben muss. Mit der Seitenlénge 16 ist diese Voraussetzung nicht mehr erfiillbar.

Vor dem Hintergrund, dass in Arbeitsauftrag 1 aber geklart wurde, dass die konstru-
ierbaren Zahlen iiber die ganzen Zahlen Z hinaus gehen?, kommt eine solche Festlegung
einer Beschrankung auf Einzel- bzw. Spezialfille gleich. Bereits in Q gibt es fiir eine Zahl

x € Q unendliche viele Faktorisierungen in zwei Zahlen p, q € Q.
(OA5) Betrachten Sie die Gleichung
am% + bxixo + cm% +dri +exs+ f =0,

wobei a,b,c,d, e, f € Rund (a,b,c) # (0,0,0). Vergleichen Sie die Losungs-
menge dieser Gleichung mit den Schnittmengen eines Doppelkegels D, bzw.

eines Kreiszylinders K mit einer Ebene F im R3.

In diesem Arbeitsauftrag zeigt sich zwischen den beiden Probanden #08 und #24
erneut die Problematik der Niitzlichkeit von beispielgebundenem Vorgehen, je nachdem,
ob diesem eine korrekte oder falsche Anwendung einer anderen Arbeitsweise voraus geht.
Proband #24 startet anhand der Koeffizienten der vorgegebenen allgemeinen Gleichung
eine Fallunterscheidung und betrachtet darin systematisch Einzel- und Spezialfélle. Pro-
band #08 startet direkt mit der Betrachtung von Einzel- und Spezialfillen und formuliert
diese als konkrete Zahlenbeispiele. Ohne die Konkretisierung einer Fallunterscheidung
werden hier viele mogliche Félle nicht erkannt und es geht damit eine Allgemeingiiltigkeit

der Bearbeitung verloren.

Proband #23

Die Verldufe der Ausprigungen mitsamt den Entscheidungen zur gewinnbringenden
Nutzung der Arbeitsweise Beispielgebundenes Vorgehen aus Abbildung 7.10 zeigt bei
Typ 4 (planender Typ) keine Félle mit ausdriicklich mehr gewinnbringender oder nicht

9Die Thematik der negativen Zahlen einmal ausgeblendet.
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gewinnbringender Nutzung. Es wird sich deshalb auf Proband #23 beschrankt, da hier
stattdessen eine deutliche Tendenz zur gewinnbringenden Nutzung der Arbeitsweise
Allgemeinere mathematische Techniken zu sehen ist (siche Abbildung 7.9). Es wird
auf die Verbindung zwischen diesbeziiglichen Arbeitsweisen und planenden Schritten

eingegangen.

Proband #23

Typ: 4
Fachnote: 2,7
Teilnoten: 1,7 2,7 2,7 3,0 23 33 3,3

AA1 AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AAT

2.—’—’—\—’—'2 ?
1 1 .
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Es zeigt sich, dass eine explizite Verkniipfung von planenden Schritten mit allgemeine-
ren mathematischen Techniken nur selten erkennbar ist. Lediglich bei den Arbeitsweisen
Teilschritte und -ziele aufstellen und Vermutungen und Ideen formulieren entsteht typi-

scherweise Ofter eine nachgelagerte Fallunterscheidung.

Die y/a wird hoffentlich etwas mit Pythagoras zu tun haben.
AuBlerdem ist mir aufgefallen, dass fiir a > 1 gilt v/a < a und fiir a < 1
gilt \/a > a. Vielleicht muss man die getrennt konstruieren.

e Fall 1: \/a gesucht, a < 1:
Baut auf Kathetensatz auf, da gilt: a> =p- ¢, also a = \/p- ¢

Z N

[ — 1

[]

e Fall 2: a > 1, \/a gesucht.
Baut auf Hohensatz auf, da h? = pq gilt wenn p = 1 aueh auch

h? =g, also h= /7
}\/ﬁ

1 a

In Arbeitsauftrag 4 ist zudem eine andere allgemeinere mathematische Technik als
Konsequenz der Formulierung von Teilschritten zu sehen: Eine Art Ansatz eines Wider-

spruchs.
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Allerdings stellt sich noch die

Frage:
e Was ist ij? Hierfiir jeweils 8
- Jeweils-6-Falle;alse  Moglichkeiten (£1
aQ 1Q ? ’ )
o Was ist ik? +i, +j, +k)

e Was ist kj?

=3-8=241

Auflerdem wissen wir ja nicht, ob die Multiplikation kommutativ
ist. Nehme an, dass sie das nicht ist. Dann gilt:

Es stellt sich auch noch die Frage nach ji, ki, jk mit auch noch

je 8 Moglichkeiten!

Es wird hier zunéchst die Kommutativitidt als nicht gegeben angesetzt. Die Aufgaben-
stellung wurde derart interpretiert, dass eine Multiplikation fiir einen Korper gesucht
ist, weswegen der*die Student*in davon ausgegangen ist, dass eine Kommutativitit
moglich ist. Es handelt sich also logisch tatséchlich um den Ansatz eines Widerspruchs,
wenngleich im weiteren Verlauf selbst erkannt wird, dass hier nun genau das angesetzt
wurde, was eben auch gelten muss und damit letztendlich gar kein Widerspruch gefunden

werden kann.

Beispielgebundenes Vorgehen tritt nur gelegentlich in Form von konkreten Zahlen-
beispielen sowie Skizzen und Zeichnungen zutage. Abgesehen von Arbeitsauftrag 3, bei
dem die Skizzen intuitiv auch zur Losungsfindung genutzt werden, dient das beispielge-
bundene Vorgehen stattdessen eher der eigenen Veranschaulichung oder nachtréglichen

Plausibilitatskontrollen.

Proband #01 und #10

Bei Typ 3 (reflexiver Typ) wird mafgeblich die Verwendung der Arbeitsweise Problemspe-
zifische fachmathematische Techniken untersucht. Zuséatzlich wird auch die Arbeitsweise
Beispielgebundenes Vorgehen betrachtet. Die Probanden #01 und #10 unterscheiden sich
nach Abbildung 7.10 tendenziell in der gewinnbringenden Nutzung zweiterer Arbeitsweise.
Proband #01 zeigt eher nicht gewinnbringende und Proband #10 eher gewinnbringende
Nutzung.
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7. Komplexe Analyse und Einzelfallbetrachtung

Proband #01

Typ: 3
Fachnote: 3,7
Teilnoten: 2,7 2,7 3,0 40 3,7 50 -

AA1 AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AA7

3 3 3
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Proband #10

Typ: 3
Fachnote: 3,3
Teilnoten: 2,7 3,0 2,7 40 2,7 3,3 4,0

AA1 AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AA7

3 3 3

e ©¢ O © ©e © ©o © © @ O © © @€ © O e O e o o

Es zeigt sich tatséchlich eine merkliche Verbindung zwischen reflexiven Schritten
und problemspezifischen fachmathematischen Techniken. Insbesondere die Arbeitsweise
Einschrinkungen und Probleme aufzdhlen, die unter die Merkmalsdimension Einordnung
von Ergebnissen féllt, hinterfragt oftmals explizite Schritte in der Probleml6sung, die
meist in Form von problemspezifischen Techniken vollzogen werden.

Beispielsweise fithren bei Proband #10 in Arbeitsauftrag 1 Einschrédnkungen bei der
Betrachtung von Grenz- und Extrempunkten zur Thematisierung von Sonderféllen und

einer Beurteilung hinsichtlich einer Allgemeingiiltigkeit oder Vollstéandigkeit.

Das kann man beliebig oft wiederholen und so immer noch kleinere rationale Zahlen schaffen.
Problematisch ist hier aber: ich schaffe es nicht, ungerade Nenner herzustellen

Bei Proband #01 werden explizit geometrische Konstruktionen hinterfragt.

Wie es sich mit Wurzeln héheren Grades, also z.B. dritten oder vierten Wurzeln verhilt, so muss ich
gestehen, dass hier keine Moglichkeit der Konstruktion gefunden habe. Ich hatte hier erst daran
gedacht, entweder Quader in drei Dimensionen zu nutzen und deren Diagonale zu nutzen, jedoch
erhilt man hier ebenfalls quadratische Wurzeln
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In Arbeitsauftrag 3 wird durch einschréinkende Gedanken zum Zerlegen und Ergénzen

auch die Problematik zum ganzzahligen Faktorisieren erkannt und thematisiert.

Denn um 32 zu erreichen, fillt einem schnell die
Rechnung iiber die Faktoren 4 und 8 ein, diese erfiillen hier zuféllig (ist das so?) die Gleichung. Ob
das hier wirklich nur ein Zufall ist, weif ich nicht, fiir mich wirkt das aber wie eine halb geratene
Losung.

In Arbeitsauftrag 5 zeigt sich zudem ein Bezug von einer emotionalen Auferung auf
konkrete Losungsschritte in Form der problemspezifischen Technik von Gleichungen und

Gleichungssysteme behandeln.

Sehr schwer tat ich mir auch mit der rechnerischen Uberpriifung

Es ist jedoch anzumerken, dass sich gerade derartige emotionale AuRerungen iiberwie-
gend auf globalere Gedanken beziehen. Hier werden meist der Arbeitsaufwand oder die
Zufriedenheit mit Gesamtergebnissen angesprochen.

Das beispielgebundene Vorgehen wird hingegen wie bei den anderen Typen iiberwiegend
in Form von Skizzen und Zeichnungen sowie konkreten Zahlenbeispielen zur reinen
Veranschaulichung verwendet. Die Niitzlichkeit hangt auch hier von der Korrektheit
vorausgegangener anderer Arbeitsweisen ab. Selten zeigt sich jedoch ein direkter positiver

Einfluss von emotionalen AuRerungen.'®

—— neuer Start mit anderen Werten in der Hoffnung
dass schonere EW rauskommen UND Wahl
der anderen Gleichung mit A, damit die
Rechnungen allg. leichter werden.

Die Formulierung einer Hoffnung fithrt beim préasentierten Beispiel zu einem systema-
tischen Ausprobieren.

Die niedrigere gewinnbringende Nutzung der Arbeitsweise Beispielgebundenes Vorgehen
bei Typ 3 (reflexiver Typ) aus Abbildung 7.16 lasst sich auch in der Einzelfallbetrachtung

nicht erklaren. Es wird deshalb von individuellen Faktoren ausgegangen.

Proband #13 und #22

Fiir die Betrachtung von Typ 6 (ganzheitlicher Typ) sind nun die wechselseitigen
Beziehungen von planenden und reflexiven Schritten mit der gewinnbringenden Nutzung
von Arbeitsweisen aller drei Merkmalsdimensionen zur konkreten Problembewéltigung
von Bedeutung. Zusatzlich stellt sich auch die Frage, inwiefern sich hier planende und
reflexive Schritte gegenseitig bedingen. Es werden die beiden Probanden #13 und #22

betrachtet, die mit diesem Typ codiert wurden.

10Mit ,EW* ist der Begriff ,Eigenwert(e)* gemeint.
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Proband #13

Typ: 6
Fachnote: 2,7
Teilnoten: 2,3 2,3 23 3,3 2,0 3,3 3.3

AA1 AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AA7
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Proband #22

Typ: 6
Fachnote: 2,3
Teilnoten: 1,7 2,0 2,0 2,7 2,0 23 3,0

AAl AA2 AA3 AA4 AA5 AA6 AAT

Beide Probanden zeigen hinsichtlich der Nutzung von planenden und reflexiven Schrit-
ten dhnliche Muster wie sie jeweils einzeln bereits bei Typ 3 (reflexiver Typ) und Typ 4
(planender Typ) beobachtet werden konnten:

Einerseits zeigen sich Uberlegungen zum Vorgehen — hier Vermutungen und Ideen
formulieren bzw. Teilschritte und -ziele aufstellen — in einer schwachen Verbindung zu

allgemeineren mathematischen Techniken — hier Ansatz eines Widerspruchs.

Die Frage ist nun, was ist mit den gemischten Teilen?
Es kommt in Frage:

ij, ik, ji, jk, ki, kj # 0 (Nullteilerfreiheit)
ij, ik, ji, jk, ki, kj # 1

und zuséatzlich ist ij # i, daraus wiirde folgen j = 1.

Ebenso bedingt das Aufstellen von Teilschritten und -zielen &fter eine saubere Verwen-
dung einer Fallunterscheidung.
Andererseits treten reflexive Schritte insbesondere im Bezug auf problemspezifische

fachmathematische Techniken auf. Beispielsweise werden geometrische Konstruktionen
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Ofter eingeschriankt und damit eine Allgemeingiiltigkeit von Rechengesetzen bei konstru-

ierbaren Zahlen hinterfragt.

Ich mochte nun die blaue Strecke (Zahl) von der griinen Strecke abziehen.
Dabei trage ich die blaue Strecke am Startpunkt der griinen Strecke,

mithilfe des Zirkels, ab und erhalte so die gelbe Strecke, den Wert

der Differenz. Diese Rechenoperationen funktionieren natiirlich bei allen
konstruierbaren Léngen, solange ich die kiirzere Strecke von der langeren
Strecke abziehen will. An diesem Punkt stehe ich vor meinem ersten Problem.

Es zeigen sich aber zusétzlich auch die entsprechenden Kreuzverbindungen. Also bspw.
eine Verbindung von reflexiven Schritten im Bezug auf allgemeinere mathematische
Techniken.!'!

Ich merke, dass das

so obvious ist, so dass es
schwierig wird driiber nach-
zudenken wie der Beweis geht.
Merke: Jeden Schritt
begriinden und klein halten.

Hier fiihrt die Arbeitsweise Figenes Vorgehen bewerten zu einer positiven Beeinflussung
der Arbeitsweise Deduktives Ableiten und Vorwdrtsarbeiten fiir den gesamten weiteren
Verlauf der Bearbeitung.

Auch planende Schritte — hier Teilschritte und -ziele aufstellen — sind innerhalb der
Anwendung problemspezifischer fachmathematischer Techniken — hier Gleichungen und

Gleichungssysteme behandeln sowie geometrische Konstruktionen — zu beobachten.

) 51 5 Jetzt alles auf eine
2”4+ 102 +57=3945 Seite bringen und dann

& 224100 +52-52-39=0 gleich auch noch in
9 geometrischer Form
& (z+5)°-64=0

=x1=3

= T9 = —13 macht in geometrischer Sichtweise

eher weniger Sinn

Weiterfiithrend zeigen sich bei Typ 6 (ganzheitlicher Typ) aber auch wechselseitige
Beeinflussungen zwischen planenden und reflexiven Schritten. Beispielsweise fithrt das
Bewusstsein iiber neu auftretende oder noch vorhandene Probleme zu einer effizienten

Zeiteinteilung in Form von Pausen.

Ob ich Langen von konstruierbaren Strecken multiplizieren und dividieren kann sehe
ich noch nicht auf den ersten Blick und brauche jetzt erstmal eine Pause.

"obvious Englisch (bzw. Jugendsprache) fiir offensichtlich
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Bei Proband #22 treten zudem hiufig emotionale Auferungen auf. Diese stellen
oftmals intuitive Gedanken und Ausdriicke der (Un-)Zufriedenheit dar. Nicht selten

entsteht daraus eine Idee fir einen cleveren oder nicht konventionellen Ansatz.

Mir ist das jetzt zu aufwendig jeden moglichen Fall zu untersuchen, da es
mit einem zusétzlichen ¢ noch mehr Félle gibt. Versuche also nun
einen Fall zu finden, bei dem die Assoziativitdt nicht klappt.

Im abgebildeten Beispiel wollte der*die Student*in Begriindungen fiir vorher aufge-
stellte Rechenregeln auf konstruierbaren Zahlen liefern. Dabei wurde insbesondere auf
ein alternatives Assoziativgesetz in Verbindung mit der Subtraktion als Rechenoperation
eingegangen. Der*die Student*in war sich bereits vollkommen bewusst, dass eine Regel

von bspw. der Form
(a—b)—c=a—(b—2c)

nicht gilt. Die ausgedriickte Unzufriedenheit fithrt dazu, dass der*die Student*in nicht je-
des dieser alternativen Rechengesetze (Kommutativitét, Assoziativitit, etc.) einzeln priift,
sondern sich auf die Angabe eines Gegenbeispiels beruft, das als grundlegender Wider-
spruch dient. Als Konsequenz nennt der*die Student*in abschliefend die Notwendigkeit
von Gegenzahlen und eine strengere Handhabung der Subtraktion als Gegenoperation
der Addition durch a —b := a+ (—b), womit die Verbindung zu algebraischen Strukturen
gegliickt ist.

Beim beispielgebundenen Vorgehen sind keine merklichen Unterschiede zu den anderen
Typen (2, 3, 4) erkennbar. Es werden hauptséchlich die Arbeitsweisen Skizzen und Zeich-
nungen und Konkrete (Zahlen-)Beispiele angeben zur Veranschaulichung und teilweise

zur Plausibilitdtspriifung verwendet.

Fachliche Probleme und Defizite bei Arbeitsauftrag 4 und 7

Es wird an dieser Stelle auf die Bearbeitungen hinsichtlich fachlicher Schwierigkeiten
bei den beiden jeweils letzten Arbeitsauftragen eines Inhaltsbereichs eingegangen. Diese
stellen jeweils eine abschlietende abstrakte Betrachtung der entsprechenden Problemfelder
dar und es hat sich gezeigt, dass die Student*innen dabei generell deutlich weniger fachlich

korrekte Ergebnisse erzielen konnten.

(OA4) Fiihren Sie auf R drei imaginére Einheiten ein und iiberpriifen Sie, inwiefern

eine korperdhnliche Struktur entstehen kann.

Die Bearbeitungen dieses Arbeitsauftrags kénnen grob in drei Gruppen unterteilt

werden, wobei anhand der angegebenen Multiplikation auf der neuen Struktur unter-
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schieden wird: Keine Bearbeitung; algebraischer Ansatz iiber das Ausmultiplizieren
mittels eines Distributivgesetzes; Fortsetzung der Vorschrift aus R x R. Letztere Variante
ist nur einmal bei Proband #12 aufgetreten. Die Idee ist interessant, fiihrt jedoch zu
Nullteilern (siehe obige Betrachtung von Proband #12 ab Seite 262). Bei der zweiten
Variante wird zudem héufig von vornherein von einer Kommutativitat ausgegangen. Die
Vorschriften, inwiefern die gemischten Produkte sinnvoll festzulegen sind (bspw. ij = k),
werden grofitenteils aus dem Internet recherchiert. In wenigen Féllen geschieht eine
vollstandige Fallunterscheidung mit Widerspruchsbeweisen. Resultierende Widerspriiche

bei Kommutativitdt werden nicht erkannt. Beispielsweise konnte man sehen, dass dann
-1=%k* =ijij = ijji = —i? =1

gelten muss. Insgesamt bleibt der Eindruck, dass die strukturelle Verbindung von
Vektorraum- und Korperstruktur in einer Algebra nicht erfasst wird. Es muss hier
allerdings einschrankend darauf hingewiesen werden, dass dies auch auf die Aufgaben-
stellung zuriickzufiihren sein kann, die lediglich die Korperstruktur explizit erwahnt.
Zudem sei angemerkt, dass K-Algebren keinen vertieften Gegenstand einer typischen

Veranstaltung zur Einfiihrung in die Algebra darstellen.

(OA7) Ein Paar sich schneidender Geraden lésst sich als Grenzfall einer Hyperbel
betrachten. Diskutieren Sie zunéchst diesen Gedanken und arbeiten Sie Un-
terschiede sowie Gemeinsamkeiten von Hyperbel und Paar sich schneidender
Geraden heraus. Kontrollieren Sie, ob sich insbesondere die Unterschiede
auch an den entsprechenden algebraischen Gleichungen erkennen lassen und

iibertragen Sie ihre Erkenntnisse auf die restlichen affinen Typen.

Bei diesem Arbeitsauftrag zeigt sich vor allem, dass der Begriff einer abstrakten
Irreduzibilitéit nicht abrufbar oder nicht vorhanden ist. Bei den geometrischen Darstel-
lungen werden noch einige Unterschiede und Gemeinsamkeiten identifiziert. Dazu zdhlen
vorrangig Uberlegungen zu einer Kriimmung und Geradlinigkeit, zu asymptotischem
Verhalten und zur Moglichkeit, die geometrischen Objekte als Kurven ohne Absetzen
zeichnen zu kénnen — letzteres kann man als eine qualitative, anschauliche Vorstellung von
Irreduzibilitdt deuten. Sehr selten wird auch erkannt, dass bspw. zwei sich schneidende
Geraden eben aus zwei einzelnen Geraden bestehen. Alle diese Eigenschaften kénnen
jedoch nicht auf die algebraische Schreibweise in den Normalformen iibertragen werden.

Die Irreduzibilitiat von Polynomen wird gar nicht angesprochen.
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Sonstige besondere Arbeitsweisen

Es wird an dieser Stelle noch auf einige spezielle Arbeitsweisen eingegangen, die bereits
in der qualitativen Inhaltsanalyse, aber auch in der abschliekenden Einzelfallbetrachtung
besonders aufgefallen sind.

Das Riickwartsarbeiten ist allgemein nur selten verwendet worden. Dies lasst sich auf
die hohen kognitiven Anforderungen zuriickfithren, die selbst ein Ansatz einer solchen
Arbeitsweise erfordert. Die Denkrichtung ist dabei entgegen der intuitiven Vorgehensweise
und erfordert ein hohes Maf an metakognitiver Steuerung. In den wenigen Féllen, in denen
das Riickwéartsarbeiten Anwendung gefunden hat, war es iiberwiegend erfolgreich und
gewinnbringend. Die gestellten Arbeitsauftrige werfen oftmals Fragestellungen auf, die
den Student*innen in Teilen bekannt sind. Dies liegt mafgeblich an der elementaren Natur
der Aufgaben. Moglicherweise haben die Student*innen wéahrend ihres Studiums oder
anderweitig bereits eine Losung oder Losungsidee mitbekommen oder die Problemstellung
lasst sich fachlich mit weitaus fortgeschritteneren Verfahren 16sen, die bereits bekannt sind.
Fiir die Losung auf elementarem Niveau ist dann ein Ansatz nach dem Riickwértsarbeiten
durchaus moglich. Dennoch wurde nur vereinzelt darauf zuriickgegriffen.

Auch das systematische Ausprobieren konnte nur selten beobachtet werden. Diese
Arbeitsweise setzt eine hohe Resilienz gegeniiber Fehlschldgen voraus, wodurch sich nur
wenige der Student*innen auszeichnen konnten. Oftmals wurde die Moglichkeit fiir ein
Ausprobieren nach systematischen Gesichtspunkten bereits nach dem ersten Versuch
abgebrochen. Es zeigt sich dabei, dass die Student*innen einerseits nur wenig Vertrauen
in das eigene Vorgehen hinsichtlich fachlicher Moglichkeiten haben und andererseits einen

Prozess ablehnen, der sich an Fehlschlagen orientiert.

Zusammenfassung

Es sind sehr gute Teilleistungen bei einzelnen Arbeitsauftriagen nur durch vorhandenes
Vorwissen erklarbar. Generell scheint fachliches Vorwissen oder auch fachliche Kompetenz
der limitierende Faktor fiir gute bis sehr gute fachliche Bearbeitungen zu sein.

Die verschiedene gewinnbringende Nutzung von beispielgebundenem Vorgehen lésst
sich unterhalb der Typen nur indirekt erkldren. Die Niitzlichkeit hédngt mafgeblich
von der korrekten Anwendung anderer Arbeitsweisen ab — hauptséchlich allgemeinere
mathematische oder problemspezifische fachmathematische Techniken. Die gewinnbrin-
gende Nutzung dieser ist aber mit den charakterisierenden Arbeitsweisen der Typen in
Verbindung zu bringen.

Zwischen planenden Schritten und gewinnbringender Nutzung allgemeinerer mathema-
tischer Techniken lassen sich schwache Verbindungen beobachten. Insbesondere fiihrt das

Aufstellen von Teilschritten und -zielen 6fter zu niitzlichen Fallunterscheidungen und
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seltener auch die Arbeitsweise Vermutungen und Ideen formulieren zum Ansatz eines
Widerspruchs.

Zwischen reflexiven Schritten und gewinnbringender Nutzung problemspezifischer
Techniken lassen sich relativ viele explizite Verbindungen beobachten. Vor allem die
Arbeitsweise Finschrankungen und Probleme aufzihlen zeigt sich im Bezug auf diverse
problemspezifische Ansétze.

Der niedrigere Wert gewinnbringender Nutzung von beispielgebundenem Vorgehen
bei Typ 3 kann nicht erklart werden. Moglicherweise hangt dies damit zusammen, dass
problemspezifische Techniken spezieller und damit fiir die Student*innen anschaulicher
sind. Dadurch bendtigen sie weniger Visualisierungen in Form von konkreten Beispielen
oder Skizzen und Zeichnungen. Allerdings zeigt sich das in den Daten nicht in einer
merklich niedrigeren Nutzung von beispielgebundenem Vorgehen als die anderen Typen.

Insgesamt wird beispielgebundenes Vorgehen aber flichendeckend eher zur Veranschau-
lichung oder zur Kontrolle einer Plausibilitét, statt zur expliziten Problemlésung genutzt.
Das ist unter allen Typen (2, 3, 4, 6) nicht unterscheidbar.

Bei Typ 6 (ganzheitlicher Typ) zeigen sich planende und reflexive Schritte auch in Ver-
bindung mit den jeweils anderen 16sungsorientierten Techniken und auch in Verbindung
untereinander. Das Vorgehen ist in der Tat stark vernetzt und durch eine wechselseitige

Verwendung von Arbeitsweisen charakterisiert.
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8. Beurteilung der Giite der Studie und

interpretative Limitationen

In diesem Kapitel wird die Qualitdt der durchgefiihrten Studie im Hinblick auf Merkmale
qualitativer Forschung beurteilt. Es wird dabei mafsgeblich auf die von KUCKARTZ
und RADIKER (2022) in Abschnitt 4.8 vorgestellte Checkliste zur internen Studiengiite
eingegangen. Die Giite ist hierbei durch eine ausfiihrliche Dokumentation des gesamten
Forschungsprozesses gewéhrleistet. Anschliefiend wird die Durchfiihrung der Methode der
qualitativen Inhaltsanalyse im Sinne einer Intercoder-Ubereinstimmung kontrolliert. Bei
der inhaltlich-strukturierenden und der evaluativen Inhaltsanalyse wird dies vorrangig
mithilfe eines numerischen Ubereinstimmungswerts realisiert. Zusitzlich dazu wurde der
interpretative Vorgang der evaluativen Inhaltsanalyse auf einem methodisch alterna-
tiven Weg durchgefiihrt. Die beiden Ergebnisse lassen sich qualitativ vergleichen und
zeigen insbesondere im Hinblick auf die anschlieffend darauf aufbauend durchgefiihrte

typenbildende Inhaltsanalyse kaum Unterschiede.

8.1. Checkliste zur internen Studiengiite nach KUCKARTZ
und RADIKER

Es werden an dieser Stelle die in Tabelle 4.13 in Abschnitt 4.8 auf Seite 98 formulierten
Fragen aus der Checkliste zur internen Giite einer qualitativen Inhaltsanalyse nach
KUCKARTZ und RADIKER (2022) beantwortet. Damit sollen dokumentarische Anfor-
derungen an qualitative Forschung erfiillt und eine Nachvollziehbarkeit des gesamten

Prozesses sichergestellt werden.

Fragen zur Datenerfassung und Transkription

e Wurden die Daten fixiert?
Es handelt sich bei den Daten um verschriftlichte Prozessdokumentationen, die
die Student*innen parallel zu ihrer Aufgabenbearbeitung erstellen. Die Daten sind

damit in ihrer Form als schriftliches Dokument bereits von statisch fixierter Natur.
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e Wurde eine interviewbegleitende Dokumentation erstellt?
Es wurden keine Interviews durchgefiihrt. Da das Material stattdessen innerhalb
einer Lehrveranstaltung aufgenommen wurde, sind jegliche Auffalligkeiten in den
Sitzungen des entsprechenden Seminars sowie bei der Korrektur der dort behan-
delten Arbeitsauftrige durch den Dozenten schriftlich festgehalten worden. Diese
Dokumentationen sind insbesondere bei der abschliefsenden Einzelfallbetrachtung

zur genaueren Interpretation erneut herangezogen worden.

e Wurde eine vollstandige Transkription des Materials vorgenommen?*
Da das Material durch die Student*innen bereits in verschriftlichter Form abge-
geben wurde, ist keine Transkription notwendig. Eine Ubertragung in eine eigene
einheitlich verschriftlichte Form erscheint nicht sinnvoll, da die Bearbeitungen nicht
als reiner Flieftext formuliert wurden. Oftmals sind Positionierungen innerhalb
einer Seite fiir die Darstellung des Bearbeitungsprozesses relevant und sollten
mit betrachtet werden. Auch Farbgebung, verwendete Symbolik und mdéglicher-
weise durchgestrichene oder unkenntliche Passagen konnen zum Verstandnis des

Vorgehens von Bedeutung sein.

Die in der Einzelfallbetrachtung in Abschnitt 7.4 abgebildeten Ausziige aus den
Bearbeitungen der Student*innen wurden hingegen transkribiert, um keine Riick-

schliisse von der Handschrift auf die Identitat des*r Ersteller*in zuzulassen.

e . Wurden Transkriptionsregeln genutzt und werden diese offengelegt?
Da keine vollstandige Transkription durchgefiihrt wurde, sind derartige Regeln

nicht notwendig.

Die in der Einzelfallbetrachtung in Abschnitt 7.4 abgebildeten Ausziige aus den

Bearbeitungen der Student*innen wurden geméf weniger Vorgaben erstellt:

— Jeglicher Text (digital und analog) wird in eine neutrale Maschinenschrift
iiberfiihrt.

— Textformen werden exakt iiberfiihrt. Dazu zéhlen Platzierung, Wort- und

Silbentrennung, Zeilenumbriiche sowie Schriftschnitt und -stil.

— Abbildungen, Markierungen und Hervorhebungsmittel werden originalgetreu

umgesetzt.

e Wie sah der Transkriptionsprozess konkret aus?

Es wurde keine vollstéandige Transkription durchgefiihrt.

e _Wer hat transkribiert?

Es wurde keine vollstéandige Transkription durchgefiihrt.
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Die in der Einzelfallbetrachtung in Abschnitt 7.4 abgebildeten Ausziige aus den

Bearbeitungen der Student*innen wurden vom Autor selbststindig transkribiert.

e .Wurde eine Transkriptionssoftware benutzt?

Es wurde keine Transkriptionssoftware verwendet.

e .Wurden die Daten anonymisiert?
Die 25 Student*innen wurden von #01 bis #25 durchnummeriert. Dabei wurden
die acht Student*innen aus dem SoSe 22 auf die Stellen #01 bis #08, die 13
Student*innen aus dem WiSe 22/23 auf die Stellen #09 bis #21 und die vier
Student*innen aus dem SoSe 23 auf die Stellen #22 bis #25 aufgeteilt. Innerhalb
dieser Semester wurden die Student*innen zuféllig einer Nummer zugeordnet
und die Zuordnung extern in einer Tabelle festgehalten. Die einzelnen Dateien
der Bearbeitungen von Arbeitsauftridgen wurden dann entsprechend mit diesen
Nummern bezeichnet und zusétzlich zwei numerische Werte fiir den entsprechenden
Inhaltsbereich und den entsprechenden Arbeitsauftrag ergdnzend angebracht. Eine

beispielhafte Dateibezeichnung lautet dann:
03-01-02.pdf

Diese Datei steht fiir die Bearbeitung von Arbeitsauftrag 2 aus Inhaltsbereich 1
durch Student*in #03, welche*r im SoSe 22 das Seminar besucht hat.

e Wurden die Transkriptionsregeln eingehalten?*

Es wurde keine vollstéindige Transkription durchgefiihrt.

Fragen zur Inhaltsanalyse

e Ist die gewdhlte inhaltsanalytische Methode der Fragestellung angemessen?
Eine qualitative Inhaltsanalyse ist mafsgeblich zur Untersuchung von qualitativem
Material hinsichtlich latenter Merkmale zu verwenden. Bei den Bearbeitungen der
Arbeitsauftrage durch die Student*innen handelt es sich um qualitatives Material,
da hier keine rein numerische Darstellung vorliegt. Auch die zu untersuchenden
Merkmale von Arbeitsweisen sind latenter und damit qualitativer Natur, womit
insgesamt ein interpretativer Ansatz zur Untersuchung notwendig wird. Die Néhe
zu Problemlosestrategien und dort bereits bestehende theoretische Modelle zur
Klassifizierung géngiger und zielfiihrender Techniken legt eine Methode nahe, die
ebenfalls auf einer Klassifizierung basiert. Es sind damit insbesondere Analyse-
methoden naheliegend, die anhand von Kategorien eine inhaltliche Beschreibung
der latenten Merkmale in den Daten anstreben. Abschliefend legt die dreigeteilte

Formulierung der zweiten Forschungsfrage eine qualitative Inhaltsanalyse anhand
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der drei Basisformen von KUCKARTZ und RADIKER nahe, wobei deren tenden-
ziell freiere Umsetzung einer Inhaltsanalyse insbesondere im Hinblick auf das
offene Codieren dem zunéchst explorativen Charakter der Fragestellungen entgegen

kommt.

e Wird die Wahl der Methode begriindet?*

Die Wahl der Methode ist einerseits im Methodenteil in Abschnitt 4.7 auf Seite
85 ausfiihrlich begriindet. Zuséatzlich werden in selbigem Kapitel 4 ab Seite 61
géangige inhaltsanalytische Methoden und Varianten vorgestellt, die durch eine
Abgrenzung bei der Entscheidung berticksichtigt werden. Andererseits wird die Wahl
der Methode an dieser Stelle bei der Sicherstellung der internen Giite reflektiert

und nachtraglich legitimiert.

e Wurde die jeweilige Methode in sich richtig angewendet?“

Die Umsetzung der Methode richtet sich stark nach dem in der Standardliteratur
(KuckARTZ & RADIKER, 2022) ausfiithrlich beschriebenen Ablauf, den die Ent-
wickler*innen der Methode angedacht haben. Es wird dabei jeweils zwischen den

entsprechenden Basisformen unterschieden.

e Wurde die Inhaltsanalyse computergestiitzt durchgefiihrt?*

Der Codierprozess und die Analyse sind jeweils in der eigens dafiir entwickelten Soft-
ware Mar@DA umgesetzt worden. Es wurde mit der Version Maz@QDA 22 gestartet
und im Laufe des Analyseprozesses auf die Version Maz(QQDA 24 gewechselt.

o Wurden das Material oder Teile desselben durch mehrere Codierende unabhéngig

voneinander bearbeitet?

Bei der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse wurden in beiden Codierprozes-
sen (Haupt- bzw. Subkategorien) jeweils in der ersten Codierschleife ca. 20 % des
Materials durch mehrere Personen unabhéngig im Sinne eines konsensuellen Codie-
rens codiert. Die Codierungen wurden anschlieffend zusammengetragen, diskutiert
und die Einigungen im Codierleitfaden in den Definitionen der Kategorien festge-
halten. Zusétzlich ist die Anwendung des finalen Kategoriensystems durch eine
Intercoder-Ubereinstimmung kontrolliert worden. Dabei sind ca. 24 % des Materials
unabhiingig von mehreren Personen codiert worden. Die Ubereinstimmung liegt
innerhalb einer Toleranzgrenze von 50 % Uberschneidung der codierten Segmente
bei 73 %. Die Festlegung der Toleranzgrenze und die genauere Entstehung dieser

Intercoder-Ubereinstimmung sind im nachfolgenden Abschnitt 8.2 beschrieben.

Fiir die evaluative Inhaltsanalyse wurde kein konsensuelles Codieren durchgefiihrt,

da die evaluativen Kategorien als Auspridgungen keine ausgeprigt kontroverse
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Definition hervorgebracht haben. Die Anwendung wurde anschliefsend durch eine
Intercoder-Ubereinstimmung kontrolliert. Dabei sind ca. 20 % des Materials un-
abh#ingig von mehreren Personen codiert worden. Die Ubereinstimmung liegt bei

76 % und ist ebenfalls im nachfolgenden Abschnitt 8.2 genauer beschrieben.

Im Hinblick auf die typenbildende Inhaltsanalyse wurde die Typenbildung im Sinne
eines konsensuellen Codierens iiberpriift. Dazu wurden die Diagramme mit den
Auspriagungen der evaluativen Merkmale (siehe Abbildung 6.23 auf Seite 222)
drei weiteren Personen vorgelegt. Diese sind nun gebeten worden, innerhalb dieser
Auspriagungsdiagramme Typen von dhnlichen Diagrammen zu identifizieren. Diese
drei zusétzlichen Typenbildungen weisen hohe Ubereinstimmungen mit der vom
Autor getroffenen Typenbildung auf. Der Vergleich dieser vier Typenbildungen ist
in Abschnitt 8.3 genauer beschrieben.

e . Wie wurde die Ubereinstimmung der Codierenden ermittelt? Welches Vorgehen
wurde bei Nicht-Ubereinstimmung gewéihlt?*
Beim konsensuellen Codieren wurden die unabhéngig codierten Segmente anschlie-
Rend verglichen und diskutiert. Es konnte sich dabei immer auf eine Entscheidung
hinsichtlich einer Codierung oder hinsichtlich eines Kompromisses geeinigt werden.
Diese Diskussionen wurden in Form von Anker- und Abgrenzungsbeispielen oder

aber einer verbesserten Kategoriendefinition im Codierleitfaden festgehalten.

Bei der Intercoder-Ubereinstimmung musste insbesondere bei der inhaltlich-
strukturierenden Inhaltsanalyse eine Toleranzgrenze fiir die Ubereinstimmung
zweier codierter Segmente festgelegt werden. Das offene Codieren, wie es in der
Variante der qualitativen Inhaltsanalyse nach KUCKARTZ und RADIKER praktiziert
wird, fithrt nur in seltenen Féllen zu exakt iibereinstimmenden Segmentgrenzen
zwischen zwei verschiedenen codierenden Personen. In Abschnitt 8.2 ist die
Entscheidung hin zu einer Toleranzgrenze von 50% Uberschneidung genauer

beschrieben und begriindet.

o Ist das Kategoriensystem in sich konsistent?
Das Kategoriensystem fiir Arbeitsweisen aus der inhaltlich-strukturierenden In-
haltsanalyse spiegelt géngige Theorien zu Problemldsestrategien von bspw. POLvyA
(1995), BRUDER und BAUER (ehem. COLLET) (2011) sowie STILLER et al. (2021)
wieder. Auch allgemeinere mathematische Techniken, wie sie bspw. SCHWARZ
(2018) beschreibt, lassen sich gut wiedererkennen. Im Hinblick auf mathematisches
Arbeiten ist das Kategoriensystem dementsprechend passend entwickelt und bildet

damit einen logischen Prozess der Bearbeitung mathematischer Probleme ab.
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e Sind die Kategorien und Subkategorien gut ausgearbeitet?

Die Kategorien fiir Arbeitsweisen der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse
sind anschaulich benannt, ausfiihrlich definiert und durch Anker- und Abgren-
zungsbeispiele sowie typische Identifikationsmerkmale umfangreich beschrieben.
Die entsprechenden Ausfiihrungen sind dem Codierleitfaden in Anhang C.1 auf

Seite 341 zu entnehmen.

Die Auspriagungen der evaluativen Inhaltsanalyse sind ebenfalls in einem Codier-
leitfaden in Anhang C.2 auf Seite 349 beschrieben.

Die Typen der typenbildenden Inhaltsanalyse sind am Ende von Abschnitt 6.3
ab Seite 228 beschrieben. Es wurden bildhafte Bezeichnungen und ausfiihrliche
Definitionen angegeben sowie jeweils eine graphische Darstellung im Bezug zu den

evaluativen Merkmalen erstellt.

e Wie prézise und ausfiihrlich sind die Kategoriendefinitionen?*

Die Ubereinstimmung der Kategorien mit den in Abschnitt 3.1 ab Seite 23 beschrie-
benen theoretischen Modellen zu Problemldsestrategien spricht fiir eine treffende
Formulierung der Kategorien. Auch die im nachfolgenden Abschnitt 8.2 dargelegte
hohe Intercoder-Ubereinstimmung und eine damit einhergehende Bestitigung der
guten lokalen Anwendbarkeit der Kategorien spricht fiir eine saubere Kategorien-

definition.

e Gibt es konkrete Beispiele als Illustrationen?

Im Codierleitfaden fiir die inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse in Anhang C.1
auf Seite 341 sind alle Kategorien durch konkrete Beispiele aus dem vorliegenden

Material veranschaulicht.

Die Typen der typenbildenden Inhaltsanalyse sind am Ende von Abschnitt 6.3 ab

Seite 228 jeweils graphisch im Bezug zu den evaluativen Merkmalen dargestellt.

e Wurden alle erhobenen Daten bei der Analyse beriicksichtigt?

Es wurden von den 27 Student™*innen aus den drei betrachteten Semestern (SoSe 22,
WiSe 22/23, SoSe 23) lediglich zwei Student*innen von der Analyse ausgeschlossen.
Hier erfiillen die abgegebenen Dokumentationen in zu geringem Mafte Kriterien
fiir eine dokumentarische Darstellung eines Bearbeitungsprozesses. Diese Abgaben
lassen keine Riickschliisse auf die verwendeten Arbeitsweisen zu und beschréanken
sich lediglich auf die Darstellung von mathematischen Endergebnissen. Die Abgaben

der restlichen 25 Student*innen wurden vollstindig analysiert.

e . Wie oft wurde das Material bis zur endgiiltigen Codierung durchlaufen?

Die gesamte Inhaltsanalyse besteht aus vier initiierenden Textarbeiten anhand
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jeweils ca. 20 % des Materials; sieben Codierschleifen, wobei jeweils das gesamte
Material durchgegangen wurde; und zwei konsensuellen Codierphasen an jeweils
verschiedenen 20 % des Materials. Die Aufteilung auf die einzelnen, aufeinander
aufbauend konzipierten Formen der qualitativen Inhaltsanalyse ist nachfolgend

genauer beschrieben.

Bei der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse wurden insgesamt zwei Codier-
prozesse durchgefiihrt: Einer fiir die Hauptkategorien und einer fiir die Ausdifferen-
zierung in Subkategorien. Ein Codierprozess bestand dabei aus einer initiierenden
Textarbeit, einer Codierschleife mit parallel laufendem konsensuellen Codieren
und einer finalen Codierschleife. Bei der initiierenden Textarbeit sind ca. 20 % des
Materials bearbeitet worden. Beide anschlieffenden Codierschleifen durchlaufen das
gesamte Material. Das konsensuelle Codieren einer anderen Person erfolgt jeweils
an ca. 20 % des Materials. Insgesamt wurden bei der inhaltlich-strukturierenden
Inhaltsanalyse also zwel initiierende Textarbeiten an jeweils 20 % des Materials,
vier Codierschleifen an jeweils dem gesamten Material und zwei Prozesse des

konsensuellen Codierens von jeweils 20 % des Materials durchgefiihrt.

Bei der evaluativen Inhaltsanalyse wurde dhnlich der vorangegangenen inhaltlich-
strukturierenden Inhaltsanalyse zunéchst 20 % des Materials testweise durchgegan-
gen. Nach der Festlegung erfolgt eine Codierschleife, wobei das gesamte Material
codiert wird. Zur Kontrolle der Interpretation der Auspragungsstufen im Sinne
einer Intervalskala wurde das Material zusétzlich nochmals vollstandig durchgear-
beitet. Die Notwendigkeit dieser zusétzlichen Codierschleife wird in Abschnitt 8.3
begriindet.

Auch bei der typenbildenden Inhaltsanalyse wurde zunéichst 20 % des Materi-
als durchgegangen und anschlieffend eine Codierschleife des gesamten Materials

angehéangt.

o Ist Auditierbarkeit gegeben?
Da es sich bei den Bearbeitungen der Student®*innen um Teile deren Priifungs-
leistung fiir das besuchte Seminarmodul handelt, kann keine Einsicht in die voll-
standigen Bearbeitungen gewdhrt werden. Die Zustimmung der Student*innen zur
wissenschaftlichen Auswertung ihrer Bearbeitungen erlischt zudem nach Abschluss
der inhaltsanalytischen Auswertung. Die Projektdatei in der Software MazQDA ist
davon ebenfalls betroffen und wird am Ende der Auswertung geléscht. Lediglich
eine anonymisierte tabellarische Auflistung der Anzahlen codierter Kategorien
pro Bearbeitung wird festgehalten. Da damit insbesondere der Codierprozess im
Nachhinein nicht auditiert werden kann, wurde bei der Codierung auf moglichst

umfangreiche Phasen des Recodierens durch andere Personen Wert gelegt.
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e Wurden auch abweichende Félle beriicksichtigt? Wird auf Ausnahmefélle und
Extremfille hingewiesen und wurden diese analysiert?
Die komplexe Analyse in Kapitel 7 und insbesondere die Einzelfallbetrachtungen in
Abschnitt 7.4 gehen auf besondere Fille ein, die in der Inhaltsanalyse aufgefallen

sind.

e Wurden im Verlauf der Analyse Memos geschrieben?
Es wurden insbesondere in den Phasen der initiierenden Textarbeit Memos bei
der Arbeit im Material notiert. Diese wurden direkt in der Software Max@QDA
eingetragen und betrafen unter anderem Anmerkungen zu den zu definierenden

Kategorien, aber auch fallbezogene Auffalligkeiten.

e . Wurde mit Originalzitaten gearbeitet?
Die Ankerbeispiele aus dem Codierleitfaden fiir Arbeitsweisen der inhaltlich-
strukturierenden Inhaltsanalyse in Anhang C.1 auf Seite 341 sind jeweils Ori-
ginalzitate des vorliegenden Materials. Auch die dargestellten Zitate der Einzelfall-

betrachtungen aus Abschnitt 7.4 sind originalgetreue Aussagen der Student*innen.

e . Sind die gezogenen Schlussfolgerungen jeweils in den Daten begriindet?
Die gezogenen Schlussfolgerungen sind ausschliefslich auf Grundlage des analysierten
Materials und der daraus entstandenen Daten getroffen worden. Insbesondere
bei den Einzelfallbetrachtungen in Abschnitt 7.4 wird direkt auf das Material

eingegangen.

8.2. Intercoder-Ubereinstimmung

Fiir die Kontrolle der Intercoder-Ubereinstimmung bei der inhaltlich-strukturierenden
Inhaltsanalyse wurden insgesamt 40 Bearbeitungen von Arbeitsauftridgen von anderen
Forscher*innen mit den Kategorien fiir Arbeitsweisen erneut codiert. Das entspricht ca.
24 % des Materials. Dabei entfielen zwolf Bearbeitungen auf das SoSe 22, 21 Bearbeitungen
auf das WiSe 22/23 und sieben Bearbeitungen auf das SoSe 23. Die Bestimmung eines
numerischen Werts fiir die Intercoder-Ubereinstimmung erfolgte mithilfe der Software
MazQDA 24. Es werden dabei jeweils die Codierungen des Autors mit denen eines*r
Recodierer*in verglichen. Der Vorgang lauft in zwei Schritten ab: Zunéchst werden die
codierten Segmente des Autors als Codiereinheiten festgelegt und diese Codiereinheiten
bei dem*r Recodierer*in betrachtet. Ist an dieser Stelle die gleiche Kategorie innerhalb
einer Toleranzgrenze codiert, so wird eine Ubereinstimmung gezihlt. Der Vorgang wird
anschliefend umgekehrt fiir die codierten Segmente des*r Recodierer*in wiederholt. Als

Toleranzgrenzen wurden unterschiedliche prozentuale Fléacheniiberschneidungen gewahlt.
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In Abbildung 8.1 sind die Anteile {ibereinstimmend codierter Segmente {iber diesen

verschiedenen Toleranzgrenzen aufgetragen.

1.00 -

077 077 o716

Abb. 8.1.: Intercoder-Ubereinstimmung der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse bei
unterschiedlichen Toleranzgrenzen der Bewertung von iibereinstimmend codierten Segmenten.

Es zeigt sich, dass die prozentuale Ubereinstimmung bei den Codierungen bei einer
Toleranz von 50 % Uberschneidung oder niedriger relativ stabil bei 0,73 bis 0,77 liegt.
Bis zu einer Toleranz von 70 % Uberschneidung fillt die Ubereinstimmung leicht auf 0,64
ab. Bei einer Toleranz von iiber 70 % Uberschneidung bricht die Ubereinstimmung dann
deutlich ein.

Im Mittel besteht eine Bearbeitung eines Arbeitsauftrages aus ca. zwei bis drei be-
schriebenen DIN A4-Seiten. Ein codiertes Segment innerhalb diesem Materials umfasst
typischerweise zwischen zwei und fiinf beschriebenen Zeilen und macht damit innerhalb
einer Bearbeitung nur einen kleinen Teil aus. Da es sich bei den Dokumentationen
zusétzlich um stark qualitativ gepriagtes Material handelt, sind Toleranzgrenzen von iiber
70 % Uberschneidung nicht sinnvoll. Dadurch koénnte schon die Hinzunahme oder das
Auslassen einzelner Worter oder Nebensétze beim Codieren zu Nichtiibereinstimmungen
in der Intercoder-Ubereinstimmung fithren. Der Wert von 0,64 bei einer Toleranzgrenze
von 70 % Uberschneidung ist fiir eine qualitative Inhaltsanalyse bereits annehmbar. Die
Werte von iiber 0,70 fiir Toleranzgrenzen von 50 % Uberschneidung oder niedriger sind
als sehr gut einzustufen. Die Stabilitit der Ubereinstimmung in diesem Toleranzbereich
besagt zusétzlich, dass sich die iibereinstimmende lokale Anwendung einer Kategorie

meist in einer ab 50 % flachendeckenden Codierung niederschlagt. Vor dem Hinter-
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grund von codierten Segmenten von typischerweise wenigen Zeilen, entspricht dies einer
Abweichung von ungefihr ein bis zwei Zeilen. Im Bezug auf den Umfang einer gesam-
ten Bearbeitung eines einzelnen Arbeitsauftrages von wenigen Seiten ist dies definitiv
als lokale Ubereinstimmung einer Arbeitsweise einzuordnen. Es wird sich aus diesem
Grund fiir die inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse auf eine Toleranzgrenze von 50 %

Uberschneidung festgelegt, womit sich die Intercoder-Ubereinstimmung von 0,73 ergibt.

Fiir die Kontrolle der Intercoder-Ubereinstimmung bei der evaluativen Inhaltsanalyse
wurden insgesamt 27 Bearbeitungen von Arbeitsauftragen von anderen Forscher*innen
erneut mit den evaluativen Auspragungen der acht Merkmalsdimensionen codiert. Das
entspricht ca. 20 % des Materials. Dabei entfielen sechs Bearbeitungen auf das SoSe 22,
14 Bearbeitungen auf das WiSe 22/23 und sieben Bearbeitungen auf das SoSe 23.

Bei 27 Bearbeitungen zu je acht Merkmalen, sind insgesamt 216 Beurteilungen hinsicht-
lich einer evaluativen Ausprigung zu treffen. Davon wurden 164 Falle iibereinstimmend
codiert. Dies entspricht ca. 76 % der Gesamtheit des doppelt codierten Materials. Be-
zeichnet man die Codierung des Autors des i-ten doppelt codierten Falles mit x; und
die Codierung des*r zusétzlichen Forscher*in des entsprechenden Falles mit y;, so lasst
sich neben einer Betrachtung der absoluten Ubereinstimmung auch das Ausmaf der

Abweichung bewerten. Es sei die Anzahl der doppelt codierten Félle mit N bezeichnet.

— E o — E S — E S )2
= N — m% yl? T2 = N — ’xz yz‘? T3 T N — (xZ yZ)

Der Parameter r; behandelt die Abweichung {iber alle doppelt codierten Félle und
beriicksichtigt dabei, ob beim Recodieren eine hohere oder niedrigere Auspriagung als beim
Autor zugeordnet wurde. Es ist r; &~ —0,06, was zeigt, dass sich etwaige Abweichungen
zwischen den Codierer*innen in der Richtung gegenseitig fast aufheben. Das negative
Vorzeichen deutet an, dass die zusitzlichen Codierer*innen tendenziell leicht hohere
Ausprigungen verorten als der Autor. Der Parameter 79 gibt die absolute Abweichung pro
Codiereinheit an. Es ist 9 &~ 0,26, womit insbesondere im Hinblick auf den Skalenabstand
der evaluativen Auspridgungen ro < 1 als ebenfalls sehr gering einzustufen ist. Der
letzte Parameter r3 behandelt analog zum Parameter ro die absoluten Abweichungen,
gewichtet aber zusétzlich héhere Abweichungen stérker als niedrigere Abweichungen.
Mit einem Wert von r3 =~ 0,31 zeigt sich allerdings, dass dieser Wert nicht grundlegend
verschieden von 79 ist. Das bedeutet, dass sich der Grofteil der Abweichungen durch
geringe Abweichungen &ufsert und nur in Einzelfédllen groffe Abweichungen auftreten.
Insgesamt lésst sich die Codierung mit den evaluativen Ausprigungen damit als sehr

konsistent und gut reproduzierbar beurteilen.
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Fiir die typenbildende Inhaltsanalyse wird kein numerischer Wert zur Intercoder-
Ubereinstimmung ermittelt. Die niedrige Zahl von nur 25 Student*innen als zu codierende
Fille ist fiir eine derartige Quantifizierung nicht geeignet. Die typenbildende Inhalts-
analyse wird stattdessen nur im Bezug auf die Plausibilitdt der Typenbildung aus der

evaluativen Inhaltsanalyse heraus kontrolliert..

8.3. Qualitative Giite der evaluativen Inhaltsanalyse

Die evaluative Inhaltsanalyse stellt einen in besonderem Mafie stark qualitativen Prozess
der Interpretation von Daten dar. Die methodische Anordnung als aufbauend auf einer
vorangegangenen inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse verstarkt diesen interpretati-
ven Charakter noch weiter. Es werden an dieser Stelle einige zuséatzliche Merkmale des
Vorgehens kontrolliert, um auch hier eine qualitative Form der Reliabilitdt beurteilen
zu konnen. Es wird insbesondere auf die Interpretation der Merkmalsausprigungen als
Intervalskala eingegangen. Es zeigt sich, dass die Einschétzung von Ausprigungen der
evaluativen Merkmale iiber alle sechs, bzw. sieben Bearbeitungen einer Student*in zu
dhnlichen Mustern fiihrt wie die gebildeten Mittelwerte der Auspriagungen der einzelnen
Bearbeitungen.

Bei der evaluativen Inhaltsanalyse wurden acht verschiedene Merkmalsdimensionen
von Typen von Arbeitsweisen angesetzt. Jeder Bearbeitung eines Arbeitsauftrages wurde
dann fiir jede dieser acht Merkmalsdimensionen eine Ausprigung in den Stufen keine
Auspragung (codiert mit 0), geringe Auspragung (codiert mit 1), mittlere Auspragung
(codiert mit 2) und hohe Auspragung (codiert mit 3) zugeordnet. Anschlieflend wurden
die sechs, bzw. sieben Arbeitsauftriage eines*r Student*in zusammengefasst und in allen
acht Merkmalsdimensionen eine Gesamtauspragung als Mittelwert der Einzelauspragun-
gen ermittelt. Dieses Vorgehen interpretiert die Auspriagungsstufen als Intervalskala, was
tendenziell nicht der Fall ist. Die Abstdnde der einzelnen Stufen sind nicht normiert, wei-
sen einen stark interpretativen Charakter auf und sie sind nicht dquidistant. Insbesondere
der Abstand zwischen keiner Auspragung (0) und geringer Ausprigung (1) ist deutlich
kleiner als jeweils der Abstand zweier benachbarter Auspriagungsstufen der oberen drei
Ausprigungen. Um die Bildung dieser Mittelwerte nachtréglich zu kontrollieren, wurde
eine zusitzliche Codierschleife im Setting einer Intracoder-Ubereinstimmung durchge-
fithrt. Es wurden dabei die sechs bzw. sieben Arbeitsauftrage eines*r Student*in jeweils
zusammengefasst betrachtet und eine Gesamtauspragung in den acht Merkmalsdimensio-
nen interpretativ codiert. In Abbildung 8.2 sind die resultierenden Auspragungsgrade
dieser Merkmale pro Student*in erneut mithilfe der in Abschnitt 6.3 verwendeten Netz-
diagramme dargestellt. Es sind dabei einerseits die Gesamtbewertungen aus diesem

Abschnitt und die Mittelwerte der Einzelbewertungen aus Abschnitt 6.3 vergleichend
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dargestellt. Fiir eine leicht grokere Darstellung der entsprechenden Netzdiagramme sei
auf die Abbildungen B.36 und B.37 im Anhang auf Seite 335f. verwiesen. Es zeigen sich
nahezu identische Muster wie in den Darstellungen mit den Mittelwerten. Insbesondere

die Typenbildung lasst sich hieran dquivalent umsetzen.

Abb. 8.2.: Vergleich der Ergebnisse zur Ausprigungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband.
Oben immer die Gesamtbewertung, unten die Mittelwerte der Einzelbewertungen.
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9. Fazit

Das zentrale Ziel der vorliegenden Arbeit war ein explorativer Zugang zu den Arbeits-
weisen von Studierenden des gymnasialen Lehramts. Es soll damit eine Grundlage fiir
die Beschreibung und Diskussion von Kompetenzen geschaffen werden, die diese durch
ihre fachliche und fachdidaktische Ausbildung an der Universitdt im Bezug auf ein
Verstandnis fiir grundlegende Wesensziige der Mathematik als Wissenschaft erwerben.
Die Grundmotivation fiir diese Zielstellung ist insbesondere aus der zweiten Stufe der
doppelten Diskontinuitit von KLEIN (1908) — also dem Ubergang von der Hochschule
zuriick an die Schule — erwachsen. Es sind deshalb zwei {ibergeordnete Forschungsfragen
gestellt worden: Eine zur stoffdidaktischen Analyse der Verbindung von schulischer und
universitarer Algebra und eine zu den Arbeitsweisen, die bei Studierende des gymnasialen

Lehramts im hoheren Semester auftreten.

(F1) Inwiefern eignet sich die universitdre Algebra zur Vernetzung von schu-

lischem und universitarem Fachwissen?

(F2) Wie bearbeiten Studierende des gymnasialen Lehramts offene Arbeits-

auftridge zu mathematischen Problemen?

Erste Forschungsfrage (F1)

Eine Antwort auf die erste Forschungsfrage wurde mit einer Analyse der Einflussfaktoren
auf die Relevanz algebraischer Themen der universitdren Mathematik fiir Lehramtsstu-
dierende gegeben. Dabei sind schulische und universitdre Einflussfaktoren unterschieden
worden. Auf schulischer Seite sind der bayerische Fachlehrplan fiir Mathematik am
Gymnasium (ISB, n.d. a) und die Fachdidaktik in Form eines typischen Lehrbuchs
zur Didaktik der Algebra (WEIGAND et al., 2022) untersucht worden. Die universitdren
Einfliisse sind anhand des Anforderungsniveaus des ersten Staatsexamens (BAYERISCHE
STAATSKANZLEL n.d.) und géngiger Fachliteratur zur Finfihrung in die Algebra (BOSCH,
2008; KARPFINGER & MEYBERG, 2017) betrachtet worden.

Als Schnittmenge dieser Einflussfaktoren konnten insgesamt vier mathematische Ge-
genstande identifiziert werden: Zahlenbereiche als algebraische Strukturen, Symmetrien
auf Nullstellen mittels Galoistheorie, Endliche (zyklische) Gruppen und Kegelschnitte in

der analytischen Geometrie. Als Voraussetzung fiir solche Themen zeigt sich ausgehend
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von der Schulmathematik die Notwendigkeit nach einer elementaren Motivation, die
diesen Problemfeldern zugrunde liegen muss. Es zeigt sich aus fachdidaktischer Sicht
vermehrt ein Ansatz, der Felder der Schulmathematik zu einer abstrakten Mathematik
fortsetzen mochte. Lediglich im Themenfeld Endliche (zyklische) Gruppen ist eher die
top-down-Sichtweise der Mathematik aus einem héheren Standpunkt abgebildet. Mit
dem Ziel, Lehramtsstudierende in eine selbstentdeckende Lernform zu bringen, bietet
sich erstere Variante eher an. Dies riihrt zum einen daher, dass direkt an vorhandenes
Wissen angekniipft wird und zum anderen die Struktur des Mathematiklernens in dieser
Form bereits aus der Schule bekannt sein diirfte. Es ergeben sich somit inhaltliche wie

methodische Ankniipfungspunkte.

Es lassen sich demnach eindeutig Verkniipfungspunkte zwischen der schulischen und der
universitdren Algebra finden, womit sich einerseits das fachliche Niveau in der diesbeziig-
lichen Lehramtsausbildung rechtfertigen ldsst und andererseits die Moglichkeit nach einer
sinnvollen Fortsetzung der Schulmathematik zu einer abstrakten Mathematik begriindet
wird. Umgekehrt zeigt die Analyse jedoch auch, dass es durchaus einige algebraische
Themen in der fachlichen Lehramtsausbildung gibt, die kaum Verbindungen zu spéateren
Lehrinhalten in der Schule aufweisen. Man denke hier bspw. an Gruppenwirkungen und
die Sdtze von SyLow. Sicherlich sind diese Gebiete zur Vertiefung eines Verstandnisses
iiber die Gruppentheorie bestens geeignet, aber zu schulischen Themen sind nur duferst

schwierig direkte — wenn nicht sogar indirekte — Briicken zu schlagen.

Zweite Forschungsfrage (F2)

Zur Beantwortung der zweiten Forschungsfrage wurde eine umfangreiche qualitative
Inhaltsanalyse nach KUCKARTZ durchgefiihrt und die Ergebnisse anschliefsend in einer
Sekundéaranalyse komplex diskutiert und mit unterschiedlichen Merkmalen in Beziehung

gesetzt.

Die qualitative Inhaltsanalyse war dreigeteilt. In einer ersten inhaltlich-strukturierenden
Inhaltsanalyse (siehe Abschnitt 6.2) wurden Dokumentationen von Bearbeitungen von
offenen Arbeitsauftragen durch Lehramtsstudierende untersucht. Diese sind in einem
Seminar entstanden, in dem die in der ersten Forschungsfrage identifizierten algebraischen
Problemfelder zur Verkniipfung von schulischer und universitarer Mathematik themati-
siert wurden. Die Analyse erfolgt hinsichtlich verwendeter Arbeitsweisen. Es konnten
insgesamt 30 Arbeitsweisen als Subkategorien beobachtet werden. Diese konnten in drei
Hauptkategorien gruppiert werden: Planende bzw. strukturierende Schritte, Strategien
der Durchfithrung und reflexive Schritte. Die entstandenen Haupt- und Subkategorien

bilden dabei die gingigen theoretischen Modelle zu Problemlosestrategien sehr gut ab.
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Es zeigte sich zudem eine gute Anwendbarkeit selbst bei umfangreichem und in der
Darstellungsform stark unterschiedlichem Material.

Fiir eine evaluative Inhaltsanalyse (siehe Abschnitt 6.3) wurden die Subkategorien in-
nerhalb der Hauptkategorien zu groberen Gruppen zusammengefasst. Fiir diese Gruppen
wurden anschlieffend Auspragungsgrade der Verwendung in den einzelnen Bearbeitungen
codiert, wodurch nicht nur ein generelles Auftreten von Arbeitsweisen behandelt werden
konnte, sondern zuséatzlich das Ausmaf der Verwendung dieser Arbeitsweisen mit betrach-
tet wurde. Es duferte sich ein groferer Teil (8 von 25) der untersuchten Student*innen
dadurch, dass nahezu alle diese Arbeitsweisen nur sehr gering oder gar nicht verwendet
wurden. Unter den restlichen Student*innen konnten generell Unterschiede hinsichtlich
der Auspriagung von planenden und reflexiven Schritten herausgestellt werden. Diese
Einteilung bildete die Grundlage fiir eine abschliefiende Typisierung der Student*innen.

Anhand der typenbildenden Inhaltsanalyse (sieche Abschnitt 6.2) konnten schliefslich
sechs Typen hinsichtlich Arbeitsweisen formuliert werden: Der passive Typ, der 16sungs-
orientierte Typ, der reflexive Typ, der planende Typ, der hilfesuchende Typ und der
ganzheitliche Typ. Dabei wurden nur zwei Student*innen letztendlich dem Typ 6 (ganz-
heitlicher Typ) zugeordnet. Lediglich bei diesem Typ kann man von einer strukturierten
und umfangreichen Bearbeitung der Problemstellung in dem Sinne reden, wie man ihn
sich als Vorbild auch von Lehrkréften im Unterricht wiinschen wiirde. Es dréangt sich

folgende Hypothese auf:

(H1) Die fachliche und fachdidaktische Ausbildung von Studierende des gym-
nasialen Lehramts befdhigt diese prinzipiell nicht zu einem ganzheitlichen

Bearbeiten von mathematischen Problemen im Sinne des Problemlosens.

Zu einem in Teilen vergleichbaren Ergebnis kommt auch KIRSTEN (2021). Sie beob-
achtet, dass selbst ,in vollstdndigen Beweisprozessen die Phase des Strukturierens oder
des Validierens vereinzelt unberiicksichtigt® (KIRSTEN, 2021, S. 324) bleibt. Das nur
vereinzelte Auftreten im Gegensatz zum in dieser Arbeit eher iiberwiegend beobachteten
derartigen Vorgehen ist mit der Problemsituation zu erkléren. In der Studie von KIRs-
TEN sind typische kurze Ubungsaufgaben zur hoheren Mathematik untersucht worden.
In der vorliegenden Arbeit wurden hingegen breiter angelegte, offene Arbeitsauftriage
thematisiert.

Die entstandenen Typen wurden abschliefsend in einer komplexen Analyse (siehe Ab-
schnitt 7) genauer untersucht. Dazu wurden Merkmale betrachtet, die nicht direkt in die
Typisierung eingegangen sind. Dazu zéhlen vor allem fachliche Merkmale, wie Fachnoten
der Bearbeitungen und eine Beurteilung einer Arbeitsweise hinsichtlich einer Niitzlich-

keit, aber auch andere Merkmale wie bspw. die Fachsemesterzahl der Student*innen. Es
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wird im Folgenden auf daraus erzielte zentrale Erkenntnisse in Form von Hypothesen
eingegangen.

Betrachtet man die resultierenden Fachnoten jeweils sortiert nach den sechs Typen,
so zeigt sich, dass diejenigen Typen mit umfangreichen und vielfdltigen Arbeitsweisen
tendenziell bessere Noten aufweisen. Die Anzahlen der Fachnoten alleine haben aufgrund
der niedrigen Anzahl an Student*innen innerhalb einiger Typen nur geringe Aussagekraft.
In den Einzelfallbetrachtungen konnten aber durchaus entsprechende Verbindungen
zwischen speziellen Arbeitsweisen und dem Zustandekommen von fachlich korrekten

Ergebnissen aufgezeigt werden.

(H2) Gute fachlich Leistungen stehen mit der umfangreichen Verwendung von
Arbeitsweisen — insbesondere solchen, zur Planung und Reflexion — in Ver-

bindung.

Es bleibt dennoch unklar, in welche Richtung eine solche Korrelation auftritt. Ob nun
umfangreiche Arbeitsweisen zu guten Fachnoten fithren oder gute Fachnoten fiir eine
hohe Fachkompetenz stehen, welche wiederum die Anwendung vielféltiger Arbeitsweisen
begiinstigt, kann nicht beurteilt werden.

Betrachtet man neben der Durchschnittsnote innerhalb der sechs Typen die Verteilung
der Fachnoten, so erkennt man, dass die Typen sich mafigeblich durch eine Grenze
hinsichtlich auftretender schlechterer Noten unterscheiden. Nahezu alle Typen! weisen
Student*innen mit ndherungsweise guten Noten in dhnlichen Bereichen (um 2,7) auf.
Mit zunehmend weniger umfanglichen Arbeitsweisen treten innerhalb der Typen aber
zusatzlich auch immer mehr Student*innen mit schwicheren Noten auf. Dies konnte dafiir
sprechen, dass die Verwendung von Arbeitsweisen nicht generell mit guten fachlichen
Bearbeitungen in Verbindung steht, wohl aber mit der Moglichkeit fiir schlechtere

fachliche Bearbeitungen.

(H3) Die umfangreiche Verwendung von Arbeitsweisen — insbesondere solche, zur

Planung und Reflexion — kann schlechte fachliche Leistungen verhindern.

In den Einzelfallbetrachtungen féllt diese mogliche Unabhéngigkeit zwischen guten
fachlichen Leistungen und umfangreicher Verwendung von Arbeitsweisen ebenfalls auf.
Insbesondere bei sehr guten Einzelbearbeitungen konnte die Beurteilung mafsgeblich
auf fachliches Vorwissen zuriickgefiihrt werden. Ebenso zeigten wenige Student*innen in

Typ 1 (passiver Typ) — also solche, die sich auf die Prasentation von Ergebnissen ohne

YauRer Typ 5 (hilfesuchender Typ)
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Losungsweg beschrianken — eine erhhte fachliche Kompetenz, die mit hoherem Vor- und

Fachwissen oder gar Talent zu erkldren ist.

(H4) Der limitierende Faktor fiir sehr gute fachliche Leistungen ist mafsgeblich das
Fachwissen und die Fachkompetenz und nicht die umfangreiche Verwendung

von Arbeitsweisen — insbesondere nicht solche, zur Planung und Reflexion.

Dieses Phéanomen zeigt sich bei STENZEL (2022) &hnlich. Hier wird ersichtlich, dass
slg|rundlegendes Begriffswissen meist notwendige Voraussetzung (STENZEL, 2022, S. 181)
fiir die Moglichkeit zur Problembehandlung ist.

Die Teilnoten der Arbeitsauftriage zeigen weiterfithrend bei den jeweils letzten Arbeits-
auftragen eines Inhaltsbereichs deutlich schlechtere Ergebnisse. Diese Arbeitsauftriage
stehen zwar jeweils fiir eine abstrakte Behandlung des entsprechenden Problemfeldes,
sind aber dennoch im Sinne einer logischen Fortsetzung des mathematischen Gegenstan-
des formuliert. Wéhrend die ersten Arbeitsauftrige auf sehr anschaulichen Konzepten
fundieren, ist hier der Ubergang zur abstrakten Beschreibung gefordert. Diesen Sprung

schaffen die Student*innen nur duferst selten und selbst dann in nur begrenztem Umfang.

(H5) Studierende des gymnasialen Lehramts kénnen abstrakte mathematische
Konzepte nur selten mit konkreten anschaulichen Anwendungsfeldern in

Verbindung setzen.

Es entsteht der Eindruck, dass Lehramtsstudierende zwar mdoglicherweise {iber erhohtes
Fachwissen verfiigen, dieses aber nur schwach vernetzt ist, wodurch Transferaufgaben
auf abstraktem Niveau nahezu unmdglich zu bearbeiten sind. Moglicherweise wird diese
Vernetzung von abstraktem Wissen mit anschaulichen Konzepten oder Anwendungs-
fallen aber auch in den géngigen Fachveranstaltungen zu wenig eingefordert. Auch die
umfangreiche Stoffmenge, die weit tiber die in Forschungsfrage 1 identifizierten Themen
hinausgeht, lasst gerade Lehramtsstudierenden nur wenig Freiraum, selbststéndig ein
vernetztes Wissen aufzubauen. Insbesondere zentrale Zielsetzungen und Motivationen
der Mathematik kénnen auf diesem Wege verloren gehen.

Die Typologie unterscheidet Studierende mafigeblich danach, ob diese planende und
bzw. oder reflexive Schritte verwenden oder nicht verwenden. Bei der Verwendung von
Strategien zur konkreten Problembewéltigung kénnen innerhalb der vier Merkmale All-
gemeinere mathematische Techniken, Beispielgebundenes Vorgehen, Externe Hilfsmittel
heranziehen und Problemspezifische fachmathematische Techniken nur hinsichtlich der
externen Hilfsmittel tatsdchliche Unterschiede erkannt werden. Es tritt die Charak-

terisierung von Typ 5 (hilfesuchender Typ) zutage, die in dieser Arbeitsweise einen
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deutlichen Ausschlag sieht. Die anderen Typen (2, 3, 4, 6) lassen sich in den anderen drei
Merkmalen nicht an den Auspridgungen unterscheiden. Eine weitere Analyse hat zudem
die Verlaufe der Ausprigungen dieser Merkmale liber die einzelnen Arbeitsauftriage
hinzugezogen. Auch dort konnten keine merklichen Abweichungen identifiziert werden.
Es stellte sich nun die Frage, inwiefern diese Merkmale méglicherweise in Verbindung zu
den anderen Merkmalen stehen. Insbesondere ist eine solche Verbindung fiir die einen
Typ definierenden Merkmale (planende und bzw. oder reflexive Schritte) von Interesse, da
man daran eine Ausdifferenzierung der Typen voranbringen konnte. Fiir diese nichsten
Interpretationen wurde in der komplexen Analyse ein Konzept der Niitzlichkeit von
verwendeten Arbeitsweisen miteinbezogen. Bis zu diesem Punkt waren Arbeitsweisen
lediglich auf Verwendung untersucht worden. Nun stellt sich die Frage, ob diese bei einer
Anwendung auch direkt zu fachlichen Ergebnissen gefiihrt haben.

Unter den Student*innen von Typ 2 (lésungsorientierter Typ) zeigte sich insbesondere
beispielgebundenes Vorgehen in einer gewinnbringenden Nutzung. Zuséatzlich zeigt sich
insgesamt iiber alle Typen hinweg, dass die fehlerhafte Nutzung anderer Arbeitsweisen
zur konkreten Problemlésung die Niitzlichkeit von beispielgebundenem Vorgehen negativ

beeinflusst.

(H6) Studierende des gymnasialen Lehramts, die sich kaum um Planung und
Reflexion bemiihen, nutzen vor allem beispielgebundenes Vorgehen (nicht

zwangsweise konstant) gewinnbringend.

Weiterfithrend ist zudem zu beobachten, dass Student*innen aus Typ 3 (reflexiver
Typ) insbesondere problemspezifische fachmathematische Techniken gewinnbringend
verwenden. In den Einzelfallbetrachtungen zeigte sich vor allem, dass diese reflexiven
Schritte zu einer Kontrolle von konkreten lokalen Ansétzen, iiberwiegend in Form
von problemspezifischen fachmathematischen Techniken, genutzt werden. Bei Typ 6

(ganzheitlicher Typ) sind derartige Verbindungen ebenfalls zu beobachten.

(H7) Studierende des gymnasialen Lehramts, die sich um reflexive Schritte bemii-
hen, zeigen eine erhdhte Kompetenz bei der Verwendung problemspezifischer
fachmathematischer Techniken. Insbesondere wenden diese Studierenden pas-
sende solche Arbeitsweisen ofter an und nicht passende solche Arbeitsweisen

ofter nicht an.

Die komplexe Analyse suggeriert analog eine Verbindung zwischen planenden Schritten
und der gewinnbringenden Nutzung von allgemeineren mathematischen Techniken. In

der Einzelfallbetrachtung von Student*innen aus Typ 4 (planender Typ) und Typ 6
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(ganzheitlicher Typ) konnten derartige Verbindungen aber nur schwach verifiziert werden.
Dies kann auf die Natur von allgemeineren Techniken zuriickzufiihren sein. Eine lokale
Verortung und zudem Verbindung mit einem Planungsschritt ist bei allgemeineren
Techniken aufgrund der mehr globalen Anwendung mdoglicherweise erschwert. Dadurch ist
insbesondere keine Aussage hinsichtlich der Richtung eines moglichen Zusammenhangs

moglich.

(H8) Die Verwendung von planenden Schritten steht mit einer gewinnbringenden

Verwendung von allgemeineren mathematischen Techniken in Verbindung.

Zusammenfassend zeigt sich in der komplexen Analyse, dass bei den untersuchten
Student*innen allgemeinere mathematische Techniken tendenziell gewinnbringender

verwendet wurden als problemspezifische fachmathematische Techniken.

(H9) Allgemeinere mathematische Techniken werden von Studierende des gymna-
sialen Lehramts gewinnbringender verwendet als problemspezifische fachma-

thematische Techniken.

Betrachtet man abschlieftend die fortgeschrittene Studiendauer zwischen den einzelnen
Typen, so zeigt sich, dass insbesondere Typ 2 (16sungsorientierter Typ) Student™*innen
beinhaltet, die tendenziell niedrigere Fachsemester aufweisen. Die hoheren Fachsemester
teilen sich auf die anderen Typen auf. Eine mdogliche Interpretation dieser Beobachtung
ist die Tatsache, dass sich Lehramtsstudierende typische Arbeitsweisen in der Schule oder
in den ersten Semestern aneignen und diese zu einem spéteren Zeitpunkt im Studium
abandern. Es erscheint so, als ob der Fokus zu Beginn auf 16sungsorientierten Arbeitswei-
sen ohne planende und reflexive Schritte liegt. Dies kann auf die zahlreiche Bearbeitung
von Ubungsaufgaben in den Fachveranstaltungen zuriickgefiihrt werden. Hier sind in
den seltensten Féllen ganze Losungsprozesse abgebildet. Als Ergebnis wird lediglich der
letztendlich gegliickte Versuch festgehalten. Sicherlich ist der gesamte Bearbeitungspro-
zess nicht durch eine génzliche Abstinenz von metakognitiven Strategien gekennzeichnet,
aber derartige Schritte werden womdglich nur unbewusst vollzogen. Der Wechsel der
Arbeitsweise lésst sich bspw. damit erkliaren, dass es unter den Lehramtsstudierenden im
fortgeschrittenen Studium solche gibt, die mit der universitdren Mathematik letztendlich
abschlieffen und keine Relevanz fiir ihren spéiteren Lehrberuf sehen. Es wird sich bei weite-
ren Bearbeitungen wenn, dann nur noch auf das Prasentieren von Ergebnissen beschrankt.
Eine tatsichlich Bearbeitung ist nicht mehr méglich oder nicht mehr gewollt. Ein anderer
Teil an Lehramtsstudierenden entdeckt ein gewisses Interesse an der universitdren Ma-

thematik und befasst sich daraufhin bewusster mit mathematischen Arbeitsweisen. Dies
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fiihrt scheinbar auch zu einer vermehrten Nutzung von unterschiedlichen Arbeitsweisen

und insbesondere eine in Teilen metakognitive Steuerung.

(H10) Zu Beginn des Studiums treten bei Studierende des gymnasialen Lehramts
vermehrt losungsorientierte Strategien auf — insbesondere keine planenden
und keine reflexiven Schritte. Im spéteren Studienverlauf dndert sich die
Arbeitsweise entweder zu einer prinzipiellen Passivitdt oder zu einer Hinwen-

dung zu planenden und reflexiven Schritten.
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Als zentrales Ergebnis der vorliegenden Arbeit kann die erste Hypothese (HO1) aus
Kapitel 9 gesehen werden. Hier wird postuliert, dass die derzeitige Fachausbildung
von Studierenden des gymnasialen Lehramts keine ausreichende Problemlésekompetenz
fordert. Dies ist insbesondere im Hinblick auf die grundlegende Idee hin dramatisch
zu bewerten, dass man Lehramtsstudierende zu Botschafter*innen fiir die Mathematik
entwickeln mochte. Nun entsteht bei der Betrachtung der Dokumentationen von Bearbei-
tungen von offenen Arbeitsauftriagen bei Studierenden des gymnasialen Lehramts aber
der Eindruck, dass diese kein fundamentales Verstédndnis fiir das strukturierte mathe-
matische Arbeiten besitzen und vor allem auch nur selten auf eine formal vollsténdige
Problemlosung hin arbeiten. Eine metakognitive Steuerung der eigenen Probleml&sepro-
zesse ist nur selten erkennbar. Es nimmt aber gerade dieses Problemlésen eben auch in
der Schulmathematik eine prominente Rolle ein. Inwiefern ein derartiges Verstédndnis
fiir mathematische Prozesse an Schiiler*innen weitergegeben werden kann, wenn dieses
bei den zukiinftigen Lehrkraften selbst nicht vorhanden ist, bleibt fraglich. Auch der
hohere fachliche Grad der untersuchten Arbeitsauftrage ist nicht als Einschréankung zu
verstehen. Die stoffdidaktische Analyse konnte eine eindeutige Relevanz der Inhalte fiir
den Lehrberuf herausstellen und auch die Elementaritét der Inhaltsbereiche deckt ein
Anforderungsniveau fiir gymnasiale Lehrkrifte eindeutig ab. Insgesamt kann man den
von BAUER und HEFENDEHL-HEBEKER (2019) beschriebenen Umstand wiedererkennen,
dass Lehramtsstudierende in dem von den Autor*innen angesprochenen Literacy-Modell
in der Regel nicht auf die hochste Stufe gelangen.

Der explorative Ansatz der Studie stellt einen anschaulichen Zugang zum Forschungs-
gegenstand der Arbeitsweisen von Lehramtsstudierenden dar. Es ergeben sich unter-
schiedliche Richtungen zur weiteren Forschung. Insbesondere die in Kapitel 9 abgeleiteten
Hypothesen bieten sich fiir eine explizite Fortfiihrung der Fragestellungen dieser Arbeit
an.

Speziell die Korrelationsrichtungen der in den Hypothesen (H2), (H7) und (HS8) be-
schriebenen moglichen Zusammenhéange konnten nicht geklart werden. Hier bietet sich
ein quantitativer Zugang an, der weiterfithrend auch die derzeitig nicht vorhandene
Repréasentativitdt und eine damit einhergehende Verallgemeinerbarkeit der Ergebnisse

behandeln kénnte. Aber auch qualitative Ansétze konnen bei den beschriebenen Verbin-

305



10. Ausblick

dungen konkreter Arbeitsweisen noch genauere Zusammenhénge und Wechselbeziehungen

herausarbeiten.

Auch die Hypothese (H10) lasst weiterfithrende quantitative wie qualitative Ansétze zu.
In Form einer Langsschnittstudie liefse sich bspw. untersuchen, ob es tatséchlich zu einem
vergleichbaren Effekt bei der Entwicklung von vorrangig verwendeten Arbeitsweisen
kommt. Ein qualitatives Setting konnte in diesen Féllen jene Momente genauer betrach-
ten, in denen die Studierenden entsprechend ihre préferierte Arbeitsweise verdndern.
Erkenntnisse daraus liefen sich vor allem im Hinblick auf mogliche Interventionen zur ge-
winnbringenden Nutzung von mathematischen Arbeitsweisen bei Lehramtsstudierenden

nutzen.

Zudem ist eine Fortfiihrung des Seminarkonzepts denkbar. In der vorliegenden Studie
wurde die beschriebene Veranstaltung lediglich zur Materialgenerierung genutzt. Insbe-
sondere der Forschungsanspruch, Arbeitsweisen moglichst authentisch und unverfalscht
aufnehmen zu wollen, hat zu der Entscheidung gefiihrt, keinerlei Intervention hinsichtlich
einer Schulung oder Vorbereitung der betrachteten Studierenden durchzufiithren. Nach
dem Forschungsvorhaben wurde im darauffolgenden Semester das Seminar erneut gehal-
ten, aber methodisch und inhaltlich leicht angepasst. Der grofste Unterschied bestand
in einer konkreten Thematisierung von Arbeitsweisen und Problemlosestrategien im
schulischen und universitdren Kontext in den ersten zwei Semesterwochen. Erste anekdo-
tische Erkenntnisse zeigen spéter bei den &hnlichen fachlichen Arbeitsauftragen dann eine
stiarkere Kontrolle und bewusstere Nutzung von Arbeitsweisen. Die fachlichen Ergebnisse
zeichnen sich tendenziell durch eine breitere Behandlung der Problemsituationen aus
und es deutet sich auch eine hohere Vollstdndigkeit bei der Bearbeitung anschaulicher
Arbeitsauftrage an. Die abstrakten Arbeitsauftriage werden allerdings weiterhin nicht
wirklich erfasst. Als mogliche Forschungsfelder kann man hier die Art und Umsetzung
von diversen Interventionsstrategien identifizieren. Vor allem die Wirkungsweisen solcher
Mafnahmen im Bezug auf die konkrete Problembewéltigung durch Studierende ist von
Interesse. Prinzipiell eignet sich hier ein Forschungsdesign im Sinne des Design-Based-
Research. Auch die Umsetzung des Dialogischen Lernens in der Lehramtsausbildung bzw.

generell in der Hochschullehre stellt eine spannende Fortfithrung dar.

Die durchgefiihrte qualitative Inhaltsanalyse liefert neben der Typologie auch ein
umfangreiches Kategoriensystem fiir Arbeitsweisen, welches insbesondere bei der Bear-
beitung von universitiaren Problemen der Mathematik angewendet werden kann. Eine
Verwendung ist auch bei der Untersuchung von Arbeitsweisen von Lehramtsstudierenden
aukerhalb der Algebra moglich. Hier konnte man sich die Frage stellen, ob selbststiandige
Bearbeitungen in bspw. der Analysis zu dhnlichen Typen fiihren bzw. ob das Katego-

riensystem fiir Arbeitsweisen angepasst werden muss. Speziell die Arbeitsweisen von
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Problemspezifischen fachmathematischen Techniken sind hier sicherlich nicht abschliefsend
formuliert.

Weiterfiihrend ist auch ein Vergleich von Lehramtsstudierenden mit anderen Studie-
renden aus mathematiknahen Féchern spannend. Man denke hier an moglicherweise
unterschiedliche Arbeitsweisen zwischen Studierenden aus dem gymnasialen Lehramt
und denjenigen eines Bachelors Mathematik. Etwaige Unterschiede kénnen Riickschliisse
auf die Beschaffenheit der zweiten Diskontinuitdtsstufe zulassen. Moglicherweise werden
hieran ndmlich gerade die verantwortlichen Effekte fiir eine wahrgenommene Differenz
zwischen Schul- und Universitdtsmathematik deutlich.

Abschlielsend lasst auch die stoffdidaktische Analyse der algebraischen Themen aus
der Lehramtsausbildung weitere Fragen offen. Einerseits ist hier schon ldnger von In-
teresse, inwiefern die an den Universitéaten erlernten fachlichen Inhalte gewinnbringend
in den Mathematikunterricht eingebracht werden konnen. Die abstrakte didaktische
Forschung bedarf hier sicherlich weiterhin einer praktischen Zuwendung. Andererseits
kann eine stoffdidaktische Behandlung einer universitdren Algebra hinsichtlich bspw.
Grundvorstellungen auch die Hochschullehre selbst voranbringen.

Insgesamt zeigt sich, dass der Forschungsgegenstand der Arbeitsweisen und des Pro-
blemlosens bei Lehramtsstudierenden sowie die (algebraische) Lehramtsausbildung hoch
relevant ist. Diese Dissertation bietet eine solide Grundlage, von der aus dieses For-
schungsfeld praktisch angegangen werden kann. Zentraler Ausgangspunkt war dabei
die Idee, die mathematische Lehramtsausbildung nicht isoliert in einzelnen Konzepten,
sondern in einer ganzheitlichen Betrachtung von mathematischem Arbeiten anzugehen.
Es bleibt zu hoffen, dass dieser Ansatz in ndherer Zukunft zu einer signifikanten Auflésung
der doppelten Diskontinuitét beitragen kann und nicht erneut 100 Jahre ins Land gehen

mussen.
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A. Grundlegende Definitionen zu

algebraischen Strukturen

Definition A.1. Seien M, N zwei Mengen und R C M x N eine Teilmenge
des kartesischen Produkts von M und N. Man nennt das Tripel (R, M, N) eine
(zweistellige oder bindre) Relation zwischen M und N. Sind die Mengen im Kontext
klar, so wird auch oftmals R allein als die Relation bezeichnet. Fiir den Fall, dass

M = N gilt, spricht man bei (R, M, M) auch von einer homogenen Relation.

Definition A.2. Seien M eine Menge und (R, M, M) eine homogene Relation.
Dann heifst:

o (R,M,M) reflexiv :<Vm € M : (m,m) € R
o (R,M,M) symmetrisch :<=¥m,n € M : (m,n) € R= (n,m) € R

o (R,M,M) antisymmetrisch <= ¥Ym,n € M : (m,n) € RA (n,m) € R =

m=n

o (R,M,M) transitiv :<=Vm,n,k € M : (k,m) € RA(m,n) € R= (k,n) €
R

e (R,M, M) total :=VYm,n € M : (m,n) € RV (n,m) € R

Definition A.3. Seien M eine Menge und (R, M, M) eine homogene Relation.
Dann heift

e (R,M,M) Ordnung <= (R, M, M) reflexiv, antisymmetrisch und transitiv
o (R,M,M) Totalordnung < (R, M, M) Ordnung und total

o (R, M, M) Aquivalenzrelation :< (R, M, M) reflexiv, symmetrisch und tran-

sitiv.
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A. Grundlegende Definitionen zu algebraischen Strukturen

Definition A.4. Sei M eine Menge und (R, M, M) eine Ordnung. Ein Element
m € M heifst genau dann kleinstes Flement in M, wenn fiir alle n € M gerade
(m,n) € R gilt. Eine Ordnung heift genau dann Wohlordnung, wenn jede Teilmenge
N C M von M ein kleinstes Element besitzt.

Definition A.5. Sei H # () eine nichtleere Menge und
o:HxH— H,(g9,h)—goh
eine Abbildung. Dann heifst (H, o) eine Halbgruppe, wenn
(i) Ya,b,ce H:ao(boc)=(aob)oc

gilt.

Definition A.6. Sei (M, o) eine Halbgruppe. Dann heift (M, o) ein Monoid, wenn
(i) Je€e H:Yae M :aoe=¢co0a=a

gilt. Ein solches Element e nennt man dann neutrales Element.

Definition A.7. Sei (G, o) ein Monoid. Dann heift (G, o) eine Gruppe, wenn
(i) Vae G:FbeG:aob=boa=ce

gilt. Ein solches Element b nennt man inverses Elemente von a und schreibt a=!,
bzw. fiir additive Verkniipfungen auch —a. Eine Gruppe (G, o) heifit abelsche oder

kommutative Gruppe, wenn
(i) Ya,be G:aob=boa

gilt.

Definition A.8. Sei (G, o) eine Gruppe und U C G eine Teilmenge von G. Dann
heifst U eine Untergruppe von G, wenn (U, o) selbst eine Gruppe ist. Man schreibt
dafir U < @G.

Definition A.9. Sei R eine Menge und

+:RxR— R, (r,s)—~r+s
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tRxR—R,(r,s)—r-s
zwei Abbildungen. Dann heift (R, +,-) ein Ring mit Eins, wenn
(i) (R,+) ist abelsche Gruppe
(i) (R,-) ist Monoid
(ili) Va,b,ce R:a-(b+c)=(a-b)+(a-c),(a+b)-c=(a-c)+(b-c)
gelten. Man nennt ey das Nullelement und e. das Finselement.
Definition A.10. Sei (R,+,") ein Ring mit Eins und (A, +) eine Untergruppe
von (R, +). Dann heifst A ein Ideal von R, wenn
(i) YVa€ A,r € R:ra € A (Linksideal)
(ii) Ya € A,r € R:ar € A (Rechtsideal)
gelten.

Definition A.11. Sei (K, +,-) ein Ring mit Eins. Dann heift (K, +, -) ein Kdrper,

wenn
(i) (K\{0xk},-) ist abelsche Gruppe

gilt. Ist (K \ {Ox},-) lediglich eine Gruppe, so nennt man K einen Schiefkirper.

Definition A.12. Seien (K, +,-) ein Korper, V # () eine nicht-leere Menge und
@: VXV =V (w)—vdw

R:KxV =V (A\v)—A®u

zwei Abbildungen. Dann heift (V, ®, ®) ein K- Vektorraum, wenn

(i) (V,®) ist abelsche Gruppe
i) Ve KvweV: A vow) =AQv)d (A w)
(ili) VA pe K,veV:i(A+p)@v=A®0v)® (L®v)
(iv) Vipe K,veV A p)@v=A® (p®v)

)

(V) VYveV:ilg®@uv=uv
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Grundlegende Definitionen zu algebraischen Strukturen

gelten. Man nennt eq den Nullvektor und schreibt eq = Oy .

Definition A.13. Seien (K, +,-) ein Korper, A ein K-Vektorraum und
©:AXA—= A (a,b)—~a®b

eine Abbildung. Dann heift (A4, ®) eine K-Algebra, wenn
(i) Ya,b,ce A: (a®b)©Oc=a0chdbOcunda® (b@c)=a®bBadc
(i) VNeK,a,b e A: A®(a0b) =(A®a)Ob=a® (AR D)

gelten. Eine K-Algebra (A, ®) heit assoziative K-Algebra, wenn
(i) Ya,b,ce A: (a®b)Oc=a® (bOc)

gilt. Es ist in diesem Fall (A, ®, ®) ein Ring. Ist (A, ®) zusétzlich im Besitz eines
Einselements und (A \ {04}, ®) eine Gruppe, so heifst (A, ®) eine assoziative
Divisionsalgebra mit Eins iiber K. (A, ®,®) ist dann ein Schiefkorper.

Definition A.14. Sei (A, ®) eine K-Algebra. Dann heifit A endlich erzeugt, wenn
es eine endliche Menge an Elementen ay,...,a, € A gibt, sodass jedes Element
a € A als polynomialer Ausdruck dieser Elemente darstellbar ist, d.h. es gibt
f e Klai,...,a,) mit a = f(ay,...,a,).



B. Abbildungen und Tabellen
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Aufzéhlungen und Tabellen

Beschreiben des Vorgehens

Hervorhebungsmittel

(Zwischen-)Ergebnisse notieren

Abb. B.1.: Absolute Anzahlen codierter Segmente der ersten Hauptkategorie Planung und

Strukturierung nach entsprechenden Subkategorien.
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B. Abbildungen und Tabellen

Abb. B.2.: Absolute Anzahlen codierter Segmente der zweiten Hauptkategorie Strategien
Durchfihrung nach entsprechenden Subkategorien.
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Auffilligkeiten und Folgefragen

Abb. B.3.: Absolute Anzahlen codierter Segmente der dritten Hauptkategorie Reflexion und
Einordnung nach entsprechenden Subkategorien.
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B. Abbildungen und Tabellen
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Uberlegungen zum Vorgehen

a0

| | . . _amsell L.

Pausen einlegen und planen Teilschritte und -ziele aufstellen

Vermutungen und Ideen formulieren Vorwissen aktivieren

Abb. B.4.: Sortierte absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe
Uberlegungen zum Vorgehen nach Proband.
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Abb. B.5.: Sortierte absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe
Allgemeinere mathematische Techniken nach Proband.

317



B. Abbildungen und Tabellen
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Einzel- und Spezialfille betrachten

Konkretes (Zahlen-)Beispiel angeben

- . Bew..

Systematisches Ausprobieren

Abb. B.6.: Sortierte absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe
Beispielgebundenes Vorgehen nach Proband.
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Externe Hilfsmittel heranziehen
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Software und Rechensysteme

1 zu 1 Ubernahme aus externer Quelle

Abb. B.7.: Sortierte absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe

Ezxterne Hilfsmittel heranziehen nach Proband.
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B. Abbildungen und Tabellen

40

10 -

Einordnung von Ergebnissen

a0

Einschriinkungen und Probleme aufzihlen Ergebnisse kontrollieren

a0

(Verallgemeinernde) Hypothesen, Auffilligkeiten und Folgefragen

Abb. B.8.: Sortierte absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe
Einordnung von Ergebnissen nach Proband.
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Personenbezogene Uberlegungen

Eigenes Vorgehen bewerten Emotionale Aufierung

Abb. B.9.: Sortierﬁe absolute Anzahlen codierter Segmente der Subkategorien der Subkategoriegruppe
Personenbezogene Uberlegungen nach Proband.
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B. Abbildungen und Tabellen

AuBere Form und Dokumentation
Uberlegungen zum Vorgehen
Allgemeinere mathematische Techniken

Beispielgebundenes Vorgehen

Externe Hilfsmittel heranziehen

Problemspezifische fachmathematische Techniken
Einordnung von Ergebnissen

@ Personenbezogene Uberlegungen

Abb. B.10.: Legende der Farbgebung fiir die nachfolgenden Abbildungen.

#01 (Typ 3)

Abb. B.11.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #01. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

322



#02 (Typ 1)

Abb. B.12.: Verlauf der Auspriagungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #02. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#03 (Typ 2)

T = 0.00, s2 = 0.00

Abb. B.13.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #03. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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B. Abbildungen und Tabellen

#04 (Typ 5)

Abb. B.14.: Verlauf der Auspriagungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #04. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#05 (Typ 2)

Abb. B.15.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #05. Farbgebung geméfs Abbildung B.10.
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#06 (Typ 2)

Abb. B.16.: Verlauf der Auspriagungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #06. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#07 (Typ 2)

Abb. B.17.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #07. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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B. Abbildungen und Tabellen

#08 (Typ 2)

Abb. B.18.: Verlauf der Auspriagungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #08. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#09 (Typ 4)

Abb. B.19.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #09. Farbgebung geméft Abbildung B.10.
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#10 (Typ 3)

T =2.29,52 = 0.90

Abb. B.20.: Verlauf der Auspridgungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #10. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#11 (Typ 4)

T = 0.86,s2 = 1.48

Abb. B.21.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #11. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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B. Abbildungen und Tabellen

#12 (Typ 1)

Abb. B.22.: Verlauf der Auspriigungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #12. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#13 (Typ 6)

Abb. B.23.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #13. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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#14 (Typ 1)

T =0.43,s2 = 1.29

2
s“ = 0.90

Abb. B.24.: Verlauf der Auspridgungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #14. Farbgebung gemé&fs Abbildung B.10.

#15 (Typ 2)

T =0.86,52 =1.14

Abb. B.25.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #15. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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B. Abbildungen und Tabellen

#16 (Typ 1)

o - ) .
r = 0.57,s5° = 0.62

% =0.14,s2 = 0.14

T = 0.29,s2 = 0.24
_ 2 _

T =0.57,52 =0.29

‘@ =1.00,s2 =0.33

T =0.29,s2 = 0.24

Abb. B.26.: Verlauf der Auspriigungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #16. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#17 (Typ 3)

Abb. B.27.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #17. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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#18 (Typ 1)

T =0.29,s2 = 0.57

2
s“ = 0.90

Abb. B.28.: Verlauf der Auspridgungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #18. Farbgebung gem&f Abbildung B.10.

#19 (Typ 1)
3 &~
2 k
T =0.29,s2 =0.24
1 k
T =0.86,s2 = 1.48

=0.29,s52 =0.24

ok .
»\ Zz =0.57,s2 = 0.62
2

Abb. B.29.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #19. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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B. Abbildungen und Tabellen

#20 (Typ 3)

e T = 2.00,s2 =1.00

T = 0.43, 52 = 0.62

Abb. B.30.: Verlauf der Ausprigungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #20. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#21 (Typ 1)

Abb. B.31.: Verlauf der Auspriagungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #21. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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#22 (Typ 6)

2
T = 0.86, s = 0.81

T =1.14, s2 = 0.48

Abb. B.32.: Verlauf der Auspridgungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #22. Farbgebung gemé&f Abbildung B.10.

#23 (Typ 4)

T = 0.86,s2 = 1.48

T =1.14, s2 = 0.81

T =1.14,52 = 1.14

‘\ S e 7T =1.14,52 = 0.48
- lw = 1.57, s2 = 0.29
‘ ‘5:2.14,%2:081
T =2.14,s2 = 0.81

Abb. B.33.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #23. Farbgebung geméf Abbildung B.10.

333



B. Abbildungen und Tabellen

#24 (Typ 2)

Abb. B.34.: Verlauf der Ausprigungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #24. Farbgebung gemé&ft Abbildung B.10.

#25 (Typ 1)

Abb. B.35.: Verlauf der Auspragungen der evaluativen Kategorien iiber den Verlauf des Semesters fiir
Proband #25. Farbgebung geméf Abbildung B.10.
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Abb. B.36.: Ausprigungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband (Gesamtbewertung).
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B. Abbildungen und Tabellen

Abb. B.37.: Auspriagungen der evaluativen Inhaltsanalyse pro Proband (Mittelwerte der
Einzelfallbewertungen).
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H#O1 #02 #03 #04 705 #06 #07T #08 #09 #10 #11 #12 #13 #14 #15 #16 #1T #18 #19 #20 #21 #22 #23 #24 #25

AAL  AuBere Form und Dokumentation 2 2 2 2 3 2 2 3 2 3 1 3 1 2 0 1 1 1 1 1 3 3 0 0
Uberlegungen zum Vorgehen 10 0 o 0o 2 3 2 1 1 2 2 3 0 0 2 1 1 1 0 1 3 3 2 1
:ij:"""”"“‘ mathematische 1t 0 1 1 1 1 3 1 2 0 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 102
Beispielgebundenes Vorgehen 2 2 3 1 2 2 3 1 2 2 3 1 2 0 0 0 0 0 0 1 0 3 2 2 3
Externe Hilfsmittel heranzichen 12 0 3 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1 10 0 1 3 0 1

Problemspezifische fachmathema-

tische Techniken

Einordnung von Ergebnissen 1 11 0 3 3 2 2 1 1 1 13 1 1 0o 1 0 0o 0o 1 2 2 2 2

Personenbezogene Uberlegungen 2 0 0 0 1 1

AA2  AuBere Form und Dokumentation 2 1 3 2 2 1 2 2 2 2 1 o2 2 1 1 1 12 1 13 3 2 1

Uberlegungen zum Vorgehen 1 0 o o 0 0o 0 0 0 0 0 0 10 o0 0o 0 o 0o 0 3 3 2
Allgemeinere mathematische Tech- o) o s o o i 1 L | L 2 1 i i i i i 3 2 | |
niken

Beispielgebundenes Vorgehen 1 13 0 2 2 2 2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 1 1
Externe Hilfsmittel heranzichen o 0 0 0 0 0o 0 0 0 ©0O 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 20 0

Problemspezifische fachmathema-
tische Techniken

Einordnung von Ergebnissen o 1 0 0 1 0 1 1 o 1 o 2 0o 1 1 0 1 0 2 0 0 3 2 0 2

Personenbezogene Uberlegunges 3 0 0 0 0 0o ©0 0O 0 3 0 0 2 0 1 0 0 0 0 1

AA3  AuSere Form und Dokumentation 0 0 1 2 1 2

Uberlegungen zum Vorgehen 2 0 0 1 0 1 i0 3 3 0 0 3 1 2 1 0 o0 1 21 31 10

Allgemeinere mathematische Tech-

niken
Beispielgebundenes Vorgehen 2 3 2 1 2 3 2 3 3 3 2 1 2 2 2 o0 1 2 2 2 1 2 1 2 1
Externe Hilfsmittel heranzichen 0 0 0 0 0 0 0o 1 0o 0 0 0 0 0 0 0 0o 0 0 1 1 0 0
:i i’:}'}“;‘_‘;‘;:;;‘;‘;‘"“‘ fochmathema- 2 3 2 3 3 2 2 3 3 31 3 3 2 3 2 3 2 1 12 2 3
Einordnung von Ergebnissen 2 1 1 0 1 2 2 0o 3 2 2 0o 1 1 2 1 1 1 1 1 1 2 1 1
Personenbezogene Uberlegungen 1 0 00 0 2 0 3 3 3 3 2 3 3 3 0 1 0 0 3 1 3 1 1 2

AAL AuSere Form und Dokumentation 1 1 11 1 1 1 1 2 2 1 2 1 2 0 2 2 1 1 0 2 2 1 1
Uberlegungen zum Vorgehen o 1 0o 1 2 1 2 0 2 2 2 0 2 1 1 1 1 2 2 1 0 3 3 1 2
:lt:j:”"“”"“‘ mathematische Tech- 5y 1 1 1 1 2 1 2 1 0 2 1 2 12 1 o2 2 2 2
Beispiclgebundenes Vorgehen O 1 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Externe Hilfsmittel herangiehen 0 1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 1 0 0 0 0 0 2 1 0 0

Problemspezifische fachmathema-
tische Techniken

Einordnung von Ergebnissen 0 1 0 1 0 0 2 13 2 1 2 0 1 oo 1 1 1o 2 1 0 1

Personenbezogene Uberlegungen

AA5  AuBere Form und Dokumentation 2 0 0o 2 3 3 1 2 1 1 2 30 2 1 1 1 2 1 1
Uberlegungen zum Vorgehen 1o 0o 0 0o 0 0 1o 1 1 2 oo 1 2 1 00 1 1 2 2 3
Aligemeinere mathematische Tech- (5o 2 1 1 1 o o 1 0o o o0 o0 o o 1 1 2 1 2 1
niken
Beispielgebundenes Vorgehen 2 0 2 3 2 3 2 2 3 3 1 0 2 1 1 1 12 1 1 2 2 1 2 2
Externe Hilfsmittel heranziehen 2 1 2 3 2 3 3 3 0 0 0o 0 1 0 2 0 0 2 0 1 0 1 12 3

Problemspezifische fachmathema-

tische Techniken

Einordnung von Ergebnissen o 0 0 1 1 2

Personenbezogene Uberlegy

AAG  AuBere Form und Dokumentation 2 2 2 2

Uberlegungen zum Vorgehen o 0 0o 0o 1 0 0 1 1 13 o0 2 1 2 0o 1 0o 1 3 1 2 2 0 1

Allgemeinere mathematische Tech-

niken
Beispielgebundenes Vorgehen 0 0 0 0 0 2 1 E 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2 1 0
Externe Hilfsmittel heranzichen 0o 0 0 2 o 0o 2 0o 0 1 0 0 ©0 0 0 1 2 0 2 0 2 0 0 0
Problemspefische fachmathema- 5 4 5 1 o o 9 1 1 o0 1 1 1
tische Techniken
Einordnung von Ergebnissen 2 0 0 0 0 0 1 1 0 @3 11 2 1 1 1 2 0 1 1 1 2 2 0 0
Personenbezogene Uberlegungen 1 0 0 0 0 0 0 1 0 3 2 1 2 0 0 0 3 0 1 3.0 1 0 0 0

AAT RuBere Form und Dokumentation = = < - <= = - 3 3 2 0 3 3 2 0 1 1 1 0 0 3 2 3 2
Uberlegungen zum Vorgehen - - - - - - - - 1 0 1 0 2 0 1 1 0o 1 0 0 0 2 1 1 0

Allgemeinere mathematische Tech-

niken
Beispiclgebundenes Vorgehen B 2 0 2 3 1 1 0 0 1 2 0 0 1 1 2
Externe Hilfsmittel herangichen = - - - - - - - 0 2 0 0 2 2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Problemspezifische fachmathema-
tische Techniken

Einordnung von Ergebnissen - - - - - - - 2 2 1 1 3 o 0 0o 0 0 0 12

Personenbezogene (berlegungen - - - - - - - - 1 1o 130 0o 0 0 1 1 2 2 1o

Tab. B.38.: Auspriagungen der evaluativen Kategorien aller Arbeitsauftriage der einzelnen Probanden.
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B. Abbildungen und Tabellen

#01 #02 #03 #04 #05 #06 #07 #08 #09 #10 #11 #12 #13 #14 #15 #16 #17 #18 #19 #20 #21 #22 #23 #24 #25
AuBere Formund y 50 109 233 150 1.67 1.83 200 1.67 214 243 171 071 229 143 1.86 029 143 114 1.00 114 071 257 214 171 L14
Dokumentation
Uberlegungen zum Vorgehen 0.83 0.17 0.7 033 0.50 0.67 1.00 0.50 129 1.00 1.29 043 214 057 086 1.00 071 0.71 0.71 086 057 243 214 129 1.29
Allgemeinere math-—y 7o g5 150 100 133 183 1.00 100 114 100 0.86 1.00 143 057 114 057 114 100 057 120 071 200 157 157 157
ematische Techniken
Beispielgebundenes Vorgehen 117 1.17 1.83 0.83 1.50 1.67 150 1.67 171 2.00 1.14 029 129 086 057 029 043 057 057 0.86 057 129 114 1.29 143
Externe Hilfsmittel heranziehen 0.50 0.67 0.50 1.83 0.67 0.67 0.50 0.83 0.00 043 0.4 043 057 057 029 014 029 0.86 029 043 000 1.14 114 029 0.57
Problemspezifische fach-—y 40 g g3 133 117 150 117 107 117 143 157 086 071 114 071 120 057 114 071 086 071 057 086 114 1.00 1.00
mathematische Techniken
Einordnung von Ergebnissen 1.00 0.50 050 0.17 117 1.7 133 1.00 1.14 200 1.00 1.14 157 086 129 057 1.14 057 0.86 057 043 1.86 129 086 1.29
Personenbezogene Uberlegungen  1.83 0.00 0.00 0.00 033 0.50 0.50 0.83 0.71 2.29 0.86 0.86 2.14 043 0.86 029 129 029 029 200 0.71 143 086 0.71
Typ: |1 2 3 4 5 6
#02 #12 #14 #16 #18 #19 #21 #25 |#03 #05 #06 #07 #08 #15 #24 |#01 #10 #17 #20 |#09 #11 #23 |#04 |#13 #22
AuBere Form und | 4 05 071 143 029 114 1.00 0.71 114|233 1.67 183 2.00 167 1.86 1.71| 1.50 243 143 114|214 171 214|150 | 220 2.57
Dokumentation
Uberlegungen zum Vorgehen | 0.17  0.43 0.57 1.00 0.7 0.71 057 129|017 050 0.67 100 0.50 0.86 129|083 1.00 0.71 086|129 129 2.14|0.33
Allgemeinere math- | ¢3 1 60 057 057 1.00 057 071 157 | 150 183 1.00 1.00 114 157|117 1.00 114 129|114 086 157|100 | 143 2.00
ematische Techniken
Beispielgebundenes Vorgehen | 117 0.29 0.86 0.29 057 0.57 0.57 143|183 150 1.67 150 1.67 057 129|117 200 043 086 | 1.71 114 1.14|083|1.29 1.29
Externe Hilfsmittel heranziehen | 0.67 043 0.57 0.4 086 0.29 0.00 057|050 0.67 067 050 083 029 029|050 043 029 043|000 014 1.14| 183|057 1.14
Problemspezifische fach- | 0571 071 057 071 086 057 100|133 150 117 117 117 129 1.00| 100 157 114 071|143 0.86 114|117 | L14 086
mathematische Techniken
Einordnung von Ergebnissen | 0.50 1.14 086 0.57 0.57 086 043 129|050 117 117 133 100 1.29 0.86|1.00 2.00 1.14 0.57|1.14 1.00 1.29|0.17 | L57 1.86
Personenbezogene Uberlegungen | 0.00 0.86 043 0.29 029 029 0.71 043|000 033 050 050 083 0.86 0.71|1.83 229 129 2.00|0.71 0.86 0.86|0.00 | 2.14 143

Tab. B.39.: Mittelwerte der Auspriagungen der evaluativen Kategorien iiber alle Arbeitsauftrage der

Inen Probanden.
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Tab. B.40.: Empirische Varianzen der Auspriagungen der evaluativen Kategorien iiber alle

Arbeitsauftrige der einzelnen Probanden.
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C. Codierleitfaden der unterschiedlichen

qualitativen Inhaltsanalysen

C.1. Inhaltlich-strukturierende Inhaltsanalyse
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Selektionskriterium Arbeitsweisen

Die Lerndokumentationen der Studierenden stellen deren gesamten Bearbeitungsprozess dar. Es werden
zunéchst nur diejenigen Textstellen zur Analyse herangezogen, die mit der tatsédchlichen Bearbeitung
der Aufgabenstellung zu tun haben. Bspw. werden festgehaltene organisatorische Fragen an den
Dozenten ausgeschlossen. Der derart entstehende Resttext wird in Segmente unterteilt, die sich durch
eine einheitliche Bearbeitungsweise auszeichnen. Oftmals kennzeichnen sich neu zu unterteilende
Segmente durch einen Wechsel der Methodik, einen neuen Ansatz oder auch das Festhalten eines

Zwischenergebnisses.

Anmerkungen zum Codierprozess

Die codierten Segmente miissen nicht disjunkt sein. Uberlappungen und verschachtelte Segmente
sind explizit erlaubt. Es werden allerdings nur fiir sich alleinstehend versténdliche Segmente gebildet.
Folglich ist die kleinste Einheit eines Segments ein versténdlicher (Neben-)Satz. Die obere Grenze fiir
Segmente wird durch die Arbeitsweise festgelegt, die an dieser Stelle codiert werden soll. Das Segmente
soll dabei den kompletten Prozess abdecken, der ohne Methodenwechsel in/mit dieser Arbeitsweise
beschrieben ist. Dies kann bspw. bei der Codierung der hypothetischen Arbeitsweise Fallunterscheidung
zu codierten Segmenten von mehreren Zeilen bis zu mehreren Seiten fiihren. In diesen Fillen ist die
Markierung mittels Anfangs- und Endpunkt oder mit mehreren einzelnen Codierpunkten erlaubt, wobei

diese Punkte eindeutig zueinander zuzuordnen sind. (siche Abb. 1) Die Codierung von Segmenten

«  Konstruktion von v am Beispiel von vZ
Hinweis: nicht jede irrationale Zahl ist konstruierbar.
Zunachst zeichnet man eine Strecke, auf der |
man die Einheitslange markiert (hier: |
2wischen A und B). Durch die Konstruktion
eines Lots auf A und Antragen der
Einheitslange auf das Lot unterhalb von A
wird die dritte Ecke C eines Dreiecks
sichtbar, das sich nun mit Hilfe der granen
Strecke vervollstandigen lassen kann.

Da sich bei A ein rechter Winkel befindet, folgt mit dem Satz des Pythagoras fir die
Lange der grinen Strecke:

B =12+ 12 b2W. lyran =VZ
Durch Antragen dieser Lange an die Langen aus natriichen Zahlen lassen sich
r=n+VZmitneN
pielweise auch V1T oder V5 konstruieren.

folgende Langen konstruieren: Iy,

Analog zu diesem Prinzip lassen sich

«  Mittelsenkrechte

Durch das einer auf einer Lange lassen

sich Langen halbieren,

Die Konstruktion funktioniert folgendermafen:

Man sticht nacheinander an beiden Ecken der

Lénge ein, nimmt einen Radius von mehr als der

Halfte der Strecke in den Zirkel und zieht zwei

Kreise/-segmente. Das Verbinden der A . . . . .

Schritpunkte gt dio gesuchte S Abb. 1: Codierung einer Aufzdhlung mit einzelnen

Mittelsenkrechte, die senkrecht auf der Strecke
steht und diese halbiert.

Codierungen, die symbolisch verkniipft sind (hier durch
griine Dreiecke)

erfolgt mit Rechtecken. Dabei soll das kleinstmogliche Rechteck gezogen werden, das den zu codierenden
Inhalt komplett umfasst. (siche Abb. 2)

Ein weiteres Beispiel fiir das Konstruieren einer geometrischen Gréofle, das auch schon in der Gruppe
besprochen wurde, waren Langen. Hierbei muss zu Beginn eine Strecke mit einer bestimmten Linge
existieren oder erzeugt werden, diese repriisentiert quasi die Einheit. Vielfache dieser Einheitslinge
lassen sich nun simpel konstruieren, indem man mit dem Zirkel an einem Ende der Strecke einsticht
und einen Kreis zieht, wobei das andere Ende des Zirkels am anderen Ende der Strecke beginnt. Nun
muss die Strecke nur noch verlingert werden, sodass sie den Kreis (erneut) schneidet. Damit erhalten
wir eine Strecke der doppelten Einheitslinge, zndem konnen mit dem eingestellten Zirkel nun eine
beliebige Anzahl von Einheitslingen addiert werden.

Abb. 2: Codierung des grinen Abschnitts mittels des gelben Rechtecks
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Evaluative Analyse

Die Merkmalsdimensionen der evaluativen sind durch die Subkategorie-Gruppen der inhaltlich-strukturierenden
Inhaltsanalyse vorgegeben. Eine ausfiihrliche Beschreibung entsteht durch die Definitionen der jeweils
untergeordneten Subkategorien aus dem Codierleitfaden der inhaltlich-strukturierenden Inhaltsanalyse.

Die acht Merkmalsdimensionen der evaluativen Analyse sind:

e AuRere Form und Dokumentation: Schritte, die sich der iibersichtlichen und anschaulichen

dufleren Darstellungsform der Dokumentation widmen.

e Uberlegungen zum Vorgehen: Schritte, in denen das eigene Vorgehen geplant und vorbereitet

wird.

e Allgemeinere mathematische Techniken: Schritte, die durch allgemeingiiltige Techniken aus
der Mathematik geprégt sind. Darunter fallen insbesondere elementare Typen der Beweisfiihrung
und andere mathematische Techniken, die nicht klassisch an ein deutlich eingegrenztes Fachgebiet

gebunden sind.

e Beispielgebundenes Vorgehen: Schritte, die sich an Beispielen und konkreteren Einzel- oder

Spezialfillen orientieren.

¢ Externe Hilfsmittel heranziehen: Schritte, in denen externe Hilfsmittel verwendet wurden. Als
externes Hilfsmittel sind hier insbesondere andere Lernende oder Lehrende sowie Internetquellen

und Literatur, aber auch rechnergestiitzte Hilfsmittel zu nennen.

e Problemspezifische fachmathematische Techniken: Segmente, in denen speziellere Techniken
aus bspw. Kleinere Fachgebieten der Mathematik verwendet wurden. Diese Techniken zeichnen
sich insbesondere dadurch aus, dass sie kein allgemeines Losungsverfahren oder einen elementaren
Beweistyp fiir beliebige mathematische Probleme darstellen, sondern problemspezifisch ausgewéahlt

werden miissen.

¢ Einordnung von Ergebnissen: Segmente, in denen riickblickend auf erzielte Ergebnisse und
getroffene Aussagen eingegangen wird. Dabei sind insbesondere fachliche Einschrankungen, Kon-

trollen und weiterfithrende fachliche Fragen gemeint.

e Personenbezogene Uberlegungen: Segmente, in denen iiber das eigene Vorgehen und die
eigene Befindlichkeit reflektiert wird. Hier sind insbesondere intuitive und nicht unbedingt fachlich

begriindete Gedanken miteinbezogen.
Die Auspriagungen werden jeweils wie folgt codiert:

e Keine Ausprigung (0): Bearbeitungen, in denen entsprechende Arbeitsweisen gar nicht auftre-

ten.

e Geringe Ausprigung (1): Bearbeitungen, in denen entsprechende Arbeitsweisen nur selten

vereinzeln und/oder willkiirlich auftreten.

e Mittlere Auspriagung (2): Bearbeitungen, in denen entsprechende Arbeitsweisen zwar haufiger

und womoglich regelméfig, aber nicht flachendeckend auftreten.

e Hohe Ausprigung (3): Bearbeitungen, in denen entsprechende Arbeitsweisen flachendeckend

und auch vielféltig auftreten.
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