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iii
Kurzfassung

Das Verhalten von ultrakleinen Tunnelkontakten mit Kapazitdten im Femtofarad-
bereich kann bei tiefen Temperaturen wesentlich durch Ladungseffekte bestimmt sein.
Diese duflern sich beispielsweise in einer Unterdriickung des Tunnelstroms, der soge-
nannten Coulombblockade, die zu einer Coulombliicke bei kleinen Spannungen und
einer Verschiebung der Strom-Spannungs-Charakteristik bei grolen Spannungen fiihrt.
Das Auftreten von Ladungseffekten héngt jedoch nicht nur von den Eigenschaften des
Tunnelkontakts ab, sondern wird auch mafigeblich durch dessen Umgebung beeinflufit.

Tunnelraten fiir Kontakte mit grofem Tunnelwiderstand, die iiber eine &duflere
Impedanz mit einer Spannungsquelle verbunden sind, lassen sich storungstheoretisch
berechnen. Man findet, dal die Raten von der Wahrscheinlichkeit fiir den Energieaus-
tausch zwischen der tunnelnden Ladung und der Umgebung abhidngen. Diese Wahr-
scheinlichkeit ist durch die Impedanz der Umgebung und damit durch deren Anre-
gungsspektrum bestimmt, das sich in Ableitungen der Strom-Spannungs-Charakteristik
deutlich widerspiegelt. Eine Analyse des Einflusses der Umgebung ergibt, dafl Ladungs-
effekte fiir kleine Impedanzen durch Quantenfluktuationen unterdriickt werden. Eine
Coulombliicke in der Strom-Spannungs-Charakteristik tritt nur auf, wenn die Impedanz
grofer als das Widerstandsquant h/e? ist. Fiir groBe Spannungen findet man jedoch
immer eine durch Ladungseffekte verschobene Strom-Spannungs-Charakteristik.

In Josephsonkontakten, in denen die Josephsonkopplung klein gegeniiber der La-
dungsenergie ist, wird der Cooperpaarstrom direkt durch die Wahrscheinlichkeit des
Energieaustauschs eines tunnelnden Cooperpaars mit der Umgebung bestimmt. La-
dungseffekte werden hier nicht so stark unterdriickt, da die relevante Widerstandsskala
durch h/4e? gegeben ist. Das Tunneln von Quasiteilchen in ultrakleinen Josephsonkon-
takten lafit sich analog zum Tunneln in normalleitenden Kontakten behandeln, wenn
man die Energieabhéngigkeit der Zustandsdichte in der Néhe der Energieliicke beriick-
sichtigt.

In Mehrkontaktsystemen treten Ladungseffekte wegen der Existenz diskreter In-
selladungen unabhéngig von der Impedanz der Umgebung auf. Dabei fiihrt die An-
wesenheit weiterer Kontakte zu einer verminderten effektiven Impedanz, so daf} die
Umgebung hiufig vernachlissigt werden kann. Methoden der Netzwerkanalyse haben
sich als sehr geeignet erwiesen, um den Einflul komplizierter Umgebungen auf das Tun-
neln in Mehrkontaktsystemen zu untersuchen. Fiir Anwendungen ist die Moglichkeit
von Interesse, die Inselladungen durch an die Inseln angelegte Spannungen zu verschie-
ben und damit den Strom durch die Tunnelkontakte zu kontrollieren. Auf diese Weise
lassen sich hochempfindliche Elektrometer und eventuell auch neue Stromstandards
realisieren.
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1 Einleitung und Ubersicht

1.1 Ultrakleine Tunnelkontakte

Die diskrete Natur der Ladungstriger in einem Leiter wird deutlich, wenn deren
Bewegung durch eine Barriere behindert ist. In diesem Fall kann ein Strom nur durch
das Tunneln einzelner Ladungstriger, wie Elektronen oder in einem Josephsonkontakt
auch von Cooperpaaren, flieBen. Der unterschiedliche Ladungstransport durch einen
Widerstand und einen Tunnelkontakt duflert sich beispielsweise in einem unterschied-
lichen Rauschen, dem Nyquistrauschen bzw. dem Schrotrauschen. Die Ladungsquan-
tisierung kann jedoch zu besonders auffilligen Effekten fithren, wenn die Dimensionen
des Tunnelkontakts sehr klein werden.

In dieser Arbeit untersuchen wir das Verhalten von Tunnelkontakten, also Syste-
men, bei denen zwei Metalle, die normal- oder supraleitend sein konnen, durch eine
isolierende Barriere getrennt sind. Dieser Aufbau ist schematisch in Abb. 1a dargestellt.
Klassisch ist kein Ladungstransport durch die Barriere méglich, und das System verhélt
sich wie ein Kondensator mit Kapazitiat C', der auf Grund einer anliegenden Spannung
die Ladung @ tragt. Diese Ladung, die durch die Verschiebung der Elektronenwolken in
den Elektroden entsteht, kann selbst auf der Skala der Elementarladung kontinuierliche
Werte annehmen. Wegen der Verwandtschaft zum Kondensator hat der Tunnelkontakt
ein dhnliches Schaltsymbol, das in Abb. 1b gezeigt ist.

Die Quantenmechanik erlaubt nun das Tunneln einzelner Elektronen durch die
Barriere, wodurch sich die Ladung des Kontakts in Einheiten der Elementarladung
e andert. Die zugehorige charakteristische Anderung der Ladungsenergie des Kon-
densators betrigt somit F. = e?/2C. Damit die Ladungseffekte nicht durch ther-
mische Fluktuationen bei der endlichen Temperatur 7' maskiert werden, mufl man
e?/2C > kgT fordern. Bedenkt man, dafl eine Temperatur von 1K einer Kapazitéit
von 10~ °F entspricht, so wird klar, da8 der Querschnitt des Kontakts sehr klein sein
muB, typischerweise etwa 0.01xm? bei einer 10A dicken Oxidbarriere.

(a) (b)

bl
il

Metall Metall —] —

Abbildung 1: (a) Schematische Darstellung eines Metall-Isolator-Metall-Kontakts. Die beiden Pfeile
symbolisieren die beiden méglichen Tunnelrichtungen. (b) Schaltsymbol fiir einen ultrakleinen Tun-
nelkontakt.
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Abweichungen von einer ohmschen Strom-Spannungs-Charakteristik wurden schon
frith in granularen Materialien beobachtet [1-3] und in Verbindung mit Ladungseffek-
ten gebracht [4]. Etwas spiter wurden Experimente [5,6] mit Hilfe der Kapazitét der
Tunnelkontakte interpretiert [7]. Die Analyse dieser frithen Messungen wurde jedoch
durch die in granularen Systemen immer vorhandene Unordnung erschwert. Durch
Fortschritte in der Mikrofabrikationstechnik [8] ist es in den letzten Jahren moglich
geworden, definierte Metall-Isolator-Metall-Kontakte mit Kapazitdten im Femtofarad-
Bereich herzustellen und damit Ladungseffekte gezielt zu untersuchen [9-12]. Zur Er-
zeugung von Tunnelsystemen mit sehr kleinen Kapazitdten wurden aulerdem gekreuzte
Dréhte [13,14], kleine Metallteilchen in Oxidschichten [15] sowie das Rastertunnelmi-
kroskop [16-18] verwendet. Mit letzterem wurden kiirzlich Kapazitéiten von 107!8F
erreicht, die die Beobachtung von Ladungseffekten sogar bei Raumtemperatur ermogli-
chen [19].

Auch zweidimensionale Elektronengase in Halbleiterheterostrukturen eignen sich
zur Untersuchung von Ladungseffekten. Dabei werden variable Barrieren durch Ver-
ringerung der Ladungstrégerdichte mit Hilfe von Kontrollelektroden erzeugt. Diese
Systeme unterscheiden sich von den hier betrachteten metallischen Kontakten insbe-
sondere durch eine viel kleinere Ladungstrigerdichte, so dafl z.B. in sogenannten Quan-
tenpunkten die diskrete Natur der Energieniveaus wichtig wird. Fiir eine Diskussion
dieser Systeme verweisen wir auf die Literatur [20].

1.2 Tunnelkontakt mit konstanter Spannung

Zur Verdeutlichung der Problematik des Auftretens von Ladungseffekten in ul-
trakleinen Tunnelkontakten betrachten wir zunédchst einen Kontakt, der mit einer idea-
len Spannungsquelle verbunden ist. Die Gleichgewichtsladung ¢ = C'V, die durch die
konstante Spannung V' bestimmt ist, wird dann nach dem Tunneln sofort wiederher-
gestellt. Setzt man die Temperatur der Einfachheit halber gleich Null, so liegt die in
Abb. 2a dargestellte Situation vor. Die Quasiteilchenzusténde links und rechts der Bar-
riere sind bis zu den jeweiligen Fermienergien, die sich um eV unterscheiden, besetzt.
Anschaulich ist die Tunnelrate durch das Produkt der Wahrscheinlichkeiten fiir einen
besetzten Zustand links und einen unbesetzten Zustand rechts sowie dem Tunnelma-
trixelement gegeben. Dies ergibt sich auch aus der stérungstheoretischen Behandlung,
die einen Spezialfall der Rechnung darstellt, die wir in Abschnitt 3.2 durchfithren wer-
den. Unabhéngig von der Temperatur erhéilt man fiir den mittleren Strom bei Span-
nungen, die klein gegeniiber der Fermienergie sind, das seit langem bekannte ohmsche
Resultat [21]

[=— (1.1)

wobei Ry ein phidnomenologisch eingefiihrter Tunnelwiderstand ist. Dieses Resultat,
das in Abb. 2b gezeigt ist, sollte nicht dariiber hinwegtéduschen, dal der Ladungstrans-
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Abbildung 2: (a) Schematische Darstellung des Tunnelns eines Elektrons durch einen Kontakt, an
dem eine konstante Spannung V anliegt. Die Fermienergien links und rechts der Barriere unterschei-
den sich um eV. (b) Strom-Spannungs-Charakteristik eines Tunnelkontakts, der mit einer idealen
Spannungsquelle verbunden ist.

port durch einen Tunnelkontakt fundamental verschieden vom Ladungstransport in
einem Widerstand ist.

1.3 Betrachtung der Ladungsenergie

Wir untersuchen jetzt den Fall, bei dem sich die Ladung auf dem Kontakt beim
Tunneln um eine Elementarladung éndert, also nicht durch eine Spannungsquelle sofort
wieder ausgeglichen wird. Zu einem gegebenen Zeitpunkt liege die Ladung () vor, die,
wie wir schon sahen, als Influenzladung kontinuierliche Werte annehmen kann. Die
Anderung der Ladungsenergie ist dann durch

Q> (Q+e)? e e
6 2 —c(F3) 12)

gegeben. Bei Temperatur Null ist Tunneln nur méglich, wenn die Ladungsenergie da-
durch erniedrigt wird, also nur fiir anfangliche Ladungen |Q| > e/2. Dies wird auch aus
Abb. 3 deutlich, in der Ubergéinge fiir Q > e/2, @ = e/2 und der verbotene Ubergang
fiir @ < e/2 dargestellt sind. In der Strom-Spannungs-Charakteristik dufert sich dieser
Sachverhalt dadurch, daf ein Strom nur dann fliet, wenn |V| = |Q|/C > e/2C ist [22].
Der Bereich —e/2C <V < e/2C, in dem der Strom bei Temperatur Null verschwindet,
wird Coulombliicke genannt, da er auf der Coulombwechselwirkung der Influenzladun-
gen links und rechts der Barriere beruht. Das Phinomen der Coulombblockade in
einzelnen Tunnelkontakten basiert wesentlich auf der kontinuierlichen Natur der La-
dung @ und der diskreten Ladung der tunnelnden Elektronen.
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Abbildung 3: (a) Anderung der Ladungsenergie bei Tunneliibergingen. Der durchgezogene Pfeil
symbolisiert einen erlaubten Ubergang, beim gestrichelten Pfeil bleibt die Ladungsenergie gerade er-
halten. Der zum gepunkteten Pfeil gehérende Ubergang ist bei T = 0 verboten. (b) Strom-Spannungs-
Charakteristik eines Tunnelkontakts bei T' = 0 auf Grund von Ladungsenergiebetrachtungen.

Fiir einen Tunnelkontakt an einer idealen Stromquelle ergibt sich damit folgendes
Bild [23]. Der zunichst ungeladene Kontakt wird durch den eingepréigten Strom auf-
geladen bis @) = e/2 erreicht wird. Es kann dann im weiteren zu einem Tunnelvorgang
kommen, womit die Ladung wieder in den Bereich |@Q)| < e/2 kommt und der Zyklus von
neuem beginnt. Dieser Proze8, dessen Frequenz f = I /e durch den eingeprégten Strom
I bestimmt ist, wird Einzelelektronentunneloszillation genannt. Es 148t sich zeigen, dafl
die mittlere Spannung am Kontakt proportional zu I'/? ist. Wir werden uns in dieser
Arbeit nicht mit dem Fall einer idealen Stromquelle befassen, da er praktisch nicht zu
realisieren ist. Der Grund liegt darin, dafl die Kapazitéit der Zuleitungen zum Kontakt
grofl im Vergleich zur Kapazitdt des Tunnelkontakts ist. Eine Stromquelle 14dt dann
diese grofle Kapazitdat auf, die im weiteren letztlich wie eine Spannungsquelle wirkt.
Eine ausfiihrliche Diskussion von Kontakten an idealen Stromquellen findet sich in der
Literatur [23,24].

1.4 Der Tunnelkontakt und seine Umgebung

Wie wir gerade gesehen haben, ist bei der Behandlung eines ultrakleinen Tunnel-
kontakts auch dessen Umgebung, z.B. die Zuleitungen, zu beriicksichtigen [25-27]. Im
folgenden wird daher die in Abb. 4 gezeigte Schaltung eine grundlegende Rolle spielen,
in der die Umgebung des Kontakts durch eine Impedanz Z(w) beschrieben wird. In
Abwesenheit dieser Impedanz liegt die in Abschnitt 1.2 diskutierte Situation vor. Ist
dagegen die Impedanz sehr grof, so kann man vermuten, daB die Uberlegungen zur



12

Abbildung 4: Tunnelkontakt mit Kapazitit C' und Tunnelwiderstand Ry, der iiber eine duflere
Impedanz Z(w) mit einer idealen Spannungsquelle verbunden ist.

(a) (b) ()
© e O

(V)
Y

©

Abbildung 5: Drei Phasen des Tunnelns durch einen einzelnen Kontakt: (a) Ausgangszustand, bei
dem sich das Elektron links des Kontakts befindet. (b) Das Elektron tunnelt auf die rechte Seite. (c)
Die Spannungsquelle stellt die Gleichgewichtsladung wieder her.

Ladungsenergie aus Abschnitt 1.3 relevant werden, da es in diesem Falle sehr lange
dauert, bis das elektrostatische Gleichgewicht im Schaltkreis wiederhergestellt ist.

Dieser Sachverhalt wird in Abb. 5 verdeutlicht. Betrachtet man, wie wir es in
Abschnitt 1.3 getan haben, nur das Tunneln am Kontakt, also den Ubergang von
Abb. 5a zu Abb. 5b, so ist die lokale Anderung der Energie gemi8 (1.2) entscheidend.
Man nennt dies die lokale Regel [23,28]. Beriicksichtigt man, daf§ die Spannungsquelle
zur Wiederherstellung der Ladung auf dem Kontakt im Schritt von Abb. 5b nach
Abb. 5c Arbeit leistet und dafl die Ladungsenergien in Abb. 5a und 5c¢ gleich grof§ sind,
so findet man als relevante Energie eV'. Dieser Sachverhalt entspricht Abschnitt 1.2 und
wird globale Regel genannt, da hier die Energieinderung des gesamten Schaltkreises
eingeht.

Welcher dieser beiden Falle zutriftt, wird von der Zeit abhédngen, die benotigt wird,
um das Ladungsgleichgewicht wiederherzustellen. Setzt man fiir die Impedanz einen
ohmschen Widerstand R ein, so ist diese Zeit durch das Produkt RC' aus Widerstand
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und Kapazitdat gegeben. Wir werden erwarten, dafl Ladungseffekte nur dann deutlich
auftreten, wenn die Energieunschérfe, die durch die Umladung verursacht wird, kleiner
als die Ladungsenergie ist, also wenn i/RC < e*/2C. Der Tunnelkontakt muf sich
demnach in einer Umgebung mit sehr grofler Impedanz befinden.

Wie sich die Umgebung auf das Verhalten von ultrakleinen Tunnelkontakten aus-
wirkt und ob die eben angestellten, qualitativen Uberlegungen richtig sind, soll im
folgenden ausfiihrlich untersucht werden.

1.5 Uberblick iiber die folgenden Kapitel

In Kapitel 2 werden die Grundlagen geschaffen, die man zur quantenmechanischen
Beschreibung einer Impedanz benotigt. Dabei werden unter anderem Korrelations-
funktionen hergeleitet, die im folgenden gebraucht werden.

Kapitel 3 beschreibt die storungstheoretische Berechnung von Tunnelraten und
Strom-Spannungs-Charakteristiken fiir einen einzelnen Kontakt in der Anwesenheit ei-
ner dufleren Impedanz. Es werden einige allgemeine Eigenschaften sowie die Grenzfille
sehr kleiner und sehr grofler Impedanz untersucht.

Spezifische Modelle fiir die Umgebung des Kontakts werden in Kapitel 4 diskutiert.
Dabei werden mit jedem Modell verschiedene Aspekte des Einflusses der Umgebung
auf einen ultrakleinen Tunnelkontakt beleuchtet.

Die Untersuchung des Einzelkontakts wird durch den supraleitenden Fall in Ka-
pitel 5 abgeschlossen, in dem sowohl das Tunneln von Cooperpaaren als auch von
Quasiteilchen behandelt wird.

Kapitel 6 ist Systemen mit mehreren Tunnelkontakten gewidmet. Sie unterschei-
den sich von den Einzelkontakten insbesondere durch das Auftreten von Inseln zwischen
den Kontakten. Diese Inseln kénnen nur diskrete Ladungen tragen. Ladungseffekte
sind hier deshalb sehr viel einfacher zu beobachten als bei Einzelkontakten. FEinen
breiten Raum nimmt die Behandlung des Doppelkontaktsystems ein. Als Verallgemei-
nerung werden der Einzelelektronentransistor und seine Anwendung als Elektrometer
untersucht. Ein weiterer Abschnitt befafit sich mit Schaltkreisen, die aus mehr als
zwei Tunnelkontakten bestehen. Anschlieend wird das Tunneln unter Umgehung der
Coulombblockade durch das sogenannte Kotunneln diskutiert. Den Abschluf3 bildet die
Beschreibung von zwei fundamentalen Schaltkreisen, die fiir die praktische Anwendung
in der Metrologie von Bedeutung sind.
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2 Beschreibung der elektromagnetischen
Umgebung

2.1 Klassische Ladungsrelaxation

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen geschaffen werden, die es uns spéter erlau-
ben werden, den Einflufl der elektromagnetischen Umgebung eines Tunnelkontakts auf
das Tunneln von Ladungstrédgern zu beschreiben. Dabei wollen wir die Eigenschaften
der Umgebung des Kontakts phianomenologisch mit Hilfe der Impedanz

Z(w) = 2! (2.1)

einfithren. Sie bestimmt die Grofie des Wechselstroms I(w) der Frequenz w, der bei
angelegter Wechselspannung V (w) durch die &uere Impedanz fliefit.

Spéater werden wir Antwortfunktionen benétigen, die die Antwort der Ladung eines
Kondensators zum Beispiel auf eine Storspannung in der Gegenwart der dufleren Im-
pedanz beschreiben. Um solche Antwortfunktionen zu finden, betrachten wir zunéchst
einen klassischen Schaltkreis, in welchem der Tunnelkontakt durch einen Kondensator
der Kapazitat C', der die Ladung @) = CU trégt, ersetzt wird. Hierbei ist U die am
Kondensator anliegende Spannung. Auf Grund der Linearitéit der Elektrodynamik des
Schaltkreises ist im Zusammenhang mit dem Ehrenfestschen Theorem gewdahrleistet,
daf} die klassischen Antwortfunktionen mit den quantenmechanischen Antwortfunktio-
nen iibereinstimmen, und daher die folgenden klassischen Uberlegungen ausreichend
sind.

Als Variablen zur Beschreibung des in Abb. 6 dargestellten Schaltkreises verwenden
wir die Ladung ) auf dem Kondensator, die im wesentlichen die anliegende Spannung
mifit, sowie die Phase [29]

Abbildung 6: Schaltkreis, bei dem ein Kondensator der Kapazitit C iiber eine Impedanz Z(w) an
eine Spannungsquelle V' gekoppelt ist. Der Kondensator trigt die Ladung @, und seine Phase ¢ wird
durch eine parallele Induktivitdt mit L — oo gemessen.
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2 t
w:i/ o). (2.2)
(I)() —00

Diese Phase ist im wesentlichen der FluB ® = [*__ d#'U(t') durch eine Spule mit sehr
hoher Induktivitidt L parallel zum Kondensator bezogen auf das FluBquant ®, = h/e.
Eine solche Spule beeinflufit die Dynamik des Schaltkreises praktisch nicht, erlaubt
aber dennoch die Messung des Integrals {iber die Spannung. Wir fiihren hier die Phase
¢ statt des Flusses ein, da sie in den folgenden quantenmechanischen Betrachtungen
wesentlich wird, und wir unnétige Bezeichnungsdnderungen vermeiden wollen. Eine
vorldufige Motivation fiir die Phase ist ihre Verwandtschaft zur Phasendifferenz der
Ordnungsparameter in einem Josephsonkontakt, die wir aus der Definition (2.2) erhal-
ten, wenn wir im FluBquant die Elektronenladung e durch die Ladung 2e von Cooper-
paaren ersetzen.

Wir betrachten jetzt die Relaxation einer Nichtgleichgewichtssituation am Kon-
densator ins Gleichgewicht. Die Ladung auf dem Kondensator im Gleichgewicht ist
durch die duflere Spannung V' bestimmt als ¢). = C'V. Dabei ist vorausgesetzt, dafl die
auflere Umgebung keinen kapazitiven Anteil mehr enthélt, d.h., dal die duflere Impe-
danz keinen Pol bei w = 0 besitzt. Sollte dies nicht der Fall sein, so ist die Kapazitét
des Tunnelkontakts entsprechend zu renormieren. Durch eine duflere Stérung trage nun
der Kondensator zur Zeit ¢ = 0 die Nichtgleichgewichtsladung ). Wir miissen jetzt
also unter Zuhilfenahme der Dynamik des Schaltkreises, die durch die Spannungsbilanz

Q

V=421 (2.3)
gegeben ist, dieses Anfangswertproblem l6sen. Da wir mit der &uleren Impedanz (2.1)
auch deren Laplacetransformierte

A

Z(p) = Z(—ip) (2.4)

kennen, arbeiten wir sinnvollerweise im Laplaceraum. Die Laplacetransformierte des
Stromes, der sowohl durch die duflere Impedanz als auch durch den Kondensator flief3t,
&8t sich durch die Ladung @) auf dem Kondensator gemaf

I(p) = pQ(p) — Qo (2.5)

ausdriicken, wobei hier die Anfangsladung eingeht. Beriicksichtigt man, dafl die La-
placetransformierte der &ueren Spannung V' durch V/p gegeben ist, so erhdlt man aus
der Spannungsbilanz (2.3)

990 26) (120) - ) (26)
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Nach Auflésen nach Q(p) und anschlieBender Laplaceriicktransformation findet man
fiir die Relaxation der Ladung

Qt) = Q. + (Qo — QIR() @)
wobei die Fouriertransformierte der Relaxationsfunktion R(t) durch
/ T At R(t)e ™t = OZy(w) (2.8)
0

gegeben ist. Hier haben wir die totale Impedanz

1
Zilw) = iwC + Z7(w)

(2.9)

eingefiihrt, die die Reaktion des gesamten Schaltkreises auf eine Stérung der Konden-
satorladung beschreibt. Sie ist durch die Impedanz einer Parallelschaltung eines Kon-
densators der Kapazitdt C' und der dufleren Impedanz Z(w) gegeben. In Abschnitt 6.2
werden wir dieses Ergebnis nochmals mit Hilfe von netzwerkanalytischen Methoden
herleiten.

Wir erwéhnen an dieser Stelle noch eine Summenregel fiir die totale Impedanz, die
spéter von Bedeutung sein wird. Da die Relaxationsfunktion R(¢) bei t = 0 von Null
auf Eins springt, folgt aus (2.8)

+o00 T

/ dwZ,(w) = L. (2.10)
—o0 C

Falls die duflere Umgebung einen kapazitiven Anteil besitzen sollte, so ist in dieser

Beziehung die entsprechend renormierte Kapazitéit einzusetzen.

2.2 Antwortfunktionen

Nachdem wir die Relaxationsfunktion R(¢) gefunden haben, miissen wir eine Ver-
bindung zu den Antwortfunktionen herstellen. Dazu ist es praktisch, von der Ladung @
und der Phase ¢ deren mittlere Werte, die durch die duflere Spannungsquelle bestimmt
werden, abzuziehen. Wenn entsprechend unserer obigen Annahme keine zusétzlichen
Kapazitaten vorhanden sind, so ist die Ladung auf dem Kondensator im Gleichgewicht
durch Q. = CV gegeben. Die Phase entwickelt sich dann gemé&f (2.2) linear in der
Zeit wie (2m/®y)Vt = (e/h)Vt. Wir fithren also die neuen Variablen

p(t) = o(t) - %Vt (2.11)

Q) = Q) - CV (2.12)
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ein, die Abweichungen von den Mittelwerten beschreiben.

Um die gesuchten Antwortfunktionen zu erhalten, miissen wir den Schaltkreis
storen, wobei dies auf zwei Arten geschehen kann. Erstens konnen wir eine Storspan-
nung V(t) anlegen. Da die Spannung die konjugierte Kraft zur Ladung ist, ist die
Antwort der Ladung auf dem Kondensator durch die Antwortfunktion x;4(t) geméis

O(t) = /t dsxgglt — s)V(s) (2.13)

gegeben. Alternativ kann man eine Storung (i/e)I(t) einfithren, die im wesentlichen ein
Strom ist und die konjugierte Kraft zur Phase darstellt. Die zugehorige Antwortfunk-
tion ist dann XQ¢(t), mit deren Hilfe sich die Antwort der Ladung auf den Storstrom
durch

Olt) Z [ dsxgalt — )I(s) (2.14)

ausdriicken l&83t.

Betrachten wir zunédchst die Antwort der Ladung auf eine Storspannung, die durch
X6 (t) beschrieben wird. Dazu nehmen wir an, dafl am Schaltkreis fiir negative Zeiten
zusétzlich zu der dufleren Spannung V' noch die Spannung V, — V anliegt. Dies sorgt
dafiir, dafl der Kondensator zur Zeit t = 0 die Ladung )y = C'V}, trdgt. Dann beginnt
die Relaxation zur Gleichgewichtsladung Q. = CV. Aus (2.13) erhalten wir nach
geringfiigigem Umschreiben

Ot) = (Vo — V) /t dsxaq(s). (2.15)

Durch Vergleich mit (2.7) finden wir den gesuchten Zusammenhang zwischen Relaxa-
tionsfunktion und Antwortfunktion

R(t) = é [ dsxaals) (2.16)

Die Relaxationsfunktion hat eine etwas direktere Interpretation, wenn wir einen
Storstrom in den Schaltkreis einspeisen. Auch durch einen Stromsto8 I(t) = (Qo —
Q.)d(t) konnen wir ndmlich den Kondensator von der Anfangsladung Q(0) = Q. auf
die Ladung @)y aufladen. Mit (2.14) erhalten wir dann

Q1) = (@0~ Q) xgu0) (2.17)

und somit den Zusammenhang zwischen Relaxationsfunktion und Antwortfunktion

R(t) = Zxg,(0). (2.18)
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Die Gleichungen (2.16) und (2.18) sind wegen
~  hC .

Q=-——-¢ (2.19)
durch
Xaa(t) =~z 7xaq () (2:20)

miteinander verkniipft. Wir kénnen schliellich (2.19) benutzen, um die Antwortfunk-
tion xz5(t), die die Antwort der Phase auf einen Strom beschreibt, als Integral {iber
X3 (t) zu erhalten. Fiir ihre Fouriertransformierte, die dynamische Suszeptibilitét

Xgs(W) = / o dte™ " xgp (1), (2.21)

— 00

finden wir mit (2.8) und (2.18)

2
Xop(W) = (%) ZZ.E:U)- (2.22)

Wie sich spéter zeigen wird, ist der Einflufl der elektromagnetischen Umgebung
auf die Tunnelraten im wesentlichen durch die Gleichgewichtsphasenkorrelationsfunk-
tion (@(¢)@(0))s bei der Temperatur T' = 1/kg gegeben, die wir hier zum Abschluf
noch herleiten wollen. Dazu bedienen wir uns des Fluktuations-Dissipations-Theorems,
das im Rahmen der linearen Antworttheorie einen Zusammenhang zwischen dem dis-
sipativen Anteil der Antwortfunktion und der zugehorigen Gleichgewichtskorrelations-
funktion herstellt. Wegen der Linearitédt des betrachteten Schaltkreises ist dieser Zu-
sammenhang exakt. Fiir die Definition der dynamischen Suszeptibilitdt in (2.21), die
wir gewéhlt haben, weil sie mit der Definition der Impedanz in der Elektrotechnik
konsistent ist, ist der dissipative Anteil Xfé@(w) durch den negativen Imaginéarteil der
dynamischen Suszeptibilitdt gegeben. Wir haben also mit (2.22)

Die Fouriertransformierte der Gleichgewichtsphasenkorrelationsfunktion ist durch das
Fluktuations-Dissipations-Theorem [30]

7 e @(0)p(1))s = T e (@) (224

—00

gegeben, womit wir als Endergebnis die Gleichgewichtsphasenkorrelationsfunktion

Bpo), =2 [ WRAL) (2.25)

—oc0o W RK 1-— e—ﬂﬁ”

erhalten. Obwohl die dynamische Suszeptibilitat (2.23) klassisch ist, enthélt die Korre-
lationsfunktion (p(¢)$(0))s sowohl thermische als auch Quantenfluktuationen, da wir
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Abbildung 7: Schaltkreis, bei dem ein Kondensator der Kapazitéit C iiber eine Induktivitit L an eine
Spannungsquelle V' gekoppelt ist. Die zugehorigen Phasen sind bei den entsprechenden Elementen
angegeben.

hier das Fluktuations-Dissipations-Theorem in seiner quantenmechanischen Fassung
verwendet haben.

2.3 Quantenmechanik eines LC-Kreises

Nach den bisherigen, im wesentlichen klassischen Betrachtungen eines Schaltkrei-
ses wollen wir jetzt einen ersten Schritt in Richtung auf eine quantenmechanische Be-
schreibung einer Impedanz unternehmen, indem wir zunéchst den einfachen Fall eines
LC-Kreises untersuchen. Dies entspricht dem Schaltkreis des vorigen Abschnittes wenn
wir fiir die duBere Impedanz eine Induktivitit L annehmen, also Z(w) = iwL setzen.
Im n#chsten Abschnitt werden wir den LC-Kreis als Baustein zur Beschreibung eines
Schaltkreises mit allgemeiner duflerer Impedanz verwenden.

Betrachten wir zunéchst klassisch den in Abb. 7 dargestellten LC-Kreis mit einer
Spannungsquelle V| indem wir die zugehorige Lagrangefunktion angeben. Ausgedriickt
durch die in (2.2) definierte Phase finden wir

L= g <Z¢>2 - % (Z)Q <90 - %w>2. (2.26)

Der erste Term, der hier die Bedeutung einer kinetischen Energie hat, ist die La-
dungsenergie des Kondensators, da die Zeitableitung der Phase proportional zur am
Kondensator anliegenden Spannung ist. Der zweite Term, der einer potentiellen Ener-
gie entspricht, ist die magnetische Feldenergie der Induktivitdt. Da die Spannung an
der Induktivitdt durch die Differenz der Spannung U am Kondensator und der dufleren
Spannung V' gegeben ist, ist der zugehorige FluB (h/e)p — Vt, womit sich direkt der
zweite Term in (2.26) ergibt.
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Aus der Lagrangefunktion (2.26) ergibt sich, da§ die Ladung @ die zu (h/e)p
kanonisch konjugierte Variable ist. Wir kommen somit zu einer quantenmechanischen
Beschreibung des LC-Kreises, indem wir die Phase ¢ und die Ladung () als Operatoren
betrachten, fiir die die Vertauschungsrelation

[0, Q] = ie (2.27)
gilt. Eine direkte Folge dieses Kommutators ist die Operatorbeziehung
Qe = Q —e, (2.28)

die fiir den Tunnelvorgang, bei dem sich die Kondensatorladung um eine Elementarla-
dung &ndert, von Bedeutung sein wird. Dies motiviert den Faktor e/h = 27/® in der
Definition (2.2) der Phase, welcher sich im Auftreten der Elementarladung im Kom-
mutator (2.27) niederschldgt. An dieser Stelle wollen wir kurz auf die Frage eingehen,
ob die Phase ¢ als 2m-periodische oder als ausgedehnte Variable zu behandeln ist. In
der Einleitung hatten wir argumentiert, daf§ die Ladung @) als Influenzladung kontinu-
ierlich sei. Demzufolge ist die Phase auf dem Intervall von —oo bis 400 definiert, und
es entstehen keine Schwierigkeiten bei der Definition des Phasenoperators.

Nachdem wir die kanonisch konjugierte Variable zur Phase kennen, konnen wir aus
der Lagrangefunktion (2.26) sofort den Hamiltonoperator

Q2 1 (h\ e \2
i (2) (o) (229

herleiten. Aus den zugehorigen Bewegungsgleichungen folgt, dafl sich der Erwartungs-
wert der Phase, wie wir schon im vorigen Abschnitt gesehen haben, zeitlich wie (e/h)V't
entwickelt, und somit die mittlere Ladung auf dem Kondensator gleich C'V ist. Es
ist sinnvoll, diese explizite Zeitabhéngigkeit aus dem Hamiltonoperator (2.29) wegzu-
transformieren, indem man in ein mitbewegtes Bezugssystem iibergeht. Wir fithren
also geméB (2.11) und (2.12) die Variablen ¢ und Q ein, die die Fluktuationen um
die, durch die &uflere Spannung definierten Mittelwerte beschreiben. Da bei dieser
Transformation nur c-Zahlen subtrahiert werden, findet man direkt den Kommutator

3, Q) = ie. (2.30)

Bei der zeitabhingigen Transformation des Hamiltonoperators auf die neuen Variablen
ist zu beachten, dafl wegen der Zeitableitung in der zeitabhingigen Schrodingerglei-
chung ein zusétzlicher Term —(i/h)QV entsteht, so daf sich schlieflich fiir den neuen
Hamiltonoperator

Q2 1 (h.\’
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Tabelle I. Analogie zwischen elektrischen und mechanischen Grofien

Elektrische Grofie Mechanische Grofle
Ladung @ Impuls p

Spannung U = Q/C Geschwindigkeit v = p/M
Kapazitdat C' Masse M

Phase ¢ Koordinate x

[p, Q] = ie [z, p] = ik

Induktivitat L Federkonstante k
LC-Kreis harmonischer Oszillator

ergibt. Hierbei haben wir einen Beitrag, der nur von der dufleren Spannung abhingt
und damit nur die absolute Energieskala festlegt, weggelassen. Wir bemerken, dafl in
(2.31) die duflere Spannung nicht mehr auftritt. Sie wurde vollstandig in der Wahl der
Variablen ¢ und Q beriicksichtigt.

Der Hamiltonoperator (2.31) driickt quantenmechanisch die Tatsache aus, dafl ein
elektrischer LC-Kreis einem mechanischen harmonischen Oszillator entspricht. Diese
Analogie zwischen elektrischen und mechanischen Gréflen, die in Tabelle T ausfiihrlich
dargestellt ist, werden wir gelegentlich fiir die physikalische Interpretation benutzen.

2.4 Hamiltonoperator fiir eine allgemeine Umgebung

Fiir den bisher betrachteten LC-Kreis war es einfach, zu einer quantenmechani-
schen Beschreibung zu kommen, da die auftretenden Energien, die Ladungsenergie
des Kondensators und die magnetische Feldenergie der Induktivitdt, bekannt waren.
Im allgemeinen enthélt die Umgebung des Tunnelkontakts jedoch dissipative Anteile,
die durch Widerstande verursacht werden, d.h. Anteile, die die Energieerhaltung ver-
letzen. Dies scheint einer Hamiltonschen Formulierung des Problems zu widerspre-
chen. Um hier weiterzukommen, mufl man erkennen, dafl Dissipation dadurch zustande
kommt, dafl ein Freiheitsgrad an viele andere Freiheitsgrade gekoppelt ist. Durch
diese Kopplung kann die Dynamik des betrachteten Freiheitsgrades, des sogenann-
ten Systemfreiheitsgrades tatséchlich dissipativ sein, weil die anderen Freiheitsgrade,
die sogenannten Badfreiheitsgrade, Energie aufnehmen konnen. Die Idee besteht also
darin, den System-Hamiltonoperator fiir die Freiheitsgrade ¢ und Q so mit einem
Bad-Hamiltonoperator zu ergénzen, daf die reduzierte Bewegungsgleichung fiir die Sy-
stemfreiheitsgrade gedampft ist.

Im giinstigsten Fall wird man hoffen, durch eine mikroskopische Theorie die Kopp-
lung an die Badfreiheitsgrade herleiten zu kénnen. Im allgemeinen ist dies jedoch ein
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hoffnungsloses Unterfangen. Wir werden daher etwas phénomenologischer vorgehen,
indem wir die Natur der Badfreiheitsgrade und ihrer Ankopplung vorgeben und fordern,
daf freie Parameter so gewahlt werden, dafl die reduzierte Systemdynamik der Dyna-
mik entspricht, die wir fiir einen Schaltkreis mit einer gegebenen dufleren Impedanz
weiter oben bestimmt hatten.

Ein analytisch behandelbares Modell, das die gestellten Forderungen erfiillt, be-
schreibt das Bad durch harmonische Oszillatoren, die bilinear an die Systemkoordinate
gekoppelt sind. Man kann zeigen, dafl damit das Bad im Rahmen der linearen Ant-
worttheorie richtig beschrieben wird [31]. Die damit implizierte schwache Stérung der
Badfreiheitsgrade durch das System widerspricht nicht der Moglichkeit starker Damp-
fung, da viele Badoszillatoren vorhanden sein kéonnen. In unserem Fall eines linearen
Schaltkreises ist ein Bad bilinear angekoppelter harmonischer Oszillatoren sicher an-
gemessen. Dieses Modell ist in der Quantenoptik seit mehreren Jahrzehnten bekannt
[32] und wurde in jiingerer Zeit von Caldeira und Leggett [31] im Zusammenhang mit
dem Problem des makroskopischen Quantentunnelns wieder eingefiihrt. Wie wir aus
dem vorigen Abschnitt wissen, konnen wir harmonische Oszillatoren durch LC-Kreise
modellieren. Wir erhalten somit fiir den Hamiltonoperator, der die Ankopplung des
Tunnelkontakts an seine Umgebung beschreibt

2q5 @)222 (P - %)]- (2:32)

Da wir hier die transformierten Variablen ¢ und @ verwendet haben, ist eine im Schalt-
kreis vorhandene Spannungsquelle automatisch beriicksichtigt. Der erste Term in (2.32)
beschreibt die Systemenergie, in unserem Fall die zum Tunnelkontakt gehorige La-
dungsenergie. Der zweite Term beschreibt N Badfreiheitsgrade, wobei im allgemeinen
der Grenzfall unendlich vieler Badfreiheitsgrade zu betrachten ist. Die Badfreiheits-
grade sind harmonische Oszillatoren der Frequenz w, = (L,C,)"*/? die bilinear an
die Phase des Tunnelkontaktes gekoppelt sind. Als freie Parameter bleiben die spek-
trale Verteilung der Badoszillatoren und ihre Ankopplungsstérke, die durch die duflere
Impedanz bestimmt werden, wie wir noch sehen werden.

Trotz der Ankopplung an die harmonischen Oszillatoren erscheint es vielleicht im-
mer noch erstaunlich, daf§ ein Hamiltonoperator der Struktur (2.32) wirklich Dissi-
pation beschreiben kann. Im Prinzip konnte man zu Normalkoordinaten iibergehen,
womit man zeigen kann, dafl eine bestimmte Anfangsbedingung nach einer gewissen
Zeit, der sogenannten Poincaréschen Wiederkehrzeit, wieder auftritt. Wenn man jedoch
eine kontinuierliche Verteilung von Badoszillatoren betrachtet, so geht die Wiederkehr-
zeit nach Unendlich, und man beschreibt tatséchlich ein dissipatives System. Davon
kénnen wir uns iiberzeugen, indem wir die Badfreiheitsgrade eliminieren. Dazu leiten
wir aus (2.32) die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen fiir die Operatoren Q, D, qn
und ¢, her. Die Gleichungen fiir die Badfreiheitsgrade lassen sich leicht l6sen, wenn
man ¢ als eine gegebene Funktion der Zeit auffafit. Benutzt man die Losungen, um

@
Hepy = 2C+Z
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die Badfreiheitsgrade aus den Gleichungen fiir Q und @ zu eliminieren, so erhilt man
nach einer partiellen Integration

Ot) + % / "dsY(t— $)O(s) = In(t) (2.33)
und

.. t . e
CH(t) + /O ds Y (t = 5)5(s) = = In(). (2.34)
Durch geeignete Wahl der Parameter L,, und C,, in (2.32), also der spektralen Vertei-
lung der Badoszillatoren und ihrer Ankopplungsstéirke, kann man wie gefordert jeden
beliebigen Dampfungskern

Y=Y Li cos(wnt) (2.35)

n=1 "N

iiber seine Fourierdarstellung erhalten. Die Inhomogenitit Iy(t) in (2.33) und (2.34)
stellt ein quantenmechanisches Stromrauschen dar, das von den Anfangsbedingungen
bei ¢ = 0 abhingt. Wenn wir den Erwartungswert der Bewegungsgleichung (2.33)
bilden, so finden wir nach Laplacetransformation durch Vergleich mit (2.6), daf8 die
Fouriertransformierte von Y () gerade die Admittanz

1 oo —iwt
V@)= 5= /_ dtY()e (2.36)
ist. Damit ist gezeigt, daf es mit dem Hamiltonoperator (2.32) tatséichlich moglich ist,
jede beliebige Impedanz Z(w) zu modellieren.

Zum Abschluf} dieses Kapitels wollen wir noch kurz die Bewegungsgleichung (2.34)
fiir die Phase im Rahmen der mechanischen Analogie gemifl Tabelle I interpretieren.
Wir finden dann, dafl der Schaltkreis bestehend aus Kapazitit und &uflerer Impe-
danz einem geddmpten freien Teilchen entspricht. Ist die &uflere Impedanz speziell ein
ohmscher Widerstand so erhélt man als mechanisches Analogon gerade das durch die
Langevin-Gleichung

i+ yi = £(t) (2.37)

mit Dadmpfung v und Rauschkraft £(¢) beschriebene, ohmsch geddmpfte freie Teilchen.
Insbesondere die diffusiven Eigenschaften dieses Systems werden spéter noch von Be-
deutung sein.
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3 Elektronentunnelraten fiir einzelne
Tunnelkontakte

3.1 Der Tunnelhamiltonoperator

Bisher haben wir nur die Umgebung eines Tunnelkontaktes untersucht. Indem
wir den Tunnelkontakt durch einen Kondensator ersetzt haben, wurde die Moglichkeit
des Ladungstransports durch Tunneln ausgeschlossen. Wir wollen nun einen Hamil-
tonoperator einfithren, der die Quasiteilchen in den beiden Metallelektroden sowie das
Tunneln von Elektronen beschreibt. Zusammen mit dem Hamiltonoperator (2.32) fiir
die Umgebung haben wir dann die Ausgangsbasis, um Tunnelraten fiir einen Kon-
takt in seiner elektromagnetischen Umgebung und damit auch den Strom durch einen
Tunnelkontakt zu berechnen.

Die Quasiteilchen in den beiden Metallelektroden werden durch den Hamiltonope-
rator

HQP = Z ekclacko + Z echpcqa (31)
ko qo

beschrieben. Die Quasiteilchen, die wir im folgenden gelegentlich auch etwas ungenau
einfach als Elektronen bezeichnen werden, sind durch ihre Wellenvektoren k in der
linken und ¢ in der rechten Elektrode sowie den Spin o gekennzeichnet und haben die
Energie €5, bzw. €.

Das Tunneln von Elektronen durch den Kontakt wird durch den Hamiltonoperator
[26, 33, 34]

Hr = Z quczackae’w + Z T,:qclacqaew (3.2)

kqo kqo

eingefiihrt. Die erste Summe beschreibt das Tunneln eines Elektrons von links nach
rechts, wobei ein Quasiteilchen in der linken Elektrode vernichtet und eines in der
rechten Elektrode erzeugt wird. Entsprechend beschreibt die zweite Summe den umge-
kehrten Vorgang des Tunnelns von rechts nach links. Der Operator exp(—ig) verandert
gemif (2.28) beim Tunnelvorgang die Ladung (). In Rahmen unserer mechanischen
Analogie wiirde dieser Operator einem Impulstranslationsoperator entsprechen. So-
lange der Tunnelkontakt nicht an eine Umgebung angekoppelt ist, besitzt die Phase
¢ keine Dynamik und spielt bei der Berechnung von Tunnelraten und -stromen keine
Rolle. In der Gegenwart einer dufleren Umgebung jedoch stellt der Operator exp(—iyp)
die Kopplung zwischen dem Tunnelvorgang und der Umgebung her. Im Hamiltonope-
rator (3.2) kommen sowohl die Quasiteilchenoperatoren ¢’ und ¢ als auch der Phasen-
operator ¢, der konjugiert zur Ladung @) ist, vor. Wir betrachten diese Operatoren als
unabhéngig und wollen annehmen, dafl die Quasiteilchenoperatoren mit dem Phasen-
und Ladungsoperator vertauschen, obwohl sich Phase und Ladung im Prinzip durch
Quasiteilchenoperatoren ausdriicken lassen. Die Annahme der Vertauschbarkeit ist
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deswegen gerechtfertigt, weil Phase und Ladung durch eine Linearkombination sehr
vieler Quasiteilchenoperatoren dargestellt werden, wobei jeder einzelne Quasiteilchen-
operator nur entsprechend wenig beitragt.

Im Abschnitt 2.3 hatten wir gesehen, daf} es praktisch ist, den Einfluf} einer &ufleren
Spannungsquelle durch eine zeitabhéngige Transformation auf die neuen Variablen ¢
und @ zu beriicksichtigen. In den Hamiltonoperatoren (3.1) und (3.2) erreichen wir
dies mit Hilfe der zeitabhingigen unitédren Transformation

U(t) = exp [i%VthLackU] . (3.3)

ko

Benutzen wir die fiir Fermioperatoren giiltige Operatorgleichung

—iacte _iact ;
e noc CceZOlC c — Cela7 (3.4)

so finden wir fiir die neuen Hamiltonoperatoren
~ ~ 0
Hyp+ Hr =U) (Hyp + Hr)U () — ihU ()T aU(t)

= Z(ek + ev)c;rcocka + %_: GqC:;o.an (35)

ko
+ Tigel e+ T;qc,tacqaei¢.
kqo kqo
Durch die Transformation (3.3) haben wir die mittlere Zeitabhéngigkeit (e/h)V't, die
in (3.2) in der Phase vorhanden war, beseitigt. Wegen der Zeitabhéngigkeit der Trans-
formation haben sich die Energien der Quasiteilchen in den beiden Elektroden relativ
zueinander gerade um eV verschoben.

Der Hamiltonoperator (3.5) hat die iibliche Form zur Beschreibung des Tunnelns
im Rahmen einer Vielteilchentheorie. Bei der Aufspaltung des gesamten Hamilton-
operators in einen linken und rechten Anteil werden Zustdnde betrachtet, die in der
jeweils anderen Elektrode exponentiell abfallen [35]. Damit 148t sich die Tunnelrate in
fithrender Ordnung stérungstheoretisch berechnen, was wir im folgenden tun werden.
Wir bemerken jedoch, daf3 die Hamiltonoperatoren fiir die linke und rechte Elektrode
nicht exakt miteinander kommutieren und daher in héherer Ordnung Komplikationen
auftreten wiirden [36].

Bevor wir mit der Berechnung von Tunnelraten beginnen, wollen wir kurz den
Gesamthamiltonoperator angeben, der den Ausgangspunkt fiir die weiteren Uberle-
gungen bildet. Die einzelnen Bestandteile sind der Hamiltonoperator fiir die Ladung
und die Ankopplung an die Umgebung He,, geméf (2.32), der Hamiltonoperator fiir
die Quasiteilchen H, und der Tunnelhamiltonoperator Hy gemiB (3.5), so daf8 sich
der Hamiltonoperator insgesamt als

H = Hy, + Hepy + Hr (3.6)
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schreiben 148t. Dabei fiihrt der Tunnelhamiltonoperator zu einer Kopplung der ersten
beiden Anteile Hy, und Hepy.

3.2 Berechnung der Tunnelraten
3.2.1 Storungstheorie

Wir wollen jetzt ausgehend vom Hamiltonoperator (3.6) im Rahmen der goldenen
Regel Tunnelraten storungstheoretisch berechnen. Dabei machen wir folgende Annah-
men. Als ungestortes System nehmen wir die beiden Elektroden sowie die Umgebung
und betrachten den Tunnelhamiltonoperator als Storung. Dies bedeutet, dafl das Tun-
nelmatrixelement 7T},, das wir in (3.2) eingefiihrt hatten, klein sein mufi. Demzufolge
mischen die Quasiteilchenzustédnde links und rechts kaum und liefern damit eine gute
Beschreibung der Elektroden. Praktisch bedeutet das, daf§ der Tunnelwiderstand Ry,
der, wie sich noch zeigen wird, invers proportional zum Quadrat des Tunnelmatrix-
elements ist, groB} gegeniiber dem Widerstandsquant Rx = h/e?, das eine natiirliche
Widerstandsskala darstellt, sein muf. Untersuchungen fiir beliebige Tunnelwiderstédnde
[37-39] deuten darauf hin, da§ Ladungseffekte mit abnehmender Lokalisierung der La-
dungstriager auf den Elektroden zerstort werden. Eine weitere Annahme betrifft das
ungestorte System, das sich vor jedem Tunnelprozefl im Gleichgewicht befinden soll.
Das bedeutet, dafl die Zeit zwischen zwei Tunnelvorgéngen grofl gegeniiber der Relaxa-
tionszeit der Umgebung sein mufl. Schliellich haben wir im Rahmen der Formulierung
des Tunnelhamiltonoperators angenommen, dafl die Tunnelzeit vernachlaffigbar klein
ist [40].

Wie schon erwéhnt berechnen wir die Tunnelraten geméf der goldenen Regel

iy = |\ Birli) PS(B: — ), (3.7)

die die Rate fiir den Ubergang von einem Anfangszustand |i) in einen Endzustand
|f) angibt. Dabei sind diese Zusténde als ungestort zu betrachten. Sie faktorisieren
daher in einen Quasiteilchenzustand und einen Badzustand. Letzterer beschreibt den
Ladungszustand des Kontakts und den Zustand der elektromagnetischen Umgebung.
Wir schreiben daher fir Anfangs- und Endzustand |i) = |E)|R) bzw. |f) = |E")|R').
Hierbei sind |E) und |E’) Quasiteilchenzusténde der entsprechenden Energie, und |R)
und |R’) sind Badzustidnde der Energien Eg bzw. Ef. Da sich die Summanden im
Tunnelanteil von (3.5) als Produkt von Quasiteilchenoperatoren und Badoperatoren
schreiben lassen, erhalten wir fiir das Matrixelement des Tunnelhamiltonoperators in
(3.7)

(flHrli) = (E'|HF|E)(R|e”"|R) + (E'|H{'| E)(R|e*’| R). (3-8)
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Dabei haben wir den Quasiteilchenanteil des Tunnelhamiltonoperators

HY = Zquczacko (3.9)

kqo

eingefiihrt.
Der Ausdruck (3.7) gibt nur die Rate fiir den Ubergang von einem spezifischen
Ausgangszustand in einen spezifischen Endzustand an. Um die Gesamtrate fiir das
Tunneln eines Elektrons von links nach rechts zu erhalten, miissen wir iiber alle An-
fangszustdnde gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit, diese im Gleichgewicht zu finden,
sowie iiber alle Endzustéinde summieren. Wir erhalten somit
= 2 [too

L(V) == | dBEAE"Y [(EH7|E)][(Re™?|R)

R,R/ (3.10)
XPg(E)Pg(R)(;(E + eV + ER — EI — E;%),

wobei P3(E) und Ps(R) die thermischen Gleichgewichtsverteilungen zur inversen Tem-
peratur § = 1/kgT fiir die Quasiteilchen bzw. das Bad sind. Die Energien von Anfangs-
und Endzustand setzen sich aus den Quasiteilchen- und Badenergien zusammen. Hier-
bei wurde in der Energie E+eV + Er des Anfangszustands beriicksichtigt, dafl die Qua-
siteilchenenergien in der linken Elektrode nach (3.5) durch die dufiere Spannungsquelle
um eV angehoben sind. Wir geben hier nur den Ausdruck fiir die Vorwértstunnelrate
I' an, die das Tunneln in der Richtung beschreibt, die durch die anliegende §pannung
bevorzugt wird. Ein entsprechender Ausdruck fiir die Riickwértstunnelrate I'; also fiir
das Tunneln von rechts nach links, 148t sich natiirlich auch direkt hinschreiben, und die
folgende Rechnung verlduft dann ganz analog. Wir werden am Ende unserer Rechnung
das Ergebnis fiir die Riickwartstunnelrate angeben.

Im Ausdruck (3.10) miissen wir jetzt die Matrixelemente und die thermischen
Gleichgewichtsverteilungen bestimmen. Wir betrachten zunéchst einen Summanden
ThqCloCro im Quasiteilchenanteil des Tunnelhamiltonoperators. Die einzig méglichen
Quasiteilchenzustéinde, fiir die das Matrixelement (E'|cl,c,,|E) dieses Operators nicht
verschwindet, sind |E) = |..., 14,...,040,...) und |E') =|...,0kp, ..., 14o,...). Da-
bei ist im Anfangszustand |E) der Quasiteilchenzustand mit Wellenvektor k£ und Spin o
auf der linken Seite besetzt, wihrend der Zustand mit Wellenvektor ¢ und Spin ¢ auf der
rechten Seite unbesetzt ist. Die Besetzung der anderen Quasiteilchenzustédnde ist hier
nicht von Bedeutung. Entsprechendes gilt fiir den Endzustand, in dem die Besetzung
der beiden Quasiteilchenzustidnde gerade umgekehrt ist. Da die Wahrscheinlichkeit, daf3
ein bestimmter Gesamtzustand vorliegt, durch das Produkt der Besetzungswahrschein-
lichkeiten der Einzelzustinde gegeben ist, haben wir fiir den oben angegebenen, erlaub-
ten Zustand |E) im thermischen Gleichgewicht die Wahrscheinlichkeit f(ex)[1 — f(€,)],
wobei

1

JE) = 1 + exp(BE)

(3.11)
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die Fermiverteilung ist. Wir erhalten somit aus (3.10)

By =27 [ dewde, S Tial? )1~ fle)
% kqo

(3.12)
x Y (R|e"|R)]’Ps(R) 6(e, + eV + Ep — €, — Ep).

R.R!

In der die Energieerhaltung beschreibenden §-Funktion haben wir dabei £ — E’ durch
€ — € ersetzt, da sich die Besetzungszahlen der anderen Quasiteilchenzusténde nicht
andern. Dies ist auch die einzige Stelle, an der die duflere Spannung auftritt, da das
Ferminiveau in der linken Elektrode um eV angehoben ist.

Wenn die angelegte duflere Spannung V' so klein ist, dafl eV viel kleiner als die
Fermienergie ist, und das ist hier immer der Fall, dann haben die beteiligten Quasi-
teilchenzustinde Energien in der Ndhe der Fermienergie. Wir nehmen nun an, daf
das Tunnelmatrixelement 7Ty, nur schwach von den Quasiteilchenenergien €, und ¢,
abhiingt und ersetzen 3, [Tie|*> durch ein gemitteltes quadratisches Matrixelement
|T|?, das auch die Zustandsdichte an der Fermienergie beriicksichtigt. Wir fassen dann
alle konstanten Faktoren zusammen und fiithren in der Rate den Tunnelwiderstand Rr
ein. Somit ergibt sich

= 1 too / /
V)= g [ ABAE'F(B)L - f(E') -
x S |(Rle IR PPy(R) §(E + eV + B — F' — Fy),

R,R!

wobei wir die Energien ¢, und ¢, in £ und E’ umbenannt haben. Aus Dimensi-
onsgriinden ist klar, dal es sich bei Ry um einen Widerstand handelt. Die Recht-
fertigung, ihn Tunnelwiderstand zu nennen, wird weiter unten gegeben, wenn wir die
Strom-Spannungs-Charakteristik berechnet haben.

3.2.2 Herausspuren der Badzustinde
Als néchstes miissen wir iiber das Bad spuren, d.h. wir miissen die Summe iiber

R und R' ausfithren. Die Wahrscheinlichkeit, den Badanfangszustand |R) zu finden,
ist durch das diagonale Matrixelement

Ps(R) = (R|ps|R) (3.14)
der Gleichgewichtsdichtematrix

ps = 25" exp(—FHeny) (3.15)
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zur inversen Temperatur 3 gegeben. Hierbei ist

Zs = Sp{exp(~Hen) | (3.16)

die Badzustandssumme. Fiir das folgende ist es praktisch, die Deltafunktion in (3.13),
die die Energieerhaltung garantiert, durch ihre Fourierdarstellung

S(E+ eV + Ep — E' — Eb)
? ! /
_ —%h/m dtexp<ﬁ(E—|—eV—|—ER—E —ER)t>

zu ersetzen. Wir verwenden dann die von den Badenergien abhingenden Zeitfaktoren
dazu, in einem Faktor des Quadrats des Matrixelements in (3.13) einen zeitabhédngigen
Phasenfaktor im Heisenbergbild einzufithren. Wir erhalten dann fiir die Vorwértstun-
nelrate

TV = e?j% /- " ABdE / ) %exp<;(E— B+ eV) t) FE)1— (B

x 3 P3(R)(R|e®D|RY(R|e " D|R).  (3.18)

R,R'

Da die Badzustande vollstandig sind, kénnen wir die Summe iiber R’ ausfithren. Der
verbleibende Badanteil in (3.18) 1a8t sich nun geméaf

(W20 ; — S (R|ei?0e 10| R) Py(R)
1; (3.19)

<R|6up i@(o)e_ﬁHenv |R>
T 25

als Gleichgewichtskorrelationsfunktion schreiben, wobei wir von der Gleichgewichtsver-
teilung P3(R) in (3.14) Gebrauch gemacht haben. Wir finden somit schliefllich fiir die
Vorwiértstunnelrate

—

V)=

[ T apaE s - 12

+oo  dt ) . .
X /OO Py exp(%(E — E'+¢€V) t) (P =#(0)) ;.

2R
T (3.20)

3.2.3 Die Phasenkorrelationsfunktion

Aus dem Ratenausdruck (3.20) folgt, da der EinfluB der Umgebung auf das
Tunneln im Rahmen der hier gemachten Ndherungen durch die Korrelationsfunktion
(e¥Me=i?(0)) 5 bestimmt wird. Andererseits hatten wir in Abschnitt 2.2 die Korre-
lationsfunktion ($(t)@(0))s berechnet und das Ergebnis (2.25) erhalten. In diesem
Abschnitt wollen wir einen Zusammenhang zwischen diesen beiden Korrelationsfunk-
tionen herstellen. Dies gelingt uns, weil der Hamiltonoperator He,,, der bei der Be-
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rechnung der Korrelationsfunktionen verwendet wird, geméf (2.32) harmonisch ist,
und somit die in (3.15) definierte Dichtematrix in der ¢-Darstellung GauBform besitzt.
Es ist daher moglich, die gesuchte Korrelationsfunktion durch Korrelationsfunktionen
hochstens zweiter Ordnung auszudriicken. Dazu verwendet man das verallgemeinerte
Wick-Theorem fiir Gleichgewichtskorrelationsfunktionen [41]

(3.21)
+(A1A,) 5(ArAs . Ay

Dieses Theorem gilt dann, wenn der Hamiltonoperator mit dem der Erwartungswert
berechnet wird, eine Ansammlung unabhéngiger harmonischer Oszillatoren beschreibt,
und wenn die Operatoren A; Linearkombinationen der zugehorigen Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren sind. Die erste Bedingung ist erfiillt, weil der Hamiltonope-
rator (2.32) im Prinzip diagonalisiert werden kann. Aus der Linearitdt der Bewe-
gungsgleichungen folgt auflerdem, daf§ ¢(¢) sich immer durch eine Linearkombination
von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren darstellen lafit, womit auch die zweite
Bedingung erfiillt ist. Wir wenden nun das verallgemeinerte Wick-Theorem auf die
rechte Seite von

d [le% —iQp . ~ Yo% —iop wap(t) ~ —iop

£<e P(1)=ieP0)  — [@(t)e (1) g3 (0)) o (0Pt 5(0)e <p(0)>ﬁ} (3.22)
an, nachdem wir die Exponentialfunktionen in Potenzreihen entwickelt haben. Die sich
ergebenden Summen lassen sich wieder durch Exponentialfunktionen ausdriicken, und

man erhalt

%@m@“)em@“’))ﬂ = 20([@(t) — $(0)](0)) p(e PP} 5. (3.23)

Dabei haben wir verwendet, dafl wegen der Stationaritdt von Gleichgewichtserwar-
tungswerten (4(¢)%)5 = (¢(0)?)4 gilt. Die Differentialgleichung (3.23) 148t sich mit der
richtigen Anfangsbedingung fiir @ = 0 leicht 16sen, und wir erhalten fiir & = 1 den
gesuchten Zusammenhang

(e?We?0) 5 = exp {([(t) — ¢(0)]2(0))s} - (3.24)

Fiir das weitere ist es praktisch, die Abkiirzung

J(t) = ([p(t) = #(0)]2(0)) (3.25)

einzufiihren. Wir verwenden jetzt unser Resultat (2.25) fiir die Gleichgewichtsphasen-
korrelationsfunktion zusammen mit der Identitéat

1 1 1 1
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und erhalten

+oo dw ReZy(w) e ™ — 1
J=2[ "=
( ) -0 W Rrg 1— e fhw
N 0 w RK

(3.27)
{coth(%ﬁhw) [cos(wt) — 1] — isin(wt)} :

Dabei haben wir ausgenutzt, daf3 der Realteil der Impedanz eine gerade Funktion ist,
da die Fouriertransformierte der Impedanz reell sein muf.

Nachdem wir einen expliziten Ausdruck fiir die Korrelationsfunktion J(t) gefunden
haben, wollen wir sie nochmals im Lichte unserer mechanischen Analogie betrachten.
Wir bemerken zunéchst, dafi (p(t)¢(0))s eine Infrarotdivergenz besitzt, sofern nicht
der Realteil der Impedanz bei w = 0 verschwindet, was im allgemeinen nicht der Fall
ist. Dieses Verhalten 1483t sich leicht verstehen, wenn wir uns daran erinnern, dafl unser
System zu einem geddmpften freien Teilchen analog ist. Das freie Teilchen ist rdumlich
nicht beschriinkt, was zur Folge hat, dafi der Erwartungswert (p?)s divergiert. Erst
wenn man diesen Anteil abzieht, wie es in J(t) gerade der Fall ist, erhdlt man einen
endlichen Ausdruck.

3.2.4 Die Tunnelrate

Wenn wir nochmals den Ausdruck (3.20) fir die Vorwértstunnelrate betrachten,
so finden wir, daf} sich dieser sehr kompakt als [26]

(V)= 62}% L ;oo dEAE f(E)[1 — f(E' +eV)|P(E — E') (3.28)

schreiben 14f8t, wenn man die Fouriertransformierte
1 [t i
PE) = [ "a exp[J(t) + —Et] (3.29)
27Th —00 h

der Korrelationsfunktion (3.24) einfiihrt. Diese Funktion P(FE), die jetzt den gesamten
Einflufl der dufleren Umgebung beinhaltet, 148t sich sehr einfach physikalisch interpre-
tieren. Die Fermifunktionen in (3.28) geben die Wahrscheinlichkeit an, ein Quasiteil-
chen der Energie F links und einen unbesetzten Quasiteilchenzustand der Energie E’
rechts zu finden. Die angelegte Spannung ist in der zweiten Fermifunktion beriick-
sichtigt. Ohne eine &duflere Umgebung miifite die Energie des tunnelnden Elektrons
erhalten bleiben, und die Funktion P(FE) wére durch eine Deltafunktion zu ersetzen.
Bei Anwesenheit einer duleren Umgebung gibt es die Moglichkeit, dafl das Elektron
beim Tunneln Energie mit der Umgebung austauscht. Genau dieser Vorgang wird
durch P(FE) beschrieben. Fiir positive Energien ist P(E) die Wahrscheinlichkeit, daf
das tunnelnde Elektron die Energie £ an die Umgebung abgibt, wéhrend P(FE) fiir ne-
gative Energien die Wahrscheinlichkeit angibt, dafl das tunnelnde Elektron die Energie
E aus der Umgebung aufnimmt. Wir werden die Funktion P(E) noch besser verstehen,
wenn wir im néchsten Abschnitt ihre allgemeinen Eigenschaften genauer diskutieren.
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Zunichst wollen wir jedoch noch den Ratenausdruck (3.28) weiter umformen, in-

dem wir ein Energieintegral ausfiihren. Dazu betrachten wir zunéchst das Integral
+oo
9@@) = [ dE[f(B) - J(E + ), (3.30)

— 00

das wir auch spéter noch benétigen werden. Die Ableitung von g(z) beztiglich z 148t
sich leicht auswerten, und man erhilt dg(z)/dx = f(—o00) — f(400) = 1. Integrieren
wir dieses Resultat mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 0, so erhalten wir die Beziehung

/ AEf(B) - f(E+2)] = . (3.31)

—00

Unter Verwendung von

f(E) = f(E+x)

E)1-f(E = .32
)L - (B +2)) = T =L (332)
ergibt sich fiir das Integral, das wir benétigen, um (3.28) zu vereinfachen
+o00 €T
/m dE f(E)1 - f(E+2) = -——. (3.33)

Wir finden damit als Endergebnis fiir die Vorwértstunnelrate durch einen einzelnen
Tunnelkontakt

Ty = —— [“aE b pev - (3.34)
"~ e2Ry [oo 1 — exp(—fEF) c ' '

Eine entsprechende Rechnung kann natiirlich auch fiir die Riickwértstunnelrate durch-
gefithrt werden. Man findet jedoch sofort aus Symmetriegriinden den Zusammenhang

r(v)=T(-V), (3.35)

der durch die explizite Rechnung bestétigt wird.

Das Ergebnis (3.34) erlaubt es im Prinzip, bei vorgegebener &uflerer Impedanz
Z(w) und gegebener Temperatur die Tunnelraten zu berechnen. Wir wollen im folgen-
den zunichst einige allgemeine Eigenschaften von P(FE) herleiten, die die Tunnelraten
und Strom-Spannungs-Charakteristiken wesentlich prigen. Als Grenzfille der mogli-
chen dufleren Umgebungen des Tunnelkontakts werden wir die Féille sehr kleiner und
sehr grofler Impedanz betrachen. Anschliefend werden wir uns verschiedene spezielle
Impedanzen ansehen. Dabei werden wir noch mehr iiber den Einflufl der &ufleren Um-
gebung lernen und auch Beispiele diskutieren, die von experimenteller Bedeutung sind.
Es wird im allgemeinen nur selten méglich sein, analytische Resultate zu erhalten. Wir
werden deshalb auch numerische Moglichkeiten diskutieren, die es erlauben, P(E) zu
berechnen.
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3.3 Allgemeine Eigenschaften von P(FE)

Die Wahrscheinlichkeit P(FE) fiir den Energieaustausch zwischen dem tunnelnden
Elektron und der Umgebung 148t sich mit Hilfe der Gleichungen (3.27) und (3.29) bei
gegebener Temperatur und duflerer Impedanz berechnen. Wir wollen im folgenden die
Impedanz noch nicht genau spezifizieren, sondern zunéchst einige wichtige allgemeine
Eigenschaften von P(FE) diskutieren.

Aus der Definition (3.29) von P(FE) folgt unmittelbar eine erste Summenregel

/ CAEP(E) = 'O — 1. (3.36)
Hierbei haben wir ausgenutzt, daf§ aus der Definition (3.25) sofort J(0) = 0 folgt. Diese
Summenregel bedeutet, dal P(E) normiert ist, wie man es von einer Wahrscheinlichkeit
erwartet.

Eine zweite Summenregel fir P(F) ergibt sich, wenn man die Summenregel (2.10)
fir die totale Impedanz benutzt. Nimmt man die Zeitableitung von exp[J(¢)] an der
Stelle t = 0, so erhélt man mit (3.29)

+o00 .
| AEEP(E) = inJ(0) = E.. (3.37)
Um die zweite Gleichheit zu zeigen, entwickelt man J(t) fiir kurze Zeiten. Berticksich-
tigt man, daf der Imaginérteil von Z(w) antisymmetrisch in der Frequenz ist, so erhélt
man

J(0) = —i / % g Zle). (3.38)
0 Ry

Zusammen mit der Summenregel (2.10) fiir die Impedanz ergibt sich dann das Resultat
(3.37), demzufolge die mittlere vom tunnelnden Elektron abgegebene Energie gerade
die Ladungsenergie E. ist. Dies ist jedoch nur dann der Fall, wenn die dulere Impedanz
nicht verschwindet. Sonst wire P(E) = §(F), da das tunnelnde Elektron keine Energie
abgeben konnte, und die Summenregel wiirde Null ergeben. Es sei noch angemerkt,
daB hier wie bei der Impedanz-Summenregel eine renormierte Kapazitéit einzusetzen
ist, falls die Umgebung kapazitive Anteile enthalt.

Als néchstes wollen wir eine Beziehung zwischen P(F) und P(—FE), also den Wahr-
scheinlichkeiten, dafl das tunnelnde Elektron Energie abgibt oder aufnimmt, herleiten.
Dazu benutzen wir die beiden Identitdten

<ei¢<t>e*i¢(0)> 5= <e—z’¢(t) ei¢(0)> 3 (3.39)
und

(1D e=i20)) o — (o=iB(0) i (tFinB)y (3.40)
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Die erste Beziehung folgt direkt aus (3.24) wenn man dort ¢ durch —@ ersetzt. Um
die zweite Identitiat zu zeigen, schreibt man die Korrelationsfunktion als Spur

Sp <675Heth/heigbefth/hefi@)

- Sp(e=fH)

<ei¢(t)67i¢(0)> (3.41)

und nutzt die zyklische Invarianz der Spur aus. Verwendet man nun (3.39) und (3.40)
zusammen mit der Definition (3.29) von P(E), so erhilt man

P(—E) =e¢PEP(E). (3.42)

Diese Symmetrie, die detailliertes Gleichgewicht genannt wird, verkniipft die Wahr-
scheinlichkeiten Energie abzugeben oder aufzunehmen {iber einen Boltzmannfaktor.
Dies hat zur Konsequenz, da§ P(E) bei Temperatur Null fiir negative Energien ver-
schwindet, da das tunnelnde Elektron dann keine Energie von der Umgebung aufneh-
men kann.

3.4 Integralgleichungen fiir P(FE)

Bis auf wenige Ausnahmen ist es nicht moglich, Tunnelraten analytisch fiir eine
gegebene Impedanz zu berechnen. Man mufl daher zu numerischen Methoden greifen,
wobei insbesondere die Berechnung von P(FE) Beachtung verdient. Die Tunnelrate
erhilt man dann nach (3.28) einfach durch numerische Integration. Eine Moglichkeit
zur Bestimmung von P(E) besteht darin, direkt die Definitionen (3.27) und (3.29) zu
verwenden. Um Gebrauch von schnellen Fouriertransformationsmethoden machen zu
kénnen, berechnet man zunéchst die zeitliche Ableitung von J(t). Nach einer anschlie-
Benden Integration, Exponenzierung und einer weiteren Fouriertransformation erhélt
man schliellich P(FE). Eine Alternative stellen Integralgleichungen dar, die man fiir die
beiden Fille verschwindender und endlicher Temperatur herleiten kann. Dabei wird
P(FE) direkt berechnet ohne dafi der Umweg tiber die Zeitdoméne notig wére. Mit Hilfe
der Integralgleichung fiir Temperatur Null kann man zusétzlich eine Aussage iiber das
asymptotische Verhalten von P(FE) bei grolen Energien machen.

Wenden wir uns zunéchst dem einfacheren Fall verschwindender Temperatur zu.
Die Herleitung der Integralgleichung basiert auf einer Idee von Minnhagen [42]. Aus
(3.27) folgt im Grenzfall verschwindender Temperatur fiir die Korrelationsfunktion

s =2 [ %‘)%ﬁ”)(e—w _). (3.43)

Differenzieren wir exp[.J(¢)] nach der Zeit, so ergibt sich

d

L explJ(1)] = —2i exp[J(2)] /0 “d

ReZt (w)
at v

—iwt, 3.44
o (3.44)
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Um daraus eine Integralgleichung fiir P(F) zu gewinnen, nehmen wir die Fouriertrans-
formierte dieser Gleichung und erhalten auf der linken Seite einen zu EP(FE) propor-
tionalen Ausdruck wahrend die rechte Seite ein Faltungsintegral liefert. Wenn wir noch
ausnutzen, dafl P(E) bei Temperatur Null fiir negative Energien verschwindet, erhalten
wir schliellich

(B — E)/h]

i P(E)). (3.45)

E
EP(E) =2 / ap B2
0

Da P(FE) somit nur von den Wahrscheinlichkeiten zu niedrigeren Energien abhéngt,
&8¢t sich diese Integralgleichung leicht 16sen indem man mit einem beliebigen Wert fiir
P(0) beginnt und dann P(F) fiir grofere Energien iterativ berechnet. AbschlieBend ist
das Resultat dann noch in Ubereinstimmung mit der Summenregel (3.36) zu normieren.
Aus der Integralgleichung (3.45) kann man das Verhalten von P(F) fiir groe Ener-
gien bei verschwindender Temperatur gewinnen. Aus den Summenregeln fiir P(E)
konnen wir schlieen, dafl diese Funktion bei einer endlichen Energie ein Maximum
besitzt und dann fiir groBe Energien abféllt. Wihlen wir nun in (3.45) als obere In-
tegrationsgrenze eine hinreichend grofie Energie, so konnen wir E’ gegeniiber F im
Argument der Impedanz vernachlissigen. Das Integral iiber £’ wird dann das Normie-
rungsintegral fir P(E’). Wir erhalten somit fiir das asymptotische Verhalten [43, 44]

_ 2ReZ(E/h)

P(E) i) R

fir £ — oo. (3.46)
Wenden wir uns nun dem experimentell relevanteren Fall endlicher Temperaturen
zu [45]. Dieser Fall ist etwas komplizierter, da das tunnelnde Elektron jetzt auch
Energie aus der Umgebung aufnehmen kann, P(F) also fiir negative Energien nicht
mehr verschwindet. Es stellt sich heraus, dafl es giinstig ist, das Langzeitverhalten der
Korrelationsfunktion J(t) explizit zu beriicksichtigen. Wir nehmen dazu an, daf§ die
duflere Impedanz eine ohmsche Komponente besitzt, d.h. der Realteil der Impedanz
soll im Grenziibergang Frequenz gegen Null nicht verschwinden. Dies ist experimentell
im allgemeinen erfiillt. Dann konnen wir das divergierende Langzeitverhalten gemaf

J(t) = —Dlt| + Ji(t) (3.47)

abspalten, wobei J (t) fiir groBe Zeiten gegen eine Konstante geht. Die Proportionalitét
zur Zeit 148t sich im Rahmen der mechanischen Analogie als diffusives Verhalten eines
Brownschen Teilchens verstehen, wobei die Diffusionskonstante den Wert

. Q_WReZt(O)
 hB Rk

(3.48)

annimmt. Wie man sieht, geht die Diffusionskonstante im Grenzfall verschwindender
Temperatur gegen Null. Da die Umgebung keine Energie mehr zur Verfiigung stellen
kann, ist das diffusive Langzeitverhalten bei Temperatur Null nur logarithmisch.
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In Analogie zum Fall verschwindender Temperatur differenzieren wir exp[J ()]
nach der Zeit. Nach einer formalen Integration mit der Anfangsbedingung exp[.J;(0)] =
1 erhalten wir

o .
explJi(t)] — 1 = —% dt’ / dE k(E) exp —%Et’ + (). (3.49)
0 —00

Hierbei enthilt die Funktion

2 ReZy(0)

k:(E):l?:(E)—/BE r

(3.50)

mit
- 2 ReZ,(E/h)

RE) = 15— g (3.51)

die gesamte Abhiingigkeit von duBerer Impedanz und Temperatur. Die Funktion k(E)
ist proportional zur Fouriertransformierten der zeitlichen Ableitung von J(t), wie man
durch Vergleich mit (3.27) feststellt. Die Funktion k(E) ergibt sich aus k(FE) durch
Subtraktion des niederenergetischen Anteils. Aus (3.29) folgt fiir die halbseitige Fou-
riertransformierte von exp|J(t)] der Zusammenhang

P(E - E')

.52
—, (35

/O Car exp{%Et + J(t)} — 7hP(E) + ih][oo dE'
wobei das zweite Integral ein Cauchysches Hauptwertintegral ist. Wir bendtigen dieses
halbseitige Fourierintegral wegen des Betrags in (3.47). Um P(E) zu erhalten, miissen
wir also (3.49) mit (1/7h)e~ P! multiplizieren, anschlieBend die halbseitige Fouriertrans-
formierte bilden und schliefSlich den Realteil nehmen. Wenn man dies durchfiihrt, dabei
im auftretenden Doppelintegral iiber die Zeit die Integrationsreihenfolge vertauscht und
nochmals (3.52) verwendet, so erhilt man schliefllich

P(E) = I(E) + /_ " AE'K(E, E)P(E - E'). (3.53)

Die Inhomogenitét in dieser Integralgleichung ist durch

1 hD

gegeben, wihrend der Integralkern die Form
E hD

hat. Dabei ist

K(E) = % ][O:O dE’% (3.56)
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die Hilberttransformierte von k(E). Verwendet man die Darstellung

P(%) — ind(E) — i /O ” dtexp{%Et} (3.57)

des Hauptwerts, die wir schon in (3.52) ausgenutzt haben, so 148t sich die Hilberttrans-
formierte (3.56) unter Beachtung von (3.27) und (3.51) als

- B - E
w(E) = ik(E) — 1—J<—z’—) (3.58)
schreiben, wobei .J(z) die Laplacetransformierte von J(t) ist. Im Rahmen der Theorie

des freien Brownschen Teilchens, das wie wir wissen zu unserem Problem analog ist,
kann man zeigen, daf aus dem Fluktuations-Dissipations-Theorem die Beziehung [46]

p)
= i Z07) (3 50)

R - 2 [_Zt —ip) +22pZt I/n2Zt( i) _ith(—zp
n b RK b

folgt, wobei v, = 2mn/hf die Matsubarafrequenzen sind. Dabei wurde vom Zusam-
menhang (2.22) zwischen der totalen Impedanz und der dynamischen Suszeptibilitét
Xga(w) Gebrauch gemacht. Setzt man (3.59) in (3.58) ein, so erhélt man schlieflich

4 X hy,
E) — = n
ME) =1 R, 3 z:: 2+ E2 R

(3.60)

In einfachen Féllen, insbesondere wenn Z;(w) eine rationale Funktion ist, was héufig
vorkommt, kann man die Summe in (3.60) geschlossen auswerten.

Um P(E) fiir endliche Temperaturen numerisch zu bestimmen, kann man also
die Integralgleichung (3.53) verwenden, wobei die Inhomogenitét durch (3.54) und der
Integralkern durch (3.50), (3.55) und (3.60) bestimmt sind. Da die Integralgleichung
im Gegensatz zur Gleichung fiir Temperatur Null inhomogen ist, kann man sie iterativ
l6sen, indem man zunéchst [(F) fiir P(E) auf der rechten Seite einsetzt, daraus ein
neues P(FE) berechnet, das man wieder rechts einsetzt. Numerische Beispiele, bei denen
P(FE) auf diese Weise bestimmt wurde, werden spéter diskutiert, wenn wir spezielle
Impedanzen betrachten.

3.5 Allgemeine Eigenschaften der Strom-Spannungs-
Charakteristik

Bisher haben wir nur die Tunnelraten einzeln fiir die Vorwarts- und Riickwéarts-
richtung betrachtet. Experimentell mifit man jedoch den Strom, also sozusagen eine
effektive Tunnelrate

I(V) = e[T(V) = T(V)]. (3.61)
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Im Abschnitt 3.2.4 hatten wir uns iiberlegt, daf§ sich die Riickwéartstunnelrate aus
der Vorwértstunnelrate ergibt, indem man das Vorzeichen der Spannung umkehrt.
Beriicksichtigt man, dafl P(FE) das detaillierte Gleichgewicht (3.42) erfiillt, so findet
man mit (3.35) auBerdem noch den Zusammenhang

+—

T(V) = e PVT (V). (3.62)

Damit ergibt sich dann fiir die Strom-Spannungs-Charakteristik

1
_GRT

+00 E
(1 — e_ﬁev) / dE mP(eV — E) (363)

— 00

(V)

Man rechnet unter Verwendung des detaillierten Gleichgewichts (3.42) leicht nach, daf
diese Strom-Spannungs-Charakteristik, wie erwartet, die Beziehung I(—V) = —I(V)
erfiillt.

Wir betrachten jetzt den Fall verschwindender Temperatur und beschréanken uns
auf positive Spannungen. Beriicksichtigen wir die Tatsache, dafl dann P(FE) fiir negative
Energien verschwindet, erhalten wir

1

/0 “dE (eV — B)P(E). (3.64)
Da das tunnelnde Elektron bei einer dufleren Spannung V' maximal die Energie eV
zur Verfiigung hat, um die Umgebung anzuregen, geht in (3.64) nur die Wahrschein-
lichkeit P(E) bis zu dieser Energie ein. Aus (3.64) folgt auch, dafl der Strom bei der
Liickenspannung e¢/2C von P(FE) fiir alle Energien bis hinauf zur Ladungsenergie e?/2C
abhéangt. Aus der Integralgleichung (3.45) folgt damit, dafl die &uflere Impedanz bis
zu Frequenzen F,./h (das sind etwa 20GHz fiir eine Kapazitéit von 107°F) von Bedeu-
tung ist. Als eine weitere Konsequenz der Strom-Spannungs-Charakteristik (3.64) fin-
den wir, da8 die Wahrscheinlichkeit P(E) fiir den Energieaustausch zwischen tunneln-
dem Elektron und der Umgebung direkt die zweite Ableitung der Strom-Spannungs-
Charakteristik

d2rI e

T = R—TP(eV) (3.65)
bestimmt.

Mit Hilfe der Summenregeln, die wir in Abschnitt 3.3 abgeleitet haben, kénnen
wir auch eine Aussage iiber das Verhalten der Strom-Spannungs-Charakteristik bei sehr
groflen Spannungen V machen. Dabei lassen wir jetzt auch wieder endliche Tempera-
turen zu. Wir nehmen an, daf§ eV sehr viel grofer ist als die Energien, fiir die P(F)
einen wesentlichen Beitrag liefert und dal eV > kpT'. Andererseits soll natiirlich eV’
nicht in den Bereich der Fermienergie kommen. Unter diesen Umstdnden kénnen wir
(3.63) naherungsweise als

()= — / " dE (e — E)P(E) (3.66)

GRT —00
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schreiben. Zusammen mit den Summenregeln (3.36) und (3.37) erhalten wir

V —e/2C

V)=~

(3.67)
fiir grofe Spannungen. Die Steigung dieser Strom-Spannungs-Charakteristik rechtfer-
tigt, dafl wir Ry als Tunnelwiderstand eingefiihrt haben. Die Verschiebung der Span-
nung um e/2C ist eine Auswirkung der Coulombblockade. Bei diesen Uberlegungen
wurde angenommen, dafl die duflere Impedanz nicht verschwindet. Sonst wiirde die
zweite Summenregel (3.37) nicht gelten, und die Verschiebung der Charakteristik um
e/2C wiirde nicht auftreten. Wie sich die tatsidchliche Strom-Spannungs-Charakteristik
an die asymptotische Form (3.67) annéhert, werden wir im Abschnitt 4.2.3 am Beispiel
einer rein ohmschen Impedanz untersuchen.

3.6 Umgebung mit sehr niedriger Impedanz

Wihrend wir bisher versucht haben, moglichst allgemeine Aussagen iiber Tunnel-
raten und Strom-Spannungs-Charakteristiken zu machen, wollen wir in den néchsten
beiden Abschnitten die wichtigen Grenzfille untersuchen, in denen die duflere Umge-
bung eine sehr niedrige oder eine sehr grofle Impedanz besitzt. Nehmen wir zunéchst
an, dal die Umgebung eine so niedrige Impedanz besitzt, daf§i wir n&herungsweise
Z(w) = 0 setzen konnen. Dies ist gerechtfertigt, wenn die Impedanz sehr klein im
Vergleich zum Widerstandsquant Ry ist, und die &ulere Spannung nicht zu grof§ ist.
Fiir eine verschwindende Impedanz findet man aus (3.27) fiir die Korrelationsfunktion
direkt J(t) = 0. Zusammen mit (3.29) folgt P(E) = 0(F), d.h. dal nur elastische
Tunnelprozesse moglich sind, bei denen das tunnelnde Elektron keine Energie mit der
Umgebung austauscht. Fiir die Vorwértstunnelrate erhalten wir aus (3.34) sofort

= 1 eV
(V) = :
V) e?Rr 1 — exp(—pfeV)

(3.68)

Diese Tunnelrate fiithrt zu einer ohmschen Strom-Spannungs-Charakteristik I = V/Ry.
Dieses Ergebnis entspricht der globalen Regel, die wir bereits im Abschnitt 1.2 disku-
tiert hatten. Dies ist leicht zu verstehen, da die duflere Spannungsquelle in Abwesen-
heit einer dazwischengeschalteten Impedanz die Spannung am Kontakt immer konstant
hélt. Deshalb wird ein Elektron, das durch den Kontakt getunnelt ist, sofort durch
die Spannungsquelle transferiert, um die Ladung auf dem Kontakt wiederherzustellen.
Die Tunnelrate ist daher durch die einzige auftretende Energie, namlich die von der
Spannungsquelle geleistete Arbeit el bestimmt.

Fiir nicht zu grofie Spannungen beschreibt der Ausdruck (3.68) auch die Tunnel-
rate in Anwesenheit einer niedrigen Impedanz. Dagegen zeigt sich ein Unterschied,
wenn man zu sehr groffen Spannungen geht. Wie wir im Abschnitt 3.3 bereits gesehen
hatten, ist die zweite Summenregel (3.37) fir P(E) bei verschwindender Impedanz
verletzt. Aus den Uberlegungen des vorigen Abschnitts folgt, daf8 in diesem Fall die
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Strom-Spannungs-Charakteristik die oben angegebene ohmsche Form annimmt, also
keine Verschiebung bei groflen Spannungen auftritt. Im Gegensatz dazu fiihrt die An-
wesenheit selbst einer niedrigen Impedanz zu einer Coulombverschiebung. Diese macht
sich jedoch erst bei Spannungen bemerkbar, die umso gréfler sind, je kleiner die Impe-
danz ist.

3.7 Umgebung mit sehr grofler Impedanz

Wir betrachten jetzt den Grenzfall sehr groler Impedanz, bei dem die &uflere Impe-
danz sehr viel gréfler als Rk ist. In diesem Fall kann das tunnelnde Elektron sehr leicht
Moden der Umgebung anregen. Um zu sehen, wie man diesen Grenzfall beschreibt,
betrachten wir als Beispiel zunéchst den Fall eines rein ohmschen Widerstands, also
Z(w) = R. Der Realteil der totalen Impedanz ist dann durch R/(1+ (wRC')?) gegeben.
Im Grenzfall eines sehr grolen Widerstandes erhélt man daraus die totale Impedanz

Zi(w) = Z5(w), (3.69)
C

die tatséchlich die Summenregel (2.10) erfiillt. Aus (3.69) folgt, dafl die totale Impedanz
aus sehr vielen Badmoden bei w = 0 besteht. Es sei darauf hingewiesen, daf} dies nicht
bedeutet, daf§ die dulere Impedanz bei niedrigen Frequenzen konzentriert ist. Wir
hatten im obigen Beispiel ja vielmehr angenommen, daf§ diese Impedanz bis zu beliebig
hohen Frequenzen durch den Widerstand R gegeben ist. Mit Hilfe von (3.69) kénnen
wir jetzt die Korrelationsfunktion J(t) bestimmen, die durch die Kurzzeitentwicklung

J(t) = it + it?) (3.70)

T
CRg hp
gegeben ist, da die totale Impedanz bei niedrigen Frequenzen konzentriert ist. Set-
zen wir dieses Resultat in die Definition (3.29) von P(E) ein, so erhalten wir nach
Auswertung des sich ergebenden Gauflintegrals

B 1 (E—E.)?
P(E) = Wexp [—Wl . (3.71)

Man zeigt leicht, dafl dieses Ergebnis die Summenregeln (3.36) und (3.37) erfiillt. Fiir
sehr tiefe Temperaturen kT < F,. kann man die Wahrscheinlichkeit, daf§ ein tunneln-
des Elektron Energie an die Umgebung abgibt, durch

P(E)=§(E — E.) (3.72)

darstellen. Jedes tunnelnde Elektron gibt in diesem Grenzfall also insgesamt eine
Energie, die der Ladungsenergie E. entspricht, an die Umgebung ab. Den Ausdruck
(3.71) kann man nun dazu benutzen, um die Tunnelraten und die Strom-Spannungs-
Charakteristik fiir den Fall groler Impedanzen zu berechnen. Die Breite der Gaufifunk-
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tion in (3.71) im Vergleich zu (3.72) fithrt dabei zu einer thermischen Verschmierung
der Coulombblockade. Bei Temperatur Null 148t sich der Strom mit (3.64) analytisch
berechnen. Man findet

1v) = Y= Legev - B, (3.73)

6RT

wobei O(F) die Sprungfunktion ist. Da das tunnelnde Elektron nach (3.72) immer
die Energie . an die Umgebung abgibt, ist Tunneln erst moglich, wenn die Spannung
e/2C den Wert iibersteigt, das Elektron also geniigend Energie zur Verfiigung hat.
Die Coulombliicke, die wir hier finden, ist somit allein durch die Ladungsenergie E.
gegeben. Der Zusammenhang zur lokalen Regel wird klar, wenn man die Differenz der
Ladungsenergien

@ (@

e o =V b (3.74)

betrachtet, wobei V' die Spannung am Kontakt vor dem Tunnelprozef ist. Dies ist
genau die Energie, die in (3.73) auftritt.

Abschlielend wollen wir die Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte zusammen-
fassen und damit die Frage beantworten, wann die lokale und wann die globale Regel
zu benutzen ist. Es hat sich gezeigt, dafl im allgemeinen keine der beiden Regeln eine
richtige Beschreibung liefert und man die Strom-Spannungs-Charakteristik aus (3.63)
berechnen mufl. Nur in bestimmten Grenzfillen sind diese Regeln anwendbar. Ist
die duBlere Impedanz sehr klein, so liefert die globale Regel richtige Ergebnisse, wobei
man eine ohmsche Strom-Spannungs-Charakteristik findet. In Anwesenheit einer sehr
groflen Impedanz ist im Grenzfall sehr kleiner Temperaturen die lokale Regel anwend-
bar, die eine ideale Coulombblockade liefert. Dagegen ist fiir hohere Temperaturen der
Ausdruck (3.71) zur Bestimmung von P(F) und damit der Tunnelraten und Strom-
Spannungs-Charakteristiken zu verwenden. Im folgenden Kapitel werden wir spezielle
Impedanzen niher untersuchen und dabei noch mehr {iber den Einflufl der Umgebung
auf Strom-Spannungs-Charakteristiken lernen.
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4 Beispiele elektromagnetischer Umgebungen

4.1 Ankopplung an eine einzelne Mode
4.1.1 Totale Impedanz

Als erstes konkretes Beispiel wollen wir eine Umgebung betrachten, die nur eine
einzelne Mode enthélt. Diese Mode kann zum Beispiel von einer Resonanz in den
Leitungen am Kontakt oder von einem Molekiil in der Barriere herriihren. Dieses ein-
fache Modell hat aber auch den grofien Vorteil, daf} es sich fiir beliebige Temperaturen
analytisch behandeln 148t [47]. Die Einfachheit tragt dazu bei, da sich eine Reihe
von Einsichten iiber die Wirkungsweise der elektromagnetischen Umgebung gewinnen
lassen.

Die Ankopplung eines Tunnelkontakts an eine einzelne Mode erhilt man, indem
man als duflere Umgebung eine Induktivitdat L verwendet. Dies entspricht dann gerade
dem Modell, das wir in Abschnitt 2.3 diskutiert hatten. Durch Einsetzen der Impedanz
iwL einer Induktivitdt in die Formel (2.9) fiir die totale Impedanz erhilt man

1 W
Zt(w) - 5&)2 _ (w _ i6)2’ (41)
wobei
wy = A (4.2)

* VIO

die Frequenz der Badmode ist. Der kleine Imaginérteil in (4.1) entspricht einem groen
Widerstand parallel zur Induktivitdt und ist notwendig, um das richtige Ergebnis fiir
den Realteil der totalen Impedanz zu erhalten. Fiir ¢ — 0 findet man

" 16w — wy) + 5w + w)]. (4.3)

ReZt (w) = %

Dies ist das erwartete Ergebnis, da die Umgebung nur eine Mode mit Frequenz w
enthélt. Auflerdem ist der Vorfaktor mit der Summenregel (2.10) fiir die totale Impe-
danz konsistent.

4.1.2 P(FE) fiir beliebige Temperaturen und T=0-Integralgleichung

Wegen der Deltafunktionen in (4.3) 148t sich die Korrelationsfunktion J(¢) sofort
aus (3.27) bestimmen. Mit (3.29) erhdlt man dann weiter

P(E) = ﬁ /J:o dt exp [p{coth(@)(cos(wst) —-1)— isin(wst)} + %Et], (4.4)
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wobel wir den fiir das Modell charakteristischen Parameter

T E.
p— p— 4-5
CRrw, Fhuws (4.5)

p

eingefithrt haben, der die Ladungsenergie mit der Energie der Badmode vergleicht.
Dabei bedeutet ein groles p grofle Impedanz, da dann die Mode im Vergleich zur
Ladungsenergie sehr niederfrequent ist. Um das Integral in (4.4) auswerten zu konnen,
verwendet man zunéchst den Zusammenhang

p(Pws

. ﬁhws N B COSs (T — g ) p

cos(wst) cot ( 5 ) —isin(wst) = ‘ (ﬁhws> . (4.6)
sinh 5

Das Argument von (4.4) 148t sich dann weiter umschreiben, wenn man die generierende
Funktion

el§e+ = X ) (47)

der modifizierten Besselfunktion I fiir z = exp[(fhws/2) — iwst)] verwendet. Das
Zeitintegral in (4.4) ist nun eine Darstellung der Deltafunktion, so dafl wir schliefllich

P(E) = exp (-p Coth(ﬁzws)>

X f 1,{%) exp (kﬁh;’S) S(E — khw,)

k=—co  \sinh( )

erhalten. Obwohl dieser Ausdruck recht kompliziert aussieht, hat er doch einen einfa-
chen physikalischen Ursprung. Dies wird besonders deutlich im Grenzfall verschwin-
dender Temperatur fiir den wir

(4.8)

ook 00
P(E)=e*Y %5@ — khw,) = 3 ped(E — khw,) (4.9)
k=0 k=0
finden. Hierbei ist p, die Wahrscheinlichkeit, daf3 das tunnelnde Elektron k& Quanten
der Badmode emittiert. Vergleicht man den zweiten und dritten Ausdruck in (4.9), so
stellt man fest, dafl p, einer Poissonverteilung geniigt. Folglich werden die Quanten
unabhéngig voneinander emittiert. Umgekehrt kann man natiirlich die Annahme der
unabhéngigen Emission machen und erhélt damit sofort (4.9). Man kann aber auch den
fiir endliche Temperaturen giiltigen Ausdruck (4.8) ableiten [48]. Die Wahrscheinlich-
keit, ein Quant zu emittieren ist durch w, = p(1+N) gegeben, wihrend die Wahrschein-
lichkeit ein Quant zu absorbieren gleich w, = pN ist. Dabei ist N = 1/[exp(Bhws) — 1]
ein Bosefaktor, der die thermische Besetzung der Badmodenanregungen beschreibt.
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Die Wahrscheinlichkeit, m Quanten zu absorbieren und n Quanten zu emittieren, ist
dann exp[—(w, + we)|ww?/m!n!. Somit erhalten wir

P(E) = ¢ (watwe) 3 Za 65( — (n — m)huw,). (4.10)

~“ mln!

Fiihrt man die Summe iiber die Variable [ = m + n aus und macht man Gebrauch von
der Darstellung der modifizierten Besselfunktion iiber ihre aufsteigende Reihe

P k o0 Z2 4l
Ii(z) = <§> %ﬁ (4.11)

so bleibt gerade eine Summe {iber die Differenzvariable & = n — m {ibrig, die mit
unserem obigen Resultat (4.8) iibereinstimmt. Auf Grund dieser Uberlegungen ist
nochmals deutlich geworden, dafl P(F) in der Tat die Wahrscheinlichkeit darstellt,
dal das tunnelnde Elektron insgesamt die Energie E mit der Umgebung austauscht.

Das Argument unabhéngiger Emission und Absorption von Quanten 148t sich nicht
nur auf eine einzelne Mode anwenden. Wir wollen im folgenden die neu gewonnenen
Erkenntnisse benutzen, um nochmals die Integralgleichung (3.45) abzuleiten. Aus (4.9)
kann man durch einfache Umschreibung den Zusammenhang

phws
E

zwischen P(E) und P(E — hws) herleiten und damit die Wahrscheinlichkeit, daf§ das
tunnelnde Elektron die Energie E abgibt, durch die Wahrscheinlichkeit ausdriicken,
weniger Energie abzugeben. Wenn wir den elastischen Fall mit £ = 0 aufler acht
lassen, wo so eine Vorgehensweise nicht sinnvoll ist, erhalten wir

P(E) = e *0(E) + =2 P(E — hw,) (4.12)

phws

P(B) ==

P(E — hwy). (4.13)

Diese Gleichung weist auf die voneinander unabhéngige Emission von Quanten hin,
da die Wahrscheinlichkeiten p und P(E — hws) miteinander multipliziert werden. Der
Faktor hw,/FE beriicksichtigt die Zahl der Moglichkeiten, die Energie hw, aus der zur
Verfiigung stehenden Energie E zu erhalten. Um das Resultat zu verallgemeinern,
miissen wir eine Verbindung zur totalen Impedanz herstellen. Dazu schreiben wir (4.3)
als

ReZ,(w)  pws
Rg 2

[0(w — ws) + 0(w + ws)]. (4.14)
Wir kénnen nun (4.13) auf den Fall einer beliebigen Badmodenverteilung verallgemei-

nern, wenn wir beachten, dafl wir statt der einen Anregungsmoglichkeit mit der Energie
hw;s ein ganzes Kontinuum zur Verfiigung haben. Wir erhalten daher

E/ ap e El/h)P(E—E’). (4.15)
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Die Integrationsgrenzen rithren daher, dafl bei Temperatur Null nur Emission von
Quanten moglich ist, nicht aber Absorption. Wir haben damit unter der Annahme
unabhéngiger Emission von Quanten die Integralgleichung (3.45) aus Abschnitt 3.4
reproduziert.

4.1.3 Strom-Spannungs-Charakteristik
Kommen wir zuriick zum Einmodenmodell. Mit dem Ergebnis (4.8) fiir P(E) bei

endlichen Temperaturen kann man aus (3.63) leicht die Strom-Spannungs-Charakteri-
stik

(V)= % sinh(ﬂzv> exp(—pcoth(’gh;s)>
p ) Ay (4.16)
)

+o0
X Z Ik<
A
K=o sinh(ﬁh;s sinh(P2k =)

fiir endliche Temperaturen erhalten [47]. Dabei haben wir die Energie

Ay = eV — khws, (4.17)

die dem tunnelnden Elektron bleibt, nachdem es k Quanten emittiert hat, eingefiihrt.
Im Grenzfall verschwindender Temperatur und fiir positive Spannungen nimmt die
Strom-Spannungs-Charakteristik die einfache Form

1 k

LN
(V)= —=-¢" —(eV — khw, 4.18
V) = e 3 eV = b (418)

an. Dabei ist n die grofite ganze Zahl kleiner oder gleich eV /hiw,. Dieses Ergebnis
&8¢ sich leicht interpretieren. Dem tunnelnden Elektron steht maximal die Energie eV’
zur Verfiigung, um die Umgebung anzuregen. Wenn nur eine Mode mit der Energie
hw, vorhanden ist, gibt n gerade die maximale Zahl von Quanten an, die das Elektron
emittieren kann. Dementsprechend ist die Summe in (4.18) bei n abgeschnitten.
Betrachten wir zunédchst das Verhalten der Strom-Spannungs-Charakteristik in der
Niahe von V' = 0. Da die Badmode eine endliche Anregungsenergie hat, sind fiir hin-
reichend kleine Spannungen nur elastische Tunnelprozesse erlaubt. Aus (4.18) folgt
dann, dafl der Widerstand durch Rrexp(p) gegeben ist. Der Parameter p, den wir
in (4.5) als Verhéltnis zwischen Ladungsenergie und Modenenergie eingefiihrt hatten,
bestimmt also tatséchlich das Auftreten der Coulombliicke. Wenn p sehr klein ist, d.h.
die Modenenergie sehr grof§ ist, hat man praktisch die ohmsche Charakteristik eines
Tunnelkontakts, der direkt mit einer Spannungsquelle verbunden ist. Ist die Moden-
energie jedoch klein, das entspricht einer groflen Impedanz, so ist der Widerstand bei
kleinen Spannungen sehr groff und man beobachtet eine Coulombliicke. Das Einmoden-
modell bestétigt also unser allgemeines Ergebnis, dafl man eine grofle duflere Impedanz
bendétigt, um an einem Einzelkontakt Ladungseffekte zu beobachten. In Abb. 8 ist die
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Abbildung 8: Differentieller Widerstand bei V' = 0 fiir p = 3 als Funktion der inversen Temperatur.

Temperaturabhéngigkeit des differentiellen Widerstands Ry = dV/dI bei verschwin-
dender Spannung fiir p = 3 gezeigt. Bei groflen Temperaturen (links im Bild) ist die
Coulombblockade durch thermische Fluktuationen zerstort und Ry ist ungefdhr Rp.
Mit abnehmender Temperatur wird die Coulombliicke ausgepragter, was am Ansteigen
des differentiellen Widerstands erkenntlich ist. Fiir sehr kleine Temperaturen wird der
Wert Ry/Rr = exp(p) erreicht.

Bis jetzt haben wir nur das Verhalten der Strom-Spannungs-Charakteristik bei
sehr kleinen Spannungen eV < hw, betrachtet. Die Eigenschaften der elektromagne-
tischen Umgebung zeigen sich jedoch insbesondere bei endlichen Spannungen. Immer
wenn die Spannung ein Vielfaches der Modenenergie hwg erreicht, wird ein neuer inela-
stischer Kanal er6ffnet, da das tunnelnde Elektron ein zusétzliches Quant emittieren
kann. In der Strom-Spannungs-Charakteristik zeigt sich dies in einer Zunahme der
Steigung. Dieses Verhalten wird daher besonders deutlich, wenn man die differenti-
elle Strom-Spannungs-Charakteristik betrachtet. Bei Temperatur Null zeigen sich dort
Stufen bei den Spannungen khw;/e. Bei endlichen Temperaturen sind diese Stufen aus-
geschmiert. In Anbetracht des Ergebnisses (3.65), nach dem die zweite Ableitung der
Strom-Spannungs-Charakteristik bei Temperatur Null durch P(FE) gegeben ist, sind die
Stufen in der differentiellen Charakteristik leicht zu verstehen, da P(E) gemifl (4.9)
aus einer Summe von Deltafunktionen besteht. Eine differentielle Strom-Spannungs-
Charakteristik ist in Abb. 9 fiir p = 2 gezeigt. Wie erwartet zeigen sich bei Temperatur
Null scharfe Stufen, die fiir endliche Temperaturen ausgeschmiert sind.

4.1.4 Zusammenhang mit dem Mo6f3bauereffekt

Zum Abschlufl unserer Betrachtungen des Einmodenmodells wollen wir nochmals
auf die mechanische Analogie der Tabelle I zuriickkommen und eine Verbindung zwi-
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Abbildung 9: Differentielle Strom-Spannungs-Charakteristik fiir p = 2. Die Spannung ist in Ein-
heiten von e/2C aufgetragen. Die stufenférmige Kurve entspricht Temperatur Null, wihrend die
ausgeschmierte Kurve fiir kgT = 0.04E, berechnet wurde.

schen dem Moflbauereffekt in der Festkorperphysik und dem Einflul der Umgebung
auf das Einzelladungstunneln herstellen. Erinnern wir uns zunéchst an den Moébauer-
effekt und betrachten dazu einen radioaktiven Kern in einem Kristall [49]. Wenn der
Kern unter Aussendung eines y-Quants zerfillt, gibt es zwei Moglichkeiten, die Impuls-
erhaltung zu erfiillen. Erstens konnen Phononen im Kristall angeregt werden, wobei
Impuls auf den zerfallenden Kern iibertragen wird. Dabei wird die Energie und damit
auch die Frequenz des ausgesendeten y-Quants verringert. Zweitens kann der Riick-
stofl auf den gesamten Kristall iibertragen werden. Da die Masse des Kristalls sehr
grof} ist, wird dabei die Energie des v-Quants und, fiir uns noch wichtiger, der Impuls
des emittierenden Kerns praktisch nicht verdndert. Diese zweite Moglichkeit, die als
MoBbaueriibergang bekannt ist und seine Bedeutung in der scharfen Energie des -
Quants hat, tritt mit grofer Wahrscheinlichkeit auf, wenn es schwierig ist, Phononen
Zu erzeugen.

Offensichtlich spielen die Eigenschaften der Umgebung sowohl beim Tunneln von
Elektronen durch einen Kontakt als auch beim MoBbauereffekt eine wesentliche Rolle.
Versuchen wir also, eine Verbindung zwischen diesen beiden Phénomenen herzustellen.
Die Emission eines y-Quants entspricht in unserem Fall dem Tunneln eines Elektrons
durch den Kontakt. Wie wir aus Tabelle I wissen, entspricht dabei die Ladung des
Kontakts dem Impuls des Atomkerns. Es stellt sich nun die Frage, ob ein Tunnelvor-
gang die Ladung des Kontakts andert oder nicht. Aus unseren bisherigen Uberlegungen
wissen wir, dafl es nur dann zur Coulombblockade kommen kann, wenn sich die La-
dung des Kontakts beim Tunneln &ndert. Bleibt die Ladung dagegen beim Tunneln
unverdndert, so spielt die Ladungsenergie keine Rolle und es treten keine Coulomb-
effekte auf. Da die Anderung der Ladung einer Anderung des Kernimpulses beim
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MofBbauereffekt entspricht, ist ein MéfSbaueriibergang analog zu einem Tunnelvorgang
ohne Coulombeffekte. Die uns interessierenden Prozesse, bei denen Ladungseffekte
eine Rolle spielen, entsprechen also Nicht-Mdfbaueriibergéngen. Entsprechend ist fiir
den MoBbauereftekt eine schwache Ankopplung an Phononen wichtig, wéihrend fiir
das Auftreten von Ladungseffekten gerade die Ankopplung an die Umgebung wichtig
wird. Die Analogie mit dem Mofbauereffekt erlaubt es uns jetzt, den Faktor exp(—p),
der nach (4.18) den differentiellen Widerstand bei niedriger Spannung bestimmt, als
Debye-Waller-Faktor zu interpretieren. Letzterer gibt die Wahrscheinlichkeit fiir einen
elastischen Prozess, sei es elastisches Tunneln oder ein Méfbaueriibergang, an.

4.2 Ohmsche Impedanz
4.2.1 Totale Impedanz

Ein etwas realistischeres Modell fiir die Umgebung ist ein ohmscher Widerstand,
der durch die frequenzunabhéngige Impedanz Z(w) = R beschrieben wird. Im Gegen-
satz zum Einmodenmodell gibt es hier also Badmoden mit beliebig kleiner Frequenz.
Der Realteil der totalen Impedanz fiir das ohmsche Modell ergibt sich zu

Z, 1 1 1 1
ReZy(w) _ Lpof L 1 1 (4.19)
Ry Ry iwC+1/R|  gl+ (w/wg)?
wobei wir die dimensionslose Leitfahigkeit
Rk
== 4.20
- (4:20)
eingefiihrt haben. Die totale Impedanz wird bei der Frequenz
I gk
- Jc 4.21
“RTRC 1 h (4.21)

durch die Kapazitdt des Kontakts abgeschnitten. Wie wir noch sehen werden, ist
das ohmsche Modell auch fiir eine groie Klasse von Impedanzen von Bedeutung, bei
denen die duflere Impedanz bei Frequenz Null den endlichen Wert Z(0) annimmt, die
Frequenzabhéngigkeit der Impedanz aber ansonsten beliebig ist. Man kann natiirlich
nicht erwarten, dafl dann das ohmsche Modell eine richtige Beschreibung der Strom-
Spannungs-Charakteristik fiir Spannungen gibt, bei denen Re[Z;(eV/h)] wesentlich von
Z(0) verschieden ist. Fiir kleine Spannungen und nicht zu hohe Temperaturen sollte
das ohmsche Modell jedoch richtige Ergebnisse liefern.

4.2.2 Phasenkorrelationsfunktion bei T=0

Die Phasenkorrelationsfunktion J(¢) 148t sich im ohmschen Fall fiir beliebige Tem-
peraturen explizit angeben. Fiir endliche Temperaturen kann man den Ausdruck (3.59)
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fiir die Laplacetransformierte von J(t) zurticktransformieren. Man erhélt dabei jedoch
recht komplizierte Ausdriicke, die fiir eine weitere Auswertung nur schwer zu verwenden
sind. Wir beschréanken uns daher im folgenden auf die Bestimmung der Phasenkorre-
lationsfunktion bei 7' = 0. Dazu betrachten wir zunéchst deren zeitliche Ableitung

: 20 [ wh o

J(t) = —— dw——"—e " (4.22)

g Jo w* + wp

Dieser Ausdruck lafit sich durch Konturintegration auf Exponentialintegrale zuriick-
fiihren. Man integriert dazu auf der reellen Achse von 0 bis 400, dann auf einem
Viertelkreis bis Fioco + € fiir positive bzw. negative Zeiten und von dort zuriick in den
Ursprung. Dabei sei € eine sehr kleine Zahl. Da innerhalb der Kontur keine Pole liegen,
findet man

J(t) = % (et By ((~wr +ie)t) — e“m By ((wg +ie)t)] . (4.23)

Das Exponentialintegral E;(z) ist durch

Ei(z) = / - dt%t (4.24)

definiert, wobei diese Funktion durch einen Schnitt auf der negativen reellen Achse ein-
deutig wird. Fiir die folgenden Uberlegungen interessieren insbesondere das Verhalten
fiir kleine Argumente, das durch die Reihenentwicklung

Ei(2) = —y —In(z) — fjl (n_(?l%?; - (4.25)

gegeben ist, und das asymptotische Verhalten fiir grofe Argumente

Ei(z) = ZZ (1—%+%+...). (4.26)

Unter Verwendung von

/dz e FEy(az) = %(e“zEl(az) + ln(az)) (4.27)
sowie (4.25) erhdlt man schliefllich die Korrelationsfunktion
g {e""RtEl ((—wR + z'e)t) + B B, ((wR + z'e)t) + 21In(iwgt) + 27} . (4.28)

Dabei ist v = 0.5772. .. die Eulerkonstante. Der kleine Imaginérteil € in (4.28) garan-
tiert die Giiltigkeit der Symmetrie J(—t) = J*(t).

Am Ende von Kapitel 2 hatten wir schon gezeigt, dafl der Fall eines Tunnelkontakts
in einer ohmschen Umgebung analog zu einem ohmsch geddmpften, freien Brownschen
Teilchen ist. Des weiteren hatten wir uns in Abschnitt 3.4 iiberlegt, dal das Langzeit-



50

verhalten der Korrelationsfunktion J(¢) durch das diffusive Verhalten des Brownschen
Teilchens bestimmt ist. Daraus folgte, da8 J(¢) fiir endliche Temperaturen und grofie
Zeiten proportional zur Zeit divergiert. Fiir Temperatur Null, wenn also die Umge-
bung keine Energie mehr zur Verfiigung stellen kann, divergiert J(¢) jedoch nur noch
logarithmisch in der Zeit [46]. Tatséchlich findet man aus (4.28) das Langzeitverhalten

2
J(t) = —=[In(wgt) + 7 + ig] fiir t — oo, (4.29)
g

da die Beitrdge der Exponentialintegrale gemf (4.26) fiir grofle Zeiten verschwinden.

Ein analoges Langzeitverhalten findet man auch fiir allgemeine &uflere Impedan-
zen mit endlichem Re[Z;(0)] = Z(0). Fiir den Rest dieses Abschnitts wollen wir die
dimensionslose Leitfahigkeit als ¢ = Rx/Z(0) definieren. Im Imaginérteil der Phasen-
korrelationsfunktion J(t) kann man den Grenziibergang ¢t — oo direkt durchfiihren,
und man erhédlt —inZ(0)/Rg. Der Realteil der Korrelationsfunktion divergiert lo-
garithmisch wie fiir das ohmsche Modell. Fiir lange Zeiten schreiben wir daher den
Realteil als

Re[J(t)] = 2 /O
_ 2

o0 d_w ReZt(w)
w RK

(cos(wt) - 1)

ln(th) + ’7] (430)

9
N 2/000 djw (ReZt(w) 1 1 )2> (cOS(Wt) - 1)-

RK _§1+(w/wR

Dabei ist wg = 1/Z(0)C die natiirliche Verallgemeinerung der Definition (4.21). Im
allgemeinen wird das niederfrequente Verhalten des Realteils der totalen Impedanz
durch Z(0) + aw? gegeben sein. Dann verschwindet im letzten Integral von (4.30) der
Term mit cos(wt) im Limes t — co. Wir finden somit fiir das Langzeitverhalten der
Phasenkorrelationsfunktion

2 T y
J(t) = 5 [ln(th) +(¢+ zﬂ fiir t — oo (4.31)
mit
B © dw (ReZi(w) 1
¢= 7+/0 w ( Z(0) 1+ (w/wR)2> ’ (4.32)

wobei das Integral fiir eine rein ohmsche Impedanz verschwindet. Die folgenden Er-
gebnisse fiir das Niederenergieverhalten von P(E) und fiir die Strom-Spannungs-Cha-
rakteristik bei kleinen Spannungen haben also auch fiir allgemeinere Impedanzen mit
endlichem Z(0) Giiltigkeit, wenn man g als Rx/Z(0) interpretiert und die Eulerkon-
stante v durch die in (4.32) definierte Konstante ¢ ersetzt.
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4.2.3 P(F) und Strom-Spannungs-Charakteristik bei T=0

Die Kenntnis des Langzeitverhaltens der Phasenkorrelationsfunktion erlaubt es
uns, Aussagen iiber das Niederenergieverhalten von P(E) zu machen. Dazu benutzen
wir zunéchst die Integralgleichung (3.45). Da diese Integralgleichung homogen ist,
konnen wir P(E) damit nur bis auf eine Proportionalititskonstante bestimmen, die
vom Verhalten von P(FE) fiir alle Energien abhéngt. Zur Losung der Integralgleichung
betrachten wir Energien, die sehr viel kleiner als Awg sind. Dann koénnen wir den
Realteil der totalen Impedanz durch die Konstante 1/¢g anndhern. Differenzieren wir
die Integralgleichung (3.45) nach der Energie, so erhalten wir die Differentialgleichung

dP(FE) 2 P(E)
— D = 4.
= (2-1) 22, (4.33)
fiir die wir sofort die Losung
P(E) = P,E*/s7! (4.34)

finden, wobei die Konstante P, im folgenden bestimmt wird. Das Potenzgesetz fiir das
Niederenergieverhalten héngt eng damit zusammen, daf exp[J(t)] fiir lange Zeiten wie
t2/9 gerfallt. Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB P(E) bei T = 0 fiir negative
Energien verschwindet, ist der Koeffizient P, gemifl

I'(2/g) 1

+oo
P = / 2/g-1 4.
5 Li=57 | dt exp[J (¢)]t (4.35)

durch das (2/g — 1)-te Moment von exp[J(t)] bestimmt. Das Integral (4.35) 148t sich
durch Konturintegration in der unteren Halbebene, in der der Integrand analytisch ist,
ausfithren. Man erhilt so schliefilich das Niederenergieverhalten [26]

_ep(=2y/g) 1 [EE] e (4.36)

PE="Ta/) BlsE

Dabei ist die Eulerkonstante v spezifisch fiir das ohmsche Modell und gegebenenfalls
durch die in (4.32) definierte Grofie ¢ zu ersetzen. Hier geht also das Verhalten von
P(FE) fiir alle Energien ein.

Unter Verwendung von (3.64) kénnen wir aus dem niederenergetischen Verhalten
(4.36) von P(F) die Strom-Spannungs-Charakteristik

_exp(—2y/g9) V lwelwr/g (4.37)

V) =Ta73/9) 7r |9 B

fiir kleine Spannungen erhalten. Offensichtlich ist das Verhalten selbst im Grenzfall
verschwindender Spannung nicht ohmsch. Die differentielle Charakteristik geht fiir
V' — 0 nicht gegen einen konstanten Wert, sondern es ergibt sich aus (4.37) vielmehr
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dI/dV ~ V2/9 [25-27,34,50]. Man spricht daher von einer anomalen Leitfihigkeit bei
verschwindender Spannung.

Aufler dem Niederspannungsverhalten ist auch von Interesse, wie schnell sich die
tatsdchliche Strom-Spannungs-Charakteristik der verschobenen ohmschen Charakteri-
stik (3.67) annéhert, die fiir sehr grofile Spannungen richtig ist. Dazu benétigen wir
das Verhalten von P(FE) fiir groBe Energien. Aus dem im Abschnitt 3.4 hergeleiteten
asymptotischen Resultat (3.46) erhélt man zusammen mit dem Realteil der totalen
Impedanz (4.19) das Ergebnis

29 E?

P(E) = = fir £ — oo. (4.38)

Zur Berechnung von Korrekturen zur asymptotischen Strom-Spannungs-Charakteristik
(3.67) bringt man zweckméBigerweise den Ausdruck (3.64) in die Form

vy =Y _R‘;/QC - e}lzT / j dE(eV — E)P(E). (4.39)

Zusammen mit (4.38) erhélt man dann fiir die fithrende Korrektur zu (3.67)

1 e g e 1

Wie erwartet ist die Korrektur positiv und nimmt mit abnehmender Leitfdhigkeit des
dueren Widerstands ab. Die Spannung, oberhalb der die Korrekturen gegeniiber der
Coulombverschiebung e/2C' vernachléssigbar sind, nimmt mit g zu, wenn die Leitfahig-
keit erhoht wird. Fiir ¢ — o0, also wenn praktisch keine Badmoden mehr vorhanden
sind, gibt es keinen Ubergang zur verschobenen Strom-Spannungs-Charakteristik mehr,
sondern die ohmsche Charakteristik I = V/ Ry stimmt fiir alle Spannungen.

Fiir das ohmsche Modell ist es uns gelungen, gewisse analytische Resultate fiir
P(FE) und die Strom-Spannungs-Charakteristik zu erhalten. Fiir beliebige Energien
oder Spannungen mufl man jedoch zu numerischen Mitteln greifen. Die Abb. 10 zeigt
P(FE) fiir Temperatur Null und eine ohmsche Leitfahigkeit ¢ = 5 sowie die Asympto-
ten fiir kleine und groBe Energien (4.36) und (4.38). Die Daten wurden numerisch
als Losung der Integralgleichung (3.45) erhalten. Die Abhéngigkeit von P(E) und der
zugehorigen Strom-Spannungs-Charakteristik von der Leitfdhigkeit ist in Abb. 11 fiir
drei verschiedene Werte von g gezeigt. Wie auf Grund von (4.34) erwartet, hat P(E) in
Abb. 11a eine Singularitiat bei Energie Null fiir die grofle Leitfdhigkeit g = 20, beginnt
mit Steigung Null fiir ¢ = 2 und hat ein Maximum in der Ndhe der Ladungsener-
gie E, fiir die kleine Leitfdhigkeit ¢ = 0.2. Die Strom-Spannungs-Charakteristiken in
Abb. 11b zeigen, wie das Auftreten der Coulombblockade von der elektromagnetischen
Umgebung beeinflult wird. Eine klare Blockade bei niedrigen Spannungen ergibt sich
wieder nur, wenn die Impedanz hinreichend grof ist. Als Kriterium fiir eine Coulomb-
blockade kann man fordern, dafl die Kriimmung der Strom-Spannungs-Charakteristik
fiir verschwindende Spannung verschwindet. Da die Kriimmung bei Temperatur Null
durch P(E) gegeben ist, finden wir, daf8 dieses Kriterium nach (4.34) nur erfiillt ist,
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Abbildung 10: P(FE) fiir Temperatur Null und eine ohmsches Impedanz mit g = 5 in einer doppelt-
logarithmischen Auftragung. Die gestrichelte Kurve zeigt das asymptotische Niederenergieverhalten
geméf (4.36) und die gepunktete Kurve das Hochenergieverhalten nach (4.38). Die Energie ist in
Einheiten der Ladungsenergie gerechnet.
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Abbildung 11: (a) P(E) bei Temperatur Null fiir eine ohmsches Impedanz mit Leitfihigkeiten
g = 0.2 (mit Maximum in der Nihe von E.), g = 2 (mit verschwindender Steigung bei £ = 0) und
g = 20 (mit Singularitit bei E = 0). Die Energie ist in Einheiten der Ladungsenergie E. gerechnet. (b)
Strom-Spannungs-Charakteristiken bei Temperatur Null fiir das ohmsche Modell. Die Leitfihigkeiten
sind von oben nach unten g = 00, 20,2,0.2 und 0. Die Spannung ist in Einheiten von e/2C und der
Strom in Einheiten von e/2C Ry gerechnet.
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wenn die Leitfahigkeit hinreichend klein ist, ndmlich g < 2. Dies hidngt damit zusam-
men, daf} fiir groflere Leitfahigkeit eine Divergenz bei E = 0 auftritt, wihrend P(FE)
bei kleinerer Leitfdhigkeit fiir kleine Energien verschwindet. Wie sich im n#chsten
Abschnitt zeigen wird, verschwindet das singulire Verhalten von P(F) fiir g > 2 bei
endlichen Temperaturen.

4.2.4 P(FE) fiir niedrige Temperaturen

Abschlielend wollen wir noch das Niederenergieverhalten von P(E) bei nicht zu ho-
hen, endlichen Temperaturen untersuchen. Wir werden diese Ergebnisse spéter bei der
Diskussion der Strom-Spannungs-Charakteristiken von Josephsonkontakten bendtigen.
Um die Rechnung zu vereinfachen, stellt es sich als zweckmé&fig heraus, den Integra-
tionsweg von —oo nach +oo in der Definition (3.29) von P(E) um %(3/2 in negativer
imagindrer Richtung zu verschieben. Dies ist moglich, da der Integrand fiir alle t — o7
mit 0 < 7 < hF analytisch ist. Auflerdem verschwindet der Integrand fiir grofle positive
und negative Zeiten. Wir erhalten somit

P(E) = %ex (’62E> /_ dt ex p[J(t—z%) + %Et] | (4.41)

Der dabei entstandene exponentielle Vorfaktor gewéhrleistet die Giiltigkeit des detail-
lierten Gleichgewichts (3.42). Fiir die verschobene Phasenkorrelationsfunktion findet
man unter Verwendung von (4.6)

J(t —ihB/2) = Ji(t,hB) — Jo(RB)

o[~ dw ReZ;(w) cos(wt) — cosh(Bhw/2)
= /0 ‘w  Rx sinh(Bhw/2) ’

(4.42)

wobei es fiir die weiteren Uberlegungen praktisch ist, die Phasenkorrelationsfunktion
J(t —th(3/2) in den zeitabhingigen Anteil

dw ReZj(w) cos(wt) —1
1(t:18) = 2/ Ry sinh(Bhw/2) (443)

und den nur von der Temperatur abhéngigen Anteil

 dw ReZ;(w) cosh(Bhw/2) — 1
L(hf) = 2/ w  Rxg  sinh(Bhw/2)

(4.44)

zu zerlegen. Das Niederenergieverhalten von P(E) ist bei niedrigen Temperaturen
durch das Verhalten des Realteils der totalen Impedanz bei kleinen Frequenzen be-
stimmt. Wir nehmen im folgenden an, dafl ReZ;(w)/Rx = 1/g + aw® + ..., was fiir
reale Impedanzen im allgemeinen erfiillt sein wird.
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Wenden wir uns zunéchst Ji(¢,73) zu. Das Integral 148t sich leicht auswerten,
indem man zunéchst die Ableitung von J;(t, h3) betrachtet. Nach anschlieBender In-
tegration erhéilt man

Tt hB) = —glnlcosh (w)] 42 (%)2m+... (4.45)

Der fithrende Term divergiert fiir grofie Zeiten diffusiv proportional zur Zeit, wie wir
das auf Grund der Analogie mit dem freien Brownschen Teilchen erwarten. Der zweite
und alle hoheren Terme verschwinden fiir grofle Zeiten exponentiell und kénnen ver-
nachléligt werden.

Die Funktion J,(h3) divergiert fiir niedrige Temperaturen an der oberen Grenze.
Wir bestimmen daher J5(h3) zunéchst fiir eine rein ohmsche Impedanz. Auch hier ist es
praktisch, zunéchst nach dem Argument des hyperbolischen Kosinus zu differenzieren
und das Ergebnis wieder zu integrieren. Unter Verwendung der Summendarstellung
der ¥-Funktion

Y(1+2)=—7y+ Z (4.46)

o 1nn+z

erhalt man dann

h
To(hB) = [w( g:R - 2) - w(%)] - (4.47)
Fiir niedrige Temperaturen ergibt sich daraus
hBwgr 1
Jo(hB) = g[ ( — )ﬂ] +O<hﬁw3>’ (4.48)

das fiir T — 0 tatsédchlich logarithmisch divergiert. Wie im Abschnitt 4.2.3 kénnen
wir jetzt wieder die Differenz zwischen J5(h3) fiir eine rein ohmsche Impedanz und
eine allgemeine Impedanz mit endlichem Z(0) bestimmen. Unter Berticksichtigung der
Annahme, daf$ sich die Impedanz fiir kleine Frequenzen wie w? verhilt, findet man,
daB fiir niedrige Temperaturen die in (4.32) fiir 7" = 0 definierte Korrektur ¢ wieder
auftritt, wobei die temperaturabhéngigen Korrekturen von der Ordnung (hBwg) ™2 sind.
Es ergibt sich also schliefllich

R0 = ¢ lln (hin> ’ 4 : O(fwle> '

Zusammen mit (4.45) findet man somit fiir 78wg > 1 fiir die Phasenkorrelationsfunk-
tion

(4.49)

J(t — ihB/2) = g[ (inc h(;:;)>+§] (4.50)
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Abbildung 12: P(E) bei Temperatur kgT/E. = 0.1 fiir eine ohmsche Umgebung mit g = 20. Die
Energie ist in Einheiten der Ladungsenergie gerechnet.

Die Fouriertransformation in (4.41) 148t sich nun ausfithren, und man erhilt [51]

2

L BE
e () o 2 )

Diese Resultat héngt eng mit Ratenausdriicken zusammen, die fiir das makroskopische
Quantentunneln in Josephsonkontakten gefunden wurden [24, 52-55].

Fiir grofle Leitfahigkeiten g, also kleine duflere Impedanz bei w = 0, beschreibt
diese Funktion den Ubergang von einer bei E = 0 divergierenden Funktion P(E) bei
Temperatur Null zu einer schmalen, in der Ndhe von E = 0 zentrierten Verteilung bei
niedrigen Temperaturen. Die Abb. 12 zeigt ein Beispiel fiir P(E) bei der Temperatur
kgT/E. = 0.1 fiir einen Kontakt in einer ohmschen Niederimpedanzumgebung mit g =
20. Die Kurve, die numerisch mit Hilfe der in Abschnitt 3.4 fiir endliche Temperaturen
hergeleiteten Integralgleichung erhalten wurde, ist von der Naherung (4.51) praktisch
nicht zu unterscheiden.

Besitzt die Umgebung nur eine niedrige Impedanz, so macht sich die Coulomb-
blockade in der Strom-Spannungs-Charakteristik bei kleinen Spannungen praktisch
nicht bemerkbar. Dagegen l&8t sich im allgemeinen eine Erniedrigung der Leitf&hig-
keit bei kleinen Spannungen in der differentiellen Strom-Spannungs-Charakteristik als
Kennzeichen der Coulombblockade beobachten. Die Abb. 13 zeigt die Leitfahigkeit in
Abhéngigkeit von der Spannung fiir verschiedene Temperaturen und eine niederimpe-
dante Umgebung mit Z(0) = 10092. Dabei wird die Erniedrigung der Leitfahigkeit
umso ausgeprigter, je niedriger die Temperatur ist, da thermische Fluktuationen die
Ladungseffekte immer weniger unterdriicken. Fiir 7" — 0 bildet sich dann das bereits
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Abbildung 13: Leitfihigkeit eines Tunnelkontakts, der iiber eine Impedanz mit Z(0) = 10012 an eine
Spannungsquelle gekoppelt ist. Die gepunktete Linie entspricht 7' = 0 wahrend die durchgezogenen
Linien zu den Temperaturen kg7'/E. = 0.05,0.1 und 0.2 gehéren. Die Spannung ist ein Einheiten
von e/2C und die Leitfihigkeit in Einheiten von R;l exp[—2(/g| gerechnet.

diskutierte, anomale Verhalten der differentiellen Strom-Spannungs-Charakteristik bei
V =0 aus.

Wie wir gesehen haben, liefert das ohmsche Modell eine richtige Beschreibung von
allgemeineren dufleren Impedanzen, die bei Frequenz Null nicht verschwinden, sofern
die Temperatur hinreichend niedrig ist und die Spannung nicht Werte iibersteigt, bei de-
nen Re[Z;(eV/h)] wesentlich von Z(0) verschieden ist. Wir wollen daher die Gelegenheit
benutzen, um einige Bemerkungen im Zusammenhang mit Experimenten an einzelnen
Tunnelkontakten zu machen, wobei wir uns auf die Beobachtung von Ladungseffek-
ten bei kleinen Spannungen beschréinken wollen. Die Erniedrigung der Leitfahigkeit,
wie sie in Abb. 13 gezeigt ist, wurde experimentell an einzelnen Kontakten beobachtet
[13,14,56,57], wobei man eine zumindest qualitative Ubereinstimmung mit der Theo-
rie findet [58]. Eine bis jetzt noch ungeklérte Diskrepanz zwischen der Theorie und
den Experimenten von Cleland et al. [56,57] betrifft die Temperaturabhéngigkeit des
differentiellen Widerstands bei Spannung Null. Experimentell findet man eine S&tti-
gung bei tiefen Temperaturen wihrend man theoretisch eine Divergenz auf Grund des
anomalen Verhaltens der Strom-Spannungs-Charakteristik bei 7" = 0 erwartet. Zwar
findet man geméafl Abb. 9 fiir das Einmodenmodell eine Sattigung des differentiellen
Widerstands bei tiefen Temperaturen, andererseits erwartet man, dafl die Impedanz
fiir w — 0 nicht verschwinden sollte und daher das ohmsche Modell anwendbar ist.
Eine bessere Ubereinstimmung zwischen Theorie und Experiment findet man, wenn
man den endlichen Tunnelwiderstand beriicksichtigt [58], wobei jedoch die Divergenz
in der Theorie fiir sehr tiefe Temperaturen nicht beseitigt ist. Ob die Diskrepanz ex-
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perimentell bedingt ist, z.B. durch Aufheizungseffekte, oder durch die Theorie ist zur
Zeit noch nicht vollstédndig klar.

4.3 Eine Mode mit endlicher Giite
4.3.1 Totale Impedanz

Im folgenden betrachten wir eine Kombination aus den beiden vorhergehenden
Modellen, bei der die Resonanz des Einmodenmodells verbreitert ist [45]. Die endliche
Giite der Resonanz wird dabei durch einen Widerstand verursacht, der in Reihe mit
der Induktivitdt des Einmodenmodells geschaltet ist. Damit ist die duflere Impedanz
durch Z(w) = R + iwL gegeben. Das Modell wird durch drei bereits bekannte Pa-
rameter charakterisiert, nimlich durch die Modenfrequenz w, = (LC)~'/2, die inverse
Relaxationszeit wg = 1/RC und die dimensionslose Leitfihigkeit ¢ = Rg/R. Es ist
zweckméfig, zusitzlich die Giite () einzufiihren, die mit den anderen Parametern geméaf
Q = wr/ws = (9/7)(E./hws) zusammenhéngt. Die Giite bestimmt die relative Breite
der Resonanz oder gleichbedeutend damit, wie schnell eine Oszillation im Vergleich zu
deren Periodendauer zerfillt. Die hier verwendete, allgemein iibliche Bezeichnung @)
fiir die Giite, die nur in diesem Abschnitt verwendet wird, sollte nicht mit der Ladung
() des Kondensators verwechselt werden, die in diesem Abschnitt nicht auftritt.

Aus der oben angegebenen dufieren Impedanz erhdlt man mit (2.9) die totale Im-
pedanz

Ziw) 1 1+iQw/wn)
Ric g1+ iwfon) - Q(w/wn)

(4.52)
_ E. Q! +i(w/ws)
Thws 1 +iQ Y w/ws) — (w/ws)?’

wobei die erste Form dem Fall kleiner Giite eher angemessen ist, wihrend die zweite
Form fiir den Fall hoher Giite geeignet ist. Durch Variation der Giite ) erhdlt man
einen kontinuierlichen Ubergang zwischen dem Einmodenmodell und dem ohmschen
Modell. Dabei ergibt sich die totale Impedanz (4.1) des Einmodenmodells aus der
zweiten Form von (4.52) fiir ) — oo, wihrend man die totale Impedanz (4.19) des
ohmschen Modells aus der ersten Form von (4.52) fir @) — 0 erhélt.

Wir merken noch an, dafl dieses Modell auch dann von Bedeutung ist, wenn, wie
das bei Leitungen héufig der Fall ist, nicht nur eine Resonanz vorliegt. Dabei kann es
sein, daf} die niederfrequenteste Mode gut von den anderen Moden separiert ist, womit
die Impedanz (4.52) im relevanten Spannungsbereich zur Beschreibung ausreicht. Es
kann aber auch sein, dafl die einzelnen Resonanzen gut voneinander getrennt sind, und
man sich dann die totale Impedanz als Uberlagerung von mehreren Impedanzbeitrigen
der Form (4.52) bei verschiedenen Frequenzen vorstellen kann [59].
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Abbildung 14: P(E) bei endlicher Temperatur kgT = 0.05E, fiir die totale Impedanz (4.52) mit
hws = E.. Die Giite Q = 50, 5,0.25 nimmt von links nach rechts ab. Die Energie ist in Einheiten von
E. gerechnet.

4.3.2 P(E) und Strom-Spannungs-Charakteristik bei endlichen
Temperaturen

Fiir das vorliegende Modell ist es schwer, analytische Resultate zu erhalten, die
mehr Einsichten liefern als wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten gewonnen
haben. Wir machen daher von der im Abschnitt 3.4 hergeleiteten Integralgleichung
(3.53) Gebrauch, wobei wir uns auf den Fall endlicher Temperaturen beschrénken. Die
numerischen Ergebnisse fiir P(E) sind in Abb. 14 fiir verschiedene Giiten dargestellt.
Die Modenenergie hw, ist in diesem Beispiel gleich der Ladungsenergie E.. Die Giite
nimmt von () = 50, wo sich sehr scharfe Resonanzen zeigen, iiber () = 5, wo schon
eine deutliche Verbreiterung der Resonanzen zu sehen ist, zu der breiten Verteilung fiir
@ = 0.25 hin ab. Die Temperatur kg7 = 0.05E. wurde sehr niedrig gewéahlt, so dafl
P(FE) fir negative Energien stark unterdriickt ist, was man in Abb. 14 auch deutlich
sieht. Die scharfen Resonanzen in P(FE) fiir = 50 sind eine Folge der nur unwesentlich
verbreiterten einzelnen Badmode. Da hws; = E. gewéhlt wurde, findet man Resonan-
zen bei den Energien kE., k =1,2,3,... wobei die Resonanzen bei £ > 1 der Emission
von mehr als einem Quant entsprechen. Die Verbreiterung der Resonanzen fiir Q = 5
ist eine Folge der zusdtzlichen Badmoden, die durch den Widerstand in der Umgebung
auftreten. Fir @) = 0.25 haben wir fast eine ohmsche Umgebung mit der Leitfahigkeit
g = mQ(hws/E.). Dementsprechend &hnelt das entsprechende P(E) auch sehr dem
ohmschen P(E) in Abb. 11, bei dem eine breite Verteilung von Badmoden vorliegt.
Diese Diskussion zeigt wieder, dal P(FE) viel Information iiber die Badmodenstruktur
enthilt. Experimentell zugénglich sind jedoch die Strom-Spannungs-Charakteristik
und ihre Ableitungen, die fiir ) = 5 in Abb. 15 gezeigt sind. Dabei sieht man in
der Strom-Spannungs-Charakteristik selbst keine deutlichen Strukturen, die man auf
Grund der Resonanzen in P(E) erwarten wiirde. Die erste Ableitung, die man experi-
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Abbildung 15: Strom-Spannungs-Charakteristik und ihre ersten beiden Ableitungen bei endlicher
Temperatur kg1 = 0.05E.. Zur Berechnung wurde das in Abb. 14 gezeigte P(E) fiir die Impedanz
(4.52) mit Q@ = 5 und hws = E, verwendet. Die gestrichelte Linie im linken Bild stellt die ideale
Coulombblockadencharakteristik dar. Die Spannung wurde in Einheiten von e/2C und der Strom in
Einheiten von e/2C Ry gerechnet.

mentell gut messen kann, zeigt verschmierte Stufen, die an die Abb. 9 des Einmoden-
modells erinnern. Die Verschmierung ist dabei sowohl auf die endliche Temperatur als
auch auf die endliche Breite der Resonanz zuriickzufiihren. Die zweite Ableitung sollte
die direkteste Information iiber P(FE) liefern, ist aber experimentell relativ schwer zu
messen. Bei Temperatur Null ist die zweite Ableitung geméaf (3.65) proportional zu
P(FE), und wir erwarten, daf dies fiir niedrige Temperaturen wenigstens niherungsweise
der Fall ist. Wie man durch Vergleich des mittleren Bildes in Abb. 14 mit dem rechten
Bild in Abb. 15 sieht, ist dies auler in der Umgebung von E = 0 auch der Fall. Diese
Abweichung kommt daher, dal das Niederenergieverhalten der zweiten Ableitung der
Strom-Spannungs-Charakteristik bei endlichen Temperaturen im wesentlichen durch
den antisymmetrischen Anteil von P(E) bestimmt ist. Dies stellt sicher, dafl bei ver-
schwindender Spannung kein Strom fliefit. Aus diesem Grunde gibt es bei kleinen

Spannungen in der zweiten Ableitung der Strom-Spannungs-Charakteristik merkliche
Abweichungen von P(FE).

4.4 LC-Leitung mit Abschluflwiderstand
4.4.1 Totale Impedanz

Als letztes der in diesem Kapitel betrachteten Modelle fiir die Umgebung eines
Tunnelkontakts wollen wir eine endliche LC-Leitung, die durch einen Abschlufiwider-
stand beendet wird, untersuchen. Dieses Modell ist von praktischer Bedeutung, da es
eine gute Beschreibung realer Leitungen mit kleinem spezifischem Widerstand erlaubt.
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Abbildung 16: Ersatzschaltbild fiir eine LC-Leitung der Lidnge ¢ mit spezifischer Induktivitat Lg
und spezifischer Kapazitit Cy sowie einem ohmschen Abschlufiwiderstand Ry..

Die Abb. 16 zeigt ein Ersatzschaltbild fiir die LC-Leitung, wobei die kontinuierlich
verteilten Kapazitdten und Induktivitdten ndherungsweise diskretisiert wurden. Die
Leitung wird durch eine auf die Langeneinheit bezogene spezifische Induktivitat Ly so-
wie eine spezifische Kapazitiat C charakterisiert. Des weiteren besitze die LC-Leitung
eine endliche Léange ¢ und werde durch einen Lastwiderstand R abgeschlossen. In ei-
nem allgemeinen Modell konnte man noch Widerstinde Rydx in Reihe mit den Induk-
tivitdten sowie Leitfdhigkeiten Godx parallel zu den Kondensatoren betrachten. Wir
setzen jedoch im folgenden Ry = Gy = 0 und weisen darauf hin, daf§ die RC-Leitung
mit Ly = 0 und endlichem R, von Nazarov genauer diskutiert wurde [25,60].

Wir leiten jetzt zunéichst die Impedanz Z(w) einer endlichen LC-Leitung her. Dazu
schreiben wir die Spannungs- und Stromverteilung in der Leitung als V (z,t) = V (z)e™*
und I(x,t) = I(z)e™. Mit der Spannungsverteilung ist dabei eine Ladungsverteilung
Q(z,t) = Q(z)e™" mit Q(z) = CoV(z) verkniipft. Der Spannungsabfall iiber ein
infinitesimales Stiick Induktivitéit ist durch

dV (z)

5 —iwLol(z) (4.53)

gegeben. Auflerdem gilt die Kontinuitétsgleichung
dI(z)
dx

die die Aufladung der Kapazitdten beschreibt. Die beiden Gleichungen (4.53) und
(4.54) erlauben Wellenlésungen der Form V(z) = Voer™*® und I(z) = Ie*™**  die
durch die Wellenzahl k£ charakterisiert werden. Dabei gilt die Dispersionsrelation

— W), (4.54)

w=ku (4.55)



62

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit

1
u = . 4.56
e (4.56)
Die allgemeinen Losungen von (4.53) und (4.54) lauten
V(z) = Ve 1V _ e (4.57)

und

I(z) = ,/%(Vﬁe—i’w — Vi ey, (4.58)

In einer nach rechts unendlich ausgedehnten Leitung gibt es nur rechtslaufende Wellen,
es ist also V.. = 0. Dann sieht man am linken Ende der Leitung bei x = 0 die Impedanz

| Lo
pr— —_—. 4-
R o (4.59)

Ein Abschluwiderstand R; am Ende einer endlichen Leitung der Lange ¢ fithrt zu der
Randbedingung V' (¢) = Ry I({), womit wir fiur (4.57) und (4.58)

V(z) = VQ(f) (14 7)e ™ 0 — (1 — 7)) (4.60)
und
I(z) = ‘2/1(%? (14 r)e *@=0 4 (1 — r)ethl==t)] (4.61)

finden. Dabei haben wir das Verhéiltnis

Ry,
re L

B (4.62)

zwischen AbschluBwiderstand und charakteristischem Leitungswiderstand eingefiihrt.

Die Impedanz Z = V(0)/1(0) am linken Ende der endlichen Leitung ergibt sich dann
unter Verwendung der Dispersionsrelation (4.55) zu

1+ita <7Tw>
p— n —_—
Z(Cd)_l r 2(.4)0

= - . (4.63)
Ry gl—l—z'rtan<ii>
2 wWo
Die \/4-Frequenz
wo = =4 (4.64)

T 2¢
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ist die Frequenz, bei der gerade eine Viertelwelle auf die endliche Leitung pafit. Sie cha-
rakterisiert also das endliche Leitungsstiick. Wie in den vorhergehenden Abschnitten
ist g = Ry /Ry die dimensionslose Leitfahigkeit bei w = 0.

Bei der Diskussion der Impedanz (4.63) kann man drei wesentliche Félle unterschei-
den. Fir Ry, = R, ist die Leitung mit einem angepafiten Widerstand abgeschlossen,
und die Leitung kann als ohmscher Widerstand R, betrachtet werden. Fiir Ry, = 0
ist die Leitung kurzgeschlossen, und die Spannung verschwindet am Ende der Leitung.
Dies fithrt zu Resonanzen der Impedanz bei den Frequenzen w, = (2n — 1l)wg,n =
1,2,... Im entgegengesetzten Fall eines offenen Endes, also R, = 0o, gibt es Resonan-
zen bei w, = 2(n — 1)wy,n = 1,2, ..., da dann gerade eine ganze Zahl von Halbwellen
auf die Leitung paft.

Die totale Impedanz fiir einen an eine endliche LC-Leitung gekoppelten Tunnel-
kontakt erhélt man nun aus (2.9) und (4.63). Mit dem Verhéltnis

wo

K = o (4.65)
zwischen der fiir die Leitung charakteristischen Frequenz wy und der durch die Tunnel-
kapazitit verursachten Abschneidefrequenz wr = (R,C) ™" findet man schlieBlich

1 T W
1 — -
Zt(u)) 1 - r tan (2 w())

Rk - 5 (1 — F&wio tan (g%)) —i—ir(/iwio + tan (gwio))

Fiir kleine s, also groBe Abschneidefrequenzen wg sind die Resonanzen von Z;(w)
durch die oben diskutierten Resonanzen von Z(w) bestimmt. Fiir grofie x werden
die Resonanzen jedoch zu kleineren Frequenzen verschoben, was sich insbesondere bei
den niederfrequenten Resonanzen stark auswirkt.

(4.66)

4.4.2 P(E) und differentielle Strom-Spannungs-Charakteristik

Da analytische Rechnungen fiir die endliche LC-Leitung kaum moglich sind, dis-
kutieren wir im folgenden qualitativ einige charakteristische Merkmale dieses Modells.
Wir beschréanken uns dabei der Einfachheit halber auf den Fall T = 0. Auflerdem
wéhlen wir das Widerstandsverhéltnis 7 = Ry /R als deutlich von Eins verschieden,
da wir fiir » = 1 den uns bereits bekannten ohmschen Fall erhalten. Wir koénnen
uns dann die totale Impedanz aus vielen Resonanzen endlicher Giite, wie wir sie in
Abschnitt 4.3 diskutiert haben, zusammengesetzt denken. Fiir geeignete Parameter
erwarten wir daher eine sehr reiche Struktur in P(E), wie sie in Abb. 17 beispielhaft
dargestellt ist. Dabei kann im gezeigten Energiebereich maximal die vierte Mode an-
geregt werden. Eine Mode kann aber nicht nur einmal angeregt werden. Es sind alle
Kombinationen von Anregungen moglich, sofern die zur Verfiigung stehende Gesamt-
energie nicht iiberschritten wird. Die Anregungen lassen sich durch einen Satz von
Zahlen {n;} charakterisieren, wobei n; angibt, wie oft die i-te Mode angeregt wurde.
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Abbildung 17: P(E) bei T = 0 fiir einen Tunnelkontakt, der an eine endliche LC-Leitung mit k = 1,
g = 100 und r = 0.1 gekoppelt ist. Die Energie ist in Einheiten von Awy gerechnet. Die einzelnen
Maxima sind durch die Zahl der Anregungen n; der i-ten Mode als (nina2nsny) charakterisiert. a:
(1000), b: (2000), c: (3000), d: (0100), e: (1100), f: (2100), g: (0010), h: (1010), i: (0001), j: (1001).

In unserem Beispiel kann die erste Mode bis zu dreifach angeregt werden (a-c), bevor
die Anregung der zweiten Mode (d) moglich wird. Bei der durch ,e“ gekennzeichneten
Energie werden die erste und die zweite Mode je einfach angeregt. Auch die weiteren
Spitzen lassen sich eindeutig bestimmten Anregungen zuordnen. Die Wahl eines nicht
zu kleinen x in Abb. 17 sorgt dafiir, dafl die erste Resonanz stark zu niedrigen Fre-
quenzen verschoben ist, wie wir im letzten Abschnitt diskutiert haben. Dadurch wird
eine eindeutige Zuordnung der Spitzen von P(F) moglich. Fiir kleine £ dagegen er-
fordert eine Mehrfachanregung einer Mode in etwa die gleiche Energie wie die einfache
Anregung einer hoheren Mode. Auflerdem ist zu beachten, dafl 1/krg die Rolle des in
(4.5) fiir das Einmodenmodell definierten Verhéltnisses zwischen Ladungsenergie und
Anregungsenergie iibernimmt. Wird dieser Parameter klein, so wird, wie schon beim
Einmodenmodell, die mehrfache Anregung von Moden sehr unwahrscheinlich.

Auch die differentielle Strom-Spannungs-Charakteristik, die experimentell relativ
leicht zugénglich ist, enthilt als Integral {iber P(FE) Information iiber die totale Impe-
danz, wie wir schon frither gesehen hatten. Ein Beispiel fiir die endliche LC-Leitung
ist in Abb. 18 zu sehen. Die gestrichelte Linie und die strichpunktierte Linie gehoren
zu einer fast kurzgeschlossenen bzw. einer fast offenen Leitung. Zusétzlich ist die
ohmsche Kurve einer Leitung mit angepafitem Abschluwiderstand punktiert darge-
stellt. Vom Einmodenmodell wissen wir bereits, daB Resonanzen in Z;(w), die fiir
den hier verwendeten kleinen Wert x = 0.1 dhnlich wie die Resonanzen von Z(w) lie-
gen, zu Stufen in der differentiellen Strom-Spannungs-Charakteristik fithren. Wie auf
Grund unserer Diskussion der Impedanz im vorhergehenden Abschnitt erwartet, sehen
wir daher Stufen bei den Spannungen (2n — 1)(hwg/e),n = 1,2,... fir R, < R
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Abbildung 18: Differentielle Strom-Spannungs-Charakteristik bei 7' = 0 fiir einen Tunnelkontakt,
der an eine endliche LC-Leitung mit x = 0.1 und charakteristischem Widerstand R, = 0.1Rg gekop-
pelt ist. Das Verhiltnis zwischen Lastwiderstand und Leitungswiderstand betrigt fiir die gestrichelte,
die punktierte und die strichpunktierte Kurve Ry, /R = 0.1,1 bzw. 10. Die Spannung ist in Einheiten
von hwy/e gerechnet.

und bei 2(n — 1)(hwp/e),n = 1,2,... fir Ry > R,. AuBlerdem zeigt die gestri-
chelte Kurve der fast kurzgeschlossenen Leitung noch schwach ausgepragte Stufen bei
2n(hwo/e),n = 1,2,..., die von der Zweifachanregung einer Mode herriihren. Fiir
sehr grofle Spannungen geht der differentielle Widerstand gegen R; was somit zu der
erwarteten, verschobenen ohmschen Strom-Spannungs-Charakteristik fiihrt. Ahnliche
Ergebnisse wurden von Averin und Nazarov im Rahmen einer Stérungstheorie in der
totalen Impedanz erhalten [61]. Dabei wurde jedoch nur die Emission einzelner Quan-
ten zugelassen, so daf} die in Abb. 18 sichtbare Zweifachanregung dort nicht auftreten
kann.
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5 Tunnelraten in Josephsonkontakten

5.1 Einfiihrung

Bis jetzt haben wir nur Tunnelkontakte untersucht, deren Elektroden normallei-
tend sind. Im allgemeinen sind die lithographisch hergestellten Kontakte bei den zur
Beobachtung von Ladungseffekten erforderlichen, tiefen Temperaturen jedoch supra-
leitend. Messungen an normalleitenden Kontakten sind dann nur durch Anlegen eines
hinreichend starken Magnetfeldes moglich. Dies ist aber nicht die einzige Motivation,
das Auftreten von Ladungseffekten in Josephsonkontakten zu untersuchen. Im Ge-
gensatz zu normalleitenden Kontakten sind hier zwei Arten von Ladungstrigern zu
betrachten, Quasiteilchen und Cooperpaare. Die Tunnelraten fiir Quasiteilchen lassen
sich wie in Kapitel 3 berechnen, wenn man die Energieabhéngigkeit der Zustandsdichte
beriicksichtigt. Die Tatsache, da} die Cooperpaare ein Kondensat bilden, fiithrt dazu,
daf sich im Cooperpaarstrom der Einflufl der Umgebung sehr viel direkter &uflert als in
der Strom-Spannungs-Charakteristik von Quasiteilchen. In den folgenden Abschnitten
wollen wir Josephsonkontakte vor allem in Hinblick auf Effekte einer &ufleren Impedanz
diskutieren. Fiir andere Aspekte verweisen wir auf Ubersichtsartikel in der Literatur
[23,24,62].

5.2 Tunnelrate fiir Cooperpaare

Wir betrachten zunéchst das Tunneln von Cooperpaaren in ultrakleinen Tunnel-
kontakten und vernachldssigen den Beitrag der Quasiteilchen. Dies ist gerechtfertigt,
wenn die Temperatur sehr viel kleiner als die Ubergangstemperatur 7, des Supraleiters
ist, und die Spannung unterhalb 2A /e liegt, wobei 2A die Energieliicke des Supraleiters
ist.

In Josephsonkontakten tritt neben den beiden bereits bekannten Energieskalen,
némlich der Ladungsenergie E. = 2¢?/C, die die Ladung 2e beriicksichtigt, und der
thermischen Energie kgT', noch die Josephsonenergie F; auf, die die Stérke der Kopp-
lung der beiden Elektroden beschreibt. Da wir an Ladungseffekten interessiert sind,
soll die Ladung am Josephsonkontakt mdoglichst wenig fluktuieren. Wir nehmen daher
an, dafl E. > FE; ist, d.h. die Josephsonkopplung soll schwach sein. Den entgegen-
gesetzten Fall E; > E! werden wir hier nicht betrachten, sondern erwahnen nur die
Existenz einer Dualitdtstransformation zwischen diesen beiden Situationen [24].

Zu Beginn dieser Arbeit hatten wir in (2.2) die Phase ¢ eingefiihrt, die als kon-
jugierte Variable zur Ladung eine wichtige Rolle spielt. Wir wollen unsere bisherige
Definition der Phase weiterverwenden. Da Cooperpaare aber die Ladung 2e tragen,
tritt im folgenden immer die Phase 2¢ auf, die im Zusammenhang mit dem Josephson-
effekt eine wesentliche Rolle als Differenz der Phasen der Ordnungsparameter in den
beiden Elektroden spielt.
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Der Gesamthamiltonoperator, der das Tunneln in normalleitenden Metallkontak-
ten beschreibt, besteht nach (3.6) aus einem Beitrag der Umgebung, einem Tunnelterm,
sowie dem Beitrag der Quasiteilchen. Letzterer hat bei Cooperpaaren keine Entspre-
chung, da diese ein Kondensat bilden, das zu keinem zusétzlichen dynamischen Frei-
heitsgrad fiithrt. Es sind daher nur die Ladung (), die Phase ¢ und die Badfreiheitsgrade
zu betrachten. Der Hamiltonoperator lautet jetzt also

H = He,, — Ejcos(2¢), (5.1)

wobei der Hamiltonoperator H,,, der Umgebung wie in (2.32) definiert ist. Der zweite
Term beschreibt die Kopplung der beiden Elektroden iiber den Josephsoneffekt. Seine
Bedeutung als Tunnelhamiltonoperator wird in der Form

B cos(2¢) %(62@ + e~2) (5.2)
deutlich. Wahrend der Operator e~* bei normalleitenden Kontakten die Anderung
der Ladung @ beim Tunneln eines Elektrons beschrieb, fiihrt der Operator e=2% zu
einer Anderung von @ um 2e auf Grund des Tunnelns eines Cooperpaares. Der Jo-
sephsonterm (5.2) ersetzt also den Tunnelhamiltonoperator Hr in (2.32).

Die Berechnung von Tunnelraten fiir Cooperpaare in niedrigster Ordnung der Jo-
sephsonkopplung erfolgt wie in Abschnitt 3.2, wobei jedoch die Auswertung des Qua-
siteilchenanteils entfallt. Wir verzichten daher auf eine ausfiihrliche Darstellung. Nach
dem Spuren iiber die Badfreiheitsgrade findet man fiir die Vorwéartstunnelrate

E\2 [+oo 2i . -

T(V) = (—") [ exp(lth) (290 -280)) (5.3)
2h —0 h

Dieser Ausdruck entspricht der Rate (3.20) im normalleitenden Fall. Die Auswertung

der Gleichgewichtsphasenkorrelation kann von Abschnitt 3.2.3 iibernommen werden.

Als Endergebnis fiir die Vorwértstunnelrate ergibt sich schliefflich

(v E2P'(2eV). (5.4)

T
)=
Die Wahrscheinlichkeit, dal das tunnelnde Cooperpaar die Energie E' an die Umgebung
abgibt, ist jetzt durch

P/(E) = % /_ ; dt exp [4J(t) + %Et] (5.5)
gegeben. Dieses Resultat unterscheidet sich von der Grofle P(E) fiir normalleitende
Kontakte durch einen Faktor 4 vor der Phasenkorrelationsfunktion, der eine Folge der
Ladung 2e der Cooperpaare ist. Anders ausgedriickt kann man sagen, daf die relevante
Widerstandsskala fiir den Einfluf einer dufleren Impedanz auf das Cooperpaartunneln
durch Rg = h/(2e)? = R /4 gegeben ist. Die Bedingung fiir eine Hochimpedanzum-
gebung, R > R, ist also etwas leichter zu erfiillen als fiir normalleitende Kontakte.
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Das Resultat (5.4) 148t sich anschaulich relativ leicht verstehen. Da die Cooper-
paare keine kinetische Energie besitzen, kénnen sie bei einer nichtverschwindenden,
am Kontakt anliegenden Spannung nur dann tunneln, wenn die Umgebung die Energie
2eV aufnimmt. Die Tunnelrate fiir Cooperpaare hingt damit in sehr direkter Weise
von den KEigenschaften der Umgebung des Josephsonkontakts ab. Die Giiltigkeit von
(5.4) ist durch die am Anfang dieses Abschnittes gemachten Bedingungen niedriger
Temperatur und Spannung eingeschrénkt, da sonst Quasiteilchentunneln nicht zu ver-
nachléssigen wire. Da hohere Korrekturen zur Rate (5.4) durch Faltungen von P'(E)
gegeben sind, findet man auflerdem die Bedingung E;P) .. < 1, wobei P! das Ma-
ximum von P’(E) ist. Betrachten wir als Beispiel eine ohmsche duflere Impedanz, so
folgt aus einer Analyse von (4.51) die Bedingung SE; < R/Rg, die bei gegebener
auflerer Impedanz eine untere Grenze fiir die Temperatur liefert.

5.3 Der Cooperpaarstrom

Mit Hilfe der Symmetrie ?(V) = ﬁ(—V) zwischen Vorwérts- und Rickwértstun-
nelrate erhédlt man aus (5.4) unmittelbar den Cooperpaarstrom [63]

Is(V) = 2¢[T(V) — T(V)] = gIcEJ [P'(2eV) — P'(—2eV)], (5.6)

wobei wir den nackten kritischen Strom I, = (2e/h)E; des Josephsonkontakts ein-
gefithrt haben. Da bei Temperatur Null die Wahrscheinlichkeit P'(E) fiir negative
Energien verschwindet, kann man mit dem Cooperpaarstrom direkt die Wahrschein-
lichkeit messen, dal beim Tunneln Energie an die Umgebung abgegeben wird. Dies ist
mit dem Ergebnis (3.65) fiir normalleitende Kontakte zu vergleichen, gemaf8 dem dort
die zweite Ableitung der Strom-Spannungs-Charakteristik durch P(E) bestimmt ist.
Mit Hilfe dieser beiden Beziehungen 148t sich im Prinzip die Konsistenz der Theorie
iiberpriifen, wenn man den Cooperpaarstrom eines Josephsonkontakts mifit und dann
dessen Elektroden durch ein Magnetfeld in den normalleitenden Zustand versetzt.
Die Form (5.6) des Cooperpaarstroms erlaubt es, unsere Kenntnisse iiber P(F)
aus den Kapiteln 3 und 4 direkt anzuwenden. Betrachten wir zunéchst den Fall ver-
schwindender Temperatur. Die Summenregeln (3.36) und (3.37) fiir P(F) finden dann
ihre direkte Entsprechung in den beiden Summenregeln fiir den Cooperpaarstrom

00 T E>
/O avIs(v) = "7 (5.7)
und
00 e mE?
/O v VIs(V) = 552 (5.8)

Fiir eine ohmsche duflere Impedanz Z(w) = R = Rg/gs finden wir in Analogie zu
Abschnitt 4.2.3 ein anomales Verhalten bei sehr kleinen Spannungen, das sich in der
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Abbildung 19: Cooperpaarstrom als Funktion der Spannung, die iiber eine Impedanz mit Z(0) =
10092 an einem ultrakleinen Josephsonkontakt anliegt. Die Temperatur kgT'/E! = 0.05,0.1, 0.2 nimmt
von oben nach unten zu. Die Spannung ist in Einheiten von E’/2e und der Strom in Einheiten von
I.(E;/E.) exp[—2(p| gerechnet.

Form des Cooperpaarstroms Is ~ V2/95=1 gufert [24, 55]. Dabei ist die Leitfihigkeit gg
mit der frither eingefithrten Leitfdhigkeit ¢ durch gg = g/4 verkniipft. Das Verhalten
des Cooperpaarstroms bei 7" = 0 in einer ohmschen Umgebung entspricht im Rah-
men der storungstheoretischen Betrachtung den Kurven in Abb. 11a, wobei bei kleiner
duBerer Impedanz eine Divergenz fiir V' — 0 auftritt, wihrend eine grofle duflere Im-
pedanz zu einem Maximum in der Ndhe von V' = e/C fiihrt. Dieses Maximum wurde
experimentell unter Verwendung von hochimpedanten Zuleitungen beobachtet [64, 65].
Bei endlichen Temperaturen divergiert der Cooperpaarstrom bei Anwesenheit einer
niederimpedanten ohmschen Umgebung fiir V' — 0 nicht mehr. Dafiir zeigt er bei einer
kleinen Spannung ein ausgeprigtes Maximum, das wir jetzt etwas genauer diskutieren
wollen. Der niederimpedante Fall mit gg > 1 ist von experimenteller Bedeutung, da
typische Impedanzen in der Gréf8enordnung von 10052 liegen, solange man nicht gezielte
Anstrengungen unternimmt, um eine Hochimpedanzumgebung herzustellen [66,67].
Wir erinnern uns an den Abschnitt 4.2.4, in dem wir P(E) bei niedrigen Temperaturen
fiir eine ohmsche Umgebung bestimmt hatten. Mit (4.51) ergibt sich aus (5.6) [51]

2

(2
E, gs ﬂEé 1-2/gs P )
Is(V) = gIcF‘ZQSQ/ (W) exp|—2(/gs] gi;@/g;; sinh(BeV) (5.9)

mit E! = 2e¢?/C'. Dieses Ergebnis ist recht universell, da es vom Hochfrequenzverhalten
der Impedanz nur iiber die in (4.32) definierte Grole ¢ abhangt. Wie Abb. 19 zeigt,
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besitzt der Cooperpaarstrom fiir eine niederimpedante Umgebung ein ausgeprigtes
Maximum. Fiir gs > 1 findet man aus (5.9) fiir die Lage des Maximums

v
eBygs

wobei ((3) = 1.202... eine Riemannsche Zahl ist. Die Lage des Maximums ist demzu-
folge proportional zur Temperatur und der &ueren Impedanz Z(0). Setzt man (5.10)
in (5.9) ein, so erhilt man den maximalen Cooperpaarstrom

1 —4
Vi — (1 +46(3) 2+ 0l >) , (5.10)

2

1—i
1-2/gs r
T B o BE. ' ( gs ) ) T
Tomm = S1.27 Pl o /gsl I8 1 g (T, 5.11
smax = g lepras ™\ G | oI osl g T sinh| o (5.11)

der mit fallender Temperatur wie 7-1t2/9s ansteigt. Fiir verschwindende Impedanz
erhdlt man Ig e = I.(E56/4).

Von experimenteller Relevanz ist auch die differentielle Leitfdhigkeit bei Spannung
Null. Aus (5.9) ergibt sich

Er\° s T(1/gs)?
= (?,’) g5/ 7;(2//22)) exp[—2(/gs] (
das bei niedrigen Temperaturen proportional zu 7~2+%/9s ist. Fiir groBe Leitfihigkeiten
gs findet man daher eine Divergenz der differentiellen Leitfahigkeit bei Spannung Null,
wenn die Temperatur gegen Null geht. Dies ist direkt mit dem anomalen Verhalten
des Cooperpaarstroms Ig ~ V2951 bei kleiner Spannung verkniipft.

Abschlielend wollen wir noch einmal kurz die Bedingungen zusammenfassen, unter
denen das Resultat (5.9) fiir den Cooperpaarstrom giiltig ist. Diese ergeben sich aus den
in Abschnitt 4.2.4 gemachten Ndherungen und der Vernachlidssigung von Quasiteilchen.
Die Temperatur ist nach oben durch BE’gs >> 7 sowie durch die Ubergangstemperatur
T. fiir die supraleitenden Elektroden begrenzt. Die Spannung muf kleiner als 2A/e sein
und auflerdem darf Re[Z;(eV//h)] nicht wesentlich von Z(0) abweichen. Die Stérungs-
theorie liefert schliellich noch eine untere Grenze SFE;gs < 1 fiir die Temperatur. Das
Ergebnis (5.9) ist also fiir einen grolen Temperaturbereich giiltig, falls E; < E., was
wir zu Beginn unserer Uberlegungen vorausgesetzt hatten.

dl
o g

(5.12)

ﬁEl 2—-2/gs
272 ) ’

V=0

5.4 Tunnelraten und Strom-Spannungs-Charakteristik fiir
Quasiteilchen

Die Berechnung von Tunnelraten fiir Quasiteilchen in Josephsonkontakten erfolgt
ganz analog wie fiir normalleitende Tunnelkontakte. Es ist jedoch zu beachten, dafl
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die Zustandsdichte der Quasiteilchen in der Ndhe der Energieliicke sehr stark energie-
abhéngig ist. Die relative Zustandsdichte ist gemafl der BCS-Theorie durch

|E]

" fir |[E] > A
2 _ A2)1/2
Ns(E) _ | (E* — A?) (5.13)

0 fir || < A

gegeben. Dabei ist N(0) die Zustandsdichte im normalleitenden Fall bei £ = 0, d.h.
in der Mitte der Energieliicke des supraleitenden Falles. Fiir normalleitende Kontakte
ging die Zustandsdichte an der Fermikante in die Definition des Tunnelwiderstands
Rr ein. Beim Josephsonkontakt behalten wir diese Definition bei, indem wir die Zu-
standsdichte N(0) verwenden. Demzufolge tritt in der Quasiteilchentunnelrate des
Josephsonkontakts

r(V)= 62;@ " aa Ns(E )]]\é 5(8;32 V)
< f(B)1— f(E +eV)|P(E — E') (5.14)

die relative Zustandsdichte (5.13) auf. Im Gegensatz zum Cooperpaartunneln ist der
Energieaustausch mit der Umgebung durch P(E) bestimmt, da die Quasiteilchen die
Ladung e tragen.

Verwenden wir wieder die Symmetrie zwischen Vorwérts- und Riickwértstunnel-
rate, so erhalten wir aus (5.14) den Quasiteilchenstrom

LolV) = - [ apar S [HE)L - fENPE - B+ o)

—f(E"[1 - f(E)P(E' — E - eV)]. (5.15)

Mit Hilfe des detaillierten Gleichgewichts (3.42) fiir P(£) und der Beziehung (3.32) fiir
die Fermifunktionen 1afit sich (5.15) in

Ip(V)

- /+Oo apag Ns(E)Ns(E' + E) 1 — eV
eRp J—oo N(0)2 1—ePE

xP(eV — E)[f(E") — f(E'+E)]  (5.16)

umschreiben. In der Abwesenheit einer dufieren Impedanz, d.h. fiir P(E) = §(E) ergibt
sich daraus der Quasiteilchenstrom

b /+°° qpVs(E)Ns(E +eV)
GRT

I‘lpﬁ(v) w N(0)2

[f(E) = f(E+eV)] (5.17)
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fiir einen Josephsonkontakt, an dem eine konstante Spannung anliegt. Damit 148t sich
der Quasiteilchenstrom unter Beriicksichtigung einer Umgebung als [43, 44]

+00 1 — e BV
I(V) = /_ BT P(eV — E)gpo(E/e) (5.18)
schreiben. Dieses Ergebnis ist recht allgemein. Setzt man bei einem normalleitenden
Tunnelkontakt die ohmsche Strom-Spannungs-Charakteristik fiir /o, ein, so erhélt
man direkt unser altes Resultat (3.63).

Fiir Temperatur Null kann das Integral in (5.17) ausgewertet werden. Mit (5.13)
findet man dann fiir den Quasiteilchenstrom in der Abwesenheit einer dufleren Impe-
danz den bekannten Ausdruck [68]

2

Lpo(V) = [E(m) _2 (§> K(m)] fiir eV > 2A, (5.19)
RT eV

wobei m = 1 — (2A/eV)% K(m) und E(m) sind elliptische Integrale der ersten bzw.

zweiten Art. Fiir eine ohmsche duflere Impedanz 148t sich der Quasiteilchenstrom fiir

T = 0 aus (5.18) fiir Spannungen wenig oberhalb von 2A /e bestimmen, indem man das

Niederenergieverhalten (4.36) verwendet und (5.19) entwickelt. In niedrigster Ordnung

erhdlt man

P 4eRrT(2/9)

lggc (eV — 2A)1 " . (5.20)

Dabei ist g = Rk /Z(0) die dimensionslose Leitfihigkeit bei kleinen Frequenzen und ¢
wurde in (4.32) definiert. Wie schon fiir normalleitende Kontakte und fiir den Cooper-
paarstrom in Josephsonkontakten findet man auch hier anomales Verhalten der Strom-
Spannungs-Charakteristik bei kleinen Spannungen. Die Anomalie I, ~ (eV — 2A)%/9
[43,44] liegt nun jedoch gerade oberhalb der Liicke bei 2A/e. In Abb. 20 ist die
Bildung einer Coulombliicke mit abnehmender Leitfahigkeit g gezeigt, wobei die Ener-
gieliicke A gleich der Ladungsenergie F. gewahlt wurde. Die Impedanzen entsprechen
genau denen der Abb. 11b, die die Strom-Spannungs-Charakteristiken fiir normallei-
tende Kontakte zeigt. Die gestrichelte Kurve stellt den Grenzfall verschwindender
Impedanz geméfB (5.19) dar. Die gepunktete Kurve ist die dazu um e/2C' verschobene
Strom-Spannungs-Charakteristik im Hochimpedanzfall. Fiir grofle Spannungen und
endliche &uflere Impedanz ndhert sich der Quasiteilchenstrom an die Charakteristik
des Hochimpedanzfalls an, auch wenn die Verschiebung um e/2C' gegeniiber dem Nie-
derimpedanzfall bei Spannungen in der Niahe von 2A /e fiir kleine duflere Impedanzen
nicht erkennbar ist.

Das Verhalten des Quasiteilchenstroms bei endlichen Temperaturen, sowie interes-
sante Effekte die beim kombinierten Tunneln von Quasiteilchen und Cooperpaaren in
Systemen mit mehreren Josephsonkontakten auftreten, sind in der Literatur diskutiert
[43, 44,69, 70].



73

qu
w
1

Abbildung 20: Quasiteilchenstrom bei 7' = 0 als Funktion der Spannung fiir einen Josephsonkontakt
mit A = FE. und eine ohmsche &duflere Impedanz mit g = 00,20,2,0.2,0 von links nach rechts. Die
gestrichelte Kurve entspricht einer Niederimpedanzumgebung, die gepunktete Kurve einer Hochim-
pedanzumgebung. Die Spannung ist in Einheiten von e/2C und der Strom in Einheiten von e/2C Ry
gerechnet.
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6 Systeme mit mehreren Tunnelkontakten

6.1 Inselladung

Bis jetzt hatten wir nur einzelne Tunnelkontakte in ihrer elektromagnetischen Um-
gebung betrachtet und gefunden, dafl die Umgebung von sehr hoher Impedanz sein mu#f,
damit Ladungseffekte deutlich sichtbar werden. Leider ist es jedoch experimentell sehr
schwierig, eine Umgebung mit Impedanzen zu realisieren, die wesentlich gréfler als das
Widerstandsquant sind, da die relevante Frequenzskala, wie wir gesehen haben, bis
hinauf zu Gigahertz reicht [66,67]. Ein moglicher Ausweg besteht darin, mehrere Kon-
takte hintereinanderzuschalten. Dabei werden nicht nur die Ladungseffekte deutlicher,
solche Schaltungen sind auch fiir praktische Anwendungen von Bedeutung, wie wir in
Abschnitt 6.12 sehen werden. Im einfachsten Fall besteht ein Mehrkontaktschaltkreis
aus zwei Kontakten, dem in Abb. 21 gezeigten Doppelkontakt. Von auflen gesehen kann
man die beiden Tunnelkontakte mit den Kapazititen C'; und C5 als einen Kondensator
der Gesamtkapazitét

C1C%

== 6.1
Cy + Gy (6.1)

betrachten. Da die Gesamtspannung an den beiden Kondensatoren durch U = Q;/C1+
)2/ C5 gegeben ist, kann man die von auflen sichtbare Gesamtladung
CoQ1 + C1Q2
=00 =—"—F—-—"" 6.2

Q T G (6.2)
einfithren. Wie beim Einzelkontakt ist die Ladung @ als Influenzladung eine kontinu-
ierliche Grofle. Die Beschreibung mit (6.1) und (6.2) ordnet also dem Doppelkontakt
effektiv die Eigenschaften eines einzelnen Kontakts zu. Der wesentliche Unterschied
zwischen dem Einzelkontakt und dem Doppelkontakt besteht in der in Abb. 21 gezeig-
ten metallischen Insel [7,23]. Diese Insel trigt die Ladung

@1 — Q2 = ne, (6.3)

I, Ty L, I

Metall Insel Metall

Abbildung 21: Schematische Darstellung eines Doppelkontakts. Die moglichen Tunnelprozesse zu-
sammen mit den zugehorigen Bezeichnungen fiir die Raten sind eingetragen.
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Cla Rl CQa RQ

Abbildung 22: Der Einzelelektronentransistor bestehend aus einem Doppelkontakt mit Kapazitdten
C1,C5 und Tunnelwiderstdnden Ry, Ry sowie einem Kontrollzweig. Die Kontrollspannung Vi ist iiber
die Kapazitit Cg an die Insel gekoppelt.

die sich nur durch Tunnelvorginge dndern l&aBt und daher nur diskrete Werte n =
0,+1,+2, ... annehmen kann, wobei —n die Zahl der zusétzlichen Elektronen auf der
Insel ist. Diese diskrete Inselladung wird sich noch als ganz wesentlich fiir das Auf-
treten von Ladungseffekten herausstellen. Zur Beschreibung des Ladungszustands der
beiden, den Tunnelkontakten zugeordneten Kondensatoren kann man nun entweder die
Ladungen auf den beiden Kondensatoren (); und ()2 oder die Gesamtladung () sowie
die Inselladung ne benutzen. Die zugehorige Ladungsenergie ist dann
2 2 2 2

G L 0@, ot o

207 20y  2C  2(C1+Cy)

Im Gegensatz zum Einzelkontakt enthélt die Ladungsenergie jetzt also auch einen
Beitrag der Inselladung.

In realen Doppelkontaktsystemen treten in der Nahe der Kontakte haufig Ladungs-
defekte auf. Dies fiihrt zu einer effektiven Verschiebung der diskreten Leiter der In-
selladungen ne um eine Ladung Q)g. Durch Verwendung der in Abb. 22 gezeigten
Einzelelektronentransistorschaltung kann man diese Verschiebung auch gezielt mittels
einer kapazitiv angekoppelten Kontrollspannung steuern. Diese Schaltung ist fiir An-
wendungen von grofler Bedeutung. Im folgenden wollen wir zeigen, dafl eine iiber die
Kapazitit Cg angekoppelte Kontrollspannung Vi effektiv zu einer Verschiebung der In-
selladung um @y = Cg Vg fithrt. Dazu betrachten wir die Gleichgewichtsladungen @,
)2 und Q¢ bei den vorgegebenen angelegten Spannungen V' und V. Um den Gleich-
gewichtszustand vollstédndig zu charakterisieren, miissen wir auch noch die Inselladung
vorgeben, die durch

ne= Q1 — Q2 — Q¢ (6.5)
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mit den Ladungen auf den Kondensatoren verkniipft ist. Unter Ausnutzung des Kirch-
hoffschen Gesetzes erhélt man

Q= gl [(02 + C—)V +CaVe + ne} (6.6)
Y
Qo = g; [ (Cl + %)V + CaVg + ne] (6.7)
e
Qo=-72 [ (Cy— CL)V — (Cy + Co)Vis + ne} , (6.8)
b

wobei die Inselkapazitit jetzt noch einen Beitrag von der Kapazitdt im Kontrollzweig
enthélt und durch

CZ - Cl + 02 + CG (69)

gegeben ist. Betrachten wir nun das Tunneln eines Elektrons von der linken Elektrode
auf die Insel. Dabei wird aus der Ladung @); auf dem ersten Kontakt die Ladung
()1 — e und aus der Inselladung ne wird (n — 1)e. Die neuen Ladungen @1 — e, Q3 und
Q¢ verletzen die elektrostatischen Gleichgewichtsbedingungen (6.6-6.8), da die Erset-
zung von n durch n — 1 nicht zu einer Anderung von @; um eine Elementarladung
fithrt. Das Gleichgewicht wird wiederhergestellt, indem Ladung durch die verschiede-
nen Spa,nnungsquellen transferiert wird. Die Ladungen auf den Kondensatoren dndern
sich beim Ubergang von einer Gleichgewichtssituation mit Inselladung ne zu einer
Gleichgewichtssituation mit Inselladung (n — 1)e um

C
0Q) = ——re = —e+6Qs + 6Qq (6.10)
Cxy,
Cy
_ L2 11
50 e (6.11)
Ca
_ G, 12
6Qc o (6.12)

Bei Abwesenheit von Badmoden werden die Tunnelraten durch die Differenz der elek-
trostatischen Energie vor und nach dem Tunnelvorgang bestimmt. Beim Einzelkontakt
war diese Differenz durch die Arbeit gegeben, die die Spannungsquelle leisten muf3, um
das elektrostatische Gleichgewicht nach dem Tunneln wiederherzustellen. Beim Dop-
pelkontakt und dem Transistor kommt zu der Arbeit, die von den Spannungsquellen
geleistet wird, noch die Anderung der Ladungsenergie der Insel hinzu. Die Ladungen
auf den Kondensatoren sind durch die Spannungen V' und Vi sowie die Inselladung ne
bestimmt. Da die &ufleren Spannungen konstant gehalten werden, hingt die Anderung
der Ladungsenergie nur mit der Anderung der Inselladung zusammen. Unter Bertick-
sichtigung dieses Beitrags sowie der Arbeit der Spannungsquellen erhalten wir also fiir
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die Anderung der elektrostatischen Energie beim Tunneln eines Elektrons durch den
ersten Kontakt auf die Insel

(ne)’ _ [(n— 1P
2Cs 20y

— %(5621 +e€) + %6622 + VedQa
(6.13)
e

C
= (o + YW + OV +ne — <.
Cy 2

2

Dabei haben wir bei der Ladungsénderung 6¢); am ersten Kontakt berticksichtigt, dafl
der Beitrag einer Elementarladung vom Tunneln stammt und somit nicht durch die
Spannungsquellen transferiert wird. Die rechte Seite von (6.13) macht nun deutlich,
dafl dem Einflu der Kontrollspannung durch Einfithrung einer effektiven Inselladung
q = ne + Qo mit Qg = CeVs Rechnung getragen werden kann.

Wenn die Kapazitdt Cg klein im Vergleich zu den Kapazitidten € und Cy der
Kontakte ist und keine weitere Impedanz im Kontrollzweig zu beriicksichtigen ist, be-
steht die einzige Auswirkung des Kondensators in diesem Zweig darin, die effektive
Inselladung zu verschieben, wie wir gerade gesehen haben. Man kann Cg sogar gegen
Null gehen lassen. Die Ladung Q¢ und die Ladungsénderung 6@ verschwinden dann
geméiB (6.8) und (6.12). Die Verschiebung der Inselladung, die fiir die Funktionsweise
des Einzelelektronentransistors ganz wesentlich ist, kann dabei endlich bleiben, wenn
man nur die Kontrollspannung grof§ macht, so dafl die zusétzliche Ladung C'¢V; endlich
bleibt. Im folgenden betrachten wir vor allem den Fall einer verschwindenden Kapa-
zitdt C'¢ womit wir den Doppelkontakt parallel zum Transistor behandeln kénnen, da
die zugehorigen Inselladungsleitern ne und ne+ )y nur gegeneinander verschoben sind.
Im Abschnitt 6.8 werden wir bei der Diskussion des Einflusses der Umgebung auf den
Transistor auch den Fall einer endlichen Kapazitit C'i betrachten.

6.2 Netzwerkanalyse
6.2.1 Einfithrung

Nachdem wir im letzten Abschnitt gesehen haben, dafl sich der Einzelelektronen-
transistor unter bestimmten Voraussetzungen auf einen Doppelkontakt zuriickfiihren
1a8t, untersuchen wir im folgenden zunéchst den Einflufl einer &ufleren Umgebung auf
einen Doppelkontakt. Dabei nehmen wir, wie schon beim Einzelkontakt, an, daf3 der
Doppelkontakt, wie in Abb. 23 gezeigt, iiber eine Impedanz Z(w) mit einer idealen
Spannungsquelle V' verbunden ist. Wir kénnten nun in Analogie zum Einzelkontakt
einen Tunnelhamiltonoperator aufschreiben, der das Tunneln durch die beiden Kon-
takte beschreibt. Solange das Tunneln der Elektronen durch die beiden Kontakte
unabhéngig voneinander geschieht, ist aber jeweils nur ein Tunnelkontakt fiir die be-
treffende Rate von Bedeutung. Wir konnen uns daher auf den Standpunkt stellen, dafl
der andere Kontakt nur als Kondensator wirkt und daher zur dufleren Umgebung ge-
rechnet werden kann. Dann ist es moglich, unter Verwendung von Methoden der Netz-
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Abbildung 23: Ein Doppelkontakt mit Kapazititen C; und Cs sowie Tunnelwiderstinden R; und
Ry. Die beiden Kontakte sind iiber eine Impedanz Z(w) mit einer idealen Spannungsquelle V' verbun-
den.

werkanalyse den Schaltkreis aus Abb. 23 auf einen effektiven Einzelkontakt-Schaltkreis
geméfl Abb. 6 zu transformieren. Dieses Vorgehen fiihrt beim Doppelkontakt zur Ver-
meidung von einiger formaler Rechnung analog zu der, die wir in Abschnitt 3.2 fiir den
Einzelkontakt durchgefiihrt haben. Wir werden jedoch die Ergebnisse der Netzwerk-
analyse mit Hilfe des Tunnelhamiltonoperators plausibel machen. Der grofie Vorteil der
Netzwerkanalyse zeigt sich spéater bei komplizierteren Schaltkreisen wie zum Beispiel
in Abschnitt 6.8 bei der Diskussion des Einzelelektronentransistors mit Impedanzen in
den verschiedenen Schaltungszweigen.

Bevor wir mit der Diskussion der Netzwerkanalyse beginnen, wollen wir die zugrun-
deliegende Annahme unkorrelierten Tunnelns kurz diskutieren. In niedrigster Ordnung
Storungstheorie ist tatsdchlich nur Tunneln durch jeweils einen der Kontakte moglich.
In der néchsten Ordnung ist jedoch ein Prozef erlaubt, der das gleichzeitige Tunneln
von je einem Elektron durch beide Kontakte involviert [34, 71]. Dieses sogenannte Ko-
tunneln ist vor allem dann von Bedeutung, wenn die an den Kontakten anliegenden
Spannungen das Tunneln durch die Kontakte blockieren, und die Insel somit nicht
real aufgeladen werden kann. Durch die &uflere Spannung ist es jedoch energetisch
immer moglich, dafl ein Elektron durch die beiden Kontakte transferiert wird, wobei
die Insel nur fiir kurze Zeit virtuell geladen ist. Wir werden das Prinzip des Kotun-
nelns in Abschnitt 6.11 diskutieren und hier zunéchst nur das Tunneln der Elektronen
durch einen Kontakt betrachten. Dies ist insbesondere dann gerechtfertigt, wenn die
Tunnelwiderstédnde R; und Rs sehr grofl im Vergleich zum Widerstandsquant Ry sind.

Die Grundlage fiir unsere Netzwerkbetrachtungen bildet die Transformation zwi-
schen der sogenannten Thevenin-Konfiguration in Abb. 24a und der Norton-Konfigu-
ration in Abb. 24b [72]. Diese beiden Zweipole sind durch den Strom Iy(w) charak-
terisiert, der bei einer angelegten Spannung Vj(w) flieit. Die Schaltungen sind von
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v, v Vi 7(w) G

Abbildung 24: Zwei dquivalente Zweipole durch die bei angelegter Spannung Vj der Strom I fliefit.
(a) Die Thevenin-Konfiguration, eine Reihenschaltung bestehend aus einer Spannungsquelle V' und
einer Impedanz Z(w). (b) Die dquivalente Norton-Konfiguration, eine Parallelschaltung bestehend
aus einer Stromquelle I(w) = V(w)/Z(w) und der Impedanz Z(w).

auen gesehen &quivalent, wenn bei gleicher angelegter Spannung der gleiche Strom
flieft. Diese Forderung fiihrt dazu, dal die Spannung, die die innere Spannungs-
quelle in der Thevenin-Konfiguration liefern muf}, nicht unabhéngig vom Strom der
inneren Stromquelle in der Norton-Konfiguration ist. Fiir die Spannungsbilanz in der
Thevenin-Konfiguration finden wir Vp(w) = Ip(w)Z(w) + V(w), wobei alle Spannun-
gen und Strome im allgemeinen frequenzabhéingig sein diirfen. Der Strom durch die
Norton-Konfiguration ist andererseits durch Ij(w) = —I(w) + Vo(w)/Z(w) gegeben.
Aus diesen beiden Beziehungen folgt sofort der Zusammenhang V(w) = Z(w)I(w) zwi-
schen der Spannungsquelle in der Thevenin-Konfiguration und der Stromquelle in der
Norton-Konfiguration.

6.2.2 Netzwerkanalyse fiir den Einzelkontakt

Wir wollen diese Netzwerktransformation zunéchst auf den Einzelkontakt anwen-
den und durch Vergleich mit unseren Ergebnissen aus der Stérungstheorie testen. Dabei
zerlegen wir den Tunnelkontakt zunéchst in einen Kondensator mit der Kapazitéat C des
Tunnelkontakts sowie ein dazu paralleles Tunnelelement, das fiir den Transfer der Elek-
tronen durch die Schaltung verantwortlich ist. Das Tunnelelement kann durch den Tun-
nelwiderstand Rp charakterisiert werden, der jedoch im folgenden nicht von Bedeutung
ist. Von diesem Tunnelelement aus gesehen stellt die iibrige Schaltung den in Abb. 25a
gezeigten Zweipol dar. Um die Kapazitéit und die &uflere Impedanz zusammenfassen zu
konnen, transformieren wir den rechten Teil der Schaltung, der Thevenin-Form besitzt,
in die Norton-Form in Abb. 25b. Dabei liefert die Stromquelle gem&fl unserer obigen
Diskussion den Strom I(w) = V(w)/Z(w). Obwohl der Schaltkreis in Abb. 25a eine
Gleichspannungsquelle enthilt, beriicksichtigen wir formal eine Frequenzabhingigkeit
der Spannungsquelle. Dies ist insbesondere bei Anwesenheit von Kapazitéiten notwen-
dig, deren Impedanz fiir kleine Frequenzen divergiert. Damit das Verfahren sinnvoll
ist, muf3 sich jedoch am Ende der Grenziibergang zu Frequenz Null durchfiihren lassen.
Die Kapazitit C' und die duere Impedanz Z(w) in Abb. 25b lassen sich nun gerade
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Abbildung 25: Transformation eines Schaltkreises bestehend aus Tunnelkontakt, duflerer Impedanz
und Spannungsqqglle in einen effektiven Schaltkreis. (a) Urspriinglicher Zweipol vom Tunnelelement
aus gesehen. (b) Aquivalente Norton-Konfiguration. (c¢) Effektiver Schaltkreis.

zur totalen Impedanz Z;(w) zusammenfassen, die wir in (2.9) eingefiihrt hatten. Durch
Riicktransformation der Norton-Konfiguration in Abb. 25b erhalten wir schliellich den
in Abb. 25c¢ dargestellten, effektiven Schaltkreis in Thevenin-Darstellung. Dabei ist
die Spannung durch V(w)Z;(w)/Z(w) gegeben, womit sich fiir Frequenz Null wieder
die urspriingliche Spannung V' ergibt.

Nachdem wir nun den Zweipol so weit wie moglich vereinfacht haben, kénnen
wir mit Hilfe des Tunnelelements Elektronen durch den effektiven Schaltkreis trans-
ferieren. Dabei sieht das Tunnelelement nur die effektive Impedanz Z;(w), also eine
Parallelschaltung aus der Kapazitat C' und der dufleren Impedanz Z(w). Ist die duBere
Impedanz sehr klein, so ist die Kapazitit effektiv kurzgeschlossen und Ladungseffekte
spielen keine Rolle. Wenn andererseits die &uflere Impedanz sehr grof§ ist, so bleibt die
Kapazitéit von Bedeutung und es treten Ladungseffekte auf, sofern sie nicht durch ther-
mische Fluktuationen unterdriickt werden. Wir finden somit, dafl die Netzwerkanalyse
beim Einzelkontakt genau das Bild liefert, das wir bereits aus unseren stérungstheore-
tischen Betrachtungen erhalten hatten.

6.2.3 Netzwerkanalyse fiir den Doppelkontakt

Wenden wir uns nun also dem Doppelkontaktsystem aus Abb. 23 zu, und be-
trachten wir Tunneln durch den ersten Kontakt. Das Tunnelelement sieht dann den
in Abb. 26a gezeigten Zweipol, da der zweite Tunnelkontakt im Rahmen unserer An-



81

LR
oc_1ﬂ+cz K17, (w) <>
K1V

Abbildung 26: Transformation eines Doppelkontaktschaltkreises in einen effektiven Einzelkontakt-
schaltkreis. (a) Urspriinglicher Zweipol vom ersten Tunnelelement aus gesehen. (b) Aquivalente
Norton-Konfiguration. (c¢) Effektiver Schaltkreis fiir Tunneln durch den ersten Kontakt.

nahme unkorrelierten Tunnelns ja nur als Kondensator fungiert. Die Umformung in
einen effektiven Schaltkreis geschieht im wesentlichen wie beim Einzelkontakt. Ein
wichtiger Unterschied ist jedoch, dafl beim Doppelkontakt in der Norton-Konfiguration
(Abb. 26b) zwei Kondensatoren parallel auftreten, die gerade den beiden Tunnelkon-
takten entsprechen. Als Folge davon hat die zugehorige Gesamtimpedanz einen Pol bei
Frequenz Null. Dieser Pol wurde von der Gesamtimpedanz abgespalten und fiihrt zu
der Kapazitat C; + C5 in Abb. 26¢. Der effektive Schaltkreis enthélt also eine Kapa-
zitét, eine effektive Impedanz und eine effektive Spannungsquelle, die wir im folgenden
genauer verstehen werden.

Im Gegensatz zum Einzelkontakt stimmt die Spannung der effektiven Spannungs-
quelle nicht mit der urspriinglich angelegten Spannung iiberein. Die effektive Spannung
betragt vielmehr x; V', wobei

ki = — (i=1,2). (6.14)

Aus (6.1) folgt, daBl die Gesamtkapazitat C' immer kleiner ist als jede einzelne Ka-
pazitdt. Somit ist auch der Faktor x; immer kleiner als Eins und die effektive Span-
nung ist gegeniiber der urspriinglich angelegten Spannung reduziert. Dies 148t sich
leicht verstehen, wenn man bedenkt, dal die Spannungsquelle Arbeit leistet, um das
elektrostatische Gleichgewicht wiederherzustellen. Da das Tunnelelement eine Ele-
mentarladung durch den Schaltkreis transferiert, ist die geleistete Arbeit gerade kieV.
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Betrachten wir die Situation dagegen im urspriinglichen Bild, so finden wir, dal zur
Aufrechterhaltung des elektrostatischen Gleichgewichts geméafl (6.10) und (6.11) beim
Doppelkontakt, also fiir Cqg = 0, die Ladung k,e durch die Spannungsquelle mit Span-
nung V' transferiert wird. Somit betriagt die von der Spannungsquelle geleistete Arbeit
tatsdchlich k1eV. Erst wenn ein Elektron auch durch den zweiten Kontakt getunnelt
ist, mul zum Ladungsausgleich gerade eine Elementarladung durch den Schaltkreis
geflossen sein, womit dann die geleistete Arbeit insgesamt eV betréigt. Dies ist wegen
K1 + k9 = 1 auch tatséchlich der Fall.
Die effektive Impedanz 2 Z;(w) mit

1

Zilw) = iwC + Z7Hw)

(6.15)

hat die gleiche Struktur wie die totale Impedanz fiir den Einzelkontakt. Dabei ist C' die
Kapazitét, die vom umgebenden Schaltkreis gesehen wird, fiir den Doppelkontakt also
die Gesamtkapazitit (6.1). Im Gegensatz zum Einzelkontakt ist jedoch der Einflufl der
duBeren Umgebung um einen Faktor x? fiir den i-ten Kontakt vermindert. Dies hat
zur Folge, dafl bei gleichen Kapazitdten der Tunnelkontakte die duflere Impedanz um
ein Viertel, bei N Kontakten in Reihe sogar um einen Faktor 1/N? reduziert ist. Es ist
also im Vergleich zum Einzelkontakt noch viel schwerer, eine Hochimpedanzumgebung
bereitzustellen. Im allgemeinen wird daher die globale Regel zur Beschreibung der Tun-
nelraten in Mehrkontaktsystemen zu verwenden sein. Andererseits erhilt man, sofern
die #uBere Impedanz nicht ganz verschwindet, immer einen Ubergang zu einer verscho-
benen Strom-Spannungs-Charakteristik bei grofien Spannungen. Der Grund fiir den
abgeschwichten Einflufl der Umgebung liegt in der teilweisen Entkopplung des Tunnel-
kontakts vom restlichen Schaltkreis durch den zweiten Tunnelkontakt. Etwas formaler
148t sich dies mit Hilfe des Tunnelhamiltonoperators fiir das Doppelkontaktsystem
begriinden. Um diesen Hamiltonoperator angeben zu kénnen, bendtigen wir wieder
Ladungs- und Phasenoperatoren. Die Ladungen auf den beiden Kondensatoren wer-
den durch das Operatorenpaar {Q;, @2} beschrieben. Eine dquivalente Beschreibung
liefert die Verwendung von Gesamt- und Inselladung {Q, ¢}. Wie beim Einzelkontakt
fithren wir jetzt die entsprechenden Phasenpaare {¢1, p2} und {p, 1} ein. Dabei lassen
sich die zur Gesamtladung gehérende Phase ¢ und die zur Inselladung gehérende Phase
¥ durch die Phasen ¢; und ¢, gemaf

Y =1+ P2 (6.16)
und
Y = Kop1 — K12 (6.17)

ausdriicken. Die nichtverschwindenden Kommutatoren zwischen Ladungen und Phasen
beim Doppelkontakt sind
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[p1, Q1] =ide,  [p2, Qo] = ie (6.18)

und

[p,Ql =ie, [,q] =ie. (6.19)

In Analogie zum Einzelkontakt schreiben wir jetzt fiir den Hamiltonoperator, der das
Tunneln durch den Doppelkontakt beschreibt [73, 74],

Hp = Z (TkleC,twckla exp(—iypy) + T,:lbc,twckw exp(z'«pl))
kikso

. . , (6.20)
+ Z (Tk2k3cltgack20 eXp(_ZSOQ) + Tkgkg,cltga'ck?,a eXp(ZSOQ))?
kokso

wobei die erste Summe das Tunneln durch den ersten Kontakt und die zweite Summe
entsprechend das Tunneln durch den zweiten Kontakt beschreibt. Betrachten wir nun
beispielsweise den Operator exp(—iy; ), der die Ladung auf dem ersten Kontakt dndert
und fiir die Ankopplung an die Moden der Umgebung verantwortlich ist. Dieser Ope-
rator 148t sich durch das zweite Phasenpaar gemaf

exp(—ip1) = exp(—ik1p — i) (6.21)

ausdriicken. Da die Phase ¥ konjugiert zur Inselladung ist, beschreibt der Operator
exp(—i¢) die Anderung der Inselladung um eine Elementarladung. Fiir die Ankopplung
an die Umgebung ist der Operator exp(—ik;¢) verantwortlich. Der Faktor x; tritt in
der Phasenkorrelationsfunktion J(t), die ja quadratisch in der Phase ist, quadriert auf,
womit sich die effektive Reduktion der Impedanz um x? ergibt.

Die Kapazitiat C + Cs, die wir von der Gesamtimpedanz abgespalten hatten,
wird beim Tunneln eines Elektrons umgeladen. Unter Beachtung der Orientierung der
Kondensatoren finden wir aus Abb. 26, dal der Kondensator in Abb. 26¢ gerade die
Inselladung @1 — Q- tragt. Der Kondensator in Abb. 26¢ beschreibt somit die zur
Inselladung gehorige Ladungsenergie. Die Ladungsenergie, die mit der Gesamtladung
verkniipft ist, wird durch die Kapazitét C' in der totalen Impedanz Z;(w) beschrieben.
Sie verliert ihre Relevanz, wenn die duflere Impedanz klein ist, wie wir schon beim
Einzelkontakt gesehen hatten. Im Gegensatz dazu kann der die Inselladung tragende
Kondensator nicht iiberbriickt werden. Die Ladungsenergie der Insel beeinfluflt also
unabhéngig von der dufleren Umgebung immer die Tunnelrate.

Nach diesen Netzwerkbetrachtungen haben wir ein ziemlich klares Bild von den
Vorgingen beim Tunneln durch einen einzelnen Kontakt in einem Doppelkontaktsy-
stem. Dies erlaubt es uns, im néchsten Abschnitt direkt die Tunnelraten abzuleiten,
ohne dafl es nétig wire, eine explizite storungstheoretische Rechnung durchzufiihren,
mit der man die gleichen Ergebnisse erhalten wiirde [73, 74].
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6.3 Tunnelraten im Doppelkontaktsystem

Nach der vorigen Diskussion ist klar, dafl die Tunnelraten fiir ein Doppelkontakt-
system von der gleichen Struktur wie die Tunnelraten fiir einen Einzelkontakt sind.
Wie wir wissen, beschreibt die Funktion P(F) die Kopplung zwischen dem tunneln-
den Elektron und der Umgebung. Diese Ankopplung ist durch die in (6.15) definierte
totale Impedanz Z;(w) fiir das Doppelkontaktsystem bestimmt. Dabei ist Z;(w) durch
die Gesamtkapazitdt der Tunnelkontakte und die duflere Impedanz festgelegt. Sie ist
also unabhéngig vom Kontakt durch welchen das Elektron tunnelt. Zusitzlich miissen
wir aber beriicksichtigen, daf fiir das Tunneln durch den i-ten Kontakt die Ankopp-
lung an die Umgebung um einen Faktor x? reduziert ist. Somit ergibt sich fiir die
Wahrscheinlichkeit des Energieaustausches beim Tunneln durch den i-ten Kontakt

1 +oo )
thEyzgﬁ/gjaa@f@mw+%E4. (6.22)

Dabei ist die Korrelationsfunktion J(t) wie in (3.27) definiert, also unabhéingig vom
betrachteten Kontakt.

In den Ratenausdriicken fiir den Einzelkontakt, zum Beispiel in (3.34), kommt die
Anderung der elektrostatischen Energie fiir elastisches Tunneln vor, die in diesem Fall
eV betriagt. Fiir den Doppelkontakt fithren wir die Energie

¢ (a—¢)’

Ei(V.q) = kieV -
Voa) =rieV + om0 6 ~ 36, £ )

(q—e/2)

e
e L+ Cy

(i=1,2) (6.23)

ein, die sowohl die Arbeit der Spannungsquelle als auch die Anderung der Inselladungs-
energie beriicksichtigt. Fiir den ersten Kontakt ist £ (V) q) gerade die Gesamtédnderung
der elektrostatischen Energie beim Tunneln eines Elektrons auf die Insel. Fiir das Tun-
neln eines Elektrons von der Insel durch den ersten Kontakt betrédgt die entsprechende
Energieéinderung F,(—V, —q). Fiir den zweiten Kontakt sind E»(V, —q) und Ey(—V, q)
die Anderungen der elektrostatischen Energie in Vorwirts- bzw. Riickwértsrichtung.
Die effektive Inselladung ¢ in (6.23) ist fiir einen Doppelkontakt durch ne gegeben,
wéahrend sie fiir den Einzelelektronentransistor im Limes Cg — 0 gleich ne + Qg
ist. Zur Charakterisierung des Ladungszustands der beiden Kondensatoren wurden
in (6.23) die zur Gesamtladung @ proportionale Spannung V' sowie die Inselladung ¢
verwendet. Oft ist es praktisch, stattdessen die Ladungen (); und ()5 zu verwenden,
da sich die Energiednderung (6.23) beim Tunneln durch den i-ten Kontakt allein durch
die Ladung auf diesem Kontakt ausdriicken 1a8t. Mit Hilfe von (6.2) und (6.3) erhalten
wir

E(Q:) = é(@- ~Q), (6.24)
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wobel wir die sogenannte kritische Ladung

e

Q; = 5(1 — K;) (6.25)
eingefiihrt haben. Es ist zu beachten, daf (6.24) die Anderung der elektrostatischen
Energie des gesamten Schaltkreises beschreibt, obwohl darin aufler der Gesamtkapa-
zitdt nur GroBlen vorkommen, die mit dem i-ten Kontakt verkniipft sind. Die kritische
Ladung 148t sich noch in einer anderen Form schreiben, die fiir kompliziertere Schalt-
kreise von Bedeutung ist, bei denen sich nicht ohne weiteres eine Gesamtkapazitit C
definieren laf3t. Fiir den ersten Kontakt erhalten wir beispielsweise

c_e G
Q1_201+C2'

(6.26)

Dieser Ausdruck ist fiir beliebige Schaltkreise richtig, wenn Cy der kapazitive Anteil
des vom ersten Kontakt aus gesehenen Zweipols ist. Dabei ist Cy durch das Verhalten
des Zweipols fiir kleine Frequenzen bestimmt.

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir ausgehend vom Ratenausdruck (3.34) fiir den
Einzelkontakt sofort die Tunnelrate durch den ersten Kontakt

= 1 Foo E
Vi) = o [ B g (0 BaVa) - B) (6.27)

angeben, wobei R; der Tunnelwiderstand des ersten Kontaktes ist. Die Vorwérts- und
Riickwirtstunnelraten durch den ersten Kontakt sind durch die Beziehung

—

y(V,q) = T1(~V, —q) (6.28)

miteinander verkniipft, da die Rate <1:1 das Tunneln eines Elektrons von der Insel in die
linke Elektrode entgegengesetzt zu der angelegten Spannung beschreibt. Die Beziehung
des detaillierten Gleichgewichts, die wir in (3.62) fiir den Einzelkontakt hergeleitet
hatten, gilt jetzt in der verallgemeinerten Form

[1(V,q — €) = exp[—BEL(V, )] T1(V, ), (6.29)

wobei die Anderung der Inselladung beim Tunneln beriicksichtigt wurde. Fiir ver-
schwindende Temperatur vereinfacht sich die Rate (6.27) zu

1

N
Fl(‘/? (‘I) - €2R1

[ B W,0) - BP(, E)O(B(V,0) (6.30

wobei ©(F) die Sprungfunktion ist. Wie erwartet kann die Rate nur dann von Null
verschieden sein, wenn die Energieinderung F;(V, q) grofer als Null ist.

Die Tunnelraten durch den zweiten Kontakt erhilt man aus den entsprechenden
Ausdriicken fiir den ersten Kontakt, indem man die Indizes 1 durch 2 sowie ¢ durch
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—q ersetzt, da das Tunneln jetzt in umgekehrter Richtung relativ zur Insel erfolgt. Fiir
die Vorwirtstunnelrate durch den zweiten Kontakt erhélt man also

= 1 +oo E
R A o35 F (2 Vi ~0) = B) (6.31)

Die Symmetrien (6.28) und (6.29) lauten fiir den zweiten Kontakt

T(V, q) = To(~V, —q) (6.32)
und
To(V, g+ €) = exp[—BE(V, —g)|Ta(V; q). (6.33)

Fiir Temperatur Null findet man entsprechend zu (6.30)

1

—
FZ(M Q) = 62R2

[F BBV, g - EP( BO(EV ). (630

Am Ende dieses Abschnittes merken wir noch an, daf fiir dgn Spezialfgll identischer
I_{>ontakte, alsg fir C1 = Cy und R; = R, alle Raten durch I'y(V,q) = I'1(-V, —q) =
['5(V, —q) = T'2(—V, q) verkniipft sind.

6.4 Doppelkontakt in einer Niederimpedanzumgebung

In den folgenden beiden Abschnitten untersuchen wir die beiden Grenzfiille eines
Doppelkontakts in einer Umgebung mit niedriger und hoher Impedanz. Dabei werden
wir wesentliche Informationen iiber das Auftreten der Coulombliicke gewinnen. Aufler-
dem werden wir untersuchen, wie sich eine Verschiebung der effektiven Inselladung um
(o beim Einzelelektronentransistor auf die Tunnelraten auswirkt. Wir beginnen mit
dem Doppelkontaktsystem in einer Umgebung mit niedriger Impedanz. Dieser Fall ist
fiir die Praxis von grofler Bedeutung, da der Einflul der Umgebung bei zwei Kontakten
abgeschwicht ist. Fiir grofe Spannungen findet man jedoch immer das Hochimpedanz-
verhalten, das wir dann im néichsten Abschnitt untersuchen werden.

Im Grenzfall einer verschwindenden dufleren Impedanz gibt es nur elastisches Tun-
neln, so daf§ wie fiir den Einzelkontakt P(k;, E) = §(FE) gesetzt werden kann. Aus
(6.27) erhalten wir sofort die Vorwértstunnelrate durch den ersten Kontakt bei endli-
cher Temperatur

1 El(‘/’ Q)

I'(Viq) = 2Ry 1 —exp[—BE1(V,q)]

(6.35)

Dieses Resultat ist identisch mit der Tunnelrate der sogenannten orthodoxen Theorie
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Abbildung 27: (a) Stabilitdtsdiagramm fiir einen Doppelkontakt in einer Niederimpedanzumgebung
als Funktion der angelegten Spannung V und der effektiven Inselladung g. Im weiflen Bereich ist der
Zustand n = 0 fiir T' = 0 stabil, wihrend im grauen Bereich eine oder mehrere Tunnelraten von Null
verschieden sind. (b) Entsprechendes Stabilitdtsdiagramm fiir einen Einzelelektronentransistor mit
Qo = e/4. Die moglichen effektiven Inselladungen sind entsprechend verschoben.

[23]. Fiir Temperatur Null vereinfacht sich die Rate zu

Ty(V,q) = 62—11E1(V, 9)0(Ey(V,q)). (6.36)

R
Die elastische Tunnelrate bei Temperatur Null verschwindet also nur dann nicht, wenn
Ey(V,q) > 0. Wegen (6.24) ist es daher gerechtfertigt, die in (6.25) eingefiihrte Ladung
Q5 als kritische Ladung zu bezeichnen, da sie angibt, welche Ladung der Kondensator
mindestens tragen muf}, damit Tunneln moglich ist. Fiir Temperatur Null kénnen wir
unter Verwendung von (6.23) die Bedingungen fiir alle vier Raten angeben, unter denen
diese von Null verschieden sind. Wir erhalten

= 1 e
1
TV, q): V+—<q+f)<o (6.38)
Cs 2
= 1 e
r L V- — - .
2(Vig): V c. <q+2)>0 (6.39)
Tao(V,q) : V—i<—9><o (6.40)
2(V,q) : a4 3 : :

Auf den Geraden im Stabilitdtsdiagramm fiir den Doppelkontakt, das in Abb. 27a ge-
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zeigt ist, ist jeweils gerade eine der Bedingungen (6.37)—(6.40) als Gleichheit erfiillt. Im
weiflen Bereich, der von den Geraden umschlossen wird, verschwinden alle Tunnelraten,
wéhrend im grauen Bereich mindestens eine der Tunnelraten von Null verschieden ist.
Betrachten wir zunéchst einen idealen Doppelkontakt in Abwesenheit von Ladungsde-
fekten. Die moglichen effektiven Inselladungen seien also ¢ = ne. Wenn die Spannung
die Bedingung |V | < min(e/2C4, e/2C5) erfiillt und die Insel geladen ist, so sind gerade
die Tunnelraten von Null verschieden, die zu einer Entladung der Insel fiihren. Nach
einer gewissen Zeit wird also der Zustand n = 0 erreicht, der stabil ist, da in dem
angegebenen Spannungsbereich alle Tunnelraten fiir n = 0 verschwinden. Demzufolge
gibt es keinen stationdren Strom solange die Spannung betragsmé&flig kleiner als die
kleinere der Spannungen e/2C; und e/2C5 ist. Damit tritt beim Doppelkontakt bei
Temperatur Null selbst in der Abwesenheit von Badmoden eine Coulombliicke auf.
Dieser wesentliche Unterschied zum Einzelkontakt ist eine Konsequenz der Quantisie-
rung der Inselladung, die fiir grofle Tunnelwiderstinde nicht von Quantenfluktuationen
beeintréachtigt wird.

Durch Anbringen einer Defektladung oder Verwendung der Einzelelektronentransi-
storschaltung von Abb. 22 kénnen wir die effektive Inselladung verschieben, so daff die
moglichen Ladungszustinde jetzt durch ¢ = ne + @)y anstelle von ¢ = ne gegeben sind.
Dies ist in Abb. 27b fiir das Beispiel Qg = e¢/4 gezeigt. Bei einem Transistor héangen
die Tunnelraten somit nicht mehr nur noch von V' und n ab, sondern zusatzlich von
der Kontrollspannung Vg, die Qo = CV festlegt. Beim Ubergang von der Vorwérts-
zur Riickwértsrate miissen dann nicht nur die Vorzeichen von V' und n sondern auch
das Vorzeichen von Vi invertiert werden. Die Coulombliicke, die fiir )9 = 0 durch
das Minimum der Spannungen e/2C und e/2C5 gegeben ist, hingt jetzt von @y ab.
Zunéchst stellen wir fest, daf} ein ganzzahliger Anteil von )y immer in n absorbiert wer-
den kann, was lediglich dazu fiihrt, dafi der stabile Zustand im Blockadebereich nicht
mehr durch n = 0 gegeben ist. Dies hat zur Folge, dal die Abhéngigkeit der Cou-
lombliicke von der Ladungsverschiebung )y periodisch ist, wobei die Periode durch
die Elementarladung gegeben ist. Fiir das weitere beschrinken wir uns daher auf den
Bereich —e/2 < @ < €/2, in dem nur der Zustand n = 0 stabil sein kann. VergroBert
man ausgehend von @)y = 0 die Ladungsverschiebung, so kann sich je nach Lage des
Stabilitédtsbereichs die Coulombliicke vergréfiern oder verkleinern. Dies wird in Abb. 27
deutlich, wo bei zunehmendem @), die positive Blockadespannung abnimmt, wahrend
die negative Blockadespannung zunéichst zunimmt. Wenn C; < (s, so tritt fiir po-
sitive Spannungen die maximale Coulombblockade bei QF** = e/2 + ke auf, wobei
die Blockadespannung durch V" = e/(C} + C3) gegeben ist. Fiir Cy = C; liegt die
maximale Coulombblockade bei ¢ = ne vor. Aus Abb. 27 wird weiter deutlich, daf die
Coulombblockade fiir Qo = e/2 verschwindet, da immer Ubergénge zwischen ¢ = /2
und ¢ = —e/2 moglich sind. Die gesamte Abhéngigkeit der positiven Blockadespannung
V, von der Ladungsverschiebung @)y ist in Abb. 28 dargestellt. Die obigen Ergebnisse
konnen fiir einen Transistor mit endlichem Cg verallgemeinert werden. Nach (6.13)
sind dazu nur die Ersetzungen C; — C) + Cg/2 und Cy — Cy + Cg/2 durchzufiihren.
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Abbildung 28: Positive Blockadespannung V, fiir einen Transistor in einer Niederimpedanzumge-
bung bei Temperatur Null als Funktion der Ladungsverschiebung Q. Fiir C; < Cs gilt VgO =e/2C,,
Ve =e/(C1 + C2), und Qp™* = e/2 + kze.

6.5 Doppelkontakt in einer Hochimpedanzumgebung

Mit Hilfe der Kurzzeitentwicklung fiir die Phasenkorrelationsfunktion J(¢) hat-
ten wir fir den Einzelkontakt in einer Hochimpedanzumgebung gezeigt, da§ P(E) bei
endlichen Temperaturen durch die Gaufiverteilung (3.71) gegeben ist. Beim Doppel-
kontakt ist zusétzlich nur die um den Faktor x? reduzierte Ankopplung des tunnelnden
Elektrons an die Umgebung zu beriicksichtigen. Damit erhalten wir fiir die Wahr-
scheinlichkeit des Energieaustauschs beim Tunneln

1 (E — K2E,)?
————expl—— )
Ark2E kgT 4k EckpT

Fiir Temperatur Null folgt daraus sofort P(k;, E) = 6(FE — x2E.), d.h. das tunnelnde
Elektron iibertréigt immer die Energie k?E, an die Umgebung. Wir erhalten somit aus
(6.30) die Vorwértstunnelrate durch den ersten Kontakt bei Temperatur Null

P(ki, E) = (6.41)

F1(V761) =

wy [E1(V,q) — KYEJO(Ey(V, q) — KIE,). (6.42)
Um die Bedingung F;(V, q) — k1E, > 0 fiir eine nichtverschwindende Tunnelrate besser
zu verstehen, schreiben wir diesen Energieausdruck mit Hilfe von (6.2), (6.3) und (6.23)
als

Q1 _ (Q1—e)?
2C4 20,

E\(V,q) — K Ec = (6.43)
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Abbildung 29: Stabilitdtsdiagramm fiir einen Doppelkontakt in einer Hochimpedanzumgebung als
Funktion der angelegten Spannung V und der effektiven Inselladung g. Im weiflen Bereich ist der
Zustand n = 0 fiir T' = 0 stabil, wihrend im grauen Bereich eine oder mehrere Tunnelraten von Null
verschieden sind.

Damit ist klar, dafl die lokale Regel, wie schon beim Einzelkontakt, die Tunnelraten
des Doppelkontakts in einer Hochimpedanzumgebung bei Temperatur Null bestimmt.
Entsprechend ist die kritische Ladung Q$, die man erhélt, wenn man (6.43) in die Form
(6.24) bringt, gerade e/2. Im Gegensatz zum Niederimpedanzfall wird diese kritische
Ladung nicht durch die reduzierte Ankopplung des Doppelkontakts an die Umgebung
modifiziert, da die lokale Regel nur die Vorgénge am Tunnelkontakt, durch den das
Elektron tunnelt, beriicksichtigt. Aus (6.43) und der entsprechenden Gleichung fiir
den zweiten Kontakt kann man nun wieder die Bedingungen herleiten, unter denen
sich bei Temperatur Null nichtverschwindende Tunnelraten ergeben. Man findet

Ti(V,q) : V+Ciz—%>o (6.44)

T(Vig): V+4L 4+ S <0 (6.45)
C, " 2C

Lo(Vig): V- L5 59 (6.46)
C, 20

To(V,q) : V—Cil+%<0. (6.47)

Diese Bedingungen sind natiirlich dquivalent zu der Forderung, dafl die Ladung am
jeweiligen Kontakt betragsméBig grofier als e/2 sein mufl. Der Stabilitéatsbereich des
Zustands n = 0, der durch (6.44)—(6.47) festgelegt ist, ist in Abb. 29 dargestellt, wobei
auf den Geraden diese Bedingungen als Gleichheiten erfiillt sind. Der Vergleich mit
Abb. 27a zeigt, dal der Stabilitatsbereich des Zustands n = 0 fiir eine Hochimpedanz-
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Abbildung 30: Positive Blockadespannung Vj, fiir einen Transistor in einer Hochimpedanzumgebung
bei Temperatur Null als Funktion der Ladungsverschiebung Qo. Fiir C1 < C3 gilt V™ = e/2C —
e/(C1 + C3), und QF™ = k1e.

umgebung deutlich grofer ist als fiir eine Niederimpedanzumgebung. In Abwesenheit
einer Ladungsverschiebung, also fiir Qg = 0, ist die Coulombliicke durch e/2C' gegeben.
Diese ist immer grofler als die Coulombliicke im Niederimpedanzfall, da C' < C, Cl.
Liegt eine Ladungsverschiebung auf Grund einer Defektladung oder in einer Transi-
storschaltung vor, so 148t sich die Abhéngigkeit der Blockadespannung von )y wie im
Niederimpedanzfall diskutieren. Das Resultat ist in Abb. 30 dargestellt. Wieder haben
wir eine Periodizitidt der Blockadespannung als Funktion der Ladungsverschiebung @)
mit der Periode einer Elementarladung. Die maximale Blockadespannung wird jetzt
aber immer fiir ()9 = 0 erreicht. Ein wesentlicher Unterschied zum Niederimpedanzfall
ist die Tatsache, da} die Coulombliicke fiir kein )y verschwindet. Dies hiangt damit
zusammen, dafl die Ausdehnung des Stabilitétsbereichs in Qo-Richtung immer gréfier
als eine Elementarladung ist, womit immer mindestens ein Ladungszustand im Sta-
bilitdtsbereich liegt. Es ist aber durchaus auch moglich, dafl zwei Ladungszustinde
im Stabilitdtsbereich liegen. Dann héngt der stationédre Zustand davon ab, von wel-
chem Anfangszustand gestartet wurde. Diese Multistabilitéit wird zum Beispiel in der
Einzelelektronenfalle ausgenutzt, bei der ein Kondensator in Reihe mit den beiden
Tunnelkontakten eine Hochimpedanzumgebung schafft [75].

6.6 Strom-Spannungs-Charakteristik eines Doppelkontakts

Die Berechnung von Strom-Spannungs-Charakteristiken fiir einen Einzelkontakt
war sehr einfach, da die Tunnelraten nur von der konstanten dufleren Spannung ab-
héngen. Folglich ist der Strom im wesentlichen durch die Differenz von Vorwiérts-
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Abbildung 31: Mogliche Uberginge zwischen verschiedenen Inselladungszustinden in einem Aus-
schnitt der Zustandsleiter.

und Riickwértstunnelrate geméf (3.61) bestimmt. Beim Doppelkontakt ist das anders.
Hier hiéngen die Tunnelraten sowohl von der angelegten Spannung V' als auch von der
Inselladung ne ab. Wie schon beim Einzelkontakt nehmen wir an, daf§ der Schaltkreis
geniigend Zeit hat, zwischen den Tunnelvorgéingen das elektrostatische Gleichgewicht
wiederherzustellen. Somit bleibt als Freiheitsgrad die Inselladung. Wir konnen also
das Tunneln eines Elektrons als einen Ubergang von einem Zustand mit Inselladung
ne in einen Zustand mit ¢ = (n &+ 1)e betrachten. Im Rahmen unserer Annahme,
daB8 Tunnelvorgidnge durch die einzelnen Kontakte nicht miteinander korreliert sind,
koénnen wir die in Abb. 31 dargestellten Ubergéinge zwischen den einzelnen Insella-
dungszustidnden durch eine Mastergleichung beschreiben [7,23]. Fiihren wir p, als die
Wahrscheinlichkeit ein, dafl die Inselladung ne vorliegt, so erhalten wir fiir die zeitliche
Anderung dieser Wahrscheinlichkeit

pn = Fn,n+1pn+1 + Fn,nflpnfl - (FnJrl,n + anl,n)pn- (648)

Dabei beschreiben die ersten beiden Terme ein Anwachsen von p, durch Uberginge
aus den Zustdnden n £ 1, wihrend der letzte Term zu einer Verminderung von p,, auf
Grund von Tunneliibergdngen von n nach n=+1 fithrt. Dabei wurde beriicksichtigt, dafl
das Tunneln eines Elektrons die Inselladung nur um eine Elementarladung verédndern
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kann. Die Tunnelraten I';, 1, fiir den Ubergang von n nach n £ 1 haben immer zwei
Anteile, da sich die Inselladung durch Tunneln durch einen der beiden Kontakte &ndern
kann. Es gilt also

— —
Fn-‘,—l,n = Fl(n) + FQ(TL) (649)
1= L1(n) + Da(n), (6.50)

wobei wir die Abhéngigkeit der Raten von der dufleren Spannung unterdriickt haben.
Bei der Aufstellung der Gleichungen (6.49) und (6.50) ist zu beachten, dafl das Tunneln
eines Elektrons auf die Insel die Grofle n erniedrigt und umgekehrt, da die Inselladung
als ¢ = ne definiert wurde.

Da wir nicht an transientem Verhalten sondern nur am stationdren Strom inter-
essiert sind, der durch den Doppelkontakt fliefit, geniigt es, die stationédre Losung der
Mastergleichung (6.48) zu finden, die man aus der Forderung p, = 0 erhélt. Durch
Einsetzen zeigt man leicht, dafl Wahrscheinlichkeiten, die die detaillierte Bilanz

I1n,n—|—1pn-i-1 - Pn-{—l,npn (651)

erfiillen, eine Losung von (6.48) bilden. Bei dieser Losung bilanziert sich gerade der
Flu von n nach n+ 1 mit dem Flul von n+ 1 nach n. Da die Zustédnde {n} eine Leiter
bilden, bei der nur benachbarte Sprossen durch Ubergénge miteinander verkniipft sind,
kann man zeigen, daf (6.51) auf die einzige nichttriviale Losung fiithrt. Beginnt man
mit der Wahrscheinlichkeit pg, dafl die Insel ungeladen ist, so bekommt man durch
wiederholte Anwendung von (6.51) die stationdre Losung [74, 76]

n—1
Ferl,m

pn=p ]I F (6.52)
m=0

m,m+1

und

0 Fmfl,m
pn=pn0 ]I : (6.53)

m=—n+1 Fm’m,1

wobei hier n immer positiv zu nehmen ist. Der verbleibende freie Parameter p, wird
schlieBlich durch die Normierungsbedingung fiir die Wahrscheinlichkeiten

io pn=1 (6.54)

n=—oo

festgelegt.
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Nachdem wir nun die stationére Verteilung der Inselladungen kennen, konnen wir
die Strom-Spannungs-Charakteristik des Doppelkontakts mit Hilfe der Gleichung

I(V)=e Z (V) (ﬁl(‘/a n)— %l(v’ n))
2 (6.55)
= 3 pu(V)(TalVim) - To(vim)

berechnen, wobei wir die Abhéngigkeit von der d&ufleren Spannung wieder explizit ange-
geben haben. Wegen der Stromerhaltung ist es in (6.55) egal, ob der Strom durch den
ersten oder den zweiten Kontakt berechnet wird. Die Giiltigkeit des zweiten Gleich-
heitszeichens in (6.55) wird dabei durch die Mastergleichung (6.48) garantiert.

Die in diesem Abschnitt bisher abgeleiteten Ergebnisse sind fiir beliebige Tempe-
raturen giiltig. Um die Diskussion zu vereinfachen, wollen wir uns im folgenden jedoch
auf den Fall verschwindender Temperatur beschrianken. Der einfachste Fall liegt vor,
wenn die duflere Spannung kleiner als die Blockadespannung ist. Dann ist geméafl
der Diskussion in den vorhergehenden beiden Abschnitten der Zustand n = 0 stabil.
Die Tunnelraten garantieren auflerdem, dafl jeder andere Zustand nach einer gewissen
Zeit in den stabilen Zustand iibergeht. Die stationdre Losung der Mastergleichung ist
dann also durch py = 1 und p, = 0 fiir n # 0 gegeben. Da fiir n = 0 alle Raten
verschwinden, folgt aus (6.55) tatséchlich, daf im Blockadebereich kein Strom fliefit.
Betrachten wir jetzt einen Doppelkontakt mit C; < C5 in einer Niederimpedanzumge-
bung. Die Bereiche, in denen die jeweiligen Raten nicht verschwinden, sind in Abb. 27a
dargestellt. Die Spannung liege zunéchst oberhalb des Blockadebereichs im Intervall
e/2Cy <V < e/2C,. Da der Zustand n = 0 im stationdren Fall sicher mit einer nicht-
verschwindenden Wahrscheinlichkeit besetzt ist, beginnen Wirﬁunsere Uberlegung mit
diesem Zustand. Aus Abb. 27a folgt, dal dann nur die Rate I'; von Null verschieden
ist. Demzufolge dndert sich die Inselladung dadurch, dafl ein Elektron durch den ersten
Kontakt auf die Insel tunnelt. Von dem jetzt vorliegenden Zustand n = —1 gibt es
wieder nur eine Moglichkeit, die Inselladung zu dndern, ndmlich indem ein Elektron
durch den zweiten Kontakt tunnelt, womit wieder der Anfangszustand erreicht ist. So-
mit sind im stationdren Fall nur die beiden Wahrscheinlichkeiten py und p_; von Null
verschieden. Sie lassen sich leicht aus (6.53) und (6.54) bestimmen und man erhélt

'y (V, —e
po = L2t —e) (6.56)
['1(V,0) + Ty (V, —e)
und
%
r
po1= 1(V,0) (6.57)




95

Unter Verwendung von (6.55) findet man somit fiir die Strom-Spannungs-Charakteri-
stik

[ =el(V), (6.58)

wobei die effektive Tunnelrate durch
1 1 1
= = + = (6.59)
V) Th(v,0)  Ta(V,—e)

gegeben ist. Da die beiden Tunnelprozesse 0 — —1 und —1 — 0 immer abwechselnd
auftreten, ist klar, daf§ die zugehorigen Raten invers addiert werden miissen. Die Ge-
samtrate wird also durch die langsamere der beiden Raten dominiert. Es sei noch
angemerkt, dafl T'(V') eigentlich nur eine effektive Rate ist, da der zweistufige Tunnel-
prozess 0 — —1 — 0 nicht auf eine rein exponentielle Zeitabhéngigkeit fithrt. Dennoch
gibt 1/I'(V') die mittlere Zeit an, die zwischen dem Tunneln von Elektronen durch den
Doppelkontakt verstreicht.

Wir erhohen nun die Spannung in den Bereich /2C; < V' < 3e/2C5. Dadurch wer-
den zusétzliche Zustdnde im stationdren Fall besetzt. Um die Sache nicht zu kompliziert
zu machen, schrinken wir das Kapazititsverhéltnis auf 1 < Cy/C; < 3 ein. Damit ist
sichergestellt, dal die Ladung der Insel betragsméfig eine Elementarladung nicht iiber-
steigt. Durch Vergleich mit Abb. 27a stellen wir fest, daf§ es nun zwei Moglichkeiten
gibt, den Zustand n = 0 zu verlassen. Es kann entweder ein Elektron durch den ersten
Kontakt oder den zweiten Kontakt tunneln. Somit findet entweder ein Ubergang nach
n = —1 oder n = 1 statt. Nach Voraussetzung kann die Insel nicht weiter aufgeladen
werden, so dafl das nichste Elektron notwendigerweise durch den jeweils anderen Kon-
takt tunnelt und demnach wieder eine ungeladene Insel herstellt. Es ergeben sich also
zwei konkurrierende Prozesse, ndmlich n =0 —1 —-0und n =0 - —1 — 0, die in
beliebiger Reihenfolge nacheinander ablaufen konnen. Damit wird es auch moglich, dafl
zwei Elektronen hintereinander durch den gleichen Kontakt tunneln. Die Reihenfolge
der Tunnelprozesse ist also nicht mehr festgelegt, sondern bekommt ein statistisches
Element.

Es ist klar, da} die Situation mit steigender Spannung immer komplexer wird.
Unter speziellen Bedingungen kann man noch analytische Ergebnisse auch fiir hohere
Spannungen finden, wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden. Im allgemeinen wird
es jedoch notig sein, die Strom-Spannungs-Charakteristik mit Hilfe der Gleichungen
(6.52)—(6.55) numerisch zu berechnen. Dies ist natiirlich insbesondere dann die einzige
Moglichkeit, wenn der Doppelkontakt in eine allgemeine Umgebung eingebettet ist,
und P(E) daher keine spezielle Form annimmt.
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6.7 Die Coulombtreppe
6.7.1 Spezielle Punkte der Strom-Spannungs-Charakteristik

Nachdem wir uns in den vorigen Abschnitten vorwiegend um die Strom-Spannungs-
Charakteristik bei relativ kleinen Spannungen gekiimmert haben, wollen wir jetzt deren
globale Struktur untersuchen. Zunéchst berechnen wir den Strom durch einen Doppel-
kontakt bei Temperatur Null in Anwesenheit einer Nieder- sowie einer Hochimpedanz-
umgebung fiir spezielle Spannungswerte. Wir nehmen dazu an, dafl die Kapazitéten der
beiden Tunnelkontakte gleich grof} sind, also C; = C5 = C;. Die Tunnelwiderstidnde
diirfen jedoch beliebige Werte R; und R, annehmen, womit sich sowohl ein symmetri-
scher Doppelkontakt mit R; = Rs beschreiben 148t als auch asymmetrische Doppelkon-
takte mit sehr verschiedenen Tunnelwiderstdnden. Wéhlen wir fiir eine Umgebung mit
niedriger Impedanz die positiven Spannungen V,, = (¢/Cj)(m+1/2),(m =0,1,2,...)
und fiir hohe Impedanzen die Spannungen V,, = (¢/C)(m +1),(m = 0,1,2,...), so
sind die Tunnelraten durch

Ty (m,n) = m <1+ %) m;n@(m+n) (6.60)
Ty (m,n) = —m <1 + %) "R O(-m ) (6.61)
Ty (m, n) = m (1+ %) " 0(m — n) (6.62)
Ty (m, n) = —m 1 %) " () (6.63)

gegeben. Dabei beziehen sich die Parameter m und n auf die Spannung V,, und die
Inselladung ne. Wir berechnen die Besetzungswahrscheinlichkeit p,, des Zustands mit
Inselladung ne ausgehend vom Zustand n = 0. Aus der Bedingung der detaillierten
Bilanz (6.51) folgt fiir positive n

pn-l—l(m) - pn(m)My (664)
r'i(m,n+1)

vlobei wir einige Eigenschaften der Raten ausgenutzt haben. Zunéchst Versghwindet
['1(m,n) wegen (6.61) fiir alle positiven n. Zweitens verschwindet die Rate I's(m,n)
auf Grund von (6.62) fiir alle n > m, woraus mi2(6.52) folgt, daB p,,+r = O fiir alle
k > 0. Damit verschwindet nach (6.63) die Rate I'y(m,n) fiir alle Zusténde n fiir die
pn # 0. Die Wahrscheinlichkeiten p,, in (6.64) sind also alleine durch die Vorwéartsraten
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bestimmt. Mit entsprechenden Uberlegungen erhilt man die Besetzungswahrschein-
lichkeiten

le (m7 n)

ﬁg(m, n—1) (069

Pn-1(m) = pu(m)

fiir negative n. Verwendet man nun die spezielle Form der Raten (6.60) und (6.61), so
lassen sich (6.64) und (6.65) zusammenfassen zu

pa(m) = (&)” : (m!) o(m). (6.66)

R, m — [n|)!(m + |n|

Unter Ausnutzung von Eigenschaften der Binomialkoeffizienten findet man fiir die Nor-
mierungsbedingung (6.54)

i Pn = po(m) g;?; (%)m (1 + %)m = 1. (6.67)

n=—m

Bestimmt man daraus po(m), so erhélt man fiir die Besetzungswahrscheinlichkeiten

(Qm)‘ (Rl/Rz)n+m
m — [n))!/(m + |n))! (1 + Ri/R2)*™

pn(m) = ( (6.68)
Mit Hilfe von (6.55) ergibt sich damit fiir den Strom durch den ersten der beiden
Kontakte

I (& ( R2 LS

- TR HE) S (m -+ n)pa(m), (6.69)

n=—m

wobei wir beriicksichtigt haben, daf§ die Riickwértstunnelrate verschwindet. Mit Hilfe
der Normierungsbedingung (6.54) &8t sich der erste Beitrag zur Summe in (6.69) sofort
auswerten. Betrachtet man die Wahrscheinlichkeiten p,(m) in (6.68) als Funktion
des Widerstandsverhéltnisses R;/Rs, so erhilt man durch Differentiation und unter
Ausnutzung der Normierung

s Ry — R,
n =m—_——-. 6.70
> npum) = mp— (670

n=—m

Aus (6.69) und (6.70) finden wir somit bei der Spannung

e 1

fiir eine Niederimpedanzumgebung und

Vin = C—J(m + 1) (6.72)
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fiir eine Hochimpedanzumgebung den Strom [74]

(Vi) c e (m=0,1,2,...) (6.73)

~ Cy(Ri + R,
Fiir spezielle Spannungswerte beriihrt die Strom-Spannungs-Charakteristik also eine
ohmsche Strom-Spannungs-Charakteristik, die um e/2C; im Niederimpedanzfall und
um e/C; im Hochimpedanzfall zu gréfieren Spannungen verschoben ist. Der zugehorige
Widerstand ergibt sich aus der Summe der beiden Tunnelwiderstdnde R; + Rs.

6.7.2 Allgemeiner Verlauf der Strom-Spannungs-Charakteristik

Nachdem wir die Strom-Spannungs-Charakteristik an speziellen Punkten und da-
mit ihren groben Verlauf kennen, wollen wir uns mit ihrem Verhalten zwischen diesen
ausgewahlten Spannungen beschiftigen. Eine besonders ausgeprigte Struktur, die so-
genannte Coulombtreppe, erhélt man, wenn man die Tunnelwiderstinde der beiden
Kontakte sehr verschieden wihlt [77,78]. Wir wollen im folgenden annehmen, dafl der
Tunnelwiderstand Ry des zweiten Kontakts sehr viel grofler als der Tunnelwiderstand
R; des ersten Kontakts sei. In diesem Fall ist die Tunnelwahrscheinlichkeit durch
den ersten Kontakt wesentlich hoher als durch den zweiten Kontakt, was dazu fiihrt,
dafl die Insel bis zur maximal méglichen Ladung ny..e aufgeladen wird. Nur gele-
gentlich wird ein Elektron durch den zweiten Kontakt die Insel verlassen und damit
zum Strom beitragen. Die maximal mdogliche Inselladung bei einer gegebenen dufleren
angelegten Spannung ist dann erreicht, wenn die Insel nicht mehr weiter aufgeladen
werden kann, also gerade bei der kleinsten Inselladung, bei der die Vorwértsrate durch
den ersten Kontakt verschwindet. In einer Niederimpedanzumgebung erhalten wir aus
(6.37) Nmax = —[C;V /e + 1/2], wobei die Klammer [...|] bedeuten soll, daf der Nach-
kommaanteil abgeschnitten werden soll. Im Grenzfall Ry > R; ergibt sich dann fiir
die Strom-Spannungs-Charakteristik bei Spannungen, die die Blockadespannung e/2C);
iibersteigen

o
[(V) = eTy(V) = 2%2 (V - Cij(nm + %)) . (6.74)
Bei den durch (6.71) gegebenen Spannungen springt der Strom ausgehend von seinem
durch (6.73) gegebenen Wert um e/2R,C;, da die mogliche Zahl von Elektronen auf
der Insel um Eins steigt. Anschlielend folgt ein lineares Stiick der Strom-Spannungs-
Charakteristik, das durch den Widerstand 2R, charakterisiert ist. Damit liegen die
Punkte, bei denen der Strom springt, gerade auf einer Charakteristik mit Widerstand
Rs. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis (6.73). Eine analoge Uberlegung
1Bt sich fiir den Hochimpedanzfall durchfithren, wobei alle verwendete Spannungen
um e/2C; zu verschieben sind.

Die soeben angestellte Betrachtung stellt die weitest mogliche Vereinfachung der
Leiter der Inselladungszustdnde dar. Wir haben nédmlich nur die beiden Zusténde mit
[Pmax| und |[nmax| — 1 Elektronen betrachtet. Andererseits braucht man mindestens
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Abbildung 32: Strom-Spannungs-Charakteristik eines Doppelkontakts bei T' = 0 mit Cy = C7 und
Ry = 10R;. Bei der linken Kurve befindet sich der Doppelkontakt in einer Niederimpedanzumgebung,
wéhrend die rechte Kurve fiir eine Hochimpedanzumgebung gilt. Bei der mittleren Kurve besteht die
Umgebung aus einem ohmschen Widerstand mit g = 5. Die Spannung und der Strom sind in Einheiten
von e/2C bzw. e/2C(R; + R2) gerechnet.

zwei Zusténde, da nur dann ein Strom flieBen kann, wenn eine Umladung der Insel
moglich ist. Natiirlich kann man diese Naherung verbessern, indem man zusétzliche
Zusténde berticksichtigt [79,80]. Wir wollen dies hier jedoch nicht tun, sondern die
in Abb. 32 gezeigten numerisch berechneten Coulombtreppen diskutieren. Betrachten
wir zunéchst die beiden dufleren Kurven, wobei die linke Kurve fiir einen Doppelkon-
takt in einer Niederimpedanzumgebung berechnet wurde, wihrend die rechte Kurve zu
einem Doppelkontakt in einer Hochimpedanzumgebung gehort. Die beiden Kontakte
besitzen gleiche Kapazitiaten, aber die Tunnelwiderstédnde sind um einen Faktor zehn
verschieden. Entsprechend der vorausgegangenen Diskussion sind die beiden Kurven
um e/2C'; gegeneinander verschoben, und die Knicke liegen auf der ohmschen Charak-
teristik (6.73). Die Stufen sind wegen der sehr verschiedenen Tunnelwiderstinde gut
ausgepragt, wobei die Stufen mit zunehmender Spannung immer mehr verflachen, da
immer mehr Inselladungszusténde beteiligt sind. Die mittlere Kurve wurde fiir eine
rein ohmsche Umgebung mit der Leitfahigkeit g = 5 berechnet. Die Coulombliicke ist
dann zwar durch die Liicke des Niederimpedanzfalles bestimmt. Da aber die Leitfahig-
keit relativ niedrig ist, findet man einen ziemlich schnellen Ubergang zur Charakteristik
des Hochimpedanzfalles, die fiir grole Spannungen erreicht wird.

Im Laufe unserer Diskussion des Doppelkontakts haben wir immer wieder darauf
hingewiesen, wie sich eine eventuelle Ladungsverschiebung )y der Inselladungen aus-
wirkt. Wir werden zwar die Abhéngigkeit des Stromes von der Ladungsverschiebung
noch ausfiihrlicher diskutieren, wollen aber an dieser Stelle kurz auf die Abhéngigkeit
der Coulombtreppe von der Ladungsverschiebung eingehen. In Abb. 33 ist dies am
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Abbildung 33: Strom-Spannungs-Charakteristik eines Einzelelektronentransistors in einer Niederim-
pedanzumgebung bei T' = 0. Die Tunnelkontakte sind durch Cy; = C3 und Ry = 10R; charakterisiert.
Die Ladungsverschiebung nimmt von der untersten zur obersten Kurve von Q9 = 0 bis Q¢ = € in
Schritten von e/4 zu. Zur deutlicheren Darstellung sind die Kurven vertikal gegeneinander verschoben.
Die Spannung und der Strom sind in Einheiten von e/2C bzw. e/2C(R; 4+ R2) gerechnet.

Bespiel eines Einzelelektronentransistors in einer Niederimpedanzumgebung bei 7' = 0
dargestellt. Die unterste Kurve entspricht dem Fall )9 = 0. Da die gleichen Tun-
nelkontaktparameter verwendet wurden, ist diese Kurve identisch zur linken Kurve in
Abb. 32. Die oberste Kurve in Abb. 33, die zu Qg = e gehort, ist identisch mit der
Kurve fiir Qy = 0, da Vielfache der Elementarladung in der Ladungsverschiebung im-
mer durch das Tunneln von Elektronen kompensiert werden kénnen. Beim Vergleich
der Kurven ist zu beachten, dafl sie zur deutlicheren Darstellung vertikal gegeneinander
verschoben wurden. Ist keine &uflere Spannung V' angelegt, so fliefit auch kein Strom.
Wie wir aus Abschnitt 6.4 wissen, verschwindet die Coulombliicke fiir Qy = e/2. Dies
ist an der mittleren Kurve deutlich zu sehen. Strom-Spannungs-Charakteristiken zu
Ladungsverschiebungen, die nicht ein Vielfaches von e/2 betragen, sind asymmetrisch.
Dies hiangt damit zusammen, daf} sich die Orientierung aller Tunnelvorgéinge umkehrt,
wenn man die Vorzeichen der &ufleren Spannung V und der Inselladung ¢ umkehrt.
Da —e/4 und 3e/4 dquivalente Ladungsverschiebungen sind, entspricht demnach zum
Beispiel die Charakteristik fiir Qo = e/4 bei positiven Spannungen der Charakteristik
fiir Qo = 3e/4 bei negativen Spannungen, wie man auch in Abb. 33 sieht. Die Cou-
lombtreppe wurde in zahlreichen Experimenten beobachtet [9,15,17-19, 81, 82], wobei
auch die eben besprochene Asymmetrie der Strom-Spannungs-Charakteristik im Detail
untersucht wurde [83].
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Abbildung 34: (a) Modell fiir eine Einzelelektronentransistorschaltung mit Umgebung. Im Vergleich
zur Schaltung der Abb. 22 sind hier die Impedanzen Z;(w), Z2(w) und Zg(w) sowie die Streukapa-
zitéten Cs1 und Cyo beriicksichtigt. (b) Effektiver Schaltkreis fiir das Tunneln durch den i-ten Kontakt
des Einzelelektronentransistors.

6.8 Der Einzelelektronentransistor
6.8.1 Allgemeines Modell fiir die Umgebung

Zu Beginn dieses Kapitels hatten wir die in Abb. 22 dargestellte, grundlegende
Schaltung des Einzelelektronentransistors eingefithrt. Unter der Annahme, daf} die
Kapazitiat Cg, iiber die die Kontrollspannung Vi an die Insel gekoppelt wird, klein
gegeniiber den Kapazitdten C; und Cy der Tunnelkontakte sei, hatten wir den Tran-
sistor im Rahmen der Theorie des Doppelkontakts bereits diskutiert. Das wesentliche
Ergebnis war die Abhéngigkeit der Coulombliicke, und damit auch des Stroms durch
die beiden Kontakte, von der Ladungsverschiebung Qg = Cg Vg, die in den Abbildun-
gen 28 und 30 fiir eine Nieder- bzw. Hochimpedanzumgebung gezeigt ist. In diesem
Abschnitt wollen wir den Einzelelektronentransistor und seine Ankopplung an die Um-
gebung genauer untersuchen.

Wir gehen dazu von der recht allgemeinen Schaltung der Abb. 34a aus. Wie in
der Schaltung der Abb. 22 ist eine Kontrollspannung Vi kapazitiv an die Insel ge-
koppelt, wobei die Kapazitidt Cg jetzt nicht mehr klein gegeniiber C'; und Cs sein
mufl. Zusitzlich befinden sich beliebige Impedanzen in allen Zweigen der Schaltung.
Streukapazitdten zwischen den Tunnelkontakten und den Zuleitungen sind durch die
Kapazitiaten C5; und Cj, beriicksichtigt [84]. Wir werden verschiedene Aspekte dieses
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Abbildung 35: (a) Dreieckschaltung, (b) Sternschaltung.

Modells diskutieren, wobei wir, wann immer es angebracht ist, diesen recht komplizier-
ten Schaltkreis schrittweise vereinfachen wollen.

Aus Abschnitt 6.2 wissen wir, wie wir mit Hilfe netzwerkanalytischer Methoden
den Schaltkreis aus Abb. 34a auf den effektiven Schaltkreis der Abb. 34b zuriickfiihren
kénnen. Zur Bestimmung der totalen Impedanz Z, und der effektiven Spannung V;
fiir den i-ten Kontakt benotigt man lediglich die Thevenin-Norton-Transformation aus
Abb. 24 sowie die Aquivalenz zwischen der Stern- und der Dreieckschaltung [72]. Diese
in Abb. 35 gezeigten Schaltungen sehen von auflen gleich aus, wenn zwischen den
Widersténden die Zusammenhénge

R2 R3 / Rl R3 / Rl R2

Rl=—"—"— = = 6.75

'"""Ri+Ry+Ry’ 7 Ri+Ry+Ry 7 Ri+Ry+Rs (6.75)

oder gleichbedeutend damit

R R\ R, + R\ R} + RLR;, R R\R, + R\ R} + R,R;,

1 R& ) 2 R/2 )

/ / / / / / (676)

R R\ R, + R\ R; + RyR;

3 R,

gelten. Nach ldngeren Umformungen, die hier nicht im Detail dargestellt werden sollen,
erhélt man die folgenden, effektiven Groflen fiir den ersten Kontakt, wobei man daraus
die entsprechenden Groflen fiir den zweiten Kontakt durch Umindizierung erhélt. Die
effektive Spannung

1 Ce

= (Co+ Z2W + CoVe (6.77)
Cy

Vi 5

bestimmt die Arbeit eV, die zur Wiederherstellung des Ladungsgleichgewichts gelei-
stet werden muB. Dieser Ausdruck fand sich bereits in der Anderung der elektrostati-



103

schen Energie (6.13) beim Tunneln eines Elektrons, wobei Cx, = Cy + Cy + Cg wie dort
die Kapazitiat der Insel bedeutet. Die effektive Impedanz a3t sich wie gewohnt als
Za(w) ! (6.78)
W)= ———————— .
" iwCl + Y1
schreiben. Fiir die effektive Gesamtkapazitit findet man
Cs[(Cy 4+ C1)C2 + C1C1(Cy + Cyp)]

C, = 6.79
! (Cy + Cq)C% + C C2 ’ (6.79)

wobei C2%, = Cy,Cq + C2C4 + CgCyse mit der Kapazitit des Rings, der die zweite
Streukapazitéit enthélt, verkniipft ist. Die effektive Admittanz ist durch

_ C_%@h + Zwyg

Y, - (6.80)
Y1 Y3 + wWwys
mit den Koeflizienten
y1 = (Ca + Ca)C2y + C O3 (6.81)
Yo = 0521022Z1 + 032Z2 + (032 + 05102)2ZG (682)
Ys = (02 + Cg)2Z1 + 022Z2 + CéZG (683)
Ya=y(Z1Z2 + Z1 Zg + Z2Zc) (6.84)

gegeben. Bei der Zerlegung der totalen Impedanz (6.78) in einen kapazitiven Anteil
und eine Impedanz wurde angenommen, dafl sich die Impedanzen Z;(w), Z3(w) und
Zg(w) fiir grofie Frequenzen nicht wie Kapazitdten verhalten. Andernfalls kommt es,
wie schon des oOfteren angemerkt, zu einer Kapazitdtsrenormierung. Ein konkretes
Beispiel werden wir weiter unten geben.

Nach dieser Vorarbeit ist es nun leicht, die Tunnelraten fiir den Einzelelektronen-
transistor anzugeben. Die Anderung der elektrostatischen Energie beim Vorwértstun-
neln eines Elektrons durch den ersten und zweiten Kontakt ist durch Ey(V, Vg, n) bzw.
Es(V, —Vg, —n) mit

Ei(V,Va,n) (Ci + %)V + CeVg + ne — g (i=1,2) (6.85)

G
e
gegeben. Dies ist die Verallgemeinerung von (6.23) auf endliche Kapazititen Cg. Die
Wahrscheinlichkeit P;(F), dal beim Tunneln durch den i-ten Kontakt die Energie E
mit der Umgebung ausgetauscht wird, ist entsprechend den urspriinglichen Definitionen
(3.27) und (3.29) zu berechnen, wobei fiir die totale Impedanz Z;; zu setzen ist. Wie
beim Doppelkontakt gilt dann fiir die Tunnelraten durch den ersten Kontakt

BV Ven) = - [aE £ P(E(V.V, E 6.86
1(V; G’n)_e2R1 /—oo 1 — exp(—0F) 1( (Vi Va,m) = ) (6.86)
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sowie
T4 (V, Vg, n) = Ta(=V, = Vi, —n). (6.87)

Die letzte Gleichung wurde bereits in Abschnitt 6.3 begriindet. Fiir den zweiten Kon-
takt gilt

LVVen) =— [TaE £ Py(Ey(V. -V, B 6.88
2( ) G’n)_GQRQ/—oo 1—eXp(—ﬁE) 2( 2( y T G7_n)_ ) ( )

und analog zu (6.87)
To(V, Ve, n) = To(=V, — Vg, —n). (6.89)

Die Berechnung von Strom-Spannungs-Charakteristiken erfolgt wie beim Doppelkon-
takt durch Losen der Mastergleichung (6.48) unter Verwendung der gerade angegebenen
Tunnelraten.

Fiir eine Niederimpedanzumgebung wurden die Tunnelraten bereits ausfiihrlich in
Abschnitt 6.4 diskutiert. Der einzige Unterschied besteht in der Ersetzung von Cj
durch C; + Cg/2, die der endlichen Kapazitit C Rechnung tragt. Interessanter ist
der Hochimpedanzfall. Betrachten wir beispielsweise den ersten Kontakt, so werden
die zugehorigen Tunnelraten durch die Energie E)(V, Vg, n) — €2/2C; bestimmt. Da
wir eine lokale Regel erwarten, driicken wir diese Energie

2

e e e—90
El(V’VG’n)_TUl:a<Q1_ 5 ) (6.90)

durch die Ladung auf dem ersten Kontakt aus. Wir stellen fest, da} die kritische
Ladung nicht wie bei der lokalen Regel iiblich e/2 betrdgt. Vielmehr tritt hier eine
Korrektur

CC2,

5 P—
O+ C)C% + CoCh(Ca + Ca)

(6.91)

auf, die mit der Anwesenheit der Streukapazitiat C; verkniipft ist. Im Hochimpedanz-
fall fiihren Streukapazitidten also zu einer Verringerung der kritischen Ladung. Dies
ist leicht einzusehen. In unserem Modell, das in Abb. 34a dargestellt ist, bilden die
Kapazititen C;, Cg und Cy sowie Cs, Cg und Cys jeweils einen Ring. Beim Tunneln
andert sich daher nicht nur die Ladung an dem betreffenden Kontakt, sondern es findet
zusétzlich in den Ringen ein Ladungsaustausch statt, der das Ladungsgleichgewicht in
den beiden Ringen sofort wiederherstellt. Die lokale Regel gilt also weiterhin. Sie ist
jedoch auf die direkt benachbarten Kapazitdten auszudehnen. Berechnet man unter
Verwendung der Kirchhoffschen Regel fiir die beiden Ringe die Ladung, die in den Rin-
gen zur Erhaltung des Ladungsgleichgewichts verschoben werden muf, so findet man
tatsichlich die Korrektur (6.91).
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Ch Rl 027 RQ

Abbildung 36: Vereinfachtes Modell fiir einen Einzelelektronentransistor mit duleren Impedanzen.

6.8.2 Reduziertes Modell fiir die Umgebung

Fiir das weitere wollen wir den Schaltkreis aus Abb. 34a etwas vereinfachen. Dazu
betrachten wir die Abhéngigkeit der totalen Impedanz Z;;(w) von den duBeren Impe-
danzen Z;(w), Zs(w) und Zg(w). Wenn wir annehmen, dafl Z; und Z5 grofl im Vergleich
zu Zg sind, so konnen wir die Impedanz Z; vernachléassigen. Umgekehrt ist dies nicht
unbedingt der Fall, da dann das Groflenverhéltnis der verschiedenen Kapazitéiten eine
Rolle spielt. Da die Annahme Z;, Z, > Zq fiir praktische Systeme durchaus realistisch
ist, werden wir im folgenden die Impedanz Zg vernachlassigen. In diesem Fall sind die
Streukapazititen Cs; und Csp parallel zu den Impedanzen Z;(w) bzw. Zy(w). Wir
brauchen die Streukapazitdten im weiteren daher nicht explizit zu beriicksichtigen, da
wir sie jederzeit wieder einfithren konnen, indem wir Z; durch Z;/(1 + iwC;Z;) erset-
zen. Es ist jedoch zu beachten, dafl sich die neuen Impedanzen fiir grofle Frequenzen
wie Kapazitdaten verhalten. Dabei schlieit die Streukapazitit die parallele Impedanz
kurz. Dies ist insbesondere fiir grofle Impedanzen Z; von Bedeutung. Wir haben
hier ein Beispiel vorliegen, in welchem eine duflere Impedanz mit paralleler Kapazitét
die Gesamtkapazitit renormiert. Werden die Streukapazititen iiber die Impedanzen
eingefiihrt, so hingt die Gesamtkapazitidt nur von den Kapazitidten C;, Cy und Cg
ab. Die Impedanzen fiihren jedoch zu einer Korrektur, die dann die richtige effektive
Gesamtkapazitit (6.79) liefert, die auch von den Streukapazitéten abhingt.

Wir werden uns im folgenden also mit dem in Abb. 36 dargestellten, reduzierten
Schaltkreis beschiftigen, bei dem der Einflul der Umgebung des Transistors durch die
Impedanzen Z;(w) und Z3(w) bestimmt ist. Dabei wollen wir uns, sofern nichts anderes
gesagt wird, auf den symmetrischen ohmschen Fall Z; (w) = Z3(w) = R/2 beschrénken,
an dem sich alle wesentlichen Punkte darstellen lassen. Die effektiven Parameter fiir
das reduzierte Modell sind im folgenden fiir den ersten Tunnelkontakt angegeben. Die
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entsprechenden Groflen fiir den zweiten Kontakt erhédlt man durch Vertauschung der
Indizes 1 und 2. Die effektive Gesamtkapazitit ist durch

_ (1)
o, =< (6.92)

K

gegeben, wobei die Gesamtkapazitit

(1) _ Cl (02 + CG)

C )

(6.93)
aus einer Reihenschaltung von C} und den parallelen Kapazitdten Cy und Cg resultiert.

Die Gesamtkapazitét hingt also davon ab, welcher Tunnelkontakt betrachtet wird. Der
Faktor

oM

- (6.94)

R1 =

beschreibt beim Doppelkontakt die durch die Kapazititen reduzierte Ankopplung an
die Umgebung. Die Admittanz (6.80) ist im reduzierten Modell durch
1 1+ 1wCq 2y

Y, =— 6.95
! Ii% Z + (020/00)222 + iwCQGZIZQ ( )

gegeben, wobei Coq = C32Cq/(Cy + Cg) eine Reihenschaltung der Kapazititen Co
und Cg beschreibt. Interessant ist hier, dafl die effektive d&uflere Impedanz 71_1 auch
fiir eine ohmsche Umgebung frequenzabhéngig ist. Fiir w = 0 ist die Impedanz durch
k2[Zy + (Cag/Cg)*Zs) gegeben. Fiir hohe Frequenzen w > 1/Z,Cy¢g wird die Impedanz
Zy jedoch durch die Kapazitit Cg kurzgeschlossen, und die effektive duflere Impedanz
ist auf den Wert x3Z; erniedrigt. Diese Frequenzabhiingigkeit kann natiirlich nur auf-
treten, wenn man beriicksichtigt, daf3 die Kapazitat Cg endlich ist.

Im Zusammenhang mit der Diskussion des Doppelkontakts in den vorangegangenen
Abschnitten hatten wir gesehen, daf sich eine endliche Kapazitit Cs in Abwesenheit
einer dufleren Impedanz durch die Ersetzung C; — C; + Cg/2 beriicksichtigen 1afit.
Fiir einen symmetrischen Transistor mit C; = Cy = C; und Z;(w) = Zs(w) 148t sich
ein endliches Kapazitiatsverhéltnis ¢ = Cg/C; durch geeignete Umskalierung bertick-
sichtigen. Damit 1&8t sich der symmetrische Einzelelektronentransistor mit Umgebung
auf den bereits ausfiihrlich untersuchten Doppelkontakt mit der effektiven Inselladung
q = ne + CgVg zuriickfithren. Durch Vergleich der Energieinderung (6.23), der Ra-
tenausdriicke (6.27) und (6.31), der Phasenkorrelationsfunktion (3.27) sowie von P(E)
geméB (6.22) fiir den Doppelkontakt mit den entsprechenden Ergebnissen (6.85), (6.86)
und (6.88), (3.27) sowie (3.29) fiir den Einzelelektronentransistor findet man, dafl fol-
gende Skalierungen vom Doppelkontakt, also Cs = 0, zum Transistor mit endlicher
Kapazitdat Cg fithren:
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Spannung V= 01+¢/2)V

E
E i E—
nergien 1 i 0/2
T t T — L
emperatur
P 1+c/2
F — d
requenz w
q 1+¢/2
r
Rat r—- ——
aven 1+c/2
1
Strom I — .
1+4c¢/2

Ist Iy(Vp) die Strom-Spannungs-Charakteristik bei Cg = 0 und der Temperatur Ty,
so findet man fiir endliche Kapazitit Cg die Strom-Spannungs-Charakteristik I =
In((1+¢/2)V)/(1+¢/2) bei der Temperatur Tp/(1+¢/2). Ein Transistor mit endlicher
Kapazitiat Cg entspricht also einem Transistor mit Cg = 0 bei einer hoheren Tem-
peratur. Beim Vergleich von skalierten Strom-Spannungs-Charakteristiken ist noch
zu beachten, dafl sich durch die Frequenzskalierung die effektive Impedanz der Um-
gebung dndert. L&afit man dies unberiicksichtigt, so wird man die Forminvarianz der
skalierten Strom-Spannungs-Charakteristik nur bei Niederimpedanzumgebungen oder
kleinem Kapazitdtsverhéltnis ¢ finden.

Nachdem wir eine ganze Reihe von Eigenschaften des Einzelelektronentransistors
mit endlicher Kapazitat Cg im Kontrollzweig diskutiert haben, betrachten wir zum
Abschlufl noch die Strom-Spannungs-Charakteristik in Abb. 37. Sie wurde fiir einen
symmetrischen Transistor mit C¢ = 2C; und ohmscher Umgebung 7, = Z, = R/2
berechnet. Im Hauptbild erkennt man deutlich den Ubergang vom Niederimpedanzfall
der linken Kurve zum Hochimpedanzfall der rechten Kurve mit zunehmendem &ufle-
rem Widerstand R. Fiir jeden endlichen Widerstand ist die Coulombliicke durch die
Coulombliicke des Niederimpedanzfalls bestimmt. Mit zunehmendem Widerstand R
wird jedoch der Strom immer mehr unterdriickt, und man sieht fiir R > Ry effektiv
die Coulombliicke des Hochimpedanzfalls [84,85]. Im kleinen Bild werden skalierte
Strom-Spannungs-Charakteristiken fiir zwei symmetrische Transistoren mit Cg = 0
und Cg = 2C; verglichen. Wie erwartet ist die Abweichung bei kleinen Spannungen
sehr gering, wahrend sich fiir gréfere Spannungen die Frequenzskalierung in der to-
talen Impedanz fiir das hier gewéhlte, sehr grofle Kapazitatsverhéltnis ¢ = 2 deutlich
auswirkt.
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Abbildung 37: Strom-Spannungs-Charakteristik bei 7" = 0 fiir einen symmetrischen Einzelelek-
tronentransistor mit Cg = 2C;. Die ohmschen Impedanzen Z; = Z; = R/2 haben von links
nach rechts die Werte R/Rx = 0,0.05,0.2,1,5,00. Die Spannung ist in Einheiten von e/Cys und
der Strom in Einheiten von e/Cs(R; + Rs) gerechnet. Das kleine Bild zeigt die Strom-Spannungs-
Charakteristik fiir Einzelelektronentransistoren mit Cg = 0 (obere Kurve) und Cg = 2C; (untere
Kurve) fir R/Rx = 0.2.

6.9 Das Elektrometer

Der Strom durch einen Doppelkontakt héngt nicht nur von der Transportspannung
V' ab, die iiber den beiden Kontakten abfillt, sondern auch von einer eventuellen Ver-
schiebung der Inselladungen [22,81]. Eine solche Verschiebung kann man gezielt mit
Hilfe der Einzelelektronentransistorschaltung, die in Abb. 22 dargestellt ist, realisie-
ren, indem man eine Kontrollspannung kapazitiv an die Insel koppelt [9]. Umgekehrt
kann man aber den Strom durch die beiden Kontakte auch dazu benutzen, um die
Ladungsverschiebung )y zu messen. Man kann auf diese Weise Elektrometer bauen,
die es erlauben, Bruchteile der Elementarladung zu messen. Experimentell wurden
Auflssungen von 10~%e/+/Hz erreicht [75,86,87]. Das Elektrometerprinzip wurde be-
reits zur Messung von Ladungen eingesetzt [88], unter anderem auch in einer Art
Millikanversuch mit ultrakleinen Tunnelkontakten [89]. Wir werden uns daher im fol-
genden mit 7-Q)o-Charakteristiken beschéftigen. Die Transportspannung wird dabei als
fester Parameter betrachtet. Im Abschnitt 6.6 hatten wir gesehen, wie sich der Strom
durch einen Doppelkontakt als Funktion der Transportspannung und der Ladungsver-
schiebung mit Hilfe einer Mastergleichung berechnen 148t. Es ist damit klar, wie sich
die I-Qy-Charakteristiken eines Elektrometers fiir beliebige Temperaturen berechnen
lassen, wobei auch die Anwesenheit duflerer Impedanzen keine prinzipiellen Probleme
aufwirft.

Im allgemeinen wird man die Berechnung von I-Qy-Charakteristiken numerisch
durchfiihren miissen. In speziellen Féllen 148t sich jedoch eine einfache analytische
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Losung angeben, an der man einige wesentliche Eigenschaften des Elektrometers er-
kennt. Wir betrachten im folgenden ein Elektrometer, bei dem die beiden Tunnel-
kapazitdaten €7 = Cy; = 2C gleich grof sind. Das Verhéltnis der Tunnelwidersténde
Ry /Ry ist jedoch nicht festgelegt, so daf auch asymmetrische Elektrometer moglich
sind. Wir beschrénken uns auf den Fall verschwindender Temperaturen und wollen an-
nehmen, dafl duflere Impedanzen vernachlafligt werden konnen. Letzteres ist sinnvoll,
da wir wissen, dafl es speziell bei Systemen mit mehreren Tunnelkontakten besonde-
rer Anstrengungen bedarf, um eine Umgebung mit hoéherer Impedanz zu erzeugen.
Schliefllich wollen wir uns auf Transportspannungen V' < e/4C, also unterhalb der
Coulombliicke fiir )9 = 0 im Niederimpedanzfall, beschrianken. Damit ist gerade noch
der Fall V' = e/4C eingeschlossen, fiir den das Elektrometer die grofite Empfindlichkeit
besitzt.

Die Ladungsverschiebung @)y der effektiven Inselladung q = ne + @)y 148t sich im-
mer in den Bereich 0 < g < e verschieben, da Vielfache der Elementarladung in der
tatsédchlichen Inselladung ne absorbiert werden kénnen. Als Folge davon sind die 7-Qq-
Charakteristiken periodisch in @)y, wobei die Periode durch die Elementarladung gege-
ben ist. Wir beschrinken uns also im weiteren auf Ladungsverschiebungen zwischen 0
und e. Aus Abschnitt 6.4 wissen wir, daf§ die Coulombliicke fiir einen Doppelkontakt
mit gleichen Tunnelkapazitaten fiir Q)9 = 0 am groBiten ist. Wir erwarten daher, dafl
der Strom durch das Elektrometer zunichst mit zunehmender Ladungsverschiebung
anwachst, um dann wieder bis )y = e abzufallen.

Fiir Transportspannungen unterhalb der Coulombliicke kénnen geméfi Abb. 27b
hochstens die beiden Inselladungszustdnde n = 0 und n = —1 besetzt werden. Diese
Situation hatten wir bereits fiir den asymmetrischen Doppelkontakt in Abschnitt 6.6
diskutiert. Wir kénnen die Ergebnisse (6.56) und (6.57) fiir die stationédre Besetzung
der beiden Inselladungszustdnde direkt iibernehmen, wenn wir dabei beriicksichtigen,
daB die Ladungsverschiebung (g von Null verschieden sein kann. Wir erhalten also fiir
die stationdren Besetzungswahrscheinlichkeiten

-
[V, Qo — e
p=o 2@ ) (6.96)
I'1(V,Qo) + T2(V, Qo — )
und
-
Iy(V,
po1== 1V, Qo) . (6.97)
I'(V,Qo) + T2(V. Qo — )
Fiir den Strom durch das Elektrometer ergibt sich mit (6.55) sofort
T4V, Qo)Ts (V.
I(‘/,Qo) — e 1( 7QO) 2( 7Q0_e) (698)

1:>1(V, Qo) + 1:>2(V, Qo — 6)'

Verwenden wir nun das Ergebnis fiir die Tunnelrate bei Temperatur Null in einer
Niederimpedanzumgebung (6.36) mit (6.23), und beriicksichtigen wir, daf§ die Vor-
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wértstunnelraten durch die beiden Kontakte fiir gleiche Tunnelkapazititen C; = Cj
durch

To(V,q) = =T1(V, —q) (6.99)

verkniipft sind, so erhalten wir schliellich fiir die I-Qy-Charakteristik bei fester Trans-
portspannung V'

QO—G/Q 2
1 ( 2C >_V2

R

x0(Qo — g +20V)O(—Qo + g +20V).

1(Qo)

Die beiden Sprungfunktionen in diesem Ergebnis sind eine Folge der Coulombliicke,
die mit zunehmender Transportspannung immer kleiner wird. Fiir sehr kleine Trans-
portspannungen bendtigt man eine Ladungsverschiebung, die sehr nahe bei e/2 liegt,
damit iiberhaupt ein Strom durch das Elektrometer flieft. Um iiber den gesamten
Bereich 0 < @y < e Ladungen messen zu konnen, darf die Transportspannung die
Blockadespannung e/4C' nicht unterschreiten.

Sind die Tunnelwiderstdnde R; und Ry der beiden Tunnelkontakte gleich, so folgt
aus (6.100) unmittelbar, dafl die I-Qo-Charakteristik die Gestalt einer Parabel mit
Scheitel bei Qg = €/2 besitzt. Ist dagegen der Tunnelwiderstand des ersten Kontaktes
sehr viel grofer als der des zweiten Kontaktes, so erhdlt man aus (6.100)

1 —e/2
(@) = 55 (QO 206/ + v) 0(Qo — g +20V)O(—Qo + g +20V).  (6.101)

Direkt bei der Blockadespannung e/4C' vereinfacht sich dieses Ergebnis zu

Qo
4R, C"

I(Qo) = (6.102)
Statt der parabelformigen Charakteristik erhalten wir jetzt also eine sdgezahnférmige
I-Q)p-Charakteristik deren Steigung durch den grofileren Tunnelwiderstand bestimmt
ist. Die Ursache fiir diese einfache Gestalt liegt darin, dafl der Strom alleine durch
die Tunnelrate durch den ersten Kontakt, der den gréfleren Tunnelwiderstand besitzt,
bestimmt ist. Entsprechend erhélt man fiir den entgegengesetzten Fall mit Ry > R,
an der Blockadespannung die gespiegelte Charakteristik

e — Qo
4R,C

1(Qo) = (6.103)

Die Abb. 38 zeigt numerisch berechnete I-Qy-Charakteristiken fiir drei Elektrometer.
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Abbildung 38: I-Q-Charakteristiken fiir Elektrometer mit Kapazititen C; = Cy = Cg/2 in ei-
ner symmetrischen ohmschen Umgebung mit Z;(w) = Za(w) = R/2 bei Temperatur Null. (a)
Symmetrisches Elektrometer (R; = Rz) mit R/Rx = 0.05. Die Transportspannung in Einheiten
der Blockadespannung e/Cy betrdgt von unten nach oben V' = 0.2,0.6,1.0,1.2,1.4,1.6,2.0. (b)
Asymmetrisches Elektrometer mit R;/Ry = 10 und R/Rg = 0.05. Die Transportspannungen sind
V =0.6,1.0,1.2,1.4,1.6,1.8,2.0. (c) Symmetrisches Elektrometer mit R/Rx = 1. Die Transport-
spannungen sind V' = 0.6,1.0,1.6,2.0,2.4,2.8. Der Stréme sind in Einheiten von e/Cx(R; + R2)
gerechnet,.

Die verschiedenen Kurven entsprechen dabei verschiedenen Transportspannungen. Die
Charakteristiken wurden fiir eine Transistorschaltung mit C; = Cy = Cg/2 und einer
symmetrischen ohmschen Umgebung mit Z;(w) = Zs(w) = R/2 berechnet. Diese Pa-
rameter entsprechen denen, die bei der Diskussion des Einzelelektronentransistors in
Abb. 37 verwendet wurden. Die Abbildungen 38a und 38b vergleichen Elektrometer
mit Tunnelwiderstandsverhéltnissen R;/R; = 1 bzw. 10 und einer niederimpedan-
ten Umgebung mit R/Rx = 0.05. Deutlich sind in Abb. 38a die parabelférmigen
Charakteristiken zu sehen. Auflerdem sieht man, dal die maximale Empfindlichkeit
gerade bei der Blockadespannung erreicht wird. In Abb. 38b sind die Charakteristi-
ken des asymmetrischen Elektrometers deutlich nach rechts geneigt. Man findet jetzt
relativ grofle Bereiche, in denen die Charakteristik linear ist, wie wir es nach (6.102)
erwarten. Insbesondere ergeben sich auch sehr steile Flanken, die zu einer sehr hohen
Empfindlichkeit des Elektrometers fithren. Abb. 38 zeigt ein symmetrisches Elektro-
meter in einer Umgebung mit der relativ hohen Impedanz R = Rg. Der Strom ist
hier unterdriickt, und die Empfindlichkeit ist im Vergleich zu den Elektrometern mit
Niederimpedanzumgebung stark reduziert. Ein dhnliches Verhalten wurde auch von
Odintsov et al. [85] erhalten, die die differentielle I-Q-Charakteristik in Abhéngigkeit
von duBerer Impedanz und Temperatur bei Transportspannung Null untersucht haben.
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Abbildung 39: Eindimensionale Anordnung von N Tunnelkontakten mit Kapazitdten C; und Tun-
nelwiderstéinden R;, die iiber eine Impedanz Z(w) mit einer Spannungsquelle V' verbunden sind.

6.10 Schaltkreise mit vielen Tunnelkontakten
6.10.1 Ladungen und Phasen

Die Methoden, die wir in diesem Kapitel zur Beschreibung des Einflusses der Um-
gebung auf Doppelkontaktsysteme entwickelt haben, lassen sich direkt auf Systeme mit
mehr als zwei Tunnelkontakten iibertragen. Auf Systeme mit einigen Tunnelkontak-
ten, die von praktischer Bedeutung sind, werden wir spéater noch zuriickkommen. In
solchen Fillen lassen sich die bereits diskutierten, netzwerkanalytischen Methoden vor-
teilhaft einsetzen, wie bereits am Beispiel des allgemeinen Einzelelektronentransistors
in Abschnitt 6.8 gezeigt wurde. Interessant sind insbesondere auch ein- und zweidimen-
sionale Gitter von Tunnelkontakten, in denen neue Phinomene wie Ladungssolitonen
und Vortex-Anregungen auftreten konnen. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion sei auf
die Literatur verwiesen [90,91]. Wir wollen uns im folgenden auf lineare Anordnun-
gen von Tunnelkontakten beschranken und diese unter dem Aspekt des Einflusses der
Umgebung untersuchen. Konkret betrachten wir die in Abb. 39 dargestellte Schaltung.
Dabei vernachlassigen wir eine kapazitive Ankopplung der Inseln an Masse, die in realen
Systemen auftreten kann und bei der Diskussion von Solitonen von Bedeutung ist [92].
Solche zusétzlichen Kapazitiaten lassen sich bei Bedarf problemlos beriicksichtigen.

Die N Tunnelkontakte der in Abb. 39 gezeigten Schaltung besitzen die Kapazitdten
Ci,v1=1,...,N, die die Ladungen (@); tragen. Diesen Ladungen sind wie beim Einzel-
und Doppelkontakt Phasen als konjugierte Variable zugeordnet, die die Kommutator-
relationen
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[0, Qi] = iedjx (6.104)

erfiillen. Wie schon beim Doppelkontakt ist es praktisch, einen zweiten Satz von La-
dungen und Phasen einzufithren. Aus der Sicht der umgebenden Schaltung kann man
die Reihenschaltung von Kondensatoren als einen einzelnen Kondensator mit der Ge-
samtkapazitit

-1

c— (f: C%) (6.105)

k=1

auffassen, der die Gesamtladung
N
RQ=CY L (6.106)
i1 Gk
tragt. Als ,innere“ Freiheitsgrade existieren IV — 1 Inselladungen

@ =Qr—Qry (k=1,...,N-1). (6.107)

Zu den Ladungen {Q, gx} gibt es die kanonisch konjugierten Phasen {¢, ¢y} mit den
nichtverschwindenden Kommutatoren

[p, Q) = ie, [, qu] = ie. (6.108)

Die Phasen ¢y, die in einem zu (6.20) analogen Hamiltonoperator auftreten, sind mit
diesen neuen Phasen durch

C
e1 =11+ o (6.109)
1
C
SOk:d}k_wk—l‘*’FkSO (k=2,...,N—1) (6.110)
C
ON = —Yn-1+ oo (6.111)
N

verkniipft. Die Interpretation der Phasen 1483t sich direkt von der Diskussion des Dop-
pelkontakts in Abschnitt 6.2.3 iibernehmen. Im Hamiltonoperator tritt auler den Qua-
siteilchenoperatoren noch ein Faktor exp(—ipy) auf, der mit dem Tunneln durch den
k-ten Kontakt verkniipft ist. Nach (6.110) verlaBt dabei ein Elektron die k — 1-te Insel
und kommt auf die k-te Insel entsprechend den Phasen —i_1 bzw. ;. In (6.109)
und (6.111) tritt nur eine Phase auf, die einer Insel zugeordnet ist, da beim ersten
und letzten Kontakt nur eine Insel beteiligt ist. Die Phasenausdriicke k¢ hingen mit
der Anderung der Gesamtladung zusammen, die von auBen gesehen wird. Dabei ist
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ki = C/C} die direkte Verallgemeinerung der Definition (6.14) beim Doppelkontakt.
Mit den Gleichungen (6.109)—(6.111) haben wir schon fast alle Informationen, die wir
iiber unsere eindimensionale Anordnung von Tunnelkontakten benétigen. Die Ande-
rung der elektrostatischen Energie bei einem Tunnelvorgang setzt sich zusammen aus
der Anderung der mit den Inseln verkniipften Ladungsenergien und der Arbeit, die von
der Spannungsquelle geleistet wird. Letztere betrigt fiir das Tunneln durch den k-ten
Kontakt kieV, da in diesem Fall gerade die Ladung ke durch die Schaltung trans-
feriert werden muf}, um das Ladungsgleichgewicht wiederherzustellen. Wie in (6.22)
beim Doppelkontakt tritt x7 als Vorfaktor der effektiven totalen Impedanz auf. Die
iibrigen N — 1 Tunnelkontakte fithren also wieder zu einer Entkopplung des Kontak-
tes von der Umgebung. Sind die Kapazitdten der Tunnelkontakte von der gleichen
GroBenordnung, so findet man mit (6.105), dafl die Gesamtkapazitét um einen Faktor
1/N Kkleiner als die Tunnelkapazitéten ist. Damit ist der EinfluB der Umgebung im
Vergleich zu einem einzelnen Kontakt um einen Faktor 1/N? reduziert. Die Annahme
einer Niederimpedanzumgebung ist hier also noch mehr gerechtfertigt als sie es schon
beim Doppelkontakt war. Allerdings erwartet man immer noch einen Ubergang zum
Hochimpedanzverhalten bei sehr groflen Spannungen.

Zur Bestimmung der Ladungsenergie der Inseln driicken wir die Ladungen ¢); durch
die Gesamtladung und die Inselladungen aus. Durch Auflésen von (6.106) und (6.107)
ergibt sich

Q=Q+ocy Y %
i=1k=1 Gi
(6.112)
N il g nol
Q":Q""CZZH_Z% (n=2,...,N).
i=lk=1 "% k=1
Nach einiger Rechnung findet man fiir den Beitrag der Inseln zur Ladungsenergie
Q2 N-1 1 .
e — . A1
e(q,---,qn-1) 223 50 R 2(0 )kt Qr (6.113)
Dabei ist
min(k,l) 1 N 1
(C u=C Z > = (6.114)
= m n=max(k,l)+1 Cn

die Inverse der Kapazitdtsmatrix

Cp+Cry1 firl=k
—Cla1 firl=k+1
—Ck firl=%k-1
0 sonst.

Chi = (6.115)
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Diese spezielle Kapazitdtsmatrix gilt nur fiir die Schaltung der Abb. 39. Die Struktur
der Ladungsenergie (6.113) ist jedoch viel allgemeiner, wenn man die entsprechende
inverse Kapazitdtsmatrix einsetzt.

6.10.2 Elektrostatische Energie

Fiir die Anderung der elektrostatischen Energie beim Tunneln durch einen der N
Kontakte erhalten wir nun unter Beriicksichtigung der Arbeit der Spannungsquelle und
der Ladungsenergien der Inseln

El(‘/? q, - - '7qN—1) - ’ilev +€(q17 cee 7QN—1) - g(ql —642,.. -7QN—1)7
E(V.qi,...,qn-1) = kieV +e(qr, ..., qn-1)
—e(q1,- -+, Gi—2,%i-1 + €,¢i —€,qi41,.-.,qn-1) (6.116)

(i=2,...,N—1),

EN(‘/? qi, - - '7qN—1) = IiN@V +€(q17 s 7QN—1) - €(q17 <oy gN-2,4dN-1 + 6)'

Zwar macht diese Schreibweise sehr deutlich, wo die einzelnen Beitrége ihren Ursprung
haben. Setzt man jedoch die Energie (6.113) ein, so wird (6.116) recht kompliziert. Es
ist praktischer, statt der &ufleren Spannung und der Inselladungen wieder die Ladungen
auf den Kontakten einzufithren. Dann erhélt man das einfache Resultat

e

Ei(Q:) = C. (Qi — Q5), (6.117)

wobei die kritische Ladung durch

e

Qf = 51— ki) (6.118)
gegeben ist. Dies ist die direkte Verallgemeinerung unserer Ergebnisse (6.24) und (6.25)
fiir den Doppelkontakt.

Bevor wir zu den Tunnelraten kommen, wollen wir die lineare Kette von Tunnel-
kontakten kurz vom Standpunkt der Netzwerkanalyse aus diskutieren. Betrachtet man
das Tunneln durch den i-ten Kontakt, so kann man alle anderen Tunnelkontakte als
Kondensatoren mit der Gesamtkapazitét

-1
_ 1 ce;

= — = A1
C (Z q-) c—C (6.119)

J#i
auffassen, die die Ladung

c,C
;- C

3 & (6.120)

@ pr—
i Ci
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tragen. Wir haben damit die eindimensionale Kette von Tunnelkontakten auf ein ef-
fektives Doppelkontaktsystem zuriickgefithrt. In diesem reduzierten Bild gibt es zwei
Kapazititen C; und C, die die Ladungen @Q; und @ tragen. Entsprechend den Uberle-
gungen aus Abschnitt 6.2 erhalten wir dann eine effektive Einzelkontaktschaltung, wie
sie in Abb. 26 dargestellt ist. Der Kondensator mit effektiver Kapazitét

_ C?
Cg =Ci+C = c ~ (6.121)
tragt dann die Ladung
_ C;
et = Qi — Q = c_ C(Qi - CV), (6.122)

die der Inselladung des Doppelkontakts entspricht. Die effektive Impedanz x?Z;(w)
und die effektive Spannung x;V hatten wir bereits aus den vorangegangenen Uberle-
gungen erhalten. In Ubereinstimmung mit (6.117) finden wir fiir die Anderung der
elektrostatischen Energie beim Tunneln durch den i-ten Kontakt

2 2
) N Qe . (qef'f_e) ) _ € e
Ei(Q;) = 2Cn 2Con + K;eV = _Ci (Q; — Q5), (6.123)

wobei die kritische Ladung durch (6.118) gegeben ist. Man kann die kritische Ladung
auch aus dem effektiven Doppelkontaktsystem mit den Kapazititen C; und C unter
Verwendung von (6.26) mit C; = C; und Cy = C erhalten. Diese Vorgehensweise ist
insbesondere in verzweigten Mehrkontaktsystemen zu verwenden.

6.10.3 Tunnelraten

Die Tunnelraten konnen wir nun unter Beriicksichtigung der beim Einzel- und
Doppelkontakt angestellten Uberlegungen sofort angeben. Fiir die Vorwértstunnelrate
durch den i-ten Kontakt ergibt sich [74]

E
p(—fE) (6.124)
XP(HJZ', EZ(‘/, q1y .- - ,qN_l) — E)

LV, L g
z( ’ql’“"qu)_ez—}%i/—oo 1 — ex

Die zugehorige Riickwértstunnelrate ist durch die Symmetrie

- -
LiiVigr, . oqgv—1) =Ti(=V, —qu, ..., —aqn-1) (6.125)

bestimmt, bei der alle Inselladungen ihr Vorzeichen wechseln. Des weiteren gilt als
Verallgemeinerung von (6.29) das detaillierte Gleichgewicht
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— —
Vi —e, g2, gn-1) = exp[—BEL(V, a1, - av—1)]T1(V, qu, - - -, gv—1),

wl)

Vg1, Gima Gio1 + 6,40 — €,Giv1s -, qN-1)
=
=exp[-BE(V,q1,. . av-)ILi(Voq1, ... qv-1) (i=2,...,N—1), (6.126)
e
In(Viq1,...,qn—2,qn-1 + €)

N
= eXp[_/BEN(‘/? qi,- - '7qN71)]FN(‘/a q1,- - '7qN71)a

das eine Konsequenz der entsprechenden Symmetrie (3.42) von P(E) ist.

Wie wir bereits gesehen haben, ist der Einflul der elektromagetischen Umgebung
auf das Tunneln von Elektronen fiir einen Schaltkreis mit N Tunnelkontakten um einen
Faktor 1/N? unterdriickt. Damit ist der Niederimpedanzfall in den meisten praktischen
Féllen anwendbar. Aus der Rate (6.124) erhédlt man dann das Resultat

1 E(V,qi,...,qv-1)

.
Li(Vigr,...,qnv-1) = , 6.127
V. ax-1) e?R; 1 —exp[—BE(V,q1,- -, qn-1)] ( )
das der globalen Regel entspricht und sich fiir Temperatur Null auf
= 1
Li(Vigr, . qnv-1) = ﬁEi(V: Q- QN—l)@(Ei(V: qQ, - QN—1)> (6.128)

reduziert. Bei verschwindender Temperatur ergibt sich also, wie schon bei den einfa-
cheren Systemen, nur dann eine von Null verschiedene Tunnelrate, wenn die Anderung
der elektrostatischen Energie des gesamten Schaltkreises E;(V,q1,...,qn-1) > 0 ist,
d.h., wenn die Ladung @Q; auf dem i-ten Kontakt die kritische Ladung QS nach (6.118)
iibersteigt. Wir werden diese lokale Formulierung der globalen Regel, die nur von
von der Ladung @);, der Kapazitit C; sowie der Kapazitdat der umgebenden Schaltung
abhéngt, spater noch zur Diskussion von praktischen Schaltungen verwenden.

Zum Abschlufl wollen wir die Coulombliicke fiir die lineare Anordnung von Tunnel-
kontakten in einer Niederimpedanzumgebung diskutieren. Fiir Spannungen im Blocka-
debereich ist der stabile Zustand derjenige, bei dem alle Inseln neutral sind, d.h., ¢; = 0.
Nach (6.112) tragen dann alle Kontakte die gleiche Ladung @; = CV. Aus (6.117) und
(6.118) folgt damit, dafl Tunneln durch den i-ten Kontakt moglich wird, wenn die ange-
legte Spannung (e/2C)(1 — ;) iibersteigt. Daher kann kein Strom durch die Kontakte
flieBen, solange die Spannung kleiner als (e/2C') min;(1 — &;) ist. Sind die Kapazititen
aller N Kontakte gleich, gilt also C; = C'; = NC| so ist die Blockadespannung fiir eine
Niederimpedanzumgebung durch (1 — 1/N)(e/2C) = (N — 1)(e/2C) gegeben. Fiir
grofie N ergibt sich daraus bis auf eine Differenz e/2C; die Blockadespannung fiir eine
Hochimpedanzumgebung e/2C.
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6.11 Kotunneln

Ein Ergebnis unserer Untersuchungen des Tunnelns durch einen einzelnen Kon-
takt war, dal die Tunnelrate in der durch die &uflere Spannung bevorzugten Richtung
selbst bei Temperatur Null nicht verschwindet, wenn man von dem unphysikalischen
Grenzfall einer unendlich grofien &ufleren Impedanz absieht. Dagegen finden wir in Sy-
stemen, die mehrere Tunnelkontakte in Reihe enthalten, bei Temperatur Null immer
eine Coulombliicke in der Strom-Spannungs-Charakteristik, die auf der Existenz von
quantisierten Inselladungen beruht. Dieses Resultat ist richtig, solange man jeweils nur
das Tunneln durch einen einzelnen Kontakt betrachtet. Aber auch bei Mehrkontaktsy-
stemen kann bereits bei kleinen Spannungen ein endlicher Strom flieBen. Dieser Effekt,
der zuerst von Averin und Odintsov diskutiert wurde und Kotunneln genannt wird,
beruht auf dem gleichzeitigen Tunneln von Elektronen durch die Tunnelkontakte des
Systems [34, 71]. Dabei werden energetisch eigentlich verbotene Inselladungszustinde
virtuell besetzt. Zur Beschreibung von Kotunneln in einem N-Kontaktsystem ist es
daher nétig, die Storungstheorie im Tunnelhamiltonoperator bis zur N-ten Ordnung
durchzufiihren. Daraus folgt sofort, dafl der Strom auf Grund des Kotunnelns von
der Ordnung (Rg/Rr)Y ist und somit insbesondere fiir Systeme mit wenigen Tun-
nelkontakten wichtig sein kann. Andererseits bedeutet dies, da Kotunneln durch
Verwendung vieler Tunnelkontakte oder durch grofie Tunnelwidersténde unterdriickt
werden kann. Das Phinomen des Kotunnelns ist vor allem fiir Spannungen unter-
halb der Blockadespannung von Bedeutung, da dort bei verschwindender Temperatur
sonst kein Strom flielen konnte. Wird die Blockadespannung erreicht, so divergiert
die Storungstheorie, da der virtuelle Inselladungszustand jetzt real besetzt werden
kann. Wie Kotunneln zum Strom oberhalb der Coulombliicke beitrégt, ist noch nicht
vollstandig geklart.

Im folgenden wollen wir das Prinzip des Kotunnelns am Beispiel des Doppelkon-
takts erlautern, wobei wir zunéchst den Einfluf§ einer &uleren Umgebung aufler acht
lassen. Am Ende werden wir kurz diskutieren, wie die Resultate durch &uflere Impedan-
zen modifiziert werden. Die Tunnelrate ist durch die goldene Regel zweiter Ordnung

93]

_2m (f|Hrm) (m|Hzli) |
D D e Pid(E; — Ey) (6.129)

i,f 1 m

gegeben. Dabei ist |i) der Anfangszustand, der mit der Gleichgewichtswahrscheinlich-
keit P; besetzt ist. |f) ist der Endzustand, der iiber die Zwischenzustédnde |m) erreicht
wird, wobei iiber die moglichen Zwischenzustédnde kohdrent zu summieren ist. E;, Ey
und E,, sind die Energien der jeweiligen Zustidnde, und die Deltafunktion gewéhrleistet
die Energieerhaltung fiir den GesamtprozeB. Die Ubergénge zwischen den verschiede-
nen Zustdnden werden durch den Tunnelhamiltonoperator Hr beschrieben, der das
Tunneln durch die Kontakte in Form von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren in
der iiblichen Weise enthélt.
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Abbildung 40: Schematische Darstellung der Tunnelvorgéinge beim inelastischen Kotunneln in einem
Doppelkontakt.

Zunichst verschaffen wir uns einen Uberblick iiber die méglichen Zusténde |4), | f)
und |m). Da ein Strom von der linken Elektrode, die durch den Index 1 bezeichnet sei,
zur rechten Elektrode mit Index 3 flieflen soll, ist am Anfang ein Quasiteilchenzustand
|k1) mit Wellenvektor k; in der linken Elektrode besetzt, der am Ende unbesetzt ist.
Entsprechend ist ein zunéchst unbesetzter Zustand |k3) in der rechten Elektrode im
Endzustand besetzt. Fiir die Zwischenzustinde gibt es zwei verschiedene Szenarien.
Beim sogenannten elastischen Kotunneln wird ein virtueller Inselzustand |ks) besetzt
und im néchsten Schritt wieder entleert [94]. Ebenso kann ein besetzter Inselzustand
virtuell entleert und anschliefend wieder besetzt werden. Das Kennzeichen des ela-
stischen Kotunneln ist also, dafl sich die Insel vor und nach dem Tunnelvorgang im
gleichen Zustand befindet. Dieser Prozef ist nur dann von Bedeutung, wenn die Di-
mension der Insel kleiner als die elastische freie Weglédnge ist. Dies ist typischerweise
in Halbleiterheterostrukturen der Fall. In metallischen Systemen ist das elastische Ko-
tunneln jedoch aufler bei sehr kleinen Spannungen vernachléssigbar und soll daher im
weiteren nicht betrachtet werden.

In metallischen Kontakten ist das inelastische Kotunneln relevant, wobei zwei ver-
schiedene Inselzusténde |k,) und |k}) beteiligt sind. Dieser in Abb. 40 schematisch
dargestellte Prozef} ist dadurch ausgezeichnet, dafl auf der Insel ein Elektron-Loch-Paar
erzeugt wird. Es gibt zwei Klassen von Zwischenzustdnden, die sich durch die Reihen-
folge des Tunnelns durch die beiden Kontakte unterscheiden. Wenn wir uns auf Beset-
zungszahlen beschrinken, die sich wahrend des Kotunnelns éndern, so sind Anfangs-
und Endzustand durch [i) = [1; , Oy, , 1xy, Ox,) bzw. [f) =[Ok, 1,, Oxy, 11,) gegeben, die
zu einer ungeladenen Insel mit n = 0 gehoren sollen. Tunnelt zuerst ein Elektron durch
den ersten Kontakt, so ist der Zwischenzustand durch |m) = |0y, 11,, 11, O,) gegeben.
Hier enthélt die Insel ein zusétzliches Elektron, so dafi n = —1. Wenn der erste Tunnel-
vorgang dagegen am zweiten Kontakt stattfindet, haben wir |m’) = 1,04, Oxy, 11,),
wobei die Inselladung durch n = 1 bestimmt ist, da ein Elektron fehlt.
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Im néchsten Schritt sind die Energiedifferenzen zwischen den verschiedenen Zu-
stdnden zu bestimmen. Sind die Energien der Quasiteilchenzusténde |k,), |ks), |k5)
und |kz) durch e , €, , €, und €k, gegeben, so folgt sofort

Ei — Ef = Ekl + eké — 6k2 — €k3 + 6‘/, (6130)

da die Inselladung im Anfangs- und Endzustand gleich ist. Andert sich die Zahl der
Elektronen auf der Insel, so ist die Ladungsenergie mitzuberiicksichtigen, und wir er-
halten

E,—E, =€y — €, + E1(V) (6.131)
sowie

Dabei gilt nach (6.23)

2

e
E(V)=reV — — . 1
(V) = rie 2Cr 1 0y (6.133)
Nach dieser Vorarbeit finden wir aus (6.129) fiir die inelastische Kotunnelrate
= 2w
Fn(V) = 5 [ ditydbydhiadty| Ti, | Tige, |
x f(ex, ) (1= f(er,)) Flewy) (1 = Flex,))
(6.134)

1 1 ?
X +
<6k1 — e, T E1(V) e — e, + Eg(V))

X5(6k1 + eké — 6k2 — €k3 + GV),

wobei sich die Tunnelmatrixelemente 7}, 5, und Ty, auf den ersten bzw. zweiten Kon-
takt beziehen. Das Ergebnis (6.134) erhdlt man natiirlich ebenso durch formalere
Auswertung von (6.129). Integriert man iiber Wellenvektoren, die zu einer konstanten
Energie gehoren, so kann man wie beim Einzelkontakt in Abschnitt 3.2.1 die Tunnel-
widerstinde R; und Ry der beiden Kontakte einfithren und fiir (6.134)

= h

+oo
La(V) = 5ip [ deyde degder, fle,) (1= fler,) flag) (1= fle,))

1 1 ?
X + (6.135)
<€kl — €k2 + El(V) Eké — €k3 + EQ(V))

x6(ex, + €y — €x, — €k, +€V)
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schreiben. Dieser Ausdruck vereinfacht sich nach Auswertung der Deltafunktion und
zweimaliger Anwendung von (3.33) zu

= h +oo E+eV E
Fin(V) = /
( ) 27T€4R1R2 —o0 1-— Gfﬁ(EJreV) eﬁE -1

(6.136)

% <E+ 1151(V) T Ex evl— EQ(V)>2'

Wir betrachten zunéchst den Grenzfall verschwindender Temperatur, in dem sich
aus (6.136)

Fu(V) = — " “AEE(V - E) ! = 2 (6.137)
m a 271'64R1R2 /O c E + El(v) E + EQ(V) —eV .

ergibt. Das Integral 148t sich geschlossen auswerten und liefert [34]

h
T,

w(V) = 5V
( ) 27T€3R1R2

( 2E,(V)Ey(V) )
1+
eV (eV — Bi(V) - Ex(V))

X <1n 1—5&‘)—2}.

Dieses Ergebnis besitzt als Artefakt der Storungstheorie bei der Blockadespannung des
Doppelkontakts eine logarithmische Divergenz, die sich durch Einfiihrung von Selbst-
energiekorrekturen im Prinzip unterdriicken 148t. Allerdings ist zur Zeit noch unklar,
wie oberhalb der Coulombliicke die Beitridge des Kotunnelns und des sequentiellen Tun-
nelns, das wir in den vorausgegangenen Abschnitten untersucht haben, zu kombinieren
sind.

Interessant ist, wie sich der Kotunnelstrom im Blockadebereich fiir kleine Span-
nungen verhilt. Entwickelt man (6.138), so findet man in fithrender Ordnung

(6.138)

1—

eV
Ey(V)

‘—Hn

1 R}
313k Ry Ry

I(V) = el (V) (C1 + Cy)2VE. (6.139)
Das kubische Verhalten fiir kleine Spannungen héngt mit der Anzahl der zugelassenen
Zustande zusammen, die aus den vier Energieintegrationen in (6.135) unter Berticksich-
tigung der Deltafunktion folgt. Da fiir jede weitere Insel in einem Mehrkontaktsystem
die Zahl der Energieintegrationen um zwei zunimmt, ergibt sich fiir das Verhalten der
Kotunnelrate in einem N-Kontaktsystem bei kleinen Spannungen Ty, (V) ~ V2V-1
Dieses Potenzgesetz wurde bei niedrigen Temperaturen fiir N = 2 und 3 experimentell
beobachtet [95,96]. Das in praktischen Anwendungen héaufig storende Kotunneln kann
also wie erwartet durch zusétzliche Kontakte oder nach (6.138) durch Erhéhung der
Tunnelwiderstdnde unterdriickt werden.

Die Betrachtung der Kotunnelrate fiir endliche Temperaturen fithrt im Rahmen
der Storungstheorie zu Problemen, die darauf zuriickzufiihren sind, daf} in diesem Fall
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immer Inselzusténde existieren, die real besetzt werden kénnen. Formal &uflert sich
dies in einer Divergenz des Integrals in (6.136). Bei endlichen Temperaturen tritt
also fiir alle Spannungen das Problem der Uberlagerung von Kotunnelstrom und se-
quentiellem Tunnelstrom auf, da hier keine vollkommene Coulombblockade existiert.
Geht man davon aus, dafl die Divergenz durch Selbstenergiekorrekturen beseitigt wer-
den kann, so 143t sich der Kotunnelstrom fiir kleine Temperaturen diskutieren. Dabei
wird angenommen, dafl die Polbeitrige der Stérungstheorie nur exponentiell klein sind.
Vernachlafigt man also im Rahmen dieser Ndherung die Spannungsabhéngigkeit von
E; (V) und E5 (V) fiir kleine Spannungen, so kann man das Integral in (6.136) ausfithren
und erhélt [94]

1 R

Cy + Cy)?
37371311%2( 1+ G)

V. (6.140)

I(V) = e(Tu(V) = T(V)) = - (szT)

Dabei gilt wieder das detaillierte Gleichgewicht ﬁn(V) = e_ﬂevﬁn(V), wie man sich
mit Hilfe von (6.136) iiberzeugen kann.

Bis jetzt haben wir den Einflu der Umgebung auf das Kotunneln aufler acht
gelassen, da es uns vor allem darum ging, das Prinzip des Kotunnelns zu verdeut-
lichen. Die Beriicksichtigung einer dufleren Impedanz stellt aber kein grundsétzliches
Problem dar, wenn man die Berechnung der Kotunnelrate stérungstheoretisch in einem
Tunnelhamiltonoperator der Form (6.20) durchfiihrt. Dabei treten Phasenkorrelations-
funktionen (e??(t3)ei?(t2)e=i?(t1)e=i2(0)) 5 auf, die sich mit Hilfe der Argumente aus Ab-
schnitt 3.2.3 letztlich wieder auf die bekannte Korrelationsfunktion ((¢(¢)—@(0))@(0))s
zuriickfithren lassen. Das Ergebnis fiir den Kotunnelstrom bei Anwesenheit einer dufle-
ren Impedanz hat eine vergleichweise komplexe Gestalt, 1483t sich aber unter Verwen-
dung unserer Kenntnisse aus Kapitel 4 diskutieren. Fiir das anomale Verhalten der
Strom-Spannungs-Charakteristik eines Tunnelkontakts bei 7" = 0 in einer ohmschen
Umgebung findet man I ~ V3¥2/9 [97,98]. Wie schon beim Einzelkontakt in Ab-
schnitt 4.2.3 besteht der Einfluf} einer ohmschen Impedanz Z(w) = Rk /g also in einem
zusitzlichen Faktor V2/9, der den Tunnelstrom fiir kleine Spannungen unterdriickt.

Abschlielend bemerken wir noch, dafl das Kotunneln nicht nur beim Transport
von Elektronen durch eine Kette von Tunnelkontakten von Bedeutung ist. Man kann
auch das korrelierte Tunneln von Elektronen durch kapazitiv gekoppelte Ketten von
Kontakte betrachten [99,100], womit sich z.B. Stromkopierer realisieren lassen.

6.12 Praktische Anwendungen in der Metrologie
6.12.1 Anwendungen des Einzelelektronentunnelns
Das Interesse an Ladungseffekten in ultrakleinen Tunnelkontakten beruht nicht nur

auf den grundlegenden physikalischen Fragestellungen, sondern auch auf den potentiel-
len praktischen Anwendungen. Im Zusammenhang mit dem Einzelelektronentransistor
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Josephson- V= (h / 26) f I:e £ Einzelelektronen-

Abbildung 41: Das metrologische Dreieck mit Frequenz, Spannung und Strom.

hatten wir in Abschnitt 6.9 bereits die Funktionsweise des Elektrometers diskutiert.
Dabei wird die Abhéngigkeit des Stroms durch die beiden Kontakte von der am Kon-
trollzweig anliegenden Spannung ausgenutzt. Man kann diese Abhéngigkeit auch dazu
beniitzen, um das Tunneln der Elektronen durch den Doppelkontakt zu kontrollieren.
Auf diese Weise konnte man sich vorstellen, digitale Schaltungen zu konstruieren, bei
denen die Information nur noch durch ein einziges Elektron dargestellt wird [101]. Eine
praktische Realisierung ist jedoch im Moment noch nicht abzusehen.

Ein anderer Bereich, in dem der kontrollierte Transport einzelner Ladungstriager
eine Anwendung finden konnte, ist die Metrologie, wo auch ein hoherer Aufwand bei
der Realisierung akzeptabel wire. Durch die kontrollierte Aufladung eines Konden-
sators mit Elektronen und dem Vergleich mit einem Spannungsnormal 148t sich die
Elementarladung messen. Erzeugt man die Vergleichsspannung mit Hilfe des Joseph-
soneffekts, so hat man eine Moglichkeit zur Messung der Feinstrukturkonstanten, die
nicht auf der Quantenelektrodynamik beruht [102]. Der kontrollierte Transport von
Elektronen erlaubt es auch, unter Verwendung eines Frequenznormals ein Strommnor-
mal herzustellen. Damit liele sich neben der Spannung und dem Widerstand auch der
Strom durch einen fundamentalen, physikalischen Effekt darstellen. Das in Abb. 41
dargestellte metrologische Dreieck, das Frequenz, Spannung und Strom miteinander
verkniipft [103], wire dann geschlossen und kénnte auf seine Konsistenz hin iiberpriift
werden.

Zum AbschluBl dieser Arbeit wollen wir das Prinzip zweier grundlegender Schal-
tungen erkldren, die den kontrollierten Transport einzelner Elektronen erlauben. Diese
Schaltungen wurden von ihren Erfindern Einzelelektronendrehkreuz und Einzelelektro-
nenpumpe genannt.
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Abbildung 42: Schaltkreis des Einzelelektronendrehkreuzes.

6.12.2 Das Einzelelektronendrehkreuz

Die erste Schaltung, mit der der Transport einzelner Elektronen kontrolliert werden
konnte, war das Einzelelektronendrehkreuz, das von den Gruppen in Saclay und Delft
[104] konstruiert wurde. Der zugehorige Schaltkreis ist in Abb. 42 dargestellt und weist
eine deutliche Verwandtschaft mit dem Einzelelektronentransistor auf. Der Transistor
selbst ist fiir einen kontrollierten Ladungstransport nicht verwendbar, da die Kontroll-
spannung nur beeinfluft, ob ein Strom flieit oder nicht. Es ist nicht moglich, ein
einzelnes Elektron durch eine Variation der Kontrollspannung auf die Insel zu bringen
und anschliefend gezielt wieder davon zu entfernen. Dies wird jedoch mdoglich, wenn
man zwei weitere Tunnelkontakte auflen am Transistor anbringt, wie es die Abb. 42
zeigt.

Zunéchst iiberlegen wir uns, daf die beiden dufleren Inseln des Drehkreuzes im sta-
tiondren Fall ungeladen sind. Dabei nehmen wir im weiteren an, daf§ der Einflufl der
Umgebung vernachléssigbar ist, da in der Praxis keine Hochimpedanzleitungen verwen-
det werden, und zudem der Einflu der Umgebung durch die vier Kontakte ohnehin
stark unterdriickt ware. Die kritische Ladung, die bei verschwindender Temperatur
bestimmt, ob ein Tunnelvorgang mdoglich ist, 148t sich dann aus (6.26) bestimmen.
Dabei ist fiir C; die Kapazitéit des betrachteten Kontakts und fiir C; die von diesem
Kontakt aus gesehene Kapazitit der umgebenden Schaltung einzusetzen. Mit den in
Abb. 42 angegebenen Kapazitiaten findet man fiir alle Kontakte eine kritische Ladung
von e/3. Im stationdren Fall miissen demnach die Ladungen auf den vier Kontakten
betragsmifig kleiner als e/3 sein. Dies ist jedoch nur moglich, wenn die beiden dufleren
Inseln ungeladen sind.

Ob das Hinzufiigen der beiden dufleren Tunnelkontakte zur Transistorschaltung
wirklich den gewiinschten Erfolg hat, 148t sich an Hand des Stabilitdtsdiagramms ent-
scheiden. Da eine Anderung der Inselladung nur méglich ist, wenn Tunneln durch den
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zweiten oder dritten Kontakt des Drehkreuzes erlaubt ist, geniigt die Kenntnis der
Ladungen

ne CJV CJU

Q=g t ot

(6.141)

und

ne CJV _ CJU

Q=g oy 6

(6.142)

als Funktion des Inselladungszustands n, der Transportspannung V' und der Kontroll-
spannung U. Durch Vergleich mit der kritischen Ladung e/3 findet man die Grenzen
des Stabilitdtsbereichs im U-V-Diagramm bei gegebener Inselladung

Wit (240
(6.143)
c;v e (ne CJU)
=d-— =+ )
4 3 3 6

Das sich daraus ergebende Stabilitdtsdiagramm ist in Abb. 43a gezeigt. Wie erwartet
findet man eine stabile Inselladung nur fiir nicht zu grofle Transportspannungen V.
Neu im Vergleich zum Transistor ist die Tatsache, dal es Bereiche gibt, in denen zwei
Inselladungszusténde stabil sind. Man verdndert nun die Kontrollspannung U zeitlich
z.B. entsprechend der geschlossenen Kurve, die in Abb. 43a die Stabilitédtsbereiche
fiir n = 0 und n = —1 miteinander verbindet. In unserem Beispiel dndert sich die
Inselladung geméf der in Abb. 43b gezeigten, hysteretischen Kurve in kontrollierter
Weise, wobei pro Zyklus genau ein Elektron transferiert wird. Der Strom durch das
Drehkreuz ist {iber die einfache Beziehung

I=ef (6.144)

mit der Frequenz der oszillierenden Kontrollspannung verkniipft.

In der Praxis lafit sich der Transport von Elektronen nicht in so idealer Weise
kontrollieren, wie es bis jetzt dargestellt wurde. Der Ubergang zwischen zwei Insel-
ladungen geschieht statistisch entsprechend der Tunnelwahrscheinlichkeit. Man muf}
dem System also geniigend Zeit lassen, um in den neuen Zustand zu kommen. Andern-
falls kann es sein, dafl wiahrend eines Zyklus kein Elektron transportiert wird. Damit
ist die Frequenz der Kontrollspannung und wegen (6.144) auch der Strom nach oben
begrenzt. Die typische obere Grenze fiir die Frequenz liegt in der Gréenordnung von
einigen 10MHz, womit sich Strome in der GroBenordnung von einigen Pikoampere er-
zeugen lassen [75]. Fiir die Anwendung als Stromnormal mufl dieser Strom also noch
in geeigneter Weise verstiarkt werden.

Eine weitere Fehlerquelle sind Tunnelvorginge, die bei endlicher Temperatur auch
im Blockadebereich stattfinden konnen. Dieses Problem tritt vor allem beim Dreh-
kreuz auf, da der Transport durch die in Abb. 43b gezeigte Hysterese irreversibel ist.
Dies fiihrt zu einer Autheizung der Elektronen und damit zu zuséitzlichen unerwiinsch-
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Abbildung 43: (a) T = 0-Stabilitdtsdiagramm des Drehkreuzes in Abhéngigkeit von der Kontroll-
spannung U und der Transportspannung V. Die eingezeichnete Kurve deutet einen moglichen zeitli-
chen Verlauf der Kontrollspannung beim Betrieb des Drehkreuzes an. (b) Hysteretische Abhéngigkeit
der Inselladung von der Kontrollspannung.

ten Tunnelvorgidngen. FEin reversibler Transport von Elektronen 148t sich nur durch
Hinzunahme einer weiteren Kontrollspannung realisieren, wie wir am Beispiel der Ein-
zelelektronenpumpe im néchsten Abschnitt sehen werden.

Auch das in Abschnitt 6.11 diskutierte Kotunneln fiithrt zum Tunneln von Elektro-
nen unter Umgehung der Coulombblockade. Da die Wahrscheinlichkeit des Kotunnelns
mit zunehmender Zahl von Kontakten abnimmt, 148t sich dieses Problem durch zusétz-
liche Tunnelkontakte ebenso wie durch die Wahl geniigend grofler Tunnelwiderstéande
verringern.

Abschlielend seien als mogliche Fehlerquelle noch sich bewegende Hintergrund-
ladungen erwdhnt, die zusétzlich zu den Kontrollspannungen die Verschiebung der
Inselladungen beeinflussen.



127

Abbildung 44: Schaltkreis der Einzelelektronenpumpe.

6.12.3 Die Einzelelektronenpumpe

Eine weitere Schaltung, mit der sich der Transport von einzelnen Elektronen
kontollieren 14aft, ist die von der Saclay-Gruppe entwickelte Einzelelektronenpumpe
[105,106], die in Abb. 44 gezeigt ist. IThr Name rithrt von der Moglichkeit her, durch
geeignete Wahl der Kontrollspannungen U; und U, Elektronen sogar entgegen der ange-
legten Transportspannung V' transferieren zu kénnen. Die Funktionsweise der Pumpe
148t sich besonders einfach diskutieren, wenn man V' = 0 setzt, was wir im folgenden
tun wollen. Auflerdem nehmen wir an, dafl die Kapazitiaten Cg; und Cgs in den Kon-
trollzweigen sehr viel kleiner als die Kapazitdten C;, Cy und C3 der Tunnelkontakte
sind. Dann sind die Ladungen auf den Kontakten durch

Q1= 5 5 [(Co+ Cy)(me + Carl) + Ca(nae + Canl)] (6.145)
2VY3
C

QQ = C.C [—03(n16 + CGlUl) + Cl (’TLQG + CGQUQ)] (6146)
1Y3
C

QB - 0102 [_02(n16 + CG1U1) - (Cl + 02)(7126 + CGQUQ)] (6147)

mit der Gesamtkapazitét

C1CyC5

= 6.148
C1Cy + C1C5 + CoC5 ( )

C

bestimmt. Die kritische Ladung fir den i-ten Kontakt ist geméf (6.118) durch

Qi = g (1 - g) (6.149)
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Abbildung 45: T = 0-Stabilitidtsdiagramm der Pumpe als Funktion der Kontrollspannungen U; und
Us bei V = 0. In den Sechsecken ist der jeweilige stabile Inselladungszustand (n1,n2) angegeben. Der
Kreis gibt eine mogliche zeitliche Abhéngigkeit der Kontrollspannung beim Betrieb der Pumpe an.

gegeben. Wir erhalten dann aus @); = £Q¥ sechs Geraden im Cg;U;-CgoUs-Diagramm,
die die Stabilitidt des Zustands mit Inselladungen (ni,ns) begrenzen. Sie entsprechen
den jeweils zwei Tunnelméglichkeiten durch die drei Kontakte der Pumpe. Der Sta-
bilitdtsbereich des Zustands (nj, ny) ist durch ein Sechseck gegeben, das bei Cg Uy =
—nye und CgoUs = —nge zentriert ist. Das gesamte Stabilitdtsdiagramm besteht
also aus Sechsecken, die auf einem quadratischen Gitter angeordnet sind und fiir ver-
schwindende Transportspannung V' die Cg1U;-CaoUs-Ebene liickenlos bedecken, wie es
in Abb. 45 fiir eine Pumpe mit C = Cy = (5 gezeigt ist.

Man kann nun kontrolliert einzelne Elektronen durch die Pumpe transferieren,
indem man die Kontrollspannungen U; und U, phasenverschoben oszillieren 148t. Die
mittleren Kontrollspannungen liegen bei einem Punkt im Stabilitdtsdiagramm, an dem
drei Stabilitéitslinien zusammentreffen. Betrachten wir als Beispiel den in Abb. 45
gezeigten Kreis, und beginnen wir mit ungeladenen Inseln. Dieser Zustand ist zunéchst
stabil bis die Stabilitétsgrenze erreicht wird, hinter der der Zustand (-1,0) stabil wird.
Es tunnelt jetzt also ein Elektron durch den ersten Kontakt auf die erste Insel. Bei der
néchsten Stabilitdtsgrenze tunnelt ein Elektron durch den zweiten Kontakt und man
erhdlt den Inselzustand (0,-1). Der Zyklus wird durch das Tunneln eines Elektrons
durch den dritten Kontakt geschlossen, womit die Inseln wieder ungeladen sind und
damit der Ausgangszustand erreicht wird. Es wurde jedoch ein Elektron im Takt der
Kontrollspannung durch die Pumpe transportiert. Wie beim Drehkreuz besteht auch
hier wieder der einfache Zusammenhang

I[=ef (6.150)

zwischen dem Strom I und der Frequenz f der Kontrollspannungen.
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Die moglichen Fehlerquellen, ndmlich das Kotunneln, das Ausfallen von Tunnel-
vorgéangen durch eine zu hohe Frequenz sowie Hintergrundladungen haben wir bereits
beim Drehkreuz diskutiert. Das Aufheizen der Elektronen spielt bei der Pumpe keine
so wesentliche Rolle, da der Pumpzyklus fiir V' = 0 reversibel verlduft.

Die relative Genauigkeit des Stromes, der durch die beschriebenen Schaltungen,
das Drehkreuz und die Pumpe, erreicht wird, betriigt zur Zeit etwa 10~2. Dies ist noch
weit entfernt von einer relativen Genauigkeit von 1078, die in der Metrologie verlangt
wird. Es wird jedoch erwartet, dafl sich die beschriebenen Fehlerquellen geniigend
stark reduzieren lassen [107]. Wenn dann der Strom, der durch das Drehkreuz oder
die Pumpe erzeugt wird, noch mit dieser Genauigkeit verstirkt werden kann, wird
dies eines Tages vielleicht zu einem mikroskopischen Stromstandard fiihren, der das
metrologische Dreieck der Abb. 41 schlieft.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit haben wir Ladungseffekte in ultrakleinen Tunnelkontakten
betrachtet. Der Schwerpunkt lag dabei auf der Untersuchung des Einflusses der in ei-
nem Experiment immer vorhandenen elektromagnetischen Umgebung auf das Tunneln
einzelner Ladungstréiger.

Fiir einzelne Tunnelkontakte wurde deutlich, dal das Auftreten der Coulomb-
blockade bei kleinen Spannungen in der Strom-Spannungs-Charakteristik durch Quan-
tenfluktuationen unterdriickt wird, sofern die Impedanz der Umgebung nicht hinrei-
chend grof ist. Bei groflen Spannungen duflern sich Ladungseffekte immer in Form
einer verschobenen Strom-Spannungs-Charakteristik. Fiir niedrige duflere Impedanzen
148t sich die Tunnelrate mit Hilfe der globalen Regel bestimmen, wihrend die Raten bei
Temperatur Null im Hochimpedanzfall durch die lokale Regel gegeben sind. Fiir den
allgemeinen Fall wurde eine Formel angegeben, die es bei bekannter &uflerer Impedanz
erlaubt, die Strom-Spannungs-Charakteristik zu berechnen. Dabei tritt als wesentli-
che Grofle die Wahrscheinlichkeit fiir den Energieaustausch zwischen dem tunnelnden
Ladungstriager und der Umgebung auf. In der Strom-Spannungs-Charakteristik und
vor allem deren Ableitungen zeigen sich die spektralen Eigenschaften der Umgebung.
Beim Cooperpaartunneln in einem Josephsonkontakt ist die Bedingung einer Hochim-
pedanzumgebung leichter zu erfiillen, und Eigenschaften der d&ufleren Impedanz werden
bereits in der Strom-Spannungs-Charakteristik sehr deutlich.

Bei Systemen, die aus mehreren Tunnelkontakten bestehen, sorgt die Existenz ei-
ner diskreten Inselladung fiir das Auftreten einer Coulombliicke selbst bei niedrigen
duferen Impedanzen. Der Einfluf der Umgebung auf das Tunneln durch einen Kon-
takt ist durch die anderen Tunnelkontakte reduziert, so daf3 die globale Regel héufig
eine richtige Beschreibung von Mehrkontaktsystemen bei nicht zu grofien Spannungen
liefert. Die Strom-Spannungs-Charakteristik des Doppelkontakts wurde ausfiihrlich fiir
die beiden Fille sehr kleiner und sehr grofler &uflerer Impedanz diskutiert. Fiir end-
liche Impedanzen findet man mit zunehmender Spannung einen Ubergang der Strom-
Spannungs-Charakteristik vom nieder- zum hochimpedanten Fall. Am Beispiel des
Einzelelektronentransistors wurde eine sehr allgemeine Umgebung untersucht, wobei
sich Methoden der Netzwerkanalyse als niitzlich erwiesen.

Die storungstheoretische Berechnung der Tunnelraten in dieser Arbeit basiert we-
sentlich auf der Annahme sehr grofier Tunnelwiderstdnde. Wie sich die Ergebnisse bei
abnehmendem Tunnelwiderstand verdndern, ist zur Zeit noch nicht vollstandig verstan-
den. Auch im Zusammenhang mit dem Kotunneln, das die Coulombblockade in Mehr-
kontaktsystemen umgeht, gibt es noch offene Fragen, beispielsweise im Zusammenhang
mit der Koexistenz von Tunneln und Kotunneln auflerhalb des Blockadebereichs.

Inwieweit sich praktische Anwendungen von ultrakleinen Tunnelkontakten realisie-
ren lassen, muf} die Zukunft zeigen. Wahrend der erfolgreiche Betrieb eines Stromstan-
dards in den kommenden Jahren nicht unrealistisch ist, erscheinen digitale Schaltungen,
die auf ultrakleinen Tunnelkontakten basieren, noch als Zukunftsmusik.
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