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., Wie oft muss man ein Kartenspiel mischen, bis es gut
“The Mathematics genug gemischt ist?“ Das Buch ,,Die Mathematik des
of Shulf|ing Cards Kartenmischens®™ von Persi Diaconis und Jason Ful-
man hat sich als Ziel gesetzt diese Frage aus einer ma-
thematischen Sichtweise zu beantworten und gleich-
zeitig einen Einblick in verschiedenste Themen der
Wabhrscheinlichkeitstheorie, Kombinatorik und Grup-
pentheorie zu liefern. Das Buch kann hierbei als Le-
benswerk zweier herausragender Mathematiker gese-
hen werden. Persi Diaconis war in den 1960er Jah-
ren als Zauberkiinstler aktiv, bevor er seinen Schul-
abschluss nachholte und sich der Mathematik ver-
schrieb. Bis heute ist er Professor an der Stanford
University, wobei er seine herausragenden Fahigkei-
ten als Entertainer, der es versteht sein Publikum zu begeistern, stets behalten hat.
Zusammen mit seinem Doktoranden Jason Fulman, seinerseits Professor an der Uni-
versity of Southern California und Experte fiir kombinatorische und algebraische
Aspekte in der Theorie des Kartenmischens, haben die beiden Autoren es geschafft
ihren Enthusiasmus fiir die Mathematik des Kartenmischens in einem gemeinsamen
faszinierenden Werk festzuhalten.

,,Die Mathematik des Kartenmischens® ist dabei nicht als klassisches Lehrbuch
mit einer ,,Definition — Satz — Beweis — Beispiel“-Struktur zu verstehen. Vielmehr
liegt der Fokus auf der Motivation sich mit dem Gebiet mathematisch auseinan-

< Dominik Schmid

Institut fiir Angewandte Mathematik, Abt. Wahrscheinlichkeitstheorie, Universitit Bonn, Endenicher
Allee 60, 53115 Bonn, Deutschland

E-Mail: d.schmid @uni-bonn.de

@ Springer


https://doi.org/10.1007/s00591-024-00377-2
http://crossmark.crossref.org/dialog/?doi=10.1007/s00591-024-00377-2&domain=pdf

230 D. Schmid

derzusetzen. Die Modellierung des Kartenmischens, die Hauptaussagen zu den be-
schriebenen Modellen, sowie deren Anwendung auf praktische Beispiele stehen
im Vordergrund. Beweise oder Beweisskizzen werden nur an ausgewihlten Stellen
gegeben. Ein wiederkehrendes Modell ist hierbei der Riffle Shuffle, der sich an-
schaulich wie folgt beschreiben ldsst: man nehme ein Kartendeck, teile es in zwei
ungefihr gleich grofe Hilften und , riffle” diese anschlieend ineinander. Dessen ma-
thematische Beschreibung durch den Gilbert-Shannon-Reeds Shuffle (GSR Modell)
wird unter probabilitischen, kombinatorischen und algebraischen Gesichtspunkten in
verschiedenen Kapiteln beleuchtet. Insbesondere wird das bekannte ,,Seven Shuffle
Theorem* ausfiihrlich diskutiert, welches besagt, dass siebenmal Mischen mit dem
Riffle shuffle ausreichend sind bis ein Kartenspiel mit 52 Karten gut genug gemischt
ist.

Die inhaltliche Struktur des Buches variiert von modell- zu methodenbezogenen
Kapiteln, ergénzt durch spannende Querbeziige zu verschiedenen Gebieten der Ma-
thematik und Anwendungen in der Zauberei. Zentraler Bestandteil ist die mathema-
tische Beschreibung des Kartenmischens anhand konkreter Modelle und Beispiele.
Eine anschauliche Visualisierung der wichtigsten Mischtechniken sowie eine his-
torische Einordnung werden in Kapitel 2 gegeben. Der Riffle shuffle (Kapitel 3)
und dessen Varianten (Kapitel 7), der Move-To-Front Shuffle (Kapitel 8), der Over-
hand-Shuffle (Kapitel 13) und der Smooshing Shuffle (Kapitel 14) werden jeweils
ausfiihrlich in eigenen Kapiteln behandelt. Eine klassische Einfiihrung zu verschie-
denen Beschreibungen der Konvergenzgeschwindigkeit fiir Markovketten und der
Kopplungstechnik findet man in Kapitel 3. Ein Zugang zur Spektraltheorie fiir Mar-
kovketten und Hopf-Algebren wird anschaulich in Kapitel 5 anhand des Spektrums
des GSR Modells gegeben.

Besonders hervorzuheben ist Kapitel 4 zu Features von Kartenmisch-Algorith-
men, vereinfacht gesagt die Untersuchung bestimmter Teilaspekte des Kartendecks
wie bespielsweise nur die Farbe der Karten oder die zugrunde liegende Zyklenstruk-
tur. Dies erlaubt insbesondere einen einfachen Zugang zu aktuellen Forschungsfra-
gen im Bereich des Kartenmischens. Verbindungen zur algebraischen Topologie
finden sich in Kapitel 10 sowie zur Theorie der symmetrischen Funktionen in Kapi-
tel 12. Kapitel 6 zeigt eine iiberraschende Verbindung zwischen dem Riffle shuffle
und dem ,,Rechnen mit Ubertrag* auf. Kapitel 17 gibt einen Ausblick auf Verbindun-
gen zwischen Kartenmischen und Zahlentheorie, genauer gesagt des Riffle-Shuffles
zu Werten von Vielfach-Zetafunktionen. Fiir eine breitere Leserschaft zuginglich
sind vor allem Kapitel 7 mit Ausfiihrungen zu ,,Perfektem Mischen®, bei dem ver-
einfacht ausgedriickt nur ein ordentliches Mischen imitiert wird, und Kapitel 16 mit
Anwendungen aus der Zauberei und praxisorientierten Fragestellungen.

Zu Beginn eines Kapitel steht in der Regel die Frage im Vordergrund, welche
Intention mit dem jeweiligen Thema verfolgt werden soll. So wird die Untersu-
chung von Features zu Beginn von Kapitel 4 beispielsweise wie folgt motiviert:
When we ask people, ’How many times should a deck of cards be mixed?’, we some-
times get the answer, 'Doesn’t it depend on what game you are playing?’ They are
right. Aufgelockert werden die mathematischen Aussagen durch zahlreiche Anek-
doten, sei es zur Rolle des Kartenmischens fiir Kasinos, oder iiber mehrere Dutzend
Mathematikstudierende, die die Methode des ,,Perfekten Mischens* erlernen moch-
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ten. Zahlreiche Simulationsergebnisse, bespielsweise zur Konvergenzgeschwindig-
keit verschiedenster Features des GSR Modells, schlagen eine Briicke zwischen
einer wahrscheinlichkeitstheoretischen und statistischen Betrachtungsweise und tra-
gen sehr zur Veranschaulichung bei. Eindrucksvoll ist die Wahl der Zielgruppe, die
sich nach Angabe der Autoren von mathematisch interessierten Zauberkiinstlern bis
hin zu Postdoktoranden der Mathematik mit fundierten Kenntnissen in Wahrschein-
lichkeitstheorie, Kombinatorik und Gruppentheorie erstreckt. Dies wird vor allem in
Kapitel 16 mit konkreten Beispielen fiir Zaubertricks durch mathematische Prinzi-
pien deutlich, die fiir ein breites Publikum zugénglich sind, und in dieser Form wohl
in keiner anderen mathematischen Lektiire zu finden sein werden. Gleichzeitig wer-
den beispielsweise in Kapitel 9 mit Irrfahrten auf Hyperplane Arrangements, oder
in Kapitel 11 mit Type B Shuffles, Themen aktueller mathematischer Forschung
behandelt, die selbst fiir erfahrene Mathematiker neue Einblicke liefern und mit ei-
ner Diskussion offener Probleme abgerundet werden. Leider gelingt dieser Spagat
zwischen einer Vielfalt an Themen und unterschiedlichen Zielgruppen nicht immer.
An einigen Stellen wiirde man sich als Leser eine Einordnung der prisentierten
Methoden wiinschen oder eine Bemerkung, worin die Schwierigkeiten im Beweis
liegen. Beispielsweise werden in Kapitel 14 die einzelnen Schritte des Smooshing
Shuffles ausfiihrlich und anschaulich erkldrt. Eine Einordnung, warum sich genau
diese Modellierung aber zur Analyse mit mathematischen Methoden, insbesonde-
re der Kopplungstechnik, eignet, wird jedoch nur kurz angerissen und der Leser
stattdessen auf weiterfiihrende Literatur verwiesen.

Aufgrund der hohen Anschaulichkeit der Themen ist ,,Die Mathematik des Kar-
tenmischens* ein idealer Kandidat fiir ein Seminar mit Fokus Stochastik fiir Studie-
rende der Mathematik. Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf personliche
Erfahrungen im Rahmen eines Bachelorseminars an der Universitidt Bonn im Som-
mersemester 2024, das fiir Studierende der Mathematik im zweiten Fachsemester
angeboten wurde. Die Mehrheit der Kapitel erfordert nur elementare Vorkenntnis-
se und ist mit einem Grundverstindnis an Analysis, linearer Algebra und (nicht-
mafitheoretischer) Wahrscheinlichkeitstheorie zuginglich. Auch lassen sich die ein-
zelnen Kapitel groftenteils unabhidngig voneinander behandeln. Hierbei sind vor
allem Kapitel 8 (Move-To-Front Shuffle), Kapitel 11 (Type B Shuffles), Kapitel 13
(Overhand Shuffles), Kapitel 14 (Smooshing), und Kapitel 15 (Fisher—Yates und
Subgroup-Algorithmus) mit konkretem Modell und klaren Hauptaussagen hervor-
zuheben. Es ist jedoch zu beachten, dass sich der Charakter eines Kapitels schnell
dndern kann und somit eine Literaturangabe moglichst prizise erfolgen sollte. Ex-
emplarisch ist hierbei Kapitel 4 (Features) zu nennen. Ab der Mitte von Kapitel 4.6
wird die Vertrautheit des Lesers mit dem RSK-Algorithmus und Grundbegriffen der
enumerativen Kombinatorik vorausgesetzt, wihrend die vorangehenden Teile sich
nur auf elementare Methoden beziehen. Eine weitere Empfehlung fiir Lehrende ist
den Fokus auf bestimmte Teilaspekte, zum Beispiel die Konvergenzgeschwindigkeit
von Kartenmischalgorithmen oder die zu Grunde liegenden algebraischen Struktu-
ren der Modelle, zu legen. Ein solcher Fokus erleichtert es den Studierenden den
Gesamtkontext der einzelnen Kapitel zu sehen, der aufgrund der Vielzahl an Model-
len und Techniken leider etwas verloren geht. Gleichzeitig kann unterstiitzend mit
weiterfiihrender Literatur, je nach Zielgruppe mit einem klassischen Lehrbuch oder
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der angegebenen Orginalliteratur, gearbeitet werden, um so die an vielen Stellen
nur recht rudimentér behandelten Beweise zu liefern. Als Zielgruppe bieten sich vor
allem Bacherlorstudierende im vierten bis sechsten Semester an, die idealerweise
iber Grundkenntnisse aus der Theorie der Markovketten verfiigen.

Wer auf der Suche nach einer spannenden Einfithrung in die Welt der Mathe-
matik des Kartenmischens ist, der wird mit dem Buch von Diaconis und Fulman
fiindig. Das Werk sollte dabei nicht als umfingliches Lehrbuch gesehen werden.
Vielmehr motiviert es durch konkrete, anschauliche Modelle und Beispiele, sowie
zahlreiche Querbeziige zu verschiedensten Bereichen der Mathematik, sich mit der
facettenreichen Welt des Kartenmischens niher auseinanderzusetzen.
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