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DER DURCHSCHNITTLICHE RECHENAUFWAND BEIM SIMPLEXVERFAHREN

Problemstellung

In den Jahren 1947/48 hat George B, Dantzig die Simplex-Methode
entwickelt und der Fachwelt als Lésungsverfahren fiir lineare
Optimierungsprobleme vorgestellt,

L T
Maximiere v ' x

= I".,a

unter den Nebenbedingungen a1Tx s b1 me <-b™

und (x 2 0 wahlweise)

n

wobei v,x,a1,...,am €ER , b EZRm .

Wir wdhlen diese Art von Darstellung, weil andere Typen von line-

aren Optimierungsaufgaben leicht auf die angegebene Form zu trans-
formieren sind.

Alle diese Probleme haben gemeinsam, daB eine lineare Zielfunktion
vix auf einem Polyeder bzw. Zulédssigkeitsbereich X (dessen Punk-
te alle Nebenbedingungen erfiillen) maximiert werden soll. Deshalb
arbeitet die Simplexmethode in folgender Weise:

Phase I: Es wird eine Startecke X, Vvon X bestimmt.

Man pricht ab, sobald sich dies als umSglich erweist.

Phase II: Ausgehend von der Startecke X, wird eine Folge

xo,...,xS von Ecken von X berechnet, so daB
- aufeinanderfolgende Ecken in X benachbart sind;

- der Zielfunktionswert bei jedem Eckenaustausch ver-
groBert wird.



Das Verfahren stoppt, sobald bei X

- auf allen =zu xq benachbarten Kanten der Ziel-
funktionswert nicht verbessert wird

- oder wenn es eine von X, Aausgehende Kante fin-

det, auf der vTx unbeschrinkt wichst.

Man nennt s die Schrittzahl von Phase IT.

Phase I (die Eckensuche) wird ganz analog zu Phase II durchge-
fihrt, hier ist nur eine leichte Modifikation der Problemstellung
erforderlich. Man benutzt dabei, daB bei Problemen vom Typ

.. T
Maximiere v 'x

unter a1Tx = b yeeia Tx £ bm und x 2 0

wobei b',...,p™ > g

die Ecke X, = 0 bereits bekannt ist und als Startecke verwendet
werden kann. Deshalb entfdllt hier die Eckensuche v6llig.
Deshalb macht es Sinn, sich (zun&ichst) v8llig auf die Phase II

zu konzentrieren. Spédter werden wir dann zum Gesamtverfahren zu-
riickkehren.

Die praktische Durchfiihrung der Simplex-Methode erfolgt mit Hilfe
eines Simplex—Tableaus, auf dessen Einzelheiten wir hier nicht
ndher eingehen wollen. Wichtig ist aber, daB es m+1 Zeilen und
n+1 Spalten enth&dlt. (m ist die Zahl der Restriktionen, n die
Zahl der Variablen). In jedem Eckenaustauschschritt muB dieses
Tableau neu berechnet werden. Dazu sind bei den gebrduchlichen

Varianten hdchstens (inklusive Ermittlung des Pivotelements)

O(mn) Additionen/Subtraktionen

O(mn) Multiplikationen/Divisionen

erforderlich. (Verfeinerte Berechnungsmethoden k&nnen hier noch
Einsparungen bringen.)



Wahrend also die Anzahl der elementaren Rechenschritte bei ei-
nem Pivotschritt leicht zu bestimmen ist, gibt es kaum Informa-
tionen iiber die Zahl der Pivotschritte s . Aber gerade diese

Zahl ist entscheidend fiir den gesamten Rechenaufwand.

An Informationen iiber S 1ist man aus vielenGrﬁndeninteressiert:

- SO widre es vorteilhaft, von vornherein eine Schdtzung fiir
den Rechenaufwand (2 Rechenzeit fiir einen Job)zu haben , um
die Kosten veranschlagen zu k&nnen.

— Man h&dtte Anhaltspunkte fiir den Grad der Rundungsfehler, die
‘ sich im Laufe der Rechnung kumulieren.

- Es wdre méglich, Vorhersagen iiber die Losbarkeit von linearen
Optimierungsaufgaben zu machen, die heute noch nicht (wegen
ihrer Gro&Be) 16sbar und testbar sind, aber im Zuge der Wei-

terentwicklung von Computern einmal in den Losbarkeitsbereich
kommen k&énnten.

Wir betrachten den Rechenaufwand in Abhdngigkeit von der Problem-
gréB8e, die durch die beiden Parameter m und n bestimmt ist.
Also ist s = s(m,n) .

Aber natiirlich hdngt s nicht nur von (m,n) ab. Bis jetzt haben
wir ndmlich bei der Beschreibung des Simplexverfahrens noch nicht
festgelegt, wie wir die Nachfolgeecke wdhlen, wenn es mehrere (ver-
bessernde) M&glichkeiten gibt.

Eine solche Regel wird eine Variante des Algorithmus definieren.

Beispiele fiir solche Regeln wiren:
= Man wdhle (zufillig) irgendeine verbessernde Kante.

- Man wdhle die Kante, die pro Lédngeneinheit die gr&Bte Verbes-
serung bringt (steilste Kante) .

— Man wdhle die Kante, die absolut die grd8te Verbesserung im
ndchsten Schritt liefert.



Die Schrittzahlen, die aus solchen verschiedenen Varianten resul-
tieren, k&nnen erheblich divergieren.

Also hdngt s auch erheblich von der Variante ab.

Und natiirlich spielen die Eingabedaten des Problems, ndmlich die
Vektoren a1,...,am und b ebenfalls eine ganz entscheidende
Rolle.

Schlechtester und mittlerer Fall

In der Komplexitdtstheorie hat es sich bewdhrt, einen Algorithmus
dann als schnell und effizient anzusehen, wenn er die ihm gestell-
ten Probleme in polynomialer Zeit 18st. Vereinfacht gesagt: Wenn
die Anzahl der Rechenschritte durch ein Polynom in den Parametern

der ProblemgréBe abgeschdtzt werden kann,

Seit ihrer Einfihrung in die Praxis hat sich die Simplex-Methode
sehr bewdhrt. Sie hat die allermeisten gestellten Probleme schnell
und effizient geldst.

Deshalb glaubten auch die Anwender, daB es sich hierbei um einen
gutartigen Algorithmus handeln wirde, und daB man sehr bald bewei-
sen kdnnte, daB s(m,n) polynomial in m wund n ist.

s bezeichnet hier die schlimmstm&gliche Schrittzahl, die bei Ver-

wendung einer festen Variante bei (m,n)-Problemen auftreten kann.

Man hoffte, daB E(m,n) sogar durch C - max(m,n) beschrinkt
sein kdénnte. Aber es dauerte Jahrzehnte, bis die Suche nach einer

Schranke fiir s zu einem - dazu noch negativen - Erfolg fiihrte.

Klee und Minty [20] konnten 1971 beweisen, daB eine bestimmte
Variante (zuf&dllige Kantenauswahl) bei bestimmten Polyedern (be-

liebiger Dimension n) alle Ecken durchlduft. Dabei gelang es, fiir



jedes n = 2,3,4,... ein (2n,n) -Problem (also mit m = 2n Re-
striktionen) zu konstruieren, so daB dabei jeweils

s(m,n) = 2 flir m = 2n

Natirlich ist dann s(m,n) nicht mehr polynomial in m und n .

Mit etwas spitzfindigeren Methoden konnte dann sogar gezeigt wer-
den, daB gilt

n-1 n
2 —_
an m < s(m,n) < Bn m2

mit an’Bn >0 .

Ahnliche Resultate wurden fiir weitere Varianten gewonnen

(Klee, Minty Dantzig's Regel) 1971 [20]
(Jeroslow GréBte Verbesserung) 1973 [18]
(Avis, Chvatal Bland's Regel) 1976 [4]
(Goldfarb, Sit Steilste Kante) 1979 [16]
(Goldfarb Schatteneckenalgorithmus) 1983 [15]

sO daB die Hoffnung auf eine polynomiale Variante (fiir den schlech-
testen Fall) immer kleiner wurde.

Aber immer noch ist die schwache Hoffnung nicht ganz erloschen,
daB es vielleicht doch noch eine polynomiale Variante geben konnte.

Aufgrund dieser negativen Ergebnisse wurden Anwender und Theore-
tiker ziemlich verunsichert, was die "Giite" des Simplexverfahrens
anbetrifft.

- Hatte man vielleicht bisher (zufdllig) nur harmlose Proble-
me angegangen?

- Waren die Dimensionen bei den gelSsten Problemen zu klein
gewesen, um die volle Wirkung der schlechten Fdlle zu spii-

ren zu bekommen?



Diese und &hnliche Fragen waren um 1973 aktuell. Um sie zu
beantworten, muBte man sich mit der mittleren Schrittzahl theo-
retisch beschidftigen. Man suchte nun also Schranken fiir

E(s(m,n)) » nhicht mehr fiir E(m,n)

Zu dieser Zeit gab es eine Reihe von Arbeiten der stochastischen

Geometrie, die sich mit zufdllig erzeugten Polyedern befaBten.

Dabei wurden Eigenschaften dieser Polyeder, wie mittlere Ecken-
zahl, mittlere Anzahl von Oberfldchen, mittleres Volumen usw.

untersucht.

Zu nennen sind hier:

Renyi und Sulanke [25], [261, [27]

Carnal [12]
Efron [14]
Raynaud [24]
Kelly und Tolle [19]
Schmidt (28]

Thomas Liebling war es dann 1972 [21], der als erster den Zusam-
menhang zwischen diesen Ergebnissen und der mittleren Schritt-
zahl beim Simplexalgorithmus erkannte und beschrieb.

Aber noch fehlte es an einer sehr einfachen Charakterisierung
der Ecken, die auf dem Simplexpfad liegen. Diese Charakterisie-
rung muBte sehr einfach sein, damit die Auswertung von Erwar-
tungswerten, die in Form vom komplizierten Integralwerten vor-

liegen, mdglich wird.

Folgt man der chronologischen Entwicklung, dann kommt man hier

zu meinen Beitrdgen zu dieser Forschungsrichtung. Mit Hilfe einer
geeigneten Variante, des sogenannten Schatteneckenalgorithmus, ge-
lang diese einfache Darstellung.



Der Schatteneckenalgorithmus

Wir wollen nun die von mir untersuchte Variante betrachten. Wir
konzentrieren uns auf Phase II und denken uns die Startecke xo

als gegeben. Und zwar soll X, gerade die Optimalecke bezilglich

. ; . T .
elner Zielfunktion u x sein.

(In diesem Sinne definiert u die Ecke X .)
Dann projezieren wir das Polyeder X auf die Ebene span(u,v) .

Bei dieser Projektion treten sogenannte Schattenecken auf. Eine
Ecke X von X heiBt Schattenecke, wenn X bei Projektion

auf die Ebene span(u,v) seine Eckeneigenschaft beibehilt.

Die Ecken auf dem Rand sind Schattenecken, die inneren nicht.
Aufgrund der Konstruktion von span(u,v) zeigt sich aber nun ge-
rade, daB X, und X selbst Schattenecken sind. Und es existiert
eine Schatteneckenfolge (Simplexpfad), die Xq mit Xg verbindet,

so daB nur Schattenecken beriihrt werden.

Folglich ist S , die Zahl der Schattenecken, eine obere Schranke
fiir die Schrittzahl s . Es gilt sogar

1 _
4 Em,n(s) - Em,n(s) e

Die Schatteneckeneigenschaft ist nun aber recht einfach charakte-
risierbar. Und hier erkennt man einen ganz wesentlichen Grund

fiir die Effizienz des Verfahrens:

Nur ein kleiner Teil der Ecken eines Polyeders wird auf die Schat-
tenkante projeziert (Effekt verstirkt sich bei zunehmender Dimen-

sion) .

H6rern, die sich in der parametrischen Optimierung auskennen, Qdiirf-
te dieser Algorithmus im iibrigen bekannt sein.

Er bestimmt gerade die Ecken, die bzgl. (uTx,VTx) effizient sind.



Das Stochastische Modell

Wir miissen nun prdzisieren, was wir unter "durchschnittlicher
Schrittzahl" eigentlich verstehen wollen.

Dazu denken wir uns die (m,n) -Probleme als statistische Masse
irgendwie verteilt, die GréBe s als eine Zufallsvariable und
den Erwartungswert von s als Ergebnis einer Mittelung iiber alle
auftretenden Werte von s gemdB der zugrundegelegten Verteilung.
Also bendtigen wir ein stochastisches Modell, das die reale Ver-
teilung der (m,n)-Probleme gut beschreibt. Aber welches ist nun
das beste Modell?

Ich will beginnen mit einem Modell, das in jilingster Zeit in Ameri-
ka sehr populdr wurde und vielfach behandelt wurde (Umklapp- oder
Flipping-Modell) .

Erinnern wir uns noch einmal an unsere Restriktionen.

a1Tx < b1 Es wird nun unterstellt, daB die Unagleichungen un-
abhdngig voneinander und jeweils mit Wahrschein-
ame < p™ lichkeit % umgeklappt sind.

Das heiBt also, daB jede Konstellation von m "Ungleichungsrich-

tungen" (g,g,z,z,g,z,;,g,...) gleich wahrscheinlich ist.

Jede Wahl von a1,...,am und von b erzeugt dann eine Klasse von
2™ (mit Vorzeichenbedingungen 2m+n) gleichwahrscheinlichen Pro-
blemen.

Die zugehdrigen Zuldssigkeitsbereiche werden Zellen genannt.

Dieses Modell wurde 1981 von May und Smith vorgeschlagen.
Smale, Haimovich, Adler, Megiddo, Karp und Shamir, Todd haben
dieses Modell aufgegriffen und Erwartungswerte fiir s unter die-

sem Modell berechnet.
Anmerkung: Das von Smale in [ 29] analysierte Modell beruht auf

schwédcheren Voraussetzungen. Jedoch kann hiermit nur Polynomitdt

in einem der Parameter m bzw. n gezeigt werden.



Die Varianten, die hierbei untersucht wurden, sind sehr verwandt

mit dem Schatteneckenalgorithmus. Teilweise wird er als Subroutine
benutzt.

Die obigen Autoren kommen zu erstaunlich gilinstigen Ergebnissen.
Satz (Haimovich) [17]
\ ‘m-n+2
! >0 _ <
Er,n (SIS e R ( m+1 ) -

im Sign-Invariance-Modell fir die Phase IT.

IA

Satz Todd, unabhingig Adler/Megiddo/Karp,/Shamir [311, [31, [2]

_ ; 2 2
Em,n(st) = 0 (min (m“,n%))
fir Probleme mit Vorzeichenbedingungen und fiir das Gesamtverfah-
ren (inklusive Phase I und I1).

Das Umklapp- oder Flipping-Modell besitzt allerdings einige Nach-
teile, die fiir die extrem niedrigen Resultate verantwortlich zu
sein scheinen.

1) Von den 2™ erzeugten Zuléssigkeitsbereichen sind sehr viele
leer.

3 ' : Anzanl nichtleere Probleme
Fir m - o , n fest geht sogar der Quotient Anzahl erzeugte Probleme

gegen 0 !
In diesen Problemen fdllt kein Phase IT-Aufwand an! Dies senkt
die Schrittzahl erheblich.

2) Selbst die nichtleeren Zuldssigkeitsbereiche weisen eine sehr
niedrige Zahl von aktiven Restriktionen auf (2n im Mittel).
Ebenso ist die mittlere Zahl von Ecken pro Problem sehr klein.
(=0 flir m->o , n festim allgemeinen Fall)

(> 2" fur m o> ® , n fest, unter der Voraussetzung, daB X # ¢).
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3) Falls m - n < < n ist, dann ist ein sehr groBer Anteil der
Probleme unbeschrinkt.

Unbeschridnktheit wird aber normalerweise sehr schnell erkannt.

Alle diese Einfliisse beschleunigen das Verfahren ganz erheblich.

Es stellt sich deshalb die Frage, ob hier nicht sehr viele triviale
Probleme die Wirkung der "echten" Uberkompensieren und die Schritt-
zahl verzerren. Um diese Verzerrungen zu vermeiden, untersuchen wir
eine Klasse von Problemen, die mit Sicherheit einen (bekannten) zu-

ldssigen Punkt haben, nimlich Probleme der Art

Pl . T
Maximiere v™x
unter a1 X 21,..., am x £ 1

Hier ist 0 immer zuldssig.

(Eventuelle Variationen der immer als positiv vorausgesetzten rech-
ten Seite verlagern wir auf die linke durch Normierung) .

Wir nehmen nun als stochastisches Modell folgendes an:

a1,..., a v sind
- identisch
= unabhédngig
- rotationssymmetrisch

tiber R™ ~ {0} verteilt.

Es erscheint plausibel, da8 relativ zum gegebenen zuldssigen Punkt
der Zuldssigkeitsbereich nach allen Richtungen mit gleicher Wahr-
scheinlichkeit begrenzt ist.

Das Modell ist noch sehr offen, weil es nichts iiber die Lange

der a; vorschreibt.

In diesem Modell ist mit Wahrscheinlichkeit 1 die Nichtentar-

tungsvoraussetzung erfiillt:

Je n aus {a1,...,am,v} sind linear unabhédngig.

Je n + 1 aus {a1,...,am} sind in allgemeiner Lage.



Losungsidee

Wie kann man nun unter diecsem Modell eine mittlere Schrittzahl
bestimmen? Konzentrieren wir uns darauf, wie viele Schattenecken
es gibt.

Kandidaten filir die Eckeneigenschaft sind alle Punkte, in denen

n Restriktionen aktiv sind, d. h. daB bei n Ungleichungen

sogar das Gleichheitszeichen gilt. Dies sind also die LO&sungen
von Gleichungssystemen

a, mx =1 Hiervon gibt es bekanntlich
1 m :
= (n) Schnittpunkte X,

a, x = 1 (n aus m ausgewdhlt)
n

Nur diese Schnittpunkte kdnnen Ecken sein.
Man benutzt folgende geometrische Sachverhalte:

1) xA ist genau dann eine Ecke von X , wenn alle Punkte

A gqre e sy diesseits der Hyperebene durch Aqreeesdy

liegen (diesseits bedeutet: im gleichen Halbraum wie der
Ursprung)
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2) EFine Ecke X\ ist sogar Schattenecke, wenn die Ebene

span(u,v) den Kegel, der von Aqreeesay aufgespannt
wird , (auBer im Nullpunkt) schneidet.

Die Wahrscheinlichkeit fiir das erste Ereignis hdngt wegen
der Rotationssymmetrie nur ab von der HBhe der Hyperebene.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das zweite Ereignis ist propor-
tional zum Raumwinkel, der von den Seitenkegeln des Kegels

aus  a;,...,a aufgespannt wird.

n

Man kommt schlieBlich zur Integraldarstellung

m : D i
E (S) (;) [ ...J P (alle a,,17---sa, liegendies

r" R"
seits). P(span(u,v) schneidet den Kegel
CC(a1,...,an) nichttrivial)

dF(a1)...dF(am)dF(v)
Die Auswertung dieses Integrals bereitet erhebliche Schwie-

rigkeiten. Mit Anwendung von verschiedensten Integrations-

tricks kommt man aber doch zu sehr interessanten Ergebnissen.

Resultate

Zundchst erhielten wir asymptotische Resultate

(m=> o, n fest) fir fest vorgegebene, snezielle Verteilungen
der ai s
Satz (vgl. [5], [6])
Bei m-> o , n fest, verhdlt sich E (S) bei
m,n
1) GauBverteilung der a; iber R" wie

3

&n m n2



2)

3)

Gleichverteilung der a; Uber dexr Einheitskugel von
jic wie
1

n+1 _2
m n

Gleichverteilung der ay Uber der Oberfldche der Ein-
heitskugel von R" wie

1

n-1 2
m n .

3) weist also das schlechteste Verhalten auf.

Verallgemeinerungen fiir asymptotisches Verhalten

m

2)

3)

4)

5)

- o , n fest (vgl. [7], [8], [10])
1

E (S) =0 (m H:T)

Wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einen festen
Bereich beschridnkt bleibt ({Iaill s r fir alle a;);

dann ist asymptotisch
1

E (S) £ m n=1 .2 vV 2w

m,n

Es gibt Verteilungen, bei denen asymptotisch

Em n(S) < C(n) , also beschrédnkt durch einen Wert, der
! nicht von m abh&dngt, bleibt.

Bei Verteilungen auf beschridnktem Bereich gilt aber immer

E (S) » o flir m > e« und n fest.
m,n

Aber auch in diesem Fall gibt es Verteilungen mit belie-

big langsamem Wachstum (aber gegen unendlich).



SchlieBlich erreichte ich 1981 das Ziel, auch fiir beliebige
Paare (m,n) ohne Berilicksichtigung der Asymptotik eine Ab-
schdtzung zu erzielen.

Satz (vgl. [9], [11])

1

n-1 _3 et
Em,n(s) <m n-mw (1~+7T

fir alle Paare (m,n) mit m 2 n
Dies war der Nachweis der Polynomialitdt in m und n .

Um auch fiir das gesamte Verfahren Polynomialitidt zu beweisen,
entwickelte ich einen Phase I-Algorithmus, der die entsprechen-
den Probleme zuerst mit zwei, dann mit drei, mit vier und
schlieBlich mit n Variablen 16st (aufsteigende Dimension) .
Jedesmal wird dabei der Schatteneckenalgorithmus verwendet.
Dabei erzielte ich das Resultat:

Satz (vgl. [11])
1
n—

m 1 (n+1)4

IA

Em,n(st)

(G211}

T (1-+%;) [st: = Gesamtschrittzahl ]

fiir alle Paare (m,n) mit m 2 n .

Der Phase I-Algorithmus ist recht umstdndlich und dient ei-
gentlich nur dem theoretischen Nachweis der Komplexit#t. Es

zeigt sich aber zweierlei:

1) Die Auswahl von wenigen durchlaufenen Ecken erzeugt (durch
die Gite des Simplexverfahrens) eine (im Durchschnitt ge-
sehen) sehr geringe Rechenzeit. Man vergleiche die Aus-

gangssituation (2) .



2)

1)
2)
3)
4)

5)

Die Schrittzahlen im Fall mit nur zul&ssigen Problemen

liegen erheblich h&her als im Umklapp-Modell.

Offene Fragen

Sind die Abschdtzungen noch zu verbessern?
Kann man die Resultate Ubertragen auf andere Varianten?
Welches ist (im Durchschnitt) die beste Variante?

Kann man hdhere Momente (Schiefe, Varianz) der Verteilung

von s berechnen?

Gibt es eine polynomiale Variante fiir den schlechtesten
Fall?

Es gibt also noch genug zu tun!
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