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Kombinatorische Optimierung
Lösung sehr großer praktischer Probleme

Viele Nichtmathematiker werden kaum glauben, daß 
Mathematiker nur selten “ rechnen” . Die meisten 
Mathematiker beschäftigen sich wie schon seit Jahr
hunderten überwiegend mit der Untersuchung mathe
matischer Strukturen (z.B. Gruppen, Vektorräume, 
differenzierbare Mannigfaltigkeiten) und bestimmen 
Eigenschaften dieser Strukturen. In den letzten 
(etwa) 20 Jahren hat sich jedoch ein neuer Trend 
entwickelt. Es wird wieder mehr gerechnet, und zwar 
nicht nur in der Angewandten Mathematik, sondern 
auch in der sogenannten “ Reinen Mathematik” . 
Ein Grund dafür ist klar. Es gibt seit Anfang der 
50er Jahre ein neues, sehr hilfreiches Werkzeug: 
den elektronischen Rechner. Was früher m it Rechen
schieber, Logarithmentafel, Bleistift und Papier 
hunderte von Mannjahren an Rechenarbeit gebraucht 
hätte - m it großer Unsicherheit bezüglich der Kor
rektheit des Ergebnisses - kann heute in Bruchteilen 
von Sekunden zuverlässig und genau erledigt wer
den. Hinzu kommt, daß sich seit der Einführung der 
Computer die Rechenleistung alle 4 bis 5 Jahre ver
doppelt hat - und das bei gleichzeitiger Preisreduzie
rung.

Der Nichtfachmann mag glauben, daß sich hier bald 
ein Ende abzeichnen müsse. Dieses ist aber derzeit 
nicht in Sicht. Er mag auch glauben - wie die Erbauer 
der ersten Computer -, daß bald kaum mehr Bedarf 
für derartig hohe Rechnerleistungen bestehen werde. 
Aber auch hier scheint der Appetit auf mehr Leistung 
immer größer zu werden. Dies hat nichts m it Gigan
tomanie zu tun. Der Grund ist, daß m it der Einfüh
rung einer neuen Computergeneration plötzlich Pro
bleme lösbar werden, die man vorher aufgrund des 
erforderlichen Rechenaufwandes als hoffnungslos 
schwierig eingestuft hatte. Beispiele hierfür sind 
etwa die Computergraphik und Computerfilme, die 
immense Rechenleistung benötigen.

Das Aufkommen von Computern hat innerhalb der 
Mathematik zum Entstehen neuer bzw. Aufblühen 
alter Gebiete geführt. Ein Beispiel hierfür ist die Op

timierung, über die ich in diesem Artikel berichten 
möchte. Zwar beschäftigt man sich schon seit Jahr
tausenden m it Optimierungsfragen (wer erinnert 
sich nicht an Kurvendiskussionen in der Schule m it 
der Bestimmung von Minima und Maxima), aber 
praxisrelevante Probleme konnten früher so gut 
wie nicht gelöst werden. Erst jetzt ist man in der 
Lage, interessante Optimierungsfragen aus der Pra
xis m it Hoffnung auf Erfolg aufzugreifen.

Ein weiterer Faktor, der zu der rasanten Aufwärts
entwicklung der Optimierung geführt hat, sind Fra
gestellungen aus anderen Bereichen, die an die Mathe
matik herangetragen wurden, für die aber bisher kei
nerlei Theorie entwickelt worden war. Wichtige An
stöße gingen hier in den fünfziger und sechziger Jah
ren von den Wirtschaftswissenschaften aus. Sie haben 
etwa zur Entstehung des “ Operations Research”  
beigetragen, eines Gebietes, das sich z. B. m it Pla
nungsfragen und Ablaufproblemen beschäftigt. In 
neuerer Zeit kommen sehr viele Anregungen aus der 
Informatik und den Ingenieurwissenschaften. Auch 
hier treten vielfach Probleme auf, bei denen nicht auf 
bereits bestehende Mathematik zurückgegriffen wer
den kann. Für uns Mathematiker entstehen dadurch 
interessante neue Forschungsgebiete.

Anhand einiger Beispiele, die in den letzten Jahren 
am Lehrstuhl für Angewandte Mathematik II behan
delt worden sind bzw. zur Zeit bearbeitet werden, 
möchte ich die oben gemachten Andeutungen kon
kretisieren und dem Nichtfachmann eine Vorstellung 
davon geben, womit sich “ Optimierer”  beschäftigen. 
Die Auswahl der Beispiele ist natürlich nicht reprä
sentativ. Sie spiegelt unsere Forschungsschwerpunkte 
wider. Sie deckt aber ein recht breites Anwendungs
spektrum ab und h ilft dabei vielleicht, etwas Ver
ständnis für die Fragen, mit denen wir uns beschäf
tigen, zu wecken.

Das Ziel, das von uns verfolgt w ird, kann man kurz 
so beschreiben. Wir wollen “ sehr große” , “ schwie-
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rige”  kombinatorische Optimierungsprobleme “ e ffi
zient”  lösen. Weder für “ sehr groß” , noch fü r“ schwie- 
rieg, noch für "effizient”  kann ich hier eine genaue 
Definition angeben. Es gibt eine eigene mathemati
sche Theorie, die Komplexitätstheorie, die sich m it 
der Klassifikation von Problemen in leichte und 
schwierige beschäftigt und in der Effizienz exakt 
definiert w ird. Die Bestimmung von “ sehr groß”  
ist problemabhängig. Wir machen es uns hier ein
fach und sagen, daß Probleme sehr groß sind, wenn 
sie bisher niemand lösen konnte. Nun zu den Bei
spielen:

1. Ich möchte m it einem Problem beginnen, auf das 
uns Herr Kollege Opitz (WISO-Fakultät) “ angesetzt”  
hat. An seinem Lehrstuhl beschäftigt man sich seit 
Jahren mit qualitativer Datenanalyse. Dabei tr it t  ein 
sogenanntes "Clustering-Problem”  häufig auf, das 
man (ungefähr) wie folgt beschreiben kann. Gegeben 
ist eine Menge von Objekten (z. B. Arbeiter einer 
Firma; Staaten; Wale; Autotypen), und außerdem 
sind verschiedene Eigenschaften der Objekte be
kannt (z. B. Ausbildungsstand der Arbeiter; Bünd
nisse der Staaten; Flossen und Größe der Wale; Re
paraturanfälligkeit der Bremsen bei Autos). Gesucht 
ist eine Aufteilung der Objekte in Klassen, wobei 
jede Klasse aus "möglichst ähnlichen”  Objekten 
bestehen soll. Das “ möglichst ähnlich”  kann man 
mathematisch genau präzisieren, so daß daraus ein 
Optimierungsproblem wird.

Die Anwendungen von Professor Opitz kamen aus 
der Analyse von Firmen und aus dem Marketing, 
und er war m it den vorhandenen Verfahren zur Lö 
sung dieses “ Clustering-Problems”  nicht zufrieden. 
Bestenfalls konnten Optimallösungen mit etwa 
70 Objekten gefunden werden, häufig versagten die 
Verfahren schon bei 40 Objekten.

Zusammen m it Dr. Yoshiko Wakabayashi (1986 
in Augsburg promoviert, jetzt Sao Paulo, Brasilien) 
habe ich einen neuen theoretischen Ansatz ent
wickelt, der in ein neues Verfahren zur Lösung von 
Clustering-Problemen umgesetzt wurde. M it diesem 
Algorithmus konnten wir Probleme m it bis zu 160 
Objekten mühelos lösen. Interessant für uns war da
bei die breite Anwendbarkeit dieses Modells. Wir 
konnten nicht nur wirtschaftswissenschaftliche Pro
bleme behandeln, sondern auch neue Lösungsvor
schläge für die Klassifikation von Walen und W ild
katzen erarbeiten und Politikwissenschaftler unter
stützen, die die Außenpolitik von Staaten anhand des 
Abstimmungsverhaltens in den Vereinten Nationen 
untersuchten.

2. Von der Stiftung Volkswagenwerk wurde ein Pro
jekt gefördert, das sich m it der Lösung eines Pro
blems in der Physik beschäftigt. Dieses Projekt wurde 
gemeinsam von Dr. M. jünger, Dr. G. Reinelt, Prof. 
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F. Barahona (Santiago de Chile, je tzt Waterloo, 
Kanada) und mir bearbeitet. Unser Ziel war die Be
stimmung von Grundzuständen von Spingläsern. 
Spingläser sind Materialien aus einer nichtmagneti
schen Substanz, die magnetische Verunreinigungen 
enthält. Sie bilden eine wichtige Klasse von Studien
objekten der statistischen Physik, bei denen man 
sogenannte Ordnungs-Unordnungsphänomene stu
diert. (Wie (normales) Glas eine Sonderstellung 
zwischen den festen und flüssigen Materialien ein
nimmt, nehmen Spingläser eine Sonderstellung 
zwischen magnetischen und nichtmagnetischen Ma
terialien ein.) Hier interessiert man sich insbesondere 
für die magnetischen Eigenschaften von Spingläsern 
nahe beim absoluten Nullpunkt.

Die Physiker wenden tausende von Rechenzeit- 
Stunden auf, um Approximationen des Grundzu
standes (Zustand eines Spinglases beim absoluten 
Nullpunkt) zu berechnen. M it den von uns ent
wickelten Verfahren kann dieser Grundzustand 
i. a. m it weniger Rechenzeit exakt bestimmt wer
den. Die bisher bekannten Verfahren zur exakten 
Lösung derartiger Aufgaben konnten Systeme mit 
höchstens 100 magnetischen Verunreinigungen und 
externem magnetischen Feld behandeln, während 
wir m it unserem Algorithmus Probleme m it 1600 
Verunreinigungen in wenigen Minuten Rechenzeit 
optimal lösen konnten.

3. Beim Entwurf höchstintegrierter Schaltungen 
(VLSI-Design) treten eine Vielzahl interessanter Op
timierungsaufgaben auf. Unsere oben angesprochnee 
Arbeit zur Bestimmung von Grundzuständen von 
Spingläsern lieferte uns die grundlegenden Ideen 
zur Lösung eines Problems bei der Chip-Konstruk
tion, das man in der Fachsprache “ Via-Minimierung”  
(Erklärung später) nennt. Varianten dieses Problems 
treten auch bei Entwurf von Leiterplatten auf. 
(Die grünen flachen Platten m it dünnen Metallstrei
fen und kleinen Löchern in Fernsehern, Radios, 
Computern etc. sind Leiterplatten.) Man kann die 
Aufgabe - bezogen auf Leiterplatten - kurz wie folgt 
beschreiben.

Beim Entwurf von Leiterplatten wird zunächst fest
gelegt, welche Anschlüsse mit welchen anderen ver
bunden werden und wie die Verbindungsdrähte auf 
der Leiterplatte zu führen sind. Dann müssen Über
kreuzungen von Drähten elim iniert werden (sonst 
entstehen Kurzschlüsse). Dies geschieht i.a. dadurch, 
daß man von zwei Drähten, die sich kreuzen, einen 
auf eine andere Lage der Leiterplatte verlegt. Tech
nisch geschieht das dadurch, daß durch die Leiter
platte ein Loch gebohrt w ird, damit einer der Drähte 
auf die andere Seite geführt werden kann. Das Lö
cherbohren (siehe auch Punkt 5) ist zeitaufwendig 
und erhöht das Risiko von Produktionsfehlern er-
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heblich. Man möchte daher eine kreuzungsfreie 
Verdrahtung entwerfen, bei der möglichst wenige 
Löcher gebohrt werden müssen. (In der VLSI-Fach- 
sprache wird ein Loch “ Via”  genannt, daher der 
Ausdruck “ Via-Minimierung” .)

Durch eine recht komplizierte Transformation kann 
man das obige Problem in ein Optimierungsproblem 
auf Graphen umwandeln. Die dabei entstehenden 
Graphen haben tausende von Knoten und Kanten. 
Trotz ihrer gewaltigen Größe kann man die hier auf
tretenden Probleme optimal lösen - allerdings sind 
dazu einige Stunden Rechenzeit auf Großrechnern 
nötig. Wir haben daher schnellere Algorithmen für 
die Praxis entworfen, die in wenigen Minuten Lö
sungen liefern, die beweisbar nur wenige Löcher mehr 
als die Optimallösung produzieren.

In Abbildung 1 ist ein kleines Beispiel für die oben 
beschriebene Aufgabe dargestellt. Es handelt sich um 
einen Ausschnitt eines Chips. Auf der rechten und 
linken Seite liegen die Anschlüsse zu den sogenann-

Abb. 1:
Graphische Darstellung einer Leiterplatte (Ausschnitt) 

ten “ Zellen” , der Streifen zwischen den Zellen, der 
in Abbildung 1 zu sehen ist, heißt “ Kanal” . In die
sem Kanal wird “ verdrahtet” . Die schwarzen und 
weißen Linien stellen die Drähte dar. Die schwar

zen Linien repräsentieren die Drähte, die auf der 
oberen Lage des Chips geführt werden, die weißen 
Linien repräsentieren die auf der unteren Lage ge
führten Drähte. Die kleinen schwarz berandeten Qua
drate repräsentieren die Löcher (Vias). Hier werden 
die Drähte von einer auf die andere Lage geführt. 
Man erkennt das am Farbwechsel der durch die Vias 
unterbrochenen Linien.

Das Beispiel aus Abbildung 1 entstammt einem 
Chip der Firma Siemens. Hier wird zur Zeit unser 
Verfahren in das Chip-Entwurfssystem VENUS 
eingebaut. Ebenso ist bei Siemens geplant, dieses 
Verfahren bei der Prozcssorentwicklung zu benutzen, 
um herstellungsfreundlichere Leiterplatten zu erhal
ten.

4. Die Erfolge bei der Berechnung von Grundzustän
den und bei der Via-Minimierung haben meine M it
arbeiter Dr. M. Jünger und Dr. G. Reinelt und Prof. 
F. Barahona (Waterloo, Kanada) dazu ermutigt, ein 
allgemeineres Verfahren zur Minimierung quadrati
scher Funktionen zu entwickeln, bei denen die Va
riablen nur die Werte 0 oder 1 annehmen können. 
Dies ist ein sehr allgemeines und sehr schwieriges 
Problem, das die in den Punkten 2 und 3 angespro
chenen Probleme (und viele andere praxisrelevante 
Aufgaben) enthält. (Für Mathematiker: Ihr “ T rick”  
besteht darin, die Aufgabe zu linearisieren - dadurch 
quadriert sich die Variabienzahl - und dann Schnitt
ebenenverfahren einzusetzen.) Das Resultat ist ein 
erstaunlich guter Algorithmus, der weit größere 
Probleme lösen kann als alle übrigen derzeit be
kannten Methoden.

5. Ich beschließe diese Übersicht m it dem Travelling- 
Salesman-Problem, der Aufgabe, durch eine vorge
gebene Zahl von Städten eine Rundreise zu finden, 
die so kurz wie möglich ist. Über dieses Problem, 
mit dem ich mich schon mehr als 10 Jahre beschäf
tige, habe ich bereits in Uni-Press 3/83 einen Artikel 
mit vielen Anwendungsbeispielen geschrieben. Ich 
hatte damals folgende Aussage gemacht:

“ Zur Zeit wird eine neue Generation von Algo
rithmen (Verfahren) entwickelt, und wir ho f
fen, damit die Größenordnung der Lösbarkeit 
verdoppeln zu können. Dies wird jedoch noch 
einige Zeit dauern, und die Computerausstat
tung an der Universität Augsburg muß noch 
um einiges verbessert werden, was hoffentlich 
geschehen w ird.”

Die Computerausstattung der Universität Augsburg, 
davon später mehr, hat sich leider nicht verbessert. 
Aber die Vorhersage bezüglich der Größe von Pro
blemen, die man lösen können wird, ist weit über-
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troffen worden. Das größte bis 1983 gelöste Pro
blem hatte 318 Städte. M it Dr. Olaf Holland (Uni
versität Bonn) habe ich einen Algorithmus imple
mentiert, m it dem wir Travelling-Salesman-Probleme 
(auf einem Großrechner der Universität Bonn) m it 
über 1000 Städten lösen können. In Abbildung 2 
sehen Sie eine optimale Rundreise um die Welt, bei 
der 666 Städte besucht werden. Dies ist das größte 
bisher gelöste geographische Problem. 

dem Problem zugrundeliegende Theorie und im Ent
wurf neuer Algorithmen.

Unbestreitbar ist jedoch, daß die Verfügbarkeit 
schneller Rechner ein wichtiger Stimulus ist, der 
dazu beiträgt, sich an solche Größenordnungen zu 
wagen.

3000 Städte (oder Löcher) sind und können nicht 
das Ende der Entwicklung bei der Lösung von Tra-

Abb. 2: Kürzeste Rundreise durch 666 Städte der Welt

Eine wichtige Anwendung des Travelling-Salesman- 
Problems ist die Bestimmung der Reihenfolge bei der 
Bohrung der Löcher einer Leiterplatte (vgl. den 
Abschnitt über Via-Minimierung). Eine Optimallö
sung eines derartigen Problems m it 2392 Löchern 
haben im vergangenen Jahr Dr. G. Rinaldi (Rom) 
und Prof. M. Padberg (New York) auf einem Super
computer in 20 Stunden Rechenzeit bestimmt. 
Dies sind Größenordnungen, von denen man vor zwei 
Jahren noch nicht zu träumen wagte. In der Tat wer
den hier lineare Programme m it rund 3 Millionen 
ganzzahligen Variablen und rund 1 0 l° o o °  Unglei
chungen gelöst.

Die Fortschritte in diesem Bereich hängen nur zum 
Teil von der höheren Leistungsfähigkeit der Rechner 
ab. Wesentlich wichtiger - und dies gilt für alle hier 
geschilderten Probleme - sind die Fortschritte in der 
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velling-Salesman-Problemen sein. Beim Bohren von 
Leiterplatten, bei der Laserlogik, bei der Bestim
mung der Struktur organischer Kristalle treten 
Travelling-Salesman-Probleme mit 100 000 Städten 
und mehr auf. Zum Beispiel sind in die Leiterplatten, 
die im Werk für Systeme der Firma Siemens in Augs
burg für die Computer-Herstellung gefertigt werden, 
1000 bis 60000 Löcher pro Leiterplatte zu bohren. 
Wir haben vor kurzem damit begonnen, darüber 
nachzudenken, wie man derartige Aufgaben in er
träglichen Rechenzeiten auf kleinen Computern 
näherungsweise lösen kann. Das Ziel dabei ist, Lö
sungen zu produzieren, die beweisbar nur um wenige 
Prozent von der Länge der Optimallösung abweichen.

Wenn man wie wir Forschung betreibt, die stark 
computerorientiert ist, und wenn man hier an der 
Spitze des Fortschritts bleiben w ill, so sind eine ver-



Thema: Datenverarbeitung

nünftige Rechnerinfrastruktur und Zugang zu neuen 
Rechnertechnologien (Vektorrechner, Parallelrechner, 
Supercomputer, Rechnernetze) unbedingt notwendig. 
Bisher haben w ir uns dies alles extern m it enormem 
Zeitaufwand beschaffen müssen. So sind z. B. die 
Programme zur Clusteranalyse (Punkt 1) im DFVLR- 
Rechenzentrum in Oberpfaffenhofen entwickelt wor
den. Die Rechenzeit wurde großzügigerweise kosten
los zur Verfügung gestellt. Datenfernverarbeitung 
war nicht möglich, so daß wöchentliche Autofahrten 
nach Oberpfaffenhofen nötig waren. Die Programme 
für das Spinglasprojekt wurden bei der KFA-Jülich 
implementiert. Als unser dortiger Kooperationspart
ner, Professor Kinzel, nach Gießen wechselte, wurde 
uns die Rechenerlaubnis entzogen. Die Universität 
Bonn sprang ein, wo auch die Travelling-Salesman- 
Algorithmen implementiert worden sind. Die Ver
fahren zur Minimierung quadratischer 0/1-Funktio
nen wurden von Dr. Jünger und Dr. Reinelt an der 
Cornell University, Ithaca, USA, entwickelt, wo eine 
ideale Rechnerkonfiguration gegeben ist. Dr. Jünger 
und Dr. Reinelt schätzen, daß sie für ihre Arbeiten 
in Augsburg mindestens die fünffache Entwicklungs
zeit benötigt hätten. Bei anderen Projekten ist es uns 
ähnlich ergangen.

Wir erwarten natürlich nicht, daß die Universität 
Augsburg Supercomputer anschafft. Wir erwarten 
aber schon, daß bei der kommenden Rechnerbe
schaffung ein lokales Workstation-Prinzip realisiert 
wird, bei dem Projekte der oben beschriebenen A rt 
zügig vorangetrieben werden können, daß die Uni
versität Augsburg an die internationalen Datenkom
munikationsnetze angeschlossen wird (ich schäme 
mich, meinen Kollegen sagen zu müssen, daß wir 
noch nicht einmal ein einigermaßen brauchbares 
Electronic-Mail-System haben), und daß wir einen 
garantierten Zugang zu einem Superrechner (wie er 
z.B. in München angeschafft wird) erhalten. Der 
Computerpreis-Verfall der letzten Jahre hat all 
dies realisierbar gemacht. Man muß nur beginnen, 
umzudenken und die Ressourcen wirtschaftlich ein
zusetzen.

Im Rahmen des von der DFG geförderten Forschungs
schwerpunktes "Anwendungsbezogene Optimierung 
und Steuerung’ ’ haben wir einige neue Projekte in 
Angriff genommen, die wir zügig realisieren möch
ten. Die weltweite Konkurrenz ist groß und gute 
Arbeitsbedingungen spielen hier für den Erfolg 
eine wichtige Rolle. Beispiele für derartige Projekte 
sind:

- Entwicklung neuer Verfahren für die lineare 
Optimierung,

- neue Methoden der Routenplanung,

- kombinatorische Optimierungsprobleme bei der 
flexiblen Fertigung,

- optimale Auslegung von Fiberglasnetzwerken,

- Optimierungsprobleme beim VLSI-Design und 
Prozessor-Design,

- Produktionsplanung.

Diese Projekte werden in Zusammenarbeit m it Uni
versitäten in den USA, Kanada, Italien und Frank
reich und m it hiesigen Industriefirmen verfolgt. 
Insbesondere durch Industriekontakte erhoffen wir 
uns einen raschen Know-How-Transfer in beiden 
Richtungen, der den Firmen Vorteile bietet, zu einer 
besseren Ausbildung unserer Studenten und damit 
zu guten Arbeitsplatzchancen führt.

Ich habe so gut wie nichts über die Mathematik ge
sagt, die entwickelt und eingesetzt wurde, um die 
oben aufgelisteten Probleme aus der Praxis zu lösen. 
Dies ist in einem kurzen Artikel kaum möglich. 
Mein Ziel war hauptsächlich, ein wenig über das 
Anwendungsspektrum unserer Arbeit zu berichten 
und an Beispielen zu zeigen, womit sich (einige) 
Mathematiker heute beschäftigen. Martin Grötschel
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