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TRANSVERSALTHEORIE: EIN UBERBLICK
DIETER JUNGNICKEL

In diesem Artikel wollen wir einen Uberblick Uber ein Teilgebiet der Kombinato-
rik, namlich die Transversaltheorie, geben. Als die zentrale Fragestellung dieser
Theorie wird im aligemeinen das Problem der Reprasentierbarkeit einer Mengen-
familie durch Elemente der einzeinen Mengen angesehen. Zunachst etwas Termi-
nologie: Gegeben sei eine Familie A = (A.).

el
mit aieAi fur alle i ein Représentantensystem fur A, Falls dabei

von Mengen. Dann heiBt jede Fa-

milie (ai)

i€l
fur i#] stets aiéaj gilt, spricht man von einem SDR ("system of distinct represen-
tatives"). Die zugehorige Menge {ai: i €1} wird dann eine Transversale genannt.

im endlichen Fall gibt der folgende fundamentale Satz von P.Hall (1935) notwen-

dige und hinreichende Bedingungen fur die Existenz einer Transversalen an:
Heiratssatz: A=(A1,...,An) sei eine endliche Familie von Teiimengen einer endlichen
Menge E. Genau dann gibt es eine Transversale fur A, wenn gilt:

M | u Aji
i €d

[\

Wl fur alle J © {1,e,n},

Wie man sich sofort (berlegt, ist in diesem Satz die Beschrankung auf eine end-
liche Grundmenge E Oberflissig. Dagegen bleibt der Satz fir unendiiche Familien
nicht mehr giltig. Wir werden uns in diesem Artikel stets auf den endiichen Fall
(also endliche Familien von Teilmengen einer endlichen Grundmenge) beschranken.
Noch ein Wort zu der Bezeichnung "Heiratssatz": Wenn man die Indexmenge als

eine Menge von Herren, die Menge E als eine Menge von Damen und jede Menge
Ai als die Menge derjenigen Damen in E, die der Herr i zu ehelichen bereit ist,

interpretiert, so gibt der Heiratssatz tatsachlich eine notwendige und hinreichende
Bedingung dafur an, daB jeder Herr mit einer Dame seiner Wahl verheiratet wer-
den kann. Natdriich kann man - in der emanzipierten Ara von ERA - die Rollen

von Herren und Damen auch vertauschen.

Die Transversaltheorie kann nun ails eine Folge von Verfeinerungen und Anwen-
dungen des Heiratssatzes aufgefaBt werden; dabei werden zu den "Anwendungen"
Ublicherweise auch Fragestellungen aus anderen Teilen der Kombinatorik, etwa Uber
partielie Ordnungen, 0-1-Matrizen, Graphen und Netzwerke, gerechnet. Dieser
Standpunkt wird z.B. in den Bichern von Mirsky (1971) und Jungnickel (1982) ein-
genommen. Es gibt jedoch noch einen anderen Standpunkt, der auf das klassische
Buch von Ford & Fulkerson (1962) zurickgeht: Die Transversaltheorie kann auch
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aus der Theorie der Fivsse auf Netzwerken abgeleitet werden. Dieser Ansatz hat
einsrseits beweistechnische Vorteile; andererseits legt er es nahe, den algerithmi-
schen Aspekt - der in der reinen Transversaltheorie meist zu kurz kommt - in
angemessener Weise mitzubehandein. Wir wollen in diesem Ubersichtsartikel den

ransversaitheorie als ein Teil-

~

uletzt genannten Standpunkt einnehmen, aisc die

sbiet der Kombinatorischen Optimierung auffassen. Zine &hnliche, aber wesentlich

jie)

ausfinriichere Darstellung des hier pehandeiten Stoffes wird der Leser in dem
demnachst erscheinenden Buch Jungnickel (1888) finden k6nnen, Fir die Kombina-
torische Optimierung aligemein sei der Leser insbesondere auf die Blicher von
Lawler (1976), Papadimitriou & Steiglitz (1882), Sysio, Deo & Kowalik (1983} sowie
Even {1979) und Gondran & Minoux (1984) verwiesen; die beiden zuletzt genannten
Werke bieten - ebenso wie dieser Artikel - einen rein graphentheoretischen Aufbau

und verzichten auf die Theorie der Linearen Programmierung.

1. FLUSSE AUF NETZWERKEN

In diesem Abschnitt stelien wir die wichtigsten Ergebnisse Uber Flisse zusammen.
Dazu setzen wir die Kenntnis der Grundbegriffe der Graphentheorie voraus. Gege-

ben sei ein (endlicher) Digraph G = (V,E}, also ein gerichteter Graph mit Punkte-

mengs V und Kantenmenge E, den wir 0.B.d.A. als einfach {ohne Schiingen und
ohne parallele Kanten) annehmen. Ferner seien zwei Punkte s und t von G ausge-
zeichnet, die Quelle s und die Senke t; dabei soll t von s aus erreichbar sein, d.h.,
es gibt einen gerichteten Weg von s nach t in G. SchlieBlich sei noch eine Abbil-
dung c: E » Rg gegeben, die Kapazitatsfunktion. Dann heiBt N = {G,s,t,c) ein
FluB-Netzwerk oder kurz ein Netzwerk. Ein (zulassiger) Fiub auf N ist eine Ab-

plidung Tt E =+ Ra, die den foigenden beiden Bedingungen genigt:

{F1) Es gilt 0 = f{e) = cle) fir jede Kante e.

(F2) Fur jeden Punkt vé#s,t gilt I fle) = (e}, wobei ¢ bzw. &

e =v €

|
()

A
der Anfangs- bzw. Endpunkt von e sei.
Dig Bedingung {F2) ist also ein Erhaltungssatz fir Flusse: in jeden Punkt (abgese-
hen von der Quelle und der Senke) flieBt genausc viel hinein wie heraus. Durch
Summation von f(e) Gber alie Kanten e erhalt man mit (F2) leicht die Gleichung
(Fa) I fle)- 3 fle) = 1 fle)- I flo)
€ =§ e =8 e =t e =t

Der in (F3) auftretende gemeinsame Wert wird der Wert w(f) von f genannt, Ein
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FluB heiBt maximal, wenn w(f) 2z w(f') fir jeden FiuB f' auf N gilt. Eines der fun-
damentalen Probleme der Kombinatorischen Optimierung ist nun die Bestimmung
eines maximalen Flusses auf einem gegebenen Netzwerk N. Dabei ist die Existenz
derartiger Flusse keineswegs trivial; fir einen Beweis bendtigen wir weitere Be-
griffe. Ein Schnitt C ist eine Zerlegung V = S U T von V, fiur die s€S und t€T

gilt; die Kapazitat von C ist die Zahl c(S,T) = _ Z+ c(e), also die Summe
e €Se €T
der Kapazitaten alier Kanten e, die von S nach T fihren. C heit ein minimaler

Schnitt, wenn fir jeden Schnitt (S',T') die Bedingung ¢(S,T) = ¢(S',T") gilt. Der fol-
gende Hilfssatz zeigt, daB der Wert eines maximalen Flusses durch die Kapazitat

eines minimaien Schnitts beschrankt ist.

1.1 Lemma. N sei ein Netzwerk, (S,T) ein Schnitt und f ein FiuB. Dann gilt:
wify = I . fle) - L2 f(e),
e €S,e €T e €S,e €7
also insbesondere w(f) = c(S,T).

Beweis. Durch Summation von (F2) dber alfe Punkte v €S folgt:

wify= T (T fle)- I fle)
vES e =v e =v

= _r, flee- , L fle)+ _ L fle- I _ fle)
e €S,e €S e €S,e €5 e €S,e €T e €S,e €T
Man beachte, daB dabei die ersten beiden Summanden 0 ergeben. Fir die Abschat-
zung bericksichtige man noch f(e) 2 c(e) fur Kanten e mit e € S und e’ €T bzw.

f(e) >0 fur Kanten e mit e €S und e € T. /

Wir werden sehen, daB in Lemma 1.1 sogar die Gleichheit gelten kann: Der Wert
eines maximalen Filusses stimmt mit der Kapazitat eines minimalen Schnittes Uber-
ein. Damit ist dann die Existenz maximaler Flisse gesichert. Zunachst wollen wir
aber die maximalen Flisse charakterisieren. Dazu bendtigen wir einen weiteren Be-
griff: W sei ein (ungerichteter) Weg von s nach t. Wir nennen jede Kante von W,
die von s nach t orientiert ist, eine Vorwértskante und jede entgegengesetzt orien-
tierte Kante eine Ruckwdartskante. Wenn flr jede Vorwartskante von W stets

fle) > cle) und fur jede Rickwartskante f(e) >0 gilt, heiBt W ein zunehmender Weg
(bzgl. f). Die drei folgenden grundlegenden Satze stammen von Ford & Fulkerson
(1956).

1.2 Satz ("augmenting path theorem”). Ein FluB f auf einem Netzwerk N ist ge-

nau dann maximal, wenn es keinen bzgl. f zunehmenden Weg gibt.

Beweis. Zunachst sei f ein maximaler FiuB. Angenommen, es gibt einen zunehmen-
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den Wag W von s nach t. Es sei d das Minimum der Werte fle)-cile) (e Vorwarts-
kante in W) bzw. f(e) (e Rickwartskante}. Nach Definition ist d aiso eine positive

Zahi. Wir erklaren eine Abbildung f' wie folgt:

{f(e)+d fur Vorwéartskanten e
fi(e) = | fle)-o fur Rickwéartskanten e
f(e) sonst

Dann ist ' ein FluB mit w(f') = w(f)+d > w(f). Widerspruchi

Umgekehrt gebe es nun keinen zunehmenden Weg bzgl. f von s nach t. Es sei S

die Menge alier Punkte v, fur die ein zunehmender Weg von s nach v existiert (s
eingeschlossen} und T = V~S. Nach Voraussetzung ist dann (S,T) ein Schnitt. Man
beachte, daB jede Kante e mit € € S und e’ € T gesattigt sein muB (d.h. flej=cle))l

ahnlich muB jede Kante e mit € €S und e €T leer sein (d.h. f(e)=0). Aus Lemma

1.1 folgt daher w{f)=c(S,T), weswegen f maximal ist. 5

1.3 Satz ("integral flow theorem™). N sei ein Netzwerk, fir das alle Kapazitaten

cl{e) ganze Zahien sind. Dann gibt es einen ganzzahligen maximalen FluB auf N.

Beweis, Durch f (e) := O wird offenbar ein ganzzahliger FiuB f. {vom Wert 0) auf

0 0
N definiert, Wenn dieser Fluf nicht maximal ist, gibt es einen zunshmenden Weg

bzgl, f.. Die im Beweis von Satz 1.2 auftretende Zahl d ist hier eine positive gan-

ze Zah(l}, weswegen wir einzn ganzzahiigen FluB 1‘1 vom Wert d konstruieren koénnen
(wie im Beweis von 1.2 beschrieben). Dieses Verfahren wird entsprechend fortge-
setzt; da in jedem Schritt der FluBwert um eine positive ganze Zahl erhéht wird
ung die Kapazitdt eines minimalen Schniftes nach 1.1 eine obere Schranke fir don
FluBweit ist, erhalten wir so in endlich vieien Schritten einen garzzahligen maxi-

maien Flud. ,
l/

1.4 Satz ("max-flow min-cut theorem")., N sei ein Netzwerk., Dann ist der maxi-

maie Wert eines Flusses gleich der minimalen Kapazitat eines Schnittes.

Beweis. |Im Fall ganzzahliger Kapazitaten folgt die Behauptung aus Satz 1.3 und
dem Beweis von Satz 1.2, wo wir fir jeden maximalen FiuR einen Schnitt der ent-
sprechenden Kapazitat konstruiert haben, Der Fall rationaler Kapazitidtsn kann
durch Multiplikation mit dem Hauptnenner der auftretenden Zahlen auf den ganz-
zahligen Fall reduziert werden. Schiiedlich folgt der Fali reelier Kapazitdten dann

aus Stetigkeitsgronden. Y

Die angsgebenen Beweise legen gleichzeitig einen Algorithmus zur Berechnung ma-

ximater Filsse nahe: Man solite, mit dem NullfluB fo beginnend, den jeweils kon-
struierien FiuB entlang zunshmender Wege abé&ndern, bis man einen maximalen FiuB
erreicht hai, Bevor wir diesen Algorithmus formulisren, zunachst noch ein Beispiel

zu Satz 1.4:



Fur dieses Netzwerk ist ein maximaler FiuB (sowie in Klammern die Kapazitaten)

eingezeichnet; auBerdem ist der minimale Schnitt (S,T) mit S = {s,a,b} angedeutet.

Der gemeinsame Wert w(f)=c{S,T) betragt hier 31. Der Leser solite als Ubung den

jetzt zu beschreibenden Algorithmus auf das angegebene Netzwerk anwenden und

so den eingezeichneten FluB konstruieren,

1.5 Algorithmus ("labelling algorithm"). Gegeben sei ein Netzwerk N=(G,s,t,c).

(1
2)
(3)
(4)
(5)
(8}

(7

(8)

(9)
(10)
(1)
(12)
(13)
(14)

(15)
(16)
(17

Setze f(e) < O fur jede Kante e.

Markiere s mit (-,.0), Setze d(s) « .

Setze ulv) <« false fur alle Punkte v.

Falls u(v)=true fur alie markierten Punkte v giit, weiter bei (17).

Wahie unter allen Punkten mit u(v)=faise den zuerst markierten Punkt.
Fir jede Kante e=(v,w), fur die w nicht markiert ist und fur die f(e)< cle)
gilt: Setze d{w) <« min{f{e)-c{e),d(v)} und markiere w mit (v,+,d{w)).

Fur jede Kante e=(w,v), fir die w nicht markiert ist und fur die f(e) > 0
gitt: Setze d({w) « min{f{e),d(v)} und markiere w mit (v,-,d{w)).

Setze u(v) « true.

Falls £ nicht markiert ist, weiter bei (4).

d sei die letzte Komponente der Markierung von t.

w <« t.

Falls w=s, losche alle Markierungen und gehe nach {(2).

Finde die erste Komponente v der Markierung von w.

Falls die zweite Komponente der Markierung von w das Symbo!l + ist, sei
e=(v,w). Setze f(e) « f(e)+d.

Es sei e=(w,v). Setze f(e) « f(e)-d.

w <« v und weiter bei (12).

Biide die Liste S aller markierten Punkte und setze T « VS,

In Schritt (1) wird also zundchst f als der NullfluB angesetzt. Dann werden in (2)
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bis {8) von s ausgehend die Punkte von G markiert; dabei gibt der Wert d{v) jeweils
an, um wieviel man entlang einem zunehmenden Weg von s nach v den FluB f ab-
andern konnte. Die erste Komponente der Markierung von v ist der Vorganger von v
auf einem derartigen zunehmenden Weg, die zweite Komponente gibt an, ob man
eine Vorwéarts- oder eine Rickwartskante verwendet hat. In dieser Schleife sind zwei
Falle moglich: Entweder t wird erreicht; dann wird in (10) bis {18) der bisher vor-
handene Fluf - wie im Beweis von Satz 1.2 - entsprechend abgeéndert. Oder t kann
nicht erreicht werden; dann ist der konstruierte FluB schon maximal und in (17)
wird der zugehorige minimale Schnitt angegeben. Es ist klar, daB dieser Algorithmus
zumindest im Fall rationaler Kapazitdten in endlich vielen Schritten einen maxima-
len FluB konstruiert. In der urspringlichen Formulierung von Ford & Fulkerson (1956)
konnte in (5) ein beliebiger markierter Punkt ausgewdhit werden; dann konnte das
Verfahren fur reelle Kapazitédten versagen. Die hier angegebene Spezialisierung von
(5} stammt von Edmonds & Karp (1972) und stellt die Konvergenz des Verfahrens
auch im reelien Fall sicher (In der Praxis ist der reelle Fall natirlich irrelevant.).
Diese Spezialisierung lauft darauf hinaus, daB man in jeder Phase des Verfahrens
einen zunehmenden Weg mit moglichst wenig Kanten wahit. Diese Variante hat noch

einen weiteren Vorteil: Man erhalt so einen "effizienten" Algorithmus.

Dazu benttigen wir allerdings wenigstens die Sprechweise der Komplexitatstheorie
{fur die wir auf das Standardwerk von Garey & Jonhnson (1973) verweisen). Man miBt
fir jede Anwendung des Algorithmus die "GriBe" der Eingabedaten; fur Netzwerke
eignet sich dabei z.B. die Machtigkeit der Punktemenge V bzw. der Kantenmenge E.
Wir sagen, daB ein Algorithmus Komplexitat Oif(jV|,|E]) hat, wenn es eine Konstante
c gibt, so daB fur jedes Netzwerk mit ]V! Punkten und ]Ei Kanten der Algorithmus
hochstens cf( |V}, |E|) Schritte benotigt. (Dabei ware natirlich noch der Begriff
"Schritt" zu prazisieren; haufig zahlt man z.B. die Anzah! arithmetischer Opgrationen

und Vergleiche.) Dann gilt:

1.6 Satz {Edmonds & Karp 1972). Algorithmus 1.5 berechnet einen maximalen FluB
mit Komplexitat O(|V||E?).

Fir einen Beweis von Satz 1.6 sei der Leser etwa auf Lawier (1978) oder Jungnickel
(1988) verwissen. Da wir den zugrundetliegenden Graphen G o.B.d.A. als einfach und
zusammenhangend voraussetzen koénnen, liegt die in 1.6 angegebene Kompilexitat je
nach der Dichte von G zwischen O(iV]S) und O [V[S). In der Zwischenzeit sind Al-
gorithmen mit besserer Komplexitat gefunden worden; erwahnt seien die von Dinic
(1970) mit Komplexitat O |V}2]E{) und ven Mathotra, Kumar & Maheshwari {1978)
mit Kompiexitat O{|V|”). Auf die Darsteliung dieser komplizierteren Vertahren (de-

ren Grundidee es ist, mehrere Abénderungen in "Phasen" zusammenzufassen) sei hier



verzichtet; wir verweisen auf Even (1979), Papadimitriou & Steiglitz (1982) und
Jungnickel (1986). In diesen Buchern findet man auch das folgende Resultat, das
fur die in den folgenden Abschnitten betrachteten kombinatorischen Anwendungen

der Flisse von groBer Bedeutung ist:

1.7 Satz. N sei ein O-1-Netzwerk, d.h, ein Netzwerk, fir das c(g) nur die Werte
0 und 1 annimmt. Dann kann man einen maximaien {(ganzzahligen) FiuR auf N mit
Komplexitat O(!V§2/3 [E}) bestimmen. Falls auBerdem jeder Punkt v#s,t héchstens
einmal als Anfangspunkt oder héchstens einmal als Endpunkt einer Kante vorkommt,

'1/2

kann diese Komplexitat zu O( |V |E]) verbessert werden,

2. DISUUNKTE WEGE

in diesem Abschnitt betrachten wir eine Gruppe von Satzen, die als Variationen
des berihmten Satzes von Menger (1927) angesehen werden konnen. Es geht dabei
um die Existenz disjunkter Wege in (gerichteten) Graphen. Zunichst einige Defini-
tionen: G sei ein (gerichteter) Graph: s und t seien zwei Punkte von G. Dann hei-
Ben (gerichtete) Wege von s nach t kantendisjunkt, wenn keine Kante von G auf
mehr als einem dieser Wege liegt, Analog heiBen Wege von s nach t eckendisjunkt,
wenn (auBer s und t) kein Punkt auf mehr als einem der Wege liegt. Eine Menge

A von Kanten heift eine s und t trennende Kantenmenge, wenn jeder (gerichtete)

Weg von s nach t mindesteps eine Kante aus A enthlt; eine Teilmenge W von

V ~ {s,t} heifit eine s und t trennende Punkiemenge, wenn jeder (gerichtete) Weg

von s nach t mindestens einen Punki in W enthalt.

2.1 Satz (Ford & Fulkerson 1956}, G sei ein (gerichteter) Graph, und s und t seien
zwei Punkte von G. Dann ist die Maximalizahl kantendisjunkter Wege von s nach t

gleich der minimalen Machtigkeit einer s und t trennenden Kantenmenge.

Beweis, Zunachst sei G ein Digraph und N das Netzwerk auf G, fir das jede Kan-
te Kapazitdt 1 hat. O.B.d.A, sei t von s aus erreichbar. Offenbar induzieren je k

kantendisjunkte Wege von s nach t einen FiuB vom Wert k auf N: Man setzt f(e)=1
genau fur die Kanten, die in einem der Wege vorkommen, und f(e}=0 sonst. Umge-
kehrt zeigt der Beweis von Satz 1.3, daB man einen (ganzzanligen) maximaien FluB
auf N durch schrittweise Augmentation {jeweils um 1) langs zunehmender Wege aus
dem NullfiuR erhalten kann; da jede Kanie Kapazitdt 1 hat, missen die dabei vor-
kommenden Wege kantendisjunkt sein. Also ist die Anzahl kantendisjunkier Wege in

G gleich dem maximaien FiluBwert in N, Die Behauptung foigt somit aus Satz 1.4,
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wenn wir noch zeigen konnen, daB die minimale Machtigkeit einer trennenden Kan-
tenmenge in G gleich der Kapazitat eines minimalen Schnittes in N ist. Offenbar
induziert jeder Schnitt (S,T) von N in G die trennende Kantenmenge {e: e-ES,eJ'ET}
der Machtigkeit c(S,T). Umgekehrt sei eine minimale trennende Kantenmenge A in
G gegeben. Es sei SA die Menge aller Punkte v, die von s aus auf einem Weg er-
reichbar sind, der keine Kante in A enthalt, und TA = V\SA. Offenbar ist dann
(SA,TA) ein Schnitt in N. Wir koénnen 0.B.d.A. annehmen, daB t von jedem Punkt
von G aus erreichbar ist. Dann muB jede Kante e mit ¢ €S und e"e T in A ent-
halten sein; wegen der Minimalitat von A besteht A genau aus diesen Kanten und
ist. daher von einem Schnitt induziert. Damit ist der Satz fur den gerichteten Fali
bewiesen. Der Fall eines ungerichteten Graphen wird nun auf den schon behandelten
Fall zurtckgefuhrt, indem man jede Kante {a,b} durch zwei Kanten (a,b) und (b,a)
ersetzt, I

Aus Satz 1.7 und dem Beweis von Satz 2.1 folgt unmittelbar ein Verfahren zur
Bestimmung kantendisjunkter Wege:

2.2 Korollar. G sei ein einfacher (gerichteter) Graph. Dann kann die Maximalzaht
kantendisjunkter Wege von s nach t in G mit Komplexitat O(iv|2/é|E]) bestimmt

werden.

2.3 Satz (Menger 1927). G sei ein (gerichteter) Graph, und s und t seien zwei
Punkte von G, die nicht durch eine Kante verbunden sind. Dann ist die maximale
Anzaht eckendisjunkter Wege von s nach t gleich der minimalen Machtigkeit einer

s und t trennenden Kantenmengé.

Beweis. O.B.d.A. sei G ein Digraph; der ungerichtete Fall kann wie in 2.1 auf den
gerichteten zurickgefohrt werden. Wir definieren einen Digraphen G' wie folgt: Die
Punkte von G' sind s und t, sowie fur jeden Punkt vés,t von G zwei Punkte v und
v¥. Fur jede Kante (s,v) bzw. (v,t) von G enthalt G' eine Kante {s,v) bzw. (v',t).

Fir jede Kante (a,b) in G mit a,b#s,t enthalt G' die Kante {a*,b"). Schliedtich ent-
halt G' fur jeden Punkt v#s,t von G die Kante (v~,v+). Man sieht sofort, daB ecken-
disjunkte Wege in G dann kantendisjunkten Wegen in G' entsprechen. Nach Satz 2.1
ist somit die Maximalzahl eckendisjunkter Wege in G gleich der minimalen Mach-

tigkeit einer s und t in G' trennenden Kantenmenge. Man {berzeugt sich leicht da-
von, dal man o.B.d.A. annehmen kann, daB eine derartige Kantenmenge nur Kanten

-+ . . . - .
der Form (v ,v ) enthalt und somit einer trennenden Eckenmenge in G entspricht. ,/
/

2.4 Koroilar. G sei ein einfacher (garichteter) Graph, und s und t seien zwei un-

varbundene Punkte ven G. Dann kann die Maximalzahl eckendisjunkter Wege von s

2/3

nach t mit Kompiexitat O(|V!*'7{E|} bestimmt werden.
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Die genannten Satze kénnen dazu verwendet werden, die "Starke’ des Zusammen-
hangs eines Graphen zu messen. Sei also G ein (0.B.d.A.) einfacher Graph. Die

Zusammenhangszahl «(G) von G ist wie folgt erkiart: Wenn G der vollstandige

Graph Kn ist, sei x{(G) = n-1. Sonst sei «(G) die minimale Méachtigkeit einer Men-
ge TCV, fur die G~T nicht zusammenhangend ist. Dabei bezeichnet G~T den
Graphen, der aus G durch Weglassen samtiicher Punkte in T und der mit ihnen
inzidenten Kanten hervorgeht. Der Leser mége als Ubung (mit Satz 2.3) das fol-

gende Ergebnis zeigen:

2.5 Satz (Whitney 1932). Ein einfacher Graph ist genau dann k-fach zusammenh&n-

gend {d.h., es gilt «(G) 2 k), wenn je zwei Punkte durch mindestens k paarweise

eckendisjunkte Wege verbunden sind.

Man beachte dabei, daB im Vergleich zu 2.3 auch adjazente Punktepeaare zugelassen

12 |E} 2) bestimmt werden

sind. Man kann zeigen, daB x(G) mit Komplexitat O(|V|
kann, siehe etwa Even (1979). Dies ist verhaltnismaBig aufwendig; will man nur den
k-fachen Zusammenhang testen, geht das fiir k=1 mit einem gewoéhnlichen breadth
first search bereits mit Komplexitat O(|E}). Dieses Resultat bleibt auch noch fir
k=2 und k=3 guitig, siehe Tarjan (1972) bzw. Hopcroft & Tarjan (1973). Zum k-fachen
Zusammenhang vergleiche man auch Even (1979). Es sei dem Leser (berlassen, Va-
rianten von Satz 2.5 fir den gerichteten Fali sowie fir "Kantenzusammenhang" zu

formulieren.

3. KORRESPONDENZEN

in diesem Abschnitt werden wir die Resultate aus Abschnitt 2 weiter spezialisieren.
G sei ein (0.B.d.A. einfacher) Graph. Eine Korrespondenz K ist eine Menge von
Kanten von G, fur die keine zwei Kanten einen gemeinsamen Endpunkt haben. Eine

maximale Korrespondenz ist eine Korrespondenz maximaler Méchtigkeit. Diese tb-

liche Terminologie ist etwas unglicklich, da man unter einer maximalen Korrespon-
denz woh! besser eine Korrespondenz verstehen solite, die in keiner groBeren Kor-
respondenz enthatten ist. Wie das folgende Beispiel zeigt, fallen beide Begriffe im

Allgemeinen nicht zusammen:

<.

&
ol
“""'\/’
AN
.

1
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Die fett eingezeichnete Korrespondenz kann zwar nicht erweitert werden; es gibt
aber Korrespondenzen mit 4 Kanten. Die Klasse derjenigen Graphen, fir die jede
nicht-erweiterbare Korrespondenz schen maximal ist ("equi-matchable graphs") ist
erst kurziich befriedigend (d.h., auch algorithmisch gut Uberprifbar) gekennzeichnet
worden, siehe Lesk, Plummer & Pulieyblank (1984). Die klassischen Resultate iber
Korrespondenzen beziehen sich auf bipartite Graphen (ailso Graphen G, deren Punk-
temenge V so in zwei Teilmengen S und T zerlegt werden kann, daB es lediglich
Kanten gibt, die einen Endpunkt in S und den anderen Endpunkt in T haben). Wir

bendtigen noch einen weiteren Begriff: Eine Uberdeckende Punktemenge in einem

Graphen G ist eine Teilmenge W von V, fir die jede Kante von G mindestens einen

inrer Endpunkte in W hat. Dann gilt:

3.1 Satz (Konig 1931, Egervary 1931). G sei ein bipartiter Graph. Dann ist die
maximale Machtigkeit einer Korrespondenz in G gleich der minimalen Machtigkeit
einer Uberdeckenden Punktemenge.

Beweis. Wir konstruieren aus G einen Digraphen G', dessen Punktemenge diejenige
von G zusammen mit zwei neuen Punkten s und t ist. Die Zerlegung der Punkte-
menge von G sei V = S & T. Als Kanten von G' wahien wir (s,s'} (fur jedes s'€ S),
(t',t) (fur jedes t' €T) und (u,v) (fir jede Kante {u,v} von G mit UES und vET),
Dann entsprechen die Korrespondenzen in G den Mengen eckendisjunkter Wege von s
nach t in G'; ahnlich entsprechen die Uberdeckenden Punktemengen von G den s und

t trennenden Eckenmengen in G'. Die Behauptung folgt somit aus Satz 2.3. /

Auf dem Umweg Uber 2.4 und 2.2 kann man also maximale Korrespondenzen Uber
Flusse bestimmen. Allerdings ist - wie sich der Leser klarmachen moge - die im
Beweis von Satz 2.3 vorgenommene Aufspaltung der Punkie in diesesm Spezialfall
Uberflussig: Man kann dem zu konstruierenden Netzwerk hier einfach den im Beweis
von Satz 3.1 beschriebenen Digraphen G' zugrundelegen und alie Kanten mit Kapa-

zitédt 1 versehen. Dann foigt aus Satz 1.7:

3.2 Korollar (Hopcroft & Karp 1973). G sei ein bipartiter Graph. Dann kann man

mit Komplexitat O(|V[5/2 ) eine maximale Korrespondenz in G bestimmen.

Es ist instruktiv, sich zu Uberiegen, wie die zunehmenden Wege im zugehérigen
FiuB-Netzwerk N im gegebenen bipartiten Grapher G aussehen. Wie man unschwer
einsieht, haben sie die folgende Gestalt:

el
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Dabei sind die fett eingezeichneten Kanten Ruckwartskanten im zunehmenden Weg
in N; dies sind genau die Kanten des Weges, die in G in der zum vorhandenen

FluB gehorenden Korrespondenz liegen. Das legt die Definition eines zunehmenden
Weges (bzgl. einer gegebenen Korrespondenz) in einem beliebigen Graphen G nahe:

Das ist ein alternierender Weg (also ein Weg, auf dem sich Kanten der Korrespon-

denz mit Kanten abwechseln, die nicht in K liegen), dessen Endpunkte exponiert
sind (also auf keiner Kante der Korrespondenz liegen), Dann gilt der folgende Satz
von Berge (1957):

3.3 Satz ("augmenting path theorem"). K sei eine Korrespondenz in einem Graphen

G. Genau dann ist K maximal, wenn es in G keinen bzgl. K zunenmenden Weg gibt.

Die vorhergehende Diskussion zeigt, daB Satz 3.3 im Fall eines bipartiten Graphen
G ein Spezialfall von Satz 1.2 ist. Der aligemeine Fall sei dem Leser als Ubung
Uberlassen. Der Leser Uberzeuge sich auch davon, daB Satz 3.1 fir beliebige Gra-
phen nicht korrekt ist. Auf Satz 3.3 kann man aber auch fur beliebige Graphen
Algorithmen zur Bestimmung einer maximalen Korrespondenz aufbauen; der erste
derartige Algorithmus stammi von Edmonds (1965). Zu diesem Thema - das nicht
mit Flussen behandelt werden kann und somit auch nicht zur Transversaltheorie
zu zahlen ist - vergleiche man stwa Lawler {1978) und Papadimitriou & Steiglitz
(1982) oder Jungnickel (1986).

Wir wollen jetzt aus Satz 3.2 ein Resultat ableiten, das als Ubersetzung des Hei-
ratssalzes in die Sprache der Graphentheorie angesehen werden kann, Dazu sei G
wieder ein bipartiter Graph; die gegsbene Zeriegung der Punktemenge von G sel

V=5 UT. 0.B.dA. sei |T| s |s]. Dann heiBt jede Korrespondenz der Machtig-

keit |Tj von G eime volistdndige Korrespondenz. Im Fail |S| = |T| spricht man

auch von einer perfekten Korrespondenz.

3.4 Satz (P.Hall 1835). G sei ein bipartiter Graph auf der Punktemenge V=S U T
mit |T! < |S|. Far JC T bezeichne T(J) die Menge aller Punkte v €S, fur die es
eine Kante {v,u} mit u€J gibt. Genau dann gibt es in G eine volistandige Kor-

respondenz, wenn die folgende Bedingung erfillt ist:
(HY) T()] z |J] for jede Teilmenge J von T.

Beweis, Die angegebene Bedingung ist offenbar notwendig: Wenn K eine volistan-
dige Korrespondenz von G ist, so bilden die in S enthalitenen Endpunkt der Kanten
von K, deren Endpunkt in T sogar in J liegt, fur jedes J © 7T eine Teilmenge der

Machtigkeit |[J| von T(J). Umgekehrt sei nun Bedingung (H') erfiilit., Angenommen,
die maximale Machtigkeit einer Korrespondenz in G ware < ITI Nach Satz 3.1 gibt

es dann eine Uberdeckende Punktemenge W = S' U T' mit S S' und TC T' sowie
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i)+ 7] < IT]. Dann sind aber die Endpunkte u derjenigen Kanten {u,v}, fur die
v einer der |T}-|T'| Punkte in T~T' ist, samtlich in S' enthalten, weswegen also

fra~ml = 8" < |T{-17] = [7~T1

gilt, im Widerspruch zu (H"). /

4. PARTIELLE TRANSVERSALEN

In diesem Abschnitt wollen wir zunachst Satz 3.4 in die Sprache der Mengenfami-
lien Obersetzen und so den Heiratssatz beweisen. Es sei also A = (A1"""An) eine
Familie von Teilmengen einer Menge S. Wir schreiben T = {1,...,n} und erklaren
einen bipartiten Graphen G auf der Punktemenge S U T, dessen Kanten genau die-
jenigen {s,t} sind, fur die s€At ist. Dann entsprechen die SDR's von A gerade
den volistandigen Korrespondenzen von G. Nach Satz 3.4 existiert aiso genau dann
ein SDR und somit eine Transversale fir A, wenn in G die Bedingung (H') erfillt
ist. Nach Definition von G besteht aber ['(J) fur jede Teilmenge J von T genau

aus den Punkten, die in mindestens einer der Mengen A, mit t €J liegen. Die Be-

t
dingung (H') fur G ist also genau die Bedingung (H) fur A, womit der Heiratssatz
pewiesen ist. Fur einen direkten Beweis des Heiratssatzes verweisen wir z.B. auf
Mirsky (1971) oder Jungnicke! (1982); wir wollen den gangigsten Beweis allerdings

ais Ubung skizzieren:

4.1 Ubung. Man beweise den Heiratssatz mit Induktion Uber n. Dabei unterscheide
man die Félle, in denen es eine kritische Teilfamilie von A (d.h. eine Teilfamilie
(A) ¢, mit | U Al = [J] <n) gibt bzw. nicht gibt.

PEJ
Natarlich ist der eben angedeutete Beweis des Heiratssatzes viel kirzer als der
von uns durchgefiihrte. Man kann dann aus dem Heiratssatz umgekehrt die S&tze
von Kénig-Egervary, Menger und Ford & Fulkerson ableiten (siehe z.B. Jungnicke!
{1982)); dieser Weg ist dann allerdings sehr viel miihsamer als der hier eingeschia-
gene. AuBerdem gibt der in 4.1 skizzierte Beweis keinen brauchbaren Algorithmus
zur Bestimmung eines SDR, wahrend die Ubersetzung in die Sprache der bipartiten
Grapnen dies durch Rickfihrung auf zunehmende Wege (direkt im Graphen oder im
zugehorigen Netzwerk) mitliefert. Als Ubung betrachte der Leser die Mengenfami-
lie A mit Ay = {1,2,3,4,5}, A, = {2,3,4,5,7,8}, Ay = {1,2,3.4}, A, ={3,4),
Ag = {1.2,3}, Ay = (4,57} und A

5 7
Korrespondenz im zugehdrigen Graphen, indem man jeweils das kleinstmogliche Ele-

= {1,3,4}. Man konstruiere zunachst eine erste

ment von /-\i (in der natirtichen Reihenfolge) als Reprasentanten wahit. Dann ver-



wende man zunehmende Wege, um eine volisté&ndige Korrespondenz zu erhaiten,
Man vergleiche dieses Verfahren mit dem Algorithmus von M.Hall (1958) zur Be-
stimmung eines SDR's, siehe Jungnicke! (1982) S.17f.

Wir werden nun mit dem Heiratssatz einige weitere Resultate der engeren Trans-
versaltheorie beweisen, Zunachst wieder etwas Terminologie: Ein SDR fur eine
Teilfamilie (Ai)i € von A heiBt ein partielles SDR fur A; die zugehodrige Repré-

sentantenmenge {ai: i €J} heiBt eine partielle Transversale von A. Der Heirats-

satz unterscheidet lediglich zwischen Mengenfamilien, die eine Transversale besit-
zen, und soichen, fir die das nicht der Fall ist. Ein feineres MaB fir die "Repra-
sentierbarkeit" einer Mengenfamilie ist der Transversalindex t(A), also die maxima-
le Machtigkeit einer partielien Transversalen von A. Unter dem Defekt einer par-
tielten Transversale versteht man die Zahi n-k, wobei k die Méachtigkeit der par-
tiellen Transversalen und n die Zah! der Mengen in A ist; dann kénnen wir aiso

t(A) auch als n minus dem minimaien Defekt einer partielien Transversalen erkia-
ren. Aus dem Heiratssatz erhait man ziemlich leicht eine Bedingung fur die Existenz

von partiellen Transversalen mit gegebenem Defekt:

4.2 Satz (Defektform des Heiratssatzes). A = (Ai)iEI mit | = {1,..,n} sei eine Fa-
milie von Teilmengen einer Menge S. Genau dann besitzt A eine partielle Transver-
sale der Machtigkeit k (also des Defekies n-k), wenn gilt:

© | U Alz lskn  furale Jcl
€4

Beweis. Es sei D eine beliebige zu S disjunkte Menge der Machtigkeit n-k. Wir de-
finieren eine Familie A' = (A;)”_:‘, von Teilmengen von S U D durch A; = Ai U D.
Aufgrund des Heiratssatzes hat A' genau dann eine Transversale, wenn (H) fur A’
also (D) fur A erfallt ist. Jede Transversale von A' liefert aber durch Weglassen
der in ihr enthaltenen Elemente aus D eine partiefie Transversale mit mindestens
n-k Eiementen von A; umgekehrt wird jede partielle Transversale der Machtigkeit
n-k von A durch Hinzufigen von U zu einer Transversalen von A'. Y

4.3 Korollar. Der minimale Defekt einer partielien Transversaien von A ist
dA) = max {[J] -{ U Ai{: J I},
ied
Fiur den Transversalindex folgt t(A) = n-d(A).
Auch Satz 3.1 liefert eine Formetl fir den Transversalindex; der Leser mége die
entsprechende Ubersetzung als Ubung durchfihren. Wir wollen ais nachstes die par-
tielien Transversaien einer Mengenfamilie charakterisieren.

4.4 Satz. A = (A)

Jdieq sei eine endliche Familie von Teilmengen einer Menge S.
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Genau dann ist eine Teilmenge X von S eine partielle Transversale fir A, wenn gilt:
(PT) [ U A n x|z Juf+|X]-lI] fur alle J L.
i€d
Beweis. X ist offenbar genau dann eine partielle Transversale von A, wenn es eine
_partielle Transversale von A' := (Ai n x)iEI ist, d.h., wenn A' eine partielle Trans-
versale der Machtigkeit ]X[ hat. Die Behauptung fol!gt aus Satz 4.2. 7

Satz 4.4 und der Heiratssatz erlauben es bereits, den foigenden wichtigen Satz zu
beweisen; da die Einzelheiten etwas kompliziert sind, verweisen wir nur auf die Li-
teratur, etwa Mirsky (1971) oder Jungnickel (1982).

4,5 Satz (Mendelsohn & Dulmage 1958). A = (Ai)i el sei eine endliche Familie von
Teilmengen einer Menge S; ferner sei A' eine Teilfamilie von A und §' eine Teil-

menge von S. Dann sind die folgenden beiden Aussagen &aquivalent:

: \ . v R . .
f t '

(i} A' hat eine Transversale, und S' ist eine partielle Transversale fur A

(ii) Es gibt eine S' umfassende Teilmenge S" von S und eine A' umfassende

Teilfamitie A" von A, so daB S" eine Transversale fur A" ist.

4.6 Korollar (Fortsetzungssatz von M.Hall (1956)). A sei eine endliche Familie von
Teilmengen einer Menge S, die eine Transversale besitzt. Dann kann jede particile

Transversale von A zu einer Transversalen fortgesetzt werden.

Wir werden in Abschnitt 8 einen anderen Beweis fur Koroltar 4.6 kennenlernen.
Man beachte, daB aus 4.6 nicht folgt, daB man jedes partielile SDR zu einem SDR
fortsetzen kann; im aligemeinen muB die Zuordnung der schon gewahiten Repréasen-
tanten abgeédndert werden. Ein Beispiel dafur liefert die zuvor {(nach 4.1) angegebe-
ne Mengenfamilie. Wegen der Wichtigkeit von Satz 4.5 wollen wir noch die Uber-
setzung dieses Resultats in die Sprache der bipartiten Graphen angeben. Dazu noch
eine Sprechweise: Wir sagen, eine Korrespondenz K in einem Graphen G trifft eine
Teilmenge W der Punktemenge von G, wenn W eine Teilmenge der Endpunkte der
Kanten in K ist. Damit wird aus Satz 4.5:

4,5' Satz. G sei ein bipartiter Graph auf der Punktemenge V = S U T, und K und
K' seien zwei Korrespondenzen in G. Ferner sei S' die Menge ailer Endpunkte von
Kanten von K, die in S liegen; &hnlich sei T' die Menge aller Endpunkte von Kan-
ten von K', die in T liegen. Dann gibt es eine Korrespondenz K" in G, die S' U T'
trifft.

Einen anschaulichen Beweis dieser Formulierung des Satzes von Mendelsohn & Dul-
mage findet man bei Lawler (1976) skizziert. Der Kuriositat hatber sei noch das

folgende Resultat erw&hnt:



4,7 Satz ("Haremssatz", Halmos & Vaughan 1950), A = (Ai)iE! sei eine endliche

Familie von Teilmengen einer Menge S, und (pi)i € sei eine Familie natirlicher
Zahlen. Genau dann existiert eine Familie (Xi)i €l paarweise disjunkter Mengen mit

><i c Ai und ]Xil =P fur aille i, wenn die folgende Bedingung erfilit ist:

v

HV) | U A 'z p;  furallelcu
P€d i€d

Zum BReweis wendet man den Heiratssatz auf die Familie B an, die aus A hervor-
geht, indem man Ai durch P, Kopien von Ai ersetzt (fur alle i). Die Einzelheiten
seien dem Leser als Ubung tberlassen, ebenso wie eine Erkldrung des Namens "Ha-
remssatz". Die Satze 4.2, 4.4, 4.5 und 4.6 sing Beispiele daftr, wie man aus dem
Heiratssatz durch Anwendung auf geeignete Hilfsfamilien weitere Satze erhalt; der
Heiratssatz ist in diesem Sinne ein "selbsi-verstarkendes" Resultat, worauf woh!

zuerst Mirsky (1979) hingewiesen hat.

5. KOMBINATORIK VON MATRIZEN

In diesem Abschnitt betrachten wir einige kombinatorische Satze Uber Matrizen.
Zunachst werden wir eine Ubersetzung des Satzes von Kénig-Egervary angeben. Wir
bendtigen wieder etwas Terminologie: A sei eine {m x n}-Matrix, fur die wir eine
gewisse Teilmenge der Zelien (i,j) (i=1,...,m; j=1,...,n) als zuldssig auszeichnen; oft
werden dabei die Eintrdge #0 als zuladssig ausgewdhit. Eine Menge Z von Zellen

von A heiBt unabhéngig, wenn keine zwei Zellen in Z zu derselben Zeile oder Spalte
von A gehoren. Der Term-Rang ©(A) von A ist die maximale Machtigkeit einer unab-
hangigen Menge von Zellen von A. Als gemeinsamen Oberbegriff fur Zeilen und
Spalten verwenden wir den Term Reihe. Wir konstruieren nun zu A einen bipartiten
Graphen G auf der Punktemenge SU T mit S = {1,...,m} und T = {1,...,n}; dabei
sei {i,j} genau dann eine Kante von G (mit i €S und j €T), wenn die Zelle (i,j) zu-
lassig ist. Dann entsprechen die Korrespondenzen von G den unabhangigen Mengen
zuldssiger Zellen von A; ferner entsprechen Uberdeckende Punktemengen von G den-
jenigen Mengen von Reihen von A, die samtliche zulassigen Zellen enthalten. Somit

erhalten wir aus Satz 3.1:

5.1 Satz {Kénig 1931, Egervary 1931). Der Term-Rang p(A) ist die minimale Zahl
von Reihen von A, die samtliche zulassigen Zellen enthalten.

Sei jetzt etwa m z n. Dann kann man Satz 3.4 (also den Heiratssatz) in eine Be-
dingung fur p(A)=n Obersetzen; dies sei dem Leser als Ubung Gberiassen. Ab jetzt

betrachten wir den Spezialfall m=n, also gquadratische Matrizen. Dann wird eine un-



abhéngige Menge von n Zellen eine Diagonale genannt. Eine Diagonaie heiBt eine

Nichtnuli-Diagonale bzw. eine positive Diagonale, wenn der Eintrag von A in jeder

inrer Zelien #£0 bzw. positiv ist. SchlieBlich ist die Weite einer (rx s)-Matrix die
Zahl r+s. Wir zeichnen nun die Zelien mit Eintrag #0 von A als zulassig aus. Der

entsprechende Spezialfall von Satz 3.4 lautet dann wie folgt:

5.2 Satz. A sei eine (nx n)-Matrix. Genau dann hat A eine Nichtnull-Diagonale,

wenn die Eintrage #0 in je k Spaiten (k=1,...,n) zu mindestens k Zeilen gehéren.

Man beachte, daB die Diagonalen einer quadratischen Matrix genau den Termen éent-
sprechen, die in der Determinante der Matrix auftreten. Aus Satz 5.2 erhalten wir

ein Kriterium dafur, daB jeder Term der Determinante verschwindet:

5.3 Satz (Frobenius 1812). Genau dann enthalt jede Diagonale einer (nx n)-Matrix
A mindestens einen Eintrag 0, wenn A eine Untermatrix der Weite n+1 hat, die

nur Eintriage 0 enthalt.

Beweis. NMNach Satz 5.2 enthialt genau dann jede Diagonale einen Eintrag 0, wenn es
k Spalten von A gibt, fur die samtliche Eintrage #0 in r <k Zeilen enthalten sind
(fur geeignetes k). Dann enthalten diese k Spalten aber in den dbrigen n-r > n-k
Zeilen von A nur Eintrage 0. Die entsprechende Untermatrix der Weite n-r+kz n+1

hat also nur Eintrage O. Y

Wir geben jetzt eine wichtige Klasse von Matrizen an, fir die es stets eine Nichi-
null-Diagonale gibt. Eine {nx n)-Matrix mit nicht-negativen reellen Eintragen heiBt

doppelt:-stochastisch, wenn fur jede Reihe die Summe aller Eintrdge in dieser Reihe

=} ist. Dann giit:

5.4 Lemma (Konig 18168). Jede doppelt-stochastische Matrix hat eine positive Dia-

gonale.

Beweis. Nach Definition ist hier bereits jede Nichinuli-Diagonale eine positive Dia-
gonale. Wir konnen also Satz 5.2 verwenden. Angenommen, alle Eintrage #0 von ge-
gebenen k Spalten gehtren zu r< k Zeilen; B sei die durch diese Zeilen und Spaiten
bestimmte Untermatrix. Dann ist die Summe aller Eintrage von B sowohl =k (spal-
tenweise addiert) als auch sr {zeilenweise addiert). Widerspruch! /

Wie wir sehen werden, stehen die doppelt-stochastischen Matrizen in engem Zusam-

menhang zu den Permutationsmatrizen, also Matrizen, die in jeder Zeile und Spalte

genau einen Eintrag 1 {und scnst nur Eintrage 0) enthalten. Zunachst zeigen wir:

8.5 Satz (Zerlegungssatz). A sei eine (n xn)-Matrix mit nicht-negativen reelien Ein-

tragen, fur die alle Reihensummen =s sind. Dann ist A eine Linearkombination von



!
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Permutationsmatrizen mit positiven reellen Koeffizienten,

Beweis. Dividiert man alle Eintrage von A durch s, sc erhait man eine doppelt-
stochastische Matrix A'. Nach Lemma 5.4 hat A' (und somit auch A) eine positive
Diagonale D. P sei die zu D gehérige Permutationsmatrix (d.h., P hat genau in den
Zeilen von D Eintrage 1). Ferner sei ¢ das Minimum der Eintrage in D. Dann ist
auch B := A-cP eine Matrix mit nicht-negativen reellen Eintréagen und konstanter
Reihensumme s-c. Ferner hat B mindestens einen Eintrag 0 mehr als A, weswegen

die Behauptung mit induktion foligt. Vi

5.6 Korollar (Lemma von Konig (1916)). A sei eine (nx n)-Matrix mit Eintragen 0
und 1, fir die alle Reihensummen =k sind. Dann ist A die Summe von k Permuta-

tionsmatrizen.

Das folgt unmitteibar aus 5.5, da dann im Beweis stets c=1 ist, Das Lemma von
Koénig (und einige Verailgemeinerungen) ist ein wesentliches Hilfsmittel in der End-
lichen Geometrie, genauer bei der rekursiven Konstruktion bestimmter Inzidenz-
strukturen; siehe etwa Jungnicke! (1879). Eine andere unmittelbare Folgerung aus
Satz 5.5 ist das folgende kiassische Resultat von Birkhoff; wir erinnern daran, daB
in einem reellen Vektorraum die konvexe Hulle von Vektoren XypemXpy die Menge

aller Linearkombinationen mit Koeffizienten CT""’Cn > 0 mit ¢ +...+on=1 ist,

1

5.7 Satz (Birkhoff 1948). Die konvexe Huille der Permutationsmatrizen {im IR(”’n))

ist die Menge der doppelt-stochastischen Matrizen.

Weitere Satze aus der kombinatorischen Matrixtheorie findet man in den Bichern
von Mirsky (1971), Ford & Fulkerson (1962) und Jungnicke! {1982), Z.B, kann man
rnach unteren Schranken fir die maximaie Summe (oder das maximale Produkt) aller
Eintrage einer positiven Diagonalen einer doppelt-stochastischen Matrix fragen. Hier
ergeben sich auch interessante Zusammenh&nge zu der bekannten van der Waerden-
schen Permeanentenvermutung, die vor einigen Jahren von Egoritsjev (1981) und
Falikman (1981) bewiesen werden konnte. Wir erwahnen noch ein Beispiel aus der
Kombinatorischen Optimierung, das mit den hier eingefihrten Methoden gelést wer-

den kann,

5.8 Beispiel ("bottieneck assignment probiem"). Gegeben sei eine (n x n)-Matrix

A= (aij) mit nicht-negativen reellen Eintragen; gesucht ist eine Diagonale von A,
fir die das Minimum der Eintrdge maximal wird. Wir kénnen uns z.B. vorsteiien,
daB wir eine Zuordnung von Arbeitern zu Maschinen betrachten, bei der die Eintrage
von A irgendwie die Effizienz messen. Wir beginnen mit einer beliebigen Diagonalen

D, fur die das Minimum der Eintrage etwa m sei. Als zulassig wahien wir nun ge-
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nau die Zellen (i,j), fur die aij>m gilt. Offenbar gibt es genau dann eine Permuta-
tion mit Minimum >m, wenn A eine zuldssige Diagonale besitzt. Das kann man aber
Uperpriifen, indem man im zugehorigen bipartiten Graphen die maximale Méachtig-
keit einer Korrespondenz bestimmt. Man beachte, daB man trivialerweise nach hoéch-

stens O(n®} derartigen Schritten das Problem geldst hat.
Ahntich kann auch das folgende beriihmte Problem behandelt werden:

5.9 Beispiel ("assignment problem'). Gegeben sei eine {nx n)-Matrix A mit nicht-
negativen reelflen Eintragen. Gesucht ist eine Diagonale von A, fiur die die Summe

der Eintrage maximal (bzw. minimal) wird.

Die eben angedeuteten Algorithmen zur Losung der Probleme aus 5.8 und 5.2 sind
noch keineswegs optimal. Trotzdem beruhen die besten bekannten Algorithmen fur
diese Problem letztlich auch auf einer Zurlckfihrung auf die Bestimmung maxima-
fer Korrespondenzen, vgl. etwa Lawler (1976), Papadimitriou & Steiglitz (1982) und
Jungnickel (19886). Besondere Erwahnung verdient dabei der berihmte "ungarische
Algorithmus” von Kuhn (1955) fir die Lésung des assignmeni problem (mit Komple-
xitat O(n%).

6. PARTIELLE ORDNUNGEN

Im Rahmen der Transversaltheorie wird oft auch die Kombinatorik partiell geord-
neter Mengen behandelt. Wir wollen hier den Satz von Dilworth behandeln. Es sei

(M,s) eine partiell geordnete Menge, d.h., = ist reflexiv, anti-symmetrisch und

transitiv, Wir nennen zwei Eiemente x und y von M vergleichbar, wenn x <y oder

y <x gilt. Eine Kette ist eine Menge aus paarweise vergleichbaren Elementen von

M, eine Antikette eine Menge aus paarweise unvergieichbaren Elementen.

6.1 Satz (Dilworth 1950). (M,s) sei eine partiell geordnete endliche Menge. Dann
ist die maximale Machtigkeit einer Antikette gleich der minimalen Anzahi von
Ketten, in die M zerlegt werden kann.

Wir wollen Satz 6.1 zunachst in die Sprache der Graphentheorie Ubersetzen. Dazu
ordnen wir (M,s) einen Digraphen G auf der Punktemenge M zu; cabei sei (x,y)

(fur x#y) genau dann eine Kante von G, wenn x < y gilt. G ist dann ein transitiver,
kreisireier Digraph. Dabei heift ein Digraph transitiv, wenn aus der Existenz egines
gerichteten Weges von x nach y stets die Existenz der Kante (x,y) folgt; er heiBt

kreisfrei, wenn er keine gerichteten Kreise enthalt. Eine Zerlegung von (M,$) in



Ketten tiefert eine Zerlegung von G, d.h., eine Menge von gerichteten Wegen, fir

die jeder Punkt von G auf genau einem der Wege liegt. Den Antiketten von M ent-

sprechen die unabhangigen Punktemengen von G, d.h. Mengen von paarweise unver-

bundenen Punkten. Der Satz von Dilworth kann dann wie folgt formutiert werden:

6.1' Satz (Dilworth 1850). G sei ein transitiver, kreisfreier Digraph. Dann ist die
maximale Machtigkeit einer unabhangigen Punktemenge gleich der minimaien Anzahi

von Wegen in einer Zerlegung von G.

Man beachte, dal eine der beiden in Satz 6.1' enthaltenen Ungleichungen trivial
ist: Jeder gerichtete Weg in G kann eine gegebene unabhangige Punktemenge hoch-
stens einmal treffen (wegen der Transitivitat). Jede Zerlegung muB alsc mindestens
so viele Wege enthalten, wie es Punkte in einer maximalen unabhangigen Menge aqibt.
Die umgekehrte Ungleichung bleibt in beliebigen Digraphen giiltig; der Satz von

Dilworth ist also ein Spezialfall des folgenden Resultats:

6.2 Satz (Gallai & Milgram 1960}, G sei ein Digraph; ¢(G) sei die maximale Mach-
tigkeit einer unabhangigen Punktemenge von G. Dann gibt es eine Zeriegung von G

in a(G) Wege.

Beweis. Wir beschranken uns auf den Spezialfall eines kreisfreien Digraphen G und
konstruieren aus G einen bipartiten Graphen G', dessen Punktemenge V U V' sei;
dabei ist V die Punktemenge von G und V' eine isomorphe Kopie von V. Ferner sei
{v,w'} genau dann eine Kante von G', wenn (v,w) eine Kante von G ist. Wir zeigen
zunichst, daB jede Korrespondenz der Machtigkeit k von G' zur Konstruktion einer
Zerlegung von G in n-k Wege (mit n = |V |} verwendet werden kann. Es seien also
(V‘;’W1)""’(VI<’Wk) Kanten von G, die den Kanten einer Korrespondenz K in G' ent-
sprechen. Dann sind die v paarweise verschieden, und ebenso die Wj' Dagegen ist
Wi=vj moglich; in diesem Fall sstzen wir die Wege (Vi’wi) und {v.,w.}) zum Weg
(Vi’wizv,i’wj) zusammen. Indem man so fortfahrt {(also jeweils gerichtete Wege mit
Ubereinstimmenden Anfangs- bzw. Endpunkten zusammensetzt), erhalt man schiieBlich
etwa ¢ Wege, deren Punktemengen paarweise disjunkt sind. Die Langen dieser Wege
seien xt,...,xc;
gen n-((x1+*.)+...+(xc+1)) Punkte von G teilen wir in triviale Wege der Lange 0 ein.

dabei ist die L&nge eines Weges die Anzahl seiner Kanten. Die {bri-

Insgesamt ergibt sich so eine Zerlegung von V in n-(x +...+xc) = n-k Wege. Insbeson-

dere kénnen wir fir k die maximale Méachtigkeit einer1 Korrespondenz in G' wahlen.
Nach Satz 3.1 ist k dann auch die minimale Mé&chtigkeit einer G' Uberdeckenden
Punktemenge. Jede solche Menge induziert eine G (berdeckende Punktemenge; also
gilt k z B{(G}, wobei B(G) die minimale Machtigkeit einer G {iberdeckenden Punkte-
menge W sei. Trivialerweise ist das Komplement von W eine unabhangige Punkte-

menge maximaler Machtigkeit von G, d.h. es gilt a(G) = n-3(G). Somit haben wir G
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in n-k £ n-R(G) = a(G) Wege zerlegt. y

Der Leser zeige an einem Beispiel, daB Satz 6.1' nicht fir beliebige Digraphen gilt.
Wahrend die anderen Hauptsatze, die wir behandelt haben, ndamlich die S&tze von
Ford & Fulkerson, Menger, Konig-Egervary, Hall und Diiworth, samtlich "kombinate-
risch aquivalent” sind (also sich ohne Schwierigkeiten auseinander ableiten lassen),

ist kein Beweis fir den aligemeinen Fall von Satz 6.2 mit den hier behandeiten Me-
thoden bekannt. Wir erwahnen einen weiteren beruhmten Satz, der unmittelbar aus
6.2 folgt. Ein Turnier ist ein Digraph, der durch Orientierung aus einem volist&ndigen

Graphen entsteht, Ein Hamiltonscher Weg in einem (gerichteten) Graphen ist ein

{gerichieter) Weg, der jeden Punkt genau einmal enthalt. Dann gilt:

6.3 Satz (Rédei 1934). Jedes Turnier besitzt einen Hamiltonschen Weg.

Beweis. Wenn G eine Orientierung eines volistandigen Graphen ist, gilt trivialer-

weise B(G)=1. Die Behauptung folgt aus Satz 6.2. y
SchlieBlich seien noch einige Folgerungen aus dem Satz von Dilwerth erwahnt.

6.4 Korollar. (M,s) sei eine partiell geordnste Menge mit mindestens rs+1 Elemen-
ten. Dann gibt es in M eine Kette der Machtigkeit r+1 oder eine Antikette der
Machtigkeit s+1,

Beweis, Fall es keine Antikette der Méachtigkeit s+1 gibt, kann M nach Satz €.1 in
s Ketten zerlegt werden; mindestens eine dieser Ketten muB dann wenigstens r+1

Elemente enthalten, i

6.5 Satz (Erdos & Szekeres 1935). Jede reelle Folge der Lange n 2 r®+1 enthalt

eine monotone Teilfolge der Lange r+1.

Beweis, Die Folge sei (ai)i—1 o Wir setzen M = {{i,a): i=1,..,n} und ordnen M
=1 yeens i

partiell gemaB (i,ai) < (j,aj) genau dann, wenn i< und a s aj gelten. Angenommen,
M hat eine Antikette aus r+1 Elementen, deren erste Koordinaten etwa 11""’ir~17

i
F+1
streng monoton fallende Teilfolge der Lange r+1. Falls es keine derartige Antikette

mit 61 z %2; e z seien; dann biiden cie zugehérigen zweiten Koordinaten eine
gibt, muB M nach 6.4 eine Kette der Lange r+1 enthalten; hier bilden die zweiten

Koordinaten dann eine monoton steigende Teilfcige der Lénge r+1. i

Interessanterweise gilt auch der zum Satz von Dilworth duale Satz; der Beweis die-

ses Resultats ist ailerdings wesentlich einfacher und sei daher dem Leser Uberlassen.

6.6 Satz (Mirsky 1971a). (M,s) sei eine endliche partiell geordnete Mernge. Dann ist
die maximale Méachtigkeit einer Kette von M gleich der minimalen Anzah! von An-

tiketien, in die M zerlegt werden kann.
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Wir wollen noch einen weiteren bekannten Satz Uber partielle Ordnungen mit den

Mitteln der Transversaltheorie beweisen:

6.7 Satz (Spernersches Lemma, Sperner 1928)). Die Potenzmenge ZM der endlichen
Menge M sei bzgl. der inklusion partiell geordnet. Dann ist die maximale Machtigkeit
. /
einer Antikette in (ZM,C) die Zahi t[nr/]zﬂ'
)

Beweis. Offenbar bilden die Teilmengen der Machtigkeit [n/2] eine Antikette. Fur
die Umkehrung konstruieren wir den zu (ZM,C) gehérenden Digraphen G, wie nach
Satz 6.1 beschrieben, Nach Satz 8.1' geniigt es nun, G in [n/2] gerichtete Wege zu
zeriegen. Die Punktemenge von G zerfallt in naturlicher Weise in n+1 Mengen von

Punkten gleicher Machtigkeit. Wir betrachten den bipartiten Graphen G,, der von

,
den Teilmengen der Machtigkeit k bzw. k+1 induziert wird; dabei ist alio {A,B} fur
eine k-Teilmenge A und eine (k+1)-Teilmenge B von M genau dann eine Kante, wenn
A in B enthalten ist. Wir zeigen, daB jedes Gk eine vollstandige Korrespondenz be-
sitzt; diese Korrespondenzen kdnnen dann zu der gewunschten Zeriegung von G zu-
sammengesetzt werden. Es sei nun 0.B.d.A. k+1 = n/2, Dann sind je j k-Teilmengen

auf insgesamt j(n-k) Kanten in G, ; da jede (k+1)-Teilmenge auf genau k+1 £ n/2

k;
Kanten von Gk tiegt, liefern diese j(n-k) Kanten mindestens j(n-k)/(k+1) z j (k+1)-
Teitmengen. Somit ist die Bedingung in Satz 3.4 erfllit, und Gk besitzt in der Tat

eine vollstandige Korrespondenz. /

Satz 6.7 ist der Ausgangspunkt vielfaltiger weiterer Untersuchungen (ber partiell
geordnete Mengen, die man unter dem Namen "Sperner-Theorie" zusammenfadt. Der

Leser vergleiche dazu z.B. den Ubersichtsartikel von Greene & Kleitman (1978).

Wir wolilen noch einen weiteren Zusammenhang zwischen partiellen Ordnungen und
Graphentheorie erwahnen. Wir ordnen jeder partieli geordneten Menge (M,2) einen
Graphen G auf der Punktemenge M zu; dabei sei {x,y} genau dann eine Kante (x#y),
wenn x und y vergleichbar sind. Jeder derartige Graph heiBt ein Vergleichbarkeits-
graph. Diese Graphen haben interessante Eigenschaften, fir deren Beschreibung wir
noch etwas Terminologie bendtigen. Fur jeden Graphen G bezeichnet o(G) die maxi-
male Machtigkeit einer unabhéngigen Menge (wie in 6.2), w(G) die maximale Méch-
tigkeit einer Clique (aiso eines vollstandigen Teilgraphen), 8(G) die Minimatzahl von
Cliguen, in die G zerlegt werden kann, und y(G) die chromatische Zahl von G (aiso
die Minimalzah! von Farben, die bendtigt werden, wenn man die Punkte von G so
farben will, daB adjazente Punkte stets verschieden geféarbt sind). Man beachte, daB8
v{G) die minimale Zahi von unabhangigen Punktemengen ist, in die G zerlegt wer-
den kann. Offenbar gilt stets q(G) = 8(G) und w(G) = v(G). Ein Graph heiBt perfekt,
wenn fUr jeden induzierten Untergraphen H die Bedingung a(H) = 8(H) erfullt ist.
Ein berGhmtes Resultat von Lovész (1972) besagt, daB dazu die Forderung w(H) = v(H)
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fur alle induzierten Untergraphen H aquivalent ist ("perfect graph theorem"), Offen-
bar ist ein induzierter Untergraph eines Vergleichbarkeitsgraphen stets wieder ein
derartiger Graph. Da Ketten in der partiell geordneten Menge M und Cliquen im
zugehorigen Graphen G sowie Antiketten in M und unabhangige Punktemengen in G
sich entsprechen, folgt aus Satz 6.1 sofort a(G) = 8(G); ahnlich folgt aus Satz 6.6
w{G) = v(G). Somit haben wir beide moglichen Defininitionen der Perfektheit for je-

den Vergleichbarkeitsgraphen verifiziert. Also gilt:
6.8 Satz. Jeder Vergleichbarkeitsgraph ist perfekt.

Der Leser verifiziere als Ubung, daB auch jeder bipartitite Graph perfekt ist; far
eine der beiden Bedingungen ist der Satz von Kénig-Egervary hiifreich. Naheres Gber
perfekte Graphen findet der Leser im Buch von Berge (1973).

7. ANZAHLSATZE

In diesem Abschnitt soll kurz Uber einige Anzahisdtze aus der Transversaltheorie
berichtet werden. Da die hierfir bendtigten Beweismethoden sich von den sonst in
diesem Uberblick aufgetretenen unterscheiden, verzichten wir hier auf samtliche
Beweise.

7.1 Satz (Ostrand 1970). A = (AV'"’An) sei eine Familie von Teilmengen einer
Menge S, die die Bedingung (H) erfilit und daher eine Transversale besitzt. Es sei
m; = iAif; o.B.d.A. gelte my 2 MpZ e 2 M. Dann gilt fur die Anzahl N(A) der
SDR's von A die Abschatzung

n
™ NA) 2 1 (i,
i=
wobei z, eine Abkurzung fur max {1,zZ} sei. Diese Schranke ist bestmoglich, d.h.
fur jede monoton wachsende Foige (m1,...,mn) natirlicher Zahlen gibt es eine Fami-
lie A mit lAiI = m,, fur die in (*) die Gleichheit gilt.

Als nachstes wollen wir die Zahien N{A) mit einer auf Matrizen definierten Abbii-
dung in Verbidnung bringen. Dazu eine Definition: A = (aij) sei eine {m x n)-Matrix.
Dann ist die Permanente per A von A durch

per A = ZaI‘

[ VAP
i 2|2 i,

definiert; dabei durchlaufen i1,...,im alle Folgen von m verschiedenen Elementen in

{1....,n} . Man beachte, daB somit fur m >n nach Definition per A = 0 ist. FUr m=n
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gilt per A = per AT. Sei jetzt A = (Al""’An) eine Famiiie von Teilmengen einer
endlichen Menge S, 0.B.d.A. S = {1,...,m}. Die Inzidenzmatrix A = (a”,) von A ist
durch aij=1 far i€Aj und a”.=0 sonst definiert. Dann gilt offenbar:

7.2 Lemma. Es ist N(A) = per AT.

Leider tragt 7.2 nicht allzuviel zu der Berechnung der Zahlen N{A) bei. Obwohl
sich per A {fir m=n) von det A nur durch die Vorzeichen der Produkte unterschei-
det, sind keine effektiven Verfahren zur Berechnung der Permanenten bekannt; so
gilt z.B. das Analogon des Determinantenproduktsatzes keineswegs. Immerhin kann
man einige bekannte Ungleichungen fir Permanenten so zu Abschitzungen fir die

Anzah! von SDR's verwenden. Wir erwahnen zwei Beispiele.

7.3 Satz ("Mincsche Vermutung", Brégman 1973). A sei eine (n xn)-Matrix mit Ein-
tragen 0 und 1, und die Zeilensummen von A seien r
n 1/r:
per A £ I (ri!) i,

i=1

1,...,rn. Dann gilt

Ein einfacher Beweis fiir Satz 7.3 stammt von Schrijver (1978), siehe auch Jung-
nickel (1982). Mit 7.2 folgt unmitteibar eine obere Schranke fiir die Anzahl der
SDR's einer Familie von n Teilmengen einer n-elementigen Menge. Als weiteres
Beispiel verwenden wir die schon erwahnte van der Waerdensche Vermutung:

7.4 Satz (Vermutung von van der Waerden 1926, Satz von Egoritsjev 1981 und
Falikman 1981). A sei eine doppelt-stochastische (nx n)-Matrix, Dann giit

per A 2 n!/nrI

mit Gleichheit genau fur die Matrix A, deren Eintrage samtiich 1/n sind.

7.5 Korollar. A = (A1""’An) sei eine Familie von Teilmengen einer n-elementigen
Menge S. Ferner habe jedes Ai genau k Elemente, und jedes x€ S liege in genau k
der A,. Dann gilt N(A) 2 nik"/n",

Beweis. A sei die inzidenzmatrix von A. Dann ist %A eine doppelt-stochastische
Matrix, weswegen nach 7.4 sofort per (%A) 2 ni/n" folgt. Man beachte nun
per A = k!per(%A) und verwende Lemma 7.2. Y

in geometrischer Sprechweise bilden Familien wie in 7.5 "qudratische taktische Kon-
figurationen"; spezielie derartige Strukturen sind in der Endlichen Geometrie von
groBer Bedeutung. Korollar 7.5 ist auch wichtig fur eine Abschatzung der Anzahl
Lateinischer Quadrate der Ordnung n, die dann wiederum interessante Konsequenzen
in der Endlichen Geometrie hat. Diese Fragen sind in Jungnickel (1932) ausfihrlicher
erortert.
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8. TRANSVERSALMATROIDE

in diesem und dem folgenden Abschnitt wollen wir noch die Zusammenhange zwi-
schen Transversal- und Matroidtheorie skizzieren. Es gibt viele Moglichkeiten, wie
man den Begriff "Matroid" definieren kann; wir wahlen hier eine algorithmische

Definition. Unter einem Mengensystem wollen wir eine gegeniber der inklusion ab-
geschlossene Teilmenge der Potenzmenge 2M einer endlichen Menge verstehen. Die
Elemente des Mengensystems S solien unabhdngige Teiimengen von M heifen. Das

zu S gehorende Optimierungsproblem ist wie folgt erkiart: Fur eine gegebene Ge-

wichtsfunktion w: M—»IRS ist eine unabhangige Menge A zu bestimmen, deren

Gewicht w(A} := [ w(a) maximal ist, Ein Mengensystem heift ein Matroid, wenn
acA
der in 8.1 unten beschriebene Greedy-Algorithmus das zugehérige Optimierungspro-

blem lost (fur jede Gewichtsfunktion w).

8.1 Aligorithmus {"Greedy algorithm"). Gegeben sei ein Mengensystem (M.,S} und

eine Gewichtsfunktion w: M-> IRS.

(1) Man ordne die Elemente von M nach ihrem Gewicht an, etwa M = {e1av'uem}
mit w(e,) 2 w(e2) z2 .2 w(em).

(2) i+1, A<0.

(3) Falls A U {ej}ES, setze A« A U {ei}.

(4) Falls i <m, setze i<«i+1 und gehe nach {(3).

Der bekannte Satz von Kruskal (1956) besagt dann gerade, daB die kreisfreien Teil-
mengen der Kantenmenge E eines Graphen G=(V,E) ein Matroid auf V bilden; derar-
tige Matroide heiBen graphische Matroide. Wir erwahnen eine weitere {triviale) Klas-

se von Beispielen: Wenn wir fur S alle hochstens k-elementigen Teilmengen von M

wahien, erhaiten wir ein uniformes Matroid; fur k=m, also S = ZM, spricht man von
einem freien Matroid. Der Leser iiberzeuge sich davon, daB die Korrespondenzen in
einem (bipartiten) Graphen im allgemeinen kein Matroid auf der Punktemenge indu-
zieren. Matroide sind urspriinglich von Whitney (1935) und unabh&ngig davon von van
der Waerden (1937} in der 2. Auflage seiner "Modernen Algebra" als abstrakte Verali-
gemeinerung der linearen Unabhéngigkeit eingefihrt worden. Der folgende Satz gibt

zwei aquivalente Definitionsmoglichkeiten an:

8.2 Satz. (M,S) sei ein Mengensystem. Dann sind die foigenden Bedingungen &qui-

vatent:
(i} (M,S) ist ein Matroid.
(i) For A,BES mit |A] = |Bl+1 gibt es stets ein a € A~B, fur das auch

B U {a} in S liegt.
(i) For jede Teilmenge X von M ist die Méachtigkeit der maximalen in X ent-
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haltenen unabhangigen Mengen eine Konstante P(X), der Rang von X.

Fur den (nicht sonderlich schweren) Beweis von Satz 8.2 sei der Leser auf Papa-
dimitriou & Steiglitz (1982) verwiesen. Die Definition von Matroiden tGber den Gree-
dy-Algorithmus geht auf Edmonds (1971), Gale (1968) und Weish (1968) zurick;
Edmonds hatte sein Resultat bereits 1967 auf einer Tagung angekindigt. Wegen
Satz 8.2 bilden die linear unabhangigen Spalten einer Matrix Uber einem Korper K
(oder &quivalent dazu die linear unabhangigen Teilmengen einer endlichen Teilmenge

M eines Vektorraums) ein Matroid; derartige Matroide heiBen linear oder vektoriell

(im Englischen auch "matric") und erklaren die Wah! des Terms "Matroid". Es gibt
noch viele weitere Definitionsmoglichkeiten fir Matroide; man vergleiche dazu z.B.
Welsh (1976), das Standardwerk Ober Matroide. Wir wollen jetzt zwei Kiassen von

Matroiden erwahnen, die in der Transversaltheorie von Interesse sind.

G = (V,E) sei ein Graph und S die Menge derjenigen Teilmengen von V, die von
einer Korrespondenz in G getroffen werden (vgl. die Definition nach 4.6). Wir be-
haupten, daB (V,S) ein Matroid ist. Dazu seien A und B zwei unabhangige Teilmen-
gen mit JA| = |B]+1; ferner seien K und K' Korrespondenzen, die A bzw. B tref-
fen. Falls es ein a € A~B gibt, fir das K' sogar B U {a} trifft, ist Bedingung {ii)
aus 8.2 direkt erfullt. Anderenfalls sei X die symmetrische Differenz von K und K'.
Man sieht leicht ein, daB X aus alternierenden Wegen und Kreisen (also Wegen und
Kreisen, auf denen sich Kanten von K und K' abwechseln) besteht. Aus. Anzahigrun-
den muB es einen alternierenden Weg geben, der einen Punkt x € A~B mit einem
Punkt y ¢ B verbindet, etwa den Weg W. Dann ist die symmetrische Differenz von
K' mit W eine Korrespondenz, die B U {x} trifft, also B U {x}€'S. Somit er-
fulit S die Bedingung (ii) aus Satz 8.2, weswegen (V,S) ein Matroid ist. Dies ist der
wesentliche Teil im Beweis des folgenden Satzes:

8.3 Satz (Edmonds & Fulkerson 1965). G=(V,E) sei ein Graph und W eine Teilmenge
von V. Ferner sei S die Menge aller Teilmengen A von W, die von einer Korrespon-

denz in G getroffen werden. Dann ist (W,S) ein Matroid.

Beweis. Wir haben die Behauptung fur W=V bereits bewiesen. Offenbar ist aber
fur jedes Matroid (M,S) und fur jede Teilmenge N von M die Einschrankung (N,S|N)

mit S|N := {A © N: A€S} wieder ein Matroid. /

Die in Satz 8.3 beschriebenen Matroide heiBen Korrespondenz-Matroide ("matching

matroids"). Es sei nun A = (AT""’An) eine Familie von Teilmengen einer endlichen
Menge S und G der zugehdrige bipartite Graph auf SU T mit T = {1,...,n} (wie in
Abschnitt 4). Dann sind die partiellen Transversalen von A gerade die Teilmengen
von S, die von einer Korrespondenz in G getroffen werden. Damit folgt aus 8.3:
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8.4 Koroliar, A sei eine endliche Familie von Teilmengen einer endlichen Menge
M, und S sei die Menge aller partiellen Transversalen von A. Dann ist {M,S) ein
Matroid.

Die Matroide aus 8.4 heiBen Transversalmatroide. Wegen Satz 8.2 haben alle maxi-

maten partiellen Transversalen von A dieselbe Machtigkeit. Insbesondere ergibt sich
daraus ein weiterer Beweis von 4.6. Wir erwéhnen eine spezielle Klasse von Trans-
versalmatroiden:

8.5 Korollar., M = A1 U A2 U..U Ak sei eine Zerlegung der endlichen Menge M.

Ferner seien d1""’dk naturliche Zahlen und
§={XcM [XNA] =g fur =1k
Dann ist (M,S) ein Matroid.

Beweis. A sei die Mengenfamilie, die fur i=1,...,k jeweils di Kopien von Ai enthalt.
Dann ist § gerade die Menge der partiellen Transversalen von A. Die Behauptung
folgt aus G.4.

olgt aus 8.4.

Die in 8.5 beschriebenen Matroide heiBen Partitionsmatroide. Haufig wird dabei der

Spezialfall d1=...=d =1 betrachtet. Wenn insbesondere M die Kantenmange eines Di-

k
graphen ist und die Zerlegung von M nach Kanten mit demselben Endpunkt gewé&hit

wird, erhalt man das "head partition matroid" des Digraphen,

Fur weitere Resultate (z.B. die Tatsache, daB jedes Korrespondenz-Matroid ein li-
neares Matroid ist) sei der Leser auf die Literatur verwiesen, insbesondere auf
weish (1875). Uberraschend ist, daB jedes Korrespondenz-Matroid auch ein Trans-
versalmatroid ist (Edmonds & Fulkerson 1965); allerdings ist keine Methode bekannt,

mit der man stets eine Darstellung ais Transversalmatroid konstruieren kénnte.

9. UNABHANGIGE TRANSVERSALEN

Wir wollen in diesem Abschnitt den Heiraissatz auf Matroide veraligemeinern. Es
sei also (M,S) ein Matroid und A = (AI""'An) eine Familie von Teilmengen von M.

Eine partielle Transversale von A heiBt eine unabhéingige partielle Transversale,

wenn sie in S liegt. In der Situation des Heiratssatzes betrachten wir also das freie
Matroid auf M. Die Bedingung (H) ist dann der Speziaifall der Bedingung (R) in
Satz 9.2 unten. Zun&chst bendtigen wir aber noch einen Hilfssatz Uber die Rang-
funktion eines Matroides.



- 149 -

3.1 Lemma. (M,S) sei ein Matroid mit Rangfunktion p. Dann gelten:
(R1) p(A) = |A]| fur alle ACM.
(R2) p ist isoton, d.h. aus A B foigt p(A) s o(B) fur alle ABC M.
(R3) 0 ist submodular, d.h. p(A U B) + p(AN B) = p(A) + p{B) fur alle A,BCM.

Beweis. (R1) und (R2) sind trivialerweise erfullt. Fur (R3) wahien wir eine Basis X
von A N B (das ist eine maximale unabhangige Teilmenge von A N B). Wegen Satz
8.2 kann X zu einer Basis Y von A U B ergidnzt werden. Wir schreiben Y~ X als

W U Z mit WCA~B und ZC B~A. Dann sind X U W bzw. X U Z unabhéngige in
A bzw. B enthaltene Mengen. Somit foigt

oA UBMp(ANB) = [Y]+IX] = [X UV|+XUW] = p(A)+p(B) /

Man kann umgekehrt zeigen, daB es flir jede Abbildung p: 2M - NO’ die den Bedin-
gungen (R1) bis (R3) genugt, ein eindeutig bestimmtes Matroid gibt, dessen Rang-
funktion o ist; siehe z.B. Welsh (1976) oder Jungnickel (1982). Submodutare Funktionen
sind dberhaupt von groBer Bedeutung fur die Matroidtheorie, siehe z.B. Pym & Per-
fect (1970). Der folgende Satz von Rado - die angekindigte Veraligemeinerung des
Heiratssatzes - wird heute meist als das Kernstuck der Transversaltheorie angese-

hen, vgl. z.B. Mirsky (1963a).

9.2 Satz {Rado 1942). (M.,S) sei ein Matroid und A = (AV""An) eine Familie von
Teilmengen von M. Genau dann hat A eine unabhangige Transversale, wenn gilt:

(R) p(U Az [ fur alie € {1,...,n}.
P€d

Wir beweisen gleich die folgende Verallgemeinerung von Satz 2.2:

9.3 Satz (Defektform des Satzes von Rado; Perfect 1969). (M,S) sei ein Matroid
und A = (A1""’An) eine Familie von Teilmengen von M. Genau dann hat A eine
unabhangige partiellie Transversale der Mé&chtigkeit k, wenn gilt:
(*) O(, U Ai) > {J{+k-n fur alle J c {1,..,n}.
i€d
Beweis, Wir kirzen im Folgenden fur jede Familie Bz(BT""’Bn> und fur jede Teil-
menge J von {1,...,n} die Vereinigung . U Bi mit B(J) ab. Wir betrachten die Menge

[=
F aller Familien B=(B1,...,Bn) mit red

(¥%) Bi c Ai fOr i=1y.,n und p(B)) =z [J]+k-n four alle J < {1,m.n}.
Wir ordnen F partiell durch B = B', falls BE c B; far i=1,...,n gilt. Wir wahien nun
eine Familie B, die bzgl, dieser Ordnung minimal ist, und behaupten, dal dann jedes
Bi eine einelementige Menge ist. Anderenfalls sei 0.B.d.A. ‘BTI z 2, etwa b',b" € B,-
B* und B" seien die Familien, die aus B durch Ersetzen von 81 durch B; = 81\{b‘}

bzw. durch B'{ = Bx\éb"} hervorgehen. Da B ein minimales Element von F ist, muB
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(**) fur B' wie fir B" verletzt sein. Daher gibt es Teilmengen J' und J" von
{1,ein} mit p(B'(U")) < |Jsk-n und p(B"(J") < |J" +k-n, also
(8) p(BYIM+p{BL") s [J']+ ] +2(k-n)-2.
Andererseits gilt B'(J") U B"(J") = B(J' U J" und BY{J") N B"JIM < B N J") ~{1}),
da 1 in J' wie in J" liegen muB. Mit Lemma 9.1 folgt wegen (R):

p(B'(UN+(BMUM) z p(B'(Y) U B"(I") + p(B'(UN N BYIM)
p(B(J' U JM) +p(B(J' N J") ~ {1}

JJr U I e (NI ~{1}] + 2(k-n)
o+ [0+ 2(k-n) - 1,

v I

n

im Widerspruch zu (8). )

Wir wollen eine Anwendung dieses Resultats auf gemeinsame partielle Transversalen

2weier Mengenfamilien geben. Zunachst noch ein Hilfssatz:

9.4 Lemma. A = (A1
M und S die Menge der partielien Transversalen von A. Dann gilt fir die Rang-
funktion von (M,S):

,...,An) set eine Familie von Teilmengen der endlichen Menge

pX) = min {| U A O X|- N Jclluanl]l «n
i€d
Beweis. X hat genau dann wenigstens den Rang k, wenn (X 1 Ai)i-1 n eine par-
=1
tielle Transversaie der Méchtigkeit k besitzt. Wegen Satz 4.2 ist die Bedingung daflr

LU A nX]z [Usken fir alle J © {1,.n)e
ted
Der Rang von X ist der groBte Wert von k, fur den diese Ungleichung erfillt ist. /

8.5 Satz (Mirsky & Perfect 1967). A = (A1,...,An) und B = (B .,Bn_) seien zwei
¥

poee
Familien von Teilmengen einer endlichen Menge M. Genau dann haben A und B eine
gemeinsame partielle Transversale der Machtigkeit k, wenn giit:
MPy LU A)n( U BJl 2 [l+|K|+k-m-n for alle J C{1,...,n} und
jes ! KEK .
alle K € {1,...,m}.
Beweis. Nach Satz 8.4 definieren die partiellen Transversalen von A ein Matroid
auf M, dessen Rangfunktion pdurch 9.4 gegeben ist. Eine gemeinsame partiefle Trans-
versale der Machtigkeit k von A und B ist nun einfach eine im Transversaimatroid
von A unabhangige partielle Transversale der Machtigkeit k von B, Wegen 9.3 gibt es

genau dann eine derartige partielle Transversale, wenn fur jedes K € {1,..,m} gilt:

() el U B z [K]+k-m.
keK

Mit 9.4 wird aus (*) sofort {(MP). 7



Der Leser leite als Ubung aus Satz 9.5 eine Formel fur die maximale Machtigkeit

einer gemeinsamen partiellen Transversalen ab. Der interessanteste Spezialfall von

9.5 ist:

pree 1,...,Bn}

seien zwei Familien von Teilmengen einer endlichen Menge M. Genau dann haben A

9.6 Korollar (Kriterium von Ford & Fulkerson 1958). A = (A ,An) und B = (B

und B eine gemeinsame Transversale, wenn gilt:

(FF) [(u A)n( U BYf= [Jl+1K]-n  for alle J,K © {1,000}
jed b okek
Mit &hniichen Methoden kann man auch eine Bedingung fur die Existenz einer ge-
meinsamen Transversalen von A und B, die eine gegebene Teilmenge X von M ent-
halt, angeben (Ford & Fulkerson 1858), siehe z.B. Jungnickel (1982}, Wir wollen aus
9.6 noch ein Ergebnis ableiten, das auch - ohne Matroide - aus dem Heiratssatz er-
halten werden konnte.
9.7 Satz (van der Waerden 1927). M = A1 U ..U An = B1 U ..U Bn seien zwei
Partitionen einer nr-elementigen Menge M in Teilmengen der Machtigkeit r. Dann
haben (A1....,An) und (BT""'Bn) eine gemeinsame Transversale,
Beweis. Da alle Ai und Bj r-eiementig sind, gilt for aite J,KC {1,...,n}:
(U AYNn( U B = [dir+{K]r-nr = (JJ |+ K] -n)r.

jed bokex

Falls |J{+|K] 2 n ist, folgt daraus (FF) aus 9.6; fur |J|+|K| < n ist (FF) trivia-

terweise erfollt, Y

~

9.8 Korollar (Milter 1910). H sei eine Untergruppe der endlichen Gruppe G. Dann
besitzen die Familien der linken bzw. rechten Nebenklassen von H eine gemeinsame

Transversale.

Zum AbschiuB wollen wir noch die Umkehrung von Satz 8.2 beweisen. Wir erhalten
damit eine weitere Charakterisierung der Matroide; zugleich zeigt sich, daB die Ma-

troidtheorie der angemessene strukturelie Rahmen der Transversaltheorie ist.

9.9 Satz (Rado 1942). M sei eine endiiche Menge und S eine Teilmenge von 2M.
Genau dann ist (M,S) ein Matroid, wenn die beiden folgenden Bedingungen fir jede
Familis A = (AI’""An) von Teilmengen von M &guivalent sind:
(R U Ai enthalt fur jedes J C {l...,n} eine Menge XCS mit |X|=]|J].
ied
(T) A hat eine Transversale T€ S.
Beweis. Fur Matroide gilt die genannte Aguivalenz nach Satz 9.2. Seien also umge-

kehrt (R) und (T) fir jede Familie A aquivalent. Wir zeigen zunachst, daB S gegen-



tber der inklusion abgeschlossen ist. Sei also X €S; dann erfilit die Famitie ({X}‘lxex

Bedingung (T), also auch (R). Triviaierweise erfullt dann fur Y C X auch die Familie
({y})y cy die Bedingung (R), also auch {T); daher muB Y €5 gelten. Wir zeigen nun
die Gultigkeit der Bedingung (ii) aus Satz 8.2; dann ist aiso (M,S) ein Matroid. Es
seien X,YE€S mit |X|=[Y]|+1, etwa X = {xl,....xn”} und Y = {y1,...,yn}. Wir be-
trachten A = (A1""’An+1) mit A, = {yi} for i=1,,n und A = X. Dann erfillt
die Teilfamiiie (A

},...,An) Bedingung (T), also auch (R). Wir ;::Hen zeigen, daB auch
A Bedingung {R) erfoilt. Es genugt, J C {1,...,n+1} mit n+1 £€J zu betrachien; wegen
Am_I:X ist dann (R} fur solche J erfulit. Somit erfullt A auch die Bedingung (7},
weswegen UV'"“"n'xi] fur mindestens ein %, ¢ Y in S liegen muB, y

10. AUSBLICK

Der Verfasser hofft, in diesem Artikel einen Uberblick Uber die wichtigsten Teile
der Transversaltheorie gegeben zu haben. Dabei sollten die grundiegenden Satze be-
wiesen werden; auch sollte der algorithmische Asepkt wenigstens angedeutet werden,
Trotzdem ist dieser Aspekt insgesamt - besonders in den letzten Abschnitten - immer
noch nicht geniigend bericksichtigt worden. Wir missen dafur auf die Literatur ver-
weisen. Leider konnte auf einige Fragen tberhaupt nicht eingegangen werden; insbe-
sondere gilt das tir die Transversaltheorie unendlicher Familien. Wir verweisen dafur
auf Mirsky (1871) und Jungnickel (1982), Auch die Anwendungen der Transversaltheo-
rie in der endlichen Geometrie (Parallelismen, Lateinische Quadrate, inzidenzstruktu-
ren mit gegebenen Graden) sind etwas zu kurz gekommen. Abgesehen von der eigent-
lichen Transversaltheorie sei dem lLeser auch eine nahere Beschaftigung mit der Mea-
troidtheorie (einem m.E. noch immer nicht hinreichend in seiner Wichtigkeit berick-
sichtigtem Gebiet) und der Kombinatorischen Optimierung empfohien, Dabei sesien die

Bucher von Lawler {1976} und Welsh (1978) nochrmals nachdrickiich erwahnt.
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