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1 Wozu thermoelektrischer Transport durch
Nanostrukturen?

Mit fortschreitender Miniaturisierung thermoelektrischer, optischer und elektronischer Bau-
teile ist ein grundlegendes Verstandnis von Transportprozessen in Systemen auf der Nanome-
terskala nicht mehr nur von rein theoretischem Interesse, sondern von direkter Relevanz fiir
technologische Anwendungen. Aus theoretischer Sicht stellen besonders quantenmechanische
Systeme im Nichtgleichgewicht mit wechselwirkenden Fermionen eine grofie Herausforde-
rung dar, weswegen in den letzten Jahren in diesem Themengebiet viel geforscht wurde [1]].
Typischerweise betrachtet man hierfiir eine Nanostruktur, welche an Zuleitungen gekoppelt
ist, um so mit einer Spannung und einem Temperaturgradienten sowohl einen Ladungs-, als
auch einen Energiestrom durch die Nanostruktur zu erzeugen. Wéahrend fiir isolierte Systeme
mit wechselwirkenden Fermionen (System im Gleichgewicht) bereits sehr gute numerische
und analytische Methoden existieren, um den Grundzustand, aber auch die Zustdnde bei
endlichen Temperaturen bestimmen zu konnen, erweist es sich als sehr schwer, Stréme durch
einfache Nanostrukturen exakt zu berechnen, wenn sich das System im Nichtgleichgewicht
befindet [2]. Wegen dieser Schwierigkeiten werden bei der exakten Berechnung der Strome
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Abbildung 1.1: Nanostruktur, bestehend aus drei Gitterpldtzen (schwarze Kreise),
welche an die Zuleitungen L und R gekoppelt ist. Die Zuleitungen besitzen die Tempe-
raturen T; und die chemischen Potentiale p; mit j = L, R, wobei die Spannung durch
eV = ur — pg definiert ist.

Systeme betrachtet, bei denen sich lediglich ein Gitterplatz zwischen den Zuleitungen befin-
det, wie das spinlose IRLM (interacting resonant level model) [3|] oder das SIAM (single-impurity
Anderson model) . Um die Stréme durch diese Systeme bestimmen zu kénnen, gibt es sowohl
numerische, als auch analytische Methoden wie beispielsweise die td-DMRG (time-dependent
density matrix renormalization group) [5H7]], Green’sche Funktionen im Nichtgleichgewicht [8}9],
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die TEBD Methode (time-evolving block decimation) [10}[11], die iterierte Summation von Pfadin-
tegralen [12], die NRG Methode (numerical renormalization group) [13,[14] und die zeitabhédngige
Dichtefunktionaltheorie [15-18]. Auch wenn lediglich sehr kleine Nanostrukturen mit wech-
selwirkenden Fermionen zwischen den Zuleitungen betrachtet werden, ist die numerische
Berechnung der Strome durch die Nanostruktur mit den oben genannten Methoden sehr
aufwendig.

In der ersten Hailfte dieser Arbeit befassen wir uns mit wechselwirkungsfreien, aber auch
wechselwirkenden Elektronensystemen, bei denen wir sowohl den Ladungs-, als auch den
Energiestrom durch die zentrale Nanostruktur berechnen. Im zweiten Kapitel betrachten wir
zundchst wechselwirkungsfreie Systeme mit der Struktur aus Abb. Um die Stréme durch
die zentrale Struktur (Streuregion) zu berechnen, verwenden wir die Zeitentwicklung des
quantenmechanischen Dichteoperators und als Alternative hierzu den Landauer-Biittiker-

Formalismus, welche identische Ergebnisse liefern.

Im dritten Kapitel betrachten wir Systeme mit der gleichen Struktur wie bei den wechselwir-
kungsfreien Systemen, wobei in der Streuregion die Elektronen nun miteinander wechselwir-
ken. Die Wechselwirkung der Elektronen behandeln wir mit der Hartree-Fock-Nahrerung,
was eine zeitsparende Alternative zu den oben genannten Methoden darstellt, um die Effekte

der Wechselwirkung auf die Strome abschitzen zu kdnnen.

Mit den Methoden und den Erkenntnissen, welche wir bei der Betrachtung des thermoelek-
trischen Transports durch Nanostrukturen im zweiten und dritten Kapitel gewonnen haben,
konnen die Leistung und der Wirkungsgrad von Nanowdrmemaschinen berechnet werden.
Das Ziel dieser Warmemaschinen ist, durch eine geeignete Konfiguration der Maschine mog-
lichst effizient aus Warme elektrischen Strom zu erzeugen [19-21]. Generell hangt die Funktion
solcher Warmemaschinen von der Kombination aus Ladungs- und Warmetransport durch
Nanostrukturen ab, wobei diese Nanostrukturen an makroskopische Zuleitungen gekoppelt
sind. In den letzten Jahren wurden viele Entwiirfe einer méglichen Warmemaschine diskutiert,
wobei die meisten Vorschldge aus Systemen von Quantenpunkterﬂ als Streuregion zwischen
den Zuleitungen bestehen [23-33].

Um die Funktionsweise einer Warmemaschine besser verstehen zu konnen, diskutieren wir im
vierten Kapitel zundchst den Seebeck-Effekt. Zudem stellen wir mit Hilfe von linearen Trans-
portkoeffizienten einfache Zusammenhinge zwischen den Ladungs- und Warmestrémen und
Groflen wie dem elektrischen und thermischen Leitwert her.

Im fiinften Kapitel gehen wir speziell auf die Warmemaschine aus Abb. [1.2]ein, welche von
Jordan et al. [21] vorgeschlagen wurde. Die Warmemaschine besteht aus den beiden Zulei-

1 Ein Quantenpunkt (engl. quantum dot) ist eine Struktur, typischerweise bestehend aus Halbleitermaterialien,
welche die Bewegungsfreiheit der Elektronen in alle Richtungen einschrankt. Somit besitzen die Elektronen in
Quantenpunkten diskrete Energieniveaus [22].




Abbildung 1.2: Nanowdrmemaschine mit drei Zuleitungen, welche von Jordan et al.
vorgestellt wurde. Die blauen Zuleitungen besitzen die tiefere Temperatur T, das rote
Reservoir besitzt die hohere Temperatur 7. Die Zuleitungen sind mit dem Reservoir
iber einzelne Quantenpukte (schwarze Kreise) verbunden. Zudem sind die Richtungen
der Ladungsstrome I und der Warmestréome J" durch die Pfeile dargestellt.

tungen L und R mit der tieferen Temperatur 7Tx und dem Reservoir Z mit der héheren
Temperatur Ty . Die Zuleitungen und das Reservoir sind jeweils iiber einen einzelnen Quan-
tenpunkt (schwarze Kreise) miteinander verbunden. Durch ein asymmetrisches Potential
an diesen Quantenpunkten, wird ein Ladungsstrom I von R nach Z und Z nach L erzeugt.
Zudem flieft jeweils ein Warmestrom J" vom heifleren Reservoir in die kilteren Zuleitun-

gen.

In der Publikation wurde die inkohdrente Warmemaschine betrachtet, bei der die bei-
den Quantenpunkte raumlich sehr weit voneinander entfernt sind und dadurch der direkte
Ladungsstrom von L nach R unterdriickt wird. Da sich aber die Frage aufdrdngt, ob sich
die inkohdrente Warmemaschine tiberhaupt technisch umsetzen lasst, werden wir uns im
fiinften Kapitel mit der kohdrenten Warmemaschine auseinandersetzen, bei der der Ladungs-
strom von L nach R nicht unterdriickt wird. Hier werden wir feststellen, dass die kohirente
und inkohdrente Warmemaschinen nahezu die gleichen Leistungen und Wirkungsgrade

erzielen.

Abschliefiend befassen wir uns mit der Frage, ob sich die Leistung und der Wirkungsgrad
der Warmemaschine steigern lassen, indem man die einzelnen Quantenpunkte zwischen den
Zuleitungen und dem Reservoir durch spezielle Strukturen mit gekoppelten Quantenpunkten
ersetzt. Interessanterweise reichen bereits Strukturen aus sehr wenigen Quantenpunkten, um

die Effizienz der Warmemaschine in etwa zu verdoppeln.







2 Das Tight-Binding-Modell

Wir betrachten in dieser Arbeit den thermoelektrischen Transport durch Modelle mit mindes-
tens zwei Zuleitungen (Leads), die durch einen zentralen Bereich (Streuregion) miteinander
verbunden sind und jeweils verschiedene chemische Potentiale und Temperaturen haben kon-
nen. Es werden also Systeme behandelt, die sich im Nichtgleichgewicht befinden. In diesem
Kapitel befassen wir uns zundchst mit eindimensionalen und wechselwirkungsfreien Elek-
tronensystemen in einer Dimension (s. Abb.[2.I). Um in diesen Systemen die Ladungs- bzw.
Energiestrome bestimmen zu konnen, werden wir den Hamiltonoperator im Tight-Binding-
Modell als Grundlage verwenden. Dazu werden wir zwei verschiedene Methoden niher
betrachten: Als erstes werden wir eine Zeitentwicklung des grofskanonischen Dichteoperators
des Systems durchfiihren, um so die Stromdichten in Abhédngigkeit von der Zeit bestimmen zu
konnen, was uns dann die stationdren Strome liefert. Zum anderen benutzen wir den Landauer-
Biittiker-Formalismus um die Ladungs- und Energiestrome zu erhalten. Mit dem Formalismus
kann zudem veranschaulicht werden, wie die Energiebander der Zuleitungen und die Trans-
mission durch den zentralen Bereich die Strome durch die Streuregion beeinflussen. Im letzten
Abschnitt dieses Kapitels vergleichen wir die beiden Methoden und werden herausfinden,

dass die Werte der stationdren Strdme nahezu identisch sindl

2.1 Hamiltonoperator im Tight-Binding-Modell

In dieser Arbeit werden wir die Systeme mit einem Hamiltonoperator im Tight-Binding-
Modell mit und ohne Wechselwirkung beschreiben. Zunichst stellt sich aber die folgende
Frage:

2.1.1 Warum Tight-Binding?

Wolfgang Nolting leitet sein Buch Grundkurs fiir Theoretische Physik 7 mit dem Absatz
ein: ,,Die physikalische Welt besteht aus wechselwirkenden Viel-Teilchen-Systemen. Deren exakte
Beschreibung erfordert die Losung von entsprechenden Viel-Teilchen-Schrédinger-Gleichungen, was

1 Die Ergebnisse in diesem Kapitel beruhen zum Teil auf den Referenzen [34] und [45].
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allerdings in der Regel unmaglich ist. Die Aufgabe der Theoretischen Physik besteht deshalb darin,
Konzepte zu entwickeln, mit deren Hilfe ein Viel-Teilchen-Problem physikalisch verniinftig approximativ
geldst werden kann.  [35].

In der Festkorperphysik betrachten wir also makroskopische Systeme, die im Allgemeinen
aus sehr vielen Teilchen (~ 10?*) bestehen. Besitzen diese Systeme eine periodische Struktur,
spricht man von Kristallen, welche sich im Allgemeinen aus Gitterionen und Valenzelek-
tronen zusammensetzen. Die Gitterionen bestehen aus positiv geladenen Atomkernen, an
denen die negativ geladenen Rumpfelektronen gebunden sind. Die Valenzelektronen sind
die Teilchen, die bei einem Festkdrper mit Leitungscharakteristik fiir den Teilchenstrom ver-
antwortlich sind. Diese Valenzelektronen gehoren im Allgemeinen verschiedenen Orbitalen
an, was in einem Festkorper mit einem periodischen Gitter bedeutet, dass es mehrere Ener-
giebéindelﬂ gibt. Dazu kommen noch Wechselwirkungen zwischen Ionen und Ionen, Ionen
und Elektronen und natiirlich Elektronen mit anderen Elektronen. Wenn man sich noch
vor Augen fiihrt, dass ein typischer makroskopischer Festkorper ~ 10?* Atome besitzt, ist
die genaue Berechnung solcher Systeme selbst mit den leistungsstarksten Computern nicht

moglich.

Eine Methode, alle Energiebdnder der Valenzelektronen eines Kristalls zu betrachten, die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung zu berechnen und die energetisch giinstigste Position der
Gitterionen zu finden, bietet die Dichtefunktionaltheorie (DFT), welche aber nur numerisch
durchgefiihrt werden kann. Betrachtet man mit der DFT allerdings den thermoelektrischen
Transport durch eine Nanostruktur, ist die Berechnung sehr zeitintensiv.

Mochte man den thermoelektrischen Transport analytisch berechnen, ist man auf Naherungen
angewiesen. Eine mogliche Herangehensweise ist, dass nur ein Energieband betrachtet wird,
namlich jenes, was am ndchsten zur Fermi—KanteE] ist. Zwei weitere Ndherungen, die wir
zundchst benutzen werden, ist zum einen die Vernachlidssigung der Wechselwirkung der
Elektronen mit den Ionen und auch anderen Elektronen, zum anderen nehmen wir an, dass
das Kristallgitter unbeweglich ist. Mit diesen Naherungen kommt hierfiir das Tight-Binding-
Modell in Frage.

Beim Tight-Binding-Modell hat die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Elektrons ein Maxi-
mum auf einem Gitterplatz des Systems. Das hat zur Folge, dass die Bewegung der Elektronen
von einem Gitterplatz zum nédchsten eingeschrankt wird. Mit dem Tight-Binding-Modell
kann so ein einzelnes Energieband eines Kristalls, aber auch Systeme aus (durch Tunneln)
gekoppelten Quantendots beschrieben werden, weswegen wir uns in dieser Arbeit auf dieses
Modell beschranken.

2 Die Energieniveaus der Elektronen eines unendlich grofien idealen Kristalls (periodisch wiederholendes Gitter)
konnen durch kontinuierliche Funktionen (Energiebander) beschrieben werden.

3 Die Fermi-Kante ist das hochste Energieniveau, welches ein Elektron in einem System im Grundzustand
erreichen kann.




2.1 Hamiltonoperator im Tight-Binding-Modell

Der Tight-Binding-Hamiltonoperator im Besetzungszahlformalismus ist im Allgemeinen wie

folgt definiert [36]:
=Yty e, + Zemz @.1)
(i3),0
Bei der ersten Summe wird mit (ij) nur tiber alle ndchsten Nachbarn j eines Gitterplatzes i sum-
miert (es wird nicht zusétzlich {iber alle Nachbarn des Gitterplatzes j summiert). Hierbei ist der
Hoppingparameter t;; eine Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir das Wechseln eines Elektrons
von Platz j nach i. Der zweite Term beschreibt ein Potential (Gatespannung) €;, welches jeweils
auf jedem Gitterplatz angelegt werden kann. Des Weiteren sind ¢ cZ o (¢, ;) die Erzeugungs-

(Vernichtungs-)operatoren, welche ein Teilchen auf Platz i (j) erzeugen (vernichten), und der
AT

Besetzungszahloperator ist gegeben als #; = » _, ¢; ,¢; .

. Die Erzeugungs- und Vernichtungs-
operatoren erfiillen die Antikommutatorrelationen mit

|:é;r,0'7éj,a’:|+_éZUA]o’—i_c]o 1,0 67150'0
(2.2)
AT o | N
|:Czo" jo’:|+ =0= [Czo’ ]U}-i-
und dem Kronecker-Delta
1 _
5ij = e 23)
0 i#]

Der Index o =7, | in GL. beschreibt den Spin der Elektronen. Da wir aber zundchst keine
Spinwechselwirkungen oder externe magnetische Felder betrachten, bedeutet der Index ledig-
lich, dass zwei Elektronen mit unterschiedlichem Spin auf einem Gitterplatz sein kénnen, was
das Pauli-Prinzip andernfalls verbieten wiirde. Damit gilt fiir die Stromdichten, dass diese
verdoppelt werden. Weil also der Spinindex im Tight-Binding-Modell (Gl. (2.1)) im thermo-
elektrischen Transport nur einen Faktor 2 ausmacht, werden wir zunéchst spinlose Elektronen

betrachten, und somit die Summation iiber o weglassen.

Im nédchsten Abschnitt werden wir uns mit einer eindimensionalen Kette ein konkretes Beispiel
tiir ein Tight-Binding-Modell ndher ansehen.

2.1.2 Die eindimensionale Kette

Der Einfachheit halber betrachten wir zundchst den Hamiltonoperator fiir ein eindimen-
sionales, nichtwechselwirkendes Elektronensystem in der Tight-Binding-Néaherung (siehe
Abb. 2.1). Die zwei Zuleitungen mit den Hoppingparametern ¢, und ¢, bei denen ein zu-
satzliches Potential €7, und e angelegt werden kann, werden mit den Parametern ¢} und t/,
mit der Streuregion verbunden, bei der die Hoppingparameter ¢; und die Gatespannungen
¢j unabhédngig voneinander gewéhlt werden konnen. Des Weiteren besitzt die Streuregion
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Ny Gitterplatze, die linke Zuleitung soll Ny, Plitze haben und endet bei Gitterplatz a und
das rechte Lead beginnt bei Platz b und besitzt insgesamt Ny Pldtze. Demzufolge hat das
System Nges = N1, + Ng + Npg Gitterpldtze. Damit erhalten wir die Hamiltonoperatoren fiir
die einzelnen Segmente des Systems

a—1 a
iy ==t > (el + e ) +er i (2.4)
j=1 j=1
]\v/vges*1 Nges
Hp=—tp Y (e +ne) +endn (2.5)
j=b j=b
b—2 b—1
s == > t; (it +he) + Y ey (2.6)
j=a+1 j=a+1
Hrs =t (él et h.c.) 2.7)
Hsp = —th, (egab_l n h.c.) : (2.8)

wobei H; und Hp die linke bzw. rechte Zuleitung, Hyg die Streuregion und Hps (ﬁ sr) die
Ankopplung der Leads an die Streuregion beschreiben. Damit ist der gesamte Hamiltonopera-
tor

f{ges :E[L+-FILS+IA{S+I;[SR+-FIR- (29)

In Abschitt haben wir bereits erldutert, dass beim Tight-Binding-Modell in einer Dimen-
sion lediglich ein Energieband der Elektronen betrachtet wird. Um die Energiebdander der
Leads aus GL und zu berechnen, wird tiblicherweise eine Fourier-Transformation
des Hamiltonoperators durchgefiihrt, da das Tight-Binding-Modell mit gleichen Hopping-
parametern und Gatepotential den Vorteil hat, im Fourier-Raum diagonal zu sein. Bei der

tr [t t tng—1_ tr|_ tr
a a+1 b—1 b
L R

Abbildung 2.1: Eindimensionales Modell in der Tight-Binding-Ndherung mit zwei
Zuleitungen und einer Streuregion mit Ng Gitterpldtzen, welche mit den Hopping-
parametern ¢ und t}; verbunden sind. In den Zuleitungen gibt es jeweils nur ein
Hoppingparameter ¢;, bzw. ¢, in der Streuregion konnen die Hoppingparameter will-
kiirlich gewdhlt werden.

Fourier-Transformation ersetzen wir die Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren in den

Hamiltonoperatoren der Leads durch

6 = — ikjag (2.10)

J TL,R 4 e,
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it = S emihing] 2.11)

wobei hier tiber die Wellenzahlen £ summiert wird und a die Gitterkonstante ist. Damit

erhalten wir fiir die Hamiltonoperatoren der Zuleitungen

Hpr= Y [-2tLrcos (kL ra) +cL gl éLL,RékL,R (2.12)

kr.r

und die Eigenenergien
By, n = —2tr,rcos (kp,ra) + €L,R. (2.13)

Mit den Eigenenergien kénnen wir auch die Gruppengeschwindigkeit vy, ,, der Leads wie

folgt angeben:
1 dEkZLYR 2tL’Ra/

VbLn = 3 AT =— sin (kr,ra), (2.14)

welche wir im spdteren Verlauf der Arbeit noch bendtigen werden. Den Gitterabstand a setzen
wir in dieser Arbeit auf ,1”.

Das Energieband (Dispersionsrelation) eines Systems mit gleichen Hoppingparametern ¢, p
ist also die Kosinusfunktion, die um den Wert €7, r verschoben ist. Die Wellenzahl k£ kann nun
an beliebige Randbedingungen angepasst werden. Wéhlen wir beispielsweise t; = t, = 0
besteht unser System (Abb aus drei isolierten Bereichen (Zuleitungen und Streuregion).
So konnen wir eine Zuleitung als unendlich tiefen Potentialtopf sehen, was als feste Randbe-
dingung bezeichnet wird. Die Wellenzahl ist in diesem Fall gegeben als k1, p = n7 /(N r+ 1),
wobei n = 1,..., Nz gr. Nehmen wir die Leads als sehr grofs an, betrachten wir mit festen
Randbedingungen also ein Energieband als halbe Kosinusfunktion mit 0 < k7, g < m, wobei
die Energieniveaus der Elektronen nicht entartet sind.

Die Zuleitungen besitzen nur ein Energieband, weil wir die Hoppingparameter und Gate-
spannungen an jeder Stelle gleich gewahlt haben. Betrachtet man aber beispielsweise ein Lead
mit zwei verschiedenen Hoppingparametern, die sich periodisch abwechseln, erhdlt man
zwei Energiebdnder mit einer Energieliicke dazwischen [37]. Am Ende dieser Arbeit werden
wir kurz auf zwei- und dreidimensionale Systeme eingehen, bei denen wir auch mehrere
Energiebander in den Zuleitungen betrachten.

Im nédchsten Abschnitt werden wir uns mit den Ladungs- und Energiestromdichten auseinan-

dersetzen und einen Ausdruck fiir die Transmission der Streuregion finden.
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2.2 Thermoelektrischer Transport

Um den thermoelektrischen Transport durch die Streuregion in Abb. beschreiben zu
konnen, betrachten wir in diesem Abschnitt die Ladungs- und Energiestromdichten (j ¢ und
§%) und damit die zugehorigen Ladungs- und Energiestrome (I und J¥) genauer. Im ersten
Abschnitt betrachten wir zunéchst die Ladungsstromdichte und werden herausfinden, dass
wir dadurch nicht nur den Ladungsstrom bestimmen kénnen, sondern auch die Transmission
durch eine Streuregion definieren konnen. Im zweiten Abschnitt finden wir einen Ausdruck fiir

die Energiestromdichte und damit auch fiir den Energiestrom.

2.2.1 Ladungsstromdichte und Transmission

Die Ladungsstromdichte am Gitterplatz [ kann in dreidimensionalen Systemen im Allgemei-
nen mit der Kontinuitdtsgleichung

d . .
a<nl> +Vjif=o0. (2.15)

ausgedriickt werden. Die Divergenz der Ladungsstromdichte ist in einer Dimension die Ab-
leitung in x-Richtung und lasst sich wegen der Diskretheit des Tight-Binding-Modells als
djf /dz = (€ — j& ,)/a schreiben. Den Gitterabstand a haben wir zwar in dieser Arbeit auf
,1” gesetzt, man erkennt aber mit dieser Schreibweise, dass es sich im kontinuierlichen Fall
(a — 0) um die Ableitung der Stromdichte nach dem Ort handelt. An der eindimensionalen
Ableitung kann man auch leicht erkennen, dass die zeitliche Ableitung des Erwartungswerts
des Besetzungszahloperators zwei Ladungsstromdichten zur Folge hat: zwischen den Git-
terplatzen | — 1 und [ die Dichte j , und zwischen den Gitterplatzen [ und [ + 1 die Dichte

Jf.

Die zeitliche Ableitung des Erwartungswerts des Besetzungszahloperators ldsst sich mit dem
Ehrenfest’schen Theorem 4 ) 3
N 1 A A N

—(0) = —([H,0]- = 2.16

$0) = 11,01+ { 50) @.16)
berechnen, wobei hier O ein beliebiger Operator, und [H,0]_ = HO — OH der Kommuta-
tor istﬁ In Gl. 2.16) ersetzen wir nun den Operator O durch den Besetzungszahloperator
n; an Platz [ und verwenden den Hamiltonoperator H ges aus (2.9). Zudem verschwindet
der zweite Term der rechten Seite, da der Besetzungszahloperator nicht von der Zeit ab-
héangt.

4 Wir benétigen das Theorem in dieser Arbeit noch 6fter, deswegen wird es hier einmal allgemein angegeben.

10



2.2 Thermoelektrischer Transport

Insgesamt erhalten wir fiir die Kontinuitdtsgleichung aus (2.15)

i, = ) .

3l Hyed =) = i = G (217)
Hier konnen wir leicht erkennen, dass der Kommutator auf der linken Seite nur Terme der Form
léhe 5 éi, ¢s]— enthélt. Verwendet man die Vertauschungsrelationen fiir Fermionen aus (2.2), kon-

nen wir den Kommutator im Allgemeinen wie folgt auswerten:

g chesl- = dhegele; — elesele,
= 0pChis — Oasthiy — dehesey + dlelegey (2.18)

wobei hier d,, g das Kronecker-Delta aus ist. Aus dem allgemeinen Kommutator kann man
herauslesen, dass zwei Besetzungszahloperatoren (o« = 3 und v = ) miteinander vertauschen,
also [fiq, 71| = 0 gilt. Wertet man nun den Kommutator [, H ges)— mit Hilfe von Gl aus,
erhidlt man fiir die Ladungsstromdichte zwischen Platz [ und I+1

.C itie /.4 .
= ((c;rﬂcl) - h.c.) . (2.19)

Beim positiven Term des Stroms wird zuerst ein Teilchen auf Platz [ + 1 erzeugt und auf Platz [
vernichtet, weshalb die positive Stromrichtung der Teilchenstromdichte von links nach rechts
gegeben ist. Weil aber die Elektronen negativ geladen sind, geht die Ladungsstromdichte
mit der Elementarladung e < 0 in die umgekehrte Richtung. Es muss also immer beachtet
werden, ob von der Teilchen- oder der Ladungsstromdichte gesprochen wird. Aus GI.
kann man auch leicht die Einheit ,Ladung pro Zeit” der Stromdichte herauslesen, da die
Erwartungswerte von Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren dimensionslos sind, der
Hoppingparameter t; die Einheit , Energie” besitzt und & durch , Energie mal Zeit” gegeben
ist.

Bei spédteren numerischen Berechnungen werden wir ausschliefslich den Ladungsstrom I
betrachten, welcher in drei Dimensionen gegeben ist als das Integral der Ladungsstromdichte
tiber die Fliache A des Leiters

= / dA iC. (2.20)

In einer Dimension sind also die Stromdichten gleich den Stromen. Weil wir in dieser Arbeit nur
Systeme betrachten, die eindimensional sind oder auf eindimensionale Systeme transformiert

werden konnen, wird dies fiir die ganze Arbeit gelten.

Die Strome werden wir zwischen den Leads und der Streuregion berechnen. Betrachtet man da-

11



2 Das Tight-Binding-Modell

zu als Beispiel das System in Abb. erhalten wir die Ladungsstrome

ithe /,.+ .
Irs = % <<cl+1ca) — h.c.>
(2.21)
ithe s, 4.
Isp = % <<c£cb71> — h.c.)

Spédter werden wir die Ladungsstrome auf die Zeit auftragen und feststellen, dass die Strome
leicht fluktuieren. Deshalb bilden wir den Mittelwert der beiden Strome

_ Ins + Isr

I ;
2

(2.22)

damit ein genauerer Wert abgelesen werden kann.

Die Ladungsstromdichten geben nicht nur den Strom durch eine Streuregion an, man kann mit
ihnen auch die Transmission durch die zentrale Region bestimmen. Die Transmission eines Teil-
chens mit der Energie F},, von der linken Zuleitung in die rechte ist mit

-C

T(By,) = |22
Jr

(2.23)

definiert [38].

Zu beachten ist, dass j¢ die auf die Streuregion zulaufende Ladungsstromdichte in der
linken Zuleitung und j§ die von der Streuregion weglaufende Stromdichte im rechten Lead
ist.

Im néchsten Abschnitt berechnen wir, analog zur Ladungsstromdichte, die Energiestromdichte
durch eine Streuregion.

12



2.2 Thermoelektrischer Transport

2.2.2 Energiestromdichte

Wir betrachten zundchst auf einem Gitterplatz [ die Energiestromdichte und werden dann
diese Ergebnisse benutzen, um die Stromdichte durch eine Streuregion berechnen zu kénnen.
Die Energiestromdichte am Platz [ wird, analog zur Ladungsstromdichte, durch die zeitliche
Ableitung des Energieerwartungswerts an diesem Platz beschrieben. Dazu benutzen wir

wieder die Kontinuitdtsgleichung

d . .
a(hﬂ + ViF =0, (2.24)

wobei die Energie durch den Hamiltonoperator an einem Platz mit
UPS PUNE 7 B AU T -1 (.4
hy =gi¢¢; — 5 ¢,16 the ) - —~ ¢¢,_, +h.c. (2.25)

gegeben istE] Die Ableitung nach der Zeit des Erwartungswerts der Energie kann durch das
Ehrenfest-Theorem ((2.16)) ausgewertet werden, und man erhilt den Kommutator

iy 1

- E(hl> h<[hl7 ﬁgeS]7> = v]lE (226)

Der zweite Term des Ehrenfest-Theorems fillt weg, da /; nicht von der Zeit abhéingt und man

erhilt mit G1. (2.18)

i

h

o 1 o i 4 s
([, Hyes)-) = o= (e +20) 5 = gotitin (@08 — hec.)

1 ) i o o
9 (-1 + 61)]16;1 + ?htl—ltl—Q ((c;fcl_2> — h.C.)

, (2.27)

wobei hier bereits die Terme der Form <élT +1¢) in die Ladungsstromdichten i und j© | aus
Gl zusammengefasst wurden. Zudem fallt auf, dass im Gegensatz zur Ladungsstrom-
dichte auch Terme mit Hopping zu {iberndchsten Nachbarn existieren. Deswegen ist es bei
der Energiestromdichte nicht so einfach, die Divergenz V¥ aus der Kontinuititsgleichung
auszuwerten, da zu den Termen aus Gl eigentlich noch ein Term von Gitterplatz [ — 1
auf Platz [ 4+ 1 hinzukommt, wenn man die gesamte Energiedichte zwischen Platz [ und [ + 1
berechnen méchte.

Wir werden spéter nur noch die Energiestrome J E betrachten, welche analog zu den Ladungs-
stromen mit
JE = / dA ;¥ (2.28)

gegeben sind und auch hier fiir eindimensionale Systeme JZ = ;¥ gilt.

5 Die Definition von h; ist nicht eindeutig. Neben der hier gewzhlten symmetrischen Form sind auch asymmetri-
sche Versionen moglich.
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2 Das Tight-Binding-Modell

Die Energergiestrome werden wir zwischen den Zuleitungen und der Streuregion berechnen.
Betrachtet man dafiir das System aus Abb. 2.1} besteht der Energiestrom vom linken Lead in das
Streuzentrum demnach aus drei Termen. Einmal von Platz a zu a + 1, zudem zwei Terme mit
dem tiberndchsten Nachbar-Hopping, von a — 1 zu a+ 1 und a zu a + 2. Insgesamt erhalten wir
dann fiir den Energiestrom vom linken Lead in die Streuregion

1 i g i
s =5 (eo+e) s — 5 [t'Ltl(<cg+2ca> —he) +tpth (e e, ) - h.c.)} . (229)

und analog fiir den Energiestrom von der Streuregion in das rechte Lead

1 i s .
JEr = 5 (ens +2R) Isr = 57 [tnerth((e)é,_o) = he) + tatp((e]10, 1) —he)| . (230)

Wie beim Ladungsstrom berechnen wir auch hier den Mittelwert der beiden Stréme J£q und
JE, mit
_Jist JSER.

E
J 2

(2.31)
Zudem ist der Energiestrom J¥ positv in der Richtung von links nach rechts.

Im nédchsten Abschnitt diskutieren wir, wie die Erwartungswerte der Form (éLé 5) konkret
berechnet werden kénnen, um den Ladungs- und Energiestrom nummerisch zu bestim-

men.

14



2.3 Zeitentwicklung des Dichteoperators

2.3 Zeitentwicklung des Dichteoperators

Wir haben nun Ausdriicke gefunden, wie wir den Ladungs- und Energiestrom in eindimen-
sionalen und wechselwirkungsfreien Elektronensystemen (s. Abb. berechnen konnen, die
Erwartungswerte der Form (éléﬁ) enthalten. In diesem Abschnitt erldutern wir, wie diese
numerisch bestimmt werden kénnen. Deshalb werden wir uns zunéchst den grofikanonischen
Dichteoperator fiir das System aus Abb. 2.1|ansehen und anschlieflend eine Zeitentwicklung
durchfiihren. Weil der Dichteoperator fiir ein System von N,s Fermionen aber im Allgemeinen
in einem Hilbertraum der Grole 2/Vees x 2Nees operiert, mochten wir fiir den Erwartungswert
eine Herleitung prasentieren, bei der nur noch Matrizen der Grofle Nges X Nges Verwendet
werden.

2.3.1 Der grofikanonische Dichteoperator

Generell konnen Erwartungswerte von Operatoren iiber die Spur des (im Allgemeinen zeitab-

héngigen) Dichteoperators p(t) und des Operators O
(0) = Sp [p(1)0)] (2:32)

bestimmt werden. Der Dichteoperator wird verwendet, um zu einem bestimmten Zeitpunkt
eine Besetzung des Systems vorzugeben. Anschlieffend kann der Dichteoperator zeitlich
entwickelt werden, um dann Erwartungswerte von Observablen bestimmen zu kénnen. So
kénnen Informationen bestimmt werden, wie sich das System mit der Zeit verhalt. Weil wir
unsere Zuleitungen als sehr grofSe Teilchen- und Warmebéader sehen, benutzen wir zum
Zeitpunkt ¢ = 0 die grofkanonischen Dichteoperatoren der drei separaten Systeme Hy, Hg

und Hp, aus Gl. 2.4)-(2.6) und erhalter]

5(0) = Z*le*ﬁL(HL*NLNL)e*BS(HS*#SNS)e*BR(PIR*NRNR) (2.33)
mit der Zustandssumme

Z=5Sp [e_ﬁL(IEIL_MLNL)e_BS(ﬁS_MSNS)e_ﬁR(HR_NRNR)} (2.34)

und der Summe der Besetzungszahloperatoren N = Zfﬂvi 1 T, in den Bereichen j = L, S, R.
Hierbei muss beachtet werden, dass N; ein Operator und N; die Anzahl der Gitterplatze
des jeweiligen Bereichs darstellen. Beim Dichteoperator haben wir nun in jedem Bereich des

6 An diesem Punkt sollte noch erwahnt werden, dass die Operatoren H; die gleiche Dimension des Operators
Hyges aus Gl haben, da die Multiplikation der Exponentialfunktionen sonst keinen Sinn ergibt.

15



2 Das Tight-Binding-Modell

Systems die Moglichkeit eine inverse Temperatur 3; = 1/kgT; und ein chemisches Poten-

tial u; einzustellen, wobei das chemische Potential wie folgt mit der Spannung zusammen-

héngt
eV
pr = HS"‘?
. (2.35)
_ eV
KR = MS 5

Das chemische Potential 15 gibt die Fermi-Kante des Systems an, was wir meist auf pg = 0

setzen werden.

Zum Zeitpunkt ¢t = 0 kdnnen beim Dichteoperator die Zuleitungen und die Streuregion
verschiedene Temperaturen und chemische Potentiale haben, aber jeder Bereich befindet sich
separatim Gleichgewicht, da diese noch getrennt voneinander sind. Als ndchsten Schritt fithren
wir eine Zeitentwicklung des Dichteoperators p(0) durch

p(t) = e Hsest j(0)eisest = Z =11 Hiest [7(()eiHeest = Z-177(1), (2.36)

wobei nun der Hamiltonoperator H zes verwendet wurde, da die Zuleitungen mit der Streuregi-
on fiir Zeiten ¢t > 0 verbunden sind. Zu beachten ist hier, dass ¢ die Zeit darstellt und ¢; fiir die
Hoppingparameter im Tight-Binding-Modell stehen. Des Weiteren wurden in Gl der
Einfachheit halber die Exponentialfunktionen des Dichteoperators /(0) durch U(0) und die
zeitabhingigen Exponentialfunktionen und U (0) wiederum durch U (t) zusammengefasst, wo-
bei die Zustandsumme dann Z = Sp|[U(0)] ist. Weil die Spur invariant unter zyklischen Vertau-

schungen ist, kann der zeitabhédngige Dichteoperator auch als

U(t) U(t)
Sp [U(O)] Sp {U }

geschrieben werden. Diese Umformung von j(t) wird im Abschnitt[2.3.2]benétigt.

plt) = (237)

Weil der Dichteoperator im Allgemeinen in einem Hilbertraum der Dimension 2Vees x 2NVees
operiert, leiten wir im ndchsten Abschnitt einen Ausdruck fiir den Erwartungswert her, welcher

nur noch Matrizen der GrofSe Nges X Nges Verwendet.

2.3.2 Der Erwartungswert (éjéﬁ

Kommen wir nun zuriick zum Erwartungswert des Operators O aus Gl. (2.32), der nun

beschrieben werden kann als

Oy = ——4, (2.38)
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2.3 Zeitentwicklung des Dichteoperators

wobei wir jetzt annehmen, dass der Operator die Form

0= éloye, (2.39)

1,J

besitzt. Hier ist 0;; das dem Operator zugehorige Matrixelement. Weil der Operator U(t) die
Struktur
U(t) = e AeBed (2.40)

hat, ist es von Vorteil, den Operator O auch als Exponentialfunktion schreiben zu kénnen,
damit wir im weiteren Rechenverlauf eine Vereinfachung der Gleichung durchfiihren kénnen.
Die Operatoren A und B haben die gleiche Form wie O in Gl. (2.39). Um den Operator O als
Exponentialfunktion schreiben zu kénnen, benutzen wir die Ableitung nach einer beliebigen
skalaren Konstante A wie folgt

0= L0

o (2.41)

A=0
Weil sowohl die Spur als auch die Ableitung lineare Operationen sind und U(t) nicht von X
abhéangt, konnen wir die Ableitung mit der Spur vertauschen und erhalten fiir den Erwar-
tungswert
Pl i
Sp [e*AeBeA]

(2.42)

= %m [Sp [e‘AeBeAe’\O”

A=0
Im zweiten Schritt haben wir lediglich die Ableitung umgeschrieben, weswegen wir nun einen

natiirlichen Logarithmus in der Gleichung stehen haben. Dies war auch der Grund, weshalb wir
in Gl. (2.37) den Nenner von Sp [UU(0)] auf Sp [U(t)] umformten.

Bisher haben wir den Ausdruck fiir den Erwartungswert (O) lediglich umgeformt. Um nun
nicht mehr im Vielteilchen-Hilbertraum der Dimension 2™Vees x 2Nees sondern mit den zugeho-
rigen Matrizen der GrofSe Nges X Nges rechnen zu konnen, verwenden wir folgenden Ausdruck
aus der Publikation von Hirsch [39]

Sp [e_X e—ﬂ — det [1 +e ¥ Y], (2.43)

Zu beachten ist, dass auf der linken Seite Operatoren mit der aus Gl bekannten Form ste-
hen und auf der rechten Seite deren zugehorige Matrizen. Die Herleitung des Ausdrucks findet
man im Anhang der Publikation [39]. In GI. stehen lediglich zwei Operatoren der Form
X . Mit Hilfe der Herleitung erkennt man jedoch, dass dies fiir eine beliebige Anzahl an Expo-
nentialoperatoren gilt, solange diese diagonalisierbar sind.
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2 Das Tight-Binding-Modell

Verwendet man nun Gl. (2.43) fiir den Erwartungswert von O, so erhalten wir

(0) = 4 [det (]1 + e_AeBeAeAOH

i (2.44)

A=0

Mit der, aus der linearen Algebra bekannten Beziehungﬂ In (det M) = Sp (In M) kénnen wir
den Ausdruck (2.44) vereinfachen zu

o _ d —-A_B_A_)\O
(0)y = Sp{d)\ln(]l—i-e e“e’e )

A= (2.45)

= Sp {(]l + efAeBeA)_1 e*AeBeAO}

wobei hier beim ersten Schritt bereits die Spur mit der Ableitung vertauscht wurde. Des
Weiteren wurde im zweiten Schritt die Ableitung berechnet und A = 0 gesetzt. Benutzt
man nun U(t) als zugehorige Matrix des Operators U (t), erhilt man fiir den Erwartungs-
wert

(O) =Sp [+ U(t)'U®)O]. (2.46)

Um nun die Ladungs- und Energiestrome bestimmen zu kénnen, berechnen wir den Erwar-
.i.

tungswert (¢;¢;), dessen zugehdriges Matrixelement in der Dirac-Notation mit [i)(j| gegeben

ist. Wir schreiben die Spur als Summe aus und erhalten
(eey) = sp[@+U@) U]

= D I+ U@) (L 4+ U) — 1)) (1) (2.47)

y/

J

= 0ij — [(]1 + U(t))_l]ji

Der Erwartungswert (éj ¢;) wird in der Literatur auch als Green’sche Funktion fiir Einteilchen-

systeme (Single particle Green’s function) bezeichnet [40].

Mit der Green’schen Funktion <ézT ¢;) konnen wir nun die Ladungs- und Energiestréme von
Systemen im Tight-Binding-Modell numerisch bestimmen, was wir im ndchsten Abschnitt

diskutieren werden.

7 Bedingung fiir den Ausdruck ist, dass die Matrix M diagonalisierbar sein muss, was allerdings im Beweis fiir
Gl. (2.43) bereits vorausgesetzt wurde.
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2.3 Zeitentwicklung des Dichteoperators

2.3.3 Numerische Ergebnisse der Zeitentwicklung

In diesen Abschnitt betrachten wir einige Beispiele fiir das System aus Abb.[2.Tund berechnen
hierfiir den Ladungs- und Energiestrom / und J¥ durch die Streuregion.

| Einheiten | Typische Werte

Energie (¢, eV, kgT) to ~1leV
h
Zeitt T=— ~ 1075
to
eto —5
Ladungsstrom I Iy = s ~107° A
- " ew | EW _ 1 5 J
Energie-/Warmestrom J* Jy = 0 ~107° —
S

Tabelle 2.1: Hier sind die jeweiligen Messgrofien in Abhédngigkeit vom Hoppingpara-
meter ¢, angegeben, welche in den nachfolgenden Abbildungen verwendet werden.
Zusitzlich sind typische Werte der Messgrofien angegeben, wenn man von einem
Energieband der Grofle ~ 1eV ausgeht.

Weil bereits bei solch einem kleinen System viele Parameter variiert werden kénnen, legen
wir nun einige davon fest. Die Hoppingparameter in den Zuleitungen sollen mit ¢ty = ¢, = tg
die Gleichen sein, zudem nehmen wir kein Potential in den Leads an (¢, = eg = 0), was
dann bedeutet, dass die Energiebdnder in den Zuleitungen identisch sind. Welche Effekte mit
verschiedenen Energiebdndern auftreten, lasst sich leicht mit der Landauer-Biittiker-Formel
erkliren und wird daher im Abschnitt[2.4diskutiert. Die Lange der Zuleitungen setzen wir
mit jeweils 100 Gitterplatzen fest und die Streuregion besteht der Einfachheit halber aus
zwei Gitterpldtzen, da wir beim Energiestrom auch die Terme mit tiberndchsten Nachbar
Hopping betrachten mochten. Bei nur einem Gitterplatz im zentralen Bereich wiirden Teile
des Energiestroms die Streuregion einfach ,iiberspringen”. Damit setzt sich unser System
mit den Leads aus Nges = 202 Gitterpldtzen zusammen. Des Weiteren benutzen wir fiir den
zentralen Bereich den Hoppingparameter ¢tg = t; und das Potential e5 = ¢;. Als Anbindung
zu den Leads verwenden wir die Parameter t' = ¢/, = /5.

Weil wir ein mikroskopisches System betrachten, ist es uniibersichtlich, beispielsweise die
Ladungsstrome in Einheiten von Ampere [A] anzugeben. Deshalb schreiben wir in allen
Grafiken die Energien wie Gatespannung ¢;, Temperatur kg7 = 1/3; oder die Spannung
eV in Einheiten des Hoppingparameters ¢y der Zuleitungen. In Tabelle 2.1/ kann man sehen,
wie sich dies auf die Zeit und die Strome auswirkt. Zu beachten ist hier, dass in der Literatur
der Ladungsstrom meist in Einheiten [et(/h] angegeben wird und nicht [et(/k]. Weil wir in
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1.5 T T T T T T T T T T

—1.5 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1

0 100 200 300 400 500
t/T
Abbildung 2.2: Einige Perioden des Ladungsstroms I/1; aufgetragen auf die Zeit t/7

fiir ein ungestortes System mit ¢’ = ¢, und eg = 0, fiir tiefe Temperaturen 51, r = 150/%¢
und einer Spannung von eV = ;.

spateren Kapiteln auch Ergebnisse mit anderen Arbeiten vergleichen, benutzen wir hier die
gleiche Notation.

Als Erstes werden wir das Verhalten des Ladungsstroms iiber ldngere Zeiten genauer ansehen.
Dazu betrachten wir ein ungestortes System mit ¢ = ¢y und €5 = 0 bei einer Spannung
eV = tp und einer inversen Temperatur von 5, p = 150/t9. Weil wir wissen, dass das Energie-
band der Zuleitungen eine Grofie von 4t besitzt, konnen wir daher von tiefen Temperaturen
sprechen.

In Abb. 2.2/ kénnen wir den Ladungsstrom, aufgetragen gegen die Zeit fiir mehrere Perioden
sehen. Man erkennt, dass der Strom circa alle 100 Zeitschritte die Richtung &ndert, also
im System hin- und herfliefst. Die Plateaus des Stroms werden mit hoheren Zeiten immer
ungenauer, was auf Interferenzeffekte zuriickzufiihren ist. Deswegen werden wir in dieser
Arbeit jeweils nur das erste Plateau der Strome betrachten, um den stationdren Strom durch

die Streuregion bestimmen zu kénnen.

Nun stellt sich die Frage, warum eine Periode des Ladungsstroms 100 Zeitschritte benotigt.
Man kann dies mit der Gruppengeschwindigkeit der Elektronen in einem Lead aus Gl.
begriinden. Betrachtet man klassisch, dass ein Elektron in der linken Zuleitung auf Platz a
des Systems aus [2.1|sitzt, kann es sich entweder nach rechts in die Streuregion oder nach links
bewegen. Falls es sich nach links bewegt, durchquert es zweimal das linke Leadﬂ bevor es die
Streuregion erreichen kann. Fiir ein Elektron mit der Wellenzahl k,a = 0.57 (an der Fermi-
Kante des Systems) bedeutet das fiir die Geschwindigkeit v, = 2tpa/h, was ausgedriickt fiir

8 Das Elektron wird am Ende des Leads reflektiert, deshalb legt es den Weg von 2N, Gitterplidtzen zurtick
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2.3 Zeitentwicklung des Dichteoperators

die Zeit N
At ="t — 1007 (2.48)
UkL

ergibt. Also erhalten wir fiir At die 100 Zeitschritte, die wir auch im Graphen [2.2] erkennen

konnen.

1.25 ——
1 4 i
0.75
<
~
~
05 | ]
— Npp=100
— Npp =50
025 1 — Npp=20
— Nyp=10
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 40 60 80 100

t/T

Abbildung 2.3: Stationidre Strome eines ungestorten Sytems mit ¢’ = tg, eV = tg,e5 =0
und 81 r = 5/t fiir verschiedene Langen der Leads Ny, g.

Im Abschnitt.3.T|hatten wir fiir den grokanonischen Dichteoperator lediglich vorausgesetzt,
dass die Zuleitungen hinreichend grofs sein sollen, damit die Spannung und der Tempera-
turunterschied der Leads nicht vom chemischen Potential und Temperatur der Streuregion
beeinflusst werden. Aber was ist nun ,hinreichend grof3“? In Grafik sind die Ladungs-
strome fiir verschiedene Grofien der Leads abgebildet. Wie man erkennen kann, d&ndern
sich hauptsédchlich die Langen der stationdren Bereiche, da diese von Ny, r abhidngig sind.
Sonst erreichen die Strome den gleichen Plateauwert, wobei man mit lingeren Leads auch
genauere Werte fiir den stationdren Strom bestimmen kann. Mit Zuleitungen der Linge
Nr, r = 10 ldsst sich nur ein grober Wert fiir das stationédre Plateau abschitzen. Das Verhalten
der Ladungsstrome nach der Zeit wurde unter anderem von Branschédel et al. [41] bereits

untersucht.

In Grafik wurden die gleichen Parameter wie fiir den Strom aus Abb. benutzt, mit
Ausnahme von einer kleineren inversen Temperatur 31, r = 5/to. Der Grund hierfiir ist, dass
die Lange der Leads nicht nur die Dauer der stationdren Strome beeinflusst, es treten zudem
bei tiefen Temperaturen quantenmechanische Effektd?] auf, wenn die Leads zu kurz gewéhlt
werden. Diese Effekte konnen in einem I (V')-Diagramm dargestellt werden, indem man den

stationdren Strom numerisch fiir verschiedene Spannungen eV berechnet und dann wiederum

9 Weil die Fermi-Kante bei tiefen Temperaturen sehr scharf ist, kann diese von den diskreten Energieniveaus
nicht mehr ,aufgelost” werden, da diese bei kurzen Leads zu weit auseinanderliegen und es entstehen Stufen
im I(V)-Diagramm.
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2 Das Tight-Binding-Modell

gegen die Spannung auftragt. Wie man in Abb. erkennen kann, bildet der Ladungsstrom
nach der Spannung fiir kurze Leads (N, r = 20) und tiefe Temperaturen (87, g = 150/t¢)
Stufen aus, die bei ldngeren Leads (N7, g = 200) nicht vorkommen. Hier wurde die Spannung
in einem Bereich |eV'| < 5ty variiert. Die sonstigen Parameter wurden wie in Abb. 2.2 gewahlt.

A
2 L i

500- i
_9 L i
4

eV/to

Abbildung 2.4: I(V')-Diagramm bei tiefen Temperaturen (1, r = 150/t fiir verschiede-
ne Langen der Leads. Die anderen Parameter sind mit ¢’ = ¢, und s = 0 gegeben.

Es muss also bei der Anzahl der Gitterpldtze in den Leads darauf geachtet werden, wie
genau der stationdre Strom bestimmt werden soll (umso mehr Gitterplidtze, desto genauer
die Werte). Zudem muss bei tiefen Temperaturen die Anzahl der Pldtze erh6ht werden, um
quantenmechanische Effekte (Stufen im 7(V')-Diagramm) zu vermeiden, welche die Ergebnisse

verfilschen konnen.

Alles, was bisher fiir den Ladungsstrom diskutiert wurde, gilt auch fiir den Energiestrom, den
wir ausfiihrlich bei den thermoelektrischen Effekten und der Warmemaschine in den Kapiteln

M und Bl diskutieren werden.

In Abb. 2.5/ist ein Beispiel fiir einen Ladungs- und Energiestrom fiir eine Streuregion mit
zwei Gitterpldtzen gegeben. Hier wurde das Potential eg = 0.8ty und die Hoppingparameter
t' = 0.4tp und tg = ty, verwendet. Zudem wurde die Spannung eV = ¢; angelegt und
es wurden verschiedene inverse Temperaturen fiir die Leads mit 5, = 10/tp und fr =
30/tp gewdhlt. Man kann deutlich die stationdre Phase der Strome erkennen, welche wir
beispielsweise fiir die /(V')-Diagramme verwenden. Hier muss allerdings beachtet werden,
dass die Fluktuationen an den Réandern nicht eingerechnet werden, da diese sonst das Ergebnis

verfalschen.
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Abbildung 2.5: Beispiel eines Ladungs- und Energiestroms, als Funktion der Zeit mit
zwei Gitterpldtzen in der Streuregion. Als Parameter wurden die Hoppingparameter
t' = 0.4t und tg = o, und die Gatespannung ¢ s = 0.8¢( verwendet. Zudem wurde eine
Spannung eV = to zwischen den Leads angelegt und die inversen Temperateraturen
Br = 10/to und Sr = 30/ty benutzt.

Um die Richtigkeit der in diesem Abschnitt berechneten Strome iiberpriifen zu kénnen, werden
wir uns im néchsten Abschnitt mit dem Landauer-Biittiker-Formalismus eine andere Methode

ansehen, mit der die stationdren Strome direkt bestimmt werden konnen.

2.4 Landauer-Biittiker-Formalismus

Der Landauer-Biittiker-Formalismus ist ein alternativer Weg den stationdren Ladungs- und
Energiestrom durch die Streuregion eines Systems zu bestimmen, ohne explizit die Zeit-
entwicklung zu verwenden. Um den Formalismus besser verstehen zu kénnen, werden wir
im ersten Abschnitt eine phanomenologische Herleitung prasentieren und herausfinden,
dass die Strome im Landauer-Biittiker-Formalismus von den Energiebdandern der Leads und
der Transmission der Streuregion abhidngen. In den letzten beiden Abschnitten werden wir
den Einfluss der Leads und der Streuregion auf die Strome diskutieren, was im Landauer-
Biittiker-Formalismus viel transparenter erldutert werden kann, als bei der Zeitentwicklung
des Dichteoperators.

2.4.1 Phanomenologische Herleitung

Um eine phdnomenologische Herleitung des Landauer-Biittiker-Formalismusses durchfiihren
zu konnen, betrachten wir zunichst die isolierten Leads bei einer inversen Temperatur 3, g und
einem chemischen Potential ji7, . Die energetische Wahrscheinlichkeitsverteilung der wechsel-
wirkungsfreien Elektronen ist dann durch die Fermi-Verteilung

—1
frr(Bry ) = |0 rBren i) 4 (2.49)
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2 Das Tight-Binding-Modell

in den Zuleitungen definiert. Die Fermi-Verteilung ist bei einer Termperatur 7" = 0 eine
Stufenfunktion, die an der Fermi-Kante (Ey, , = ur, r) vom Wert 1 auf 0 springt. Bei steigenden

Temperaturen ,weicht” die Kante immer mehr auf.

Betrachtet man das System aus Abb. kann ein Elektron mit einer bestimmten Energie
nur von der Zuleitung L in die Zuleitung R tunneln, falls in L die Fermi-Verteilung fr,(E)) # 0
und in R die Fermi-Verteilung fr(E})) # 1 ist. Dies bedeutet, dass in der Zuleitung L eine
endliche Wahrscheinlichkeit existiert, dass sich ein Elektron dort aufhilt und es eine endliche
Wahrscheinlichkeit fiir einen freien Platz im Lead R gibt. Zudem muss fiir ein Elektron der
Energie Ej, die Transmissionswahrscheinlichkeit 7 (E)) > 0 sein, um durch die Streuregion
tunneln zu koénnen. Nattirlich gilt fiir das Tunneln eines Elektrons von Lead R nach L das
Gleiche.

Ausgedriickt in Formeln erhdlt man mit diesen Annahmen den Ladungsstrom

= NLL kLZ>O Ok, fL(Egp ) (1 = fr(Ek, )T (Bky) + NiR k;OUkaR(EkR)(l = fL(Bp)) T (Egg)-

(2.50)
Die Gruppengeschwindigkeiten in den Leads haben durch die verschiedenen Vorzeichen des
Summationsindexes k auch verschiedene Vorzeichen. Es ist hier gewollt, dass nur Elektronen
betrachtet werden, die sich entweder vom linken Lead oder vom rechten auf die Streuregion
zubewegen. In dieser einfachen Herleitung nehmen wir an, dass die Parameter in den Zulei-
tungen gleich sind (tg = ¢, r und €9 = €1, ), wobei die Gruppengeschwindigkeiten in den
Leads dann den gleichen Betrag haben (vi, = |vy, | = |vg,|). Nimmt man zudem an, dass die
Leads gleich lang sind mit Nye,q = N, = N und die Transmission 7 (E});) von beiden Seiten
gleich ist, kann man die Summen zusammenfassen und erhilt

I pr—
NLead

> weT(E)(fL(Er) — fr(Er)). (2.51)
k>0

Nun fithren wir den sogenannten thermodynamischen Grenzfall durch, indem wir die Zulei-
tungen in eine Richtung als unendlich lang annehmen (Npeaq — 00) und GI. mit dem
Faktor dk N1eaq/2m multiplizieren. Die Energieniveaus der Elektronen, die wir bis jetzt diskret
behandelt hatten, sind damit kontinuierlich und wir integrieren bei der Landauer-Biittiker-
Formel tiber alle Wellenzahlen k. Zudem ersetzen wir die Gruppengeschwindigkeit durch
vg = dEx/hdk und erhalten [42]/43]

(&

h

=5 [AETE)ALE) - fn(E) 252
fiir den Ladungsstrom. In der kontinuierlichen Landauer-Biittiker-Formel in einer Dimension
spielt die Zustandsdichte der Elektronen keine Rolle mehr, weswegen die Wellenzahl als Index
der Energie weggelassen wird.
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2.4 Landauer-Biittiker-Formalismus

Analog zum Ladungsstrom kann der Energie-, aber auch der Warmestrom durch eine Landauer-

Biittiker-Formel dargestellt werden. Der Energiestrom ist dann gegeben durch [43]

1

78 = [AEET(E)Gu(E) - Fa(E)) 253)

und der Warmestrom kann wie folgt ausgedriickt werden [43]]

1

V= [AB(E - ) T(E)(LE) - fa()). (254

Beim Warmestrom kann man immer die Aussage treffen, dass dieser von der heifien Zuleitung
zur kalten fliefst. Beim Energiestrom ist dies nicht zwangsldufig der Fall. Den Warmestrom wer-
den wir fiir die Berechnung des Wirkungsgrads einer Warmemaschine in Kapitel [5|benétigen,

weswegen wir diesen hier schon einmal vorstellen.

Da fiir den Ladungsstrom nur eine phdnomenologische Herleitung benutzt wurde, sind einige
Schritte vereinfacht worden, beispielsweise, dass die Gruppengeschwindigkeiten (also die Wel-
lenzahlen £, ) in den Leads gleich sein miissen. Im Allgemeinen gilt der Landauer-Biittiker-
Formalismus auch fiir Leads mit unterschiedlichen %, r, wie man der allgemeinen Herleitung

des Formalismusses im Buch von M. Di Ventra [44] entnehmen kann.

Integriert wird bei der Landauer-Biittiker-Formel im Allgemeinen {iiber alle Energien —oo <
E < o0. Dies kann aber wegen der Energiebander der Leads durch endliche Grenzen verein-
facht werden, was wir im Abschnitt2.4.3|diskutieren werden. Im néchsten Abschnitt betrachten
wir die Transmissionen, welche fiir den Landauer-Biittiker-Formalismus bendtigt werden,

genauer.
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2 Das Tight-Binding-Modell

2.4.2 Transmission einer eindimensionalen Streuregion

Der Landauer-Biittiker-Formalismus erlaubt uns nun, den Ladungs- und Energiestrom ei-
nes Systems zu berechnen, solange wir die Transmission durch eine Streuregion und die
Energiebander der Zuleitungen kennen. Wie man die Energiebander einer eindimensionalen
Zuleitung berechnet wissen wir bereits aus Gl. (2.13).

tr, t'L ty tNg—1 t}z tr
R O T
L R

Abbildung 2.6: Ein eindimensionales System mit zwei Zuleitungen und deren zugeho-
rigen Eigenzustdnden w(L],)R. Zudem die Streuregion mit den Zustdnden ;.

Nun werden wir die Transmission fiir ein System wie in Abb. berechnen, indem wir die

Schrodinger-Gleichung
Hyestp) = Ey) (2.55)

als Streuproblem 16sen, wobei der Hamiltonoperator aus Gl. verwendet wird. Um die
Schrodinger-Gleichung 16sen zu konnen, benétigen wir die Eigenzustdnde des Systems. Dazu
teilen wir die Zuleitungen und die Streuregion in drei Bereiche auf und betrachten die fol-
genden Eigenzustdnde in der Ortsbasis, ¢(Lj,)R = (j|¢r,r) in den Zuleitungen und v¢; = (j|1))
im zentralen Bereich (s. Abb. [2.6), genauer. Weil wir in den Zuleitungen jeweils die glei-
chen Hoppingparameter ¢, p und Potentiale ¢7, r verwenden, konnen wir die Eigenzustdnde
in den Leads als ebene Wellen w(L{)R = Aexp (ikr, rj) annehmen. Dies kann leicht nachge-

wiesen werden, indem wir in die diskrete Schrodinger-Gleichung den Exponentialansatz

einsetzen
E{jlYrr) = (JIHLR[YLR)
EAe*rri = it pAeRrrU=Y o) pAeihLrI g g AetkrrGFL) (2.56)
EF = —QtL7RCOS(k:L7R)—|—€L7R

wobei H}, i die zugehorige Matrix zum Hamiltonoperator Hy, g aus Gl. (2.4) und 2.5) und A
die Amplitude der ebenen Welle ist. Damit wissen wir, dass ein Ansatz mit ebenen Wellen

zumindest den Hamiltonoperator in den Leads diagonalisiert.

Wir berechnen also die Transmission mit einer ebenen Welle, welche mit einer Amplitude
A von der linken Zuleitung zur Streuregion einfdllt und dort mit einer Amplitude B re-

flektiert oder mit C” transmittiert wird. Insgesamt sind die Eigenzustidnde der Zuleitungen
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2.4 Landauer-Biittiker-Formalismus

dann o o
Ae'*ri 4 Be=ikLi j<0
¢(L])R = : (2.57)
C/eikR(Ns+j) ] > 0

wobei hier der Koordinatenursprung in Abb. 2.6/auf den letzten Gitterplatz des linken Leads
gelegt wurde.

Weil wir die Eigenfunktionen der Leads nun kennen, erhalten wir mit der Schrédinger-
Gleichung aus Gl. (2.55) folgende Gleichungen

—tr [A exp(—ik:L) + BeXp(ikL)] — tlel = (E — EL) (A + B)

—t(A+B)—t1s = (E—e1)1
: (2.58)
—tNg—19Ng—1 — tRC exp[ikr(Ns +1)] = (E —eng)¥ng
—t/RTZJNS — tRC/ eXp[ikR(NS + 2)] = (E — €R)C/ eXp[ik‘R(NS + 1)]

Um die nachfolgenden Rechnungen der Transmission zu vereinfachen, definieren wir die
Amplitude C’" mit
C = C'elFr(Ns+1) (2.59)

Da wir mit C nur die Transmission mit 7(E) ~ |C|? bestimmen werden, fillt die Phase

sowieso heraus. Die Eigenzustdnde sind dann mit
| AL + peikLi j<0
Y = , (2.60)

CelFri 7=>0
gegeben.
Setzen wir nun die einfallende Amplitude A = 1, haben wir Ng + 2 Gleichungen und gleich

viele unbekannte Parameter. Deswegen konnen wir die Gleichungen aus (2.58) in ein lineares
Gleichungssystem umschreiben und erhalten

—tpe ke th B trethr
ty,  (E—e) h© 1 17,
- - : = : . (2.61)
INg—1 (E - 5Ns) th sz
thy —tpe kR C 0

Mit dem Ausdruck fiir die Transmission aus Gl. (2.23), den wir mit Hilfe der Ladungsstrom-
dichte gefunden hatten, konnen wir die Transmission eines konkreten Systems wie folgt
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2 Das Tight-Binding-Modell

angeben:
Vkp
Uk,

T(E) = C?. (2.62)

Die Amplitude C' miisste eigentlich noch durch die Amplitude A dividiert werden, die wir
aber auf ,1” gesetzt haben.

Analog zur Transmission kann die Reflexion auch durch
R(E) = |B)? (2.63)

ausgedriickt werden. Der Term mit den Gruppengeschwindigkeiten fillt bei der Reflexion
heraus, da sich die Wellenzahlen fiir die reflektierte Welle nie &ndern. Weil in unserem abge-
schlossenen System Teilchenerhaltung gilt, kann die Reflexion auch durch R(E) =1 — T (E)
bestimmt werden.

Betrachtet man die Zuleitungen mit den gleichen Hoppingparametern ¢y = t;, r und keinem
Potential 7, rp = 0, ist die einfachste Variante des Systems aus mit einem Gitterplatz in
der Streuregion (/Ng=1). Die Transmission kann analytisch bestimmt werden und hat die

E2
_ e (1- %)
to(E —e5)? — E(E —es)(tF + ) + (17 +t3)*

wobei hier € g das Potential am zentralen Gitterplatz darstellt. Aus dem analytischen Ausdruck

Form

T(E) (2.64)

fir die Transmission eines Gitterplatzes kann man bereits einige interessante Eigenschaften
herauslesen. Setzt man beispielsweise die Hoppingparameter auf den gleichen Wert ¢} = to
und verwendet kein Potential (g = 0), so ist die Transmission 7 (E) = 1 fiir die Energien im
gesamten Bandbereich (—2t) < E < 2ty) der Leads.

1 T T T T T T 1

0.8 4 0.8

0.6 q 0.6
S )
= =

04 r 4 04 F

02 4 0.2

0 0 n . . .
-2 -1 0 1 2 —0.04 —0.02 0 0.02 0.04
E/to E/to

Abbildung 2.7: Transmissionen einer Streuregion mit einem Gitterplatz ohne Gatepo-
tential ¢g = 0. Verwendet wurden im linken Bild die Hoppingparameter ¢, = 0.5t
und im rechten Bild ¢, » = 0.05to. Man beachte die verschiedenen Energiebereiche der
Transmissionen.

In Abb. ist die Transmission fiir verschiedene Hoppingparameter ¢} j abgebildet. Im linken
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2.4 Landauer-Biittiker-Formalismus

Bild ist der Hoppingparameter mit t’L7 r = 0.5t verglichen mit der Grof3e des Energiebands der
Leads grofd gewdhlt. Die Transmission sieht wie eine Lorentz-Verteilung aus, die zum Rand hin
aber schnell abfillt. Vergleicht man die Transmission mit einem kleineren Hoppingparameter
t7.r = 0.05t¢ im rechten Bild, kann man definitiv von einer Lorentz-Verteilung sprechen.
In diesem Fall sind wir im sogenannten Wide-Band Limes, bei dem t, > ] p gilt. Hier
ist der Transport auf den linearen Bereich des Energiebands der Zuleitungen beschrankt
und wir konnen fiir die Wellenzahlen k& ~ 7/2 annehmen. Damit fallen alle Terme in der
Transmission aus GI. heraus, bei denen die Energie ohne das Potential vorkommt und

wir erhalten )

T(E)=—F5 5
1+ (E;§S)2

(2.65)
wobei wir hier # =t} , gewahlt und die Hoppingparameter mit y = 2t"?/t; zusammenge-
fasst haben. Die Transmission fiir einen Gitterplatz ist also im Wide-Band Limes durch die
Lorentz-Funktion gegeben, bei der das Maximum durch das Potential €5 verschoben werden
kann.

Analytische Ausdriicke fiir die Transmission werden im Allgemeinen fiir eine hhere Anzahl
von Gitterpldtzen in der Streuregion schnell sehr uniibersichtlich und werden deshalb nur
numerisch berechnet. Es gibt allerdings einige Ausnahmen, die wir im Kapitel 5|diskutieren
werden.

Wir haben nun in diesem Abschnitt eine allgemeine Berechnungsmethode fiir die Transmission
durch eine Streuregion von Systemen wie in Abb.[2.1|gefunden und somit alle Falle abgedeckt,
wie der zentrale Bereich die Strome beeinflussen kann. Im nachsten Abschnitt diskutieren wir
mit Hilfe der thermischen Besetzungszahlen eines Systems, welchen Einfluss die Leads auf
den Stromfluss haben konnen.

2.4.3 Einfluss der Leads auf die Strome

Die Zuleitungen sind in unseren Systemen Warme- und Teilchenb&der, welche, verglichen
mit der Streuregion, sehr grofs sind. Um zu verstehen, wie sich Temperatur(-differenz) und
Spannung der Leads auf den Ladungsstrom auswirken, benutzen wir die thermischen Beset-
zungszahlen eines Systems wie in Abb.

Bei den Diagrammen sind die energetischen Besetzungen der Elektronen in den Leads durch
verschiedene Grautone gekennzeichnet (dunkelgrau fiir voll besetzte, weif3 fiir unbesetzte
Energieniveaus), welche durch die Fermi-Funktionen aus GL gegeben sind. Der Einfach-
heit halber betrachten wir zundchst Leads mit gleichen Hoppingparametern ¢y = ¢;, r und
keinem Potential 7, r = 0. Zudem soll die Fermi-Kante bei ;15 = 0 liegen. Als Transmission be-
trachten wir der Einfachheit halber einen Gitterplatz in der Streuregion, welcher sehr schwach
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2 Das Tight-Binding-Modell

2t

'IeV ps =0

—2%,

Abbildung 2.8: Thermische Besetzungszahlen eines Systems mit gleichen Energieban-
dern in den Zuleitungen. Bei der linken Abbildung wurde eine Spannung zwischen den
Leads angelegt und bei der rechten eine Temperaturdifferenz. Durch die Streuregion
kann {iber ein Energieniveau getunnelt werden, welches durch eine Gatespannung g
verschoben werden kann.

an die Zuleitungen gekoppelt ist (' — 0), sodass T (E) sehr scharf um E = eg zentriert ist
(siehe Abb.[2.7).

In der linken Abbildung betrachten wir eine Spannung eV zwischen den Leads. Die Tempera-
tur des Systems liegt bei 7" = 0K, daher sind die Fermi-Funktionen Stufenfunktionen mit einer
scharfen Kante. Mit dieser Konfiguration gibt es nur besetzte Zustdnde bis zur Energie der
chemischen Potentiale 117, g und unbesetzte Zustidnde fiir Energien dariiber. Ein Ladungsstrom
kann zustande kommen, falls yur < eg < i1, wobei dieser dann von rechts nach links ﬂieﬁtm
Das ist auch der einzige Fall, denn falls wir eg < pg wihlen, kann ein Elektron vom linken
Lead nicht in das rechte tunneln, da alle Energieniveaus besetzt sind, und wahlen wir eg > p,

gibt es keine besetzten Zustdnde mehr.

Im rechten Bild aus Abb. 2.8 betrachten wir das System ohne Spannung, dafiir aber mit einer
Temperaturdifferenz zwischen den Zuleitungen, wobei hier 77, > T gilt. Die ,,Aufweichung”
der Fermi-Kante bei endlichen Temperaturen wird hier durch den hellgrauen Bereich dar-
gestellt. Weil bei der heifSeren linken Zuleitung die Fermi-Kante stiarker verbreitert ist als
bei der rechten, ist fiir ein Gatepotential eg > 0 die Zustandsdichte im linken Lead grofser,
weswegen der Ladungsstrom von rechts nach links fliefst. Wahlt man g < 0, so ist dies genau
umgekehrt und der Ladungsstrom fliefSt von links nach rechts. Auch wenn in der Abbildung
der hellgraue Bereich scharfe Kanten hat, ist dies fiir Besetzungen aus den Fermi-Funktionen
nicht gegeben. Diese gehen bei endlichen Temperaturen sehr schnell gegen die Werte ,1”

und ,,0”, erreichen diese aber nur im Unendlichen. Deshalb erhilt man fiir eine Differenz von

10 Das Elektron bewegt sich wegen der Dichteunterschiede der Leads eigentlich von der linken Zuleitung in
die Rechte, was dann als Teilchenstrom bezeichnet wird. Wegen der negativen Elementarladung e fliefst der
Ladungsstrom in die umgekehrte Richtung.
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endlichen Temperaturen in den Zuleitungen im ganzen Energiebereich —2¢y < E < 2t; Werte
fir den Ladungsstrom I # 0.

E

2tr,

2Up

I
o

Hs

€R

—2tr,
—2tg
Abbildung 2.9: Thermische Besetzungszahlen eines Systems mit verschiedenen Ener-

giebdandern in den Zuleitungen bei einer Temperatur 7' = 0K und einer Spannung
eV.

Wie wirken sich nun verschiedene Energiebdnder in den Zuleitungen auf die Strome aus? In
Abb.[2.9|betrachten wir das linke Lead mit einem Hoppingparameter ¢;, und keinem Potential
er- Die rechte Zuleitung mit dem Hoppingparameter ¢y ist zusatzlich durch eine Gatespan-
nung e verschoben. Bei dieser Konfiguration wurde wieder zwischen den Zuleitungen eine
Spannung bei einer Temperatur von 7" = 0 angelegt. Weil ¢;, > ¢ty gilt, ist auch das linke Ener-
gieband breiter als das rechte. Ein Ladungsstrom kann nur in dem Energiebereich auftreten,
bei dem die Energiebdnder beider Zuleitungen sich iiberlappen. In diesem Bereich gelten wie-
der alle Regeln, welche wir bereits bei der linken Abbildung besprochen hatten. Berechnet
man die Strome mit der Landauer-Biittiker-Formel, muss also bei verschiedenen Energieban-
dern darauf geachtet werden, die Integrationsgrenzen nicht auferhalb des Uberlapps der
Energiebdnder zu definieren.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels vergleichen wir die numerischen Ergebnisse der Ladungs-
und Energiestrome aus dem Landauer-Biittiker-Formalismus mit den stationdren Stromen

der Zeitenwicklung des Dichteoperators.
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2 Das Tight-Binding-Modell

2.5 Landauer-Biittiker-Formalismus vs. Zeitentwicklung des
Dichteoperators

In diesem Kapitel haben wir mit dem Landauer-Biittiker-Formalismus und der Zeitentwick-
lung des grofikanonischen Dichteoperators zwei Methoden diskutiert, mit denen wir den
thermoelektrischen Transport eines Systems wie in Abb. [2.6|berechnen kénnen. Dazu haben
wir fiir beide Methoden Ausdriicke fiir den Ladungs- und Energiestronﬂ prasentiert, welche

wir nun vergleichen werden.

2 0.4 R
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Abbildung 2.10: Vergleich des Landauer-Biittiker-Formalismusses mit der Zeitentwick-
lung des Dichteoperators in einem I(V')-Diagramm fiir einen Ladungs- und Energie-
strom. Die Streuregion besteht aus zwei Gitterpldatzen mit dem Potential eg = 0.4¢
und dem Hoppingparameter tg = to. Zudem wurden ¢ = 0.5¢o und die inversen
Temperaturen 8y, r = 30 /to benutzt.

In Abb.2.10|vergleichen wir den Landauer-Biittiker-Formalismus mit der Zeitentwicklung des
Dichteoperators mit Hilfe des I(V')-Diagramms eines Ladungs- und Energiestroms. Hierfiir
betrachten wir eine Streuregion mit zwei Gitterpldtzen, dem Potential g = 0.4¢p und dem
Hoppingparameter tg = ty. Die {ibrigen Parameter die verwendet wurden, sind ¢’ = 0.5t,
g0 = 0 und die inverse Temperatur 3, r = 30/%p.

Man kann erkennen, dass die Ergebnisse beider Methoden sehr gut {ibereinstimmen. Die
relative Abweichung der Strome belduft sich auf maximal ~ 1073, wobei der grofste Feh-
ler bei der Berechnung des stationdren Stroms aus der Zeitentwicklung des Dichteopera-
tors auftritt. Um den Fehler zu minimieren, miissten die Leads verldngert werden, damit
die Fluktuationen im stationdren Bereich noch kleiner werden und ein besserer Mittelwert
erzeugt werden kann. Da aber die Ergebnisse in den Graphen nicht sichtbar voneinander
abweichen, gentigt es fiir die Zeitentwicklung Zuleitungsgrofien von ~ 100 Pldtzen zu ver-

wenden.

11 Bei der Zeitentwicklung des Dichteoperators verwenden wir Gl. (2.22) zur Berechnung des Ladungsstroms
und Gl. (2.31) zur Berechnung des Energiestroms. Zudem kann der Ladungs- und Energiestrom durch eine
Streuregion mit dem Landauer-Biittiker-Formalismus (s. Gl (2.52) und (2.53)) berechnet werden.
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Sowohl beim Ladungs- als auch beim Energiestrom fallt auf, dass diese ab einer Spannung von
ca. eV ~ |4tp| konstant bleiben. Dies liegt daran, dass die Energiebander der Leads die Grofe
4t( besitzen, weswegen wir in dem Bereich sehr grofie Spannungen betrachten. Man kann hier
also davon ausgehen, dass eine Zuleitung voll besetzt und die andere komplett leer ist und sich
deshalb bei hoherer Spannung bei den Stromen nichts mehr dndert.

In diesem Kapitel wurden nun die Grundlagen vorgestellt, wie Ladungs- und Energiestro-
me durch einfache Streuregionen berechnet werden konnen. Dazu verwendeten wir einer-
seits die Zeitentwicklung eines quantenmechanischen Dichteoperators, andererseits den
Landauer-Biittiker-Formalismus. Im ndchsten Kapitel werden wir uns mit der Wechselwir-
kung der Elektronen in solch einem System auseinandersetzten. Dabei werden wir zunéchst
die Hartree-Fock-Ndherung verwenden. Diese Ergebnisse werden wir dann mit exakten Wer-
ten, mit Hilfe der Hubbard-Stratonovich-Transformation und Ergebnissen aus der Literatur

vergleichen.
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im
Tight-Binding-Modell

In diesem Kapitel werden wir uns mit der Wechselwirkung der Elektronen im eindimensio-
nalen Tight-Binding-Modell aus Kapitel 2|befassen. Weil die exakte Losung im Allgemeinen
selbst bei kleinen Systemen nur mit sehr groffem numerischen Aufwand bestimmt werden
kann oder dies mit heutigen Methoden und Computern gar nicht moglich ist, beschrankt
man sich bei der Behandlung der Wechselwirkung meist auf Naherungen. Wir werden da-
zu die Hartree-Fock-Naherung benutzen, welche eine Molekularfeldtheorie darstellt. Hier
wird die Wechselwirkung der Elektronen durch ein zusitzliches Potential der Gitterpladtze
(Hartree-Anteil) und modifizierte Hoppingparameter (Fock-Anteil) angendhert. Um bestim-
men zu konnen, wie gut die Naherung ist, verwenden wir die exakte Berechnung der zeit-
abhéangigen Strome durch die wechselwirkende Region mit Hilfe der Hubbard-Stratonovich-
Transformation. Zudem werden wir die Hartree-Fock-Ndherung mit exakten Ergebnissen aus
der Literatur, beispielsweise fiir das ,interacting resonant level model” (IRLM) in Abschnitt
Vergleichenﬂ

3.1 Der Hamiltonoperator mit Wechselwirkung und die

Hartree-Fock-Naherung

Im Gegensatz zum Hamiltonoperator im Kapitel 2] werden noch Terme mit der Wechselwir-
kung der Elektronen hinzugefiigt, was wir in diesem Abschnitt diskutieren werden. Weil
der Hamiltonoperator fiir wechselwirkende Systeme mehr Terme enthilt, muss zudem {iber-
priift werden, ob die bisher verwendeten Ausdriicke fiir den Ladungs- und Energiestrom in
Systemen mit Wechselwirkung noch giiltig sind.

Der Einfachheit halber bleiben die Zuleitungen unseres Systems weiterhin wechselwirkungs-
frei. Wir beschrénken also die Wechselwirkung der Elektronen lediglich auf die Streuregion.
Wie in Abb. zu erkennen ist, betrachten wir verschiedene Arten der Wechselwirkung

zwischen Elektronen in der Streuregion. Zum einen die Wechselwirkung von Elektronen

1 In diesem Kapitel werden haupséchlich die Ergebnisse der Publikation [45] vorgestellt.
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

zwischen benachbarten Pldtzen in der Streuregion Ug, zum anderen zwischen Streuregion

und Zuleitungen U’.

U’ Us Us v’
a Ug Ug b
L R

Abbildung 3.1: Abbildung zweier Zuleitungen, verbunden mit einer Streuregion mit
Ns Gitterplatzen. In der Streuregion wechselwirken Elektronen zwischen zwei Git-
terpldatzen mit Ug oder Elektronen mit verschiedenem Spin wechselwirken mit Ug
auf einem Gitterplatz. U’ ist die Wechselwirkung der Elektronen zwischen Lead und
Streuregion.

Der besseren Ubersicht halber betrachten wir zunéchst weiterhin spinlose Elektronen, so-
dass die Wechselwirkung von Elektronen mit verschiedenen Spins auf einem Gitterplatz
Ug nicht beachtet wird. Die Wechselwirkung Ug werden wir in Abschnitt diskutieren,
wobei diese aber nahezu analog zur Wechselwirkung zwischen zwei Elektronen auf benach-
barten Gitterpldtzen behandelt werden kann, was wir nun im Folgenden vorstellen wer-

den.

Der Hamiltonoperator [46] fiir das System aus Abb.3.1|mit spinlosen Elektronen ist dann in

der Streuregion mit

b—2 b—1
2 A4 . /. 1 .
Hgy = E {—tj(chlcj +h.c.)+Usg (nj+1 — 2) (nj - 2)} + E gjnj, (3.1)
j=a+1 Jj=a+1

und fiir die Verbindungen zwischen den Zuleitungen und der Streuregion mit

N 1 1
] / "T/‘ / ~ 1 ~ ].
HSR,U = —tR(Cbe_l + hC) + U np—1 — 5 ny — 5 (33)

gegeben. Der Wechselwirkungsterm beinhaltet hier die Teilchen-Loch-Symmetrie, was heif3t,
dass die mittlere Besetzungszahl ohne zusatzliches chemisches Potential g bei (1) = 1/2

liegt.
Der Hamiltonoperator des gesamten Systems ist dann
Hyesy = Hp, + Hrsy + Hsy + Hsry + Hr, (3.4)

wobei H;, und Hy, die wechselwirkungsfreien Hamiltonoperatoren aus den GI. (2.4) und (2.5)

sind.
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3.1 Der Hamiltonoperator mit Wechselwirkung und die Hartree-Fock-Niherung

Bisher hatten wir bei den verwendeten Methoden bilineare Operatoren der Form éL ¢ 5 be-
handelt. Im Wechselwirkungsterm tauchen nun aber Operatoren der Form n,ns auf. Mit
diesen Operatoren im Hamiltonoperator ldsst sich die Transmission nicht wie in Abschnitt
tiber das Streuproblem l6sen, da in der Streuregion alle Teilchen miteinander wechsel-
wirken kénnen und wir lediglich die Ein-Teilchen-Schrodinger-Gleichung geldst hatten. Des
Weiteren konnen wir auch bei der Zeitentwicklung des Dichteoperators die Rechnung nicht
auf Matrizen der Grofse Nges X Nges reduzieren (s. Abschnitt , da dies nur mit bilinearen
Operatoren giiltig ist.

Um die Wechselwirkung mit diesen Methoden dennoch behandeln zu kénnen, verwenden
wir die Hartree-Fock-Ndherung. Beim Hartree-Term schreiben wir die Besetzungszahlope-
ratoren in der Form 7, = (fiq) + (20 — (o)) und erhalten damit fiir den Wechselwirkungs-
term

Rafis = {a)its + (g — () (g) + (o — () (s — (5)). (35)

Der letzte Term ist quadratisch in der Abweichung vom Mittelwert 67, = 7o — (o) und wird

bei Hartree-Fock vernachlassigt. Insgesamt erhdlt man dann fiir die Hartree-Fock-Naherung
(3.6)

Bei der Hartree-Fock-Néaherung, welche eine Molekularfeldtheorie darstellt, werden also durch
die Wechselwirkung der Elektronen sowohl die Potentiale (Hartree-Term), als auch die Hop-
pingparameter (Fock-Term in der zweiten Zeile von Gl. (3.6)) modifiziert. Der wechselwirkende
Hamiltonoperator in der Hartree-Fock-Nédherung ist fiir eine allgemeine lineare Kette mit der
Wechselwirkung U; zwischen den Gitterpldtzen j und j+1 durch

Nges—1

Hyp = ; Uj [ <<ﬁj> - ;) fj1 + ((ﬁj+1> - ;) n;j

4 Ayt st
—(Cj1165)¢5¢141 — <cjcj+1)cj+1cj}

(3.7)

gegeben. Die Terme, bei denen zwei Erwartungswerte multipliziert werden, wurden hier
weggelassen, da wir nur den thermoelektrischen Transport eines Systems beschreiben wollen
und bei der Berechnung der Stromdichten diese Terme herausfallen, was wir in Abschnitt

behandeln werden.

Der gesamte Hamiltonoperator in der Hartree-Fock-Ndherung fiir das System aus Abbil-
dung3.1]ist dann mit

Hgesir = Hp + Hpsur + Hsur + Hspur + Hr (3.8)
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

gegeben, wobei die Streuregion nun die Form

b—2

ﬁs,HF = Z [— (tj + U5<é;éj+1>)é;+léj - (tj + US<é}+léj>)é;éj+1
Tt , (3.9)
b—1
. 1\ . . 1Y\ . .
+Us | (7)) — B ny41 + Ug | (yg1) — 3 n| + Z €51
j=a+1
hat und fiir die Verbindungen zwischen Zuleitungen und Streuregion
Hespw = (1 + U'eheun))llna = (U6 118a)) et
e 1\ . e 1\ . (3.10)
+U <na> - 5 Ng+1 + U <na+1> - 5 Ng
Hspur = —(tr + U(E_1))ele, , — (tr + U'(Eé,_1))e] &,
1 (3.11)

+U’ ((ﬁ“) — ;) iy + U’ ((ﬁb) - 2) o1

gilt. Da die Hamiltonoperatoren mit Wechselwirkung mehr Terme beinhalten, kann man
davon ausgehen, dass die Ausdriicke fiir den Ladungs- und Energiestrom aus Abschnitt
ihre Giiltigkeit fiir wechselwirkende Systeme verlieren. Im ndchsten Abschnitt werden wir
daher die Strome genauer betrachten und damit den thermoelektrischen Transport aus der
Zeitentwicklung des wechselwirkenden Dichteoperators bestimmen. Des Weiteren werden wir
die Ladungsstrome durch das Zweiplatzmodell mit der Hubbard-Stratonovich-Transformation
exakt berechnen und mit den Ladungsstromen aus der Hartree-Fock-Naherung verglei-
chen.

3.2 Zeitentwicklung der Dichtematrix mit Wechselwirkung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Zeitenwicklung des Dichteoperators mit Wechselwir-
kung. Dazu benutzen wir zunédchst die Hartree-Fock-Ndherung, da hier die Wechselwirkungs-
terme auf bilineare Terme (Ein-Teilchen-Zustdnde) wie im Abschnitt[2.3.2]beschrankt werden.
Da aber beim wechselwirkenden Hamiltonoperator Terme hinzukommen, muss tiberpriift
werden, ob die Ausdriicke fiir die Strome aus Abschnitt noch giiltig sind. Anschliefiend
vergleichen wir die Ergebnisse der Hartree-Fock-Naherung mit den exakten Resultaten, welche
unter Verwendung der Hubbard-Stratonovich-Transformation berechnet werden, wobei wir
uns auf zwei wechselwirkende Gitterplitze in der Streuregion (Zweiplatzmodell) beschran-
ken.
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3.2 Zeitentwicklung der Dichtematrix mit Wechselwirkung

3.2.1 Hartree-Fock-Ndherung und der thermoelektrische Transport

Wie wir bereits im letzten Abschnitt erwédhnt hatten, bietet sich die Hartree-Fock-Ndaherung
fiir die Behandlung der Wechselwirkung der Elektronen in der Streuregion an, da die Terme
der Form 7,7, in bilineare Terme entkoppelt werden und wir die Ladungs- und Energie-
strome mit den Methoden aus dem Kapitel 2] bestimmen kénnen. Da wir die Erwartungs-
werte (égéﬂ) aus der Hartree-Fock-Ndherung nicht direkt berechnen kénnen, werden wir
als ,Startwert” die Erwartungswerte des wechselwirkungsfreien Systems verwenden und
dann selbstkonsistent die Werte fiir das System mit Wechselwirkung bestimmen. Dazu teilen
wir die Zeitentwicklung des Dichteoperators in M Zeitschritte At mit ¢ = M At auf und
erhalten

SigM Ay

(1) (D) - 7y (M)
ﬁHF (t) =e ges,HF chs,HFAtpA(O)engcs,HFAt . engcs,HFAt’ (312)

e
wobei p(0) der wechselwirkungsfreie Dichteoperator aus Gl. (2.33) zur Zeit ¢ = Oist.

Damit wir den Ladungs- und Energiestrom fiir wechselwirkende Systeme bestimmen kénnen,
benutzen wir die Kontinuitdtsgleichungen aus Abschnitt 2.2l und werten diese wieder mit
dem Ehrenfest-Theorem aus. Es treten nun im Allgemeinen Terme der Form [n,7g, 71 75] -
und spéter bei der Berechnung der Energiestromdichte [éhé 5+ Myis| - im Kommutator auf, die

mit der allgemeinen Kommutatorrelation

[A,BC]_ = B[A,C]_ +[A,B)_C (3.13)
umgeformt werden kénnen. So erhalten wir mit Gl. (2.18)
[e¢5, iyiig] = O3y ELe g5 — GanCleghs + 05T ehiy — Oashia@hiy. (3.14)

Mit Hilfe von GI. (3.13) und der Tatsache, dass zwei Besetzungszahloperatoren vertauschen,

fallen Terme der Form [7, 137y ]— = 0 weg.

Die Ladungsstromdichte - genauer gesagt, deren Erwartungswert - lasst sich am Platz [ nun
wie in Abschnitt2.2. T mit .

Lo 5 . .

5, Hoes]-) = 5 = 5 (3.15)
berechnen. Da die Besetzungszahloperatoren aber miteinander vertauschen, erhalten wir
fiir die Ladungsstromdichte mit Wechselwirkung zwischen Platz [ und [ + 1 die gleichen
Ausdriicke wie im wechselwirkungsfreien Fall aus GI. (2.19)

j¢ = ?(@Hél) —h.c.). (3.16)

Diskussionsbedarf besteht nun, ob wir das gleiche Ergebnis fiir die Ladungsstromdichte erhal-

ten, wenn wir zuerst die Hartree-Fock-Naherung fiir den Hamiltonoperator durchfiihren und
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

anschlieSend die Stromdichte berechnen. Hier erhalten wir die Terme

5 ([, Hygesiv]-) = ([, Hye) ) + Ui((e] 1) 48] e0) = (6 0)(0080))

+szl(<éﬁléz><éh@z> - <é;élfl><é;[—1él>>

, (3.17)

wobei der erste Term die wechselwirkungsfreie Losung darstellt. Wie man erkennen kann,
fallen auch hier die wechselwirkenden Terme weg. Die Ausdriicke der Ladungsstrome des
Systems aus Abb. 3.1|sind fiir wechselwirkende Systeme also die gleichen wie im wechsel-
wirkungsfreien Fall. Die Erwartungswerte der Form @L 4+1¢;), die bei den Ausdriicken der
Ladungsstrome auftreten unterscheiden sich natiirlich, abhédngig von welchem System wir
ausgehen. In dieser Arbeit betrachten wir wechselwirkungsfreie Systeme, wechselwirken-

de Systeme und Systeme bei denen die Wechselwirkung mit der Hartree-Fock-Ndherung
behandelt werden?]

Nun berechnen wir den Energiestrom fiir ein wechselwirkendes System. Dazu schreiben wir
den Hamiltonoperator Hye ;7 des Gesamtsystems als Summe von lokalen Operatoren

ﬁges,U = Z BZ,U (318)
l

und definieren

- - U (. 1 . 1 U_1 (. 1 . 1
hig =h + 0l <n1+1 - 2> (nl — 2> + Tl (nl — 2) (nl_l — 2> , (3.19)

wobei h; der wechselwirkungsfreie Operator aus Gl. (2.25) ist. Die Energieinderung eines
Gitterplatzes [ ldsst sich wieder iiber den Kommutator von iLLU und ]fIgeS,U mit Gl. (3.14)
berechnen und man erhalt

i - . i~ . iUt 141
ﬁ<[hl,Uangs,U]—> = ﬁ<[hlangs}—> + +

(3.20)

iUj_1t;—2 . 1\ .+ . :
—T |:< <nl — 2> C}-—lcl—2> — h.C.-

Zum Ausdruck der wechselwirkungsfreien Energiestromdichte <[ﬁl, H ges)—) kommen also
noch Terme hinzu, die von der Wechselwirkung abhidngen. Im Gegensatz zu den bilinearen

Termen bei der Ladungsstromdichte erhalten wir hier Erwartungswerte der Form (éle 5 é:ryé 50

2 In dieser Arbeit kann immer aus dem Kontext entnommen werden, wie die jeweiligen Erwartungswerte
bestimmt wurden.
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3.2 Zeitentwicklung der Dichtematrix mit Wechselwirkung

welche wir mit den Methoden aus Kapitel 2| nicht auswerten kénnen. Deshalb berechnen
wir in dieser Arbeit nur Energiestrome durch Systeme, bei denen die Wechselwirkung der
Elektronen mit der Hartree-Fock-Ndherung behandelt wurde. So konnen wir das Wick’sche
Theorem [47]]

(ehegeles) = (eleg)(eles) — (eles)(eley) (3.21)
verwenden und erhalten wieder Erwartungswerte mit bilinearen Termen. Der besseren Uber-
sichtlichkeit halber und weil die Energiestromdichte symmetrisch ist, geben wir hier nur die

Terme mit Wechselwirkung an, welche die Gitterpldtze > [ betreffen. Dies wird mit einem ,,+"
Index gekennzeichnet und wir erhalten

i

5 - Uty 41 . 1\ .+ . Af A A4
+ [y, Hees,v]-)+ = 27; K(TLD - 2) (el 0bria) — (el ) (el 6) — .

Uiyt . 1\ & . . o i~ .
0 () 5 ) elate) = Catuallelunti) - b + 40 Fual )4

(3.22)

_l’_

Diese Gleichung beinhaltet alle Informationen um den Energiestrom, beispielsweise zwischen
Platz [ und [ + 1, bestimmen zu kénnen. Die Ausdriicke der Energiestrome werden in GI. (3.23)
und Gl. (3.24) konkret angegeben.

Us
L R

Abbildung 3.2: Zweiplatzmodell, bei dem Elektronen zwischen den beiden Pldtzen in
der Streuregion mit Ugs wechselwirken kénnen.

Zuniachst drangt sich hier allerdings die Frage auf, ob wir das gleiche Ergebnis erhalten, wenn
wir die Energiestromdichte, ausgehend vom Hamiltonoperator in der Hartree-Fock-Ndherung
H, ges,HF, berechnen. Dazu muss der Kommutator i<[]:Ll,HF, H, ges,HF |- )+ / h ausgewertet werden,
wobei 7y i der lokale Hamiltonoperator des I-ten Gitterplatzes in der Hartree-Fock-Niherung
ist. Das Ergebnis ist das gleiche wie in Gl. (3.22). Weil jetzt aber ﬁl’HF wegen der Erwartungs-
werte zeitabhingig ist, darf der Term (9hy yr/0t) aus dem Ehrenfest-Theorem nicht
langer vernachldssigt werden. Um Abschitzen zu konnen welche Rolle der Term <6ﬁl7HF /Ot)
bei der Energiestromdichte spielt, betrachten wir die Erwartungswerte (7;) in der Streure-
gion genauer. Dazu berechnen wir numerisch (7441) und (7,12) des Systems aus Abb.
mit zwei Gitterpldtzen in der Streuregion (Zweiplatzmodell), bei denen Elektronen mit Ug
wechselwirken kénnen. Des Weiteren soll die Verbindung zwischen den Zuleitungen und

dem zentralen Bereich ¢’ = 0.5¢( betragen und kein Potential e, p = 0 = g verwendet werden.

In Abb. [3.3|sind nun die Erwartungswerte (n,11) und (f4+2) auf die Zeit mit der Wechselwir-
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

0.6 | — (fa41), Ug = i
=== (fa41), Ug = 1o
— (Na+2), Us =
0.55 (May2), Us =to |
0.5 E
0.45 i
04 L 1 L 1 " Il N 1
0 20 40 60 80 100
t/T

Abbildung 3.3: Erwartungswerte (fq41) und (fi,12) des Zweiplatzmodells aus Abb.
aufgetragen nach der Zeit mit unterschiedlichen Wechselwirkungen Us = 0 und Ug =
to. Zusitzlich wurden die Parameter ¢’ = 0.5tp und e, g = 0 = €¢ bei einer inversen
Temperatur 1, g = 8/t und einer Spannung eV = ¢, verwendet.

kung Us = 0 und Ug = ty aufgetragen. Man kann erkennen, dass die Werte in der stationédren
Phase beim System mit Wechselwirkung ungefidhr gleich schnell einen konstanten Wert er-
reichen wie im wechselwirkungsfreien Fall. Da wir aber nur die stationdre Phase der Strome
benétigen, und diese sehr glatt sind, kann der Term <8IA11’HF /0t) vernachlassigt werde Also
spielt es auch bei der Energiestromdichte keine Rolle, ob die Hartree-Fock-Ndherung am
Hamiltonoperator durchgefiihrt wird oder erst nachtraglich bei der Energiestromdichte und
somit ist GL. fiir beide Falle giiltig.

Damit ist der Energiestronﬁ mit der Hartree-Fock-Naherung von der linken Zuleitung in die
Streuregion (zwischen Platz a und a+-1) aus Abb. gegeben durch

Us ~ 1\ Irs itr . . .
Jrs " = Jis+ 5 [ <<na+2> - 2) -t #((cj;”cﬁl)(cjlcwﬁ —h.c.)
: (3.23)
i’ . T e

I CRRIC AT T PR (AR SICAUAN R W)

3 Die Erwartungswerte der Form (&},é ) mit a # f erreichen genauso schnell einen konstanten Wert wie (fia). Da
diese allerdings im Allgemeinen komplexe Zahlen sind, muss separat der imaginare und reelle Teil betrachtet
werden.

4 Wie bereits im zweiten Kapitel diskutiert wurde, ist in eindimensionalen Systemen die Energiestromdichte
gleich dem Energiestrom (gilt nattirlich auch fiir den Ladungsstrom).
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3.2 Zeitentwicklung der Dichtematrix mit Wechselwirkung

Analog erhalten wir fiir den Energiestrom von der Streuregion in das rechte Lead

EHF g, Us . 1\ Isgp | ith, 4 . 4 A
Jsp =Jsr+ o (p—2) — 5] ¢ + 7(<0b_1cb—2><0b_20b> —h.c.)
: (3.24)
iv’ R T, i L
o [tNS_1(<c£cb1><cZQCb> —he) +tr((@e, e 1ey) — h.c.)]

Bei den numerischen Berechnungen bilden wir wieder den Mittelwert der beiden Strome

EHF EHF
Jré und Jgi o und erhalten

E.HF E.HF
JE,HF — ‘]LS _;_JSR . (325)

Im néchsten Schritt betrachten wir die Auswirkungen der Wechselwirkung auf den Ladungs-
strom in der Hartree-Fock-Ndherung genauer. Dazu verwenden wir das Zweiplatzmodell
aus Abb. 3.2/mit den Hoppingparametern ¢’ = 0.5t und keinem Potential €7, p = g = 0 mit
Br,r = 8/to. Das I(V)-Diagramm ist fiir verschiedene Werte von Ug in Abb. zu sehen.
Man kann deutlich erkennen, dass im Bereich bis ca. eV ~ 2¢; die Strome mit steigender
abstoflender Wechselwirkung (positives Ug) abnehmen, und bei attraktiver Wechselwirkung
(negatives Ug) zunehmen. Fiir sehr grofie Spannungen nehmen alle Strome ndherungsweise
den gleichen konstanten Wert an.

1.5 T T T T T T T T
1.25 | i
1 F .
= 07 b ]
~
0.5 B
— Us = 1o
R US =0
0.25 + — Ug =t g
— Ug = 1.5t
0 L 1 L 1 L 1 L 1
0 1 2 3 4

eV/t()

Abbildung 3.4: I(V')-Diagramm des Zweiplatzmodells aus Abb. fﬁr verschiedene
Wechselwirkungen Us. Zudem wurden die Parameter ¢’ = 0.5t und e, g = €5 = 0 bei
einer inversen Temperatur von 15} LR =38 / to verwendet.

Im néchsten Abschnitt befassen wir uns ndher mit der Hubbard-Stratonovich-Transformation,
mit der die Ladungsstrome durch das Zweiplatzmodell exakt berechnet werden kénnen.
Damit werden wir herausfinden, dass die Hartree-Fock-Naherung die Wechselwirkung bis zu

einer Spannung von ca. eV ~ 2t; sehr gut beschreibt, allerdings die von Ug unabhédngigen
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

Werte aller Strome bei grofien Spannungen Artefakte der Hartree-Fock-Naherung darstel-
len.

3.2.2 Hubbard-Stratonovich-Transformation

Um die Ladungsstrome durch die Streuregion des Zweiplatzmodells aus Abbildung(3.2)mit Hil-
fe der Hubbard-Stratonovich-Transformation berechnen zu konnen, teilen wir als ersten Schritt
den Hamiltonoperator Hyes 7 aus Gl. (3-4) in einen wechselwirkungsfreien Operator 7' und

einen Operator V mit Wechselwirkung folgendermaBen auf:

ngs,U = f{L + f[LS + HSR + ﬁR + t0(62+26a+1 + h.C.) + 85(ﬁa+1 + ﬁa+2)
X 1\ /. 1 A (3.26)
+Us lat2 = 5 | (at1 — 5 =T+V

wobei H 1, und H r die Hamiltonoperatoren der Zuleitungen (Gl. (2.4) und (2.5)) mit den
Parameteren ¢, p = tp und ¢;, r = 0 darstellen. Zudem sind Hys und Hgp die Ankopp-

lungsterme der Zuleitungen an die Streuregion aus Gl. (2.7) und mit den Parametern
th o=t

Bei der Hubbard-Stratonovich-Transformation werden wir, wie in Abschitt die Zeitent-

wicklung des Dichteoperators verwenden. Wir beginnen also wieder mit dem zeitabhdngigen
Dichteoperator aus Gl. (2.36)

p(t) = e st (o) el (3.27)

und nehmen an, dass das System zum Zeitpunkt ¢t < 0 wechselwirkungsfrei ist, sodass wir 5(0)
aus Gl (2.33) verwenden kénnen. Um den wechselwirkenden Hamiltonoperator Hges ;7 behan-

deln zu kénnen, trennen wir die Operatoren 7' und V wie folgt:
A A M PO M 7 T 7 M
o—1Hges,ut — ( eﬂngs,UAt) _ ( eﬂ(ﬂ\/)m) ~ ( o—iTAL/2,—iIVAL eﬂ:mt/z) ’ (3.28)

wobei t = MAt. Da T und V im Allgemeinen nicht vertauschen, ist die Aufspaltung der
zeitabhdngigen Exponentialfunktionen nur im Grenzfall M — oo exakt. Mit der symme-
trischen Schreibweise in GL wird der Fehler bei endlichen Werten von M um eine
Grofienordnung in At geringer als bei einer asymmetrischen Schreibweise und liegt dann bei
O(At3) [49].

Bisher wurden lediglich die Exponentialfunktionen in eine andere Form gebracht. Nun
fithren wir an der Exponentialfunktion mit dem Operator V die Hubbard-Stratonovich-

Transformation durch, um nur bilineare Terme der Form éLéB zu erhalten. So konnen wir
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3.2 Zeitentwicklung der Dichtematrix mit Wechselwirkung

anschlieffend die Ergebnisse der Zeitenwicklung des Dichteoperators wie im Abschnitt

verwenden. Dazu formen wir zundchst das Produkt der Besetzungszahloperatoren wie folgt

umt)

1 1
fafly = =5 (n — 2h,Ng + nﬁ . — fz%) =3 [(ﬁa — ﬁﬁ)2 — g — ﬁﬁ] , (3.29)

und erhalten dann fiir den wechselwirkenden Operator

N | 1 . . 2

V= ZUS - §U5 (Prgro — Pgg1)” - (3.30)
Damit bringen wir die Exponentialfunktion mit dem Operator V' in die Form

e—if/At — o iUsAt/4,iUs (a1 —fat2)?At/2 _ le—iUsAt/z; Z 000 (la41—fa+2)
2

o==%1

, (3.31)

wobei o eine Ising-Variable darstellt. Der komplexe Parameter a muss im Folgenden ange-
passt werden, damit GI. erfiillt ist. Da die Besetzungszahlen nur die Werte n = 0,1
annehmen konnen, gehen wir nun die resultierenden vier Moglichkeiten separat durch.
Fiir die Fille ngr1 = ngio = 0und ngi1 = ngyo = 1 ist die GL erfiillt. Betrach-

tet man die Fille ng41 = 1,n442 = 0 und ner1 = 0,142 = 1 erhdlt man jeweils fiir
GL
lUsAt/2 — % (e + ™) = cos (@) (3.32)
und damit
« = arccos (eiUS At/ 2) . (3.33)

Also erhalten wir fiir die zeitabhdngige Exponentialfunktion

= o—iUst/4 M
e Hees vt — > H (3.34)
{om}m=1
wobei
U(am) _ e—iTAt/Qe—iaam(ﬁa+1—ﬁa+2)e—iTAt/2' (3.35)

Bei der Summe in Gl. (3.34) wird tiber simtliche Kombinationen von o,,, summiert.

Analog ist die adjungierte Exponentialfunktion gegeben durch

lUst/4

sl — e 3 HUT (Tm)- (3.36)

{om} m=1

5 Bei Fermionen gilt 12, = fq.
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

Da nun der Operator V in der zeitabhangigen Dichtematrix p(t) in bilineare Terme aufge-
teilt wurde, kann der Erwartungswert eines Operators O = >0 € 102j ¢; dhnlich wie in Ab-
schnitt]2.3.2]berechnet werden, wobei wir wieder von dem Ausdruck (O) = Sp [5(t)O]/Sp [5(t)]
ausgehen. Da die Spur eine lineare Operation ist, konnen wir die Summen tiber die Ising-

Variablen mit der Spur vertauschen und erhalten

o) Liopy S0 [U(040) - U(0)p(0)0(04) ... U (04,)O]

(©0) = A : :
o) Ztoyy 52 [Ul0an) - D@0 @) O] (5 )
Z{o‘m} Z{ain} Sp [ Om> O—;n)O]

wobei sich hier die Vorfaktoren e*Ust/4 /2M wegheben und der Operator A(o,,, o’,,) durch

A~ A~

Ao,,, 0l ) =Uloy)...U(e)p0)U (o)) ... U (%) (3.38)

gegeben ist. Als ndchsten Schritt erweitern wir den Zihler von Gl. (3.37) mit dem Term

Sp[A(a,,,0",)] und erhalten

Sp[A(0,,,01,)0]
L o) ol Sp[A(o’m,U ) Sp [A(01, 070)]

O 3.39
= Yoo} 2gor 1 SP[A(0,00,)] 439

Mit dieser Umformung kénnen wir den Bruch im Zihler, analog zum Abschnitt wie

folgt umschreiben:

A~

S [A(0, 71) O]

- =5p [(1+ Ao, 07)) "4 o 3.40
Sp[A(O-mvo-;n] [(]1+ (m7 m)) (m7 m) ], ( )

wobei A(o,,, 0;,) und O die zugehdrigen Matrizen zu den Operatoren A(o,,,0!,) und O sind.
Damit ist der Erwartungswert des Operators O mit Gl. (2.43) wie folgt gegeben:

ey Sty S (L4 A(0,,0%)) A0y, 91,)0] det [1+ A(,,, L)
<O> Z{gm} Z{U;n} det []l —+ A(Uma Jm)] . (341)

Da wir fiir die Stromdichten die Green’sche Funktion fiir Einteilchensysteme bestimmen
mdochten, ersetzen wir O durch éj ¢; und erhalten mit Gl. (2.47)

. E{o‘m} Z{a;n}((slj - [(1 + A( Om» m))il]ﬂ)det []1 + A(0m7 O—;’n)]

AT
¢;Cj) = (3.42)
< ]> Z{o‘m} Z{U;n} det []l + A(Uma O-;n)]

Weil wir aber in diesem Formalismus {iber alle méglichen Kombinationen der Ising-Variablen

o,, und o/ summieren, bestehen Zghler und Nenner in Gl. (3.42) aus 4M Termen. Dies ist aber,
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3.2 Zeitentwicklung der Dichtematrix mit Wechselwirkung

selbst fiir sehr leistungsstarke Computer, nur bis zu Werten von M ~ 10 moglich. Folglich
sind wir in der Zeitentwicklung des Dichteoperators auf einen endlichen Bereich ¢ < 10A¢
beschrankt, wobei At wiederum klein genug gewidhlt werden muss, um die Ndherung in
Gl zu rechtfertigen. Die Hubbard-Stratonovich-Transformation liefert uns also die
exakten Ladungsstrome durch das Zweiplatzmodell, ist aber mit sehr hohem Rechenaufwand

verbunden.

3.2.3 Hartree-Fock vs. Hubbard-Stratonovich

In diesem Abschnitt vergleichen wir die Ladungsstrome durch das Zweiplatzmodell, berechnet
mit der Hartee-Fock-Naherung und der Hubbard-Stratonovich-Transformation. Dazu betrach-
ten wir zunéchst in Abb.[3.5/die Ladungsstrome als Funktion der Zeit. Hier wurden die Parame-
ter t' = 0.5ty und g = 0 bei einer inversen Temperatur 51, r = 8/t fiir verschiedene Spannun-

gen bei einer Lange der Zuleitungen von Ny, g = 20 betrachtet.

0.125 T T T T 0.3

01 L 0.25 -

ogg 0pooff0ogg

0.2 -
0.075 A . —a Ug = —to
90 000, ¢ Us=0
0.15 | 0990040009004

? g 0 000 000 Us =ty
[ —~— Us = 1.5ty
0.1 4

I/ID
/I,

0.05 -

0.025 1
’ 0 0.05 E

0 . . . 0 I I I
0 5 10 15 20 0 10 15 20

t/T t/T

o

Abbildung 3.5: Ladungsstrome als Funktion der Zeit durch das Zweiplatzmodell aus
Abb. fur verschiedene Wechselwirkungen Usg. Wir vergleichen hier die Hartree-
Fock-Néherung (Linien) mit der Hubbard-Stratonovich-Transformation (Symbole) mit
den Parametern ¢ = 0.5ty, 8, r = 8/to und der Spannung eV = ¢, (linker Graph)
und eV = 4ty (rechter Graph). Zudem wurden hier bei beiden Methoden Ny r = 20
Gitterpléatze fiir die Zuleitungen gewdhlt.

Man kann in Abb.[3.5sehen, dass bei einer Spannung eV = t; (linke Abbildung) fiir abstoflende
(positive) Wechselwirkungen die Hartee-Fock-Ndherung (Linien) sehr gut mit den Ergebnis-
sen aus der Hubbard-Stratonovich-Transformation (Symbole) iibereinstimmen. Bei hohen
Spannungen haben wir bereits herausgefunden, dass die mit der Hartree-Fock-Ndherung
berechneten Ladungsstrome fast nicht von der Stiarke der Wechselwirkung Ug abhdngen.
Betrachten wir die rechte Abbildung in 3.5/ bei einer Spannung von eV = 4ty kdnnen wir
erkennen, dass dieses Phanomen von der Hubbard-Stratonovich-Transformation nicht besta-
tigt wird und es deswegen ein Artefakt der Hartree-Fock-Naherung darstellt. Beachtlich ist

jedoch, dass beim nicht-trivialen Einschwingvorgang der Ladungsstome| bei beiden Graphen

6 Zeitlicher Bereich, bis nahezu das Plateau des Ladungsstroms erreicht ist.
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell
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Abbildung 3.6: Mit der Hartree-Fock-Ndherung berechnetes I(V')-Diagramm (Lini-
en) aus Abb. verglichen mit den Ergebnissen aus der Hubbard-Stratonovich-
Transformation (Symbole).

in Abb.[3.5|die Hartree-Fock-Naherung und die Hubbard-Stratonovich-Transformation nahezu

die gleichen Ergebnisse liefern.

In Abb. [3.6l wurden die stationédren Strome der Hubbard-Stratonovich-Transformation fiir
verschiedene Spannungen und Wechselwirkungen abgeschitzt und werden hier mit den
Ergebnissen aus der Hartree-Fock-Ndherung aus Abb. 3.4| verglichen. Man kann also fest-
halten, dass beim Zweiplatzmodell die Hartree-Fock-Naherung bei kleinen Spannungen die
Wechselwirkung tendenziell richtig wiedergibt, bei grofsen Spannungen allerdings Artefakte
auftreten.

3.3 Der Landauer-Biittiker-Formalismus in Hartree-Fock-Ndherung

In diesem Abschnitt berechnen wir die Transmission eines wechselwirkenden Systems mit
der Hartree-Fock-Naherung und nutzen dann den Landauer-Biittiker-Formalismus, um die
Ladungs- und Energiestréme zu bestimmen. Wie bei der Zeitentwicklung des Dichteoperators
muss bei der Hartree-Fock-Naherung die Green’sche Funktion fiir Einteilchensysteme <éLé 5)
selbstkonsistent bestimmt werden. Da beim Landauer-Biittiker-Formalismus direkt die statio-
ndren Strome (ohne Zeitabhingigkeit) berechnet werden, ist das Ziel des ndchsten Abschnitts,
die Green’sche Funktion selbstkonsistent zu berechnen, ohne explizit eine Zeitentwicklung
durchfiihren zu miissen.
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3.3 Der Landauer-Biittiker-Formalismus in Hartree-Fock-Niherung

3.3.1 Selbstkonsistente Green’sche Funktion

Um die Transmission des wechselwirkenden Systems aus Abb. in der Hartree-Fock-
Néherung selbstkonsistent zu bestimmen, gehen wir zundchst vom wechselwirkungsfreien
System (U’ = Ug = 0) aus und berechnen die Transmission wie in Abschnitt Beim
Losen des Gleichungssystems aus kénnen wir neben den Koeffizienten B und C' auch

die Eigenzustdnde der Streuregion 7; im Ortsraum bestimmen. Da wir zudem bereits wis-

!

U~ Us Us
-1 0 1 Ng Ng+2
L R

Abbildung 3.7: System mit der Wechselwirkung U’ zwischen den Elektronen auf den
Gitterpldtzen der Zuleitungen und dem zentralen Bereich und die Wechselwirkung Ug
der Elektronen zwischen benachbarten Gitterpldtzen in der Streuregion.

sen, dass die Eigenzustdnde in den Zuleitungen ebene Wellen sind, sind die Zustdnde des
Systems im Ortsraum fiir eine einfallende Welle aus der linken Zuleitung wie folgt gege-

ben: o .
Ape*i + Bre ki 5 <0
GIL(k) =19 ¥ 0<j<Ng . (3.43)
Crets j > Ng

Die Amplitude der einfallenden Welle wird hier wieder auf A; = 1 gesetzt und der Index
L steht fiir die von links einlaufende ebene Welle. Die Streuzustdnde aus GI. werden
in der folgenden Formel verwendet, um die Green’sche Funktion im stationdren Bereich zu
berechnen [50]:

(@en) = 3" fal B (m|Wa (k) (Wa(k)|1). (3.44)
a=L,R k
Hier wird mit o = L tiber die Eigenzustande (j| ¥, (k)) summiert, die mit der Fermi-Verteilung
fr(Ey) multipliziert werden. Zudem werden hier die Eigenzustande (j|Vr(k)) benétigt, wel-
chemit @ = R eine einfallende Well aus der rechten Zuleitung wie folgt

Agel*i 4 Bre % j > Ng
(JIWr(k)) = ¢ ; Ng>37>0 (3.45)
Cre'ti j<0

beschreibt und mit fr(E)) multipliziert wird. Die Fermi-Verteilungen sind durch die Tempe-
raturen und chemischen Potentiale der Zuleitungen mit f1 g = (exp(B8L r(Ex — pr.r)) + 1)1
gegeben.
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

In Abb. ist ein Programmablaufplan abgebildet, welcher zeigt, wie die Transmission der
Streuregion aus Abb. 3.7|mit Wechselwirkung (Hartree-Fock-Naherung) und die zugehéorigen
Strome bestimmt werden. Dafiir werden zunéchst die Erwartungswerte (él ¢g) (GL (3.44)) und
die Transmission 7y (E) des wechselwirkungsfreien Systems bestimmt. Als ndchsten Schritt
werden die Green’schen Funktionen in den Hamiltonoperator H, ses,HF eingesetzt und damit
die ,neuen” Green’'schen Funktionen und die Transmission 7 (E) der Streuregion berechnet.
Nun wird abgefragt, ob sich die Transmissionen 7y(£) und 7 (E) fiir jede Energie E hochstens
um den Wert e unterscheiden. Falls dies nicht zutrifft, ist 7 (E) die ,,neue” Transmission 7o (F)
und das Programm springt wieder an den Punkt, an dem die Green’schen Funktionen in den
Hamiltonoperator eingesetzt werden. Ist die Bedingung |7 (E) — 7o(E)| < e erfiillt, werden die
stationdren Strome berechnet und anschlieflend ausgegeben.

Berechnung (cf.c 5)
(wechselwirkungsfrei)

Berechnung 7y (E)
(wechselwirkungsfrei)

v

<c};c5> in Hees HF | ¢
. -
einsetzen

v

Berechnung der
neuen {c};cﬁ>

v To(E) = T(E)

Berechnung 7 (E) A

Berechnung und
Ausgabe der
Strome

Abbildung 3.8: Programmablaufplan zur Berechnung der Stréme und Transmissionen
des Systems aus Abb. 3.7/mit Wechselwirkung in der Hartree-Fock-Naherung.

Da wir das System mit der Hartree-Fock-Naherung durch Einteilchenzustidnde beschreiben,

konnen wir weiterhin zur Berechnung der Ladungs-, Energie- und Warmestrome die Landauer-
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3.3 Der Landauer-Biittiker-Formalismus in Hartree-Fock-Niherung

Biittiker-Formeln aus Gl. (2.52)-(2.54)) verwenden [§].

Im nédchsten Abschnitt vergleichen wir die Strome in der Hartree-Fock-Ndherung, welche mit
der Zeitentwicklung der Dichtematrix und der Landauer-Biittiker-Formel berechnet wurden
und werden wieder eine sehr gute Ubereinstimmung feststellen. Zudem betrachten wir die
Transmissonen des Zweiplatzmodells genauer, um die Charakteristik der Strome im I(V)-
Diagramm aus Abb. 3.4]besser zu verstehen.

3.3.2 Landauer-Biittiker-Formalismus und das Zweiplatzmodell

In wechselwirkungsfreien Systemen haben wir fiir die stationdren Strome bei der Zeitent-
wicklung des Dichteoperators und beim Landauer-Biittiker-Formalismus nahezu die gleichen
Werte erhalten. Um dies fiir Systeme in der Hartree-Fock-Naherung zu tiberpriifen, vergleichen

0.3 T T T 0
- Zcit(‘,ntwi(‘,kllllmg des Dicht(jopcmtors 1 — Zeitentwicklung des Dichteoperators
0.25 — Landauer-Biittiker Formalismus g —0.05 — Landauer-Biittiker Formalismus i
0.2 q —0.1 4
- Ko
= 015 B ~ 015 E
~ )
\A/M ~
0.1 B —-0.2 | q
0.05 Bl =025 Fllpar~a
0 . . . . —0.3 . I . L . I . L
0 20 40 60 80 100 0 20 10 60 80 100

t/T t/T

Abbildung 3.9: Vergleich des Ladungs- und Energiestroms, berechnet mit der Zeitent-
wicklung des Dichteoperators und der Landauer-Biittiker-Formel, fiir das Zweiplatz-
modell mit den Wechselwirkungen Ug = 1.4t, und U’ = 0.8t¢. Des Weiteren wurden
die Parameter t' = 0.6t¢, ts = 0.8t; und eg = —0.4t, bei einer Spannung eV = ¢, und
inversen Temperaturen (1, = 20/t und Sr = 1/t, gewdhlt.

wir in Abb. 3.9|den Ladungs- und Energiestrom der Zeitentwicklung des Dichteoperators
mit den Stromen der Landauer-Biittiker-Formel fiir das Zweiplatzmodell mit den Wechsel-
wirkungerﬂ U" = 0.8t und Us = 1.4t und einer Lange der Streuregion von Ng = 5. Hier
wurden die Parameter willkiirlich mit ¢ = 0.6t, ts = 0.8t und eg = —0.4¢( bei einer Span-
nung von eV = t; und inversen Temperaturen 1, = 20/ty und Sr = 1/t, festgelegt. Bei der
Zeitentwicklung des Dichteoperators wurden die Strome mit einer Grofse der Zuleitungen
von Ny, p = 100 verwendet. Trotz der vielen verschiedenen Parameter, welche zu massiven
Anderungen der Strome fiihren, stimmen die stationdren Stréme sehr gut tiberein. Der Feh-

ler belduft sich hier, wie bereits beim wechselwirkungsfreien System, auf maximal ~ 1073,

7 Wir hatten das Zweiplatzmodell aus Abb.|3.2)ohne die Wechselwirkung der Elektronen zwischen den Zulei-
tungen und der Streuregion U’ und fiir den Hoppingparameter ts = to definiert, fithren diese hier aber ein,
damit gezeigt werden kann, dass die Stréme fiir simtliche Félle tibereinstimmen.

51



3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

1.5 - T T T T T T T

t  — Zeitentwicklung des Dichteoperators — 1
1.25 L Landauer-Biittiker Formalismus 4

CV/tO

Abbildung 3.10: I(V')-Diagramm aus Abb. berechnet mit der Zeitentwicklung des
Dichteoperators und der Landauer-Biittiker-Formel mit Ug = .

Es ist daher auch nicht verwunderlich, dass wir beim (V')-Diagramm des Zweiplatzmodells
mit den Parametern aus Abb. [3.6/die gleichen Werte erhalten, egal ob diese mit der Zeitent-
wicklung des Dichteoperators oder der Landauer-Biittiker-Formel berechnet wurden, was
man in Abb. sehen kann. Hier ist der Strom auf die Spannung mit der Wechselwirkung
Us = tp aufgetragen. Dennoch kénnen die Werte leicht variieren, wenn man den Sprung
im I(V')-Diagramm bei grofSen Wechselwirkungen (Ugs > 1.5ty) und kleinen Temperaturen
(Br.r = 50/tp) in Abb. ndher betrachet. Die selbstkonsistent berechnete Green’sche Funk-
tion aus Gl. (3.44), welche benétigt wird, um die Strome mit der Landauer-Biittiker-Formel
fur ein I(V')-Diagramm bestimmen zu konnen, kann auf verschiedene Wege berechnet wer-

den.

Man kann fiir jeden Wert der Spannung vom wechselwirkungsfreien System ausgehen und
dann die Wechselwirkung selbstkonsistent in der Hartree-Fock-Ndherung berechnen (griine
Linie in Abb. , man kann aber auch nur bei einer Spannung eV’ = 0 vom wechselwir-
kungsfreien System ausgehen und fiir jeden weiteren Wert fiir die Spannung die Green’sche
Funktion des vorher berechneten Werts der Spannung verwenden und anschlieffend die neue
Green’sche Funktion selbstkonsistent bestimmen (blaue Linie). Dies funktioniert natiirlich
auch, wenn man vom gréfiten Wert der Spannung beginnt und dann Werte mit kleinerer
Spannung berechnet (schwarze Linie). Die letzten zwei Methoden kénnen als System mit

adiabatisch ansteigender und sinkender Spannung bezeichnet werden, was in der Abbildung

mit den Pfeilen angedeutet wird.

Normalerweise spielt es keine Rolle, welche Methode man verwendet, da man die gleichen

Werte fiir die Strome erhélt. Im (V')-Diagramm (s. Abb. [3.11) erkennt man jedoch, dass der
Strom mit der adiabatisch sinkenden Spannung und der Strom, bei dem jeder Wert der Span-
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Abbildung 3.11: I(V)-Diagramm des Zweiplatzmodells im Bereich des Sprungs bei
Us = 1.5tp und 5 = 50/t,. Die Ladungsstrome wurden mit der Zeitentwicklung des
Dichteoperators (rot) und mit dem Landauer-Biittiker-Formalsimus (selbstkonsistente
Green’sche Funktionen) bestimmt. Zur Berechnung der Green’schen Funktionen ging
man hier einerseits fiir jeden Wert der Spannung vom wechselwirkungsfreien System
aus (griin). Andererseits auch fiir adiabatisch ansteigende (blau) und sinkende (schwarz)
Werte der Spannung, was durch die Pfeile angedeutet wird.

nung ausgehend vom wechselwirkungsfreien System berechnet wurde jeweils den Sprung
bei eV =~ 2.77ty haben. Hingegen liegt der Sprung beim Strom mit adiabatisch steigender
Spannung bei eV’ ~ 3.03t(. Die Existenz von multiplen Losungen im /(V')-Diagramm in der
Hartree-Fock-Ndherung wurde bereits in der Publikation [51] diskutiert. In Abb. ist noch
der Strom abgebildet, welcher mit der Zeitentwicklung des Dichteoperators berechnet wurde
(rote Linie).

— V=29t
— eV =2.95t¢ A
eV =297ty |
eV = 2.98tg
eV = 2.985t |
eV =299, -
— eV = 30t0
— eV = 3.1(}0
60 80 100

t/T

Abbildung 3.12: Stationdre Strome der Zeitentwicklung des Dichteoperators, aufgetra-
gen auf die Zeit fiir verschiedene Spannungen. Hier wird der Sprung (im Bereich von
eV = 2.97t, bis eV = 3.0ty) des Zweiplatzmodells mit Ug = 1.5¢; aus Abb. 3.11|nzher
betrachtet.
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

Es ist jedoch schwer den stationdren Strom in der Umgebung des Sprungs zu bestimmen, da
es auch einen Sprung im Graphen des Stroms gibt, welcher gegen die Zeit aufgetragen ist. In
Abb. wurde der stationdre Strom fiir verschiedene Spannungen im Bereich eV = 2.9¢, bis
eV = 3.1t geplottet. Man kann erkennen, dass der Sprung sich im Bereich von eV = 2.97t,
bis eV = 3.0ty ,hinzieht” und der stationédre Strom in diesem Bereich nicht prazise bestimmt
werden kann.

1

1 T
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Abbildung 3.13: Transmissionen des Zweiplatzmodells fiir verschiedene Wechselwir-
kungen Ug bei einer Spannung eV = 0 (links) und eV = 4t (rechts) und der inversen
Temperatur 3, g = 8/t9. Zudem wurden die Parameter ¢’ = 0.5¢¢, tg = to und eg = 0
verwendet.

Als letztes betrachten wir in diesem Abschnitt die Transmissionen des Zweiplatzmodells (s.
Abb. mit verschiedenen Wechselwirkungen Ug. Die Transmissionen sind in Abb.
mit den Spannungen eV = 0 (links) und eV’ = 4t (rechts) gegeben. Man erkennt, dass die
Transmissionen stark von der Spannung abhédngen, bei hohen Spannungen fiir verschiede-
ne Werte von Ug aber nahezu identisch sind. Dies erklédrt auch, warum die Ladungsstrome
im I(V)-Diagramm fiir hohe Spannungen von der Wechselwirkung Ug nahezu unabhédngig
sind. Betrachtet man hingegen die Transmissionen fiir kleine Spannungen, unterscheiden
sich diese fiir unterschiedliche Werte von Ug sehr deutlich. Fiir abstofSende Wechselwir-
kungen (positives Ug) liegen die Maxima der Transmission weiter auseinander als beim
wechselwirkungsfreien System, bei einer attraktiven Wechselwirkung (negatives Uyg) ist dies
umgekehrt. Damit ist auch gekldrt, warum die Stréme, im Gegensatz zum wechselwirkungs-

freien System, fiir positives Ug bei kleinen Spannungen kleiner und bei negativen Ug grofser
werden®)

Im nédchsten Abschnitt betrachten wir das interacting resonant level model (IRLM). Hier werden
wir die Ladungsstrome, bei denen die Wechselwirkung mit der Hartree-Fock-Naherung behan-
delt wurde mit exakt berechneten Ladungsstromen vergleichen.

8 Die Breite der Differenz der Fermi-Verteilungen liegt in der GroSenordnung ~ eV. Weil f1(E) — fr(F) in den
Landauer-Biittiker-Formeln mit den Transmissionen multipliziert wird, ist es fiir die Stérke des Ladungsstroms
entscheidend, wie grof3 die Fldche der Transmission in diesem Bereich ist.
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3.4 Hartree-Fock-Ndherung im IRLM

Das IRLM ist ein System mit einem Gitterplatz in der Streuregion, wobei die Elektronen
zwischen dem Gitterplatz und den Zuleitungen mit U’ wechselwirken (s. Abb.|3.14). Hierbei
ist der Fall U’ = 2t( sehr interessant, weil dieser analytisch gelost werden kann [3]. So kann

U’ U’

0 a 0

L R

Abbildung 3.14: Aufbau des IRLM, mit einem Gitterplatz in der Streuregion und der
Wechselwirkung U’ des zentralen Bereichs mit den Zuleitungen.

der Ladungsstrom durch die Streuregion mit

L3V ol (VY

4 ) 4 ) ) 6 ) 6 ) VC
angegeben werden [52]. Hier ist ; F'; eine hypergeometrische Funktion und eVi /tg = 7(t' /to)*/?
ist mit dem dimensionslosen Vorfaktor r ~ 3.2 gegeben. In Abb. ist das I(V')-Diagramm

eV

; (3.46)

3 T T T T T T T T
—a— t/:05t0 10_2 T ———T T
25 F -t/ =03t i i

< 107

eV/to

Abbildung 3.15: I(V')-Diagramm des IRLM mit U’ = 2t, und verschiedenen Hopping-
parametern t' = 0.5ty (rot) und ¢’ = 0.3ty (blau), bei dem die exakte Losung (Linien)
mit der Hartree-Fock-Naherung (Symbole) verglichen wird. Im kleinen Graphen ist die
Abweichung des linearen Stroms der Hartree-Fock-Naherung mit A = 1 — IRy /V auf
einer doppelt logarithmischen Skala abgebildet, wobei hier die Symbole die Hartree-
Fock-Ndherung und die Linie A ~ V2 darstellen.

mit der exakten Losung des IRLM fiir eine Wechselwirkung U’ = 2t abgebildet (Linien) und
wird mit der Hartree-Fock-Néaherung (Symbole) verglichen. Hier wurden die Hoppingpara-
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

meter ¢’ = 0.5tg und ¢’ = 0.3ty bei einer inversen Temperatur von g1, r = 50 /to Verwendetﬂ
Berechnet wurden die Strome mit dem Landauer-Biittiker-Formalismus in der Hartree-Fock-

Néaherung.

Man kann erkennen, dass fiir kleine Spannungen die Strome der exakten Methode und der
Néherung sehr gut tibereinstimmen. Das Maximum der Strome wird von der Hartree-Fock-
Néherung tiberschitzt und es entsteht nach dem linearen Anstieg ein Sprung. Bei hohen
Spannungen gibt die Hartree-Fock-Naherung die ungefdhren Werte der exakten Losung
wieder. Jedoch sinkt die exakte Losung bei noch hoheren Spannungen weiter ab, wohinge-
gen die Hartree-Fock-Nédherung bei hohen Spannungen einen konstanten Wert annimmt.

0.8

0.6

T(E)

0.2

O Il
-2 -1 0 1 2

E/to

Abbildung 3.16: Mit der Hartree-Fock-Nédherung berechnete Transmissionen des IRLM
mit verschiedenen U’ bei einer Spannung ¢V = 0 und einer inversen Temperatur
Br,r = 50/tg. Zudem wurde der Hoppingparameter ¢’ = 0.15¢; gewdhlt.

Wir betrachten nun den linearen Anstieg bei kleinen Spannungen genauer. Dazu entwickeln
wir 4 Fy in Gl. (3.46) mit einer Taylor-Reihe um kleine Werte von z = (V/V)% und erhalten
fiir die ersten zwei Terme [53]

3F2 [{ala az, a3} ) {blv b2} ) —l’] =1- a})a;agx + 0(12) (347)
102
und damit den Strom .
\%4 27 [V
V)~ — |1- 22 (= 4
V) Ry 140 (VC> ’ (3.48)

wobei wir hier die Von-Klitzing-Konstante Ry = h/e? eingefiihrt haben. Hier kann man den

linearen Anstieg bei kleinen Spannungen, aber auch eine Abweichung A =1 — IRk /V ~

9 Hier wurden tiefe Temperaturen gewihlt, da Gl. (3.46) fiir T = 0 gilt.
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3.4 Hartree-Fock-Niherung im IRLM

(V/Ve)® in nédchster Ordnung der Spannung erkennen. Wenn die Hartree-Fock-Néherung
den Strom exakt wiedergibt, miisste auch hier eine Abweichung von A ~ (V/V)® zu sehen

sein.

Dazu tragt man nun A auf die Spannung in einem doppelt logarithmischen Diagramm auf
und liest die Potenz des Stroms durch die Steigung ab. Dies ist in Abb.[3.15)im kleinen Graphen
geplottet und man kann erkennen, dass A ~ V2 gilt. Also gibt die Hartree-Fock-Naherung
den linearen Anstieg des Stroms nur bedingt wieder. Jedoch kann man aus den Publikationen
[54,55] entnehmen, dass das Verhalten A ~ V2 auch beim IRLM fiir Wechselwirkungen
U’ # 2ty vorkommt.

25 T T T T T T T T T T

—e— Hartree-Fock Naherung
—— Exakte Losung

20

¥/ 70

0 s 1 s 1 s 1 s 1 s 1

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
U’ Jto

Abbildung 3.17: Die Breite v/~ der Lorentz-Verteilung aus Abb. verglichen mit
der exakten Losung aus der Publikation [56]], aufgetragen auf U’. Hierbei ist vo = 2t'? /t
die Breite der Lorentz-Verteilung des IRLM bei U’ = 0.

In Abb. kann man die Transmissionen, berechnet mit der Hartree-Fock-Ndherung, fiir
verschiedene Werte von U’ bei einer Spannung von eV = 0 und einer inversen Temperatur
Br.r = 50/to vergleichen, wobei hier der Hoppingparameter ¢’ = 0.15¢y gewéhlt wurde. Man
kann erkennen, dass die Kurven bei steigenden Wechselwirkungen breiter werden. Die Breite
~ der Kurven kann bestimmt werden, indem bei kleinen Werten um E = 0 die Funktionen
der Transmissionen durch die Lorentz-Verteilung

(3.49)

gefittet wird. Im IRLM bei U’ = 0 haben wir in Kapitel 2| bereits herausgefunden, dass
Yo = 2t /to fiir tg > t' gilt (Gl. (2.65)). Nun vergleichen wir in Abb. die Breiten der Lorentz-
Verteilungen /7o aus Abb. mit der exakten Breite, berechnet von Braun et al. [56]. Man
kann erkennen, dass bei kleinen Wechselwirkungen U’ die Werte noch gut tibereinstimmen,
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bei grofseren Werten von U " die Hartree-Fock-Ndherung die Breite der Lorentz-Verteilungen
aber tiberschitzt.

3.5 Wechselwirkung zwischen Elektronen auf einem Gitterplatz

Im diesem Abschnitt betrachten wir nun die Wechselwirkung Ug zwischen zwei Elektronen
mit verschiedenem Spin auf einem Gitterplatz in der Hartree-Fock-Naherung. Der zugehorige

HamiltonoperatoriT_UI des Systems ist dann
f{ges,UG = ﬁL,s + I:ILS,S + I:IS,S + ﬁSR,s + ﬁR,57 (350)

wobei hier die Zuleitungen mit

a
Hio=—~to} 3 (é},ﬂéﬂl,a + h-C-) (3:51)
o j=1
Nges
Hp s = —to Z Z (é},,,éjﬂ,a + h.c.) (3.52)
o j:b

gegeben sind. Zudem sind die Ankopplungen der Zuleitungen an den zentralen Gitter-

platz
Hpsy+ Hspy = 'S (@Lgea R A h.c.) (3.53)
(o2

und der Hamiltonoperator des Gitterplatzes hat die Form

Hgy = eshigi1s + siart,, + Ua <ﬁa+1,¢ - ;) <ﬁa+1,¢ - ;) : (3.54)
Hier wird tiber die beiden Spinrichtungen o =1, | summiert. Zusatzlich nehmen wir fiir die
Zuleitungen e, g = 0 und t1, g = tp an. In einem wechselwirkungsfreien System bewirken
die Spins, dass die Strome durch die Streuregion doppelt so grofs sind, da wir keine externen
Felder oder Gitterstrukturen betrachten, welche eine Spinrichtung bevorzugen wiirden. So
kann man im wechselwirkungsfreien Fall einfach von zwei separaten Spinkandlen sprechen,

welche identisch aufgebaut sind.

Da die Zuleitungen nach wie vor wechselwirkungsfrei sind, interagieren die Elektronen mit
verschiedenem Spin lediglich auf dem Gitterplatz im zentralen Bereich, weshalb wir das
System auch wie in Abb. betrachten kénnen. Hier sind die Zuleitungen durch zwei

10 Der Index s weist nun auf die Spinabhédngigkeit der Hamiltonoperatoren hin.
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to ' / to

:UG
104079700
L R

Abbildung 3.18: Schematische Darstellung eines eindimensionalen Systems mit einem
Gitterplatz in der Streuregion, auf dem Elektronen mit verschiedenem Spin mit Ug
wechselwirken koénnen. Die verschiedenen Spinkanéle wurden in dieser Skizze separat
gezeichnet, die tibereinanderliegenden Gitterplédtze besitzen allerdings die gleichen
Ortskoordinaten.

verschiedene Kanéle (Spinrichtung nach oben und nach unten) abgebildet, wobei die tiberein-
ander liegenden Gitterplédtze die gleichen Ortskoordinaten besitzen und auf dem zentralen
Gitterplatz Elektronen mit verschiedenem Spinmit Ug wechselwirken kénnen. Ndhert man
nun den wechselwirkenden Term mit der Hartree-Fock-Ndherung, kann man erkennen, dass
der Fock-Term (Hopping-Term) nicht vorkommt, da sonst beispielsweise Elektronen mit Spin
1 in den Kanal der Elektronen | wechseln kénnten. Deshalb betrachten wir lediglich den
Hartree-Term und erhalten

- . . R 1\ . ~ 1\ .
Hgnr s = €5ftgr14+E5Ta+1,,+Ua <(na+m) — ) Nat1,,+Ua <<na+1,¢> - ) Nat1,1- (3.55)

2 2
Weil die beiden Spinkanile identisch aufgebaut sind, muss fiir den Erwartungswert des zentra-
len Gitterplatzes (7q41,1) = (fq+1,1) gelten. So konnen wir bei der Berechnung des Ladungs-
und Energiestroms durch die Streuregion das System mit spinlosen Elektronen annehmen
und den zentralen Gitterplatz formal mit sich selbst wechselwirken lassen. Die Stréme werden
anschlieffend mit einem Faktor zwei multipliziert.

Die Hartree-Fock-Ndherung darf allerdings nur bei kleinen Werten der Wechselwirkung Ug
(im Vergleich zur Energiebandbreite der Zuleitungen) angewendet werden. Im Grenzfall
zur Behandlung von starken Wechselwirkungen kénnen Coulomb-Blockade-Effekte erwartet
werden. Bei dieser wird die Wechselwirkung der Elektronen mit verschiedenem Spin auf
einem Quantenpunkt als ein System mit zwei verschiedenen Energieniveaus beschrieben [57].
Das in diesem Abschnitt betrachtete System wird auch als single-impurity Anderson model
(SIAM) bezeichnet. Hier konnen die Ladungsstrome durch die Streuregion auch numerisch
ohne Naherung bestimmt werden, was aber mit sehr grofien Rechenzeiten verbunden ist [10].
Auch der Kondo-Effekt, bei dem der Widerstand bei sinkenden Temperaturen ansteigt, kann
mit dem SIAM beobachtet werden [57,/58].

In diesem Kapitel haben wir uns ausfiirlich mit der Hartree-Fock-Naherung in einem eindi-
mensionalen Tight-Binding-Modell im Nichtgleichgewicht beziiglich der Spannung und der
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3 Wechselwirkung zwischen Elektronen im Tight-Binding-Modell

Temperatur auseinandergesetzt. Durch Vergleiche mit exakten Losungen von wechselwirken-
den Systemen haben wir herausgefunden, dass die Hartree-Fock-Ndherung in vielen Bereichen
die Ladungsstréme durch die Streuregion qualitativ korrekt wiedergibt. Zudem bietet die
Hartree-Fock-Ndherung eine zeitsparende Moglichkeit, um das Verhalten von Ladungsstro-
men in wechselwirkenden Systemen abschétzen zu kénnen, da die exakte numerische Losung
solcher Systeme mit sehr grofsen Rechenzeiten verbunden ist. Allerdings fanden wir heraus,
dass bei grofien Spannungen oder grofSen Werten von U’ oder Ug die Ladungsstrome, welche
mit der Hartree-Fock-Naherung berechnet wurden, nicht mehr mit den exakt berechneten

Ladungsstromen tibereinstimmen.
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4 Thermoelemente und lineare
Transportkoeffizienten

Bisher wurden die Grundlagen von eindimensionalen Tight-Binding-Modellen diskutiert
und wie die Wechselwirkung zwischen Elektronen in der Streuregion behandelt werden
kann. Diese Grundlagen werden wir fiir den Rest der Arbeit verwenden, um die Nanowar-
memaschine beschreiben zu kénnen. Die Nanowadrmemaschine funktioniert auf der Basis
des Seebeck-Effekts, bei dem aus einer Temperaturdifferenz zwischen den Zuleitungen eine
Spannung erzeugt wird. In diesem Kapitel werden wir uns daher ndher mit der Funktions-
weise von Thermoelementen befassen und uns mit dem Seebeck-Effekt auseinandersetzen.
Der umgekehrte Effekt, auf den wir auch kurz eingehen werden, ist der Peltier-Effekt, bei
dem beim Anlegen einer Spannung ein Bereich eines Thermoelements abgekiihlt wird. Des
Weiteren werden wir die Landauer-Biittiker-Formeln fiir den Ladungs- und den Warme-
strom linearisieren, um mit den daraus resultierenden Transportkoeffizienten Grofien wie

den thermischen und elektrischen Leitwert oder den Seebeck-Koeffizienten bestimmen zu
kénnenll

4.1 Peltier- und Seebeck-Effekt

Thermoelemente werden verwendet, um entweder einen Ladungsstrom aus einer Temperatur-
differenz zu erzeugen, oder umgekehrt, einen Bereich mit Hilfe einer angelegten Spannung zu
kiihlen. Dazu werden, anders als bei elektrischen Generatoren und Kompressionskaltemaschi-
nerﬂ keine mechanisch bewegbaren Teile oder Fliissigkeiten benétigt.

In Abbildung(4.1|ist der schematische Aufbau eines Seebeck-Elements dargestellt, bei dem
zwei verschiedene leitfihige Materialien verbunden werden. Legt man an den Verbindungen

1 Die Grundlagen zu den Thermoelementen und den linearen Transportkoeffizienten in diesem Kapitel wurden
hauptséchlich in den Arbeiten [62}65] recherchiert, die Ergebnisse am Ende des Kapitels beruhen zum Teil auf
der Referenz [34].

2 Wird in handelstiblichen Kiihlschranken verwendet.
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T B B
®
A

Abbildung 4.1: Schematischer Aufbau eines Seebeck-Elements, bei dem die Verbindun-
gen der Materialien A und B mit verschiedenen Temperaturen einen Spannungsunter-
schied der oberen beiden Punkte zur Folge hat.

der Materialien A und B verschiedene Temperaturen an, so kann an den oberen Knoten eine

Spannnung gemessen werden. Diese Spannung ladsst sich mit

Ty

V= [ (Salt) - Suryar (@.1)
Tk

berechnen [59], wobei S4(T") und Sp(T') die materialspezifischen Seebeck-Koeffizienten von A

und B darstellen, welche im Allgemeinen temperaturabhingig sind. Fiir kleine Temperaturun-

terschiede und konstante Seebeck-Koeffizienten lisst sich die Formel zu

V = (84— 8p)(Ty — Tk) (42)

vereinfachen. Hier kann man leicht erkennen, dass die Spannung hoher wird, je grofser die
Differenz zwischen den Seebeck-Koeffizienten ist.

Wenn beim Seebeck-Element eine Spannung an den oberen Knoten angelegt wird, wird dies
als Peltier-Element bezeichnet (Abb.[4.2). Um den Schaltkreis mit den Materialien A und B bei
konstanter Temperatur halten zu kénnen, muss an einer Verbindungsstelle der Materialien
Wiérme hinzu und an der anderen Verbindung Warme abgefiihrt werden, was in der Abbildung
mit den Pfeilen (Warmestrome) verdeutlicht werden soll.

Fliefst ein Ladungsstrom I durch die Verbindungsstelle von Material A nach B kann der
resultierende Warmestrom mit
JWV = (4 — p)I (4.3)

angegeben werden [60], wobei I1 4 und I1 die Peltier-Koeffizienten darstellen. Auch diese sind

Materialkonstanten, die im Allgemeinen temperaturabhingig sind.

Auch wenn sowohl der Seebeck-, als auch der Peltier-Effekt bereits in der ersten Hilfte
des 19. Jahrhunderts entdeckt wurden, konnten sich die Thermoelemente - bis auf weni-
ge Falle - nicht wirklich durchsetzen. Dieser Umstand ist dem schlechten Wirkungsgrad
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o | o

A

Abbildung 4.2: Aufbau eines Peltier-Elements. Wird bei den oberen Knoten eine Span-
nung angelegt, muss bei einer Verbindungsstelle der Materialien A und B Warme
hinzu, bei der anderen Warme abgefiihrt werden, um den Schaltkreis bei konstanter
Temperatur halten zu kénnen.

von 3-8% dieser Elemente geschuldet [59]. Bei diesen Werten wurden bereits Halbmetalle
wie Bleitellurid (PbTe) und Bismuttellurid (BisTes) fiir die Materialien A und B verwen-
det [61], da diese den Wirkungsgrad im Vergleich zu Metallen erheblich verbessern kon-

nen.

In dieser Arbeit werden wir uns, besonders in Kapitel 5, auf den Seebeck-Effekt beschranken.
Grofsen wie der Seebeck-Koeffizient, aber auch der thermische oder elektrische Leitwert,
lassen sich leicht durch Transportkoeffizienten darstellen, wenn man Systeme bei kleinen
Temperaturdifferenzen und kleinen Spannungen betrachtet. Diese Transportkoeffizienten
lassen sich aus den linearisierten Landauer-Biittiker-Formeln bestimmen, was wir im ndchsten

Abschnitt diskutieren werden.

4.2 Lineare Transportkoeffizienten

Wir betrachten zunéchst ein Gesamtsystem, welches in zwei Systeme L und R unterteilt ist
(s. Abb.[4.3). Die Systeme L und R sollen schwach gekoppelt sein und die Entropien Sz, und
Sk besitzen, welche im Allgemeinen von den extensiven Grofsen X, und X abhdngen. X;
steht fiir Grofien wie die innere Energie E;, die Teilchenzahl N; oder das Volumen V;, wobei
i = L, R. Da das gesamte System abgeschlossen ist, bleibt die extensive Grof3e des gesamten

Systems Xges = X1, + Xp konstant.

Die Entropien der Untersysteme und die zugehorigen extensiven Grofsen kénnen nun ver-
wendet werden, um die Affinitit [62]

_9S,  0Sm

TX=9x, " oxn

Fx, — Fx (4.4)

R
zu berechnen, welche sich aus den generalisierten Kraften F'y, und Fx, zusammensetzt. Wenn
die Affinitdt verschwindet (Fx = 0), befindet sich das gesamte System im Gleichgewicht.

Istjedoch Fx # 0, so findet ein irreversibler Prozess zwischen den Systemen L und R statt,
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Abbildung 4.3: System, bestehend aus zwei Untersystemen, mit den Entropien S,
und Sg. Die Entropien héngen von den extensiven Grofien E; (innere Energie) und NV;
(Teilchenzahl) mit¢ = L, R ab.

bis sich das gesamte System wieder im Gleichgewicht befindet. Wahrend des Prozesses
konnen die Strome JX zwischen den Systemen L und R gemessen werden, welche durch die
extensiven Groflen X; verursacht werden. Die Strome sind also durch die zeitliche Anderung
der extensiven Grofien wie folgt definiert:

= ) 4.
dt dt (45)

Hier ist der Strom von links nach rechts wieder die positive Stromrichtung. Die zeitliche
Anderung der Entropie des gesamten Systems [62] kann mit

dSges 05, dX; 0Sgr dXpg
=— 4.6
dt ;<8XL dt 0Xgr dt (46)
berechnet werden, wobei hier tiber die extensiven Grofien X = E, N, ... summiert wird.

Verwenden wir die Definitionen der Strome und der Affinitdt aus Gl. (4.4) und (4.5)), vereinfacht
sich die zeitliche Anderung der Entropie zu

Spes = > FxJ ™. 4.7)
X

Bisher haben wir die extensiven Gréfen allgemein gehalten. Wie bereits in Abb. [4.3|zu sehen
ist, werden wir diese im weiteren Verlauf auf die inneren Energien E; und die Teilchenzahlen
N; der Untersysteme beschrinken. Die zugehorigen Stréme sind dann der Teilchenstrom 7V
und der Energiestrom J%.

Aus der Bedingung, dass die gesamten extensiven Grofien, also die Energie Eyos = Er, + ER
und die Teilchenzahl N,.s = N1, + Ng konstant sind, folgt unmittelbar, dass fiir die totalen
Differentiale dE;, = —dEgr und dN; = —dNpg gilt. Mit diesen Bedingungen lassen sich
nun fiir die generalisierten Krifte folgende Relationen mit Hilfe des ersten Hauptsatzes der
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Thermodynamik herleiten [63]:

S fesp\ 1
Fy, = <8EL>NL =T, (4.8)
([ 05L pr
Fn, = <8]VL>EL =T (4.9)

wobei bei der partiellen Ableitung in GI. die Teilchenzahl N, und in GI. die Energie
Er, konstant gehalten wird. Des Weiteren ist j¢;, hier wieder das chemische Potential und die
generalisierten Krifte fiir das Untersystem R sind durch Fy, = —Fy, und Fn, = —Fn,
gegeben. Die Affinitdten sind dann:

11 1
Fy = T T = A <T> (4.10)
__kBL  HR _ (K
Fy=—f i =-A(F) (411)

Damit erhalten wir fiir die zeitliche Ableitung der Entropie den Ausdruck

$=-A (%) N 4A (;) JE. (4.12)

Fiir kleine Temperaturdifferenzen AT = T7, — T und kleine Spannungen eV = Ay = pur, — pur
lasst sich der Zusammenhang zwischen den Strémen und den Affinitdten durch ein lineares
Gleichungssystem mit den Transportkoeffizienten L;; wie folgt ausdriicken

Y (L L\ [ —A)
(JE>‘<L;1 L;2>< A(d) ) (19

Hier sind die Onsager-Relationen mit L, = L, erfiillt [62]. Als ndchsten Schritt driicken wir
die Strome durch Ap und AT aus und erhalten

A

w _ —L; psLiy — Ly Tu (4.14)
JE - _I! L., — I AT ’ :

21 HMStag 22 T2
wobei hier Terme hoherer Ordnung wie (AT)? und (Ap)? vernachlissigt wurden, da wir
kleine Temperaturdifferenzen und Spannungen annehmen. An dieser Stelle sollte noch er-
wiahnt werden, dass die positive Stromrichtung wieder von links nach rechts geht und da-
mit die Transportkoeffizienten L;; < 0 sind. Des Weiteren ist s das chemische Potential

der Streuregion, welches wir bereits in Abschnitt mit pg = (ur + pr)/2 definiert hat-

ten.

Da wir bisher immer den Ladungsstrom (statt des Teilchenstroms) behandelt haben, schrei-
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ben wir auch hier den Teilchenstrom mit I = eI”Y um, wobei wieder die negative Elemen-
tarladung e < 0 verwendet wird. Des Weiteren sind die Onsager-Relationen in GI. (4.16)
lediglich fiir pg = 0 erfiillt, weswegen L, = L5, im Allgemeinen nicht mehr gilt. Deshalb

betrachten wir statt des Energiestroms den Warmestrom mit J" = J¥ — ugI" und erhal-

A
I _ _€2LI11 e(lU’SLlll - 112) 677&& (4 15)
JV e(usLiy — Ly) —pdLiy + ps(Lyy + Lyy) — Ly, %

wobei hier die Onsager-Relationen wieder erfiillt sind.

ten

Nun fithren wir ,neue” lineare Transportkoeffizienten ein und erhalten

I Ly Lag %
21 Lo 7

wobei L3 = Lo; und L;; > 0 gilt. Mit den Koeffizienten L;; konnen nun wichtige thermoelek-
trische Grofen wie der elektrische Leitwert]

I
G- () Ly (4.17)
V'] ar—o
der thermische Leitwert
JV 1 L1y Ly — LioL
=_ (2 _ 1 Lnlbo 121491 (4.18)
AT -0 T L1
oder der Seebeck-Koeffizient der Streuregion
Vv 1 L12
S=—(-= =z 4.19
<AT> =0 T L1 ( )

bestimmt werden [65].

Im nédchsten Abschnitt werden wir die Leitwerte G und = benutzen, um das Wiedemann-
Franz-Gesetz
=T - konst. (4.20)

Qlm

fur T — 0 nachzuweisen.

3 Der elektrische Leitwert G ist der Kehrwert des ohmschen Widerstandes und hangt mit der elektrischen
Leitfdhigkeit o wie folgt zusammen: G = 0 A/l, wobei A die Querschnittsfldche und [ die Lange des Leiters
darstellen [64]. Analog hdangen auch der thermische Leitwert und die thermische Leitfdhigkeit zusammen.

66



4.3 Sommerfeld-Entwicklung der Landauer-Biittiker-Formeln

4.3 Sommerfeld-Entwicklung der Landauer-Biittiker-Formeln

Die Transportkoeffizienten L;; konnen aus den linearisierten Landauer-Biittiker-Formeln abge-

lesen werden, weswegen wir in diesem Abschnitt beim Ladungsstrom

e

1=§ [AETE)ALE) - falE) @21)

und beim Warmestrom

I = [AB(E - ) TE)GLE) - f(E) @2)

die Sommerfeld-Entwicklung [60] durchfiihren werden. Wie im letzten Abschnitt ist die Linea-
risierung der Strome nur bei kleinen Spannungen eV’ = p1, — ug und kleinen Temperaturdiffe-

renzen AT = T -1 giiltig. Deshalb kénnen die Fermi-Verteilungen

! (BE—(ugtat -1
fL,R(E)Z[TiA?T( (ns 2))—1—1 (4.23)

um die Temperatur 7" und das chemische Potential 15 wie folgt entwickelt werden:

A
Flat Aaj2) ~ f(a) + 229 @) (4.24)
2 do
Damit erhdlt man fiir die linearisierten Fermi-Verteilungen
~ dfo(x) [ 1 k2
Frala) = fole) = SO oo (A + o (AT)) (4.25)

wobei z = (E — ug)/kpT und f(x) = (exp(x) + 1) ! ist. Die Differenz der Fermi-Verteilungen
ist dann gegeben durch

f1(@) = falw) = —2000) <1Au + ;AT> . (4.26)

dx kT

In Abb. 4.4|ist die Ableitung der Fermi-Verteilung d fy(z)/dz in Abhédngigkeit der Energie
abgebildet. Die Energie ist hier in Einheiten der Temperatur mit E/kpT gegeben und es
wurde fiir das chemische Potential ug = —kg7T" gewdhlt. Man erkennt, dass das Maximum
der Funktion bei p5 liegt und zudem die Breite der Funktion in etwa ~ kpT betragt. Fiir
kleine Temperaturen wird die Ableitung der Fermi-Verteilung fy(x) also sehr scharf um g

verteilt. Deshalb entwickeln wir die Transmission mit Hilfe der Taylor-Reihe um das chemische
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Abbildung 4.4: Ableitung der Fermi-Verteilung fo(x), aufgetragen auf die Energie
E/k‘BT mit Hms = —]{:BT.

Potential ;1g und erhalten damit

)=y ST

— (E - us)". (4.27)

E=ps

n=0

Der besseren Ubersicht halber schreiben wir die n-te Ableitung der Transmission an der Stelle
us ab jetzt in der Form 7 (ug).

Fiir kleine Temperaturdifferenzen und Spannungen kann der Ladungsstrom (Landauer-

Biittiker-Formel) nun bei kleinen Temperaturen durch

€ 00 00 T(n)(MS) . dfo(z) 1 .
1= h/_oodE ;}M(E—Ms) (— dr > (kBTAM+ TAT)
. (4.28)
e [ ©_ (n) -
_ h/mdx [,;W“@W (_dfgi )) (A + 2hoAT)

ausgedriickt werden, wobei hier zweimal mit £/ = E — pg und z = E’/kpT substituiert

wurde.

Bisher haben wir bei den Landauer-Biittiker-Formeln iiber alle Energien des Energiebands
Ep r = —2tg cos k der Zuleitungen mit —2ty < Er, g < 2t integriert. Da wir das System bei
kleinen Temperaturen betrachten, gilt to > kpT'. Wie wir in Abb. bereits festgestellt hatten,
ist die Ableitung der Fermi-Verteilung dann sehr scharf, weswegen wir nun von —oo bis co

integrieren.
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4.4 Das Wiedemann-Franz-Gesetz

Analog zum Ladungsstrom erhalten wir fiir den Warmestrom

w_ 1 [% — T (us) nt1 dfo(x) 1 x

© > 7(n) . :
— ;L/ dz [Z TH(!‘LS)(I{;BTx)nH] <_df§i )) (Ap+ 2kpAT)

—0o0

(4.29)

n=0

4.4 Das Wiedemann-Franz-Gesetz

Mitte des 19. Jahrhunderts betrachteten Gustav Wiedemann und Rudolph Franz verschie-
dene Metalle bei kleinen Temperaturen. Dabei fanden sie heraus, dass der Quotient aus
dem thermischen Leitwert und dem elektrischen Leitwert bei gleichen Temperaturen fiir
verschiedene Metalle konstant ist. Dieses Verhalten kennt man als Wiedemann-Franz-Gesetz
[65]

= LoT, (4.30)

Qlm

welches fiir T' — 0 ein lineares Verhalten in der Temperatur zeigt. Die Lorenz-Zahl ist bei
wechselwirkungsfreien Systemen

2 /[ 2

Lo=1 <B> , (4.31)
3 e

Das Wiedemann-Franz-Gesetz kann aus den Landauer-Biittiker-Formeln (Ladungs- und War-

mestrom) hergeleitet werden, was wir nun im Folgenden nachweisen werden.

Das Ziel ist, die linearen Transportkoeffizienten L;; aus Abschnittzu verwenden, um den
elektrischen und thermischen Leitwert (s. Gl. (4.17) und (4.18)) zu berechnen. Die Transport-
koeffizienten lassen sich leicht aus den Landauer-Biittiker-Formeln ablesen, da wir bereits
in Gl und Gl die Ay und AT abhéngigen Terme voneinander getrennt hat-

ten.

Wir verwenden nun den Ladungsstrom

L= Z/OO dz (‘W) [T(“S)A“ + kpTTW (us)2’kpAT |, (4.32)

wobei hier, wegen der Annahme 7" — 0, lediglich die ersten beiden Entwicklungsterme der
Transmission verwendet wurden. Da die Ableitung der Fermi-Verteilung fy(z) eine symmetri-

sche Funktion in z darstellt, fallen alle Terme der Form

/ " dpan <—df§im)> =0 (4.33)
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4 Thermoelemente und lineare Transportkoeffizienten

tiir ungerade n heraus. In Gl. (4.32) miissen zwei Integrale ausgewertet werden. Zum einen

das Integral
* dfo(z) I
d _ = — = 1 .
/OO :c( 1 o] (4.34)
welches trivial zu 16sen ist, da iiber die gleiche Variable integriert und differenziert wird. Zum
anderen das Integral
> dfo(z) m?
dea? [ ——2 ) =2¢(2) = — 4.

[ awa () —ac) = 7 (435
dessen Losung die Zeta-Funktion mit ((2) = 72 /6 ist [66]. Damit erhélt man fiir den Ladungs-
strom

(& 677'2 (1)
I= ET(,LLS)AM + B—hk:BTT (ns)kBAT. (4.36)

Der Warmestrom ldsst sich, analog zum Ladungsstrom, wie folgt berechnen:

M=t (_d{g(“")) (k6T (15)2 A + kBT T (5)akp AT
. x (4.37)

7T2 7T2
= ﬁ(/ﬁBT)QT(l)(MS)AM + 5 kBT T (us)kpAT

Aus den Ausdriicken fiir den Ladungs- und den Warmestrom kénnen die linearen Transport-

koeffizienten direkt aus dem Gleichungssystem
Iy _ ST (ns) e (kpT)2TM (us) By
T w2 (kpT)’ T (ps) 5 (kpT)*T(us) ar

_ [ L L %
Loy Lo ar

abgelesen werden, wobei hier die Onsager-Relationen L5 = Lo; bestitigt werden. Nun berech-

(4.38)

nen wir den Quotienten des thermischen und des elektrischen Leitwerts mit Hilfe der Gleichun-
gen (4.17) und (4.18) und erhalten das Wiedemann-Franz-Gesetz

= o L22 . 71'2]{3%
G N TL11 a 362

T = £oT. (4.39)

Der Term L13L91/T L1 aus dem Ausdruck des thermischen Leitwerts wurde hier vernachlés-
sigt, da dieser mit der Ordung O(7?) in der Temperatur geht.
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4.5 Numerisch berechnete Lorenz-Zahlen

Die Giiltigkeit des Wiedemann-Franz-Gesetzes haben wir nun analytisch mit den Landauer-
Biittiker-Formeln fiir kleine Spannungen und Temperaturdifferenzen im letzten Abschnitt fiir
T — 0 gezeigt. In diesem Abschnitt betrachten wir nun das Verhalten der Lorenz-Zahl fiir
kleine, aber endliche Temperaturen. Da hierfiir allerdings Terme in héherer Ordnung von T’

Us
a €S Es
L R

Abbildung 4.5: Zweiplatzmodell, bei dem Elektronen zwischen den beiden Pldtzen in
der Streuregion mit Ug wechselwirken konnen und zusatzlich ein Potential s angelegt
werden kann.

betrachtet werden miissen, konnen die Transportkoeffizienten nicht mehr im Allgemeinen
berechnet werden, da diese von den Ableitungen der Transmissionsfunktion der jeweiligen
Streuregion abhangen (s. Gl und Gl. (£.29)). Deshalb betrachten wir in diesem Ab-
schnitt das Zweiplatzmodell (s. Abb. und legen separat eine kleine Temperaturdifferenz
kAT = 0.001¢y und eine kleine Spannung eV = 0.001¢( an. So kénnen wir auf numerische
Weise mit dem Ladungs- und Warmestrom die Transportkoeffizieten L;; wie folgt bestim-

men:

A
I= Lu?” (4.40)
AT
A
JW = [y 2F (4.42)
e
AT
JV = Lop = (4.43)

Die Lorenz-Zahl kann dann mit £ = Lao/(T?L11) berechnet werden, welche in Abb. fur
einen Temperaturbereich von 0.004ty < kg1 < 0.03ty abgebildet ist. Hier wurde das wech-
selwirkungsfreie System (Us = 0) mit den Hoppingparametern ¢’ = 0.5¢p und tg = t; und dem
chemischen Potential ug = 0 fiir verschiedene Potentiale £ g betrachtet.

Man kann erkennen, dass alle Graphen zum Wert 1 hin konvergieren, dies aber unterschiedlich
schnell tun. Umso grofier das Potential, desto schneller ,entfernt” sich der Graph von der
gepunkteten Line, welche der analytisch berechneten Lorenz-Zahl £, entspricht. Dieses Ver-
halten lasst sich anhand der Transmissionen des Zweiplatzmodells fiir verschiedene Werte des
Potentials erkliren, welche in Abb.[4.7]zu sehen sind. Da wir die Transmission 7 (E) und auch
die Fermi-Verteilungen fr, r(E£) um das chemische Potential ;15 = 0 entwickelt hatten, spielen
nur die Werte dicht um E = 0 der Transmission eine Rolle. Betrachtet man beispielsweise die
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Abbildung 4.6: Numerisch berechnete Temperaturabhidngigkeit der Lorenz-Zahl £ =
Lo /(T?Ly1) des wechselwirkungsfreien Zweiplatzmodells fiir verschiedene Werte des
Potentials €. Hier wurden die Parameter ¢’ = 0.5tg, ts = to, us = 0, Ap = 0.001¢y und
kAT = 0.001¢y verwendet.

]. T T T T T T
— e5=0
08 L — &5 = 0.2t |
— g5 = 0.4t
— &g = 0.6%9
0.6 | i
S
=
04 F i
0.2
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Abbildung 4.7: Transmissionen des wechselwirkungsfreien Zweiplatzmodells fiir ver-
schiedene Potentiale ¢ in der Streuregion und ¢’ = 0.5¢.

erste Ableitung der Transmission am Punkt F = 0, so ist diese 7™ (g = 0) = 0 fiir das Poten-
tial eg = 0. Umso grofier das Potential im Bereich 0 < eg < 0.6ty wird, desto grofier wird auch
die erste Ableitung der Transmission und desto gréfSer wird der Term Lq3L2; /7' Lq; aus dem
Ausdruck des thermischen Leitwerts, welchen wir fiir die Lorenz-Zahl vernachlassigt hatten,
da dieser mit der Ordung O(7?) in der Temperatur geht.

In Abb. 4.8 wird die Lorenz-Zahl mit dem zusatzlichen Term

Los L12Lo1

= - 4.44

L

72



4.5 Numerisch berechnete Lorenz-Zahlen

1.04 —
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Abbildung 4.8: Vergleich der Lorenz-Zahlen £ = (Ly1Las — L12Lo1)/(T?L11) (gestri-
chelte Linien) mit der Lorenz-Zahl £ = Lgy/(T?L1;) aus Abb. (durchgezogene
Linien) fiir die Potentiale e¢ = 0 und eg = 0.6¢¢. Es wurden die gleichen Parameter wie
in Abb.[4.6]verwendet.

welcher von der ersten Ableitung der Transmission abhéngig ist (gestrichelte Linien), mit der
Lorenz-Zahl ohne diesen Term aus Abb.{4.6|(durchgédngige Linien) verglichen.

Da die erste Ableitung der Transmission 7 @) (us = 0) = 0 fiir eg = 0 verschwindet, erhalten
wir die gleichen Ergebnisse der beiden Lorenz-Zahlen mit ¢ g = 0. Vergleicht man hingegen die
Lorenz-Zahlen mit dem Potential g = 0.6ty liegt die Lorenz-Zahl mit dem Term L9L9;1 /T L1y
niher am Wert 1, da hier die erste Ableitung der Transmission beachtet wird und 7™M (ug) # 0

ist.

Als nédchstes betrachten wir das Zweiplatzmodell aus Abb. 4.5/ mit verschiedenen Wechsel-
wirkungen Ug der Elektronen in der Streuregion, aber ohne das Potenial ¢5. Alle anderen
Parameter sind wie in Abb. 4.6/ gewidhlt. Die Wechselwirkung wurde hier im Rahmen der
Hartree-Fock-Ndherung behandelt.

Man erkennt in Abb. dass auch hier das Wiedemann-Franz-Gesetz seine Giiltigkeit behlt
und dass die Lorenz-Zahlen mit steigender Wechselwirkung fiir grofiere 7' ndher am Wert
1 bleiben als im wechselwirkungsfreien Fall. Dieses Verhalten lédsst sich wieder durch die
zugehorigen Transmissionen des Systems erkldren, welche in Abb. zu sehen sind. Da
alle Transmissionen bei £ = 0 ein Minimum besitzen und deshalb die ersten Ableitungen
der Transmissionen 7 (E = 0) = 0 sind, spielt es hier keine Rolle, ob der Term L2 L1 /T L1;
beachtet wird oder nicht. Betrachtet man allerdings hohere Terme der Taylor-Entwicklung der
Transmission um den Punkt F = 5 = 0, wie der Term mit der zweiten Ableitung 7?)(E = 0),
so stellt man fest, dass die Kriitmmung der Transmissionen bei steigender Wechselwirkung Usg
abnimmt. Dies erklart die , besseren” Lorenz-Zahlen bei steigender Wechselwirkung Us. Der

Unterschied zwischen den Lorenz-Zahlen ist hier nicht so grofs wie bei den Lorenz-Zahlen
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Abbildung 4.9: Die Lorenz-Zahl des wechselwirkenden Zweiplatzmodells in der
Hartree-Fock-Nédherung fiir verschiedene Werte von Ug und s = 0. Alle anderen
Parameter wurden wie in Abb. [4.6|gewéhlt.

mit verschiedenen Potentialen 5 aus Abb.

Transmission bereits mit O(7T*) gehen.

da die Terme mit der zweiten Ableitung der

1
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Abbildung 4.10: Transmissionen des wechselwirkenden Zweiplatzmodells mit ver-
schiedenen Wechselwirkungen Ug. Fiir die Temperatur wurde kT = 0.02t, gewahlt,
alle anderen Parameter sind die gleichen wie in Abb.

Das Wiedemann-Franz-Gesetz gilt also auch bei den betrachteten wechselwirkenden Syste-

men in der Hartree-Fock-Néaherung. Dies ist auch wenig verwunderlich, da bei der Hartree-
Fock-Nédherung freie Teilchen betrachtet werden, bei denen lediglich die Potentiale und Hop-

pingparameter der Streuregion modifiziert werden. Unter diesen Voraussetzungen ist die
Herleitung fiir die Lorenz-Zahl aus dem letzten Abschnitt natiirlich auch fiir solche Systeme

glltig.
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Im Allgemeinen gilt das Wiedemann-Franz-Gesetz aber nicht fiir wechselwirkende Elektronen.
In der Publikation von Raimondi et al. [67] wurden wechselwirkende Elektronen in unge-
ordneten Metallen betrachtet, bei denen das Wiedemann-Franz-Gesetz aus GI. nicht
bestatigt werden konnte.

4.6 Thermoelektrische Giitezahl und Warmemaschinen

Wir haben uns nun als Beispiel fiir die Niitzlichkeit der linearen Transportkoeffizienten mit dem
Wiedemann-Franz-Gesetz auseinandergesetzt, bei dem wir den elektrischen und thermischen
Leitwert (G und Z) benétigt hatten. Mit den Transportkoeffizienten ldsst sich aber auch die

thermoelekrische Giitezahl [68]
_ S§*GT

—_
—
—

zZT

(4.45)

mit dem Seebeck-Koeffizienten S ausdriicken. Um die Effizienz von Warmemaschinen abschit-
zen zu konnen, ist die Giitezahl ein wichtiger Wert, da diese direkt mit dem Wirkungsgrad
wie folgt

Vit ZT-1
NN AT 2T +1

zusammenhédngt [69], wobei nc¢ = 1 — Tx /Ty der Carnot-Wirkungsgrad mit der kalten

(4.46)

Temperatur Tx und der heiffen Temperatur 7y darstellt. Umso hoher der Wert der Giitezahl
ZT liegt, desto besser sind die thermoelektrischen Eigenschaften eines Materials. Typische
Werte von Materialien mit sehr guten thermoelektrischen Eigenschaften liegen heutzutage bei
ZT =~ 1. Daman diesen Wert aber steigern mdchte, um effizientere thermoelektrische Elemente
herstellen zu kénnen, wurde und wird in diesem Bereich viel geforscht. So publizierten
beispielsweise Hicks und Dresselhaus [70], dass ZT groflere Werte erreicht, umso kleiner die
Dimension des Systems ist. Deshalb wird auch bei Warmeelementen haufig mit Nanodridhten
gearbeitet. Eine weitere wichtige Publikation wurde von Mahan und Sofo veroffentlicht [71],
in denen sie herausfanden, dass die besten Energiefilter fiir Elektronen auch die Materialien
mit den besten thermoelektrischen Eigenschaften darstellen.

Was bedeutet das nun, wenn wir eine quantenmechanische Warmemaschine (im Tight-Binding-
Modell) konstruieren mochten?

In wechselwirkungsfreien Systemen, sowie in Systemen bei denen die Wechselwirkung der
Elektronen mit der Hartree-Fock-Ndherung behandelt wurde, gelten fiir die Strome die
Landauer-Biittiker-Formeln. Diese hdngen aber lediglich von der Transmission der Streu-
region und der Differenz der Fermi-Verteilungen ab, welche wiederum von der Temperatur
und dem chemischen Potential der Zuleitungen abhidngen. Besitzen die Zuleitungen ver-

schiedene Temperaturen 77, g = T + AT/2, so erhalten wir fiir die Differenz der Fermi-
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Abbildung 4.11: Differenz der Fermi-Verteilungen f(E) — fr(E) mit AT/T = 1.
Zudem wurde hier die Stufenfunktion als Transmission 7Tpmax(E) eingezeichnet, welche
den maximalen Ladungsstrom zur Folge hat.

Verteilungen
~1 —1
fL(B) = fr(E) = (/b7 4 1) — (eP/koTn 1) (447)

wobei die chemischen Potentiale der Zuleitungen der Einfachheit halber mit p;, r = 0 wegge-
lassen wurden. In Abb. ist die Differenz der Fermi-Verteilungen mit AT'/T = 1 abgebildet
und man erkennt, dass die Funktion bei £ = 0 einen Vorzeichenwechsel besitzt. Da wir beim
Berechnen des Ladungsstroms mit der Landauer-Biittiker-Formel {iber alle Energien integrie-

ren, erhalten wir mit der Stufenfunktion als Transmission

1 E>0
Tmax(E) = (4:4.8)
0 E <0
den maximalen Stromﬁ (s. Abb. 4.11). So wird iiber den kompletten positiven Anteil von

fr(E) — fr(E) integriert.

Wir suchen also fiir die Streuregion unseres Systems eine Transmission, welche nur Elektronen
in einem bestimmten Energiebereich von einer Zuleitung in die andere tunneln ldsst. Man
spricht hier von einem Energiefilter fiir Elektronen. Dies wurde bereits unter anderem von
Whitney [72] und Hershfield et al. [73] fiir eindimensionale Tight-Binding-Systeme untersucht.
Wir werden im néchsten Kapitel Transmissionsfunktionen von speziell gewdhlten Strukturen
mit gekoppelten Quantenpunkten in der Streuregion berechnen welche der rechteckigen
Funktion aus Abb. moglichst nahe kommen sollen.

4 Dies gilt natiirlich auch wenn der Bereich der Transmission Tmax(—E) tiber alle negativen Werte von fr(E) —
fr(E) reicht.
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Nanowiarmemaschine

In diesem Kapitel betrachten wir die Nanowdrmemaschine genauer, bei der aus einer Tempe-
raturdifferenz ein Ladungsstrom erzeugt wird. Im Kapitel @ haben wir bereits diskutiert, dass
thermoelektrische Elemente effizienter sind, wenn eine rechteckige Transmissionen vorliegt,
um so den maximalen Ladungsstrom durch die Streuregion aus der Temperaturdifferenz
in den Zuleitungen zu erzeugen. Deshalb werden wir uns in diesem Kapitel unter anderem
mit der Frage beschiftigen, wie man im Rahmen des Tight-Binding-Modells eine Transmis-
sionsfunktion implementieren kann, die dem idealen rechteckigen Verlauf moéglichst nahe
kommdl

5.1 Die Quantenpunkt-Nanowirmemaschine mit drei Zuleitungen

Im Jahr 2013 wurde von Jordan et al. [21] die in Abb. gezeigte Nanowdrmemaschine
vorgeschlagen, welche durch quantenmechanische Effekte aus der Temperaturdifferenz AT =
Ty — Tk, mit Ty > Tk, einen Ladungsstrom I von der rechten zur linken Zuleitung (iiber
das zentrale Reservoir) erzeugt. Die linke und die rechte Zuleitung sind jeweils durch einen
Quantenpunkt mit dem zentralen Reservoir verbunden. Falls die Zuleitungen mit den tiefen
Temperaturen nicht zusédtzlich durch einen Verbraucher verbunden sind, baut sich mit der
Zeit die Spannung V zwischen L und R auf, welche auch in Abb.[5.1]zu sehen ist. Da wir in
den Zuleitungen verschiedene Temperaturen haben, wird zusétzlich der Warmestrom JW
zwischen dem zentralen Reservoir und den Zuleitungen mit den tiefen Temperaturen erzeugt.
Damit die Warmemaschine fiir lange Zeiten konstante Stréme liefert, muss das chemische
Potential des zentralen Reservoirs konstant sein. Um diese Bedingung zu gewéhrleisten, wéahlen

wir die chemischen Potentiale mit

eV

HL = pz — ) (5.1
eV

MR = jtz + 5 (5.2)

1 In diesem Kapitel prasentieren wir zum Teil die Ergebnisse aus der Publikation [74].
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symmetrisch um das chemische Potential des zentralen Reservoirs /17, wobei wir im weiteren
Verlauf ;17 = 0 wihlen. Zudem betrachten wir die Temperaturen

AT
Ty =T+ % (5.4)

symmetrisch um die mittlere Temperatur 7.

Abbildung 5.1: Warmemaschine mit drei Zuleitungen, vorgeschlagen von Jordan et
al. . Die beiden unteren Zuleitungen besitzen die tiefere Temperatur Tk, das zen-
trale Reservoir die Temperatur T. Die Leads sind jeweils mit einem Quantenpunkt
verbunden und mit der richtigen Konfiguration der Quantenpunke werden aufgrund
der Temperaturdifferenz Ladungsstréme I von R nach Z und Z nach L erzeugt.

Verbindet man die Zuleitungen L und R zusétzlich mit einem Verbraucher (mit dem Wider-
stand R), so flieSt der Ladungsstrom I = V/R durch das gesamte System. Der Widerstand
bestimmt dabei die Spannung V' und damit die chemischen Potentiale ;7 und ;g der Zuleitun-
gen. Um herauszufinden, wie effizient die Warmemaschine arbeitet, werden wir im weiteren
Verlauf die Spannung berechnen, welche die Leistung

Pmax - [I(V)V]max (55)

der Nanowadrmemaschine maximiert. Der zur Leistung zugehorige Wirkungsgrad ist mit

— Pmax
2JW

" (5.6)

gegeben. Wie {iblich setzt sich der Wirkungsgrad aus der Leistung, welche die Warmema-
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5.1 Die Quantenpunkt-Nanowdrmemaschine mit drei Zuleitungen

schine abgibt, dividiert durch die Warme (2J"), welche dafiir verwendet wird, zusam-
men. In den folgenden Auswertungen werden wir den Wirkungsgrad 7y mit dem Carnot-

Wirkungsgrad

vergleichen, welcher einen perfekten Kreisprozess beschreibt und daher der hochste zu errei-

chende Wirkungsgrad mit den Temperaturen Tk und Ty darstellt [75].

Wie ist nun die Funktionsweise der Nanowarmemaschine?

Die energetische Besetzung der Elektronen in den wechselwirkungsfreien Zuleitungen ist,
wie wir bereits wissen, durch die Fermi-Verteilung gegeben. Bei der Temperatur 7' = 0 ist
die Fermi-Verteilung eine Stufenfunktion, wobei alle Zustinde unter der Fermi-Kante besetzt
und alle Zustdnde iiber der Fermi-Kante unbesetzt sind. Bei einer endlichen Temperatur
(T > 0) gilt hingegen, umso hoher die Temperatur ist, desto mehr weicht die Fermi-Kante auf.

E
A

,LLZ:O """""""""

—2t
L

Abbildung 5.2: Prinzipielle Funktionsweise einer Nanowdrmemaschine, bei der die Zu-
leitungen jeweils durch einzelne Quantenpunkte verbunden sind. Der hellere Farbton
soll die Aufweichung der Fermi-Kante 11z darstellen, welcher bei tieferen Temperaturen
weniger ausgeprégt ist, als bei hoheren Temperaturen. Wir betrachten hier die Trans-
missionen der Quantenpunkte als sehr scharf um ein Energieniveau verteilt (schwarze
Balken). Das Maximum der Transmissionen ist zusatzlich durch das Potential +Ae/2
symmetrisch um die Fermi-Kante verschoben.

Die, durch die Fermi-Verteilung bestimmten Besetzungszahlen der Elektronen in den Zuleitun-
gen sind in Abb. [5.2|schematisch abgebildet. Hier kann man erkennen, dass die Fermi-Kante
bei der tiefen Temperatur Tx weniger aufgeweicht ist als die Fermi-Kante bei der hohen
Temperatur 7. Um nun einen Teilchenstrom von L nach Z und von Z nach R zu erzeu-
gen, nutzen wir die unterschiedliche Besetzung der Zustdnde der Elektronen in den Zulei-
tungen aus. Zudem betrachten wir die Transmission der Quantenpunkte als sehr scharf
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

um ein Energieniveau verteilt, was durch die schwarzen Balken in Abb. angedeutet
wird.

,Verschiebt” man das Maximum der Transmission zwischen der linken Zuleitung und des
zentralen Reservoirs mit einem negativen Potential —¢g unter die Fermi-Kante ;17 = 0, so
ist die Wahrscheinlichkeit eines besetzen Zustandes (im Energiebereich um das Maximum
der Transmission) in der linken Zuleitung hoher als in der zentralen. Damit erhalten wir
einen Teilchenstrom von L nach Z. Verschiebt man das Energieniveau zwischen Z und R mit
einem positiven Potential ¢ tiber die Fermi-Kante, fliefst hier ein Teilchenstrom von Z nach
R.

Durch die symmetrische Wahl der Potentiale mit +eg relativ zur Fermi-Kante stellen wir
sicher, dass das chemische Potential des zentralen Reservoirs beim Wert pz = 0 konstant
bleibt. So gilt fiir die Differenz der Potentiale Ae = 2¢5. Mit der Wahl der Hoppingparameter
to und dem Potential 9 = 0 in allen Zuleitungen legen wir zudem fest, dass die Energieban-
der von L, Z und R mit E = —2{ycosk gleich sind. Im weiteren Verlauf betrachten wir
wieder die Ladungsstrome, welche in die entgegengesetzte Richtung zum Teilchenstrom
flieSen.

Mit diesen Annahmen ist der Ladungsstrom I7_,,, welcher von Z nach L fliefist und der Strom
Ir_, 7, welcher von Rnach Z fliefst wegen der Teilchen-Loch-Symmetrie mit

I'=1Iz.,=1pz (5.8)
identisch. Analog gilt fiir den Warmestrom
IV =0 s r =70 (5.9)

wobei hier beachtet werden muss, dass beide Warmestrome aus dem zentralen Reservoir in

die Zuleitungen L und R flieflen.

Eine wesentliche Vereinfachung aller folgenden Rechnungen besteht darin, dass wir die Wech-
selwirkung der Elektronen untereinander vernachléssigen. In Ref. [76] wurde die Wechselwir-
kung im Rahmen einer Hartree-Ndherung behandelt, wobei die Parameter so gewéhlt wurden,
dass die Besetzung der Elektronen auf den Quantenpunkten im Nichtgleichgewichtszustand
sich gegeniiber dem stromlosen Zustand nicht verdndert. Es stellte sich jedoch heraus, dass
sowohl die maximale Leistung, als auch der zugehorige Wirkungsgrad der Warmemaschine

im Rahmen dieser Ndherung unverandert bleiben.

In den folgenden Abschnitten werden wir uns weiter mit den Warmemaschinen auseinan-
dersetzen, bei denen die Zuleitungen jeweils durch einen Quantenpunkt verbunden sind.
Zunidchst werden wir die inkohdrente Warmemaschine betrachten, bei der die Verbindungen
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5.1 Die Quantenpunkt-Nanowdrmemaschine mit drei Zuleitungen

zwischen L nach Z und R nach Z rdumlich sehr weit voneinander getrennt sind und dadurch
die direkte Transmission von L nach R unterdriickt wird. Der andere Grenzfall, welchen wir
diskutieren werden, ist die kohdrente Warmemaschine, bei der die Transmission von L nach

R nicht unterdriickt wird.

5.1.1 Die inkohirente Warmemaschine

Bei der inkohdrenten Warmemaschine sind die Verbindungen von L nach Z und R nach Z
durch die Quantenpunkte raumlich sehr weit voneinander entfernt, wie in Abb. zu erkennen

ist. Dieses Modell hat damit den Vorteil, dass die Ladungsstréme 7,7, und I,z durch die

—ES €S
L Z R

Abbildung 5.3: Inkohdrente Warmemaschine mit den drei Zuleitungen L, Z und R im

Tight-Binding-Modell.

beiden Streuregionen getrennt voneinander berechnet werden kénnen, da wir von sehr langen
Zuleitungen ausgehen. Der Grund hierfiir ist, dass die Dauer des zeitunabhédngigen Stroms
(stationdre Phase des Stroms) 7g linear mit der Lange der Zuleitungen und des Reservoirs
N mit 75 ~ N7 geht, was wir bereits im Kapitel 2| diskutiert hatten. Bildlich betrachtet
bendtigt ein Elektron, welches zuerst in das zentrale Reservoir tunnelt, also mehr Zeit um das
gesamte zentrale Reservoir zu durchqueren, als die stationdre Phase des Stroms iiberhaupt
besteht.

Da wegen der Teilchen-Loch-Symmetrie in der inkohdrenten Warmemaschine sowohl die
Ladungsstrome als auch die Warmestréme durch die beiden Streuregionen gleich sind, be-
rechnen wir im Folgenden lediglich die Strome zwischen L und Z. Zudem werden wir die
Transmissionen der Warmemaschinen in dieser Arbeit im Grenzfall ¢y >> t' mit der Wel-
lenzahl k;, r =~ 7/2 betrachten, was einer konstanten Zustandsdichte entsprichtﬂ Die Trans-
mission im Grenzfall ¢y > ¢’ mit einem Quantenpunkt in der Streuregion haben wir be-
reits in Abschnitt berechnet und wissen, dass es sich um die Lorentz-Verteilung mit
v = 2t"2 /to handelt. Damit ist die Transmission der inkohidrenten Warmemaschine von L nach

Z mit
1
1 + (E‘:ZS)Q

Trz(E) = =Tz r(—E) (5.10)

gegeben, welche das Maximum bei —e g und die Breite 7y besitzt.

2 Betrachtet man nicht diesen Grenzfall, so hangt die Transmission stark von der Zustandsdichte der Zuleitungen
ab. Dadurch wird die Form der Transmissionfunktion veriandert, wenn das Potential €5 verdndert wird.
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

Im Folgenden werden wir nun die Leistung und den Wirkungsgrad der Warmemaschine
berechnen, welche wir bereits in Gl. (5.5) und Gl. definiert hatten. In Abb.[5.4]ist die maxi-

0.5 T T T T T T 0.6 T T
— v =0.1kgT — v =0.1kgT
— v =0.5kpT 0.5 — v=0.5kT |
04 r — =kl ] = kpT
— N — v =2kpT — v =2kpT
= v B 04 L Y B
“i\ 0.3 g
<
< £ 03 |
= s
yx 02 g
f 0.2
0.1 g 01 L
0 L L L L L L 7;7;;;;;7\‘ (J L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Ae/kpT Ae/kpT

Abbildung 5.4: Maximale Leistung und Wirkungsgrad der inkohdrenten Warmema-
schine, aufgetragen gegen die Potentialdifferenz Aeg. Es wurden verschiedene Werte
von v = 2t'? /t, bei einer Temperaturdifferenz AT /T = 1 betrachtet.

male Leistung Pp.x und der zugehorige Wirkungsgrad 7/nc auf das Potential Ae aufgetragen.
Es wurde eine relativ grofie Temperaturdifferenz mit AT /T = (Ty — Tk )/T = 1 gewdahlt. Wir
befinden uns also, im Gegensatz zu den Betrachtungen im letzten Kapitel, im nichtlinearen
Bereich. Die Strome konnen natiirlich auch hier mit dem Landauer-Biittiker-Formalismus

berechnet wurden.

Sowohl die Leistung, als auch der Wirkungsgrad sind in Abb. fur verschiedene Werte
von v abgebildet und man kann erkennen, dass die Leistung ein Maximum als Funktion der
Potentialdifferenz Ae besitzt. Die Leistung erreicht den hochsten Wert fiir v ~ kgT. Auch der
Wirkungsgrad besitzt jeweils ein Maximum als Funktion der Potentialdifferenz, allerdings
erhalten wir die hochsten Wirkungsgrade, je kleiner + ist.

Das Dilemma der Warmemaschine, bei der die Zuleitungen jeweils mit einzelnen Quanten-
punkten verbunden sind, ist also, dass bei der hochsten Leistung nicht der hochste Wirkungs-
grad erreicht werden kann. In Abschnitt[5.2) werden wir jedoch feststellen, dass dies durch

optimierte Transmissionen umgangen werden kann.

Ein weiterer Nachteil der inkohdrenten Warmemaschine ist die technische Umsetzung. Deshalb
werden wir im nédchsten Abschnitt diskutieren, wie die Nanowarmemaschine aufgebaut sein

sollte, um diese im Experiment realisieren zu konnen.
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5.1.2 Technische Umsetzung der Nanowidrmemaschine

Sothmann et al. schlugen die technische Realisierung der inkohdrenten Warmemaschine
im Stil eines , Schweizer-Kase-Sandwiches” vor, wie in Abb. zu sehen ist. Hier sind die
blauen Schichten die Zuleitungen mit der tieferen Temperatur 7% und die rote Schicht besitzt
die hohere Temperatur Ty;. Die gelben Kugeln stellen die Quantenpunkte dar, durch die die
Elektronen in eine andere Zuleitung tunneln kénnen. Das technische Problem dieser Umset-
zung besteht darin, die mittlere Schicht zu erhitzen, ohne dass der Grofiteil der zugefiihrten
Wairme direkt in die kédlteren Schichten, beispielsweise iiber einen Phononenstrom, entweicht.

Abbildung 5.5: Grafik aus der Publikation von Sothmann et al. , welche vorschlugen,
die inkohdrente Warmemaschine mit jeweils einzelnen Quantenpunkten zwischen den
Zuleitungen durch ein ,Schweizer-Kédse-Sandwich” technisch umzusetzen. Hier sind
die blauen Schichten mit den tieferen Temperaturen Tx und die rote Schicht mit hheren
Temperaturen T abgebildet. Die gelben Kugeln stellen hier die Quantenpunkte dar.

Technisch bereits umgesetzt ist die Warmemaschine aus Abb. (Abbildung von Thier-
schmann et al. [78]]). Im linken Bild kann man den schematischen Aufbau dieser Warmema-
schine erkennen, im rechten Bild die experimentelle Umsetzung. Die blauen Objekte in der
linken Abbildung stellen wieder die Zuleitungen mit der tiefen Temperatur dar, das rote
Objekt das Reservoir mit der hohen Temperatur. Die gelben Kreise sind Quantenpunkte,
welche nicht direkt verbunden sind, so dass die Elektronen nicht von einem Quantenpunkt
zum anderen tunneln kdnnen. Die Elektronen konnen also iiber den unteren Quantenpunkt
lediglich zwischen der linken und der rechten Zuleitung wechseln, vom heifsen Lead aus
konnen Elektronen auf den oberen Quantenpunkt tunneln. Der entscheidende Unterschied zu
der von Jordan et al. (und von uns im Folgenden) betrachteten Warmemaschine funktioniert
diese Warmemaschine nur mit Hilfe der Coulombwechselwirkung zwischen den Elektronen

auf den Quantenpunkten.

Das Prinzip der Warmemaschine wird in Abb. 5.7 besser erldutert (Abbildung aus der Pu-
blikation von Thierschmann et al. [78]). In[5.7 werden die beiden Quntenpunkte als Zwei-
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowdrmemaschine

Bild ist der schematische Aufbau der Warmemaschine, mit den blauen Zuleitungen
(tiefe Temperaturen) und der roten Zuleitung (hohe Temperatur) zu sehen. Elektronen
wechselwirken {iber die Coulombwechselwirkung zwischen den Quantenpunkten
(gelbe Kreise), konnen aber nicht von einem Quantenpunkt zum anderen tunneln. Die
roten Pfeile sollen verdeutlichen, wo sich die Elektronen bewegen kénnen. Die rechte
Abbildung gibt den experimentellen Aufbau der Warmemaschine wieder, wobei auch
hier die blauen Bereiche die kalten Zuleitungen darstellen und der rote Bereich das
heifle Reservoir ist. In der Vergolerung kann man auch die Quantenpunkte erkennen
welche durch gelbe Quadrate markiert sind.

(N N (Nc +1,Ng)

T+AT QD Iy
PTARP Y
: H%Tﬁ; o JTL
T l

(Ng, Ng+1) (N +1,Ng+1)

. —o—
L

L
=

dla |

Abbildung 5.7: Grafik aus der Publikation von Thierschmann et al. mit der Funk-
tionsweise der Warmemaschine aus Abb. In den vier Bildern ist ein Zyklus der
Wirmemaschine zu erkennen. In jedem der Bilder ist in der oberen Hilfte links die
heiflere Zuleitung mit den zwei Energieniveaus des oberen Quantenpunktes (gestri-
chelte und durchgezogene Linien) zu sehen. In der unteren Halfte der Bilder sind
die kalten Zuleitungen (links und rechts) mit den zwei Energieniveaus des unteren
Quantenpunktes abgebildet. Die griinen Kreise stellen die Elektronen dar.

FHO

FR1
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5.1 Die Quantenpunkt-Nanowdrmemaschine mit drei Zuleitungen

Energieniveausysteme dargestellt. Befindet sich nur ein Elektron in einem der beiden Quan-
tenpunkte, besetzt es das niedrige Energieniveau. Sind hingegen beide Quantenpunkte besetzt,
befinden sich beide Elektronen auf dem hohen Energieniveau. Dies wird in Abb. 5.7)jeweils
mit der durchgezogenen und der punktierten Linie verdeutlicht. In jedem der vier Bilder ist
oben links die heifie Zuleitung zu erkennen und die beiden Linien daneben stellen die beiden
Energieniveaus des oberen Quantenpunkts dar. Unten sind die kalten Zuleitungen abgebildet,

mit den beiden Energieniveaus des anderen Quantenpunktes.

Im Anfangszustand sind beide Quantenpunkte unbesetzt (Bild links oben in Abb.5.7). Tunnelt
ein Elektron nun von der linken Zuleitung aus auf den Quantenpunkt, besetzt es das untere
Energieniveau. Wenn ein Elektron von der heiflen Zuleitung auf den anderen Quantenpunkt
tunnelt, besetzt es das obere Energieniveau. Zudem wird das Elektron im unteren Quanten-
punkt wegen der Coulombwechselwirkung auf das hohere Energieniveau angehoben. Nun
kann das Elektron vom unteren Quantenpunkt in die rechte Zuleitung tunneln, was zur Folge
hat, dass das Elektron im oberen Quantenpunkt auf das niedrige Energieniveau abgesenkt
wird. Tunnelt das Elektron nun wieder in die heifie Zuleitung zurtick, so befinden wir uns

wieder im Anfangszustand.

Dies ist lediglich eine grobe Beschreibung der Funktion dieser Warmemaschine und soll nur
einen Eindruck davon geben, was im Moment technisch realisierbar ist. Genauer kann man
das Prinzip der Warmemaschine beispielsweise in den Publikationen [78] und [79] nachlesen.
Allerdings kann die Warmemaschine nicht die Leistungen erzielen wie die von Jordan et al.
vorgeschlagene inkohdrente Warmemaschine [77], welche wir im letzten Abschnitt vorge-
stellt hatten. Deshalb wére eine technische Umsetztung der inkohdrenten Warmemaschine
erstrebenswert. Da es vermutlich technisch leichter realisierbar ist, wenn die Quantenpunkte
rdaumlich eng beieinanderliegen, betrachten wir im nachsten Abschnitt die kohdrente War-
memaschine, welche dhnliche Leistungen und Wirkungsgrade erzielt wie die inkohédrente

Wiarmemaschine.

5.1.3 Die koharente Wirmemaschine

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns ndher mit der kohdrenten Warmemaschine, welche in
Abb.[5.8zu sehen ist. Da hier - im Gegensatz zu dem im vorigen Abschnitt behandelten System
- kohérentes Tunneln zwischen der linken und der rechten Zuleitung mdoglich ist, lasst sich das
System nicht mehr in Untersysteme aufteilen. Um dennoch die Strome durch die Streuregion
bestimmen zu kénnen, muss hier das Streuproblem fiir ein System mit drei Zuleitungen

betrachtet werden. Der Hamiltonoperator der Zuleitungen ist

a—1

iy = ~to Y (&, +hee.) (5.11)
=1
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

Abbildung 5.8: Modell der kohdrenten Warmemaschine, bei der die Streuregion mit
den drei Zuleitungen L, Z und R verbunden ist. Im Gegensatz zur inkohédrenten War-
memaschine liegen die beiden Zuleitungen L und R eng beisammen.

b—2
iy =ty > (efe, +he) (5.12)
l=a+3
Nges—1
i =ty > (eley, +he), (5.13)
l=b

wobei Ngs die gesamte Anzahl der Gitterpldtze im System ist. Der Hamiltonoperator der
Streuregion

A~

Hg = —t (@;éa g h.c.) —t (él 1lars h.c.) —t <él solara + e

(5.14)
' (el 408, + e ) = st + 250t

setzt sich aus den beiden Quantenpunkten zusammen, wobei wir die Potentiale, analog
zur inkohdrenten Warmemaschine, mit e, = —eg und €5, = 5 wahlen. Damit ist der
Hamiltonoperator des gesamten Systems

ngS:ﬁL+ﬁg+ﬁz+ﬁR. (515)

Analog zum System mit zwei Zuleitungen gehen wir von einer ebenen Welle aus, welche von

der linken Zuleitung auf die Streuregion zulduft. Die Wellenfunktionen der Zuleitungen sind

dann o o
AelFi 4 Be~iki ji<a
W), =1 Celhi a+3<j<b , (5.16)
Delki b<j

wobei die einfallende Amplitude wieder A = 1 ist. Da die Energiebdnder der Zuleitungen
identisch sind, ist auch die Wellenzahl k in allen Zuleitungen gleich. Damit erhalten wir mit der

86



5.1 Die Quantenpunkt-Nanowdrmemaschine mit drei Zuleitungen

Schrodinger-Gleichung A, ses|) = E1p) das folgende Gleichungssystem

toe 1k —t/ 0 0 0 B —tgel®
—t' —(E+es) -t 0 0 Vs, t/
0 —t/ toe Ik —t/ 0 cC | = 0 (5.17)
0 0 —t' —(E—eg5) —t Vsp 0
0 0 0 —t! toe Ik D 0

und berechnen damit die Transmission von L nach Z mit 77, z(E) = |C|? und die Transmissi-
on von L nach R mit 7, g(F) = | D|%. Des Weiteren sind 95, und 1s,, die Wellenfunktionen
des linken und des rechten Quantenpunkts. Das Gleichungssystem aus Gl. lasst sich
zwar analytisch 16sen, man erhilt fiir die Transmissionen jedoch einen uniibersichtlichen
Ausdruck. Da wir die Warmemaschinen im Grenzfall ¢ >> ¢’ betrachten, vereinfacht sich das

Gleichungssystem mit k ~ 7/2 folgendermafen:

—itg —/ 0 0 0 B —itg
—t' —(E+eg) -t 0 0 Vs, t/
—/ —itg —/ 0 c |=| o |[. (5.18)
0 0 -t —(E—eg) -t Vs,
0 0 0 —t/ —itg D

Damit erhilt man fiir die Transmission von L nach R

/4
(E? — €2 — 372/4)% + 442 E?

To—r(E) = (5.19)

und fur die Transmission von L nach Z

_ B —es)® +9°/4]
Tin2(B) = (= g 0y )7 (5.20)

Die Transmission von R nach Z kann berechnet werden, indem man von einer ebenen Welle
ausgeht, welche von der rechten Zuleitung aus auf die Streuregion zulduft. So erhélt man,
analog zu Gl. (5.18), aus der Schrodinger-Gleichung ein lineares Gleichungssystem, mit dem

dann die Transmission

V(E +es)? +72/4]

Troz(E) = :
- (B2 — €% — 372/4)2 + 442 E2

(5.21)

bestimmt wird. Man kann an den analytischen Ausdriicken der Transmissionen 7, z(E)
und Tr_,z(E) erkennen, dass diese sich lediglich durch das Vorzeichen vor dem Potential
eg im Zahler unterscheiden. Dies hat zur Folge, dass fiir die Funktionen der Transmissionen
Ti—z(—FE) = Troz(E) gilt.
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Nun vergleichen wir die Leistung und den Wirkungsgrad der kohdrenten Warmemaschine mit
der Leistung und dem Wirkungsgrad der inkohdrenten Warmemaschine. Da pr > pr, gilt, ist
die direkte Transmission von L nach R bei der kohdrenten Warmemaschine hinderlich, da der
Ladungsstrom I7,_, p entgegengesetzt zum Ladungsstrom I, 7 (und Ir_, 7) fliefit, welcher von
der Temperaturdifferenz erzeugt wird. Deshalb ist die kohdrente Warmemaschine effizienter,
umso kleiner 77, g(E) ist.

In Abb.[5.9sind die drei Transmissionen der kohidrenten Warmemaschine (Gl. (5.19) bis (5.21))
in Abhdngigkeit der Energie aufgetragen. In der linken Abbildung wurde das Potential mit

1 T T T T T T T 1

T
— Ti-z2(E)
I 7-I‘~)R(E)
0.8 F 4 08 F g
— Troz(E)
0.6 F 4 0.6
04 4 04
0.2 4 0.2
0 . 0
—-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10
E/y E/y

Abbildung 5.9: Transmissionen der kohidrenten Warmemaschine aus den Gl. (5.19)
bis (5.21), aufgetragen auf die Energie mit der Potentialdifferenz Ae = 2v (links) und
Ae = 10 (rechts).

es = 7 gewahlt. Hier erkennt man die Symmetrie der Transmissionen von L nach Z und R
nach Z, was wir bereits analytisch festgestellt hatten. Des Weiteren erreichen die Maxima von
Ti—z(E)und Tr—,z(E) nicht den Wert 1, fallen an einer Seite aber schneller ab als die Lorentz-
Verteilung. Die Transmission von L nach R ist mit dem Potential g = +y bereits sehr klein, was
fir die Effektivitat der kohdrenten Warmemaschine positiv ist.

Im rechten Bild von Abb.[5.9]sind die Transmissionen aus den GL. bis mit dem
Potential e = 5 abgebildet. Hier verschwindet die Transmission von L nach R fast vollig
fir alle Energien. Die Transmissionen 77—, z(E) und Tr—,z(E) hingegegen haben jeweils ein
Maximum mit 7 (£) = 1 und besitzen zudem die Form einer Lorentz-Verteilung. Also konnen
wir davon ausgehen, dass die Leistung und der Wirkungsgrad der inkohdrenten und der koha-
renten Warmemaschine bei groflen Werten von Ae gleich sind.

Mit den Transmissionen aus den Gleichungen bis kénnen nun alle Ladungsstrome
zwischen den Zuleitungen der kohdrenten Warmemaschine mit dem Landauer-Biittiker-
Formalismus berechnet werden. Der gesamte Ladungsstrom, welcher in die linke Zuleitung
hinein-, bzw. herausflief3t, setzt sich mit

In=1I17+1I1R (5.22)
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zusammen. Wegen der Symmetrie der Potentiale mit +-c g der kohdrenten Warmemaschine ist

der Ladungsstrom I, und I mit

Iz +1Isp=Ipsz+ 1 p=1 (5.23)

gleich. Es gilt also I,z = Ir-,7, was wir bereits in Gl. (5.8) festgestellt hatten. Fiir die Be-
rechnung des Ladungsstroms verwenden wir die Landauer-Biittiker-Formel in der folgenden

Form

=%y / AETia(B)[fL(E) — fa(B)] (5.24)

a=Z,R

Da der Warmestrom immer von der heifSen Zuleitung zur kalten fliefst, kann dieser analog
zur inkohdrenten Warmemaschine behandelt werden, da wegen der gleichen Temperatur von
L und R zwischen der linken und rechten Zuleitung kein Warmestrom fliefst. Zudem gilt
wegen der Symmetrie der Potentiale JV = J}"., = JJ .. So kénnen wir den Warmestrom
mit

=2 / AE Tis2(E)[f2(E) — f1(E)] (5.25)

berechnen.

Mit den Stromen I und J werden sowohl die maximale Leistung Ppax aus Gl. (5.5) als auch
der zugehorige Wirkungsgrad n aus GlL. (5.6) wie bei der inkohdrenten Warmemaschine

bestimmt.
0.5 T T T T T T 0.3
0.4 i 0.25 | i
= 02 | ]
%\ 0.3 | g
) = 015 | 7
02t ] -
Z
& 0.1 3
01 r 1 0.05 - 1
—— Inkohérente Wérmemaschine o —— Inkohérente Wérmemaschine
—— Kohérente Warmemaschine r — Kohérente Warmemaschine
0 L L L L L L 0 L L L L L L
0 2.5 5 7.5 10 12.5 15 0 2.5 5 7.5 10 12.5 15
Ae/kgT Ae/kpT

Abbildung 5.10: Im linken Bild wird die Leistung der inkohédrenten Warmemaschine
mit der Leistung der kohdrenten Warmemaschine verglichen. In der rechten Abbildung
ist der Vergleich der Wirkungsgrade beider Warmemaschinen zu sehen. Es wurden die
Parameter v = kT und AT /T = 1 verwendet.

In Abb.[5.10|werden im linken Bild die maximalen Leistungen der kohdrenten und der inkoha-
renten Warmemaschine verglichen, im rechten Bild ist der Vergleich der Wirkungsgrade beider
Wiarmemaschinen abgebildet. Wie bereits vermutet, ndhern sich die Kurven sowohl bei der
Leistung als auch beim Wirkungsgrad fiir grofie Werte der Potentialdifferenz ab Ae ~ 12kgT

einander an. Fiir kleinere Werte der Potentialdifferenz erzielt die kohdrente Warmemaschine
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

sowohl bei der Leistung als auch beim Wirkungsgrad hohere Werte, obwohl hier die direkte
Transmission von L nach R nicht vernachlédssigbar ist. Dies liegt daran, dass die Transmissio-
nen von L nach Z und R nach Z auf einer Seite steiler abfallen. In Abschnitt4.6/haben wir
bereits diskutiert, dass die Differenz der Fermi-Verteilungen in der Landauer-Biittiker-Formel
bei einer Temperaturdifferenz einen Vorzeichenwechsel hat und deshalb die Warmemaschine
am effizientesten ist, wenn am Vorzeichenwechsel die Transmission moglichst schnell gegen
den Wert 1 geht.

Wir haben in diesem Abschnitt also feststellen konnen, dass die inkohédrente und die koharente
Waérmemaschinen nahezu die gleichen Leistungen und Wirkungsgrade liefern, die kohdrente

Wirmemaschine sogar die hoheren Werte erzielen kann.

5.2 Die maximale Leistung der inkohidrenten Warmemaschine

Es hat sich also herausgestellt, dass eine Warmemaschine, bei der die Zuleitungen jeweils durch
einzelne Quantenpunkte verbunden sind, gute Werte fiir die Leistung und den Wirkungsgrad
erzielen kann. Allerdings ist die Lorentz-Verteilung, welche die Transmission eines einzelnen
Quantenpunkts im Grenzfall t, > t' darstellt, nicht am effektivsten fiir die Warmemaschine.
Wie wir bereits in Abschnitt 4.6|festgestellt hatten, besitzt die Differenz der Fermi-Verteilung
fL(E) — fz(E) einen Vorzeichenwechsel. Am effizientesten ist die Warmemaschine also,
wenn beim Integral aus der Landauer-Biittiker-Formel fiir den Ladungsstrom nur iiber den

positiven oder den negativen Bereich der Differenz der Fermi-Verteilungen integriert wird.

Lr — B -f2B) 1 * — fu(B) - f2(E)
— Tiorent=(E) 4 ' — Tow(E)

0.5 4

E/kgT E/kgT

Abbildung 5.11: Im linken Bild ist der Vergleich der Transmission eines Quanten-
punktes (Lorentz-Verteilung) mit v = kg7, mit einer typischen Differenz der Fermi-
Verteilungen der inkohdrenten Warmemaschine abgebildet. Im rechten Bild hingegen
die, fiir die inkohédrente Warmemaschine effektivere Transmission 7op¢ (E) (Stufenfunk-
tion mit dem Sprung an der Nullstelle von f(E) — fz(E)).
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5.2 Die maximale Leistung der inkohdrenten Wirmemaschine

In Abb. (linkes Bild) ist die Differenz der Fermi-Verteilungen f1,(E) — fr(E) der inkoha-
renten Warmemaschine am Maximum von Py, aus Abb. abgebildet. Dazu ist noch die zu-
gehorige Transmission mit v = kg7’ zu sehen. Man kann erkennen, dass die Lorentz-Funktion
zu langsam abfallt und so im Integral fiir den Ladungsstrom tiber Werte mit verschiedenen

Vorzeichen integriert wird, was den Ladungsstrom verkleinert.

Eine perfekte Transmission wére also eine Stufenfunktion der Form

1 E<b
=0 (5.26)
0 E>b

T0pt<E) = {

wobei b die Nullstelle der Differenz der Fermi-Verteilungen darstellt. Eine solche Transmission
ist im rechten Bild von Abb. abgebildet.

Robert Whitney hat in seiner Publikation [80] als erster veroffentlicht, dass die maximale
Leistung der inkohdrenten Warmemaschine mit der Transmission 7t (£) analytisch bestimmt
werden kann, was wir nun im Folgenden nachvollziehen werden. Da die Ladungsstréme von
L nach Z und Z nach R gleich sind, betrachten wir den Quantenpunkt zwischen der linken
und der zentralen Zuleitung. Mit der Transmission 7o (£) vereinfacht sich die Landauer-

Biittiker-Formel fiir den Ladungsstrom wie folgt

e b
1=2 [ Bl - o)L (5.27)

Um das Integral zu losen, betrachten wir zunédchst das unbestimmte Integral tiber f(E).
Dieses ldsst sich mit der Substitution © = exp [L(E — pr)] + 1 und der anschlieffenden
Partialbruchzerlegung wie folgt 16sen

1 1 1 LI
/dEfﬂE):ﬁL/d“m:ﬁL/d“{u—l_u], (5.29)

1
= —[In|u— 1] — In|ul]

AL

Dau > 1ist, konnen die Betrdge weggelassen werden und wir erhalten

1

e =4

BL(E — 1) — In (eﬁL(E_“L) n 1)} (5.29)

Das Integral iiber die Fermi-Verteilung f7(F) kann analog zu [ dE f1,(E) gelost werden. Damit

erhalten wir fiir den Ladungsstrom

1mﬁ@—é

I=— dE [fL(E) = fz(E)] = — B,

_26 b 2e
h h

In fZ(b)] . (5.30)

— 00
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

Mit 81,z = (kpTFkpAT/2)~ 1 bringen wir den Ladungsstrom auf die folgende Form:

2
I= f kpT In

fo(b) kAT
fz(b) 2

In[fL(b)fz(b)]] - (5.31)

Als nédchsten Schritt muss der Punkt b bestimmt werden. Dazu berechnen wir die Null-
stelle von f(E) — fz(FE) beztiglich der Energie. Die Differenz der Fermi-Verteilungen ist
mit
E- -1 E -1
FL(E) — f2(E) = [eﬁd ZIn 1} - [eﬁz + 1] =0 (5.32)
gegeben, wobei das chemische Potential der zentralen Zuleitung 11z = 0 ist, da die Spannung
zwischen L und R anliegt. Die Nullstelle befindet sich dann bei der Energie

Brir
E = =b. 5.33
Br — Bz (5:33)

Setzt man nun b in die Fermi-Verteilungen ein, erhdlt man

Fu) = [e557 1] 7 = £20) = 1) (534)

Damit vereinfacht sich der Ladungsstrom zu

2e __eV__

I= ﬁkBATln (e 2kpAT 4 1> , (5.35)
wobei hier fiir das chemische Potential p;, = —eV/2 eingesetzt wurde. Die Leistung der
Wairmemaschine ist dann

2e eV
P=1V= FkBATV In <e kpAT 1> . (5.36)

Um die maximale Leistung zu erhalten, bilden wir zunéchst die erste Ableitung der Leistung

nach der Spannung

eV
dP 2e __ev e 2kpAT eV
— = —kgAT |1 2kpAT + 1) — . 5.37

Das Maximum befindet sich an der Nullstelle der Funktion aus (5.37), welche wir folgender-
maflen vereinfachen
(Bo + 1) ln(Bo + 1) + Boln By =0, (5.38)

wobei By = exp(—eV/2kpAT). Gl. (5.38) ldsst sich nicht analytisch nach By auflésen. Deshalb

werten wir die Gleichung numerisch aus und erhalten By ~ 0.3184. Damit ist die maximale
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5.2 Die maximale Leistung der inkohdrenten Wirmemaschine

Leistung der Warmemaschine mit AT/T" = 1:

A(kpAT)?
h

(kpT)?

In ByIn(By + 1)7! ~ 1.265 h

Prax = (5.39)

Um auch den zur Leistung Py,.x zugehorigen Wirkungsgrad 1 der Warmemaschine zu berech-
nen, muss zunidchst die Landauer-Biittiker-Formel fiir den Warmestrom mit der Transmission

Topt (£)

b
JV = % /_ dE E [fz(E) — fr(E)] (5.40)

berechnet werden. Dazu betrachten wir das unbestimmte Integral {iber die Fermi-Verteilung

der linken Zuleitung, welches die folgende Stammfunktion besitzt [81]

/dE EfL(E) = E22 + 5EL In fr.(E) — IBIQLiQ (—eBL(E_NL)) , (5.41)
L

wobei der Polylogarithmus folgendermafien definiert ist:
: — aF
Lig(a) =) 45 (5.42)
j=1

Damit erhalten wir fiir den Warmestrom

E b
gV = % 5, f2(E) - ﬁl%Lig (eﬂzE) - ﬂE; In fr.(E) + 61%L12 (eWE—ML))] . (5.43)

Mit der unteren Grenze des Integrals (£ — —oo) verschwindet der Warmestrom und wir
erhalten mit der oberen Grenze des Integrals den Warmestrom

2 AT
JWV = Ek:BTk:BAT [(1 + T) In Byln(By 4+ 1)7! — 2Li2(—Bo)} : (5.44)

Der Wirkungsgrad der Warmemaschine mit der maximalen Leistung Ppax aus Gl. (5.39) ist

dann 1
Phax AT AT 2Lip(—By) -
= = — 1 p— - . .4
T= 9w T [( o7 > In ByIn(By +1)~! (6.45)
Mit AT/T = 1und By ~ 0.3184 erhalten wir fiir den Wirkungsgrad
n/nc =~ 0.445. (5.46)

Wir haben nun analytisch berechnet, dass die maximal erreichbare Leistung der inkohédrenten
Wirmemaschine bei Py, ~ 1.265(kgT)?/h liegt. Bei dieser Leistung besitzt die Warmema-
schine den Wirkungsgrad n/nc ~ 0.445.
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

Im ndchsten Abschnitt werden wir moglichst rechteckige Transmissionen mit speziell prapa-
rierten Streuregionen konstruieren, welche aber immer eine endliche Breite besitzen werden.
Um sowohl die Leistungen als auch die Wirkungsgrade der Warmemaschinen mit verschiede-
nen Transmissionen besser vergleichen zu konnen, berechnen wir im Folgenden numerisch
die Leistung und den Wirkungsgrad der inkohdrente Warmemaschine mit einer rechtecki-
gen Transmission mit endlicher Breite w. Die Transmission zwischen L und Z hat dann die

Form
0 |E +eg| > —w/2
Tw(E) = . (5.47)
1 |E +eg] <w/2
1.5 . . . . . . . . 0.8 T T T T T T
— w = 6kpT — w = 6kT
125 F — w=10kgT — w = 10kgT
0.6 | ]
= 1
o
& Y
2075 £ 04 |
= E
& 05
02
0.25
0 I L L L L L 0 L n 1 n 1 n 1 n 1
0 2.5 5 75 10 125 15 0 2.5 5 7.5 10 12.5 15

Ae/kpT Ae/kpT

Abbildung 5.12: Maximale Leistung (links) und Wirkungsgrad (rechts) der inkohéren-
ten Wiarmemaschine mit der Transmission 7, (E) bei AT /T = 1.

In Abb. ist die Leistung und der Wirkungsgrad der inkohdrenten Warmemaschine mit der
rechteckigen Transmission 7,,(F) mit w = 6kpT und w = 10kgT bei AT /T = 1 abgebildet.
Das Maximum der Leistung mit der Transmission 7;¢(E) liegt hier bei Ppax ~ 1.263(k sT)?%/h,
was dem optimalen Wert aus Gl. bereits sehr nahe kommt. Bei der Transmission 7¢(E)
liegt das Maximum der Leistung Prax ~ 1.226(kpT)?/h, was 3.2% unter dem idealen Wert
liegt. Betrachtet man den Wirkungsgrad am Punkt Aey,ax, an dem die Leistung das Maximum
besitzt, so ist der Wirkungsgrad der Warmemaschine mit der Transmission 7¢(E) mit n/nc ~
0.467 und bei der Warmemaschine mit der Transmission 7o(E) mit n/nc ~ 0.447 gegeben.
Die Werte des Wirkungsgrads bei steigender Breite w der Transmission ndhern sich also von
oben an den Wert aus Gl an.
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5.3 Optimierte Transmissionen im Tight-Binding-Modell

5.3 Optimierte Transmissionen im Tight-Binding-Modell

Damit die Nanowdrmemaschine effizient arbeitet, benttigen wir also moglichst rechtecki-
ge Transmissionen zwischen den Zuleitungen. In diesem Abschnitt konstruieren wir mit
Hilfe von Quantenpunkten im Tight-Binding-Modell analytisch solche rechteckigen Trans-
missionen. Da wir bereits im Abschnitt herausgefunden haben, dass die inkoh&rente
und die kohdrente Warmemaschinen nahezu die gleichen Leistungen und Wirkungsgrade
erzielen, werden wir uns der Einfachheit halber auf die inkohdrente Warmemaschine be-
schranken und deshalb die Strome und Transmissionen zwischen den Zuleitungen L und Z
berechnen.

5.3.1 Die homogene Kette

In diesem Abschnitt werden wir die homogene Kette von Gitterpldtzen (s. Abb.[5.13) betrachten,
bei der alle Hoppingparameter in der Streuregion mit ¢g gleich gewahlt sind. Zudem liegt an
jedem Gitterplatz das Potential e ¢ an. Die Transmission der homogenen Kette von Gitterpldtzen

Es Es ES gs
-1 0 1 Ns Ng+2
L 7

Abbildung 5.13: Homogene Kette von Gitterpldtzen als Streuregion zwischen den
Zuleitungen L und Z der inkohdrenten Warmemaschine.

als Streuregion kann im Tight-Binding-Modell analytisch berechnet werden, was bereits
Mardaani et al. in der Publikation [82] veroffentlicht hatten.

Um die Transmission zu berechnen, 16sen wir wieder die Schrodinger-Gleichung H es| V) =
E|¢)) mit einem ebenen Wellenansatz, wobei H ses der Hamiltonoperator aus GI. (2.9) mit den
Parametern ), =ty =t',t;, =tg =to, e =er =0,¢; = eg und t; = tg ist. Wir gehen wieder
davon aus, dass eine ebene Welle von der linken Zuleitung aus auf die Streuregion zulduft.

Die Wellenfunktionen in den Zuleitungen sind dann

vy, = (5.48)

Aelti 4 Be~iki j<0
C'etki Ng <j

wobei die Amplitude der ankommenden Welle A = 1 ist. Die Wellenfunktion in der Streuregion
ist mit
;= Alell 4 Ble 'V (5.49)
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

gegeben, wobei 0 < j < Ng ist. Die Dispersionsrelation der Zuleitungen ist wieder £ =
—2tg cos k.

Da die Streuregion eine homogene Kette mit dem Hoppingparameter ¢ und dem Potential
es darstellt, kann auch hier eine Dispersionsrelation mit £ — eg = —2tg cos g angegeben
werden. Damit ist & die Wellenzahl in den Zuleitungen und ¢ die Wellenzahl in der Streuregi-

on.

Aus der Schrodinger-Gleichung erhalten wir dann das Gleichungssystem

—to(e® + Be™ %) —t'yy = E(1+ B)
—t'(1+B) —ts = (E—eg)in | (5.50)
—tstpng—1 —t'C = (E —eg)ing

—t/dJNs—t(]Ceik = EC

wobei C' = C’ exp[ik(Ng +1)]. In diesem Gleichungssystem haben wir sechs unbekannte Varia-
blen, aber nur vier Gleichungen. Allerdings hiangen die Wellenfunktionen in der Streuregion

lediglich von den zwei Variablen A’ und B’ ab, welche in Abhidngigkeit von ¢fq D und " Es*NS) in
der Form -
YN, — Pre IS T
I — s
T eig(Ns—1) _ g—ig(Ns—1) (5.51)
b= R (5.52)

ela(Ns—1) _ o—ig(Ns—1)

ausgedriickt werden kénnen. A’ und B’ setzen wir nun in die Funktionen ¢» und ¢ ,_; ein

und erhalten

_ sing sin [(Ng — 2)q]
V2= s = Da ™ T s (Vs = g (5.53)
WNg1 = sin q sin [(Ng — 2)(1} . (5.54)

sin[(Ns — 1" T sin (Vs = 1)g
wobei 12 und 9y, 1 nun nur noch von +; und ¢, abhdngen. Damit erhalten wir schliefSlich
das Gleichungssystem

toe~ik —t/ 0 0 B —toe
.y _sinNgg 4, sing /
P tSmmsong tSsmNe-mg Y L I . (5.55)
0 *ts% t5% —t/ VN
sin [(Ns—1)q] sin [(Ns—1)q] . S
0 0 —t/ toe 1k C 0

C lasst sich analytisch aus diesem Gleichungssystem bestimmen und wir erhalten mit o =
t? /tots die Transmission der homogenen Kette mit

2acsin k sin g

E fry 2 = n i
T =IO = | S da (N + 1)a] — 2asin Nsq + % sin (N5 — g

(5.56)
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5.3 Optimierte Transmissionen im Tight-Binding-Modell

Im Grenzfall ¢y > tg (k ~ m/2) erhalten wir mit o = 1 den folgenden einfachen Ausdruck fiir

die Transmission )

" 1+ cot? gsin® Ngq

T(E) (5.57)

Der besseren Ubersichﬂ halber betrachten wir nun die homogene Kette mit dem Potential
es = 0. Die Transmissionen aus Gl. (5.56) und Gl. (5.57) mit dem Potential eg = 0 sind lediglich
im Energiebereich |E| < 2ts oder dem Fall ¢y < tg definiert.

]. T T T T

— T(E)

— T(E)
08 r I 7:nin(E) 7
0.6 i
04 i
0.2 B

O L L 1

—4 -2 0 2 4

E/ts

Abbildung 5.14: Transmission 7 (E) der homogenen Kette von Gitterplatzen im Grenz-
fall tp > ts und o = 1 mit Ng = 15. Zusitzlich ist die untere Grenze der Transmission
Tmin(E) und die gemittelte Transmission T (E) fiir grofse Ng abgebildet.

Gilt aber fiir die Hoppingparameter ¢y > tg, so miissen wir die Funktion der Transmission fiir
den Energiebereich 2ty < |E| < 2t; genauer betrachten. In diesem Energiebereich haben die

Wellenfunktionen in der Streuregion die Form

Ale¥ 4+ Ble™¥ —2tg < E < —2tg
Yj = { ) (5.58)

(—l)j(A,e‘Ij + B/e_‘Ij) 2tg < B < 2ty

wobei die Dispersionsrelation dann mit |E| = 2¢g cosh g gegeben ist. Lost man mit diesem
Ansatz die Schrodinger-Gleichung, erhdlt man im Energiebereich 2ts < |E| < 2ty fiir die all-
gemeine Transmission der homogenen Kette von Gitterpldtzen

2asin k sinh ¢
e~k sinh [(Ng + 1)q] — 2sign (— E)asinh Ngq + a2e* sinh [(Ng — 1)q| | ’

T(E) = (5.59)

3 Die folgenden Uberlegungen und Rechnungen sind auch fiir endliche Werte von es definiert. Hierfiir muss
lediglich die Energie E — E — e5 in der Wellenzahl ¢ verandert werden.
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

wobei

1 E <0
sign(—F) = . 5.60
gn (- E) {_1 £ 0 (5.60)

Die Transmission im Grenzfall ¢y > tg und a = 1 ist im Energiebereich 2ts < |E| < 2ty

dann
1

T(FE) = :
(E) 1 + coth? g sinh? Ngq

(5.61)

Im Folgenden werden wir uns ndher mit der Transmission im Grenzfall ) > ts und oo = 1
befassen (s. Gl. (5.57) und Gl. (5.61))), welche in Abb. zu sehen ist. Fiir die Abbildung
wurden Ng = 15 Gitterplitze in der Streuregion verwendet.

Fiir die Energien | E| > 2tg geht die Transmission mit 7 (F) ~ (F/2ts)2Ns gegen den Wert 0.
Dies kann man erkennen, indem man die Wellenzahl ¢ = arcosh (—E/2t,) in den Ausdruck
der Transmission aus Gl (5.61)) einsetzt. Damit erhdhlt man mit cosh? z — sinh?2 = 1 und

arcoshx = In(x + Va2 4+ 1)

(E/2t5)2 —1 £\ 2Vs
T(E) = (E | |
(EB/2ts)? — 1+ (E/4ts)? [(exp N + (exp _q)N} 2 (2755) (5.62)

Des Weiteren geht die Transmission an der Stelle | E| = 2tg fiir grofle Werte von Ng mit
T(E| = 2ts) = (1+ N2) ™" (5.63)

gegen den Wert 0. Dies kann leicht nachvollzogen werden, indem wir die Funktionen sin? Ngq
und 1/ cot? ¢ = tan? gaus Gl. (5.57) um ¢ = arccos (—1) = 7 entwickeln und damit

sin? N, N2(q—m)?
54 Ns@=m" _ na (5.64)

cot? gsin® Ngg = =~
PR Tan?y ¥ g™

erhalten.

Im Energiebereich |E| < 2tg besitzt die Transmissionsfunktion Maxima und Minima. Die
Maxima liegen an den Nullstellen der Funktion cot? g sin? Ngq, wobei die Funktion cot? ¢ eine
Nullstelle bei E = 0 besitzt und die Funktion sin? Ngq ihre Nullstellen bei E, = —2tg cos g,
hat, wobei ¢, = vr/Ngund 1 < v < Ng — 1. Die Minima der Transmission erhalten
wir, wenn die Funktion sin® Ngg = 1 maximal wird. Damit liegen die Minima auf der Kur-

ve

- E\?
Tmin(E) = (1 + cot? q) "= 1 cos? g=1- <2ts) ) (5.65)

was auch in abgebildet ist. Damit hat die Transmissionsfunktion bei einer ungeraden
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5.3 Optimierte Transmissionen im Tight-Binding-Modell

Anzahl von Gitterplédtzen in der Streuregion Ng Maxima und Ng—1 Minima, bei geraden Ng be-

sitzt die Transmissionsfunktion Ng—1 Maxima und Ng—2 Minima.

Fiir grofse Werte von Ny oszilliert die Transmission also sehr stark. So kann fiir Ng — oo bei
der Funktion sin? Ngq — sin? ¢ {iber eine halbe Periode gemittelt werden und wir erhalten so

die mittlere Transmission

™ 2
T(E) :/ " d¢ (1 4 cot® g sin® qb)_l =4/1- < E ) : (5.66)

—r/2 T %

Das Integral ldsst sich durch die Substitution v = tan ¢ 16sen. Die mittlere Transmission
T(E) ist ebenfalls in Abb. zu sehen und kann als Naherung zur Berechnung der Stro-
me mit der Landauer-Biittiker-Formel fiir Streuregionen mit grofsen Ng verwendet werden.

gV

0.6 B

04 r 4

0.2 - 4

0 L 1 n 1 n 1
—4 -2 0 2 4

E/ts

Abbildung 5.15: Transmission 7 (E) der homogenen Kette von Gitterpldtzen im Grenz-
fall tg > ts und oo = 1 bei Ng = 4.

Die Transmissionsfunktion einer homogenen Kette von Gitterpldtzen besitzt also im Grenzfall
to > tg und o = 1 fiir Ng > 3 eine anndhernd rechteckige From, welche an den Randern
(|E| > 2tg) schnell verschwindet. In Abb. kann man erkennen, dass fiir Ng = 4 die
Transmissionsfunktion mit dem Wert 7(E) ~ 0.8 sehr hochliegende Minima besitzt und
daher der rechteckigen Form ndher kommt als beispielsweise die Funktion der Transmission
mit Ng = 15 aus Abb. Wenn wir in Abschnitt[5.4 die Transmission fiir die inkohérente
Wairmemaschine verwenden werden, wird sich herausstellen, dass fiir Ng = 4 die homogene
Kette im Grenzfall ) > tg und a = 1 am effektivsten arbeitet. Man kann aber bereits jetzt
deutlich erkennen, dass die homogene Kette als Verbindung zwischen den Zuleitungen fiir

die Warmemaschine besser geeignet ist, als der einzelne Quantenpunkt. Transmissionen
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

mit dhnlicher Struktur wie in Abb. konnten auch in Streuproblemen mit periodischem

Kastenpotential gefunden werden [83].

5.3.2 Der homogene Ring

Als zweites Beispiel fiir eine optimierte Transmission betrachten wir die homogenene Ringstruk-
tur als Streuregion zwischen den Zuleitungen, welche in Abb. zu sehen ist. Auf dem
Ring sind alle Hoppingparameter mit ¢{5 und alle Potentiale mit eg gleich gewihlt. Zu-
dem sind die Zuleitungen symmetrisch durch den Hoppingparameter ¢ mit dem Ring
verbunden, was heifst, dass die obere Kette und die untere Kette des Rings gleich lang

sind.

Die Transmission des homogenen Rings kann, analog zur homogenen Kette von Gitterpldtzen,
analytisch berechnet werden. Dazu betrachten wir die Schrédinger-Gleichung H ges|) = E),
wobei H,.s der Hamiltonoperator des Systems aus Abb. ist. Wir gehen wieder von einer
ebenen Welle aus, welche mit der Amplitude A = 1 von der linken Zuleitung aus auf die Streu-

region zulduft. Die Wellenfunktionen in den Zuleitungen sind dann mit

G _§ M+ BeTW j=0 (5.67)
N et j > 2Ng
gegeben. Die Wellenfunktionen fiir die Streuregion ist fiir die obere Kette des Rings
Y7 = Ayel®I 4 B e 107 (5.68)
und fiir die untere Kette
P = Aye'tI + Bye i1, (5.69)
wobei 0 < j < Ng ist. Die Dispersionsrelation ist in der Streuregion durch E, , = —2ts cos ¢,
gegeben.
Aus der Schrodinger-Gleichung erhalten wir dann das Gleichungssystem
—to (e + Be™*) —t'yyy = E(1+ B)
/(14 B) — tgy? —tgpt = (E—
(1+ B) — tsy] — tsyy (E —es)vo (5.70)

_t5¢?V5—1 - tS@Z)}LVS—l - tlc = (E - 8S)¢NS ’
—tleS —toCelk = EC

wobei hier ¢y = ¢ = ¢g und Yy, = Yy = Y, ist. Da die Wellenfunktionen fiir die
obere und untere Kette des Rings an den Pldtzen 1 und 2Ny identisch sind, muss zwangsldu-
tig

by = 1§ =Y = AV 4 BleT (5.71)
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5.3 Optimierte Transmissionen im Tight-Binding-Modell

tiir alle j gelten, da die Potentiale £ 5, die Hoppingparameter ¢5 und die Lange der Ketten gleich
sind. Um die Anzahl der unbekannten Variablen im Gleichungssystem zu reduzieren, driicken
wir die Amplituden der Wellenfunktionen in der Streuregion durch

—igN,
A — Yng — hoe IS
elgNs _ e—igNg

(5.72)

!/ __ woeins 7 11Z)NS
B = e (5.73)

aus, wobei die Amplituden nur noch von den Wellenfunktionen vy und v, abhdngig sind.

0
1/11 tC

ARZe]
1

Abbildung 5.16: Homogener Ring als Streuregion zwischen den Zuleitungen L und Z.
Zudem sind hier die Wellenfunktionen der oberen Kette 7 und der unteren Kette ¢
abgebildet.

Damit erhalten wir fiir die Wellenfunktionen ¢ und {1

sin [(Ng — 1)¢] n sin g

P = YN (5.74)

sin Ngq 0™ sin Ngq

sin sin[(Ng — 1
ey — S0 sin[(Ns 1)

sin Ngq 0 sin Ngq UNs: (5.75)

Unter Verwendung der Wellenfunktionen 1 und ¢)n,_1 vereinfacht sich das Gleichungssys-

tem aus Gl (5.70) zu

toe ik —t 0 0 B —toel®
/ sin q cos Ngq sin q
—t' s aiNeg . 2lSsmNeg O Yo | _ r (5.76)
sin ¢ sin g cos Ngq - : :
0 —2tg sin Nsg 2tg N qS ¥ TZJNS 0
0 0 —t toe 1k C 0

Mit diesem Gleichungssystem kann die Amplitude C' analytisch bestimmt werden und wir er-

halten mit dem Parameter e = "2 /¢t g die Transmission des homogenen Rings

2

4asin k sin ¢ sin Ngg (5.77)

T(E)=|CP = | — — SR
(2sinq cos Ngq — ael® sin Ngq)” — 4sin” g

welche im Energiebereich | E| < 2ts oderim Allgemeinen fiir ¢y < tg definiertist.
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

Betrachtet man den homogenen Ring mit den Hoppingparametern ¢y, > ts, muss die Trans-
mission fiir die Energien 2tg < |E| < 2ty nochmals berechnet werden. Dazu betrachten wir

die Wellenfunktionen

Ale¥ 4 Ble —2ty < E < —2tg
Yy = { (5.78)

(—1)7(A'e¥ 4 Ble~%) 2tg < B < 2ty

in der Streuregion und 16sen damit die Schrodingergleichung. Damit erhdhlt man im Energie-
bereich 2tg < |E| < 2t( die Transmission

4asin k sinh g sinh Ngq
[2sinh g cosh Ngq — sign(—E)ael sinh Ngq]2 — 4sinh? ¢

T(E) = (5.79)

Analog zur Transmission der homogenen Kette, erhalten wir im Grenzfall ¢y > ts und mit

der Wahl des Parameters o = 2 das einfache Resultat

4

F) =
T(E) 4 + (cot q cos g sin Ngq)2’

(5.80)

welches im Energiebereich |E| < 2tg definiert ist. Fiir Energien im Bereich 2t < |E| < 2t

erhalten wir fiir die Transmission

4
b ' 5.81
T(E) 4 + (coth g cosh g sinh Ngq)? o
1 : ' ' ' |
— T(E)
— T(E)
0.8 L — 7:nin(E) |
0.6 |
04 |
0.2 |
0 : ' ' ‘
4 -2 0 ? '

E/ts

Abbildung 5.17: Transmission 7 (E) des homogenen Rings im Grenzfall ¢, > ts und
o = 2bei Ng = 15. Des Weiteren ist die untere Grenze der Transmission 7pin(£) und
die gemittelte Transmission 7 (E) fiir Ng >> 1 abgebildet.
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5.3 Optimierte Transmissionen im Tight-Binding-Modell

Die Transmission im Grenzfall t; > tg und o = 2 ist in Abb. mit Ng = 15 zu se-
hen. Diese wird maximal, wenn die Funktion cot ¢ cos g sin Ngq verschwindet. Dazu berech-
nen wir die Nullstellen dieser Funktion, welche bei £ = 0 und bei £, = —2tgcosgq, lie-
gen, wobei ¢, = vm/Ng mit 1 < v < Ng ist. Die Minima der Transmission erhalten wir,
wenn die Sinusfunktion sin? Ngg = 1 maximal wird. Damit liegen alle Minima auf der Kur-
ve

_ 4 _ 40— cos? q) _ A — (E/2ts)? (5.82)
4+cot?qecos?q (2—cos?2q)2 2 (E/2t5)?)?’ '

welche in Abb.[5.17l1zu sehen ist.

Tmin (E)

Fiir grofse Werte von N ldsst sich, analog zur Transmission der homogenen Kette, die mittlere
Transmission 7 ( E) berechnen, indem wir iiber eine halbe Periode der Funktion sin Ngq = sin ¢
mit —7/2 < ¢ < 7/2 mitteln und erhalten damit

_ /2 d¢ | o 1— (E/2tg)?
T(E)_/—n/277 [14—400‘5 q cos” ¢ sin gb] = 1—E2/8t25 . (5.83)

Analog zu Gl. (5.66)) lasst sich das Integral mit der Substitution u = tan ¢ l6sen.

Entwickelt man nun die Transmission 7 (E) um die Stelle E = 0, erhdlt man

- E* ES
T(E)=1— gt o <(2t5)6> : (5.84)

Da die Transmission der linearen Kette mit 7(E) = 1 — (E/2tg)? geht, kann man hier bereits
erkennen, dass die Transmission des Rings fiir die Warmemaschine besser geeignet ist, da
diese fiir kleine Energien mit T(FE) ~ 1 — (E/2ts)* langsamer abfillt, zudem bei Energien
|E| ~ 2ts schneller gegen den Wert 0 geht.
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

5.3.3 Die inhomogene Kette

Als letztes Beispiel fiir eine mdoglichst rechteckige Transmission, betrachten wir in diesem Ab-
schnitt die inhomogene Kette (s. Abb.[5.18). Bei der inhomogenen Kette hat sich herausgestellt,
dass bei einer speziellen Wahl der Hoppingparameter ¢; in der Streuregion Transmissionen
existieren, welche keine Oszillationen besitzen und im Grenzfall Ng — oo rechteckig sind [84].

to t t to Ing—1_ 1 to
1 Ng
L Z
Abbildung 5.18: Inhomogene Kette als Streuregion zwischen den Zuleitungen L und

Z.

Um diese Transmissionen zu berechnen, verwenden wir zunédchst das Gleichungssystem aus
Gl (2.61) im Grenzfall tg > tg (k = ki, = kr =~ m/2) und erhalten

—itg —t B —itg
' —E -4 s %
—t1 —F —t9 9 0
: = , (5.85)
—tng—2 —E  —tng—1 YNg—1
—tng—1 —F —t’ YN 0
' —itg C

wobei t' =t} =t e5 = ¢ und tg = t;, = tg. Wir betrachten das Gleichungssystem der besse-
ren Ubersichtlichkeit halber mit 5 = 0. Berechnet man die Amplitude C aus dem Gleichungs-
system (5.85) erhdlt man im Allgemeinen die Transmission

2

2ot2 TTVS 1 ¢
% ’ (5.86)

T = =)

wobei D(FE) die Determinante der Matrix aus Gl. ist. Da in der Diagonale der Matrix
aus Gl Ng-mal die Energie E steht, ist das Betragsquadrat der Determinante | D(E)|?
im Allgemeinen ein Polynom der Ordnung 2Ng. Des Weiteren definieren wir im Folgenden
t; >0undt; = ajtg mittg =1t 2 /to. Damit hat die Transmission der inhomogenen Kette im
Grenzfall ty > tg die folgende Form

1

T(E) = co+c1(B/y)? 4+ eng—1(E/7)?Ns 72 + (E/v)*Ns’

(5.87)
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5.3 Optimierte Transmissionen im Tight-Binding-Modell

wobei N
Ng—1 /Ns

=0

mit ap = 1. Im Fall Ng = 1 erhalten wir dann v = 2¢'?/t; und damit die Lorentz-Verteilung fiir
die Transmission eines einzelnen Gitterplatzes, was wir in Gl (2.65) berechnet hatten.

Wir beschiftigen uns nun mit der Frage, warum im Polynom des Nenners in GI. (5.87) lediglich

gerade Potenzen der Energie auftreten. Dazu betrachten wir die folgende Determinante einer

Tridiagonalmatrix
a3
fr az B
ﬁn—Q Qp—1 /Bn—l
Brn-1 (679
welche durch die Rekursionsformel [85]
fo = anfo1 = Br_1fn2 (5.90)

berechnet werden kann, wobei fy = 1 und f_; = 0 ist. Man kann hier erkennen, dass die
in den Nebendiagonalen stehenden Parameter 3, immer quadriert werden. Es spielt also
fiir die Transmissionsfunktion keine Rolle, welches Vorzeichen fiir die Hoppingparameter
tn in GL gewdhlt wird. So kénnen wir auch das Vorzeichen aller Hoppingparameter
umdrehen, sodass wir dann die Determinante —D(—FE') erhalten. Da wir bei der Berechnung
der Transmissionsfunktion | D(FE)|? betrachten, muss damit 7 (E) = 7 (—E) gelten. Die Trans-
missionfunktion ist also im Allgemeinen achsensymmetrisch und daher diirfen im Polynom
von |D(E)|? keine ungeraden Potenzen der Energie auftreten.

Fur E = 0 verschwinden alle Terme der Transmission bis auf ¢g. In diesem Fall kann die Deter-
minante D(0) der Matrix aus GL. (5.85) ausgewertet werden und man erhlt

2 2\ 2

_|_

o= 2P (5.91)
2pgDu

mit

po= [ @ pu= ][] a- (5.92)

j gerade j ungerade

Die maximale Transmission (7 (0) = 1) bei £ = 0 erhdlt man damit bei p, = p,, wobei dann
cp = 1 ist. Damit eine moglichst rechteckige Transmission konstruiert werden kann, wihlt
man die Parameter a; derart, dass die Oszillationen génzlich unterdriickt werden. Dies ist
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine

Ns a1 as as aq as ag
2 1
3 1/v2
4 V2 -1 V2 -1
5  V5/2-1/2 \/V5/2 -1
6 \/V3/2—1/2 \/3vV3/2-5/2  2-/3
7 0597408 0.296896 0.234432
8  0.593 0.287 0.216 0.199
9  0.589 0.281 0.205 0.179
10 0.587 0.276 0.197 0.167 0.158
11 0.585 0.273 0.192 0.158 0.145
12 0.584 0.270 0.188 0.152 0.136 0.132
13 0.583 0.268 0.185 0.148 0.130 0.122

Tabelle 5.1: Parameter a;, bei denen die Transmissionfunktion der inhomogenen Kette
durch GI. beschrieben werden kann. Die Parameter wurden fiir Ng < 7 analytisch
berechnet und fiir 7 < Ng < 13 numerisch mit Hilfe des Newton’schen Verfahrens
bestimmt.

nur moglich, wenn ¢; = ¢3 = -+ = eny—1 = 0 gilt und somit die Transmissionsfunktion

durch
1

T 1+ (E/)2Ns

gegeben ist. Da aber die Parameter ¢; im Allgemeinen Polynome 2/Ng-ten Grades in a; sind,

T(E) (5.93)

muss ein nichtlineares Gleichungssystem in 2Ng-ter Ordnung geldst werden. Daher konnen
die Parameter a; nur bis Ng < 7 analytisch bestimmt werden. Fiir groflere Werte von Ng wurde
das Newton’sche Verfahren zur Losung des nichtlinearen Gleichungssystems verwendet [86].
Im Anhang[A.T|werden als Beispiel die Parameter a; und ay der inhomogenen Kette mit vier

Gitterpldtzen berechnet.

In Tabelle 5.1] sind die Parameter a; fiir Ng < 13 gegeben. Die Parameter a; sind in allen
berechneten Féllen reell und mit a; = ayy—; symmetrisch, weswegen in Tabelle le-
diglich die Parameter a; der linken Hélfte der inhomogenen Kette (s. Abb. 5.18)) gegeben

sind.

Wir wissen also nun, dass die Transmission der inhomogenen Kette mit den speziellen Pa-
rametern a; im Fall Ng = 1 die Lorentz-Verteilung aus Gl. ergibt und im Grenzfall
Ng — oo die Transmissionsfunktion ein perfektes Rechteck bildet. Bisher ist es allerdings nicht
gelungen, das nichtlineare Gleichungssystem fiir Ng > 13 zu losen, oder gar eine allgemeine
Losung fiir beliebige Ng zu finden.

In Abb. ist die Transmission mit den speziellen Parametern a; bei Ng = 5 und Ng = 10

zu sehen. Wie wir bereits erwartet hatten, ist die Transmission fiir groflere Ng fast rechteckig,
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5.4 Die Wirmemaschine mit optimierten Transmissionen

0.8
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Abbildung 5.19: Transmission 7 (E) der inhomogenen Kette im Grenzfall ¢, > tg und
t'? = tots mit den speziellen Parametern a; aus Tabelle

wird aber bei steigenden Ng auch schmaler. Man kann dem allerdings entgegenwirken, indem
ts grofier gewdahlt wird.

5.4 Die Warmemaschine mit optimierten Transmissionen

Wir haben im letzten Abschnitt drei Arten von Transmissionsfunktionen diskutiert, welche
sowohl die Leistung, als auch den Wirkungsgrad der Nanowédrmemaschine steigern sollten. In
Abb. vergleichen wir nun die maximale Leistung und den zugehorigen Wirkungsgrad der

inkohdrenten Warmemaschine mit verschiedenen Streuregionen.

Die gestrichelten Kurven sind die bereits diskutierten Ergebnisse der inkohdrenten Warme-
maschine. Zum einen die Warmemaschine mit den einzelnen Quantenpunkten zwischen den
Zuleitungen mit v = kg7 (griin) aus Abb. zum anderen die , perfekte” Streuregion mit der
rechteckigen Transmission 7, (E) mitw = 6kgT (rot) aus Abb.

Die durchgezogenen Linien geben die Leistung und den Wirkungsgrad der inkohdrenten
Wiarmemaschine mit den optimierten Streuregionen aus dem letzten Abschnitt wieder. Dazu
wurde bei der homogenen Kette (rot) und dem homogene Ring (blau) der Hoppingparameter
ts = 1.5kpT gewdhlt und bei der inhomogenen Kette (griin) der Parameter v = 3k verwen-
det. Damit haben alle Transmissionsfunktionen, welche wir vergleichen, die gleiche Breiteﬂ
von 6kpT. Bei den optimierten Transmissionen wurden in Abb. die Werte Ng = 5 ((a)
und (b)) und Ng = 10 ((¢) und (d)) verwendet.

4 Ausgenommen die Warmemaschine mit den einzelnen Quantenpunkten zwischen den Zuleitungen. Hier
wurde mit y = kT der Wert verwendet, welcher die hochste Leistung liefert.
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine
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Abbildung 5.20: Maximale Leistung und Wirkungsgrad bei maximaler Leistung der
inkohdrenten Warmemaschine fiir verschiedene Transmissionen. Hier wurden fiir die
Streuregion die Parameter v = kg7 (einzelne Quantenpunkte), ts = 1.5kpT (homo-
gener Ring und homogene Kette), v = 3kpT (inhomogene Kette) und w = 6kpT
(rechteckige Transmission) bei der Temperaturdifferenz AT /T = 1 verwendet. Zudem
wurde Ng = 5in (a) und (b) und Ng = 10 in (¢) und (d) gewdhlt.

Man kann erkennen, dass die Warmemaschinen mit den optimierten Transmissionsfunktio-
nen also mindestens die doppelte Leistung (Maximum von Pp.x) erreichen, verglichen mit
der Warmemaschine mit den einzelnen Quantenpunkten. Die Warmemaschinen mit dem
homogenen Ring und der inhomogenen Kette als Streuregion mit Ng = 10 kommen sogar sehr
nah an die ideale Leistung (Warmemaschine mit der rechteckigen Transmission 7 (E)) heran.
Auch der Wirkungsgrad beim Maximum der Leistungskurven ist bei den Warmemaschinen
mit den optimierten Transmissionsfunktionen, verglichen mit der Warmemaschine mit den

einzelnen Quantenpunkten, nahezu doppelt so grofs.

Vergleicht man die Leistungen und die Wirkungsgrade der Warmemaschinen mit den op-
timierten Transmissionsfunktionen bei verschiedenen Werten von Ng, stellt man fest, dass
die maximale Leistung und der Wirkungsgrad der Warmemaschinen mit der homogenen
Kette und dem homogenen Ring als Streuregion fiir N 2 4 nahezu konstant bleiben. Die
Wiarmemaschine mit der inhomogenen Kette hingegen wird erst fiir grofsere Werte von Ng
effizienter. Dies liegt daran, dass die Transmissionsfunktionen der homogenen Kette und des
homogenen Rings bereits bei Werten von Ng ~ 4 an den Réndern sehr schnell abfallen, was

bei der inhomogenen Kette erst bei grofleren Ng zutrifft.
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5.4 Die Wirmemaschine mit optimierten Transmissionen

Wir wissen nun, dass die Warmemaschine mit der inhomogenen Kette als Streuregion am
besten arbeitet, wenn Ng > 1 und tg moglichst grofs gewidhlt wird, da in diesem Grenzfall
die Transmissionsfunktion die Stufenfunktion darstellt, welche wir bereits in Abschnitt[5.2]
diskutiert hatten. Des Weiteren haben wir bereits in Abschnitt festgestellt, dass die
Waérmemaschine mit den einzelnen Quantenpunkten zwischen den Zuleitungen mit v ~ kgT'

die hochste Leistung erreicht.

11 T - T - T - T - T 1.2 T v T T T T T T T

x X
= X =
= 1r E = 11t E
N N
&~ IS X
a )
= £
;x 09 + 4 - 1k i
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o 0.8 F q o 09 q
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X
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2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
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Abbildung 5.21: Das Maximum der Leistung Py.x beziiglich der Potentialdifferenz
Ace der inkohdrenten Warmemaschine mit der homogenen Kette (links) und dem ho-
mogenen Ring (rechts) als Streuregion, aufgetragen auf verschiedene Werte von N.
Hier wurden zudem die Parameter AT/T = 1 und ts = 1.5kpT verwendet. Die Lini-
en sind die maximalen Leistungen der Warmemaschine, berechnet mit den mittleren

Transmissionen 7 (E) aus Gl. (5.66) und Gl. (5.83).

Was sind aber die besten Parameter fiir die homogene Kette und den homogenen Ring?

Die Transmissionsfunktionen nehmen im Grenzfall Ng > 1 beide ovale Formen an (s. Gl.
und GL. (5.83)). Deshalb ist hier tg — oo nicht die optimale Wahl, da bei der Berechnung des
Ladungsstroms (Integral in der Landauer-Biittiker-Formel) das Maximum der Differenz der
Fermi-Verteilungen nicht mehr optimal ausgenutzt wird. Der optimale Wert des Hoppingpa-

rameters tg fiir die Warmemaschine sollte also endlich sein.

In Abb.5.21]betrachten wir zunéchst die homogene Kette (links) und den homogenen Ring

(rechts) als Streuregion zwischen den Zuleitungen der inkohdrenten Warmemaschine mit ver-
schiedenen Werten von Ng. Hier istjeder Punkt das Maximum der Leistungskurve Py ax(Aemax)
beziiglich Ae, wobei hier wieder die Temperaturdifferenz AT /T = 1 und der Hoppinparame-
ter tg = 1.5kpT verwendet wurden. Zudem betrachten wir das System im Grenzfall to > tg

mit o = 1 (homogene Kette) und o = 2 (homogener Ring).

Die Linien stellen die Mittelwerte der Transmissionen 7 (E) aus GL und Gl
mit Ng > 1 und tg = 1.5kgT dar. Bei der Warmemaschine mit dem homogenen Ring als
Streuregion nidhern sich die Werte der Leistung bei steigenden Ng an die Leistung der mittleren
Transmission 7 (E) von unten her an. Ab Ng > 6 sind die Werte der Leistung nahezu identisch.
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Abbildung 5.22: Die Leistung der inkohdrenten Warmemaschine mit der homogenen
Kette als Streuregion, aufgetragen auf ts und Ae mit Ng = 4 und AT/T = 1.

Bei der Warmemaschine mit der homogenen Kette als Streuregion erhalten wir mit Ng = 4
ein Maximum in der Leistung und bei héheren Werten von Ng ndhern sich die Werte der
Leistung von oben an die Leistung mit der mittleren Transmission 7 (E) an. Die hochste
Leistung fiir die inkohdhrente Warmemaschine erhdlt man also mit der inhomogenen Kette
als Streuregion mit Ng = 4 und bei dem homogenen Ring als Streuregion bei moglichst
hohen Werten von Ng, wobei ab Ng = 6 sich die maximale Leistung nur noch minimal

verandert.

In Abb.[5.22]betrachten wir die Leistung der inkohérenten Warmemaschine mit der homogenen
Kette als Streuregion mit Ng = 4 und AT /T = 1 fiir verschiedene Werte von tg und Ae. Wie
wir bereits vermutet hatten, erhalten wir die maximale Leistung dieser Warmemaschine mit
einem endlichen Wert von tg. Die maximale Leistung der inkohédrenten Warmemaschine mit
der homogenen Kette als Streuregion ist dann Py ~ 1.06(k BT)?/h mit den Parametern
ts ~ 1.81kgT und Ac ~ 9.73kpT. Der zur Leistung zugehorige Wirkungsgrad liegt bei

n/nc ~ 0.44.

In Abb.[5.23|betrachten wir die inkohdrente Warmemaschine mit dem homogenen Ring als
Streuregion mit Ng = 10 und AT/T = 1 fiir verschiedene Werte von Ac und tg. Analog
zur homogenen Kette erhalten wir auch hier die maximale Leistung bei einem endlichen
Wert des Hoppingparameters tg. Diese liegt bei Ppax ~ 1.19(kpT)?/h mit den Parame-
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Abbildung 5.23: Homogener Ring als Streuregion der inkohdrenten Warmemaschine
mit Ng = 10 und AT/T = 1, aufgetragen auf ¢ts und Ac.

tern tg ~ 1.93kpT und Ae ~ 10.74kpT. Der zugehorige Wirkungsgrad liegt bei n/nc ~
0.45.

Im nichsten Abschnitt betrachten wir die inkohdrente Warmemaschine mit einer zwei- und

dreidimensionalen Streuregion.

5.5 Die Wirmemaschine mit zwei- und dreidimensionalen

Streuregionen

Zunichst gehen wir auf die inkohdrente Warmemaschine mit einer dreidimensionalen Streure-
gion ein. Diese soll eine primitiv kubische Struktur besitzen. Der Aufbau der Warmemaschine
besteht also aus vielen iibereinanderliegenden Schichten des in Abb. gezeigten zweidi-
mensionalen Systems. Die direkt {ibereinanderliegenden Gitterpldtze in z-Richtung sind dann

mit den Hoppingparametern ¢§ in den Zuleitungen und t% in der Streuregion verbunden.

Da wir in diesem Modell annehmen, dass die Anzahl der Gitterpldtze in y-Richtung (und auch

in z-Richtung) in den Zuleitungen und in der Streuregion mit IV, (und N.) gleich sind, kann mit
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L Z

Abbildung 5.24: Inkohdrente Nanowdrmemaschine mit einer zweidimensionalen Streu-
region und den Zuleitungen L und Z.

Hilfe einer Basistransformation das System in IV, x IV, eindimensionale Untersysteme unterteilt

werden. Die gesamte Transmission der Streuregion ist dann

Ny Nz

asin k. sin g,
E) = - - 94
T(E) Z Z sin[(Ng + 1)gzle s — 2arsin Npqy + o2 sin[(Ny — 1)gglelks | (594)

ny=1n.=1

wobei hier a = #"2/t¥t% ist und die Wellenzahlen mit

E—FEY—FE?
k, = arccos = "0 "0
2ty 5.95
B E—Eg—Eg—sg (5.95)
(z = arccos 21z

gegeben sind. Die Energien in y- und z-Richtung sind Ef = —Ztg Ccos ]\Z _’Il (feste Randbedin-
gungen), miti = 0, S und j = y, 2z, wobei n; = 1,2,... N; ist. Die Herleitung der Transmission
aus Gl. ist im Anhang[A.2] zu finden. Die Transmission des zweidimensionalen Systems
aus Abb. erhilt man, indem man NN, = 1 wihlt. Damit wird lediglich {iber n, summiert

und die Energien in z-Richtung sind Ej = 0.

Da die oben betrachteten zwei- und dreidimensionalen Systeme in eindimensionale Unter-
systeme aufgeteilt wurden, kann der Ladungs- und der Warmestrom jedes Untersystems
mit dem Landauer-Biittiker-Formalismus aus Abschnitt 2.4 berechnet werden. Die gesam-
ten Strome erhalten wir, indem die jeweiligen Strome der Untersysteme aufaddiert werden.

In Abb. sind die Transmissionen fiir das ein-, zwei- und dreidimensionale System im
Grenzfall t§ > t¢ zu sehen. Hier wurden die Parameter fiir die drei Systeme mit o = 1

und N = 4 gewdhlt. Des Weiteren wurden fiir das zweidimensionale System die Parameter

112



5.5 Die Wiirmemaschine mit zwei- und dreidimensionalen Streuregionen

0.8

0.6

T(E)/N

04

n 1 n
—4 —2 0 2 4
E/tg

Abbildung 5.25: Transmission der ein-, zwei- und dreidimensionalen inkohdrenten
Wirmemaschine im Grenzfall t§ >> t%. Fiir die drei Systeme wurden die Parameter
a = 1und N% = 4 gewihlt. Zudem wurde fiir das zweidimensionale System ¢{ = 0.5t%,
t% = 0.5t und N = N, = 100 verwendet und fiir das dreidimensionale System
wurden zusitzlich die Parameter t§ = 0.5t§, t5 = 0.5t% und N = N,N, = 100 mit
N, = N, = 10 gewdhlt.

Ny =100, t = 0.5t% und t§ = 0.5t} verwendet und fiir das dreidimensionale System wurden
zusétzlich die Parameter N, = N, = 10, tZ = 0.5t¢ und t§ = 0.5t§ gewdhlt. Damit die
Transmissionen in den verschiedenen Dimensionen vergleichbar sind, betrachten wir bei dem
zweidimensionalen System den Quotient 7 (E)/N mit N = N, und bei den dreidimensionalen
Systemen den Quotient 7 (E)/N mit N = N, N,.

Man kann in Abb. erkennen, dass die Transmissionsfunktionen der zwei- und dreidimen-
sionalen Systeme nicht mehr an die anndhernd rechteckige Form der Transmissionsfunktion
des eindimensionalen Systems herankommen und eher eine dreieckige Form besitzen. Zu-
dem kann man erkennen, dass die Transmission des zweidimensionalen Systems die bessere
Filterfunktion (also besser geeignet fiir die Warmemaschine) besitzt als die Transmission des
dreidimensionalen Systems. Trotzdem fillt die Transmissionsfunktion des dreidimensionalen
Systems schneller ab als die Lorentz-Verteilung und sollte deshalb eine hohere Leistung erzie-
len als die inkohdrente Warmemaschine mit den einzelnen Quantenpunkten als Verbindung
zwischen den Zuleitungen.

In Abb. sind die maximalen Leistungen und deren zugehorigen Wirkungsgrade der
inkohédrenten Warmemaschinen mit Streuregionen in verschiedenen Dimensionen zu sehen.
Fiir das ein-, zwei- und dreidimensionale System wurden die gleichen Parameter wie fiir die
Transmissionen aus Abb.5.25bei der Temperaturdifferenz AT /T = 1 verwendet. Zudem ist
die maximale Leistung und der zugehorige Wirkungsgrad der inkohdrenten Warmemaschine
mit den einzelnen Quantenpunkten als Verbindungen zwischen den Zuleitungen mit v = kgT’
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5 Transmissionen als Energiefilter und die Nanowidrmemaschine
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Abbildung 5.26: Maximale Leistung und der zugehorige Wirkungsgrad der inkohédren-
ten Warmemaschine fiir die ein-, zwei- und dreidimensionale inkohdrente Warmema-
schine. Es wurden die gleichen Parameter wie bei den Transmissionen aus Abb.[5.25|mit
der Temperaturdifferenz AT/T = 1 verwendet. Zusétzlich ist die maximale Leitung
und der zugehorige Wirkungsgrad der Warmemaschine mit den einzelnen Quanten-
punkten zwischen den Zuleitungen mit v = kpT abgebildet.

abgebildet (gestrichelte Linien).

Man kann erkennen, dass die Maxima der normierten Leistungen der zwei- und dreidimen-
sionalen Warmemaschine niedriger liegen als beim eindimensionalen System. Dennoch liegen
sowohl die Maxima der Leistungen, als auch die Werte der zugehorigen Wirkungsgrade der
zwei- und dreidimensionalen Warmemaschine deutlich h6her als bei der Warmemaschine mit
den einzelnen Quantenpunkten zwischen den Zuleitungen, was wir bereits bei der Betrachtung
der Transmissionsfunktionen (s. Abb. vermutet hatten.
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6 Was wurde gemacht und wie geht’s weiter?

In dieser Arbeit wurde der thermoelektrische Transport durch Nanostrukturen behandelt.
Dazu betrachteten wir Systeme, die aus zwei oder drei Zuleitungen bestehen, welche durch
eine Streuregion verbunden sind. Die Zuleitungen werden als Teilchen- und Warmebéader
betrachtet, um so Temperaturdifferenzen und Spannungen zwischen diesen Zuleitungen
anlegen zu konnen, welche dann einen Ladungs-, Energie- und Warmestrom durch die Streu-
region zur Folge haben. Ziel dieser Arbeit war es, diese Strome durch wechselwirkende und
wechselwirkungsfreie Streuregionen zu berechnen und mit Hilfe dieser Ergebnisse zu un-
tersuchen, ob und wie sich Nanowdrmemaschinen hinsichtlich ihrer Effizienz optimieren

lassen.

Was wurde gemacht?

Die Arbeit ist in drei Hauptgebiete unterteilt, auf die wir im Folgenden nocheinmal kurz

eingehen.
Das Tight-Binding-Model

Als erstes betrachteten wir wechselwirkungsfreie Systeme im Tight-Binding-Modell. Hier
gingen wir auf zwei verschiedene Methoden ein, um die Strome durch eine Streuregion
zu berechnen. Zunéchst verwendeten wir die Zeitentwicklung des quantenmechanischen
Dichteoperators und betrachteten die Strome als Funktion der Zeit. Die Strome bilden hier
Plateaus aus, wobei wir diese zeitlich konstanten Werte als stationdre Strome bezeichnet
hatten. Als zweite Methode verwendeten wir zur Berechnung der stationdren Stréme den
Landauer-Biittiker-Formalismus, welcher von den Fermi-Verteilungen der Zuleitungen und
der Transmission der Streuregion abhdngt. Vergleicht man die stationdren Strome beider

Methoden, fanden wir heraus, dass diese identisch sind.
Die Wechselwirkung zwischen Elektronen

Als nédchstes betrachteten wir die Wechselwirkung der Elektronen in der Streuregion. Hier
verwendeten wir die Hartree-Fock-Naherung, um die Wechselwirkung mit den Methoden
aus Kapitel 2|behandeln zu kénnen. Die mit der Hartree-Fock-Néherung berechneten Stro-
me verglichen wir mit exakt berechneten Stréomen, die wir fiir kleine Systeme mit Hilfe der
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6 Was wurde gemacht und wie geht’s weiter?

Hubbard-Stratonovich-Transformation berechneten oder aus der Literatur (z.B. [52}56]]) er-
hielten. Da die Strome durch wechselwirkende Streuregionen nur in wenigen Spezialfdllen
analytisch exakt berechnet und in den meisten Féllen nur mit sehr zeitintensiven numerischen
Berechnungen behandet werden konnen, bietet die Hartree-Fock-Néaherung eine zeitsparende
Alternative, um qualitativ die Auswirkungen der Wechselwirkung der Elektronen auf den
thermoelektrischen Transport beobachten zu kénnen. Nur bei starken Wechselwirkungen und
grofsen Spannungen wichen die Stréme, welche mit der Hartree-Fock-Ndherung berechnet
wurden (teils stark) von den exakt berechneten Stromen ab.

Die Nanowiarmemaschine

Im letzten Teil der Arbeit befassten wir uns mit der Funktionsweise einer von Jordan et al. [21]
vorgeschlagenen Nanowdrmemaschine, welche aus zwei Zuleitungen mit tieferer Temperatur
und einem Reservoir mit héherer Temperatur besteht (s. Abb. [5.T). Die Zuleitungen sind
jeweils mit einem einzelnen Quantenpunkt mit dem Reservoir verbunden. Diese Warme-
maschine liefert bereits eine hohe Leistung bei einem hohen Wirkungsgrad, verglichen mit
Nanowédrmemaschinen mit einem anderen Aufbau (s. Abschnitt[5.1.2). Trotzdem konnten
wir die Warmemaschine mit speziellen Streuregionen weiter optimieren. Dazu betrachteten
wir die homogene Kette und die inhomogene Kette mit speziell gewéhlten Hoppingparame-
tern und auch den homogenen Ring als Streuregion. Bei den drei betrachteten Strukturen
konnten wir jeweils die Transmissionsfunktion analytisch berechnen. Warmemaschinen mit
diesen speziellen Streuregionen liefern in etwa die doppelte Leistung und erzielen auch
einen doppelt so hohen Wirkungsgrad bei maximaler Leistung wie die Warmemaschine
aus [21].

Wie geht’s weiter?

Bei der Nanowdrmemaschine hatten wir in der Arbeit erwdhnt, dass diese sehr gute Leistungen
und Wirkungsgrade erzielen kann. Bei maximaler Leistung der Warmemaschine erhielten
wir einen Wirkungsgrad, welcher bei 45% des maximal erreichbaren Wirkungsgrads (Carnot-
Wirkungsgrad) liegt.

Wie konnen wir aber die Leistung der Warmemaschine beurteilen?
Die Leistung der Nanowdrmemaschine

Dazu schitzen wir ab, wie viel Watt eine einzelne Nanowarmemaschine mit einer eindimensio-
nalen Streuregion liefern kann und wie viele Warmemaschinen parallel geschaltet werden miis-

sen, damit eine 100 W Gliithbirne zum Leuchten gebracht werden kann.

Die Leistung der optimierten Nanowarmemaschine aus Abschnitt[5.4/hatte das Maximum bei
ungefdhr Ppax ~ (kgT)?/h. Wir nehmen nun fiir die tiefe Temperatur Tx = 300K (ungefahr
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Raumtemperatur) und fiir die hohe Temperatur Ty = 900 K an. Damit erhalten wir mit der
mittleren Temperatur 7' = 600K die Temperaturdifferenz AT /T = 1, welche wir auch in
der Arbeit betrachtet hatten. Mit den Konstanten kg ~ 1.4 - 10723 J/K und h =~ 6.6 - 10734 Js
erhalten wir dann

Prax ~ 1077TW (6.1)

tir die Leistung. Wir benétigen also eine Milliarde parallel geschalteter Warmemaschinen,

um eine 100 W Gliihbirne zum Leuchten zu bringen.

Um dies technisch realisieren zu konnen, betrachteten wir in Abschnitt[5.5/inkohédrente Warme-
maschinen mit einer zwei- oder dreidimeinsionalen Streuregion. Hier fanden wir heraus, dass
die zwei- und dreidimensionalen Systeme Leistungen und Wirkungsgrade erzielen, welche
nicht wesentlich kleiner sind als die Leistung und der Wirkungsgrad der Warmemaschine mit

der homogenen Kette als Streuregion.

Die Idee, viele Warmemaschinen parallel zu schalten, um so mehr Leistung zu erhalten, ist
nicht neu. Bereits in der Publikation von Sothmann et al. wurde das , Schweizer-Kése-
Sandwich” (s. Abb. vorgeschlagen, bei dem viele inkohdrente Warmemaschinen mit
einzelnen Quantenpunkten als Streuregion parallel geschaltet werden. Wir hatten in dieser
Arbeit aber bereits diskutiert, dass die technische Realisierung der inkohédrenten Warmema-
schine schwer ist, da die beiden Streuregionen raumlich sehr weit voneinander entfernt liegen
miissen. Dadurch erhalten wir ein Schichtsystem bei dem das mittlere Reservoir erhitzt und
die dufieren Zuleitungen abgekiihlt werden. Bei solch einem System stellt sich jedoch die
Frage, ob der Grofiteil der Warme nicht iiber Phononen von dem heifsen Reservoir in die kalten
Zuleitungen flief3t.

L

R

Abbildung 6.1: Aufbau der kohdrenten Warmemaschine mit zweidimensionalen Streu-
regionen, wobei der graue Bereich hier eine isolierende Schicht darstellt. Die blauen
Bereiche sind die Zuleitungen mit den tiefen Temperaturen, der rote Bereich ist das
Reservoir mit der hohen Temperatur. Die schwarzen Kreise sind die Quantenpunkte,
welche die beiden Streuregionen zwischen den Zuleitungen bilden.
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6 Was wurde gemacht und wie geht’s weiter?

Ein Vorschlag, wie eine zweidimensionale Warmemaschine umgesetzt werden konnte, ist die
kohirente Warmemaschine, welche in Abb.[6.1)zu sehen ist. Die blauen Bereiche stellen hier die
Zuleitungen mit den tieferen Temperaturen dar, der rote Bereich ist das Reservoir mit der hohen
Temperatur. Zudem ist der graue Balken eine isolierende Schicht. Die schwarzen Kreise sind
die Quantenpunkte, welche die beiden Streuregionen bilden.

Die Transmissionsfunktion der kohidrenten Warmemaschine lisst sich berechnen, indem wir
die Basistransformation verwenden, welche wir bereits bei der Berechnung der Transmission
der inkohédrenten Warmemaschine in Anhang|[A.2]benutzt hatten. Das System aus Abb.
lasst sich dann durch viele Untersysteme beschrieben, welche die Struktur der kohédrenten
Warmemaschine aus Abb. besitzen. Der Vorteil der kohdrenten Warmemaschine liegt
darin, dass die ganze linke Seite abgekiihlt und die ganze rechte Seite erhitzt wird und es
kein Schichtsystem wie bei der inkohdrenten Warmemaschine ist, bei dem die mittlere Schicht

erhitzt werden muss.

Die kohdrente Warmemaschine ist in Abb.[6.1|als zweidimensionales System abgebildet. Wenn
allerdings viele dieser zweidimensionalen Systeme iibereinander geschichtet werden, erhalt

man eine dreidimensionale Warmemaschine.

Erste Berechnungen weisen darauf hin, dass die inkohdrente und kohdrente Warmemaschi-
ne (s. Abb. und Abb. nahezu die gleichen Leistungen und Wirkungsgrade liefern.
Dieses Phinomen konnten wir bereits in Abschnitt5.1.3/fiir Warmemaschinen mit einzelnen

Quantenpunkten zwischen den Zuleitungen bestétigen.

Fazit

Nanowdrmemaschinen mit speziell konfigurierten Systemen aus Quantenpunkten als Streure-
gion liefern sehr gute Leistungen und auch sehr hohe Werte fiir den Wirkungsgrad. Dies gilt so-

gar fiir Warmemaschinen mit zwei- und dreidimensionalen Streuregionen.
Wie bekommt man aber nun theoretisch die 100 W Gliihbirne zum Leuchten?

Um eine 100 W Gliihbirne zum Leuchten zu bringen, verwenden wir die kohdrente War-
memaschine mit den dreidimensionalen Streuregionen, da diese den Vorteil hat, dass viele
Warmemaschinen auf kleinem Raum parallel geschaltet werden konnen, aber sich die Leistung
und der zugehorige Wirkungsgrad im Gegensatz zur Warmemaschine mit der homogenen
Kette als Streuregion nicht stark verringert (s. Abb. [5.26).

Welche Ausmaf3e hat die Streuregion der Warmemaschine?

Damit die kohdrente Warmemaschine 100 W liefern kann, ist die Anzahl der Quantenpunkte
in der Streuregion in y- und z-Richtung mit N, = N, ~ 40000 gegeben. Gehen wir davon
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aus, dass ein Quantenpunkt eine Flache von 1pum x 1pum besitzt [87], hat eine Streuregion die
Flache (y- und z-Richtung) von ca. 4cm x 4cm.

Bei diesen Uberlegungen ist natiirlich zu bedenken, dass es sich hierbei um rein theoretische
Abschdtzungen handelt, ohne auf die Schwierigkeiten einzugehen, die bei der konkreten
technischen Realisierung auftreten kénnen.
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Anhang

A.1 Berechnung der Koeffizienten a; der inhomogenen Kette

In diesem Abschnitt berechnen wir die optimierten Hoppingparameter der inhomogenen
Kette mit vier Gitterpladtzen (s. Abb.|A.1). Wir gehen von einer symmetrischen Losung mit

/ /

O to O t Oaltgoagtgoagtgo t O t() O

-1 0 1 4 )
L Z

Abbildung A.1: Inhomogene Kette mit vier Gitterpldtzen, angebunden an zwei Zulei-
tungen.

a1 = ag aus und betrachten das System im Grenzfall ¢y > tg. Damit erhalten wir aus der
Schrodingergleichung folgendes Gleichungssystem

ito ¥ 0 0 0 0 B it
¥ E t 0 0 U —t!
0t E t 0 N I | A1)
0 ty E t; 0 W3 0
0 tt B ¢ V4 0
0 0 0 0 ¢ it C 0

wobei t; = ajtg mit j = 1,2 ist. Die Transmissionsfunktion wird mit 7 (E) = |C|? berechnet.
Mit a = "2 /tgtg = 1 erhalten wir dann

B Za%agtflg
E* — E2(14 2a3 4+ a3)t% + (a] + a3)td +i[2E3%ts — E(2a? + 2a3)t3]

T(E) (A2)
Als néchstes berechnen wir das Betragsquadrat und erhalten fiir den Zahler der Transmissi-
onsfunktion

Ti(E) = 4ajaj (A3)
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Anhang

und fuir den Nenner

To(B) = E¥/t% — 2(2a3 + a3 — 1)ES/t§ + (1 + 6af — 4a3 + a3 — 4a? + 4a?ad) E*/t}

, (A4)
~2(201 + a3 — 2ata} — a3 — a} + ala}) B/t + (a1 + a3)”
wobei T(E) = Ti(E)/T2(E).
Um nun die Transmissionsfunktion der Form
E® N\
TE)=(14 —F5=% A5
= (1 o) (49)
zu erhalten, muss das folgende iiberbestimmte nichtlineare Gleichungssystem gelost wer-
den:
(a1 +a3)* = daja3 (A6)
2a$ 4 a3 — 2a%a% — a3 —af +alad = 0 (A7)
14 6a] — 4a3 + a3 — 4a? +4a3a = 0 (A.8)
203 +a3—1 = 0. (A.9)

Das Gleichungssystem lésst sich 16sen, indem wir zundchst Gl. (A.6) nach ag auflosen. Damit ist

der Zusammenhang zwischen den Parametern a; und ay durch
ag = a? (A.10)

gegeben. Anschlieffend setzen wir den Parameter a; in die Gl. (A.9) ein, und erhalten mit

GL. (A.10)
ay = \/E -1
ay = \/§ -1 .

aj und ag aus Gl. (A.11) werden zur Kontrolle in die Gl. (A.7) und (A.8) eingesetzt.

(A.11)

Betrachtet man das Gleichungssystem aus Gl. bis Gl. kann man erkennen, dass
die Gleichungssysteme bei steigender Anzahl von Gitterpldtzen schnell sehr uniibersicht-
lich werden, weswegen die analytische Bestimmung der Parameter a; lediglich bis Ng = 7
Gitterplatze mdoglich ist.

Wir konnten bisher numerisch nachweisen, dass fiir eine inhomogene Kette bis zu Ng = 13
Gitterpldtzen reelle und positive a; existieren, welche die Transmissionsfunktion aus GL
zur Folge haben. Diese reellen und positiven Parameter a; sind eindeutig und symmetrisch
(z.B.im Fall Ng = 4 gilt a1 = a3).
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A.2 Transmission eines dreidimensionalen Systems

A.2 Transmission eines dreidimensionalen Systems

In diesem Abschnitt berechnen wir die Transmission duch eine primitiv kubische Streuregion.
In Abb. ist das System in zwei Dimensionen abgebildet. Das dreidimensionale System
erhilt man, indem man viele dieser zweidimensionalen Systeme tibereinander schichtet. Dabei
sind dann die Hoppingparameter in z-Richtung durch ¢§ in den Zuleitungen und ¢% in der
Streuregion gegeben.

L Z

Abbildung A.2: Zweidimensionales System mit zwei Zuleitungen. Die Anzahl der
Gitterpldtze N, in y-Richtung ist sowohl in den Zuleitungen als auch in der Streuregion
gleich gewdhlt.

Der Hamiltonoperator setzt sich dann aus der linken Zuleitung
a—1 Nyfl N,—1
= l C v (o .
Hp = Z Z Z [_tﬁ (Clx‘i‘l,ly,lzcl;c,l'y,lz + h.c.) -t (Cl“vlyﬂvlzclm,ly,lz + h.c.)
la=1 ly=1 [.=1 ,  (A12)
AT R
—t§ (Czl.,ly,lzﬂcla:’ly’lz + h.c.)}

aus der zentralen Zuleitung

T, — Al . y (At N
Hy=13% > > [_tg (Clz+1,ly,lzclz,zy,zz + h'C'> — 1o (%,zyﬂ,zzczm,zy,zz + h-C-)

le=b ly=1 l,=1 ,  (A13)

z [ At o
—t5 (Clz,ly,lz—i-lclz,ly,lz + h.c.)}
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der Streuregion

b—2 Ny—1N,.—1

f
Hs = Z Z Z [ ts (%sz,lz Cly gyt T 1 C) — 15 <Clz,zy+1 LG, T C)

lo=a+1 ly=1 l,=1

(A.14)
'i‘ _ Ny N,
2 (4 .
_tS (Cl17lyylz+1clzylyylz + hc)] + ES Z Z Z lzvlyvlz lIvl’y’lZ
lo=a+1l,=11.=1
und den Verbindungen
Ny N,
a _ / AT o Ni A
Hrssz = —t Z Z (Ca+1,zy,zzca,ly,lz + Gy 0. Co—1,,0. T h.c.) (A.15)
ly=11.=1

zusammen. Hier sind N, N, und N, die Anzahl der Gitterpldtze in der z-, y- und z-Richtung.
Damit die Energiebénder in den Zuleitungen die gleichen sind, haben die Zuleitungen L und Z
die gleiche Anzahl an Gitterpldtzen in z-Richtung (es gilt a = N, —b—1).

Der gesamte Hamiltonoperator ist dann
Hyes = H, + Hz + Hs + Hys.57. (A.16)
Die Eigenenergien der isolierten Zuleitungen sind
E = —2t§ cosky, — 2t{ cosky — 2t§ cos k. (A.17)
und der isolierten Streuregion
E = —2t% cos g, — 2t cos gy — 2t% cos .. (A.18)

Da das System in y- und z-Richtung mit festen Randbedingungen beschrieben werden kann,

erhalten wir mit den Wellenzahlen

— — T —
ky =qy = ]:ffil ny =1,2,... Ny (A19)
k: =q. = 547 n,=1,2,...N,
die Eigenenergien
E = —2tf cosky, + Ef + Ej (A.20)
und
E —eg = —2t§cosqy + E% + E%, (A.21)
wobei B/ = —2t/ cos N 7 miti = 0, S und j = y, z gegeben ist.

Mit einer Basistransformation lasst sich der Hamiltonoperator Hye in y- und 2-Richtung
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A.2 Transmission eines dreidimensionalen Systems

diagonalisieren [88,89]. Dazu verwenden wir fiir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperato-

ren
) 2 lym R
Clalyl: = N, +1 4~ Sl N, + 17 ) Clany L
=
A22
At 2 Ny . lyﬂ' At ( )
oty =\ N, +1 nE_J AN, £ 1Y) Gt
=
und
R 2 i . L. R
C = S1n n C
Lo ly sl N.+1 2~ N+ 1% ) Clatyne
(A.23)

Nny,=
N b
2 2 L
AT o . z N
Cladyl: = \/ N +1 nz_l sin <Nz n 1nz> Cly dyoms

wobei die Sinusfunktionen die Eigenfunktionen der linearen Kette mit festen Randbedingun-

gen darstellen.

Damit erhalten wir N, x IV, entkoppelte eindimensionale Untersysteme. Der Hamiltonoperator
eines einzelnen Untersystems setzt sich dann einerseits aus den Zuleitungen

a—1 a
= S (6 . v B Sl .

HL - —to (Clz+17ny7n26117nyynz + hC) + (EO + EO) clz,ny»nzclz,ny’nz (A24)

lo=1 lo=1
und

Nz—1 Nz

= 3 (d . v )Yl .

HZ = —lp (Clac'i‘lﬂyvnzclaunyﬁz + hC) + (EO + EO) clx,ny,nz Clac,"y»nz’ (AZS)
la=b la=b

andererseits aus der Streuregion

b—2
Sy, Nz x AT ~
HS - _tS E : <Clz+1,ny,nzclz,ny,nz + hC)
lz=a+1

b1 (A.26)
+es+ES+EZ) D> 0l
ly=a+1
und den Verbindungen zwischen der Streuregion und den Zuleitungen
Ty Nz ~ ~ AF “
755, = =t (rmy i Camyne + Sy nCotny . + 1) (A27)
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zusammen. Der gesamte Hamiltonoperator des Untersystems ist dann
H™ = H"™ + Hy"™ + Hg"™ + H %', (A.28)

Da der Operator Hg"* die gleiche Form besitzt wie der Hamiltonoperator der homogenen
Kette aus Abschnitt kann die Transmission durch die Streuregion des Untersystems wie
folgt angegeben werden:

asin k,, sin q,
sin[(Ny + 1)gzle = — 2asin Npq, + o? sin[(N, — 1)gy]elk=

Truns (B) = : (A.29)

wobei a = ¢ /t§t% ist. Die Wellenzahlen sind mit

E — EY — E?
k, = arccos <—00>

2
E—EY%—E;—¢s
2t

(A.30)

(y = arccos <—

gegeben und die gesamte Transmission ist dann

N?J Nz

T(E)=>_ Y T™(E). (A.31)

ny=1n,=1

Fiir jeden Wert der Energie E werden also die Transmissionen aller eindimensionalen Unter-
systeme aufaddiert.
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