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Zusammenfassung

Der Beitrag liefert einen Uberblick iiber Ausgestaltungsformen des Value-at-Risk-Ansatzes
zur Quantifizierung finanzieller Marktrisiken. Einleitend wird der Value-at-Risk (VaR)
definiert und sein Aussagegehalt an einem einfachen Zahlenbeispiel veranschaulicht. Nach
einer kurzen Beschreibung der wichtigsten Methoden der VaR-Ermittlung wird die zentrale
Frage behandelt, wie Volatilititen als Input fiir VaR-Modelle geschdtzt werden konnen. Dabei
zeigt sich, daf} exponentiell gewichtete gleitende Durchschnitte und GARCH-Modelle geeignet
sind, tiber die Zeit verdnderliche Varianzen und Kovarianzen zu erfassen. Im Anschluf3 wird
ausfiihrlich auf Mapping-Verfahren eingegangen, indem die Uberfiihrung der gingigen
Finanztitel auf sogenannte Risiko- oder Standardmarktfaktoren erldutert wird. Neben
klassischen Zinstiteln, Aktien und Devisenpositionen werden die grundlegenden Derivate wie
Futures und Optionen betrachtet. Der Beitrag schliefst mit einer kurzen Beurteilung des VaR-
Ansatzes und einem Ausblick auf Weiterentwicklungen.

Erschienen in:

Risikomanagement, hrsg. von U. Gétze, K. Henselmann und B. Mikus. Heidelberg
2001, S. 413-442.
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Value-at-Risk 3

1 Begriff und beispielhafte Veranschaulichung des Value-at-Risk

In Kreditinstituten nehmen Modelle zur Berechnung des Value-at-Risk! (VaR) seit
Ende der 90er Jahre eine herausragende Stellung bei der Quantifizierung von Markt-
preisrisiken ein. Inzwischen findet dieser Ansatz aber auch auflerhalb des
Bankgewerbes immer haufiger Anwendung. DaB sich der VaR-Ansatz offensichtlich
als Standard bei der Messung von Marktpreisrisiken etabliert, ist auf verschiedene
Ursachen zuriickzufiihren. Hierzu zihlen die Verdnderungen auf den Finanzmérkten,
die unter anderem mit den Stichwortern Globalisierung und Securitization beschrie-
ben werden konnen. Dariiber hinaus bewirkt die Vielzahl spektakuldrer Unterneh-
mens- und Finanzkrisen wie im Zusammenhang mit Barings2, Orange County, der
Metallgesellschaft und dem Long-Term Capital Management Fund (LTCM) eine
zunehmende Sensibilisierung gegeniiber Marktrisiken. Dies spiegelt sich auch in
neueren gesetzlichen und gesetzdhnlichen Normen wider. Hierzu zédhlen die
bankaufsichtsrechtlichen Regelungen auf internationaler und nationaler Ebene
ebenso wie das neue Gesetz zur Kontrolle und Transparenz im Unternehmensbereich
(KonTraG), welches explizit die Einrichtung leistungsfihiger RisikomeBsysteme
fordert und deren Kontrolle durch Wirtschaftspriifer vorsieht.3

Unter VaR-Ansdtzen werden Konzepte zur Messung von Markt- und Kredit-
risiken zusammengefaB3t. Diese quantifizieren die Risiken in standardisierter Form
unter expliziter Beriicksichtigung von Diversifikationseffekten bei der Portefeuille-
bildung im Zusammenhang mit einer Wahrscheinlichkeitsaussage. Der VaR hat
innerhalb weniger Jahre eine dominierende Position bei der Risikomessung in der
Finanzpraxis eingenommen, insbesondere da er verschiedene Risikoarten, wie z. B.
Zinsanderungs-, Aktienkurs- und Wechselkursrisiken, direkt vergleichbar macht und
da er ein duBerst anschauliches RisikomaB ist.#

Vereinfacht ist der VaR der maximal erwartete Verlust, der nur mit einer vor-
gegebenen (geringen) Wahrscheinlichkeit tiberschritten wird. Die erfafiten Risiken
resultieren aus Wertdnderungen marktmidfig bewerteter Finanztitel wie Zinstitel
(u. a. Anleihen und Kredite), Beteiligungspapiere, Fremdwahrungspositionen, Wa-
ren(termin)kontrakte, Kombinationen daraus und aus den vorgenannten abgeleitete
Finanzinstrumente (Derivate). Allgemein wird der VaR definiert als>

erwartete maximale negative Anderung in Geldeinheiten
des Marktwertes einer Position oder eines Portefeuilles
aufgrund der Schwankung spezifizierter Marktfaktoren
innerhalb eines festgelegten Zeitraums (Haltedauer H)
berechnet auf der Basis eines statistischen Modells

fiir ein spezifiziertes Konfidenzniveau 1-a..

Synonym werden Money-at-Risk, Capital-at-Risk oder Daily-Earnings-at-Risk verwendet.
Vgl. Kornert (1998), S. 181-213.

Zu den Auswirkungen des KonTraG auf das Risikomanagement siche Holst (1998).

Vgl. Uhlir/Aussenegg (1996), S. 831 f.

Wilkens/Vélker (2000), S. 353. In Anlehnung an Hagen/Jacobs (1995), S. 666; J. P. Mor-
gan/ Reuters (1996a), S. 6.
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4 Marco Wilkens und Jorg Volker

Die Marktwertinderungen sind auf einen Referenzwert bezogen. Ublicherweise ist
dies der gegenwartige Marktwert, teilweise wird allerdings auch der nach Ablauf
der Haltedauer erwartete Wert verwendet.® Als Markt- bzw. Risikofaktoren kom-
men im Rahmen der Marktrisikomessung z. B. Zinssitze fiir verschiedene Lauf-
zeiten, Bonitétsratings und Wéhrungen, Aktienkurse, Wechselkurse und Rendite-
volatilitdten, bei Kreditrisiken z. B. Bonititsdnderungen in Frage. Anhand des sta-
tistischen Modells, auf dessen Grundlage der VaR-Wert berechnet wird, lassen sich
aus der Vielzahl der in Theorie und Praxis beschriebenen Auspragungen prinzipiell
drei Verfahren unterscheiden: die Analytische Varianz-Kovarianz-Methode, die
Stochastische Simulation und die Historische Simulation. Das vorgegebene Konfi-
denzniveau 1—o bedeutet anschaulich, daB3 der ermittelte (prognostizierte) VaR-
Wert VaR{’, mit einer Wahrscheinlichkeit 1—o. eine mdglicherweise eintretende
negative Wertidnderung AV abdecken soll. Nur mit einer geringen Wahrscheinlich-
keit Pr= o wird der tatsdchliche Verlust grofer sein als der VaR-Wert, die Wert-
dnderung AV damit kleiner als der negativierte Value-at-Risk —VaR{, .

Pr(AV <—VaR{l,)=a (1)

Anders ausgedriickt ist der ,VaR das (negativierte) o-Quantil der Verteilung der
Marktwertidnderungen AV. Jir die Verteilungsfunktion /' der Marktwertéinderungen
bzw. deren Umkehrfunktigh 7' muf3 damit gelten:

o = F(-VaR{",) VaR{, = F\(a) 2)

Die in spdteren Abschnitten kurz skizzierten Verfahren zur Berechnung des VaR
unterscheiden sich z. T. erheblich voneinander. Als verbindendes Element kann
jedoch bei jeder VaR-Variante ein zweistufiger ProzeB identifiziert werden: In der
ersten Stufe modellieren alle Verfahren die Verteilung der moglichen Wertinderun-
gen Uber die Haltedauer, z. B. als Dichtefunktion oder als Histogramm, um in der
zweiten Stufe das zugehorige o-Quantil der Verteilung als VaR-Wert abzulesen.

Um die zentralen Elemente der VaR-Ansitze anschaulich erklaren zu konnen,
wird zunéchst ein einfaches Beispiel auf der Basis einer typischen VaR-Methode
herangezogen.” Es kann mit einer im Internet unter www.wertpapiermanagement.de
verfiigbaren Excel-Datei nachvollzogen und durch Anderung der kursiv dargestell-
ten Inputparameter variiert werden.

Ausgangspunkt der VaR-Ansétze ist stets der gegenwartige Markt- oder Barwert
eines betrachteten Portefeuilles (hier 500.000), bestehend aus verschiedenartigen
Finanztiteln (hier drei Aktien). Die Berechnung des VaR basiert grundsétzlich auf
einer Verteilungsannahme fiir die Renditen dieser Finanztitel (hier spezifiziert durch
die Erwartungswerte, die Standardabweichungen und die Korrelationen der als
multivariat normalverteilt angenommenen Aktienrenditend). Mittels eines statisti-
schen Modells (hier der Analytischen Varianz-Kovarianz-Methode) wird die
Verteilung der Portefeuillewerte in einem zukiinftigen Zeitpunkt (hier in einem Jahr)

6 Vgl. Jorion (1997), S. 87 f.; Dowd (1998), S. 39-41.
Vgl. Wilkens/Volker (2000), S. 354 f.

8  Dieinder Abbildung angegebenen Verteilungsparameter beruhen auf realistischen Daten fiir
Jahresrenditen deutscher Standardwerte.
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und damit auch die Verteilung der Abweichungen vom gegenwértigen Wert des
Portefeuilles bestimmt. Der VaR (hier 159.226) quantifiziert, welcher Verlust
bezogen auf den gegenwirtigen Wert mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit (hier
95 %) nicht iiberschritten wird.

Abb. 1 veranschaulicht die beschriebenen Zusammenhinge. Dartiber hinaus ist
die Dichtefunktion der Wertinderungen des Portefeuilles grafisch dargestellt. Der
bei —159.226 eingezeichnete Balken kennzeichnet den (negativen) VaR, denn 5%
der Fliche unter der Dichtefunktion liegen links, 95 % der Flache liegen rechts von
dieser Markierung. Das Beispiel macht weiterhin die Berticksichtigung von Diver-
sifikationseffekten bei der Bestimmung des VaR deutlich. So ist der VaR des Ge-
samtportefeuilles (hier 159.226) grundsétzlich geringer als die Summe der VaR der
Einzelwerte (hier 68.691 + 66.757 + 33.701 = 169.149).

Abb. 1:  Beispiel fiir die Ermittlung des VaR

Die Marktwertdnderungen sind immer auf einen bestimmten Zeitraum bezogen.
Dieser sollte vom spezifischen Zweck der Risikomessung und vom Anlagehorizont
des Investors oder von dem notwendigen Liquidations- bzw. Glattstellungszeitraum
bestimmt werden. Ubliche Zeithorizonte, die bei VaR-Modellen im Wertpapier-
handel Verwendung finden, sind ein Tag, zehn Tage und ein Monat,? wobei zur
Abbildung von Kreditrisiken auch Perioden von einem Jahr und ldnger herange-
zogen werden.

Das Konfidenzniveau liegt in der Regel zwischen 90 % und 99,9 %, die hiufig-
sten KonfidenzmaBe sind 95 % und 99 %.!9 Ein hohes Konfidenzniveau und die
damit verbundene geringe Wahrscheinlichkeit VaR-iiberschreitender Verluste er-
zeugt zwar ein Gefiihl der ,,Sicherheit®, erschwert aber die exakte und verldBliche

9 Zur Diskussion der Léange des Zeithorizonts vgl. Jendruschewitz (1997), S. 26-28.
10 Vgl. Meyer (1999), S. 98 f. mit weiteren Nachweisen.
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Berechnung des VaR sowie die Uberpriifung der Giite von VaR-Modellen anhand
tatsdchlich eingetretener Verluste (,,Backtesting®).

2 Methoden zur Ermittlung des Value-at-Risk

2.1  Analytische Varianz-Kovarianz-Methode

In dem einleitenden Beispiel wurde der VaR nach der Analytischen Varianz-Kova-
rianz-Methode berechnet, die im weiteren ndher erldutert wird. Die Ausfiihrungen
konzentrieren sich dabei auf die Variante in Form der Delta-Normal-Methode, die
insbesondere durch das von der amerikanischen Investmentbank J. P. Morgan ent-
wickelte RisikomeBkonzept ,,RiskMetrics“1! sehr populdr geworden und inzwischen
in der Praxis weit verbreitet ist!2. Die Analytische Varianz-Kovarianz-Methode in
dieser Spezifikation basiert auf den Annahmen, dafl zum einen die Wertinderungen
der relevanten Risikofaktoren einer multivariaten Normalverteilung unterliegen und
zum anderen die Wertinderung des Portefeuilles sich als lineare Funktion der
Anderungen der Risikofaktoren ergibt. Diese Verteilungsannahme trifft fiir eine
Reihe moglicher Marktfaktoren anndhernd zu (z. B. fiir ,,Blue Chip*“-Aktienkurse
und freie Wechselkurse). Renditen anderer Marktfaktoren kdnnen aber oft nicht mit
einer Normalverteilung hinreichend genau beschrieben werden (z. B.
Geldmarktzinssitze und ,,Emerging Markets‘‘-Aktien). Der Ansatz geht — wie gezeigt
— von einer geschitzten Varianz-Kovarianz-Matrix der Marktfaktoren aus und
berechnet den VaR des Portefeuilles als (einseitiges) Vertrauensintervall der
Marktwertinderungen der Einzelpositionen.

Da sich eine Portefeuillerendite 7p als gewichtete Summe der (diskreten) Ren-
diten der Einzelpositionen ergibt, ist unter diesen Voraussetzungen auch die Porte-
feuillerendite normalverteilt. Fiir ihren Erwartungswert pp und die Varianz o3 gilt
in Abhingigkeit von den Gewichten w; (zusammengefalit im Vektor w), den Erwar-
tungswerten ; (Vektor m) sowie den Varianzen o7 und Kovarianzen c; (Varianz-
Kovarianz-Matrix C) der N Einzelpositionen:

N

pp=Rw w=w'm (3)
=1
N N

cp=RRw,wic;=w'Cw (4)

=1 =1

11 Vgl. J. P. Morgan/Reuters (1996a).

12 Vgl. z. B. J. P. Morgan/Reuters (1996a). Die Portfolio-Normal-Methode geht zu undifferen-
ziert vor, die Asset-Normal-Methode ist bei einer grofen Zahl von Finanztiteln nicht prakti-
kabel. AuBerdem kann letzteres Verfahren als Spezialfall der Delta-Normal-Methode
angesehen werden, wenn sdmtliche Finanztitel des Portefeuilles als Risikofaktoren definiert

werden und alle Sensitivititen eins sind. Siehe zu dieser Differenzierung auch Wilson
(1996), S. 216-220.
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Es erfolgt eine Multiplikation des berechneten Erwartungswertes und der Standard-
abweichung der Portefeuillerenditen mit dem Marktwert V, um auf Wertinderungen
zu schlieBen. Damit ist die erste Stufe der VaR-Ermittlung, ndmlich die vollstindige
Beschreibung der angenommenen Verteilung der Wertdnderungen, abgeschlossen. In
der zweiten Stufe kann der VaR als negativiertes o-Quantil der normalverteilten
Werténderungen analytisch leicht berechnet werden:

VaRg’,l—oc == (Za Op + HP) VP (5)
VaRzl>,1—a =—zo0p Vp (6)

Der Koeffizient z, ist das a-Quantil der Standardnormalverteilung, das bei einem
Konfidenzniveau von 1-a =95 % (99 %) einen Wert von z, = 1,645 (2,326) an-
nimmt. VaR%,_, gibt den VaR als mdglichen Verlust bezogen auf den heutigen Wert
(Zeitpunkt 0) an. VaRp,, ist anzuwenden, wenn als Referenzwert der fiir den
Zeitpunkt 1, d. h. nach Ablauf der Haltedauer, erwartete Wert angesehen wird. Die
beiden Varianten stimmen iiberein, wenn die Erwartungswerte der Renditen als null
angenommen werden, was bei sehr kurzen Haltedauern regelmifig der Fall ist.13
Alternativ zu (6) kann der VaR eines Portefeuilles auch aus dem Vektor der VaR-
Werte der Einzelpositionen VaR unter Verwendung der Matrix der Korrelations-
koeffizienten K durch Matrizenmultiplikation berechnet werden:

VaR}, , =\ VaR' K VaR (7)

2.2 Stochastische Simulation und Historische Simulation

Ausgangspunkt der stochastischen Simulation!4 sind — wie bei der Analytischen
Varianz-Kovarianz-Methode — die geschétzten Parameter annahme geméf multivariat
normalverteilter Faktorrenditen. Mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators werden
Renditen simuliert, die den vorgegebenen Verteilungsparametern, d. h. den Erwar-
tungswerten, Varianzen und Kovarianzen entsprechen. Daraus werden Portefeuille-
renditen berechnet, wobei auch nichtlineare Finanzinstrumente, also Finanztitel,
deren Werte sich nicht als lineare Funktion der Werte der Risikofaktoren ergeben,
Beriicksichtigung finden koénnen. So konnte z. B. aus einer simulierten Aktienrendite
mit Hilfe des resultierenden Aktienkurses und eines Optionspreismodells eine
Optionspreisdanderung generiert werden. Der Simulationsvorgang wird wiederholt,
bis sich die fiir die Marktwertinderung ergebende Verteilung stabilisiert, was
1. d. R. mehrere zehntausend Simulationsldufe erfordert. Die simulierten Werténde-
rungen werden in aufsteigender Reihenfolge sortiert. Der VaR kann dann aus der
geordneten Liste direkt abgelesen werden, indem z. B. bei einem Konfidenzniveau
von 95 % der Wert herangezogen wird, der nur in 5 % aller simulierten Szenarien
unterschritten wird.

13 V4RO definiert Werténderungen AV =V, — V,, VaR' basiert auf Abweichungen V; — E(77). Es
gilt: VaR! = VaR® + E(AV).
14 Vgl. J. P. Morgan/Reuters (1996a), S. 151-159 u. S. 253-255; Dowd (1998), S. 108-120.
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Bei der historischen Simulation!5 werden die in der Vergangenheit eingetrete-
nen Faktorrenditen direkt auf die aktuellen Positionen des Portefeuilles und deren
Marktwerte angewendet, um so Szenarien fiir zukiinftig mogliche Wertdnderungen zu
simulieren. Zentrale Annahme dieser Methode ist daher, daf} die Verteilung der fiir
die ndchste Periode erwarteten Renditen identisch ist mit der Verteilung der
Renditen des betrachteten historischen Referenzzeitraums. In Analogie zur stocha-
stischen Simulation werden die erzeugten Marktwertinderungen des Portefeuilles
nun in aufsteigender Reihenfolge sortiert und der VaR dem Konfidenzniveau ent-
sprechend abgelesen. Um einerseits zur Erzielung stabiler Simulationsergebnisse
ausreichend viele Vergangenheitsperioden in die Simulation einflieBen zu lassen
und andererseits aktuelle Marktentwicklungen verstéirkt beriicksichtigen zu kdnnen,
werden Modifikationen des beschriebenen Grundmodells der historischen Simula-
tion vorgeschlagen. So ist es moglich, die Volatilitatsstrukturen der Faktorrenditen
der historischen Referenzperiode der gegenwirtigen Marktsituation anzupassen!®
oder auf die einflieBenden Vergangenheitsperioden eine exponentielle Gewich-
tungsfunktion anzuwenden, die den aktuellen Perioden mehr Gewicht verleiht als
den weiter zuriickliegenden. 17

2.3 Zusammenfassender Vergleich der Verfahren

Die vielfdltigen Variationsmoglichkeiten der drei Grundverfahren erschweren eine
allgemeingiiltige Beurteilung. Es existiert eine grofle Zahl empirischer Untersu-
chungen beziiglich der Fignung der verschiedenen Methoden zur VaR-Bestim-
mung.!8 Die Studien unterscheiden sich stark hinsichtlich der Linge des Untersu-
chungszeitraums, der Anzahl und Art der betrachteten Finanzinstrumente, der Aus-
wahl und Spezifizierung der VaR-Methoden, der statistischen Tests beziiglich der
Prognosegiite und der Ergebnisse.!® Es bleibt festzuhalten, daB keines der Verfah-
ren unter allen denkbaren Rahmenbedingungen den anderen eindeutig liberlegen ist.
Eine Empfehlung kann nur ausgesprochen werden, wenn festgelegt wurde, fiir wel-
che Fmanzinstrumente der VaR bestimmt werden soll, welches Konfidenzniveau
und welche Haltedauer der VaR-Wert abzubilden hat, welche Datenbasis genutzt
werden kann, welche Verteilungseigenschaften fiir die Faktorrenditen festgestellt
wurden und welche Datenverarbeitungskapazititen zur Verfligung stehen.

Folgender Uberblick bietet einen knappen Vergleich der Methoden anhand aus-
gewihlter Kriterien?0.

IS vgl. Dowd (1998), S. 99-107; Meyer (1999), S. 191-200.
16 vgl. Hull/White (1998).
17 Vgl. Boudoukh/Richardson/Whitelaw (1998).

18 7u diesen Studien gehoren u. a. Allen (1994); Beder (1995); Hendricks (1996); Butler/
Schachter (1996); Pritsker (1997); Danielsson/de Vries (1997); Lucas/Klaassen (1997);
Davé/ Stahl (1997); Brandt/Klein (1998); Biihler/Korn/Schmidt (1998); Neumann (2000),
S.149-211.

Einen knappen Uberblick iiber ausgewihlte Untersuchungen mit den wesentlichen Ergebnis-
sen bieten Dowd (1998), S. 135-138; Meyer (1999), S. 218-220.

20" Uberblicke hnlicher Art finden sich auch bei Dowd (1998), S. 133 f.; Meyer (1999),
S.214-216; Linsmeier/Pearson (1996), S. 38; Leong (1996), S. 11; Smithson (1996), S. 27.

19
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3 Schiitzung von Volatilititen als Basis zur Ermittlung des Value-at-Risk

3.1 Uberblick

Die vorangegangenen Ausfiihrungen haben deutlich gemacht, daf3 die Varianzen und
Kovarianzen entscheidenden Einflufl auf die Hohe des VaR haben. Entsprechend
intensiv beschiftigt sich die Literatur mit der Frage, mit welchen Verfahren die
Varianz-Kovarianz-Matrix zu schitzen ist. Die Vielzahl zur Verfiigung stehender
Methoden?! kann danach systematisiert werden, ob technisch-statistische Verfahren
angewendet werden, ob auf in Optionspreisen implizite Informationen zu-
riickgegriffen wird oder ob Fundamentalanalysen eingesetzt werden.

Den meisten Verfahren der Volatilititsschitzung ist gemeinsam, daf3 die Schit-
zer mit mehr oder weniger aufwendigen statistischen Verfahren aus historischen
Zeitreihendaten, d. h. Renditen der Vergangenheit, abgeleitet werden. Die Schétzer
sollen jedoch Aussagen iiber die Volatilitit zukiinftiger Renditen machen. Eine Al-
ternative zu den vergangenheitsorientierten Zeitreihenverfahren ist es, sogenannte
~implizite Volatilititen* aus aktuellen, am Markt beobachtbaren Optionspreisen
abzuleiten. Dieser Ansatz basiert auf der Uberlegung, daB8 der Wert einer Option
unter anderem von den erwarteten Renditeschwankungen, also der Volatilitdt des
Underlying, abhéngt. Ist der Wert der Option am Markt ablesbar, kann auf die Hohe
der Volatilitdt des Underlying zuriickgeschlossen werden. Voraussetzung dafiir ist
allerdings, dal3 zum einen bekannt ist, mit welchem Modell der Markt die Option
bewertet, und zum anderen, welche Werte die iibrigen Modellparameter aufweisen.

Da Verfahren, die auf statistische Modelle zuriickgreifen, um aus Vergangen-
heitsdaten einer oder mehrerer Zeitreihen auf zukiinftige Werte zu schlielen, bei der
Bestimmung der Varianz am héufigsten Verwendung finden, werden im folgenden
drei grundlegende Varianten solcher Varianzschédtzungen betrachtet.

3.2 FEinfach gleitende Durchschnitte

Renditeverteilungen weisen iiber die Zeit schwankende Volatilititen?2 bzw. Vari-
anzen auf, was bei einer Schitzung aus jeweils allen zur Verfligung stehenden Ren-
diten nicht beriicksichtigt wird. Das einfachste Verfahren zur Bestimmung zeitlich
verdnderlicher Volatilititen ist die Berechnung eines einfachen gleitenden Varianz-
schitzers iiber ein 7-Perioden-Fenster. Das bedeutet, daB fiir jede Periode #+1 die
einfache Varianz der letzten T Perioden berechnet wird:23

21 Fiir einen umfassenden Uberblick siche z. B. Wilkens (1999), S.256-353; Alexander
(1996).

Unter Volatilititen wird im allgemeinen die (annualisierte) Standardabweichung der Rendi-
ten verstanden.

Um einen unverzerrten Varianzschitzer zu erhalten, miifite statt durch 7 durch 7-1 geteilt
werden. Darauf wird hier aus Vereinfachungsgriinden verzichtet, da bei grofleren Werten fiir
T der daraus resultierende Unterschied gering ist.

22

23
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1 T-1

2 2

Ciml = } R (ri,tfr - Hi,m) (8)
=0

Wenn der Mittelwert der Renditen mit null angenommen wird, reduziert sich der

Varianzschitzer auf den Durchschnittswert der quadrierten Renditen:24
-1

2 1 2
Giml = ? R Vit )]

=0

Fiir die geschitzte Kovarianz gilt in diesem einfachen Fall:

-1 -1
1
O i1 = ? R (Fipr— Mi,tﬂ)(’”j,m - Mj,m) bzw. Ojjr1 = } R Vit Vit (10)
=0 =0

Die Varianzschitzer fiir zwei aufeinanderfolgende Perioden unterscheiden sich le-
diglich darin, da3 eine (quadrierte) Rendite aus dem 7-Perioden-Fenster herausfallt
und eine andere hinzukommt. 7-1 (quadrierte) Renditen gehen also gleichermallen
in beide Varianzschitzer ein. Alle Renditen des 7-Perioden-Fensters werden in der
Schiatzung mit dem identischen Gewicht 1/T beriicksichtigt, sowohl Renditen, die
relativ ,,aktuell* sind, als auch Renditen, die weit vom Schitzzeitpunkt entfernt sind.
Die Festlegung der Lénge des Fensters T erfolgt im allgemeinen willkiirlich, ohne
daB auf eine Optimierungsiiberlegung oder eine modelltheoretische Rechtfertigung
zuriickgegriffen wird.25

Strenggenommen ist die Anwendung eines einfachen gleitenden Durchschnittes
in sich unlogisch. Die Gleichgewichtung der Renditen innerhalb des gleitenden Fen-
sters ist nur sinnvoll, wenn davon ausgegangen wird, da3 die Renditen (bedingt und
unbedingt) identisch und unabhingig verteilt (i. 1. d.) sind. Unter dieser Annahme ist
es allerdings unplausibel, das Fenster gleiten zu lassen, also die mehr als 7 Peri-
oden zuriickliegenden Renditen plotzlich nicht mehr zu beriicksichtigen.26 Wenn
Renditen 1. 1. d. sind, wiére ein Varianzschitzer um so préziser, je mehr Renditen in
die Schitzung einbezogen werden.

3.3 Exponentiell gewichtete gleitende Durchschnitte

Die letztgenannten Kritikpunkte legen es nahe, andere Varianzschitzer zu verwen-
den, die den nur kurze Zeit zuriickliegenden Renditen mehr Gewicht bei der Schét-
zung zukommen lassen als den bereits lange zuriickliegenden Renditen. Exponentiell
gewichtete gleitende Durchschnitte (EXPGGD) erfiillen dieses Kriterium, weil
dabei die aktuellen Renditen ein relativ hohes Gewicht erhalten und dieses Gewicht
mit dem zeitlichen Abstand zwischen Eintrittszeitpunkt der Rendite und Schitzzeit-
punkt exponentiell abnimmt. Die EXPGGD haben damit gegeniiber den einfachen
gleitenden Durchschnitten den Vorteil, da3 sie schneller und stirker auf abrupte
Marktbewegungen reagieren und danach allmdhlich wieder absinken. Die einfachen

24 Der Versuch, in Varianzschétzungen fiir kurzperiodige Renditen (z. B. einen Tag) einen ge-

schitzten Mittelwert einflieBen zu lassen, kann die Ergebnisse leicht verschlechtern; vgl.
J. P. Morgan/Reuters (1996a), S. 91-93.

25 Vgl. Boudoukh/Richardson/Whitelaw (1997), S. 64 f.
26 vgl. Wilkens (1999), S. 339 f.
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gleitenden Durchschnitte hingegen verbleiben nach einem einmaligen Marktschock
lange auf relativ hohem Niveau, bis sie plotzlich zuriickgehen, wenn nach einigen
Monaten der extreme Kursausschlag aus dem gleitenden Zeitintervall herausfallt,
was auch als Plateau-Effekt bezeichnet wird.27 Wie stark bei den EXPGGD der
allmdhliche exponentielle Abfall ist, steuert der Zerfallsfaktor A. Statt identischer
Gewichte w=1/T werden Gewichte w; verwendet, wobei t den zeitlichen Abstand
der Rendite vom Schétzzeitpunkt widerspiegelt:

we =A"(1-2) mit RA'(1-A)=1 und O0<A<I (11)
=0

Je kleiner der Wert des Zerfallsfaktors A ist, desto mehr Gewicht bekommen die

Werte nahe dem Schétzzeitpunkt und desto weniger Gewicht erhalten die Zeitrei-

henelemente, die weiter zuriickliegen.

Bei der Ubertragung des Verfahrens der exponentiell gewichteten gleitenden
Durchschnitte auf Varianzen von Renditen geht man regelméfig davon aus, daf der
Mittelwert bzw. Erwartungswert der Renditen null ist. Die vorhergesagte Varianz
ergibt sich als Summe der mit Gleichung (11) gewichteten quadrierten Renditen.
Neben der direkten Anwendung von (11) kann die Schitzung auch in einer rekursi-
ven Form erfolgen, bei der die Varianzschiatzung fiir die Periode #+1 aus der Schét-
zung flir  und der quadrierten Rendite der Periode # bestimmt wird.

Mit Hilfe der direkten und rekursiven Verfahren kann die Bestimmung also nach
zwei Gleichungen durchgefiihrt werden:28

T
ol =(1-2) RA i, - direkte Ermittlung (12)
,FO
2 _ 2 2 . ; ; 29
Gim=Aoi,+(A-N)r; : rekursive Ermittlung (13)
Die geschitzten Kovarianzen ergeben sich entsprechend:
T
im=0-1)RA 7. ry. :direkte Ermittlung (14)
,FO
Gijm=hoy +(1=A)r,r, :rekursive Ermittlung30 (15)

27 Das drastische Absacken eines Volatilititsschitzers, wenn bei den einfachen gleitenden
Durchschnitten eine extreme Rendite aus dem gleitenden Fenster herausfallt, wird auch als
»ghost feature™ bezeichnet, da zu dem Zeitpunkt, an dem die Volatilitdt schlagartig zuriick-
geht, in der Regel keine besonderen Marktbewegungen zu beobachten sind; vgl. Alexander
(1996), S. 235 1.

28 vgl. J.P. Morgan (1995), S. 80.

29 Zur rekursiven Ermittlung bendtigt man einen Startwert 52,0, der z. B. als Varianz der letzten
T gleichgewichteten Daten unmittelbar vor der Rekursion berechnet werden kann.

30 1 Analogie zum Startwert o 7o wird ein Startwert fiir die Kovarianz benétigt.
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Um den Wert des Zerfallsfaktors A festzulegen, konnen verschiedene Optimie-
rungsalgorithmen verwendet werden.3! Beim RisikomeBkonzept ,,RiskMetrics* von
J. P. Morgan wird fiir Tagesrenditen (Monatsrenditen) ein Faktor von 0,94 (0,97)
verwendet.32

3.4 GARCH-Modelle

Eine weitere Moglichkeit, Varianzen zeitvariabel zu schitzen, liegt in der Anpas-
sung eines Generalized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity Models
(GARCH(p,g)-Modells), bei dem sich die bedingte Varianz neben einem absoluten
Glied aus der Summe der p zuriickliegenden gewichteten Varianzen und der Summe
der ¢ zuriickliegenden gewichteten quadrierten Residuen bzw. Renditen
zusammensetzt. Fiir ein GARCH(1,1)-Modell ergibt sich:33

2 2 2
Gim =0yt Piotor, (16)

Fir den Sonderfall a,; + ;=1 spricht man von Integrated-GARCH (IGARCH).
Wenn dariiber hinaus o, = 0 gilt, vereinfacht sich der Varianzschétzer zu:

o= Brot+ (1-B) 7 (17)
Dies entspricht exakt den exponentiell gewichteten gleitenden Durchschnitten nach
(13) mit A = ;. Das oben erlduterte Verfahren der EXPGGD kann somit als einfa-
ches IGARCH-Modell interpretiert werden.

GARCH-Modelle kénnen auch in multivariater Form zur Prognose von Varianz-
Kovarianz-Matrizen aufgestellt werden,34 z. B. als Vektor-GARCH-, Diagonal-
GARCH- oder Faktor-GARCH-Ansatz. Dabei zeigt sich, dal die Zahl der zu
schitzenden Parameter sehr schnell Grofenordnungen erreicht, die die beiden erst-
genannten multivariaten GARCH-Modelle fiir einen praktischen Einsatz untauglich
erscheinen lassen. Bei einem GARCH(1,1)-Ansatz und /=10 Marktfaktoren bei-
spielsweise sind beim Vektor-GARCH-Modell 6.105 Parameter und beim Diago-
nal-GARCH-Modell 165 Parameter zu bestimmen, bevor die 55 Varianzen und
Kovarianzen ermittelt werden kénnen.35

Zur Illustration werden fiir eine Zeitreihe der Tagesrenditen des DAFOX36 die
Varianzschitzer nach der Methode der einfachen (EGD) und exponentiellen gewich-
teten (EXPGGD) gleitenden Durchschnitte sowie nach einem GARCH(1,1)-Modell
flir den Zeitraum von 1992 bis 1994 ermittelt und als Standardabweichungen in
Abb. 2 dargestellt. Der einfache Schitzer wurde fiir ein gleitendes Fenster von

31 Vgl. J. P. Morgan/Reuters (1996a), S. 98 f.; Taylor (1986), S. 104; Dimson/Marsh (1990),
S. 406.

32 Vgl. J. P. Morgan/Reuters (1996a), S. 100.

33 Vgl. Bollerslev (1986). Dabei wird der Erwartungswert der Rendite wiederum als null ange-
nommen.

34 Vgl. Bollerslev/Chou/Kroner (1992); Bollerslev/Engle/Woolridge (1988); Read (1998),
S. 172-179; Wilkens (1999), S. 293-316.

35 Vgl. Read (1998), S. 174 u. S. 176.

36 Der kapitalgewichtete Performanceindex umfaflt die Renditen aller an der Frankfurter Wert-
papierborse im amtlichen Handel notierten Aktien.
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T=100 Tagen berechnet. Fiir die EXPGGD wurde ein optimaler Zerfallsfaktor
A =0,9716 berechnet. Die Parameter des GARCH-Modells werden durch eine Ma-
ximierung der Log-Likelihood-Funktion bestimmt37 und wurden hier mit
o= 0,000156 %, o.; =4,73 % und B, =91,98 % geschitzt.

1,2% 7

EGD GARCH

EXPGGD

H
<
S

[

Standardabweichung
e
2
N

0,4% 1

0,2% : : : : : |
01/92 07/92 01/93 07/93 01/94 07/94 12/94

Zeit

Abb. 2:  Vergleich verschiedener Standardabweichungsschitzer fiir die Tages-
renditen des DAFOX

Erwartungsgemél ist der Verlauf der EXPGGD- und GARCH-Schétzer sehr &hn-
lich. Alle Volatilititsschéitzer weisen in dem betrachteten Zeitraum einen durch-
schnittlichen Wert von ca. 0,7 % auf, die Schwankungen im Zeitverlauf sind aller-
dings betrichtlich. Beim EGD-Schitzer ist gleich zu Beginn des Jahres 1992 der
angesprochene Plateau-Effekt bzw. das ,,ghost feature® zu beobachten, das auf ex-
treme Renditen am deutschen Aktienmarkt im August 1991 zuriickzufiihren ist.

4  Mapping

4.1 Notwendigkeit des Mapping

Im Beispiel in Abschnitt 1 wurde der VaR fiir ein Portefeuille bestehend aus N =3
verschiedenartigen Finanztiteln berechnet. Insofern waren relativ wenige Inputpa-
rameter erforderlich, hier jeweils N =3 Erwartungswerte und Standardabweichun-
gen sowie (N 2_N)/2 =3 Korrelationen. Die Anzahl der in der Regel aus histori-
schen Zeitreithen zu ermittelnden Inputparameter steigt aber quadratisch mit der
Anzahl der Finanztitel. Bei 10.000 verschiedenartigen Finanztiteln (was bei Be-

37 Vgl. Bollerslev (1986), S. 315-317.
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riicksichtigung in- und ausldndischer Zinstitel, Aktien und Derivate fiir ein Handels-
portefeuille nicht unrealistisch ist) wéren jeweils 10.000 Erwartungswerte und
Standardabweichungen sowie 49.995.000 Korrelationen zu schitzen. Entsprechend
aufwendig wire auch die sich anschlieBende Berechnung des VaR des Portefeuilles.

Die Losung dieses Problems liegt im Mapping. Beim Mapping werden alle
Finanztitel auf ausgewdhlte Standardfinanztitel bzw. Marktfaktoren zuriickgefiihrt.
Das heif}t, daB3 die Finanztitel eines Portefeuilles zundchst durch (fiktive) Markt-
faktoren dupliziert werden miissen.38 So werden zum Beispiel festverzinsliche
Wertpapiere mit unterschiedlichen Kupons und Laufzeiten durch Zerobonds mit
Standardlaufzeiten von beispielsweise 1, 2, 3, 6 und 12 Monaten sowie 2, 3, 5, 7,
10, 15 und 20 Jahren abgebildet. Aktien werden in diesem Zusammenhang oft nicht
einzeln beriicksichtigt, sondern iiber ihre Beta-Faktoren auf Aktienindizes gemappt.
Der VaR wird daraufthin fiir die gemappten, d. h. standardisierten Finanztitel be-
rechnet. Typische Marktfaktoren sind z. B. Zinssdtze fiir verschiedene Laufzeiten,
Bonititsratings und Wahrungen, Aktienindizes und Wechselkurse. Fiir solche
Marktfaktoren publiziert die Investmentbank J. P. Morgan in Zusammenarbeit mit
dem Nachrichtendienst Reuters tiber das Internet taglich aktualisierte Inputparameter
fiir VaR-Modelle.39 Kreditinstitute verwenden im allgemeinen ca. 200 bis 800
Marktfaktoren.

4.2  Mapping von Zinstiteln

In idealtypischer Weise kann das Mapping nur auf bonitéts- und ldnderrisikofreie
borsengehandelte Zinstitel angewendet werden. Sofern auch mit Gegenparteirisiken
behaftete verzinsliche Finanztitel zu beriicksichtigen sind, ist dies lediglich moglich,
wenn die Finanztitel vorher einer Ratingklasse zugeordnet wurden. Nur dann ist ge-
wiahrleistet, dal} fiir alle den Wert eines Finanztitels beeinflussenden Risikofaktoren
Marktwerte beobachtet werden konnen. Bei Kundenkrediten, fiir die im allgemeinen
keine Beurteilung einer Ratingagentur vorliegt, konnen die als Ergebnisse un-
ternehmensinterner Kreditwiirdigkeitspriifungen gewonnenen Bonitétseinschétzun-
gen in Ratingklassen umgerechnet werden.40

Zinstitel, die nicht borsen- oder marktmifBig handelbar sind, wie z. B. Kunden-
einlagen oder Kundenkredite, konnen (und sollten) so bewertet werden, wie der
Markt entsprechende Zahlungsstrome einschidtzen wiirde. Eventuell vorhandene,
einem Kundengeschéft eigene wertbeeinflussende Charakteristika, die nicht durch
Zeitpunkt, Hohe und Bonitdt der versprochenen Zahlungen abgebildet werden kon-
nen, bleiben dabei unberiicksichtigt.

38 Vgl. Smithson (1996), S. 26. Zu Mapping-Algorithmen fiir verschiedene Finanztitel vgl. J. P.
Morgan/Reuters (1996a), S. 107-121 u. S. 134-148; Jorion (1997), S. 127-135 u. S. 209-
229; Read (1998), S. 129-147.

Siehe im Internet unter www.riskmetrics.com/products.

Wegen der Unterschiede, die bei der Bonitétseinschdtzung hinsichtlich verfolgter Ziele, zur
Verfiigung stehender Informationen und angewendeter Methoden bestehen, ist eine Umrech-
nung der Ergebnisse nicht unproblematisch.

39
40
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Bei Zinstiteln 148t sich das Mapping in zwei Schritte untergliedern. Im ersten
Schritt wird der Zinstitel in die einzelnen (vereinbarten) Zahlungen zerlegt. Jede
Zahlung (= Cash-Flow) wird als einzelner Zerobond angesehen. Jeder Zinstitel wird
also dupliziert durch ein Portefeuille von Zerobonds.

Der zweite Schritt leistet die Uberfiihrung in die Standardlaufzeiten. Dieser
Schritt ist notwendig, da die in Schritt 1 erzeugten Zerobonds Restlaufzeiten von
wenigen Tagen bis zu mehreren Jahrzehnten aufweisen konnen. Fiir die Vielzahl
moglicherweise relevanter Zerobonds Zeitreihen und/oder Varianzen und Kova-
rianzen vorzuhalten, erweist sich aber als zu aufwendig, weshalb die tatsédchlichen
Zerobondzahlungen in Zerobonds mit Standardlaufzeiten tiberfithrt werden. Die
Transformation eines realen Cash-Flow in zwei oder mehr Cash-Flows mit Stan-
dardfilligkeiten (Vertices) wird als Cash-Flow-Mapping bezeichnet. Es existieren
daflir mehrere Ansitze, die sich dadurch unterscheiden, welche Bedingungen die
synthetisierten Cash-Flows zu erfiillen haben.4!

Hier wird ein von J. P. Morgan verwendetes Verfahren vorgestellt. Fillt z. B.
eine Zahlung CFynach T Jahren an und sind als Standardlaufzeiten 7 und 7, Jahre
vorgesehen mit 7) < 7'< T3, so wird die Zahlung CFr derart in zwei Zahlungen CFr,
und CF', aufgespalten, dal folgende drei Bedingungen erfiillt sind:

(1) Alle drei Zahlungen miissen das gleiche Vorzeichen aufweisen.
(2) Der Marktwert Vyvon CFrmuBl gleich der Summe der Marktwerte von CFpy
und CFp, sein.42
VT: VT1+ VD = w VT+(1 —W) VT mit: VT:CFT(I +SRT)7T
(3) Die Varianz der Renditen des Marktwertes von CFy muf3 gleich der Varianz der
Renditen des Marktwertes des Portefeuilles aus CFy und CFr, sein.43
ot =w'ch +(1-w)¥ch +2w(l—w)opnonpnn
Das Ergebnis als Gewicht des Marktwertes des ersten Standardzeitpunktes ist die
positive Losung der folgenden Bestimmungsgleichung: 44

b b’ c
= — + —_——
w 2a 4 q* a (18)

mit a=02T1 +0%2 —20n0nPrnn

b=2cn0npnn —20h

c=6%h — 67
Unter diesen Bedingungen miissen sich die gemappten Cash-Flows nicht zum ur-
spriinglichen Cash-Flow addieren. Im allgemeinen gilt dabei, daB CF7 kleiner ist

41 Bekannt sind u. a. Methoden der Durationserhaltung, der Marktwert- und Risikoerhaltung
sowie der Konvexitdtserhaltung. Siehe dazu J.P. Morgan/Reuters (1996a), S. 117-121;
Aussenegg/Uhlir (1997); Sievi (1998); Schaller (1998); Eller/Deutsch (1998), S. 221-226.

42 Die fiir die Abzinsung von CF7 bendtigte Spot Rate SRy erhélt man durch lineare Interpo-
lation zwischen denen der Laufzeiten 7) und 7>: SRy= SRy + (SR — SR (T— T)/(T -
7).

43

Die Standardabweichung des Zerobondkurses von CFr berechnet sich durch lineare
Interpolation zwischen denen der Laufzeiten 77 und 75 analog zum Vorgehen in Fn. 42.

44 vgl. J.P. Morgan/Reuters (1996a), S. 119-121; Aussenegg/Uhlir (1997), S. 275 f.
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als die Summe von CFy; und CFp,.43 Bei dieser Art des Mapping kann sich dariiber
hinaus das Phidnomen einstellen, dal das Gewicht des Stiitzzeitpunktes 7, weitaus
grofler ist als das von 73, obwohl der reale Zahlungszeitpunkt 7" sehr nahe beim
Vertex T liegt.46 Dies ist insbesondere dann moglich, wenn der Unterschied zwi-
schen den Volatilititen (o7, — o) gering und der Korrelationskoeffizient pr
deutlich kleiner als eins ist. Dann entsteht durch die Aufspaltung auf zwei Zahlungen
ein Diversifikationseffekt, der das Risiko des Portefeuilles der zwei synthetischen
Zahlungen reduziert. Zum Ausgleich muf3 deshalb dem ,riskanteren* Vertex (hier 73)
mehr Gewicht zugeordnet werden. Ist das Risiko in 73 nur wenig hoéher als in 77,
muB das ,,Ubergewicht“ von T relativ hoch ausfallen, obwohl T zeitlich viel niiher
an 77 liegt.

Der VaR des generierten Portefeuilles von Zerobonds mit den Standardlaufzei-
ten reprasentiert den VaR des urspriinglichen Finanztitels.

Das Mapping von Zinstiteln wird am Beispiel einer Kuponanleihe mit einem
Kupon K = 10 %, einem Nennwert N = 100 und einer Restlaufzeit von 2,5 Jahren
bei jdhrlicher Zinszahlung illustriert. Im ersten Schritt des Mapping wird diese
Kuponanleihe in drei Zerobonds zerlegt mit Laufzeiten von 0,5, 1,5 und 2,5 Jahren
mit Nominalwerten von 10, 10 und 110 als Cash-Flows in den Zahlungszeitpunkten.
Da in diesem Beispiel als Standardlaufzeiten 1,5 und 2,5 Jahre nicht vorgesehen
sind, miissen diese Zahlungen in Schritt 2 auf die Vertices 1 und 2 bzw. 2 und 3
Jahre aufgesplittet werden. Nach den oben genannten drei Bedingungen — umgesetzt
in (18) — resultieren beispielsweise aus der Zahlung von 10 in ¢ = 1,5 eine Zahlung
von 4,52 in t=1 und eine Zahlung von 5,51 in =247 Die sich insgesamt
ergebende Zahlungsstruktur ist in Tab. 2 dargestellt.

Zeitpunkt t (in Jahren)| 0,5 | 1 | 1,5 2 2,5 3
reale Zahlungen der Kuponanleihe 0| - 10 B o | -
(Schritt 1)
auf die Standardlaufzeiten gemappte 5,51 + 39,89

10 | 4,52 - ’ ’ - 171,01
Zahlungen (Schritt 2) ’ =45,49 ’

Tab. 2:  Zahlenbeispiel zum Cash-Flow-Mapping einer Kuponanleihe

Um den VaR der Kuponanleihe beispielsweise fiir einen Tag und ein Konfidenz-
niveau von 95 % zu bestimmen, ist der VaR des Portfolios aus vier Zerobonds zu
ermitteln. Dazu werden die Cash-Flows der vier Standardlaufzeiten in Tab. 2 mit
den vorgegebenen Marktdaten flir Spot Rates, Volatilititen und Korrelationen in

45 Im Einzelfall héngt dies von der Zeitstruktur der Spot Rates und der Zeitstruktur der Volatili-
titen ab.

46 Vgl. zu diesem Problem und einem Losungsvorschlag Schaller (1998), S. 28-30.

47 Die dafiir bendtigten Spot Rates, Volatilitdten und Korrelationen der Zerobonds der
Standardlaufzeiten kénnen Tab. 3 entnommen werden. Daf3 sich in diesem Beispiel die
synthetischen Cash-Flows nicht zum Ursprungs-Cash-Flow addieren
(4,52 +5,51=10,03 10) resultiert nicht aus Rundungsdifferenzen, sondern aus dem oben
angesprochenen Effekt.
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Tab. 3 verrechnet. Es kommt die Analytische Varianz-Kovarianz-Methode mit den
Gleichungen (6) und (7) zur Anwendung. Da die Zerobonds zwar hoch positiv, aber
nicht mit eins korreliert sind, ist der VaR der Kuponanleihe als VaR des Portfolios
der Zerobonds mit 4,84 aufgrund geringer Diversifikationseffekte kleiner als die
Summe der FEinzel-VaR.

Markt- | Cash- | Spot | Markt- |Volatili-| Einzel- | Matrix der Korrela-
faktoren | Flows | Rates | werte titen VaR tionskoeffizienten
ZBr CFr SRy VZB,T OzB,T VaRZB,T K

I'=0,5 10 3% 9,85 0,8% | 0,13 1 095 09 08
=1 4,52 4 % 4,35 5% | 0,11 (095 1 092 0,85
T'=2 | 4549 | 45% | 41,66 | 2,5% 1,71 09 092 1 0,9
=3 | 71,01 5% 61,34 3% 3,03 | 0,8 0,85 0,9 1

Summe der Einzel-VaR der Zerobonds: 4,98
Gesamt-VaR der Kuponanleihe: VaRg, = 4,84

Tab. 3:  Zahlenbeispiel zum VaR einer gemappten Kuponanleihe

Als zweites Beispiel wird eine Floating Rate Note (FRN) dem Mapping-Algorith-
mus unterzogen.#® Der Floater wird zum 12-Monats-EURIBOR verzinst, der z. Zt.
4 % betrdgt. Der Nennwert belduft sich auf NW =100, die Restlaufzeit ist 3 Jahre.
Die FRN a6t in #=1 eine Zahlung von 4% - 100 =4 erwarten. In 7= 2 ist eine
Zinszahlung in Hohe EURIBOR-Satz - 100 fillig, wobei in ¢ = 1 fixierte EURIBOR-
Satz wirksam wird. In ¢ =3 erfolgt wiederum eine EURIBOR-Zinszahlung zu dem
im dritten Jahr geltenden EURIBOR-Satz sowie die Riickzahlung des Kapitals von
100. Die genaue Hohe der Zahlungen in # =2 und ¢ = 3 ist somit unsicher und hingt
von der Entwicklung des EURIBOR ab. Unsichere und damit unbekannte Zahlungen
sollten nicht in Zerobonds uminterpretiert werden.4°

Es ist jedoch sicher, dafl der Floater in #=1 nach der Zinszahlung mit einer
Restlaufzeit von dann mch zwei Jahren genau zu 100 notiert, unabhéngig von der
Hohe des EURIBOR in 7= 1. Der Floater wird zu 100 % bewertet, weil er dann
genau mit dem Zinsniveau des Marktes rentiert. Da die unsicheren Zahlungen in den
Zeitpunkten 2 und 3 genau den Wert einer sicheren Zahlung in # = 1 in Héhe von 100
haben, muf} auch das Risiko der unsicheren Zahlungen dem der sicheren Zahlung von
100 entsprechen. Die FRN wird deshalb durch einen Zerobond mit Falligkeit im
Zeitpunkt 1 mit einer Zahlung von 104 gemappt, die sch zusammensetzt aus der
Zinszahlung von 4 und dem Substitut fiir die Zahlungen in den Zeitpunkten 2 und 3 in

48 Weitere Beispiele finden sich bei Eller/Deutsch (1998), S. 211-213; J. P. Morgan/Reuters
(1996a), S. 111-114u. S. 136-143.

49 Dies wire moglich auf Basis der antizipierten EURIBOR-Sétze, d. h. der in # = 0 ermittel-
baren (und sicherbaren) Forward Rates.
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Héhe von 100. Schritt 2, d. h. die Uberfiihrung in Standardlaufzeiten, ist in diesem
Beispiel nicht notwendig.

4.3 Mapping von Aktien

Das Mapping von Aktien gestaltet sich grundsitzlich einfacher als das von Zinsti-
teln, da das Problem sich verkiirzender Restlaufzeiten der Finanztitel bei Aktien
nicht gegeben ist. Fiir die Abbildung von Aktienpositionen existieren verschiedene
Losungsansitze, die in Abhingigkeit davon gewihlt werden, wie umfangreich die
Aktienpositionen sind und wie exakt die Risiken erfa3t werden sollen. Hier werden
zwel Mapping-Algorithmen vorgestellt: das Markt-Modell und das Beta-Modell.

Es stellt sich zunéchst die Frage, ob liberhaupt ein Mapping durchzufiihren ist.
Dies ist zu verneinen, wenn jede einzelne Aktie als eigener Standardmarktfaktor
angesehen wird, fiir den Zeitrethen bzw. Varianzen und Kovarianzen vorgehalten
werden. Diese Variante wird als vollstdndiges historisches Modell bezeichnet. Es
kann — wiederum beispielhaft fiir die Analytische Varianz-Kovarianz-Methode —
direkt die in Abschnitt 2.1 erliuterte Portfolio-Formel (4) fiir die Varianz c# dis-
kreter Renditen angewendet werden:

N N
cp=RRw,wic;=w'Cw (4)
=1 j=1
Bei N=100 verschiedenen Aktien miissen 100 Zeitreihen vorgehalten bzw. 5.050
Varianzen und Kovarianzen geschétzt werden.

Dem Markt-Modell liegt die Annahme zugrunde, daB sich alle Abhdngigkeiten
zwischen den Aktien auf einen Faktor zuriickfiihren lassen. Als Faktor wird dafiir im
allgemeinen ein Marktindex bzw. ein Marktportfolio M gewéhlt. Das Markt-Modell
erklart individuelle Renditen iiber die Rendite des Marktportfolios, indem die
Rendite eines Wertpapiers 7; als Summe einer wertpapierspezifischen Komponente
a.;, einer marktspezifischen Komponente und eines Storterms &; modelliert wird.50
Die marktspezifische oder systematische Komponente ist das Produkt der
Marktrendite r), und eines Sensitivititskoeftizienten f3;),, der die Héhe des Einflus-
ses von 7y, auf 7; anzeigt.d

Auch die Varianz der Wertpapierrendite 7 ergibt sich nach dem Markt-Modell
additiv aus mehreren Komponenten, namlich aus der Varianz der Marktrendite ok
multipliziert mit dem quadrierten Beta-Faktor By, und der Varianz der Stdrterme o¢,
. Das aktienspezifische Risiko flieft beim Markt-Modell in die Varianz der Ein-
zelaktie o7, nicht jedoch in die Kovarianzen o ein, da die Stdrterme verschiedener
Aktien annahmegemal unkorreliert sind:

o7 =P i1+ o, (19)

Gy = Biv Bim i1 (20)

50 Vgl. zum Markt-Modell und seinen Annahmen z. B. Uhlir/Steiner (1994), S. 170-177.

51 Als Formel gilt: ;= a; + By + €. Die Koeffizienten o; und 33, werden in der Regel als
Parameter einer linearen Regression der Wertpapierrenditen durch die Marktrenditen be-
stimmt.
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Bei der Ermittlung der Portefeuillevarianz 7 sind die beiden Komponenten ebenso
zu unterscheiden: 52
N N N

ci=oy R iRW;‘WjBiMBjM+ Rw; Gszl- :GA%(WTB BTW)JFWTQSW (21)
i=1 j=1 i=1

mit  Q.: Diagonalmatrix der Varianzen der Residuen
B: Vektor der Beta-Faktoren

Fiir dieses Modell sind bei N=100 Aktien 101 Zeitreihen zu pflegen bzw. 201
Verteilungsparameter zu schitzen: 100 Beta-Faktoren 3;),, 100 Residualvarianzen
ngl. sowie die Varianz des Marktindexes .

Beim Beta-Modell wird zusétzlich zu der Pramisse des Markt-Modells, daf3
sich alle Abhéngigkeiten zwischen den Aktienrenditen auf einen Faktor zurtlickfiihren
lassen, eine optimale Diversifikation des Aktienportefeuilles unterstellt. Das
Portefeuille ist annahmegeméil so breit gestreut, daB3 alle unsystematischen Risiken
vernichtet sind. Damit ist das Risiko einer Aktie ausschlielich durch das systemati-
sche Risiko zu messen, das durch den Beta-Faktor B;), (zusammen mit der Varianz
des Marktindexes) ausgedriickt wird. Eine Position in einer Aktie wird insofern
durch eine Beta-fache Position in dem Marktindex gemappt. In den Varianzen und
Kovarianzen der Einzelaktien wie auch in der Portefeuillevarianz kommen aus-
schlieBlich systematische Komponenten zum Ausdruck:

o7 =Piir oir (22)

i = Binr Bime O (20)
N N

ci=ci RRww B Bu=ci (W BB w) (23)
i=1 =1

Bei N = 100 Aktien sind lediglich 101 Verteilungsparameter zu schitzen, ndmlich
die 100 Beta-Faktoren und die Varianz des Marktindexes. Die Portefeuillevarianz
des Beta-Modells ist nie groBer als die des Markt-Modells, da beim Beta-Modell
der Term mit den Residualvarianzen entfallt.

Soll beispielsweise mit Hilfe des Beta-Modells der VaR fiir eine Aktie i be-
rechnet werden, ist im Rahmen der Analytischen Varianz-Kovarianz-Methode die
iibliche VaR-Bestimmungsgleichung (6) zu verwenden, wobei die Standardabwei-
chung o; mit Hilfe von (22) substituiert wird:

VaR z!,l—(x = —Zoy Bivou Vi (24)

Wird eine weitere Position in einer anderen Aktienart eingegangen, so wiirde auch
diese Aktie auf den Marktindex gemappt. Nach dem Mapping bestiinde weiterhin
nur eine Position im Index, allerdings in groBerem Umfang. Verschiedene, iiber
denselben Marktindex gemappte Aktienpositionen werden somit als vollstindig
positiv korreliert angenommen und lassen deshalb keine weiteren Diversifikations-
effekte zu. Der VaR eines Aktienportefeuilles konnte in diesem Sonderfall durch
einfache Addition der VaR-Werte der Einzelaktien berechnet werden. Aufbauend
auf dem Beta-Modell werden hédufig Korrekturalgorithmen implementiert, die den

52 vgl. Jorion (1997), S. 227 f.
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Fehler reduzieren sollen, der sich bei nicht vollstindig diversifizierten Portefeuilles
ergibt.3

4.4 Mapping von Devisenpositionen

Fremdwihrungspositionen im Kassabereich werden mit Hilfe der aktuellen Kassa-
wechselkurse in Einheiten der Basiswihrung ausgedriickt und durch Multiplikation
mit den Volatilititen und Korrelationen der Wechselkursveranderungen risikoméa Big
erfaflt. Fiir Terminpositionen wird ein Terminwechselkurs zur Bewertung herange-
zogen, der unter der Annahme der Arbitragefreiheit aus dem Kassakurs sowie den
laufzeitentsprechenden Zinssdtzen der beiden beteiligten Wiahrungen ermittelt
wird.54 Ein Devisentermingeschift wird — dhnlich wie ein Zinstermingeschift —
durch mehrere Kassatransaktionen nachgebildet. So wird fiir einen Euro-Investor
z. B. eine Long-Terminposition in US-Dollar per 6 Monaten dupliziert durch einen
Long-Zerobond in US-Dollar (Laufzeit 6 Monate) sowie einen Short-Zerobond in
Euro (Laufzeit 6 Monate) mit gleichem Wert.>5 Der Investor ist dabei drei Risiko-
faktoren ausgesetzt: dem US-Dollar-Zinssatz, dem Euro-Zinssatz und dem US-
Dollar/Euro-Wechselkurs. Ein Devisentermingeschift kann insofern bereits als
lineares Finanzderivat betrachtet werden.

4.5 Mapping von linearen Finanzderivaten

Als lineare Finanzderivate werden hier in erster Linie Forward- und Future-Ge-
schifte sowie Swaps behandelt. Diese unbedingten Termingeschifte werden nicht
danach differenziert, ob sie in verschiedener Hinsicht standardisiert und borsenge-
handelt sind (Futures) oder nicht (Forwards).5¢ Allgemein ergibt sich der aktuelle
Wert eines Forward-Kontraktes f7 mit Laufzeit 7" fiir den (Termin-)Kauf eines Ba-
sisgutes mit dem Kassapreis P zum Forwardpreis K aus folgendem Zusammen-
hang:>7

fr=Pe T _KenT (25)

Die Variable g steht dabei fiir die Rendite des Basisgutes, z. B. die Dividendenren-
dite bei Aktien oder die Rendite einer verzinslichen Anlage. Durch die Bewer-
tungsformel wird deutlich, aus der Verdnderung welcher wertbeeinflussender Fak-
toren Marktwertinderungen und damit Risiken entstehen konnen. Wesentlicher

53 Siche dazu z. B. Dowd (1998), S. 82; J. P. Morgan/Reuters (1996b), S. 34-41.
54 Vgl. J.P. Morgan (1995), S. 124 f.
55 Vgl. Dowd (1998), S. 86.

56 Vgl. Bitz (1993), S. 657; Steiner/Bruns (1996), S. 377. Im weiteren wird hier zusammenfas-
send von Forwards gesprochen. Warentermingeschéfte werden hier nicht betrachtet. Das
Vorgehen entspricht aber prinzipiell dem bei Devisen- und Zinstermingeschéften. Siehe dazu
z.B. J.P. Morgan (1995), S. 128-131u. S. 111-114.

57 Vgl. Hull (2000), S. 60. Der Wert des Forward-Kontraktes ist nicht zu verwechseln mit dem
Forward-Preis des Basisgutes. Im weiteren wird auf die bei der Bewertung von Derivaten
haufig verwendete stetige bzw. kontinuierliche Zinsrechnung zuriickgegriffen.
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Risikofaktor ist der Kassakurs des Basisgutes P, daneben aber auch die Rendite des
Basisgutes ¢ und der (kontinuierliche) risikofreie Zinssatz r4.58

Das Mapping bzw. die Duplikation erfolgt zum einen durch eine Short-Position
in einem Zerobond mit einem Marktwert in Hohe der abgezinsten Kontraktsumme —
Ke*T Zum anderen wird eine Long-Position im Basisgut erzeugt, die einen
Marktwert von P e ¢ T aufweist und deren Risikofaktor der verdnderliche Preis P
des Basisgutes ist. Der Abzinsungsfaktor ¢ 7 T kann auch als Delta-Sensitivitit in-
terpretiert werden, die angibt, wieviele Einheiten des Basisgutes vorzuhalten sind,
damit die absoluten Wertinderungen der Basisgutposition denen des Forward-
Kontraktes approximativ entsprechen.>®

Bei einer nicht-konstanten Basisgutrendite ¢ ist eine weitere Mapping-Position
wiederum mit einem Marktwert P ¢ 7 vorzusehen, deren Risikofaktor die verin-
derliche Basisgutrendite ¢ abbildet. Diese dritte Mapping-Komponente wird z. B.
bei einem Devisen-Forwardgeschift notwendig. Die verzinslich angelegte Fremd-
wiahrungs-Long-Position unterliegt Wertdnderungen durch schwankende Wechsel-
kurse sowie durch veridnderliche Spot Rates der Fremdwiahrung. Sie ist wie bei den
Devisenpositionen dargelegt zu mappen.

Zinsderivate werden durch Kombinationen aus Long- und Short-Kassapositio-
nen der Standardzinselemente nachgebildet. Beispielsweise wird der Verkauf eines
Forward Rate Agreement (FRA) 6/12 durch eine Short-Position eines Geldmarkt-
titels mit 6-monatiger Laufzeit und eine Long-Position mit 12-monatiger Laufzeit
dargestellt.60 Bei einem Zinsswap konnen der fixe und der variable Teil zunichst
gedanklich getrennt werden. Die festen Zinszahlungen werden als Kuponanleihe
angesehen, die variablen Zahlungen als Floating Rate Note. Zur Risikoermittlung
werden alle Zahlungen des fixen Teils, jedoch nur die jeweils néichste, d. h. die be-
reits gefixte Zahlung des variablen Teils herangezogen. Fiir alle Zeitpunkte werden
die relevanten Zahlungen saldiert, abgezinst und mit Volatilitdten und Korrelationen
bewertet. 6!

4.6 Mapping von Optionen

Beim Mapping von Optionen — bzw. bei der Beriicksichtigung von Optionen in
VaR-Modellen iiberhaupt — ergibt sich eine Reihe zusétzlicher Probleme. Zum einen
sind Optionsrenditen, d. h. relative Wertidnderungen der Optionspreise, nicht nor-
malverteilt. Sie weisen eine systematische Schiefe in der Verteilung auf, da sie ein
asymmetrisches Erfolgsprofil besitzen. Dies fiihrt auch dazu, dafl kein linearer
Zusammenhang zwischen Optionspreisen und Preisen des Underlying besteht. Wenn
die Renditen des Underlying als normalverteilt angenommen werden, kann dies

58  Einen ganz anderen Ansatz verfolgt DOwD, der vorschligt, Forward-Kurse fiir bestimmte
Filligkeiten selbst als Standardrisikofaktoren zu definieren. Somit sind die Forward-
Geschifte lediglich auf die Standardlaufzeiten zu mappen, fir die die Zeitreihen bzw.
Volatilititen vorzuhalten sind; vgl. Dowd (1998), S. 84.

59 Vgl Jorion (1997), S. 130 f.
60 Vgl J.P. Morgan (1995), S. 119-121.
61 Vgl. J.P. Morgan (1995), S. 123 f., mit dem angegebenen Zahlenbeispiel.
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wegen der Nichtlinearitit nicht auch fiir die Optionsrenditen gelten. Ein weiteres
Problem ist darin zu sehen, daB3 Optionspreise von mehreren preisbestimmenden
Faktoren abhiingen, die Markteinfliissen unterliegen.62

Um nicht nur fiir reine Optionspositionen, sondern auch fiir Finanztitel mit inte-
grierter Optionskomponente, wie z. B. kiindbare Anleihen, Aktienanleihen, Bull-
Anleihen oder andere strukturierte Finanzprodukte, VaR-Werte ermitteln zu kdnnen,
sind letztgenannte in einem ersten Schritt in ihre Basiselemente zu zerlegen.63 Die
aus der Duplikation resultierenden linearen Finanztitel wie Zerobonds, Kupon-
anleihen, Aktien, Index- und Wiahrungspositionen sind mit Hilfe der in den obigen
Abschnitten erldauterten Vorgehensweisen abzubilden. Fiir die Optionselemente
konnen die im folgenden vorgestellten Algorithmen angewendet werden.

Um Wertdnderungen von Optionen zu berechnen, gibt es grundsétzlich zwei
Moglichkeiten, (a) die vollstdndige Neubewertung und (b) die Approximation der
Wertinderung mit Hilfe von Sensitivitdten. Die Neubewertung, die nur bei den si-
mulativen Verfahren eingesetzt werden kann, erfordert lediglich die (nochmalige)
Anwendung eines Optionspreismodells, um fiir die simulierten Szenarien zukiinftig
mogliche Optionspreise — und damit mogliche Wertdnderungen — bestimmen zu
konnen. Die weiteren Ausfiihrungen konzentrieren sich deshalb auf die Sensitivité-
ten-Methode.

Welche InputgroBen den Wert einer Option beeinflussen, hdangt von der konkret
betrachteten Option und dem zur Bewertung verwendeten Preismodell ab.
Beispielsweise ist der Wert C einer europdischen Kaufoption auf eine Aktie nach
dem grundlegenden Modell von BLACK/SCHOLES abhingig vom Kurs der Aktie S,
vom Ausiibungspreis X, von der Volatilitdt der Aktienrendite o, vom (kontinuierli-
chen) risikofreien Zinssatz 74 und von der Restlaufzeit 7:64

C=SFody) —Xe ™ Fy(dy) (26)
S/ X)+(ra +s¥2) T
PR CER S Rl U i e ¥ AN

mit; 1 s \/?
Als Risikofaktoren sind nur der Aktienkurs S, die Volatilitit o und die risikofreie
Verzinsung 74 anzusehen, da sich zukiinftig nur diese Inputgroflen in unerwarteter
Weise verdndern konnen. Durch Schwankungen dieser Risikofaktoren hervorgeru-
fene Wertidnderungen der Option kénnen durch eine TAYLOR-Entwicklung zweiter
Ordnung approximiert werden: 63

62 Dies gilt allerdings teilweise auch fiir andere Finanztitel.

63 Zum Stripping strukturierter Produkte nach dem Prinzip ,,Evaluation by Duplication* vgl.
z. B. Wilkens/Scholz/Voélker (1999a); Wilkens/Scholz/Vélker (1999b).

64 Vgl. Black/Scholes (1973). Fg(.) steht fiir die Verteilungsfunktion der Standardnormalver-
teilung. Mit der Volatilitit o ist in diesem Zusammenhang die annualisierte Standardabwei-
chung der kontinuierlichen Renditen der Aktie gemeint.

65 Vgl. in dhnlicher Form Hull (2000), S. 341.
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2 2 2
AC + —GASH o AT A G (A4~ (A0 5 ()’
Jk
2 2 2
S GASAG+ S AS A +——— " ArkaG (27)

Die Terme zweiter Ordnung beziiglich der Volatilitit und des risikofreien Zinssat-
zes sowie die Kreuzableitungen werden im allgemeinen vernachlissigt, so daf3 die
Werténderung nach Substitution der partiellen Ableitungen durch die iiblicherweise
verwendeten ,,Greeks* folgendermafen angenihert wird:66

AC 8AS+%F(AS)2+ AAG+p Ay mit: (28)
2

o= < (Delta) I'= —sz (Gamma) A= _c (Vega, Lambda) p= -e (Rho)
S S (e) T

Fiir europdische Calls und Puts auf Aktien existieren analytische Losungen fiir die
partiellen Ableitungen.®7 Bei anderen Optionen sind die Sensitivititsparameter
numerisch zu approximieren.

In allgemeiner Darstellung kann die Werténderung AV; einer nichtlinearen Po-
sition j in Abhdngigkeit des Vektors der Preisdnderungen der relevanten Risiko-
faktoren AP, des Sensitivitatsvektors & und der Sensitivititsmatrix I nach der
Delta- oder Delta-Gamma-Methode angenihert werden: 68

AV(AP) s §;" AP : Delta-Methode (29)

1
AV(AP) & §;' AP + 5 (AP)' T; AP : Delta-Gamma-Methode (30)

(1) Delta-Methode

Wie oben erldutert sind bei Aktienoptionen die relevanten Sensitivititsparameter
bzw. die ersten partiellen Ableitungen das Delta, das Vega und das Rho. Eine Ak-
tienoption wird gemappt, indem entsprechende Positionen in den drei Risikofakto-
ren Aktienkurs S, Aktienvolatilitit G und risikofreie Verzinsung r; angenommen
werden. Die Faktorpreise P;, Preisinderungen AP; sowie Sensitivititen 5 werden
in den Vektoren P, AP und 8; zusammengefal3t:

SA QASA 28/:

P_JG'« =Ac -~ 6]':3/\/~
3 3 -

2T T o

Der VaR wird fiir ein Portefeuille aus drei Risikofaktordquivalenten statt fiir die
Optionsposition direkt gebildet. Das Delta-, Vega- bzw. Rho-Aquivalent driickt aus,
wieviel Geldeinheiten in den Risikofaktor investiert werden miilliten, damit sich die

66 Vgl. Jorion (1997), S.137-142. ,Vega® ist die iibliche Bezeichnung fiir die partielle
Ableitung des Optionspreises nach der Volatilitit und wird neben Delta, Gamma, Rho und
Theta zu den ,,Greeks* gerechnet und entsprechend verwendet. ,,Vega“ ist allerdlngs kein
Buchstabe des griechischen Alphabets, weshalb es hier mit A (Lambda) abgekiirzt wird.

67  Siehe z. B. Hull (2000), S. 310-329.

68 »Delta® steht hier fiir alle Sensitivititsparameter aus den ersten partiellen Ableitungen, d. h.,

bei einer nach BLACK/SCHOLES bewerteten Aktienoption gehoren dazu Delta, Vega und Rho
aus (28). Entsprechend steht ,,Gamma* fiir alle relevanten zweiten partiellen Ableitungen.
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so entstandene Faktorposition bei Faktorpreisénderungen um approximativ den
gleichen Betrag im Wert verindert wie die Optionsposition.69 Besteht die Options-
position aus N, gleichartigen Optionen, berechnen sich die Aquivalente wie folgt:

69 Vgl. dhnlich Geyer/Pichler (1998), S. 946.
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Delta-Aquivalent = N; S §;

Vega-Aquivalent= N, ¢ A,

Rho-Aquivalent = N; 74, p;
In Tab. 4 werden die Uberlegungen fiir einen nach BLACK/SCHOLES bewerteten
Aktiencall veranschaulicht. Das Halten von 10 Calls im Wert von insgesamt 141,73
ist beziiglich linearer Wertdnderungen dquivalent zu einem Portefeuille aus Anlagen

in die zugrundeliegende Aktie i. H. v. 622,73, in die Aktienvolatilitit i. H. v. 113,97
und in den risikofreien Zinssatz i. H. v. 23,47.

Werte Sensitivititen Aquivalente
Aktienkurs S 100 0=0,62273 622,73
Ausiibungspreis X 100 — -
Volatilitit o 30 % A =37,99 113,97
risikofreier Zinssatz ry 4,88 % p=48,10 23,47
Laufzeit T 1 (6=-8,046) -
Call C 14,173 1 141,73

Tab. 4:  Zahlenbeispiel zum Mapping eines Aktiencalls nach BLACK/SCHOLES

Auf Grundlage dieser Aquivalente konnen die VaR-Werte der einzelnen Risiko-
faktoren sowie des aus ihnen gebildeten Portefeuilles und damit der gemappten
Option bestimmt werden. Das Beispiel in Tab. 5 zeigt,’0 daB der Gesamt-VaR
maBgeblich vom VaR des Risikofaktors Aktienkurs, also des Delta-Aquivalents,
bestimmt wird. Da insbesondere die Risikowirkung der Zinsposition hdufig ver-
nachldssigbar gering ist und bei der Volatilitdt die Giiltigkeit der Normalvertei-
lungsannahme abwegig erscheint, wird bei Aktienoptionen nicht selten ausschlief3-
lich der Aktienkurs als Risikofaktor beriicksichtigt. Durch diese Vereinfachung
reduziert sich das Mapping-Verfahren darauf, bei der VaR-Berechnung eine Option
auf eine Aktie durch das o-fache der Aktie zu ersetzen. Der VaR der Option ergibt
sich damit als Produkt des VaR der Aktie und des 6-Faktors, der immer kleiner als
eins ist. Der VaR der Option als moglicher Wertverlust ist somit in jedem Fall
geringer als der des Underlying, allerdings im allgemeinen bei einem erheblich
kleineren Anlagebetrag, so dal das Risiko je investierter Geldeinheit bei Optionen
hoher ist.

70 Das Beispiel gilt fiir ein Konfidenzniveau von 95 % und eine Haltedauer von einem Tag. Die
Standardabweichungen beziehen sich auf die Renditen der Risikofaktoren, d.h., daf3
beispielsweise der Wert von 3,8 % die Standardabweichung der (diskreten) Faktorrenditen
ist, die sich aus den tiglichen Anderungen der Jahresvolatilitit der Aktie ergeben. Die
Zahlenwerte flir Standardabweichungen und Korrelationen sind in realistischer
GroBenordnung fiir deutsche Zins- und Aktienmérkte angegeben.
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Standard- | Value-at-Risk Matrix der Korrela-
abweichung Va le tionskoeffizienten
Aktienkurs S 1,9 % 19,46 1 -0,2 -0,3
Volatilitit o 3,8 % 7,12 0,2 1 0,15
risikofreier Zinssatz ry 0,65 % 0,25 -0,3 0,15 1
Callposition 19,28

Tab.5:  Zahlenbeispiel zur VaR-Berechnung eines gemappten Aktiencalls

(2) Delta-Gamma-Methode

Die nach (30) quadratisch approximierten Wertinderungen fiir die nichtlinearen
Positionen j konnen durch einfache Addition fiir das Portefeuille zusammengefaf3t
werden. Die Portefeuillesensitivititen in 0p und ['p ergeben sich als gewichtete
Summe der Einzelsensitivitéten.

AVH(AP) & 8p" AP + %(AP)T [p AP (31)

Die Wertdnderung des Portefeuilles AVp wird als quadratische Form der annahme-
gemdll normalverteilten Preisdnderungen der Risikofaktoren AP; ausgedriickt. Die
Verteilung von AVp resultiert deshalb als Linearkombination von nichtzentral Chi-
Quadrat-verteilten Zufallsvariablen.”! Diese Verteilung kann analytisch nicht an-
gegeben werden.”2 Es existiert allerdings eine Reihe von Vorschligen, unter Ver-
wendung hoherer Momente der Wertdnderungsverteilung das gesuchte o-Quantil
bzw. die gesamte Verteilung numerisch zu approximieren. Alle Verfahren schitzen
dafiir zundchst aus den Erwartungswerten, Varianzen und Kovarianzen der Ri-
sikofaktoren in Verbindung mit den Delta- und Gamma-Sensitivitdten die ersten drei
bzw. vier Momente der Wertinderungsverteilung des Portefeuilles.”3

(3) Delta-Gamma-Delta-Methode

Neben den verschiedenen mathematisch verhéltnismifBig aufwendigen Verfahren
gibt es eine sehr einfache Variante, die hier mit Delta-Gamma-Delta-Methode be-
zeichnet wird.”4 Die quadrierten Preisinderungen AQ = (AP)* werden als eigene
Risikofaktoren interpretiert, die normalverteilt und unabhéngig von allen iibrigen
Risikofaktoren sind. Der VaR der Option bzw. des Portefeuilles kann deshalb mit
der Delta-Methode berechnet werden, wobei die urspriinglichen Gamma-Werte zu
den ,,Delta®-Sensitivititen werden. Bei nur einem Risikofaktor P gilt fiir die nor-
malverteilte Wertinderung der Option und deren Varianz: 73

71 vgl. Geyer/Pichler (1998), S. 947.

72 Eine Ausnahme stellt der Sonderfall mit nur einem Risikofaktor dar; vgl. dazu Britten
Jones/Schaefer (1997), S. 4 f.; Read (1998), S. 64-72.

73 Vgl. Fallon (1996); J.P. Morgan (1996); Britten Jones/Schaefer (1997); Read (1998),
S.73-102.

74 Die Bezeichnung stammt von Pritsker (1997), S.206. Siehe dazu auch Dowd (1998),
S. 69 £.; Jorion (1997), S. 144.

75 Fiir mp = 0 gilt bei Unabhéngigkeit GAZQ = G(AZP)2 =20,}.
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AV(AP)ZSAP+%FAQ=8AP+%F(AP)2 (32)

1
oar=>3"onp+ 5 opp (33)
Allerdings ergibt sich das offensichtliche Problem, da8 nicht gleichzeitig AP und
(AP)* normalverteilt und unabhingig sein konnen.”6 Tests der resultierenden VaR-
Schitzungen zeigen, dall die Methode kaum genauer als die Delta-Methode arbei-

tet. 77

5 Beurteilung und Ausblick

Den bereits genannten Stirken des VaR-Konzepts, ndmlich da3 unterschiedliche
Risikoarten mit einem einheitlichen, anschaulichen Risikomal} vergleichbar gemacht
werden und im Portefeuillezusammenhang explizit Diversifikationseffekte beriick-
sichtigt werden konnen, stehen einige grundsétzliche Schwichen gegeniiber. Neben
den kritischen Verteilungsannahmen und Schwierigkeiten bei der statistischen Da-
tenerhebung liegen diese insbesondere darin, da3 VaR-Modelle nur eine Aussage
iiber die Wahrscheinlichkeit, nicht aber liber die (z. B. erwartete) Hohe des Verlu-
stes fiir den Fall machen, daB der Verlust groBer als der VaR ist.”8 Eine erginzende
Betrachtung von Extremverlusten auf der Basis von Worst-Case-Szenarien im
Rahmen des Stress Testing kann dieses Problem nur zum Teil beheben.
Grundsitzlich konnen alle Arten von Erfolgsrisiken als VaR gemessen werden,
solange der (Markt-)Wert einer Position oder eines Geschéiftsbereichs in Abhingig-
keit von zu spezifizierenden Marktfaktoren ausgedriickt werden kann und die
Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Marktfaktoren statistisch abschédtzbar ist. Fiir
Marktpreisrisiken sind VaR-Modelle bereits vielfach erfolgreich implementiert
worden. Fiir Kreditrisiken wird nach ersten Vorschligen’® weiter intensiv an Mog-
lichkeiten einer praktikablen Umsetzung gearbeitet, wihrend bei Betriebsrisiken
eine statistische Modellierung der EinfluBfaktoren bisher nur in Ansitzen gelingt.80
Die Verwendung von VaR-Kennzahlen ist nicht auf die Quantifizierung von
Risiken beschrinkt. So kdnnen sie u. a. auch fiir Hedging-Entscheidungen sowie fiir
den Autfbau hierarchischer Limitsysteme im Wertpapierhandel eingesetzt werden.
Dariiber hinaus sind VaR-Werte als Mal} fiir Risikokapital Bestandteil risiko-
adjustierter Performancemalle, wie z. B. der Kennzahl ,Return on Risk-Adjusted
Capital“ (RORAC). So wird der VaR indirekt zur Performancemessung, Kapital-
allokation und Rendite-Risiko-orientierten Geschiiftssteuerung herangezogen.81

76 Vgl. Dowd (1998), S. 69 f.

77 vgl. Pritsker (1997), S. 216-227.

78 Vgl. Johanning (1998), S. 95; Meyer (1999), S. 382 f.

79 Vgl. J.P. Morgan (1997); Credit Suisse Financial Products (1997).

80 Vgl. Hoffman/Johnson (1996); Cruz/Coleman/Salkin (1998).

81 Zu den Anwendungsmoglichkeiten vgl. ausfiihrlich Johanning (1998), S. 45-126.
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