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Teacher’s corner

Teacher’s corner –
kurze Beweise mit langer Wirkung

In Heft 3–2001 starteten wir eine neue Kolumne, welche ungewöhnlich kurze Beweise oder prägnante Konzepte
sammelt, unmittelbar geeignet für den Einsatz in der Lehre. (FB)

No. 4: Patins Kurzbeweis
von Stirlings Fakultätenformel.

Die von Stirling (1730) gefundene Approximation
der Fakultäten n! hat immer wieder Versuche pro-
voziert, das Ergebnis auf kurzem Weg zu beweisen.
Patin (1989) ist ein solcher ,wirklich kurzer‘ Beweis
gelungen, der sich zudem nahtlos in eine Vorlesung
einpasst, in der die Integralrechnung zur Verfügung
steht.

Die Stirling-Formel besagt, dass die Folge der Quoti-
enten qn von n! und nne−n

√
2πn gegen Eins konver-

giert. Patin stellt qn mit dem Gamma-Integral
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Dann führt er einige Substitutionen durch, die sich
zu
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2
√
n
)2

reduzieren lassen, mit
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√
n
) dx .

Dies ergibt Patins Integraldarstellung
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wobei
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√
n falls x ≥ −2

√
n ,

und fn(x) = 0 sonst. Die Funktion fn ist nichtnega-
tiv und verschwindet im Unendlichen. Ihre Ableitung

hat auf dem Intervall (−2
√
n,∞) nur die Nullstelle

− 1√
n
. Dort muss also ein Maximum liegen,

fn(x) ≤ fn(− 1√
n
) = (1− 1

2n
)2n−1 e < e ,

was zur Majorante e · e−x2/4 führt. Die Reihenent-
wicklung
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liefert die punktweise Konvergenz

lim
n→∞ fn(x) = lim
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)−1
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Mit einem Verweis auf den Satz von der majorisierten
Konvergenz schließt der Beweis ab:

lim
n→∞ qn =

1√
2π

∫ ∞

−∞
e−x2/2 dx = 1 .
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