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Die elektronischen Eigenschaften eines Festkorpers werden durch zahlreiche Wechsel-
wirkungen beeinflult, von denen die Coulombwechselwirkung der Elektronen unter-
einander von sehr unterschiedlicher Bedeutung sein kann. In vielen Substanzen (z.B.
Metallen) wird aufgrund der grofien Ausdehnung der elektronischen Wellenfunktio-
nen die Coulombwechselwirkung so weit abgeschirmt, daB diese leicht stérungstheo-
retisch beriicksichtigt werden kann.

In den letzten Jahrzehnten sind jedoch einige Klassen von Festkérpern entdeckt

worden, in denen lokalisierte Elektronenzustinde die physikalischen Eigenschaften
hat einen hohen Wert der lokalen

. . . .
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Coulombwechselwirkung U zur Folge, der in manchen Fillen alle anderen Ener-
gieskajen des Systems iibertreffen kann und die Anwendung von Stérungstheorien
in U unmdglich macht. Unter diesen Bedingungen wird ein Festkorper als ,stark

korreliertes Elektronensystem* bezeichnet.

Eine solche Klasse bilden nichtmagnetische Metalle mit magnetischen Verunreinigun-

gen wie das System Cu;_,Fe, oder Ce;La;_,Cu,Si; (z: Verunreinigungskonzentrati-

on), zu deren Beschreibung von Anderson [And61] das Stérstellen- Anderson-Modell

(siehe Abb. 1.1) vorgeschlagen wurde. Hier erfahren zwei Elektronen genau dann die
hohe lokale CoulombabstoBung, wenn sie denselben Storstellenplatz besetzen.

Befinden sich die magnetischen Verunreinigungsionen in jeder Einheitszelle eines Kri-
stallgitters, so kann sich ein System Schwerer Fermionen ausbilden, welches durch
eine fiir kleine Temperaturen extrem erhéhte effektive Masse der Ladungstrager cha-
rakterisiert ist. Beispiele fiir Substanzen dieser Klasse sind die Cer-Verbindungen
CeCug und CeCu,Si; sowie die Uran-Verbindung UPts, die zum Teil neuartige Ef-
fekte aufweisen, wie ungewohnliche Supraleitungszustinde und die Koexistenz von
Supraleitung und magnetischer Ordnung. Als theoretisches Modell zur Untersu-



2 ' 1 Einleitung

.
€x —e—

Abb. 1.1: Im Storstellen-Anderson-Modell hybridisiert das lokalisierte
Niveau (Energie ¢r) mit den Elektronen des Leitungsbandes (Zustands-
dichte p(¢)). Zwei Elektronen in diesem Niveau erfahren dabei die starke

Coulombabstofung.

chung der Systeme Schwerer Fermionen wird tiblicherweise das periodische Anderson-
Modell — die Erweiterung des Storstellen-Anderson-Modells auf das Gitter — ver-

wendet.

Seit der Entdeckung der Hochtemperatursupraleitung durch Bednorz und Miller
[Bed86] gelten zahlreiche Untersuchungen den in all diesen Supraleitern vorhandenen
CuO;-Schichten. Quanten-Monte-Carlo-Rechnungen fiir das Drei-Band-Hubbard-Mo-
dell [Dop92] zeigten, dafl die konsistente Beschreibung einer Reihe von Eigenschaften
im normalleitenden Zustand mit einem Parametersatz méglich ist, der starke lokale
Coulombwechselwirkungen enthalt. Damit gehdren die CuOQ-Schichten ebenfalls zu
den stark korrelierten Elektronensystemen. Eine Erklarung fiir den Mechanismus,

der fur das Einsetzen der Supraleitung verantwortlich ist, ist allerdings noch nicht in

Sicht.

Fir all diese Substanzen sind Erfolge der Theorie immer nur in einem Teilbereich
moglich. So sind z.B. die Quanten-Monte-Carlo-Verfahren oft nicht in der Lage, zu

hinreichend tiefen Temperaturen vorzudringen, und die exakte Losung von Gitter-



modellen durch den Bethe-Ansatz bleibt auf eindimensionale Probleme beschrankt.

Daraus erklart sich die Notwendigkeit, weitere theoretische Konzepte zu entwickeln
und zu untersuchen, in der Hoffnung, dem Verstandnis der stark korrelierten Elek-
tronensysteme einen Schritt ndher zu kommen.

Zwei neue Ansatzpunkte sind Gegenstand dieser Arbeit. Zum einen wird eine von
YR7-1V . x7r 1anl a0 1 Y0 T Vet 1 Ya Lt . B 1 1 ™11 rr
VVCICL | VWEIJU] CULWICKCILC IUullklonalniegrallecinik verwendact, die aen raill v — oo
exakt beriicksichtigt. Dies geschieht bereits in der Herleitung des Funktionalintegrals
und muB nicht (wie bei Slave-boson-Methoden) durch eine é-Funktion im Integralmaf

gewahrleistet werden.

Zum anderen wird das von Wilson [Wil75] und Krishna-murthy et al. [Kri80] fiir
das Storstellen- Anderson-Modell konzipierte Renormierungsgruppenverfahren auf ei-
ne energieabhingige Kopplung zwischen dem Storstellenelektron und den Elektronen
des Leitungsbandes verallgemeinert. Dieser Punkt sowie die Berechnung dynamischer
Eigenschaften mit Hilfe der Renormierungsgruppentheorie sind in der Literatur bis-

lang kaum untersucht worden.

Beide Methoden werden hier auf das Storstellen-Anderson-Modell angewendet, da
diesem aus mehreren Griinden eine grofle Bedeutung zukommt. Neben den Verunrei-
nigungssystemen ist das Stérstellen-Anderson-Modell in der Lage, auch Substanzen
mit sehr hohen Stérstellenkonzentrationen bis hin zu Systemen Schwerer Fermionen
zu beschreiben. Allerdings ist dort die Aussagefahigkeit auf relativ hohe Temperatu-
ren beschrankt, bei denen noch in guter Naherung die einzelnen magnetischen Ionen
als voneinander unabhingig betrachtet werden kénnen. ‘

Eine andere Motivation geht auf Metzner und Vollhardt [Met89] und Miiller-Hart-
mann [Miil89] zuriick. Ihre Arbeiten bewiesen, da Modelle stark korrelierter Elek-
tronensysteme mit der Dimension d = co definiert werden kénnen, die nichttrivia-
le Eigenschaften aufweisen. Da sich deren Selbstenergie als rein lokal herausstellt,
ergeben sich zum Teil erhebliche Vereinfachungen in der Auswertung. Erst kiirz-
lich wurde gezeigt [Jar92, Geo92}, daB das d=oco-Hubbard-Modell auf ein effektives
Storstellen- Anderson-Modell abgebildet werden kann, bei dem die Storstelle {iber eine
selbstkonsistent zu bestimmende, energieabhangige Hybridisierung an das Leitungs-
band ankoppelt. Dies gilt in gleicher Weise fiir das periodische Anderson-Modell in
d = co. Um also ein solches Modell zu untersuchen, ist ein Losungsverfahren fiir das
Storstellen- Anderson-Modell notwendig, das es ermoglicht, bei vorgegebener ener-
gieabhangiger Hybridisierung, dynamische Eigenschaften zu berechnen. Dazu wur-
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den bislang Quanten-Monte-Carlo-Verfahren und die Non-crossing- Approximation
beniitzt, so dafl mittlerweile das d = co-Hubbard-Modell gut verstanden ist.

Diese Methoden liefern jedoch fiir das periodische Anderson-Modell keine zufrieden-
stellenden Resultate — hier liegt die Hoffnung auf der in dieser Arbeit entwickelten
Renormierungsgruppentheorie.

Was die neue Funktionalintegraltechnik betrifft, so ist ihre Bedeutung fiir den gerade
erwahnten Aspekt noch unklar, doch liegt ihr Vorteil darin, dafl sie (im Gegensatz
zur Renormierungsgruppentheorie) leicht auf Gittermodelle ibertragen werden kann.
Die Untersuchung des Storstellen-Anderson-Modells mit dieser Theorie stellt damit
nur den Einstieg fiir eine Erweiterung auf das Gitter dar. Dort konnen sogar dieje-

nigen Ansatze von Nutzen sein, die — wie in dieser Arbeit beschrieben — fiir das

Die Arbeit gliedert sich folgendermaBen: Kap. 2 enthilt neben einem Uberblick
iber die experimentellen Eigenschaften magnetischer Stérstellen in nichtmagneti-
schen Metallen eine ausfiihrliche Diskussion des Hamiltonoperators des Storstellen-
Anderson-Modells. Darauf folgt eine Darstellung der theoretischen Methoden, die
bisher auf dieses Modell angewendet wurden, wobei ein Schwerpunkt auf die Tech-
niken gelegt wurde, die (im weitesten Sinne) mit der hier verwendeten Funktional-

integralmethode verwandt sind.

Eine allgemeine Einfithrung in das Konzept der Funktionalintegrale findet sich in
Kap. 3, in dem sowohl das Feynmansche Pfadintegral als auch Funktionalintegrale fiir
Operatoren in zweiter Quantisierung diskutiert werden. Kap. 3.3 beschaftigt sich mit
einem in der Literatur bislang nicht beachteten Problem: die Fouriertransformation
der (nur als Abkiirzung definierten) kontinuierlichen Darstellung der Wirkung ergibt
eine divergente Zustandssumme. Erst eine diskrete Fouriertransformation fithrt auf

das richtige Ergebnis.

In Kap. 4 wird eingehend die von Weller [Wel90] entwickelte Funktionalintegraltech-
nik diskutiert. Bei der Untersuchung des Ein- bzw. Zweizustandsmodells ergeben sich
fiir Zustandssumme und Green-Funktionen korrekte Resultate. Kurz werden in Kap.
4.4 weitere Anwendungen dieser Methode in der Literatur beschrieben. Die nume-
rischen Rechnungen dieser Arbeit beschrinken sich zwar auf die thermodynamische
Green-Funktion G(7), doch ist — wie in Kapitel 4.5 gezeigt wird — die Korrelati-
onsfunktion G(¢) der Funktionalintegraltechnik im Prinzip ebenfalls zugénglich.

Kap. 5 enthalt die numerische Berechnung der Green-Funktionen des Storstellen-



Anderson-Modells. Dazu miissen zunachst die Freiheitsgrade der Leitungselektronen
aus dem Funktionalintegral ausintegriert werden, woraus eine effektive Wirkung fiir
den Storstellenfreiheitsgrad folgt. Das resultierende Funktionalintegral wird mit Hil-
fe einer diskreten Darstellung der in Kap. 4 eingefiihrten komplexen Felder in eine
Summe umgewandelt, die exakt ausgewertet wird. Das vielfach diskutierte Problem,
aus der thermodynamischen Green-Funktion G(7) die f-Spektralfunktion zu berech-
nen, wird in Kap. 5.3 angegangen. Es wird ein Fit-Verfahren vorgestelit, das die
f-Spektralfunktion durch eine bzw. zwei Lorentzfunktionen approximiert. Die Ergeb-
nisse werden in Kap. 5.4 mit denen einer Non-crossing-Approximation verglichen.
Kap. 5.5 enthalt schlieBlich einen Zugang zur analytischen Lésung des Funktionalin-
tegrals, der auf der Analogie der Determinantenformel mit einer Stérungsrechnung

in der Hybridisierung basiert.

Wie mit den hier entwickelten Methoden die magnetische Suszeptibilitit des Storstel-
len-Anderson-Modells berechnet werden kann, ist Gegenstand von Kap. 6.

Kap. 7 beschiftigt sich mit der Verallgemeinerung der Renormierungsgruppentheorie
auf eine energieabhingige Kopplung des f-Elektrons an die Elektronen des Leitungs-
bandes. Anschliefend wird eine neue Methode vorgestellt, aus den diskreten Spektren
(die diese Methode zwangslaufig zur Folge hat) kontinuierliche Spektralfunktionen zu
gewinnen. Diese werden fiir verschiedene Parametersitze berechnet und mit exakten

Resultaten verglichen.

Eine Zusammenfassung der Arbeit, die Diskussion ihrer Ergebnisse und ein Ausblick
auf die groBe Zahl an moglichen weiterfithrenden Untersuchungen wird schlieflich in

Kap. 8 gegeben.

Am Ende dieser Einleitung sei noch erwahnt, daB die Einheit der Energie und das

Wirkungsquantum % im folgenden gleich Eins gesetzt werden.



Auf die Bedeutung des Stérstellen-Anderson-Modells fiir die Physik der stark korre-
lierten Elektronensysteme wurde in der Einleitung bereits hingewiesen. In Kap. 2.1
werden zundchst die experimentellen Tatsachen angefiihrt, zu deren theoretischer
Erklarung dieses Modell vorgeschlagen wurde. Die einzelnen Terme des dem Modell
entsprechenden Hamiltonoperators werden in Kap. 2.2 diskutiert. Mit Kap. 2.3 wird
schlieBlich versucht, einen Uberblick iiber die zahlreichen Arbeiten zu geben, die sich
in den letzten gut 30 Jahren mit dem Storstellen-Anderson-Modell auseinanderge-

setzt haben.

2.1 Experimentelle Resultate

Das Verhalten von nichtmagnetischen Metallen mit magnetischen Verunreinigungen
ist eine seit Jahrzehnten aktuelle Fragestellung in der Festkorperphysxk Kennzeich-
nend fir die Verunreinisungsionen sind

T o a +
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Schalen (fir z.B. Fe, Ce bzw. U).

Zum ersten Mal wurde bereits in den 30er Jahren in vermeintlich reinen Metallen ein
Fingerabdruck der magnetischen Storstellen gefunden: Der Widerstand der Metalle,
der eigentlich fiir T' — 0 monoton fallen sollte, durchliuft ein Minimum und steigt zu
tiefen Temperaturen hin wieder an. Dafiir ist die inkohéarente Streuung der Leitungs-
elektronen an den lokalisierten magnetischen Momenten der Storstellen verantwort-
lich. Erst Kondo [Kon64] konnte diesen Anstieg theoretisch erkliren. Er erhielt einen
Widerstandsterm proportional zu (—¢InT) (¢: Konzentration der Storstellen), der
zusammen mit dem auf die Streuung an Phononen zuriickzufithrenden Widerstands-
verlauf das beobachtete Minimum ergab. Nach Abrikosov und Suhl [Suh65, Suh66]

geht der Widerstandsanstieg einher mit dem Anwachsen einer zusatzlichen Resonanz
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in der Streumatrix der Leitungselektronen, welche der Abrikosov-Suhi-Resonanz in
der f-Spektralfunktion entspricht (siehe Kap. 2.2). In Abb. 2.1 ist der typische Verlauf
des Widerstands eines Metalls fiir verschiedene Konzentrationen der magnetischen
Verunreinigungsionen aufgetragen.

0.09 ~0.200
0.083M Aufe {0.198
0.086} ’ 0.196
0.084 0.19
E
0.082 0.02 at. % Fe 0192 3
0.080 0.190 E_
- o
5 0.078
&
= 007
< 0.014J
0.034f 0.002 at. %
0.032
0.030
0 1 2 3 4
T(K)

Abb. 2.1: Temperaturabhingigkeit des Widerstandes des Systems
Av;_ . Fe, fiir verschiedene Storstellenkonzentrationen. Die durchgezoge-
nen Linien entsprechen einer logarithmischen Temperaturabhingigkeit
(nach [Hew93}).

Die Tatsache, dafl die Verunreinigungen magnetisch sind, wird bei Messungen der
Suszeptibilitit deutlich. Das Metall zeigt bei tiefen Temperaturen eine konstante
Pauli-Suszeptibilitat, wiahrend sich die Storstellen durch ein Curie-Verhalten x «
1/T zu erkennen geben. Die Suszeptibilitat fiir ein Metall mit Storstellen ist in Abb.
2.2 dargestellt. Wird anstelle der Suszeptibilitat x(7") das effektive magnetische Mo-
ment aufgetragen (siehe Abb. 2.3), so wird die Kompensation der lokalisierten magne-
tischen Momente aufgrund ihrer Kopplung an das Leitungsband fiir T — 0 deutlich.
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Abb. 2.2: Temperaturabhingigkeit der magnetischen Suszeptibilitat

des Systems Cu;_,Fe, (Punkte). Die durchgezogene Linie entspricht ei-
ner numerischen Rechnung (aus [Hew93]).

7 (K)

Abb. 2.3: Temperaturabhangigkeit des effektiven magnetischen Mo-
ments des Systems Auy_,V, bei verschiedenen Storstellenkonzentratio-
nen (nach [Grii74]).
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Beitrag der f-Elektronen zur Zustandsdichte

Welchen Beitrag liefern die lokalisierten Zustinde zur Zustandsdichte des gesamten
Elektronensystems des Festkorpers!?

Die gesamte Zustandsdichte ist experimentell iiber die Photoemissions-Spektroskopie
(PES) und die inverse PES (IPES) [Allgl} zuganglich. In Abb. 2.4 smd diese beiden

Snektroskoniemethoden skizziert T.?Q traffo
w~s J\/L VAN AN VHJ\JAALVV&LU\A\/AJ. WANALILIAN L Va AJWT ULNCALN AL A IV

PES IPES

et
r3
jon)

//
7
Abb. 2.4: PES und IPES — zwei Spektroskopiemethoden zur Bestim-
mung der elektronischen Zustandsdichte (Erliuterungen siehe Text).

auf den Festkérper und schlagen Elektronen aus besetzten Zustianden heraus. Um
nicht nur die Oberflaichenzustinde zu erfassen, miissen die Photonen relativ hohe
Energien — im keV Bereich — haben. Die Energieverteilung der herausgeschlage-
nen Elektronen wird gemessen und ergibt ein Abbild fir das Produkt aus Fermi-
Verteilung und Zustandsdichte f{w)A(w).

Die IPES ist eigentlich nur die Umkehrung des gerade beschriebenen Verfahrens:
Elektronen bestimmter Energie treffen auf den Festkérper und nehmen unbesetzte
Zustande ein. Dabei werden Photonen emittiert, deren Verteilung Auskunft tber
das Produkt (1 — f(w))A(w) gibt. Die IPES wird als Bremsstrahlen-Isochromat-
Spektroskopie (BIS) bezeichnet, falls die Energie der einfallenden Elektronen variiert
wird und immer nur Photonen derselben Frequenz detektiert werden.

'Dieser Beitrag soll von jetzt an als {-Spektralfunktion A(w) bezeichnet werden.
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Die {-Spektralfunktion kann aus diesen Daten durch Subtraktion der Daten einer
Referenzsubstanz ohne f-Elektronen erhalten werden. In Abb. 2.5 ist dargestellt,
wie sich aus Uberlagerung von PES- und BIS-Daten die gesuchte f-Spektralfunktion
ergibt. Fur CeNi, ist knapp oberhalb der Fermikante die Abrikosov-Suhl-Resonanz

T i T i I i

Ce 4f SPECTRAL WEIGHT

------ PES/BIS
——THEORY

INTENSITY (arbitrary units)

ENERGY ABOVE Er (eV)

Abb. 2.5: Experimentell bestimmte 4f PES- und BIS-Spektren (Punk-
te) fiir CeAl und CeNi; nach [All86]. Der PES-Anteil muff mit dem an-
gegebenen Skalierungsfaktor multipliziert werden. Die durchgezogenen

Linien entsprechen numerischen Rechnungen.

sichtbar. Diese fiir die f-Spektralfunktion typische Struktur erklart auch die extreme
Erhéhung des Sommerfeld-Koeffizienten v = C/T (C': spezifische Warme) und des
Wertes der magnetischen Suszeptibilitat bei sehr kleinen Temperaturen.

Eine wichtige Frage, die bei der Aufstellung eines theoretischen Modells beriick-
sichtigt werden muB, ist, inwieweit die ins Wirtsmetall eingebrachten Stors
als voneinander unabhingig betrachtet werden kénnen. Dies 1a8t sich, aufgrund
der groflen Zahl an moglichen Systemen nicht allgemeingiiltig beantworten. Im Sy-
stem Cuy_,Fe,, bei dem schon drastische Effekte bei minimalen Konzentrationen
von 0.01% Eisen in Kupfer auftreten, ist die Annahme unabhingiger Stérstellen
bei Konzentrationen der Gréfienordnung 1% nicht mehr gegeben. Bei der Legierung
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Ce1—zLa,Pbs (LaPbj ist das Metall, Cer die Verunreinigung) sind die Korrelations-
effekte zwischen verschiedenen Cer-Platzen iberraschend gering [Lin87]: die Vorstel-
lung unabhangiger Stoérstellen ist in einem weiten Temperaturbereich bei verschiede-
nen Konzentrationen bis hin zur voélligen Ersetzung von Lanthan durch Cer giiltig.
Dies wird besonders deutlich in der Temperaturabhdngigkeit der Suszeptibilitit pro
mol Cer-lonen (siehe Abb. 2.6), die in einem weiten Bereich der Konzentration (von
x = 0 bis z = 0.8) dieselbe Form annimmt.

40 %0
%

3 i
L.J 3
5 [ ?
£
3 o
E
-
£
ped

=)
L4

Ped
v

T (K)
Abb. 2.6: Temperaturabhingigkeit der Suszeptibilitit pro mol Cer-
Ionen fiir das System Ce;_,La Pbs fiir verschiedene Werte von z (aus

[Lin87]).
Daher ist es bei der theoretischen Beschreibung in vielen Fa 0
Modell mit nur einer einzigen Stérstelle in einem Metall auszugehen und das Ergebnis
auf die tatsidchliche Konzentration hochzurechnen.

Wirklich neuartige, innerhalb eines Storstellenmodells nicht zu erfassende Phano-
mene treten in Systemen auf, die die magnetischen Ionen an jedem Gitterplatz ent-
halten (z.B. CePbs). Zwar gilt auch hier fiir relativ hohe Temperaturen das Bild
der Storstellenionen als unabhangige Streuzentren fiir die Leitungselektronen, doch
findet bei einer fiir jede Substanz charakteristischen Temperatur T, ein stetiger
Ubergang von einer inkohérenten Streuung zu einer koharenten Streuung statt. Der
sich ausbildende Vielteilchenzustand umfafit sowohl Leitungselektronenzustinde als
auch die lokalisierten f-Zustidnde. Die Eigenschaften eines solchen Systems lassen sich

wieder gut in einem Fermi-Flissigkeitsbild {Bay91] beschreiben, jedoch wegen den
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3

ehemals lokalisierten f{-Zustdnden mit einer um den Faktor 100 bis 1000 erhohten
effektiven Masse der Quasiteilchen.
Daher stammt die Bezeichnung Systeme mit Schweren Fermionen. Einige typische

Vertreter dieser Klasse sind die Cer-Verbindungen CeCu,Siz, CeCug und die Uran-
Verbindungen UBe;3, UPts.

Fiir weitere physikalische Eigenschaften dieser Systeme sowie fiir die theoretischen
Ansitze zu deren Beschreibung sei an dieser Stelle lediglich auf zwei Ubersichtsartikel
[Ste84, Ful88] verwiesen.

Auch wird in dieser Arbeit nicht auf periodische Systeme mit 3d-Ionen eingegangen.
Zu diesen gehéren z.B. die CuO,-Ebenen in den Hochtemperatursupraleitern. Jedoch
sind die 3d-Zustdnde im Vergleich zu den f-Zustinden viel weniger lokalisiert, und
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2.2 Das Modell nach Anderson

Um das Verhalten von magnetischen Verunreinigungen in nicht magnetischen Me-
tallen zu verstehen, wurden mehrere Modelle vorgeschlagen. Doch haben sich das
Virtual-bound-state-Modell von Friedel [Fri58] und das Wolff-Modell [Wol61] bei
der Erklirung der experimentellen Resultate als weit weniger erfolgreich erwiesen
als das von Anderson eingefiihrte Stérstellen- Anderson-Modell [And61]. Ein weiteres
Modell beschreibt die Freiheitsgrade der Storstellen durch lokalisierte Spins, die iiber
eine Austauschwechselwirkung an die Spins der Leitungselektronen koppeln. Dieses
Austauschmodell kann jedoch durch die Schrieffer-Wolff-Transformation [Sch66] aus
dem Anderson-Modell im Grenzfall unendlich starker Coulombwechselwirkung erhal-
~ ten werden. Das Anderson-Modell ist demzufolge umfassender, da es auch Mixed-
valence-Systeme beschreiben kann, bei denen die f-Besetzung deutlich unter eins

liegt.
Das Storstellen- Anderson-Modell lautet:

H = H. + H; + Hg + Hy. (2.1)

Die einzelnen Terme werden im folgenden erldutert.
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Der Term

H. = Zekcjﬂ,cka (2.2)
ko

beschreibt die Leitungselektronen des Wirtsmetalls. Die Operatoren cf,, ¢, erzeugen
bzw. vernichten ein Leitungselektron mit Impuls k¥ und Spin ¢. Die genaue Form der
k-Abhingigkeit der Energien ¢; ist nicht wesentlich, in die Rechnungen wird spater
lediglich die Zustandsdichte

ple) = %; 6(e — e) (2.3)

eingehen. Deswegen spielt auch die Dimension des Wirtsmetalls (d = 3 im Experi-
ment) im Hamiltonoperator (2.1) keine Rolle mehr. AuBerdem wird angenommen,
dafl das Leitungsband auf das Intervall [—D, D] beschrankt ist.

Da die erwadhnten Effekte schon bei sehr geringen Konzentrationen der Verunreini-
gungen auftreten, ist es sinnvoll, Korrelationen zwischen zwei verschiedenen Storstel-

lenionen vollig zu vernachlassigen und gleich von einem Modell mit nur einer einzigen
Storstelle zu starten. Diese wird beschrieben durch:

He =3 edfsfo (2.4)

a
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oder f-Schale) des Stérstellenions.

Ein wichtiger Punkt ist, welche Entartung vf = ¥, 1 fiir das Storstellenniveau ver-
wendet werden soll. Bei Metallen mit Cer-Storstellen ist die 4{*-Konfiguration 14-fach
entartet. Die Hundsche Regel liefert das J = 5/2-Multiplett als Grundzustand. Dieses
Niveau kann durch Kristallfeldeffekte noch betrachtlich aufgespalten sein. In dieser
Arbeit wird der Fall vy = 2 behandeit, d.h. der Spin ¢ kann nur die Einstellungen 1
und | annehmen.

Die Frage, welche Gestalt die Wellenfunktionen haben, die durch die Operatoren f}
und ¢! erzeugt werden, geht natiirlich wegen der Darstellung in zweiter Quanti-
sierung nicht in das Modell ein. Entscheidend ist jedoch, dafl die den f-Operatoren
entsprechenden Wellenfunktionen o5 orthogonal auf den zu den Leitungselektronen
gehdrenden Wellenfunktionen ¢, stehen, somit auch die Antikommutatoren

£, M), verschwinden.

Der einzige Zweiteilchenterm, der im Hamiltonoperator beriicksichtigt werden soll,

1st die lokale Coulombwechselwirkung zweier Elektronen an der Storstelle:

He = UfIfif1 11 (2.5)
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Aus der unterschiedlichen raumlichen Ausdehnung von 4f-, 5f- und 3d-Zustanden
lassen sich grob die relativen Grofenverhiltnisse der Werte fiir U angeben:

Uy > Ust R Usg (2.6)

In der Regel uibertrifft U alle anderen Energieskalen des Systems bei weitem und eine
Storungsentwicklung in U wird sinnlos.

Der Effekt von Hyg ist anschaulich leicht zu verstehen. Das doppelt besetzte f-Niveau
hat eine um U erhohte Energie und liegt damit weit jenseits der Fermikante. Bei
hinreichend tiefen Temperaturen wird die Doppelbesetzung praktisch ausgeschlossen.
Das Niveau ist mit hoher Wahrscheinlichkeit mit einem Elektron besetzt, woraus das

magnetische Moment der Storstelle resultiert.

Ein weiterer Term, die Coulombwechselwirkung zwischen f-Elektron und Leitungs-
elektronen, wird an dieser Stelle vernachlissigt. Thr Wert Uy, diirfte wegen der grofe-
ren Delokalisierung der Leitungselektronen nicht so hoch wie der des Parameters U
liegen. Numerische Untersuchungen [Tak93] haben gezeigt, daB sich die Hinzunah-
me dieses Terms im wesentlichen in einer Renormierung der anderen Parameter des
Hamiltonoperators (2.1) duflert.

Der vierte Term des Hamiltonoperators enthilt die Hybridisierung der Leitungselek-

tronen mit den f-Elektronen.

He=) V(f;rcka + cLafa) (2.7)
ko

Die GroBe V wird als unabhingig von k und o angenommen. Hy, erlaubt Ubergange
zwischen dem f-Niveau und dem Leitungsband und fiihrt bei tiefen Temperaturen

zu einer Abschirmung des an der Stérstelle lokalisierten magnetischen Moments.

(&

Aus der Struktur des Storstellen-Anderson-Modells 1a8t sich bereits eine Reihe von
physikalischen Eigenschaften ableiten, die im folgenden diskutiert werden sollen.

Qualitativer Verlauf des effektiven magnetischen Moments

Fiir kgT << U, er+U >0 und verschwindende Hybridisierung erlaubt die lokale Cou-
lombabstoBung eine héchstens einfache Besetzung des f-Niveaus. Da das Elektron in
diesem Niveau ein magnetisches Moment gup trigt, wird die Temperaturabhangig-

keit des effektiven magnetischen Moments mit der der f-Besetzung ns identisch sein.

Bei endlicher Hybridisierung und hinreichend tiefen Temperaturen schirmen die Lei-
tungselektronen dieses magnetische Moment jedoch ab. In dem in Kap. 4.3 unter-

suchten Zweizustandsmodell duBert sich dies in der Ausbildung eines unmagnetischen
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Singulett-Grundzustands, wie er auch (nach Varma und Yafet [Var76]) im Storstellen-
Anderson-Modell erwartet werden kann. Die Energieabsenkung des Singulett-Zu-
stands gegeniiber den Triplett-Zustanden bestimmt die Gré8enordnung der Tempe-
ratur, bei der das effektive magnetische Moment nicht mehr dem Verlauf von n¢ folgt
und fiir T — 0 gegen Null konvergiert. Dieser Verlauf wird auch in den in Kap. 6
beschriebenen Rechnungen bestatigt.

Qualitativer Verlauf der f-Spektralfunktion

In Fig. 2.7 sind die zu erwartenden {-Spektralfunktionen fiir verschiedene Grenzfalle
des Storstellen-Anderson-Modells gegentibergestellt.

A(w)
a) b)

A(w)

&t 0 €f 0

T "W

Ef 0
Abb. 2.7: Qualitativer Verlauf der f-Spektralfunktion in verschiede-
nen Grenzfillen des Storstellen-Anderson-Modells; Erlauterungen siehe
Text.

a) V =0: Das lokalisierte Niveau hybridisiert nicht mit den Leitungselektronen. Die
f-Spektralfunktion besteht nur aus zwei §-Funktionen bei ef und & + U, von denen

b) V > 0, U = 0: Der Peak bei ¢ verbreitert sich und verschiebt sich leicht zu
héheren Frequenzen. Diese Lorentz-Form 148t sich analytisch herleiten. Fiir die Breite
resultiert dabei der Wert A = 7p(0)V2. Die Verbreiterung entspricht einer endlichen
Lebensdauer des f-Niveaus, denn die Elektronen kénnen aus dem lokalisierten Niveau

ins Leitungsband gelangen und umgekehrt.
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¢c) V>0,U >0, A<<|e|: An der Fermikante entwickelt sich eine neue Struktur —
die Abrikosov-Suhl-Resonanz. Das Auftreten dieser Resonanz hat folgende Ursache.
Da die {-Spektralfunktion auch als Streumatrix fiir die Leitungselektronen aufgefaft
werden kann, miissen fiir die Abrikosov-Suhl-Resonanz Streuprozesse mit sehr kleinen
Anregungsenergien verantwortlich sein. Diese sind in Abb. 2.8 skizziert. Verlafit ein
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Abb. 2.8: Das Umklappen des Spins eines Leitungselektrons bildet
einen Streuprozef mit sehr kleiner Anregungsenergie.

Elektron mit Spin ¢ das f-Niveau (Abb. 2.8 a und b), so kann der freigewordene
Platz durch ein Leitungselektron mit Spin ¢’ eingenommen werden (Abb. 2.8 c).
Effektiv kommt dies einer Spinstreuung des Leitungselektrons gleich. Die Resonanz

tritt jedoch nur im sog. Kondo-Regime des Storstellen- Anderson-Modells auf, welches
durch (1 — ng) << 1 definiert ist.

Fir f-Besetzungen sehr viel kleiner als eins spielt die Coulombwechselwirkung keine
groBe Rolle mehr. Die Spektralfunktion nihert sich dem Verhalten fiir U = 0 an, die
Abrikosov-Suhl-Resonanz verschwindet.

Eine Spektralfunktion wie in Abb. 2.7¢ erklart auch die extreme Erhéhung der spe-
- zifischen Warme bei tiefen Temperaturen, da der Sommerfeld-Koeffizient v der Zu-

standsdichte an der Fermikante proportional ist.
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Die Kondo-Temperatur

Die Bedeutung der Kondo-Temperatur liegt darin, da sie fiir viele physikalische
Groflen des Storstellen-Anderson-Modells die Tieftemperaturskala darstellt. Damit
ist gemeint, daB thermodynamische Gréflen und z.B. die Breite der Abrikosov-Suhl-
Resonanz nur iiber T'/Tk von den Parametern des Storstellen- Anderson-Modells (er,

U, V,...) abhangen.

'Aus verschiedenen Ansitzen (siehe z.B. [Hew93]) ergibt sich die Formel

Tlerlles + U|

kBTKO(DeXp[— l/fAU

(2.8)

Alle mit dem Kondo-Regime verbundenen Effekte, wie der logarithmische Wider-
standsanstieg, der stark erhShte Sommerfeld-Koeffizient und die Abrikosov-Suhl-
Resonanz in der Spektralfunktion, treten erst in einem Temperaturbereich auf, dessen
obere Grenze in etwa durch die Kondo-Temperatur gegeben ist. Jedoch existiert zwi-
schen Hochtemperatur-Regime und Kondo-Regime kein Phaseniibergang! Die Ener-
gie kgTk kann auch als Absenkung der Grundzustandsenergie bei Hinzunahme der
Hybridisierung verstanden werden (siehe z.B. [Var76}).

2.3 Uberblick iiber bisherige Arbeiten

Viel von dem Wissen, das wir heute iiber die Eigenschaften des Storstellen- Anderson-
Modells haben, wurde erst durch aufwendige Untersuchungen mit den verschieden-
sten Methoden méglich. In diesem Kapitel sollen die wichtigsten dieser Methoden
sowie deren Resultate kurz vorgestellt werden. Diese Darstellung ist insofern subjek-
tiv, als nur die dem Funktionalintegralansatz von Kap. 4 niher verwandten Techniken
genauer beschrieben werden. Die Renormierungsgruppentheorie wird erst spater in
Kap. 7 ausfithrlich behandelt. Fiir eine umfassende Darstellung auch der hier nicht
erwahnten Theorien sei auf das Buch [Hew93] verwiesen.

Der Bethe-Ansatz

“Dieser urspriinglich von Bethe [Bet31] zur Losung des eindimensionalen Heisenberg-
Modells entwickelte Ansatz wurde von Andrei et al. [And83] und Tsvelick und
Wiegmann [Tsv83] auf das Storstellen- Anderson-Modell iibertragen. Dabei wird aus-
geniitzt, daB die Dispersion der Leitungselektronen in der Nahe der Fermienergie als

linear angenommen werden kann. Durch eine Transformation in den Ortsraum wird
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Sk kel cr, durch [dez CZ,(:C)";;CU (z) ersetzt. Der resultierende Hamiltonoperator ent-
spricht einem System von Leitungselektronen in einer Dimension, die nur bei z = 0
an die Storstelle koppeln. Daher ist es moglich, den Ansatz fiir die Losung dieses
Problems fiir z # 0 aus Einteilchenzustinden aufzubauen und die Storstellenfrei-

heitsgrade nur bei £ = 0 zu beriicksichtigen.

Um die Thermodynamik zu bestimmen, mu8 ein Funktional der F
gestellt werden, dessen Minimierung auf einen Satz von unendlich vielen nichtlinea-
ren Integralgleichungen fiithrt, die numerisch gelést werden kénnen. Damit wurde
insbesondere die Universalitdtshypothese bestitigt, die besagt, dafl alle thermody-
namischen Groflen bei tiefen Temperaturen nur iber das Verhaltnis 7/7k von den
Parametern des Storstellen- Anderson-Modells abhangen. Es konnte auch die korrekte

Formel fiir Tk angegeben werden (siehe (2.8)).

Ein Beweis fiir die Richtigkeit der Ergebnisse ist unter anderem der Vergleich mit den
Resultaten aus der Renormierungsgruppentheorie. Abb. 2.9 zeigt diesen Vergleich
fiir das effektive magnetische Moment T x(T) — die Ubereinstimmung ist perfekt.
Jedoch kénnen zeitabhdngige Korrelationsfunktionen mit dem Bethe-Ansatz nicht
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Abb. 2.9: Vergleich der Ergebnisse fiir 7x(7T) aus Renormierungsgrup-
pentheorie (Punkte) und Bethe-Ansatz (durchgezogene Linie).

berechnet werden — die f-Spektralfunktion ist dieser Theorie also nicht zuginglich.
Die Slave-boson-Methode

In Kap. 4 wird beschrieben, wie eine unendlich hohe lokale Coulombabstoflung mit
der Ersetzung der Fermi-Operatoren durch die sog. Hubbard-Operatoren beriicksich-
tigt werden kann. In der Slave-boson-Methode [Bar76, Col84] tritt nun anstelle dieser

Hubbard-Operatoren jeweils ein Produkt aus Fermi- und Bose-Operatoren

Xoo = fobl , Xeo=flb . (2.9)
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In GI (2.9) tragen die Fermi-Operatoren den Spin, es kdnnen jedoch genauso Dar-
stellungen verwendet werden, in denen den Bosonen der Spin zugeschrieben wird.

Durch die Einfithrung der zusitzlichen Bose-Operatoren wird der Hilbertraum um
unphysikalische Zustinde erweitert. Die Nebenbedingung

S fif.+btb=1 (2.10)

[4

gewahrleistet, daB diese Zustande herausprojiziert werden. Ebenso sorgt sie fiir die
Einhaltung des bei I/ — oo auftretenden Doppelbesetzungsverbots.

Im Hamiltonoperator muf diese Nebenbedingung mit einem Lagrangeparameter A
angekoppelt werden:

A[ngflfa +oth— 1] (2.11)

Das auf diese Weise erhaltene, wechselwirkende System aus Fermionen und Bosonen

kann mit verschiedenen Methoden untersucht werden.

Slave-boson Mean-field-Theorie

In dieser Mean-field-Theorie (siehe z.B. [Ful88]) werden die b-Operatoren durch eine
Zahl ersetzt, die in einem selbstkonsistenten Gleichungssystem bestimmt wird. So
kann mit geringem Aufwand die Resonanz an der Fermienergie reproduziert werden,
der Peak am urspriinglichen f-Niveau verschwindet jedoch vollig. Ein weiterer Nach-
teil besteht darin, dafl die Mean-field-Theorie bei einer bestimmten Temperatur einen
Phaseniibergang liefert, der im Experiment nicht zu beobachten ist: die selbstkonsi-
stent berechnete, effektive Hybridisierung verschwindet véllig. Trotz dieser Nachteile
ergibt die Mean-field-Theorie bei niedrigen Temperaturen eine qualitativ richtige
Beschreibung der physikalischen Gréfen.

Auswertung mit einer Graphen-Theorie

Wihrend die Vertauschungsregeln der Hubbard-Operatoren die Anwendung der Stan-
dardtechniken der Vielteilchentheorie verhindern, kann in dem wechselwirkenden
System aus Fermionen und Bosonen eine Entwicklung nach Feynman-Diagrammen
vorgenommen werden (siehe [Col84]). Dabei sind drei Sorten von Propagatoren zu
unterscheiden: Propagatoren fiir die f-Elektronen, die Leitungselektronen und die Bo-
sonen. Die von Coleman berechnete {-Spektralfunktion zeigt sowohl die Abrikosov-
Suhl-Resonanz als auch den Peak beim urspriinglichen f-Niveau.

Die Slave-boson-Methode kann auch als Ausgangspunkt einer Funktionalintegraldar-
stellung dienen. Naheres dazu im folgenden Abschnitt.



20 ) 2 Das Stérstellen- Anderson-Modell

Funktionalintegralmethoden

11111

wirklich um einen neuen Ansatz handelt, sollen die Funktionalintegralmethoden,
mit denen das Storstellen-Anderson-Modell bisher untersucht wurde, etwas genauer

dargestellt werden.

Im Limes U — oo dient als Ausgangspunkt fiir eine Funktionalintegralformulierung
tiblicherweise die Slave-boson-Darstellung (2.9) (siehe z.B. [Rea83]). Die Nebenbe-
dingung

Q=Y flf.+blb=1 (2.12)

tritt in der Zustandssumme und damit im Funktionalintegral zunéchst als é-Funktion
auf:

Z = sp[e-ﬁHé(Q - 1)] (2.13)

Nach [Hoo87] werden im wesentlichen zwei Darstellungen fiir die §-Funktion verwen-
det:

5@-1) = )EE:: d(e=F*) [e—ﬁAQ] (2.14)
5Q-1) = L= [ ar e (2.15)

271 J—ri/B

In beiden Fallen erhilt das Funktionalintegral den zusitzlichen Term exp[—BAQ)].
Die Wirkung erhélt nun eine Vielzahl von Feldern: Grassmann-Felder anstelle der
Operatoren fiir die Leitungselektronen und fir das f-Elektron sowie komplexe Felder
b(7) anstelle der zusatzlich eingefiihrten Bose-Operatoren. Da eine direkte Auswer-
tung dieser Funktionalintegrale nicht moglich ist, miissen die & Felder durch einen
7-unabhangigen Wert (1) = b ersetzt werden. Nach Ausintegration der Grassmann-
Variablen ist dann die Sattelpunktnidherung (siehe z.B. [Neg88}) fiir die Werte von b
und A anwendbar.

Die Werte &’ und X, bei denen die Wirkung extremal wird, ergeben (dhnlich wie die
Slave-boson Mean-field-Theorie) einen Quasiteilchenpeak an der Fermikante. Der
urspriingliche Peak bei der Energie & ist aber véllig verschwunden, was auf die

Vernachlassigung der Fluktuationen der b-Felder zuriickzufithren sein diirfte.

Auf ein weiteres Problem dieser statischen Niherung haben Keiter und Krech [Kei85]
hingewiesen. Werden namlich die Bosonen und Fermionen mit Hilfe einer Hubbard-

Stratonovich-Transformation [Hub59, Str57] entkoppelt, treten divergente Terme in
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der Wirkung auf. Keiter und Krech behaupteten daher, dafl ohne die Hinzunahme
von Fluktuationen der b-Felder die statische Niherung unbrauchbar sei.

Hooijer und Van Himbergen [Hoo87] haben allerdings gezeigt, daf8 die divergenten
Terme nur auf eine ungliickliche Wah! der Darstellung der §-Funktion zuriickzufiihren
sind, und haben eine alternative Darstellung vorgeschlagen, die diese Schwierigkeiten
beheben kann.

ie Mitnahme von
tionsverfahren nahe verwandt. Schénhammer [Sch90] hat gezeigt, da in der Slave-
boson- Version von Kotliar und Ruckenstein [Kot86] die Sattelpunktgleichungen (drei
Gleichungen mit drei Unbekannten) exakt dieselbe Form haben, wie die mit einem
speziellen Variationsansatz erhaltenen Gleichungen.

Zusammenfassend ist festzustellen, dafl die Funktionalintegralmethoden sich bei wei-
tem nicht als so erfolgreich erwiesen haben wie z.B. das Renormierungsgruppenver-
fahren. Sie erlauben jedoch aufgrund der allgemeineren Struktur einer Lagrange-
Funktion gegeniiber einem Hamiltonoperator verbesserte statische Naherungen, die
dann auch fiir tiefe Temperaturen gute Ergebnisse liefern.

Quanten-Monte-Carlo-Methoden

Wie mit Hilfe der Quanten-Monte-Carlo-Methode statische und dynamische Eigen-
schaften des Storstellen-Anderson-Modells berechnet werden kénnen, findet sich z.B.
in [Fye88]. Zunichst wird der Hamiltonoperator (2.1) in
H = Ho+ H, (2.16)
aufgeteilt mit
Hy=H.+ Hi+H, und H,=Hyg : (2.17)
Die Spur iber exp[—FH] wird mit Hilfe der Trotter-Formel [Tro59] zerlegt:
pH r _atHe —ArH B
Sp[e } = AIITIEO Sp[He € ] ,  Ar= N (2.18)

-~
i
—

(Vgl. dazu die Vorgehensweise zur Herleitung des Funktionalintegrals in Kap. 4.1.)
Mit der von Hirsch [Hir83] entwickelten diskreten Hubbard-Statonovich-Transforma-
tion

Sp, [exp Do(ny —n l)]] (2.19)

DN

exp [-— ATU(nTnl - —;—(nT + nl))] =
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aufgespalten. Diese koppeln jedoch an zusatzliche Freiheitsgrade o = +1, so daff pr
Zeitschritt A7 eine weitere Summation Sp, notwendig ist.

Die Spurbildung iiber die fermionischen Freiheitsgrade entspricht der Ausintegra-
tion der Grassmann-Felder in einer Funktionalintegralformulierung und liefert als
Ergebnis die Determinante einer hochdimensionalen Matrix. Die Gleichung zur Be-
rechnung der Zustandssumme bzw. der Green-Funktionen ist damit auf eine Summe
iber 2V (N: Zahl der Zeitschritte) Beitrige reduziert. Diese Summe kann mit dem

Metropolis-Algorithmus (siehe dazu Kap. 5.2) ausgewertet werden.

Fiir das effektive magnetische Moment T-x(T') ergibt sich dabei eine sehr gute Uber-
einstimmung mit den Ergebnissen aus Renormierungsgruppentheorie und Bethe-
Ansatz (siehe Abb. 2.10 und 2.9). Dynamische GréBen sind nur {iber die Berechnung
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Abb. 2.10: Mit der Quanten-Monte-Carlo-Methode berechnetes ef-
fektives magnetisches Moment des Stérstellen-Anderson-Modells (aus
[Fye88]).

der thermodynamischen Green-Funktion G(7) zugénglich (siehe dazu die ausfiihrli-
. che Diskussion in Kap. 5.3). In [Gub91] und [Sil90] wird gezeigt, wie dieses Problem
mit Hilfe der Maximum-entropy-Methode geldst werden kann.
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Resonanz bei ¢¢ + U direkt von der Coulombwechselwirkung abhangt.

1.0
t T/Tg = 1.5
0.8 — u = 1.251.5,
m 2.0,2.5.3.0
C QMC-ME
3 X
P "
F 04
- DM = HZ
0.2 E_Clauic
L .
0.0 Fvead e NN
0.1 1 10 100

w/Tx
Abb. 2.11: Aus Quanten-Monte-Carlo-Daten mit Hilfe der Maximum-
entropy-Methode gewonnene Spektralfunktionen fiir das symmetrische
Storstellen-Anderson-Modell. Das Verhiltnis 7'/Tk wurde konstant ge-

halten, die Coulombwechselwirkung hingegen variiert (aus {Gub91]).

Ein weiteres Problem der Quanten-Monte-Carlo-Methode liegt in der mit der Zahl
der Zeitschritte exponentiell anwachsenden Rechenzeit, wodurch die Werte von U
auf U S 37A beschrinkt ist. Jedoch tritt hier nicht das bei der Simulation von

Gittermodellen so beriichtigte Minuszeichenproblem auf [Jar92].

Neuere Arbeiten mit der Quanten-Monte-Carlo-Methode sind vor allem im Zusam-
menhang mit der Untersuchung des d=o00 Hubbard-Modells [Jar92, Jar93] entstan-
den und beinhalten sowohl den symmetrischen als auch den unsymmetrischen Fall
des Storstellen-Anderson-Modells.

Die Non-crossing-Approximation

Da der hohe Wert der lokalen Coulombabstofung eine Stérungsentwicklung nach U
sinnlos macht, ist es naheliegend, eine Stérungstheorie nach der Hybridisierung V
durchzufihren und den Coulombterm zum ungestérten Hamiltonoperator hinzuzu-
nehmen. Dieser kann sowohl fiir endliche als auch fiir unendliche Werte von U durch
Hubbard-Operatoren dargestellt werden, doch verhindern deren Vertauschungsrela-
tionen die Anwendung des fiir die Entwicklung nach Feynman-Graphen notwendigen
Wickschen Theorems.

Diese Schwierigkeit kann mit Hilfe der Resolvententheorie umgangen werden, die
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auf Arbeiten von Keiter und Kimball [Kei70] zuriickgeht und ebenfalls durch Gra-
phen veranschaulicht werden kann. Die Non-crossing-Approximation (NCA) ist nun
dadurch definiert, da8 in der Selbstenergie fiir die f-Propagatoren alle Graphen ver-

nachlissigt werden, die kreuzende Leitungselektronenlinien enthalten.

Die Bestimmung der f-Propagatoren ist in einem selbstkonsistenten Gleichungssy-
stem (der Dyson-Gleichung) auf einfache Weise moglich. Da die Propagatoren von
der Selbstenergie liber eine geometrische Reihe abhdngen, enthalten sie automa-
tisch Beitrige in allen Ordnungen von V?/u; (vg: Entartung des f-Niveaus). Dadurch
wird die NCA dem nichtperturbativen Charakter des Tieftemperaturzustandes des
Storstellen-Anderson-Modells gerecht.

Die Motivation dieser Naherung liegt zum einen darin, dafl die Berechnung der kreu-
zenden Graphen mit einem erheblichen Rechenaufwand verbunden ist (siehe dazu
[Hac93)). Zum anderen wird im Grenzfall vf — co die NCA exakt, da die kreuzen-
den Graphen in einer 1/vs-Entwicklung um mindestens eine Ordnung héher liegen.
Da die Graphen aber nicht wirklich nach Potenzen von 1/us sortiert werden, ist die
NCA nicht mit der in [Bic87] beschriebenen 1/vs-Entwicklung identisch. Fir den
exakt lésbaren Fall v = 1 liefert die NCA jedoch Spektralfunktionen mit grofen
Abweichungen an der Fermikante und auch fiir y; > 1 ist ihre Aussagefahigkeit auf
Temperaturen 7' 2 Ti /10 beschriankt. Der Vorteil der NCA besteht darin, daB sie
die Berechnung dynamischer Gréfen in einem weiten Parameterbereich erlaubt (siehe
z.B. [Koj84, Pru90}).

Sonstige Methoden

Nicht erwdhnt wurden bislang Arbeiten mit einem Variationsansatz von Gunnarson
und Schénhammer [Gun83] sowie die Anwendung der Fermifliissigkeitstheorie von
Nozieres [Noz74]. Auflerdem existieren fiir U £ 2.57 A durchaus zuverlissige Resul-
tate einer Stérungstheorie in U von Horvati¢ et al. [Hor87]. Fiir all diese Arbeiten
sei auf die Originalliteratur bzw. das Buch [Hew93] verwiesen.



3 Funktionalintegrale

Dieses Kapitel soll sowohl eine kurze Einfithrung in die Methode der Funktionalin-
tegrale geben als auch Schwierigkeiten aufzeigen, die bereits bei der Untersuchung
einfachster Systeme auftreten konnen. In Kap. 3.1 wird kurz auf die Entwicklung
der Methode eingegangen, die im wesentlichen auf Feynman [Fey48| zuriickgeht —
sein Pfadintegralformalismus ermdoglichte einen vollig neuen, alternativen Zugang zur
nichtrelativistischen Quantenmechanik. In Kap. 3.2 wird die Erweiterung auf Syste-
me diskutiert, die durch Hamiltonoperatoren in zweiter Quantisierung beschrieben
werden. Dazu ist die Einfiihrung sog. kohérenter Zustande notwendig. Kap. 3.3 wid-
met sich schlieBlich einem fundamentalen Problem, das bei Darstellung der Wirkung
im Frequenzraum auftreten kann. Es wird gezeigt, welcher Fehler zu Divergenzen
fihrt, und wie diese Divergenzen vermieden werden kénnen.

3.1 Funktionalintegrale — eine Einfithrung

Ein Funktional in dem Sinne, wie er hier gebraucht werden soll, ist eine Abbildung
® von einem Raum F in die komplexen Zahlen €, wobei F beispielsweise den un-
endlichdimensionalen Raum der Funktionen z(t) darstellt.

. F — C
z(t) — ®[z(t)]
Uber die Eigénscha.ften der Funktionen (insbesondere iber deren Stetigkeit) sei
zunachst noch nichts ausgesagt.

Da die Funktionen z(t) hiufig durch eine endliche Zahl von Stiitzstellen approximiert
werden (dies ist z.B. bei einer numerischen Auswertung unerlaBlich), ist auch die

Definition des Funktionals ®n notig.
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(I)N : ]RN — C
(x1,Z2,...,2zn) > Pl(z1,22,...,2n)]
Oft ist die Verwendung von & nur tiber den Limes N — oo des Funktionals ®x
definiert.

Ein ,Funktionalintegral® ist schlieBlich die Mittelung des Funktionals & (®y) tiber

alle moglichen Funktionen (NV-Tupel (z4,23,...,2N)).
I = [Dlaw)]ef) (3.1)
bzw IN = Jf d.’i‘] j[dl']v Q{(.’L‘],ﬁg,.. .,$N)} (32)

Die Einfiihrung der Funktionalintegrale in der Quantentheorie geht auf Dirac [Dir33]
zuriick, der die Frage aufwarf, warum noch keine Formulierung der Quantenmecha-
nik gefunden wurde, die die klassische Lagrangesche Mechanik zum Ausgangspunkt
hat (anders als die Schrédingersche Formulierung, welche von der Hamiltonschen
Beschreibung ausgeht). Schiiefilich konnte Feynman {Fey48] zeigen, dafl ein soicher
alternativer Zugang — von ihm als Pfadintegralmethode bezeichnet — moglich ist.
Aufbauend auf diesen Arbeiten gelang spéter die Formulierung der Quantenelektro-
dynamik, wofiir jedoch eine Darstellung der Funktionalintegrale fiir Felder benotigt
wird [Sch58]. Mittlerweile hat die Idee der Integration iiber Funktionale in vielen
Bereichen der Physik einen festen Platz eingenommen und es sei an dieser Stelle nur
reprasentativ auf zwei Biicher verwiesen, welche einen Uberblick tiber die vielfaltigen
Anwendungen der Methode geben ([Pop83, Pap78}).

Das Feynmansche Pfadintegral steilt eine Vorschrift zur Berechnung der Matrixele-

mente des Zeitentwicklungsoperators
U(zt, zoto) = (z|U(t,10)|%o) (3.3)

dar. Sie lautet:

e Jeder Pfad x(t') mit z(tp) = zo und x(t) = x liefert einen komplexen Beitrag
®z(t"] zu U.

o Alle Pfade tragen betragsmaBig gleich bei. Ihre Phasen entsprechen jedoch der
klassischen Wirkung (in Einheiten von h).

Blz(t)] = ersSi=®)] (3.4)
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Daraus folgt das Funktionalintegral fiir den Zeitentwicklungsoperator:
Uat, zoto) = [ Dla(t))er =) (3.5)

Die Wirkung ist das Integral iber die Lagrangefunktion

Slz(t)] = / L(E(t),z()dt’ (3.6)

i
to
wobei L fiir ein Teilchen in den einfachsten Fallen die Form

1

L(z(t),z(t)) = §m:}:(t')2 - V(z(t') (3.7)

annimmt.

Hier wird ein wesentlicher Unterschied zur klassischen Mechanik deutlich. Die klas-
sische Bahn z1y(t) extremalisiert das Wirkungsintegral. Die Gleichung (3.5) lafit sich
nun so deuten, daB in einer quantenmechanischen Behandlung ein Teilchen sich auf
allen Bahnen, auch den klassisch verbotenen, bewegen kann. Sollen die Eigenschaften
eines solchen Teilchens richtig beschrieben werden, so muff das Pfadintegral alle dem
Teilchen prinzipiell zuginglichen Bahnen enthalten. Der Beweis der Aquivalenz von
Feynmanscher und Hamiltonscher Formulierung der Quantenmechanik findet sich

z.B. in [Fey65, Neg88].

3.2 - Funktionalintegrale fiir Operatoren in zweiter Quanti-
sierung

Das Konzept der Funktionalintegrale in der Quantenmechanik beinhaltet die Erset-
zung von Operatoren durch Zahlen. In der Herleitung des Feynmanschen Pfadin-
tegrals treten (durch das Einschieben von Impulseigenzustinden) die Eigenwerte p
anstelle der Operatoren p.

Fir Probleme der Vielteilchenphysik (z.B. die Beschreibung von Elektronen im Fest-
koérper) ist die Darstellung des Hamiltonoperators durch Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren fiir einzelne Teilchen von groflem Vorteil. Statistische Eigenschaften
solcher Systeme werden mit den in Anhang A beschriebenen Green-Funktionen unter-
sucht, fiir die wiederum Funktionalintegrale aufgestellt werden konnen. Durch welche
Zahlen sind jedoch in einem solchen Funktionalintegral die Fermionen-Erzeugungs-
und -Vernichtungsoperatoren zu ersetzen?
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Der Vorzeichenwechsel beim Vertauschen zweier Fermionenoperatoren erzwingt, daB
diese Zahlen Elemente einer Algebra mit dhnlichen Eigenschaften sein miissen — die
tiblicherweise verwendete Grassmann-Algebra wird in Anhang B diskutiert.

Das IFunktionalintegral fiir die Zustandssumme wird also die Lagrangefunktion des
Systems enthalten, wobei die Fermionenoperatoren durch Grassmann-Felder ersetzt
werden. Die Ausintegration dieser Grassmann-Felder kann mit den in Anhang B
angegebenen Formeln durchgefiihrt werden.

Diese Vorgehensweise ist analog zur Pfadintegralforrﬁulierung der klassischen Mecha-
nik, kann aber nicht als Beweis betrachtet werden. Die exakte Herleitung verwendet
sog. kohdrente Zustinde [Kla85]

|:) = [1 + %dmb} +3pict] 10) (3.8)

und wurde zum ersten Mal von Ohnuki und Kashima [Ohn78] durchgefiihrt. Die
koharenten Zustinde existieren in einem Produktraum aus Grassmann-Algebra (1;, ¥l
€ G) und Hilbertraum (|0}, ¢! |0) € H) und sind Eigenzustinde zum Vernichtungs-
operator ¢;:
¢l ¥i) = i (1) (3.9)

Diese Eigenschaft fithrt zur Ersetzung der Operatoren ¢i, ¢l durch die Grassmann-
Variablen v;, 7). Eine genauere Beschreibung findet sich in [Neg88] bzw. in Kap. 4.1
fir Falle mit einer zusidtzlichen Einschrankung des Hilbertraums. Fiir die Diskussion
in Kap. 3.3 ist nur folgendes Ergebnis relevant:

Betrachtet werden soll das System eines einzelnen spinlosen Fermions mit der Energie

&, welches durch

H=ecle (3.10)
definiert ist. Fir die Zustandssumme ergibt sich:
Z=1+e—ﬁ€ (3.11)

Die Funktionalintegraldarstellung fir die Zustandssumme lautet:

Z=lm Zy  mit (3.12)
Zn = [ dphdpn ... apldgs exp [Sw(4, )] (3.13)
und der Wirkung
N ﬁc‘ N
Sn(e,#h) = 3 iy = %) = T X ¥l (3.14)

n=] n=1
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3.3 Losung von Funktionalintegralen im Frequenzraum

Fir die Wirkung (3.14) hat sich im Limes N — oo folgende abkiirzende Schreibweise
etabliert:

Jim Su(p,9) =~ [ drptr)ab(r) e [t (315)

Hier wurden die mit n = 1,..., N indizierten Grassmann-Felder durch kontinuier-
liche Felder ¥t(7),¥(7) im Intervall [0, 3] ersetzt. Diese Wirkung laBt sich in den
Frequenzraum transformieren, d.h. durch die mit

bliw,) = -;- foﬁdn"ww(r) , wn = %(211—1) ,neZ  (3.16)

P(r) = i e~ T b (G (3.17)

n=—0oo

definierten Grassmann-Feldern ¥!(iw,), ¥ (iw,) ausdriicken:

S, 9N =8 Y (iwn — )¢ (fwn)p(iwn) (3.18)
Die Ausintegration dieser Felder ergibt fiir die Zustandssumme
Z = H B(_iwn +E) 3 (319)

ein Ausdruck, der im Gegensatz zu Gl. (3.11) divergiert.
Wo aber liegt der Fehler?

Wird die kontinuierliche Schreibweise richtig verstanden — namlich als Abkiirzung
fiir den Limes N — oo —, so mufl auch die Fouriertransformation zunachst fiir
endliche N durchgefiihrt werden. Hin- und Riicktransformation haben nun die Form

iy, m= (=15 (3.20)

N

Pliw,) =

N
]
-

e~ (i) (3.21)

M=

P =

S~ 3~

0l
-

wobei die Grassmann-Felder ¥(iwy, ), ¢¥(sw,) nur fir N Matsubara-Frequenzen

wyn = (2n — 1) /B3 definiert sind. Fir die Wirkung gilt damit:

N
Sn(p, ¥t = — gz,bf(iwn)lb(iwn)(l - (1 — %) exp [zwn%]) (3.22)
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Die Ausintegration der Grassmann-Felder liefert diesmal:

Ze=T1 (1 pe o2
N = RI;J;: ( - (1 ~ -j—v—) exp [awnj—v—]) (3.23)
Dieses Produkt kann geschrieben werden als:

%In (l — (1 — %C:) exp [iwnj—i—])] (3.24)

n=1

Zy = explln Zy] = exp

Die endliche Summe im Exponenten wird mit einer Poissonschen Summenformel

ausgewertet.

Poissonsche Summenformel fiir endliche Summen

iNZ
D
»
G
in(D
(D 0

Abb. 3.1: Integrationsweg in der komplexen Ebene zur Bestimmung
von [.

Berechnet werden soll die Summe:

N
I:—ééf‘(iwn) wn =%

Diese Summe kann durch ein Integral iber den Weg C (siehe Abb. 3.1) ersetzt werden.

(2n — 1) (3.25)

Daraus resultiert die Poissonsche Summenformel fiir endliche Summen:

[=—-1 [ azFez)

5 (3.26)

1+ eP?

Die weitere Auswertung ist nur sinnvoll fiir Funktionen, die iber exp{z3/N] von z
abhdngen, d.h. folgende Periodizititseigenschaft besitzen:

Fz4ibNT) = F(z) , keZ (3.27)
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Das Zusammenziehen des Weges C soll an dem Beispiel
B

F(z)=1In (1 — aexp [zj—v—D (3.28)
vorgefithrt werden. Steht In in (3.28) fiir den Hauptzweig des Logarithmus, so ist
F(z) dberall analytisch, aufler im Intervall [—%ln a, 0| , sowie den Intervallen, die
sich aus diesem durch Verschieben um tkN2x /8 (k € Z) ergeben. Abb. 3.2 zeigt, wie
der Weg zusammengezogen werden kann. Die nicht gezeigten Verbindungen der Wege
C1, C2 und C3, C4 im Unendlichen geben keinen Beitrag zum Integral. Die Beitrige
von C; und C; heben sich auf.

iNZ

C Cs

4 c‘t
SQ L 0
—%Ina

Abb. 3.2: Fiir die Funktion F(z) aus Gl. (3.28) kann der Weg C anf
diese Weise zusammengezogen werden.

Ubrig blejbt also folgender Beitrag:

I frw -
I L
- %, Ina
=L [ dwlF(o+i6) ~ Flw - i6) ! (3.29)
27t —%lnn 1+Cﬂw
Die Differenz der Funktionswerte oberhalb und unterhalb des Schnittes ergibt gerade
~2m: - ! .
— _— e N *
]~/_%lmdw1+eﬁw—ﬁln(l+a ) (3.30)

Damit folgt fir die Zustandssumme

Zn = exp [111 (1 + (1 - %-;-)N)] =14+ (1 - éE)N (3.31)
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und im Limes N — oo

Z=Jlim Zy=1+e" (3.32)
in Ubereinstimmung mit dem exakten Ergebnis von Gl. (3.11).
Green-Funktionen im Frequenzraum

In den Diagonaldarstellungen (3.18) bzw. (3.22) ergeben sich die Green-Funktionen
aus den Inversen der Diagonalelemente.

Gliw,) = - 1_ . kontinuierliche Darstellung (3.33)

5 1
N (1 _ (1 ~ %‘) exp [Wn%])

Wird die Tatsache, daf die Zustandssumme (3.19) divergiert, auBer acht gelassen, so

G (twy)

diskrete Darstellung {3.34)

liefert die kontinuierliche Darstellung das exakte Ergebnis fiir die Green-Funktion.
Das Resultat der diskreten Darstellung (3.34) ist im Limes N — oo mit (3.33) iden-
tisch. Jedoch ist zu beachten, daf8 die Ersetzung

exp [iwn%l — (l + iwn-jﬁv) (3.35)

nur fiir festgehaltenes n korrekt ist! Fir z.B. n = N/2 (N geradzahlig) gilt hingegen:

B
exp [zwn-ﬁ] ——1 (3.36)
Die diskrete Darstellung bietet somit die Mdoglichkeit, Funktionalintegrale auch im
Frequenzraum auszuwerten. Die dabei auftretenden endlichen Summen konnen mit

Hilfe einer modifizierten Poissonschen Summenformel berechnet werden.
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Betrachten wir zunachst einen einfachen Hamiltonoperator der Form
H=Y eflfo +USIRS . (4.1)
-4

Die Fermionenoperatoren f] und f, erzeugen bzw. vernichten ein Fermion (z.B. ein
Elektron) mit Spin ¢ =1 oder ¢ =/ in einem Zustand der Energie ¢;. Diese Energie
wird relativ zum chemischen Potential ; gemessen, welches hier und im folgenden
gleich Null gesetzt wird. Der zweite Term beschreibt die Coulombwechselwirkung,
die bei gleichzeitiger Besetzung des Zustands mit zwei Elektronen die Energie des
Systems um den Wert U erhoht.

Vier Zustande spannen den Hilbertraum auf:

H={10),| Th {110} (4.2)

Mit der in Kap. 3.2 kurz beschriebenen Theorie 1aBt sich das Funktionalintegral fiir
z.B. die Zustandssumme des durch (4.1) definierten Systems leicht aufstellen. Die
Wirkung enthalt jedoch Produkte aus vier Grassmann-Feldern — Ausdriicke dieser
Art sind alles andere als einfach zu behandeln (siehe z.B. [Sou91]; dort werden solche
Terme direkt ausgewertet). Sie kénnen zwar mit Hilfe der Hubbard-Stratonovich-
Transformation [Str57, Hub59] auf Ausdriicke mit nur je zwei Grassmann-Feldern
zuriickgefiihrt werden, doch miissen komplexe Felder eingefihrt werden, die weitere

Integrationen erfordern.

Wie in Kap. 2.1 diskutiert, ist es fiir viele Systeme (insbesondere solche mit 4f-
Zustanden) sinnvoll, einen hohen Wert fiir U anzunehmen. Damit geraten aber die auf
die Hubbard-Stratonovich-Transformation beruhenden (v.a. numerischen) Methoden

in Schwierigkeiten.

Viel giinstiger wire es also, gleich den Limes U — oo zu betrachten, in dem die Dop-
pelbesetzung des Zustands komplett ausgeschlossen wird. Der Hilbertraum reduziert

33
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sich damit auf
H={0,I110} - (4.3)

Wird das Doppelbesetzungsverbot auf geeignete Weise gewahrleistet, so kann der

U-Term im Hamiltonoperator (4.1) weggelassen werden.

Mit Hilfe der Hubbardoperatoren [Hub64, Hub66] (auch ,Standardbasisoperatoren®)

Xa'j = lz><.?l (21] = 07771) 3 (44)

die von sich aus wegen
Xij[ Tl) =0 (2,] = 0, Ta l) (4'5)
das Doppelbesetzungsverbot erfiillen, schreibt sich der Hamiltonoperator als

H= 26{X00X00 . (46)

Jedoch gelten fiir die Operatoren X;; nicht mehr die Fermionenvertauschungsrelatio-
nen, wodurch die Anwendung von Standardverfahren fiir Fermionenprobleme nicht
mehr oder nur in stark abgewandelter Form méglich ist.

In Kap. 2.3 wurde schon beschrieben, wie durch die Ersetzung der X;; durch ein
Produkt aus Fermi- und Bose-Operatoren ein Funktionalintegral aufgestellt werden
kann, das jedoch eine zusatzliche Delta-Funktion enthalten mufl. Damit sind ebenfalls
Schwierigkeiten verbunden. Wie kénnen diese umgangen werden?

Weller {Wel90] entwickelte eine Theorie, in der das Funktionalintegral mit Hilfe
koharenter Zustande hergeleitet wird, die so beschaffen sind, daB sie das Doppelbe-
setzungsverbot implizit enthalten. Diese Theorie und die daraus folgenden Formeln
fir die Zustandssumme Z und die thermodynamische Green-Funktion G(7) werden
in Kap. 4.1 genau diskutiert.

Die Wellersche Methode ist im Prinzip anwendbar auf alle Modelle stark korre-
lierter Elektronensysteme, die Doppelbesetzungsverbote enthalten. Um die Theorie
zunachst anhand einfacher, analytisch exakt l6sbarer Modelle zu iiberpriifen, wer-
den in Kap. 4.2 und 4.3 ein Einzustands- bzw. ein Zweizustandsmodell untersucht.
Die Tatsache, dafl Zustandssummen und Green-Funktionen korrekt bestimmt werden
koénnen, unterstreicht die Richtigkeit des verwendeten Ansatzes. In Kap. 4.4 werden

dann Aunwendungen auf das ein- {Wel90a] bzw. zweidimensionale [Zha91] Hubbard-
Modell diskutiert.
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In Kap. 4.5 wird schliellich beschrieben, wie innerhalb der Theorie zeitabhingige
Green-Funktionen bestimmt werden kénnen. Die Kenntnis dieser Funktionen hitte
gegenuber der Kenntnis der thermodynamischen Green-Funktionen den Vorteil, dal
aus ihnen direkt die physikalisch relevanten Spektralfunktionen bestimmt werden
konnen (siehe dazu auch die Diskussion in Kap. 5.3).

4.1 Die Theorie von Weller

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Funktionalintegraldarstellung zu finden, die das in
stark korrelierten Elektronensystemen auftretende Doppelbesetzungsverbot implizit
enthalt. Ausgangspunkt bildet dabei ein Hamiltonoperator z.B. der Form (4.6), in
dem die Fermionenoperatoren bereits durch Hubbard-Operatoren ersetzt wurden. Im
folgenden sind jeweils nur die wichtigsten Rechenschritte angegeben; Nebenrechnun-
gen sind in Anhang C zu finden.

Zustandssumme

Berechnet werden soll zunachst die Zustandssumme
Z =Sp [e"ﬁH] (4.7)

mit 3 = 1/(ksT) (kg: Boltzmann-Konstante, T: Temperatur), wobei die Spur auf H’
(4.3) eingeschrinkt ist!. Das Intervall [0, 3] wird in N gleiche , Zeitschritte* Ar =
B/N zerlegt: '

AT
— — r
0 B
Damit gilt:
e~BH e—A'rHe-A'rH . e—A‘rH (48)

Bei dieser Formel handelt es sich wohlgemerkt nicht um die Trotter-Zerlegung [Tro59]

4B = Jim [efef]” (4.9)

Noeoo
welche (falls [A, B] # 0) nur im Limes N — oo erfiillt ist, sondern um eine fiir alle
Werte von N wegen [H, H] = 0 exakt erfiillte Relation!

'Der Operator exp(—B3H) allein kann den Zustand | ]) nicht herausprojizieren.
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Zwischen den e 2™ werden nun Identitatsoperatoren im reduzierten Hilbertraum
eingeschoben:
Z =8p e iye 2 Hly_y ... e 2] (4.10)
mit :
L =100l +] T+ (r=2,...,N) . (4.11)

(Der Sinn der Nummerierung wird spater offensichtlich.) Diese Identititen lassen
sich nun dhnlich wie im Fall ohne Doppelbesetzungsverbot [Neg88] durch kohirente
Zustande darstellen. Der Ansatz

L= [ [ autaynle, b, bl (4.12)

mit den koharenten Zustanden

1 1
I'd)m bn) = [1 + 5"1’#‘!’1 + Z¢nbonX60] !0> = exp I:iibn"p}; + Z’pnbanXaO] ‘0)
’ ’ (4.13)
ist der Darstellung (4.11) dquivalent, wenn von den komplexen b-Feldern gefordert

wird:
j Bobom = 6y 0,0 =1,] (4.14)

(1 =1 (4.15)

Ahnlich wie [ de als eine Vorschrift zu verstehen ist, wie das Grassmann-Feld ¢
auszuintegrieren ist, muB [, als Symbol aufgefaBt werden, welches erst bei einer

konkreten Darstellung der b-Felder in ein wirkliches Integral umgewandelt werden
kann (siehe (4.32-39)).

Die kohéarenten Zustande sind Eigenzustande des Operators Xg,

XOa !'¢’n, bn) - t»J)nbar; ‘d’m bn) . (416)

Diese Eigenschaft erméglicht im Funktionalintegral die Ersetzung der Operatoren
durch ,,Zahlen® im weitesten Sinne — eben dem Produkt aus einem Grassmann-Feld
und einer komplexen Zahl. Dies erinnert an die in Kap. 2.3 beschriebene Slave-boson
Methode (zum Vergleich der beiden Methoden siche weiter unten).

Zu beachten ist, dafl wegen der Einschrankung des Hilbertraums nur noch ein fermio-
nischer Freiheitsgrad pro Zeitschritt n betrachtet werden mufl (die Grassmann-Felder
r, hdngen nicht mehr vom Spin ab), welcher die An- bzw. Abwesenheit eines Elek-
trons beschreibt. Die restlichen Freiheitsgrade miissen durch spinabhangige komplexe
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Felder b,,, reprasentiert werden. Dies entspricht der physikalischen Idee der Trennung
von Ladungs- und Spinfreiheitsgraden.

Die Spur iiber den reduzierten Hilbertraum kann ebenfalls exakt durch einen Erwar-
tungswert zwischen kohdrenten Zustinden dargestellt werden:

Spl...] = (O...10)+(T1... I+ 1D
= fbljd¢{d¢1<—¢1,b,1...|¢1,b1) (4.17)

Das Minuszeichen in (—11, b | wird im folgenden durch die Definition Pl = —plyn
beriicksichtigt. Somit sind nur noch Matrixelemente der Form

(tn, bnle~27H | ¥n-1,bn-1) 2u berechnen. Fiir den Hamiltonoperator (4.6) ist dies ex-
akt méglich, in nichttrivialen Fallen (siehe z.B. (2.1)) nur bis zu Termen der Ordnung
Ar. In dieser Ordnung kann exp(—A7H) durch den entsprechenden normalgeordne-
ten Operator : exp(—ATH) : ersetzt werden, der sich von dem urspriinglichen Ope-
rator nur dadurch unterscheidet, daf {ohne Riicksicht auf Vertauschungsrelationen)
alle Erzeuger vor den Vernichtern stehen. Dies hat den Vorteil, daf die Erzeugungs-
operatoren nach links auf die koharenten Zustinde angewendet werden kénnen und

die Vernichtungsoperatoren entsprechend nach rechts.

Damit folgt:
(¢n$bn| : C_be : [d’n—-l, bn—l) =

(¥, balthnot, baor) exp [~ ATH(Xpo = $187,, Xoo = notbona)]  (418)

Die koharenten Zustinde sind nicht orthogonal aufeinander, sondern ergeben einen
Beitrag zum Funktionalintegral:

1 1 .
<¢na bnl"tbn-l; bn—]) = €Xp [Ed’nwl + E‘l’n»l"/’l_l + "z’ld)n-—l Z bunban—l] (419)
Diese Gleichungen fithren zur Funktionalintegraldarstellung fiir die Zustandssumme

Z = [b / DYDY exp [S(, 1, )] (4.20)

mit der von Grassmann-Variablen und komplexen Feldern abhiangigen Wirkung

' N
: S(d” 11[’1’ b) = Z d’:z (d)ﬂ—l (Z b:nban-l) - "bn)

n=1

N
- AT Z H (Xcﬂ) - "l)fb* Xoe — "l’n—lban—l) . (421)

n en?
n=1
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Die Integralsymbole sind jeweils Abkiirzungen fiir Vielfachintegrationen:

[oeiDy = [avhdyndph_jdbni ... dpldn (4.22)

/b - fb,,/b/b (4.23)

Der Term 3, 8},bsn-1 im ersten Teil (dem kinetischen Teil) der Wirkung (4.21)
verdient eine besondere Betrachtung. Er verhindert die im Limes N — oo iibliche

Darstellung als Zeitableitung:

N a )
S (s — ) — f drip! () 5-9(7) (4.24)

n=1
Damit wird klar, da diese Form der Wirkung auf keinen Fall {iber einen Hamilton-
operator mit normalen Fermionen- und Bosonenoperatoren erhalten werden kann.
Die Suche nach einen solchen Ersatz-Hamiltonoperator ist also aussichtslos. Diese
Struktur der Wirkung unterscheidet die Wellersche Methode auch klar von der Slave-
boson-Methode, in der die kinetischen Terme sowohl der Grassmann- als auch der
komplexen Felder als Zeitableitung geschrieben werden kénnen (siehe z.B. [Wel90}).
Dafiir entfallt hier die Delta-Funktion im Integralmafi. Auch haben die b-Felder in der
Wellerschen Theorie keine direkte physikalische Bedeutung (entsprechen also nicht
Erzeugern oder Vernichtern fiir leere Zustédnde). Sie sind im wesentlichen nur dafiir
verantwortlich, die Spin-Multiplizitat des hochstens einfach besetzten Zustands rich-

tig zu zahlen.

Wie spater noch diskutiert wird, bringt der Term ¥, b2, b,r,1 auch gewisse Nachteile

in analytischen und numerischen Auswertungen.
Thermodynamische Green-Funktion

In der Herleitung des Funktionalintegrals fiir die thermodynamische Green-Funktion
: 1
~ G(7) = (Xoo(r) Xo0(0)) = Sp (7" Xop (7) X20(0)] (4.25)
mit
Xoo(r) = eH X 0 ™ (4.26)
ist es zweckmaBig, 7 auf die Werte 7 = (n — 1)%, n = 1... N einzuschrinken, damit

die Exponentialfunktionen nur Vielfache von —Ar H enthalten. Die Zerlegung lautet

dann:

[e“ﬁHXao(T)XoU(O)]z e ATH e ATH X e H e H x V=0 (4.27)

N

(N~n+1) mal (n-1) mal
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Die Einheitsoperatoren miissen vor X,o und nach Xp, eingeschoben werden.
o= (et Iy e e X e AT X (4.28)

Die Operatoren in (4.28) konnen nun wegen (4.16) sofort durch Produkte aus Grass-
mann-Variablen und komplexen Feldern ersetzt werden. Wird die Spur durch

Spl.. ] =/bN/d¢;‘vd¢N(¢N,bN]...| — ¥, by) (4.29)

dargestellt, unterscheidet sich das Funktionalintegral fiir den Zahler der Green-Funk-
tion nur durch den Ausdruck ¢nb,n¢Ib;1 vom Funktionalintegral fir die Zustands-

summe. Es gilt also:

~Glr) = 5 [ [ DEDY Yubontbltsy exp [S(,47,5) (4.30)

Diese Vorgehensweise scheitert jedoch fir 7 = 3. In diesem Fall kdnnen namlich die
beiden Bedingungen fiir das Einschieben der Einheitsoperatoren — die I; miissen
vor X, und nach Xy, eingeschoben werden; zwischen zwei Operatoren exp(—ATH)
steht jeweils ein I; — nicht gleichzeitig erfilllt werden. Dieses Problem wird einfach
dadurch gelost, da die Relation

G(0) +2G(B) = 1 (4.31)

(siehe Anhang A) zur Bestimmung von G(J) herangezogen wird.

Die Form der Funktionalintegrale fiir die Zustandssumme (4.20) und die Green-
Funktion (4.30) impliziert, daB bei deren Berechnung zunachst von einem endlichen
N ausgegangen wird und anschlieBend (falls dies moglich ist) der Limes N — oo
durchgefithrt wird.

Darstellungen fiir die b-Felder

Eine Stiarke der Wellerschen Methode liegt darin, dafl eine Vielzahl verschiedenster
Darstellungen die fiir die b-Felder geforderten Beziehungen (4.14/15) erfillen. Diese
Darstellungen sind zum Teil eher fiir eine numerische Auswertung oder eher fir
analytische Naherungsverfahren geeignet. Nur in Ausnahmefillen (siehe Kap. 4.2 und
4.3) konnen die Gleichungen (4.14/15) ohne eine explizite Darstellung beriicksichtigt

werden.

In [Wel90] wurden vier Darstellungen vorgeschlagen, von denen drei hier genauer

diskutiert werden sollen.
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a) Ising-Darstellung

Fiir numerische Untersuchungen ist es am giinstigsten, das Integral iiber das & Feld
durch eine Summe aus moglichst wenig Konfigurationen von by und b; zu ersetzen.
Die Mindestzahl an Konfigurationen betragt zwei und die in [Wel90] vorgeschlagene
(auch in Kap. 5.2 verwendete) Darstellung lautet:

bi=1 b =+l (4.32)
1

fnz—gj”. (4.33)

b 2,/ oh

Sie enthalt scheinbar eine Unsymmetrie in der Behandlung von Spin T und |. Trotz-
dem dirfen die Ergebnisse fur z.B. die Besetzung in einem Fall ohne Magnetfeld

nicht vom Spin abhédngen. Eine symmetrische Darstellung ist:

oy ) Loy »oi=1
@mg_{mJ):iZQ (4.34)

mit

. (4.35)

2
=1

DN o=

[om

1

b) U(1)-Darstellung

Fiir analytische Untersuchungen insbesondere Sattelpunktnaherungen sind diskrete
Darstellungen nicht geeignet. Die einfachste Integraldarstellung ersetzt die b-Felder
durch eine Phase exp(+ip) und das Symbol f, durch eine Integration {iber den Winkel
-

b=t =¢"¥ (4.36)

/ Ly 4.37)
.= 37
b T J-nf2 v (

In Kap. 4.3 wird diese Ersetzung den Ausgangspunkt fiir den Versuch einer Sattel-
punktndherung bilden.

c¢) Darstellung in der ganzen komplexen Ebene
Sie Jantet

by = b} (4.38)

1 o 2
- —1b1]
fb = 77']~ d Reby d Imby e P11 . (4.39)
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und kann — genau wie die Darstellung zuvor — als Ausgangspunkt fiir Sattel-
punktndherungen dienen. Rechnungen mit dieser Darstellung sind nicht in der vor-
liegenden Arbeit aufgenommen worden.

Bei den letzten beiden Fillen ist zu beachten, dafl jeweils das Integralmaf explizit
angegeben werden kann, und dadurch eine exakte Auswertung z.B. der Zustands-
summe iberhaupt erst moglich ist — im Gegensatz zu Funktionalintegralmethoden,
die nicht auf koharenten Zustdnden beruhen (siehe z.B. [Pop83]).

Erweiterung auf héhere Spinentartungen

Im Falle eines mehr als zweifach entarteten Niveaus inklusive des Doppelbesetzungs-
verbots hat der Hamiltonoperator (4.6) exakt dieselbe Form, aber ¢ umfat nicht
mehr nur die zwei Einstellungen o =7, ]|, sondern ¢ verschiedene Spinzustande
o =1,2,...,y. Der eingeschriankte Hilbertraum A’ hat dann die Dimension v + 1
und die Identitat in H’ lautet:

L, = [0)(0] + [1)(L] + ...+ o) (1 (4.40)

Die kohirenten Zustinde haben dieselbe Form wie in (4.13), nur die von den b-Feldern
zu erfiillenden Gleichungen (4.14/15) missen allgemeiner geschrieben werden:

./b b born = boo o0 =1,...,u (4.41)

1

b 1 (4.42)

Da der Fall v > 2 in dieser Arbeit nicht weiter behandelt wird, wurde auch nicht
der Versuch unternommen, explizite Darstellungen fiir die Gleichungen (4.41/42) zu
entwickeln.

4.2 Anwendung auf das Einzustandsmodell

Nachdem im vorherigen Kapitel die Theorie bis hin zu den Funktionalintegraldar-
stellungen fir die Zustandssumme Z und die thermodynamische Green-Funktion
G(7) ausgearbeitet wurde, sollen diese Groflen fiir das einfache System eines einzel-

nen, zweifach spinentarteten Niveaus mit Doppelbesetzungsverbot berechnet werden

(siehe auch Gl. (4.6)):
H= ZefXa(}X()a (4-43)
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Die analytisch durch z.B. direkte Erwartungswertbildung leicht herzuleitenden Er-

gebunisse lauten:

Z =142 P (4.44)
_G(r) = %e-ﬁf (4.45)

Die Wirkung hat nach (4.21) die Form
N
S00.9,5 = 3 6% (v (i) — )
n=1 4

N
- ATE( Z 'ﬂbld)n—l Z b:nbcm-l

n=1 o
= - Z Ipsznm(b)'ﬂbm (4‘46)
mit
Mum(b) = pm — (1 — ATer) Y 65 nbon-16ncim - (4.47)

Berechnung der Zustandssumme

Nach (4.20) gilt:

z= [ [Ds'Dy exp [—2¢iMnm(b)¢m (4.48)

nm

An dieser Stelle der Auswertung kénnen im Prinzip zwei Wege gewihlt werden.

o Zuerst werden die komplexen Felder unter Verwendung einer speziellen Dar-
stellung ausintegriert. Dieser Weg hat sich jedoch als problematisch erwiesen,
da entweder die Integrale nicht anfgelést werden kénnen oder als Ergebnis Aus-
driicke mit grassmannwertigen Nennern liefern. Dieser Weg soll daher weder
hier, noch 1m weiteren Verlauf der Arbeit verfolgt werden.

¢ Zuerst werden die Grassmann-Felder ausintegriert. Dieser Weg ist auf jeden
Fall der zweckmaifigere, denn zum einen stehen fir Integrale iiber Grassmann-
Felder einfache Formeln zur Verfiigung (siehe Anhang B), zum anderen ist
nach der Integration der rein komplexwertige Ausdruck fiir die numerische
oder analytische Weiterbehandlung wesentlich giinstiger.

Somit folgt fur die Zustandssumme

7= /b det M(b) (449)
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Die Determinante ergibt lediglich das Produkt aus allen Diagonalelementen plus dem
Produkt aus den Nebendiagonalelementen.

N
det M(b) = 1+ (1 = Arer)V TT D 85 bon— (4.50)
n=1 o
Der zweite Term fithrt zwar auf 2V Terme mit jeweils einem Produkt aus 2N b-
Feldern, doch wegen Gl. (4.14/15) verschwinden nur zwei dieser Terme nicht.

Z = /1+1—Aref jZHb on1 (4.51)

g n=1

Beg
142 (1 — —]-Vw) (4.52)

i

Im Limes N — oo ergibt sich das bekannte Ergebnis:

Z =1+ 2P (4.53)

Berechnung der Green-Funktion G(7)
Nach GI. (4.30) gilt:

_GIT\ii[[ s
N W) Y

Y Db 4
LY Yn
Die Grassmann-Felder im Integranden kénnen dadurch beriicksichtigt werden, dafl

G(7) als Ableitung eines Erzeugenden Funktionals nach zusitzlichen Feldern aufge-
faBt wird (siehe Anhang B). Damit ergibt sich:

Die Matrixelemente der inversen Matrix haben die Form:

1 @ n=1
(M71(b))  det M(b) = {(:l_sz)m1 s bt ml (4.56)

redii kit orin liafart shoalich wria bhal dar Zuctandasumime _on—1 T, .
roduktterm liefert — dhnlich wie bei der Zustandssumimne 4 1ETINE; Wegen

MNar D
1CL 1
der Regeln zur Ausintegration der b-Felder bleibt nur ein einziger Term iibrig. Damit

folgt in Ubereinstimmung mit Gl. (4.45)

—G(r) = é—e"”‘ : (4.57)
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Versuch einer Sattelpunktniherung

Die Theorie liefert also in diesem einfachen Fall korrekte Ergebnisse, ohne daf ei-
ne spezielle Darstellung fir die b-Felder gewahlt wurde. Ist es aber moglich, dieses
Resultat innerhalb einer bestimmten Darstellung mit Hilfe der Sattelpunktmetho-
de [Neg88] ndherungsweise zu erhalten? Eine solche Vorgehensweise wire bei der
Behandlung nicht mehr exakt lésbarer Probleme wiinschenswert.

Ausgehend von der Gleichung (4.49/50) fir die Zustandssumme

7 = /'; (l + (1 — ATE{)N ﬁ Zb:nbcrn—l) (458)

n=1 o

soll dieser Weg innerhalb der U(1)-Darstellung der b-Felder verfolgt werden. Mit
(4.36) folgt:

Z 8 bon-1 = 2cos(pn — Yn_1) (4.59)
Zur Durchfithrung der Sattelpunktnédherung muf die Zustandssumme auf die Form
7 = / Dpen() (4.60)
gebracht werden. Dies gelingt mit
N
Seg(®) = In [1 + (1 — Arer)V T1 2 cos(en ~ go,,_l)} (4.61)
n=1

und

/D«b =fr/2 doy ]"/2 dia .._fm dew (4.62)

—mj2 T Jmj2 ¥ -rj2 T
Die Wirkung (4.61) ist noch invariant unter einer Winkelverschiebung ¢!, = ¢, + Ay
fir n = 1,...N. Aufgrund dieser Eigenschaft kann ein Winkel aus dem Funktional-
integral eliminiert werden. Die Transformation

¢ = @ (4.63)
Pn = =1 nFl (4.64)

fihrt auf
7= / DY’ eSen () (4.65)

mit der von ¢] unabhingigen Wirkung

N
Se(®') =In {1 + (1 — Areg)Y (2 cos(h)2 cos(ly) [ 2 cos(e], ~ cp;_l))] (4.66)

n=3
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Diese effektive Wirkung nimmt ihr absolutes Maximum bei

(A

A
Y2 =¥3= 0 (4.67)

an. Dieser ,Sattelpunkt“ hat also selbst keine Bedeutung (siehe im Gegensatz dazu
die Vorgehensweise in [Sch90]). Daher miissen — um ein sinnvolles Ergebnis fiir die
Zustandssumme zu erhalten — Abweichungen vom Extremum beriicksichtigt wer-

den. Dies geschieht in einer Sattelpunktndherung dadurch, da8 die effektive Wirkung

durch ihre Entwicklung bis zweiter Ordnung um dieses Extremum ersetzt wird
1 N 62
! 7 ! 12
Sen(®") ~ Sen(@' = 0) + 3 3 i SOl I VR (4.68)
n=2 Pn =0

wobei die Qualitdt dieser Ersetzung umso héher ist, je stirker die Funktion Seg(®’)

um das Maximum abfélit. Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich im Limes N — o0

0? ,
]}1}};0 [8 ,zSeﬁ(Q) )Lﬂzo— -2 n=2,...,N (4.69)
und damit fiir die Zustandssumme:
1 o/
~ Seft(®'=0) / ' = 4.70
Z N —7r/2 H. —n/2 ( )

Nach einer weiteren Niherung fiir die Integrale folgt:

N-1
Z~ Jim {-ﬁ—%v:r +2(1- %—f)N (\%) } (4.71)

Dieses Ergebnis ist dem exakten (4.52) zwar auf den ersten Blick &hnlich, doch
vollig unbrauchbar, da fiir N — oo der erste Term vollig verschwindet und der zweite

divergiert!

Damit ist leider die Hoffnung zunichte gemacht, dal die soeben beschriebene Sat-
telpunktniherung fiir kompliziertere Systeme qualitative Aussagen machen konnte.
Die Frage, ob eine andere Darstellung der b-Felder sinnvolle Sattelpunktniherungen
ermoglichen kdnnte, ist jedoch offen. Zumindest fiir die Darstellung c) (Gl. (4.38/39))
fithrten Untersuchungen auf ganz ahnliche Probleme.

Interessant ist die Tatsache, dal die Ersetzung

S b bonay — 2VN (4.72)
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in Gleichung (4.51) fir die Zustandssumme genau das richtige Ergebnis liefert. Alle
Versuche, diese Vorgehensweise innerhalb einer Sattelpunktnéherung zu motivieren
scheiterten jedoch (siehe auch [Wel90a]).

Ein weiterer sonst sinnvoller Ausgangspunkt ware es, in der Wirkung eine diskrete
Fouriertransformation beziiglich 7 durchzufithren. Im Fall ohne zusétzliche b-Felder
erleichtert dies die Auswertung, da die Wirkung dadurch diagonalisiert wird und
bei der Determinantenbildung nur die Diagonalelemente miteinander zu multipli-
ziert werden brauchen (siehe auch Kap. 3.3). Mit den zusdtzlichen b-Feldern treten
jedoch nach der Fouriertransformation Produkte aus Feldern mit vier verschiedenen
Frequenzen in der Wirkung auf — die damit verbundenen Schwierigkeiten konnten
nicht gemeistert werden.

Fiir all diese Probleme ist der ungewohnliche kinetische Term in der Wirkung ver-
antwortlich, der auch spiter (siehe Kap. 5.2), ber dem Versuch einer Monte-Carlo-

Berechnung der Green-Funktion, unangenehme Folgen haben wird.

4.3 Anwendung auf ein Zweizustandsmodell

In diesem Kapitel soll ein Zweizustandsmodell untersucht werden, das sich vom
Storstellen- Anderson-Modell nur dadurch unterscheidet, dafi die Storstelle nicht an
ein ganzes Band von Leitungselektronen, sondern an ein einziges Leitungselektronen-
Niveau ankoppelt. Inklusive des Doppelbesetzungsverbots fir das {-Niveau lautet der
Hamiltonoperator:

H = EefXUQXOU+Z£cclc,
g 4

+ 3.V (Xo0¢, + ch Xog ) (4.73)

Die Bedeutung dieses Modells liegt darin, dafl es auf einfache Weise die Bildung eines
unmagnetischen Singulett-Grundzustandes erklért. Abbildung 4.1 zeigt, wie sich das
Niveauschema bei Erhohung der Hybridisierung V' dndert, wenn sich zwei Elektronen
im System befinden. Wihrend fiir V = 0 Singulett- und Triplett-Zustande noch ent-
artet sind, liegt fiir V # 0 der Singulett-Zustand um die Energie 2V?/A (A = e —er,
£e > &¢) unter dem Triplett-Zustand. Ein solcher Singulett-Grundzustand findet sich
auch beim Storstellen-Anderson-Modell. Lediglich der Wert der Energieabsenkung
hat dort eine vollig andere Form. Das Zweizustandsmodell ist exakt l6sbar, weil das

System hochstens vier (bei U = oo hdchstens drei) Elektronen aufnehmen kann. Der
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V=0 V>0

&

Ze. + 2% §=0

2e.

€c + & S=1

Ect &g
6c+5f-'2%2 S=0

Abb. 4.1: Anderung der Energieniveaus des Zweizustandsmodells bei
Einschalten der Hybridisierung. Rechts ist der Spin der Zustdnde ange-
geben. Fiir V > 0 bildet sich ein Singulett-Grundzustand heraus.

Hilbertraum der méglichen Zusténde hat somit die Dimension 2% (bzw. 2%) und die

Bildung der Erwartungswerte mit allen Zustdnden kann leicht analytisch vorgenom-

ZO o 1 (4.75)
S IV A N T Y .
Z, = Aexpl Ber A)J —:-Aexpl Blec+ A}J (4.76)
2V2
Zy = 2exp —5(2€c + ":3_) + 3exp [—B(ec + ¢1)]
2V?

+ exp [“ﬁ(ﬁ:c + & — "'A—):l : (477)

Zy = 2exp|[—p(2ec + &5 (4.78)

Der Einfachheit halber ist das Resultat nur bis zur Ordnung V? angegeben. Der

Index entspricht der Teilchenzahl im System.

Im folgenden soll die Zustandssumme mit Hilfe der in Kap. 4.1 beschriebenen Funk-

tionalintegralmethode berechnet werden. Das Funktionalintegral fiir die Zustands-
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summe lautet:
Z = /b [ 61Dy DIDx exp (58,97, x,x,0)] (4.79)
mit
St X)) = T (et S iabner) 4.

— Arg En: ARV ; b, nban-1

2 Xon [Xenat (1= A7ec) = xor)

- ATV;: (18 wXon1 + Xontbnorbones)  (480)
Die ersten beiden Terme entsprechen der Wirkung des Einzustandsmodells (4.46).

Der dritte und vierte Term enthilt die spinabhingigen Grassmann-Felder v} und
Xon, die anstelle der Operatoren ¢!, und ¢, treten.

Die Ausintegration der Fermionen fiihrt auf die Determinante einer (3N x 3N) Ma-
trix:

I An

Z= /b detM mit M= —A, 1 (4.81)

—Ayo 1

und
(1 - ATE{) Za b:rn-}-] bon '_ATVb?n-]-l _ATVbIn—i-l

Ay = ~ArVbn » 1-Are, 0 (4.82)
—ArVby, 0 1 - A7e.
Die Determinante von M 1aBt sich auf die einer 3 x 3 Matrix zurickfihren.
1
7 = /det(][ + ANAN_1.. Ap) = /bdet (]I+ H An) (4.83)
b n=N

Die Determinante einer solchen Matrix kann entwickelt werden [Zha91]:
det(T+X)=1+5pX +...+detX (4.84)

Fiir eine L x L Matrix enthalt diese Reihe L +1 Terme. Falls X invertierbar ist, 1afit

sich der vorletzte Term schreiben als

(det X)Sp(X'lv) . (4.85)
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Die Entwicklung der Zustandssumme lautet also:

o 1 e TT 4
£ = bl'l'jbopnl—_-]ivﬂn
1 1 -1 1
+ (det I1 An) Sp (H An) + [ det T] A (4.86)
b n=N n=N b n=N

Die vier Terme auf der rechten Seite entsprechen den Zy bis Z3 von Gleichung (4.74)
und werden im folgenden einzeln ausgewertet. Diese Vorgehensweise versagt jedoch
fiir L > 3 und ist insbesondere beim Storstellen- Anderson-Modell, welches unendlich

viele Freiheitsgrade besitzt, prinzipiell nicht durchfithrbar.

Auswertung der einzelnen Beitrage

a)l=20
Zo =fb1 =1 (4.87)
b) I =1
1 1
Zi=[Sp I] An=5Sp [ I Ax (4.88)
b n=N “Yn=N

Die b-Felder kénnen sukzessive ausintegriert werden, da die A, nur b-Felder zu den
Zeiten n und n + 1 enthalten. Die Matrizen A, werden folgendermafien definiert:

A2=/ A4y /13=/ Aa/iz AN:f ANAN-—l (4.89)
by b3 by

A= b An (4.90)

Bei der Auswertung wird ausgenutzt, daB alle A, dieselbe Struktur haben:

oz(n) Ea b;n-{—lbo’l 7(n)b¥n+l ’Y(n)bzrﬂ—l
F¥(n)bn 8(n) 0 (4.91)

i ¥(n )by 0 6(n) |

A, =

Fiir die Koeffizienten gelten folgende Rekursionsformeln:

a(n —1)
( (D)

aln) \ | 1-Arg —ATV
(n) | | —ATV 1-Are,

2
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é(n) \ _ &(n—1)
( 1(n) ) - ( 3= 1) ) (493)

Z; = SpA = 2a(N) + 26(N) (4.94)

1—-Ars. —-ATV
—~ATV 1 - ATeg

Wegen

miissen lediglich a(N) und §(N) berechnet werden. Dies erfolgt durch Diagonalisieren
der Matrizen in (4.92) und (4.93). Im Limes N — oo und in einer Entwicklung bis
V? ergibt sich:

a(N) = exp [4&(&—{)} (4.95)
§(N) = exp [~ﬁ(5c+§)] (4.96)

woraus das in (4.76) angegebene Resultat folgt.
C) l= 2
Zunichst wird Z, umgeschrieben:

Z, = fb ( fI det An) Sp (nf:[I(An)-l) — /bSp (ﬁlx) (4.97)

n=N n=

mit

X, = (det A,)A;! (4.98)
Analog zum Fall I=1 gelingt mit

X, =/ Koot X, (4.99)

bn

auch hier die sukzessive Ausintegration der b-Felder. Das Ergebnis stimmt schlieBlich
mit (4.77) tberein.

dl=3

1 1
Zs = f det T] An = / 1] det A, (4.100)
b b n=N

n=N
Das Ergebnis (4.78) folgt durch Berechnung der Determinante.
Alle Terme stimmen also mit Gleichung (4.75-78) iiberein. Die in Kap. 4.1 entwickelte
Theorie liefert fiir das Zweizustandsmodell die richtige Zustandssumme. Auf eine

- analytische Berechnung der Green-Funktionen wurde hier jedoch verzichtet, da dafiir

der rechnerische Aufwand noch um ein Vielfaches héher ware.
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Einschrankend muff noch erwahnt werden, da — wie bereits beim Einzustandsmo-
dell — keine ndherungsweise Berechnung der Zustandssumme durchgefiihrt werden

l\OI.lLl

4.4 Weitere Anwendungen

Die Wellersche Methode ist im Prinzip anwendbar auf alle Modelle fiir stark korrelier-
o T S et e b o o Zae Ao Dl e oDpDeE § | MY WU, Ry R ol
ie LLeKironen DY dULEILIC, I 1 denen aie Dllllul 5 C JILSA) ppcu)cbeu,uugbvcl DOLS 1ur

Zustande mit der Spinentartung zwei sinnvoll ist. Dazu gehort das Hubbard-Modell,
welches bereits von anderen Arbeitsgruppen mit dieser Methode untersucht wurde.
Diese Ansatze sollen im folgenden kurz beschrieben werden.

Anwendung auf das eindimensionale Hubbard-Modell

-y

rdon dia Znetandeenmme 11n

TATAIQN
LIUa] WUrGaei Gi€ 4LusSiandasSsuiiime una

2
£

sionalen Hubbard-Modells mit /' = oo berechnet. Die Impulsverteilung ist wichtig
fiir die Unterscheidung, ob das betreffende System Fermi-Flissigkeitsverhalten auf-
weist oder nicht. Der zentrale Punkt in [Wel90a] ist die Ersetzung der komplexen
Felder durch einen konstanten Ausdruck:

SO b ., 9UN

Ly VionVion—1
g

~~
w
—
(=]
[y
g

Diese Ndherung dhnelt der Sattelpunktnaherung und liefert z.B. fiir das Einzustands-
modell die richtige Zustandssumme. Es wurde bewiesen, da diese Ersetzung fur das
Hubbard-Modell mit unendlichem U auf einem Ring exakt ist. Dazu 1st notwen-
dig, da sich Trajektorien verschiedener Elektronen auf einem Ring nicht kreuzen
kénnen. Diese Argumentation versagt natiirlich fiir Dimensionen d > 2. AuBerdem
wurde gezeigt, daf§ Trajektorien, die einer Verschiebung aller Elektronen auf dem
Ring entsprechen, keinen Beitrag zum Funktionalintegral liefern.

Durch die Ersetzung (4.101) folgt ein einfach zu handhabendes Funktionalintegral,
das dem eines Modells mit spinlosen Fermionen entspricht. Die resultierende Impuls-
verteilung zeigt ein weiches Verhalten fiir 7 — 0 an der Fermikante, woraus geschlos-
sen werden kann, daB in diesem Grenzfall kein Fermi-Flissigkeitsverhalten vorliegt.
Bei dem Vergleich mit den Ergebnissen von Ogata und Shiba [Oga90] ist jedoch Vor-
sicht geboten. In [Oga90] wurde zuerst T = 0 gesetzt und dann der Limes U/ — oo
durchgefiithrt — in {Wel90a] gerade umgekehrt. Aus diesem Grund erhielten Ogata

und Shiba eine Impulsverteilung, die an der Fermikante einem Potenzgesetz gehorcht,
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also ein Verhalten, das dem einer Fermi-Flussigkeit wesentlich ndher kommt.

Den Autoren gelang es jedoch nicht, die Ersetzung (4.101) durch eine Sattelpunktna-
herung zu motivieren. Dies entspricht den Uberlegungen in Kap. 4.2 . Die Ersetzung
muf also ad hoc eingefiihrt werden ~— eine Vorgehensweise, die beim Storstellen-
Anderson-Modell keine verniinftigen Ergebnisse liefert (siehe Kap 5.5).

Anwendung auf das zweidimensionale Hubbard-Modell

Zhang et al. [Zha91, Zha9la] entwickelten eine Theorie, welche exakt der Wellerschen
Theorie fiir den Spezialfall der Ising-Darstellung der b-Felder entspricht. Damit un-
tersuchten sie das zweidimensionale Hubbard-Modell auf einem L x L Gitter mit
L = (2,4,6). Die Zahl der Zeitschritte betrug bei den numerischen Untersuchungen
N = 20. Aufgrund der endlichen Teilchenzahl im System ist es moglich, dhnlich wie
in Kap. 4.3, die bei Ausintegration der Grassmann-Felder resultierende Determinante

zu schreiben als:

det M = det(1+ [ M) (4.102)

Es muB also nicht die Determinante einer NL x N L Matrix berechnet werden, sondern
nur mehr die einer L x L Matrix. Da eine analytische Auswertung selbst auf einem
2 x 2 Gitter kaum mehr méglich ist, und eine Aufsummation aller Beitrdge auch
numerisch nicht mehr durchfiihrbar ist, wurde zur Auswertung ein Monte-Carlo-
Verfahren gewiahlt. Dieses ist verwandt mit einer von Hirsch [Hir83] entwickelten
Methode, und macht sich die Tatsache zunutze, daff bei einer Veranderung der Kon-
figuration der Hilfsfelder der Ausdruck [1; M; nicht komplett neu berechnet werden
muB, was die Rechenzeit erheblich reduziert. Weit entfernt von der Halbfiillung trat
auch hier das berithmte Minuszeichenprohlem [Suz93] auf, das eine Auswertung bei
tiefen Temperaturen wesentlich erschwert.

Berechnet wurde die Teilchendichte des Systems in Abhéangigkeit vom chemischen
Potential. Dynamische Gré8en wurden nicht berechnet, damit traten auch nicht diein
Kap. 5.3 diskutierten Probleme der analytischen Fortsetzung auf. Die Ergebnisse fiir
das 2x 2 Gitter standen in guter Ubereinstimmung mit durch exakte Diagonalisierung

gewonnenen Resultaten.

Soweit es mir bekannt ist, wurde von den beiden erwihnten Arbeitsgruppen die
Wellersche Methode aufgrund der enormen analytischen und numerischen Probleme

nicht mehr angewendet.
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4.5 Zur Berechnung von G(t)

Zum Abschlufl dieses Kapitels tiber die Funktionalintegraltheorie soll noch kurz dar-
gelegt werden, wie sich die Berechnung einer zeitabhangigen Korrelationsfunktion
von der Berechnung der thermodynamischen Green-Funktion innerhalb des Funktio-

nalintegralformalismus unterscheidet.

Wie in Kap. 5.3 offensichtlich wird, ware die Kenntnis der Funktion
C>(t) =< Xoo(t)X,0 > (4.103)

fiir die Berechnung der Spektralfunktion wesentlich giinstiger. Denn A{w) ergibt sich
aus (4.103) durch eine einfache Fouriertransformation {siehe Anhang A):

— 1 —Bw it twt 1>
Alw) = = (1+7) /_ ~ dte e (1) (4.104)
Der einzige Unterschied zu Kap. 4.1 besteht darin, daB die Exponenten in
C> (1) = %Sp [e=0H X, e X, ] (4.105)

in verschiedene komplexwertige Intervalle unterteilt werden miissen:

Re(7)

ATI AT’Q

Im{r
5 (r)

Abb. 4.2: Die fiir die Berechnung der Korrelationsfunktion (4.103)
benstigte Aufteilung des Weges in der komplexen 7-Ebene.

[ X ] = |gmant ont i antt =2t x| (4106)
Ni mal N3 mal
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) — 1t 1t
mit Am = BN und A = K’; (4.107)
In Abb. 4.2 ist diese Unterteilung graphisch in der komplexen Ebene dargestellt. Die

weitere Auswertung lauft vollig analog zu Kap. 4.1, lediglich die Matrizen M (4) sind

komplexwertig.

Ein gravierendes Problem tritt jedoch bei numerischen Rechnungen auf, in denen
die Summe der Intervalle auf etwa N; + Ny ~ 20 beschrankt ist: Die Korrelations-
funktion kann nur in einem sehr kleinen Zeitintervall berechnet werden. Fiir z.B. das
Einzustandsmodell (4.43) liefert die Fouriertransformation dieser C(f)-Daten dann
fir A(w) eine stark oszillierende Funktion — im Gegensatz zum exakten Ergebnis:
Aw) o é(w — &1).



5 Das Storstellen-Anderson-Modell — Green-
T\

Nachdem die Anwendbarkeit der Wellerschen Theorie auf einfache, analytisch lésbare
Probleme gezeigt wurde, soll nun das in Kap. 2 eingefithrte Storstellen- Anderson-
Modell untersucht werden.

In Kap. 5.1 wird zunachst die Wirkung des U = oo Storstellen-Anderson-Modells
aufgestellt. Aufgrund der einfachen Form des Hybridisierungsterms ist es moglich,
die unendlich vielen Freiheitsgrade der Leitungselektronen auszuintegrieren. Daraus
resultiert eine effektive Wirkung, welche den Ausgangspunkt fiir die im Abschnitt
5.2 beschriebene numerische Untersuchung bildet. Die am einfachsten zu berechnende
dynamische Gréfile — die thermodynamische Green-Funktion — wird mit Hilfe der
Ising-Darstellung fiir die b-Felder ausgewertet. Dadurch wird das Funktionalintegral
in eine Summe iiber alle mdglichen Konfigurationen der b-Felder umgewandelt. Eine
solche Summe bietet im Prinzip die Moglichkeit, Quanten-Monte-Carlo-Verfahren
anzuwenden — dies scheitert jedoch in dem hier betrachteten Fall aus Griinden, die
am Ende von Abschnitt 5.2 erlautert werden.

Die thermodynamische Green-Funktion hat den Nachteil, da von ihr nicht direkt
auf die physikalisch relevante Spektralfunktion geschlossen werden kann. Diese Pro-
blematik wird in Kap. 5.3 eingehend diskutiert. AuBlerdem wird ein Fitverfahren
zur Bestimmung der Spektralfunktion vorgestellt, dessen Aussagefahigkeit allerdings
gewissen Grenzen unterworfen ist.

Die in Kap. 5.2 und 5.3 erhaltenen Green-Funktionen und Spektralfunktionen wer-
den in Kap. 5.4 mit Ergebnissen aus Rechnungen innerhalb einer Non-crossing-
Approximation verglichen. Die nur geringen Abweichungen sind zum Teil auf die
endliche Zahl von Zeitschritten zuriickzufiihren.

AbschlieBend sollen in Kap. 5.5 andere analytische Ansatzpunkte diskutiert werden,

35
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welche jedoch im Fall des Storstellen-Anderson-Modells zu keinen sinnvollen Resul-
taten fithren. Da sie eventuell bei der Untersuchung anderer Modelle von Nutzen sein

kénnten, werden sie dennoch in diese Arbeit aufgenommen.

5.1 Wirkung des U = oo Storstellen-Anderson-Modells

Im folgenden Abschnitt soll eine effektive Wirkung fiir die f-Elektronen im U = oo
Storstellen- Anderson-Modell mit Hilfe der in Kap. 4.1 entwickelten Theorie aufge-
stellt werden. Diese Wirkung Seq enthalt keine Freiheitsgrade der Leitungselektronen
mehr und kann als Ausgangspunkt analytischer und numerischer Rechnungen ver-

wendet werden.

Die Leitungselektronenoperatoren in (2.1) kénnen, da deren Hilbertraum nicht einge-
schrankt ist, nach dem Standardverfahren (siehe Kap. 3.2) durch Grassmann-Felder
x1, und xi, ersetzt werden. Mit Gl. (4.21) folgt fiir die Wirkung des Storstellen-
Anderson-Modells:

S('(/)a ";bt> XaX*)b) = Sf(¢a¢fa b)
+ Z chm ((1 - A“'-‘f"k))(k::r'n—l - Xkcm)

nko
— ATVZ (Iﬁib;nXkon—-l + xlanl(lbn—l ban—l) (51)
nko
mit
Si(,81,8) = Lt (1 = Arerpns & 8nbons — ) (5.2)

Fir die Berechnung der Zustandssumme mu8 iiber alle Felder integriert werden:

z=[ [DwiDy [Dx'Dx exp [S(, 4", x.x',b) (5.3)

Die Integrationen konnen im Prinzip in beliebiger Reihenfolge vorgenommen werden,
es empfiehlt sich jedoch, die komplexen Felder zuletzt auszuintegrieren (siehe Kap
4.2). Da wir an den Eigenschaften der Storstellenzustande interessiert sind, wird im
ersten Schritt mit Hilfe der Formel (siehe Anhang B)

/Dx*Dx exp [— ZXinJ‘XJ‘ +3 (e + Xk")] =
7 ;

o

(det H)exp [Z & (H‘l),-jgj} (5.4)
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die Integration iiber die (unendlich vielen) Freiheitsgrade der Leitungselektronen
durchgefithrt. Die dazu notwendigen Hilfsfelder haben die Form:

gkan = —"ATV'(I)n—lban—l (5.5)
gltan = —Arvvgbl-i-lb;n-}l (56)
Hier ist zu beachten, dal auf den rechten Seiten dieser beiden Gleichungen durch-

aus verschiedene Indizes stehen diirfen, da die ¢ und ¢! voneinander unabhingige

Elemente der Grassmann-Algebra sind.

Fiir die durch

exp [Sea(s,81,0)] = = [ Dx'Dxexp [S ¥ x0x0)]  (5)

definierte effektive Wirkung Seq ergibt sich damit

Seﬁ'('y[)’ "l’ta b) = Sf("/)y "/’17 b) + Z gl‘tan (H_l) ko L,_._,fk'v’n' . (58)
kon,k'o'n! e
Die Matrix H ist diagonal in k und ¢
Hkan,k’o’n’ = Hnn'(k)6kk’6cw' (59)
und ist folgendermaflen besetzt:
i ax
~Qk 1
H’nn’(k) = —-a; 1 (510)
—ar 1
mit
ar = (1 — Arex) (5.11)
Die invertierte Matrix hat die Form
(H-l) kon kl'a'n’ = (H—l)nnl(k)akk‘é"”' (512)
mit
1 -aiv" —ay
1 A 1
-1 _ 2 ,
(H )nn'(k) - 1+ a}kv a.k .ak .1 . * (5'13)
aly ! al a 1
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SchlieBllich lautet das Ergebnis fiir die effektive Wirkung:

. 2
Sem(,',8) = Se(w, 4, b)+(%,‘f) S Bt nosbomos S(H o) (5.14)
k

onm

Dieses Resultat ergibt sich auch, wenn die Grassmann-Felder x zuerst in den Fre-
quenzraum transformiert und dann ausintegriert werden. Eine komplette Darstellung
der effektiven Wirkung im Frequenzraum ist jedoch wegen den in Kap. 4.2 erwahnten

Grinden wenig sinnvoll.

Fiir die weitere Auswertung ist die Bildung der k-Summe iber die Matrixelemen-
te von H™! notwendig. Diese Summe kann jedoch im allgemeinen nicht analytisch

berechnet werden.

Die Wirkung S.g enthilt die Grassmann-Felder 1! und v nur bilinear, so dafl deren

Ausintegration mit der Formel

/ Dyt Dy exp [— Y z/;,tMnmwm] = det M (5.15)
und der Matrix
_ B .
Mon(®) = b~ (1= o61) 2 8nbonr 61t

- (%VK) Zb;nbom Z(H—l)n—l,mid(k) (516)

leicht moglichist. Fiir die Zustandssumme und die thermodynamische Green-Funktion
ergibt sich vollig analog zu Kap. 4.2:

Z = (det H) /b det M(b) (5.17)

(det ) fb bonbly (M“(b))nl det M(b) (5.18)

- Glr) = =

Der die Hybridisierung mit den Leitungselektronen beschreibende, letzte Term in
(5.16) koppelt die ¥/ und ¢ zu allen Zeiten miteinander. Diese Kopplung wird durch
Sor H71 (k) vermittelt, eine GréBe, die dem ungestorten Propagator der Leitungselek-
tronen GY(r) = 3, G%(7) entspricht.
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5.2 Numerische Berechnung von G(7)

Zuerst soll die Summe iiber die Green-Funktionen der Leitungseléktronen unter der
Annahme einer konstanten Zustandsdichte p im Intervall [— D, D] ausgefithrt werden:

D
S am(k) = [dep@Hamle) = p [ de (Hamle)  (519)

k

Die halbe Bandbreite wird auf den Wert D = 3.5 gesetzt und p = 1 gewahlt. Die
Zustandsdichte p(e) konnte an dieser Stelle durch jede andere Form ersetzt werden,
da die Berechnung des Integrals ohnehin nur numerisch mdglich ist.

In Abb. 5.1 ist die Besetzung der Matrix fiir die inverse Temperatur # = 3 und
‘N = 40 graphisch dargestellt. Aufgrund der Periodizitat der thermodynamischen

35 30

Abb. 5.1: Besetzung der Matrix H~!.
Green-Funktion
Gr-p8)=-G(r) fur 0<7<f (5.20)

tritt um die Diagonalelemente ein Vorzeichenwechsel auf. Wegen Gl. (5.20) ist von

vornherein ausgeschlossen, dafl die Matrixelemente mit wachsender Entfernung von
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der Diagonalen stark abfallen. Nur dann wére aber eine Nidherung, in der nur wenige
Nebendiagonalen mitgenommen werden, sinnvoll.

Die Integrationen (5.19) sind alle unabhingig von den b-Feldern und brauchen dem-
nach nur einmal — zu Beginn des Programms — berechnet werden. Die fiir eine
numerische Auswertung der Green-Funktion (5.18) giinstigste Darstellung fir die
b-Felder ist die Ising-Darstellung (4.32/33):

ba=1 by, =1 (5.21)
1
== (5.22)

Es muB also tiber 2V Konfigurationen summiert werden:

A...:ziNZ... (5.23)

{8}

Ahnlich wie in Kap. 4.2 kann wegen der Symmetrie der Wirkung ein & Wert konstant
gesetzt werden, so daB im Programm nur 2V~! Konfigurationen beriicksichtigt wer-
den miissen, welche durch die Integer-Zahlen 7 (i = 0,...(2V~! — 1)) charakterisiert
sind. Die aktuelle Konfiguration wird dann einfach dadurch ermittelt, da die Zahl
i in die entsprechende bindre Darstellung zerlegt wird?.

Fir jede der b-Konfigurationen mufl die Matrix M gemdB GI. (5.16) belegt werden.
Die b-Felder treten nur in der Form

> b bom = by bim + Bl b =111 (5.24)

auf. Dieser Term kann also nur die Werte 0 oder 2 — je nach Konfiguration —

annehmen.

Die Berechnung der fiir (5.17) und (5.18) erforderlichen Determinante bzw. Inversen
von M wird mit Hilfe der NAG-Routinen FO3AAF und FO1AAF durchgefiihrt, welche
fiir reelle Matrizen ohne eine besondere Struktur konzipiert sind.

Nicht unerwahnt bleiben sollen die Auswirkungen, die die scheinbare Unsymmetrie
der gewahlten Ising-Darstellung zur Folge hat. Wihrend fir die Berechnung von
Gy die b-Felder im Integranden immer gleich 1 gesetzt werden kénnen, ergibt dieses
Produkt bei der Berechnung von G|; entweder den Wert +1 oder —1. Es wurde

YAuf die wesentlich elegantere Verwendung eines sogenannten Gray-Codes [Rei77] wird wegen
der minimalen Ersparnis an Rechenzeit verzichtet.
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numerisch gepriift, daB G,, im Fall ohne dufleres Magnetfeld unabhingig vom Spin
ist. Der absolute Wert der Zustandssumme ist nicht von Interesse, daher braucht
det H nicht berechnet zu werden. Diese Grofie entspricht der Zustandssumme des
Leitungselektronensystems und wiirde sogar divergieren, wenn von unendlich vielen

Freiheitsgraden fiir die Leitungselektronen ausgegangen wird.

Das soeben beschriebene Programm ist mit wenigen hundert Zeilen in die Program-
miersprache FORTRAN iibersetzt. Das wesentliche Problem der numerischen Rech-
nung ist jedoch die exponentiell anwachsende Rechenzeit ¢. In Abb. 5.2 ist ¢ fiir die
Berechnung der Green-Funkton G(7) in Abhédngigkeit von der Zahl der Zeitschritte
N angegeben.

100000: ~=T T T T ]
10000 [ .
1000 F -
100 | N
¢ g ]
10 F ]

2

Abb. 5.2: Abhingigkeit der Rechenzeit von der Zahl der Zeitschritte;

L8 Ly~ d -v  YRILL L2 2 a - 3

die Werte folgen sehr gut einem Exponentialgesetz.

Da sich die Zahl der b-Konfigurationen beim Ubergang von N auf N + 1 verdop-
pelt, und auch die NAG-Routinen fiir die etwas groBeren Matrizen mehr CPU-Zeit
verbrauchen, ergibt sich die Relation

t ~ 0.0006s - 2.27V . (5.25)

Ein sinnvoller Wert ist demnach N =20, fiir den das Programm auf einer SUN Sparc-
Station IPX, auf der die Rechnungen dieser Arbeit durchgefiihrt wurden, ca. 8000
Sekunden Rechenzeit bendtigt.
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Die Frage, ob es sich denn nicht lohne, das Programm auf einem Grofirechner (z.B.
einer CRAY) zu starten, kann hier eindeutig verneint werden. Selbst wenn sich die
Rechenzeit damit um einen Faktor 2% bis 2° verringern liefle, wire dies lediglich mit
einer Erhéhung der Zahl der Zeitschritte von z.B. N =20 auf N =23 oder 25 gleich-
bedeutend und wiirde die Genauigkeit der numerischen Ergebnisse nur unwesentlich
erhohen.

Nachdem die Zahl der Zeitschritte in etwa festgelegt ist, folgen bereits Einschrankun-
gen fir die im folgenden verwendeten Parametersitze.

Die Parametersatze

Der Hybridisierungsterm in (5.14) kann exakt nur im Limes §V/N — 0 beriicksich-
tigt werden. Aus 3V/N £ 0.1 und N =~ 20 folgt, daB8 die Temperatur auf Werte der
Hybridisierung (oder dariiber) beschrinkt ist. Existiert nun ein Parametersatz, bei
dem die Hybridisierung im Bereich der Kondo-Temperatur liegt?

Nach GI. (2.8) ist dies fiir folgende Werte im Prinzip méoglich:

Parametersatz 1
=30, V=022, g=-02

Doch befindet sich ein System mit diesen Werten nicht wirklich im Kondo- Regime
des Storstellen-Anderson-Modells, denn dazu miiBte noch die Bedingung V << |ef|
bzw. 1 — ny << 1 erfillt sein. Daher ist es fraglich, ob in der Spektralfunktion fiir
den Parametersatz I die Abrikosov-Suhl-Resonanz auftritt oder nicht.

Durch folgende Werte wird ein System im Regime gemischter Valenzen {Mixed-
valence-Regime) definiert:

Parametersatz II
B =20, V = variabel , & =0.0

Hier liegt die f-Besetzung immer weit unter ny = 1 — eine Abrikosov-Suhl-Resonanz

ist nicht zu erwarten.
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Numerische Resultate

Das Ergebnis der numerischen Berechnung von G(7) fiir den Parametersatz I und
N =120 ist in Abb. 5.3 dargestellt. Welche Informationen kénnen aus dieser Kurve
direkt abgeleitet werden? Nach (A.28/29) gilt fiir die Besetzungszahlen fiir das leere
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X

—G(T) 03 t+ X .
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X x % x x X
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Abb. 5.3: Numerisches Ergebnis fiir die thermodynamische Green-
Funktion (Parametersatz I).

bzw. einfach besetzte f-Niveau:

no = —G(0)=0.282 (5.26)
ne = —G(B)=0.359 (5.27)

Daraus folgt fiir die f-Besetzung ny = ny + n; = 0.718, ein Wert, der aufgrund der
relativ hohen Temperatur weit von ny £ 1 — dem eigentlichen Kondo-Regime —
entfernt .ist.

Welche Anstrengungen erforderlich sind, um aus den G/(7)-Daten die Spektralfunk-
tion zu berechnen, wird in Kap. 5.3 beschrieben. Die negative Steigung der thermo-
dynamischen Green-Funktion fiir 7 — 0 138t wegen (5.34) bereits darauf schlieflen,
daB A(w) auch oberhalb der Fermienergie endlich ist.

Abb. 5.4 zeigt die numerisch berechneten G(7)-Daten fiir den Parametersatz II und
N =20 bei verschiedenen Werten der Hybridisierung. Im Falle V =0 sind die Wahr-
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Abb. 5.4: Numerisches Ergebnis fiir die thermodynamische Green-
Funktion (Parametersatz I ).

scheinlichkeiten fiir den leeren bzw. einfach besetzten Storstellenplatz identisch:

(5.28)

Ng=np=n} =

Qo | =

und die Green-Funktion ist unabhéngig von 7. Die zugehorige Spektralfunktion be-
steht aus einem Peak genau an der Fermienergie. Bei Erhohung der Hybridisierung
sind mehrere Effekte zu beobachten. Die {-Besetzung nimmt mit zunehmender Hybri-
disierung ab (siehe Abb. 5.5). Diese Abnahme ist proportional zu V? — dies wiirde
sich auch aus einer Stérungsrechnung in V ergeben. Gleichzeitig muB natiirlich wegen
no + Y, e = 1 der Wert von G(0) zunehmen. Dieser Effekt 1a8t sich anschaulich
leicht verstehen: je hoher die Hybridisierung, umso mehr wird sich die Wellenfunktion
des lokalisierten Elektrons auf Zustinde des Leitungseléktronensystems ausdehnen.
Diese Delokalisierung ist energetisch giinstiger als der bei V = 0 rein lokalisierte
Zustand — analog einem Elektron in einem Potentialtopf, dessen Grundzustands-
energie sich mit zunehmender Breite des Potentialtopfs absenkt. Folglich nimmt die
f-Besetzung mit wachsender Hybridisierung ab.

Die mit V zunehmende negative Steigung der Green-Funktion bei 7 =0 deutet bereits
auf das im néachsten Abschnitt bestimmte Verhalten der Spektralfunktion hin: ihr
Gewicht verschiebt sich mehr und mehr zu hoheren Energien.
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Abb. 5.5: Abhingigkeit der f-Besetzung von der Hybridisierung

Versuch einer Monte-Carlo-Berechnung von G(7)

LaBt sich das Problem der mit N (Zahl der Zeitschritte) exponentiell anwachsen-
den Rechenzeit bewiltigen? Wenn, dann nur durch'eine Einschrankung in der Zahl
der aufzusummierenden Beitrige. In den letzten Jahren hat sich — insbesondere in
der theoretischen Untersuchung stark korrelierter Elektronensysteme — die Monte-
Carlo-Methode [Von92] als ein nutzhches Werkzeug erwiesen, solche Schwierigkeiten
zu meistern.

Das Prinzip der Monte-Carlo-Methode besteht darin, ein hochdimensionales Integral
(in unserem Fall eine Summe iiber die Konfigurationen der b-Felder) durch eine
Summe mit einer relativ geringen, aber reprasentativen Anzahl von Beitrigen zu
approximieren:

M
1= / Az f(F)P(F) ~ Z £(Z:) (5.29)
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung P(Z) hat die Eigenschaft

/ dicP(F) = 1 (5.30)
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und hat bei der Behandlung von Funktionalintegralen typischerweise die Form?

P(f):%exp[—S(a)] mit 2= [deep[-5@)] . (5.31)

Wie werden aber die Punkte Z; ausgewahlt, an denen die Funktionswerte bestimmt
werden miissen, deren Summe eine Naherung fiir das Integral ergibt? Eine Méglich-
keit besteht in der Anwendung des Metropolis-Algorithmus [Met53), der eine Markov-
Kette {1, T, ...} nach folgenden Regeln erzeugt (Details siche [Neg88]):

e seien n Elemente der Markov-Kette bereits gegeben, so wird zunéachst ein Punkt
7 willkiirlich aus der Menge der prinzipiell méglichen Punkte ausgewihit;

o falls S(3) < S(&,) bildet 7 das (n + 1)-te Glied der Markov-Kette;

e falls S(3) > S(&.) wird der neue Wert nur mit der Wahrscheinlichkeit
exp|S(Z,) ~ S(7)] akzeptiert;

o falls ¥ nicht akzeptiert wird, folgt £,41 = .

Dieses Konzept soll nun zur Berechnung der thermodynamischen Green-Funktion

~G(r) = [ bontiy (M7 (1) P(B) (5.32)
im Falle der Ising-Darstellung fiir die b-Felder angewendet werden. Dabei gilt:
det H
P(s) = <= det M(})  ; /b P(b) =1 (5.33)

Es ergeben sich jedoch fundamentale Probleme, die bislang nicht gel6st werden konn-
ten. In Abb. 5.6 sind die Beitrage zweier b-Konfigurationen logarithmisch dargestellt.
Zum einen fallt auf, daB deren Form nichts mit der Summe aller Konfigurationen (sie-
he Abb. 5.3) gemeinsam hat. Zum anderen verteilen sich die Werte der Beitrage zu
G(r) iiber mehrere Gréfienordnungen — wie kann bei solchen Eigenschaften die Sum-
me aus nur einem Teil der Beitrage dem exakten Ergebnis nahe kommen? Das andere
Problem tritt bei der Bildung der Markov-Kette auf. Ausgehend von einer willkiirlich
gewihlten Konfiguration wird die Markov-Kette ziemlich schnell auf eine der Kon-
figurationen {b;; = +1, i=1,...,N} oder {b;; = -1, i =1,..., N} zulaufen, die
beide extrem stabil gegeniiber kleinen Anderungen sind. Die Wahrscheinlichkeit, daB

?Hier wurde im Gegensatz zu Kap. 4 und 5.1 die iibliche Vorzeichenkonvention der Wirkung im
Exponenten gewahlt.
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Abb. 5.8: Beitrige zweier Konfigurationen zu G(7) (Parametersatz
I). Im Gegensatz zu Abb. 5.3 wurde eine logarithmische Auftragung
gewahlt.

eine Anderung dieser Konfigurationen an einer einzigen Position akzeptiert wird, be-
tragt P = 0.005 (Parametersatz I}. Der Metropolis-Algorithmus ist also auerstande,
den Phasenraum hinreichend gut zu tiberdecken.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma wurde noch nicht gefunden, eventuell konnte erst
eine andere Darstellung fiir die b-Felder diese Schwierigkeiten vermeiden. Somit
bleibt nichts anderes {ibrig, als die G(7)-Daten exakt aufzusummieren und die Ein-
schrinkung in Kauf zu nehmen, da die niedrigste Temperatur auf Werte in der

en 1 | b R LI CONCINNRUN NPT, AU SRS
LUrobenordnung aer riyonriaisierung DESCiirallkKu 1st.

5.3 Berechnung der Spektralfunktion

Da die thermodynamische Green-Funktion G(7) kaum direkte Riickschliisse auf dy-
namische Groflen zulaBt, soll in diesem Abschnitt gezeigt werden, wie aus ihr die be-
reits in Kap. 2 mehrfach diskutierte Spektralfunktion A(w) berechnet werden kann.
In Anhang A wird folgender Zusammenhang bewiesen:

1+ e b (5.34)

—G(7) = /j: dw e™
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Fir eine gegebene positive Spektralfunktion 1a8t sich damit leicht die thermody-
namische Green-Funktion bestimmen, aulerdem werden sofort einige Eigenschaften
von G(7) offensichtlich. Zum Beispiel muB (—G(r)) immer positiv gekriimmt sein,
woraus bereits folgt, da§ diese Grofle — im Gegensatz zur entsprechenden Spektral-
funktion — keine priagnanten Strukturen aufweisen kann (fiir weitere Eigenschaften

siche Anhang A).

LaBt sich nun die Gleichung (5. 34) nach der Spektralfunktion auflésen? Nein, jeden-

Clli, el

falls nicht ohne grofere Anstrengungen. Im Prinzip existiert zwar zu einem gegebenen
G/(1) genau eine Spektralfunktion A(w), doch in der numerischen Auswertung sind

zum einen die berechneten Werte mit kleinen Fehlern beh -..ftet, zum anderen ist die
thermodynamische Green-Funktion nicht fur alle, sondern nur fiir z.B. N = 20 Punk-
te im Intervall [0, 8] bekannt. Wie im folgenden gezeigt w d, folgt aus dieser klemen'
Unsicherheit in G(7) eine sehr groBe Unsicherheit in der Spektralfunkt'on

Fine Moglichkeit, die Integralgleichung (5.34) zu invertieren, besteht darin, von der
diskreten Fouriertransformierten A(tw,) auszugehen (siehe auch Anhang A):

N
Altw,) = AT Y expliwnTn] G(Tm) , Tm =(m —1)AT (5.35)

m=1

Wegen der Periodizitit der Green-Funktion ist die Funktion A(iw,) nur auf diskreten
Punkten in der komplexen Ebene, den Matsubara-Frequenzen

. e LT
wy =(Zn —1)—

B

definiert. Mit einer analytischen Fortsetzung von den endlich vielen Punkten auf der

, n=1,...,N (5.36)

imaginédren Frequenzachse auf die reelle Achse konnte die Spekiralfunktion A{w) also
bestimmt werden.

Doch existiert bislang kein wirklich zuverlassiges Verfahren, diese analytische Fort-
setzung durchzufiihren. Die am haufigsten verwendete Methode ist die Pade-Approxi-
mation [Hey92], in der die Koeffizienten eines rationalen Polynoms an die vorgege-
benen Daten angepafit werden. Dieses Polynom ergibt dann die gesuchte Funktion
auf der reellen Achse. Doch sind die Ergebnisse oft alles andere als eindeutig und es
ist viel Erfahrung notwendig, um diese Approximation sinnvoll anzuwenden.

Das in der aktuellen Literatur [S1190, Gub91, Jar92, Jar93] zur Zeit am haufigsten ver-
wendete Verfahren zur Inversion von Gl. (5.34) ist die Maximum-entropy-Methode.



5.3 Berechnung der Spektralfunktion 69

Eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Methode, ihrer Méglichkeiten und Grenzen
findet sich in {Gub9l] anhand des Beispiels des Stérstellen- Anderson-Modells (zu
den Ergebnissen siehe Kap. 2.3). Die Eingabedaten sind zum einen die numerisch be-
rechneten G(7)-Daten, zum anderen eine sogenannte Modell-Spektralfunktion m(w).
Diese erfiillt mehrere Aufgaben:

e die Definition der Entropie
, ( A 3
S[A,m] = / dw iA(w) ~ m(w) = A(w)ln —=% } , (5.37)

wobei A(w) der gesuchten Spektralfunktion entspricht. Die Losung A(w) soll
die Entropie (5.37) maximieren, unter der Nebenbedingung, gema8 Gl. (5.34)
die gegebenen G(7)-Daten moglichst gut anzufitten;

e sie bietet die Moglichkeit, Vorwissen (iiber z.B. Positivitat, eventuelle Symme-
trien oder asymptotisches Verhalten) bei der Suche nach der richtigen Lésung
auszunutzen.

Hingt aber das Ergebnis von dem gewahlten Modell m(w) ab? Hier kommt eine

Starke der Maximum-entropv-Methode zum Tragen. die es erlaubt. den

BEALLALMTUAVI VP Y TAVATVAATUT Laar AiGQpTily MU TO

resultnerenden A(w) abzuschéitzen. In Abb. 5.7 sind die Ergebnisse fiir zwei verschie-
dene Modell-Spektralfunktionen dargestellt. Ein ungiinstig gewahltes Modell (ein
konstantes m(w); im Bild F DM) fithrt auf eine stark oszillierende Spektralfunktion
mit sehr groBen Fehlerbalken (im Bild QMC-ME). Ein Modell, daB einer Stdrungs-
rechnung [Hor87) entnommen wurde (im Bild L. DM), liefert ein nur mit sehr kleinen
Fehlern behaftetes Resultat (im Bild HZ&QMC-ME). Dieses A(w}) ist im Sinne der
Maximum-entropy-Methode die richtige Spektralfunktion. Die Unabhangigkeit von
m(w) drickt sich dadurch aus, daB bei kleinen Fehlern die Losung fiir die Spektral-
funktion eindeutig ist.

Die Maximum-entropy-Methode ist jedoch nur fiir die Analyse von a priori verrausch-
ten Daten geeignet, wie sie von Quanten-Monte-Carlo-Verfahren automatisch gelie-
fert werden. Sie ist in gewisser Hinsicht in der Lage, die im Rauschen der Daten ent-
haltene Information bei der Konstruktion der richtigen Losung auszunutzen. Daher
kann die Maximum-entropy-Methode auch nicht auf die hier berechneten G(r)-Daten
angewendet werden, deren kleiner Fehler nicht statistischen, sondern (aufgrund des
endlichen ) systematischen Ursprungs ist.
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Abb. 5.7: Mit dem Maximum-entropy-Verfahren [Gub91] berechnete
Spektralfunktion fiir zwei verschiedene Modell-Spektralfunktionen.

Es soll (nach [Jar93a]) sogar Ansitze geben, exakt gewonnene Daten mit einem
statistischen Rauschen zu tiberlagern. Diese Vorgehensweise zielt jedoch nur darauf
ab, die vorhandenen Computer-Programme zu verwenden und ist in keinster Weise
begriindet.

Fit mit ein bzw. zwei Lorentzfunktionen

Nun soll das Verfahren vorgestellt werden, welches in dieser Arbeit zur Inversion
der Gl. (5.34) verwendet wurde. Nach den Ausfithrungen von Kap. 2 ist mit boher

Wahrscheinlichkeit anzunehmen, daB die Spektralfunktion fiir den Parametersatz I
sich als eine Summe (héchstens) zweier Lorentzfunktionen darstellen 1a8t:

0 by g2 by
Alw) = = — 5.38
e O N A A PET Y (5:38)

Eine der beiden Lorentzkurven entspricht dem Peak am {-Niveau, die andere der
Abrikosov-Suhl-Resonanz an der Fermikante. Der dritte Peak bei er + U ist wegen
U — oo ins Unendliche hinausgeschoben. Die Summe der Gewichte ¢ = ¢; + g, ist
durch ¢ = —G(0) — G(B) vorgegeben. Somit hangt A(w) noch von fiinf Parametern

ab: dem Relativgewicht g; — g,, den Breiten by, b; und den Positionen py, p,.

Die gesuchte Spektralfunktion ist nun diejenige, welche die Abweichung Q(G,G)
der nach Gl. (5.34) aus A(w) bestimmten Funktion G(7) von den numerischen Da-
ten G(7) minimiert. Das Maf fiir die Abweichung wird tiblicherweise (z.B. bei den
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Maximum-entropy-Verfahren) als
Q(G,6) x 3 (G(r) = G(m))” (5.39)

definiert. Es hat sich jedoch gezeigt, dafl dieses MaB Lésungen erlaubt, die die Werte
in der Mitte des Intervalls [0, 8] zwar sehr gut reproduzieren, dafiir aber bei 7 = 0
oder 7 = 3 starke Abweichungen ergeben. Aus diesem Grund wird hier als Maf das
Maximum der Betrage der relativen Abweichungen an jedem 7-Wert bevorzugt:

Q(G,G) = max IE(%(G(T,.) ~G(m) (5.40)

Das Fitprogramm zur Bestimmung von A(w) lauft folgendermafien ab:

e der Computer wahlt zufallig innerhalb sinnvoller Intervalle eine Anfangskonfi-
guration {g1 — g2, b1, b2, p1, P2} aus;

e die einzelnen GroBen werden solange variiert, bis die Konfiguration einem lo-
kalem Minimum von Q(G,G) (= Qmin) entspricht;

e diese Konfigurationen und Qmm werden gespeichert und das Verfahren mit

e nach ca. 1000 Durchldufen werden die Konfigurationen mit den besten, d.h.
niedrigsten @, weiter ausgewertet.

Fir den Parametersatz I ergibt sich folgendes Bild (siehe Abb. 5.8 und 5.9). Es

And Ty 1rh o artha dontlirh verachindoanar Qnalitvalfiinlktinnan Adis alla dia 2+
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Daten sehr gut anfitten (Q(G,G) < 0.006). In Abb. 5.8 ist eine Auswahl solcher
Spektralfunktionen (bezeichnet als Fit 1 — 3) dargestellt. Die zugehdrigen G(7) sind
in Abb. 5.9 im Vergleich zu den numerisch berechneten Daten zu sehen.

Offensichtlich ist in allen drei Fallen die Ubereinstimmung mit G(7) so gut, daB es
wenig Sinn macht, nach Spektralfunktionen zu suchen, die die Daten noch besser
anfitten. Schliefllich sind die G(7)-Daten selbst mit einem kleinen Fehler behaftet,
zum einen wegen der endlichen Auflésung des Computers, zum anderen wegen der
Tatsache, dal NV nicht unendlich gesetzt werden kann. Somit ist es nicht moglich,
aus den gegebenen Daten fiir die thermodynamische Green-Funktion mehr als die

grobe Struktur der Spektralfunktion zu extrahieren.
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Abb. 5.8: Drei verschiedene Spektralfunktionen, die alle die berechne-
ten G(7)-Daten sehr gut anfitten.
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Abb. 5.9: Vergleich der G(r)-Werte aus Abb. 5.3 mit den G(7)-Werten,
die aus den Spektralfunktionen der Abb. 5.8 bestimmt wurden.
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Die Spektralfunktionen fiir den Parametersatz H sollten, da sich das {-Niveau genau
an der Fermikante befindet, im wesentlichen aus nur einer Lorentzfunktion bestehen.
VKT o T hm e Al Lt Ot O D YT .t

VYCECIL QCT IClauly RCIIIECIl DESCLZUNE Tif — 4/ J SPI€ICI1 OPII-1IP-I'TOZESSE QE€r L.el-
tungselektronen nur eine geringe Rolle — die Abrikosov-Suhl-Resonanz verschwindet.
Fir das oben beschriebene Fitverfahren reicht also eine einzige Lorentzfunktion als

Eingabe aus:

g b
Alw) = = 5.41
W=t (5.41)
Das Gewicht ist wieder durch g = —~G(0)—G(3) vorbestimmt, weshalb nur mehr zwei

Parameter zu variieren sind. Im Gegensatz zum Fall I sind hier die Ergebnisse mit
den geringsten Abweichungen Q(G, G) unabhingig von den Ausgangsdaten b und p.
In Abb. 5.10 sind die aus den G(7)-Daten der Abb. 5.4 resultierenden Spektralfunk-
tionen dargestellt. Fir V = 0 wiirde sich eine §-Funktion genau an der Fermikante
ergeben. Mit zunehmender Hybridisierung verbreitert sich der Peak und verschiebt
sich zu hoheren Frequenzen. Diese beiden Effekte sind proportional zu V2.
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Abb. 5.10: Die zu den G(7)-Daten aus Abb. 5.4 gehorenden Spektral-
funktionen.

Die Verschiebung der Spektralfunktion kann folgendermafien verstanden werden. Aus
no + 2n, = 1 folgt bei einer Abnahme von n, um én eine Zunahme von no um 2én:

n, = n,-—én (5.42)
ng = mng+ 26n (5.43)
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Gleichzeitig gilt nach (A.20)
ng +n, = /de'(w) =ng+n,+én (5.44)

Wegen
n! = / dw f(w)A' () (5.45)
soll sowohl [ dwA’(w) zunehmen als auch [ dw f(w)A’'(w) abnehmen, was nur méglich

ist, wenn sich die Lorentzfunktion nach rechts verschiebt.

Da die Ubereinstimmung der G(7) mit den G(7) ebenso gut ist wie bei Parametersatz
I, wird auf den Vergleich dieser beiden Kurven hier verzichtet. Zu erwahnen ist
jedoch, daB mit zunehmendem V die Abweichungen immer grofier werden, was darauf
hindeutet, dal die Ndherung einer einzelnen Lorentzfunktion ab ca. V = 0.15 nicht

mehr in dem MaBle gerechtfertigt ist, wie fiir kleinere Hybridisierungen.

Ein Schrankenformalismus
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Abb. 5.11: Obere und untere Schranke fiir die aufintegrierte Spektral-
funktion, die den G(7)-Werten aus Abb. 5.3 entspricht. Im Vergleich
dazu die aufintegrierten Spektralfunktionen aus Abb. 5.8 .

Ein weiterer Ansatzpunkt, die Integralgleichung (5.34) zu invertieren, wird in [Bra92]
beschrieben. Brandt und Urbanek erhalten exakte obere und untere Schranken fiir
die integrierte Spektralfunktion

I(w) = j_ ‘; dw' A(w) (5.46)
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~ bei gegebenen G(7)-Werten. Falls in bestimmten Frequenzbereichen beide Schranken
ibereinstimmen, kann dort direkt auf die gesuchte Spektralfunktion geschlossen wer-
den. Freundlicherweise wurden von M. Urbanek diese Schranken fiir die G(7)-Daten
aus Abb. 5.3 (Parametersatz 1) berechnet.

In Abb. 5.11 sind die Ergebnisse zusammen mit den aufintegrierten Spektralfunktio-
nen von Abb. 5.8 dargestellt. Die erhaltenen Schranken liegen so weit auseinander,
daB keine der drei gezeigten Moglichkeiten ausgeschlossen werden kann. Somit eignet
sich dieser Formalismus leider nicht zur Analyse der hier berechneten G(7)-Daten.

5.4 Vergleich mit NCA-Resultaten

In diesem Abschnitt sollen die gerade berechneten Green-Funktionen und Spektral-
funktionen mit den Ergebnissen der (in einem weiten Parameterbereich sehr zu-
verlassigen) Non-crossing- Approximation (NCA) verglichen werden.

Die NCA-Spektralfunktion fiir den Parametersatz I weist keine Abrikosov-Suhl-Re-
sonanz auf und ist zusammen mit dem Fit 1 von Abb. 5.8 in Abb. 5.12 dargestellt.
Die gefittete Spektralfunktion ist gegeniiber dem NCA-Resultat leicht zu niedrige-
ren Frequenzen hin verschoben. Diese Diskrepanz erklart sich zum Teil aus dem

02

Abb. 5.12: Vergleich der NCA-Spektralfunktion mit Fit 1 aus Abb. 5.8.
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Abb. 5.13: Vergleich der Funktionalintegral- und NCA-Resultate fiir
G(7) (Parametersatz I).
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Abb. 5.14: NCA-Spektralfunktionen fiir Parametersatz H .
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Vergleich der G(7)-Daten aus Abb. 5.3 mit denen gemaf Gl. (5.34) aus der NCA-
Spektralfunktion berechneten Green-Funktion Gnca(7) (siehe Abb. 5.13). Zwar be-
tragt der Unterschied zwischen G(7) und Gnca(7) bei 7 = 0 ca. 4% und bei 7 = §
ca. 2%, es hat sich jedoch gezeigt, daf§ eine Extrapolation der numerisch berechneten
Werte fir N — oo diesen Unterschied in etwa halbiert. Die Frage, ob die Differenz
zwischen G(7) und Gnca(7) fiir N — oo wirklich bestehen bleibt, kann aber nicht
mit Sicherheit beantwortet werden.

sind die NCA-Spektralfunktionen gegeniiber den Spektral-

s N ML LIV AL DY vas

etwas verbreitert (siehe Abb. 5.14). Die daraus resultierende

Fia ersatz
funktionen aus Abb. 5.1
f-Besetzung ergibt fiir die NCA-Resultate einen starkeren Abfall mit zunehmendem

V (siehe Abb. 5.15).

4
2.
9]
33
e
D
L
5
aQ
o
@
L}
o
[+Y
i ad

0.7 T T T T
FI. —¢—
NCA: -%--

0.62 .

0.6 .| | - 1

0 0.05 0.1 0.15 0.2
|4

Abb. 5.15: Vergleich der Abhingigkeit der f-Besetzung von der Hybri-
disierung fiir die Funktionalintegral- und NCA-Resultate.

AbschlieBend ist zu sagen, daB sich im Rahmen der durch die endliche Zahl an
Zeitschritten bedingten Ungenauigkeit, eine gute Ubereinstimmung zwischen den
Funktionalintegral- und NCA-Resultaten ergibt.
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5.5 Weitere Ansatzpunkte

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dafl ein enger Zusammenhang zwischen der
Determinantenformel zur Berechnung der Zustandssumme (5.17) und einer Entwick-
lung der Zustandssumme nach Graphen besteht. Diese Erkenntnis beinhaltet jedoch
nicht die Moglichkeit, bestimmte Graphen aufgrund der Struktur ihrer Selbstenergie
{wie in der NCA) wegzulassen. Lediglich eine globale Naherung fiir die Spingewichte
aller Graphen kann durchgefiihrt werden. Diese Naherung fiihrt beim Stérstellen-
Anderson-Modell aber zu keinen sinnvollen Resultaten.

Betrachtet werden soll die Gleichung
Z = ]b det M(b) (5.47)

zur Berechnung der Zustandssumme des Stdrstellen- Anderson-Modells (det H wurde
der Einfachheit halber weggelassen). Nach der Formel

N
det M(b) = E(—-I)P H M(b),‘p(,’) (548)
P =1
(P(1) ist eine Permutation der Zahlen : = 1,..., N ) entspricht die Determinante

einer Summe von V! Termen, wobei jeder einzelne Term — wie im folgenden gezeigt
wird — als Graph interpretiert werden kann.

Nach (5.16) sind alle M(b);; proportional dem Term ¥, b},;b,; mit Ausnahme der
Diagonalelemente, die eine zusitzliche 1 enthalten. Uberraschenderweise konnen die

b-Integrationen in
N
z=3(-1F f T M()ipg (5.49)
P bi=1

sehr einfach ausgefiihrt werden. Fiir jeden Zyklus der Permutation mit einer Lange
> 1 (d.h. mit Ausnahme der Fixpunkte) ergeben sie einen Faktor 2, so daB folgende
modifizierte Determinantenformel folgt

" |
Z =Y (-1)F2®O ] Mip) (5.50)
P =1

(s(P): Zyklenanzahl minus Zahl der Fixpunkte der Permutation). M;; wird aus
M(b);; dadurch erhalten, daBl die ", b2.b,; in den Nichtdiagonalelementen gleich

1 und in den Diagonalelementen gleich 2 gesetzt werden. Trotz der Ahnlichkeit von
Gl. (5.50) mit der normalen Determinantenformel (5.48) ist dieser Ausdruck weder
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analytisch noch numerisch einfach zu behandeln. Vor allem das weitaus drastischere
Ansteigen von N! gegeniiber 2V 1aBt es wenig sinnvoll erscheinen, zur Berechnung der
Zustandssumme die Gl. (5.50) dem in Kap. 5.2 beschriebenen Verfahren vorzuziehen.
Die Interpretation der Summanden in (5.49) bzw. (5.50) als Graphen soll an Beispie-
len bis zur Ordnung V'® veranschaulicht werden.

In der Ordnung V° gibt es nur zwei mogliche Graphen: das Produkt der Einsen in
der Diagonalen (s(P) = 0) und das Produkt der (1 — Areg)-Terme in der Neben-
diagonalen (s{P) = 1). Deren Beitrage sind identisch mit der Zustandssumme des
Einzustandsmodells (4.44).

Ein Beitrag der Ordnung V2 ist in Abb. 5.16 seinem entsprechenden Graphen ge-
geniibergestellt. Die Einsen deuten die Diagonalelemente an, von denen die fett

Abb. 5.16: Beitrag der Ordnung V? als Produkt der Matrixelemente
von M(b) (s(P) = 1) und als Graph.

gedruckten (die Fixpunkte) dem unbesetzten Propagator entsprechen; dieser ist im
Graph als gestrichelte Linie dargestellt. Die Elemente in der Nebendiagonalen ent-
sprechen dem besetzten Propagator — der mit f bezeichneten, durchgezogenen Linie
im Graphen. Das eine, vom Hybridisierungsterm stammende Matrixelement kann als
Leitungselektronenpropagator aufgefafit werden. Der komplette Zyklus der Permu-

tation ist in der Matrix als durchgezogene Linie veranschaulicht.

Die Abbildungen 5.17 und 5.18 zeigen zwei Beitrige der Ordnung V* mit s(P) =1
bzw. s(P) = 2.
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Abb. 5.17: Beitrag der Ordnung V* als Produkt der Matrixelemente
von M(b) (s(P) = 1) und als Graph.

Abb. 5.18: Beitrag der Ordnung V* als Produkt der Matrixelemente
von M(b) (s(P) = 2) und als Graph.
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In Abb. 5.19 ist schlieBlich ein Beitrag der Ordnung V® mit s(P) = 1 dargestellt.
Dieser kreuzende Graph wiirde in einer Non-crossing-Approximation weggelassen

Abb. 5.19: Beitrag der Ordnung V® als Produkt der Matrixelemente
von M(b) (s(P) = 1) und als Graph.

werden. Es ist jedoch nicht méglich, einen solchen Beitrag aufgrund der Struktur
seiner Selbstenergie in Gl. (5.50) zu vernachlassigen. Welche Naherung ist aber iiber-
haupt durchfithrbar?

In Kap. 4.2 und 4.4. wurde bereits auf die Tatsache aufmerksam gemacht, da die

Ersetzung

32 by ibas = o/ ~ (14 1—%‘5) (5.51)

(dort mit @ = 2) in der Matrix M in manchen Fillen die korrekte Berechnung der

Zustandssumme erlaubt.

Diese Naherung hat folgende Bedeutung: jeder Beitrag erhélt denselben Faktor «, oh-
ne Riicksicht auf die wirkliche Zah! der Zyklen der Permutation, die den Faktor 2(F)
ergeben wiirde. Inwieweit ist diese Naherung fiir das Stérstellen-Anderson-Modell

sinnvoll?

Nach (5.14) folgt fiir die Wirkung mit der Ersetzung (5.51):
Ina
Sw.h) = Sul((1- arter = T ba )

¥ (BV) 3 hsstimes T () (5.52)
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Diese Wirkung entspricht dem urspringlichen Modell, jedoch ohne Coulombwechsel-
wirkung und mit einem um h-% verschobenen f-Niveau, wihrend die Hybridisierung
(fir N — oo) unverandert bleibt — im Gegensatz zum Ergebnis einer Mean-field-
Theorie, die das f-Niveau an die Fermikante riickt sowie eine drastische Reduzierung

der Hybridisierung ergibt.

Die vorgestellte Naherung ist also fiir das Storstellen-Anderson-Modell zum einen
unbegrindet und liefert zum anderen keine verniinftigen Resultate. Doch wie das in
Kap. 4.4 zitierte Beispiel zeigt, ist es nicht ausgeschlossen, dafl dieser Ansatz bei der
Behandlung anderer Systeme zu Erfolgen fithren kdnnte.
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In Kap. 2 wurde bereits beschrieben, wie das magnetische Moment des lokalisierten
Zustands aufgrund der Wechselwirkung mit den Leitungselektronen fiir 7 — 0 ver-
schwindet. Im folgenden soll das effektive magnetische Moment pu.g(7) untersucht
werden, das liber das Curie-Gesetz mit der magnetischen Suszeptibilitit x,(7T") zu-

sammenhéngt:

Xm(T) = Zg—;peﬂ(T) (6.1)

Dabei wurde vorausgesetzt, da das reale magnetische Moment des Elektrons im
Storstellenniveau konstant an das duflere Magnetfeld ankoppelt:

Hp = ~gusB (111 - 117 (6.2)

Die statische magnetische Suszeptibilitat ist definiert als die Antwort der Magneti-
sierung m = (ny — n}) auf das duBere Magnetfeld im Limes B — 0:

aml

B 6BIB..-=0

—
(2]
(%)

N

)
AR LY

Im Kap. 6.1 wird gezeigt, wie die in Kap. 4 und 5 entwickelte Theorie modifi-
ziert werden muf}, um die Besetzungszahlen n; und n| in Anwesenheit des zusatzli-
chen Magnetfelds zu berechnen. Ergebnisse fiir das effektive magnetische Moment in
Abhéangigkeit der Temperatur und der Hybridisierung werden in Kap. 6.2 vorgestellt.

Die Grofle xm konnte auch Gber die Gleichung

8
Xm = ng/o dr < m[rjm > —fgup < m >? (6.4)

aus der Korrelationsfunktion < m[rjm > berechnet werden. Diese Vorgehensweise

wiirde jedoch einen erheblich hoheren Rechenaufwand bedeuten.

83
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6.1 Funktionalintegral mit zusatzlichem Magnetfeld

Das zusatzliche Magnetfeld &ndert in der Wirkung (5.14) nicht den Hybridisierungs-

term, sondern nur den reinen f-Anteil:

‘S}B("l)v 1/)1’6) = Z w-};d)n—l [(1 - AT(&'{ -gﬂBB))b?ann-l

+ (1= Ar(er + gus B)) b bina] = 3l (6.5)
In der durch
SE(, 0, b) = — Y pIME ¢m (6.6)

definierten Matrix M® tritt nur in der Nebendiagonalen eine Anderung auf:
ME(b) = —[(1—A7(ee~ gunB))bj,bras + (1 — AT(es + g B))bjbins ]| 6nm1im

+ 5nm_ (%) Zb;nbamE(H—l)n—l.m+l(k) (67)
4 k

In der Ising-Darstellung fiir die b-Felder kann der erste Term nur die Werte
2(1 — Arer) oder 2ATgup B annehmen.

6.2 Numerische Ergebnisse

Die in Kap. 6.1 beschriebenen Modifikationen erlauben die Berechnung der spin-
abhéangigen Green-Funktionen

- Go(1) = %Sp [e”ﬁHXOU(T)XC,g(O)} . (6.8)

Auch hier sind die Besetzungszahlen n, = —G,(8) nicht direkt zuganglich. Die
Berechnung iiber G,(0) (siehe Gl. (4.31)) scheidet ebenfalls aus, da lediglich die
Gleichung

— G, (0) = Y Gur(B) = 1 (6.9)

erfiillt ist. Deshalb werden die ny und n; durch Extrapolation der numerisch berech-
neten G(7)-Werte gewonnen. In Abb. 6.1 sind die Ergebnisse fiir die Magnetisierung
in Abhangigkeit vom angelegten Magnetfeld dargestellt (Parametersatz I, N = 16).
Fir hohe B-Werte tritt eine Sittigung der Magnetisierung ein. Fir kleine B-Werte
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Abb. 6.1: Magnetisierung in Abhéngigkeit vom angelegten Magnetfeld
fiir den Parametersatz I.

ist der Zusammenhang m(B) linear, so dafl zur Bestimmung der magnetischen Sus-
zeptibilitit dm /0B durch m/B ersetzt werden kann. Abb. 6.2 zeigt die Tempera-
turabhingigkeit der magnetischen Suszeptibilitat. Diese Kurve ahnelt sehr einem
Curie-Verhalten. Fir eine genauere Analyse ist jedoch die Berechnung des effektiven
magnetischen Moments notwendig. In Abb. 6.3 ist p.q(7") fiir verschiedene Werte der
Hybridisierung dargestellt. Das exakte Resultat fir V =0

2

V=0
T)= ————
Hest ( ) 2+6-ﬁ“

(6.10)

ist mit der durchgezogenen Linie dargestellt. In diesem Fall sind die beiden Gréflen
f-Besetzung und effektives magnetisches Moment identisch. Fiir endliche Hybridi-
sierungen (V' 2 0.1) sinkt peq(7) mit abnehmender Temperatur. Dieser Effekt ist
jedoch nicht mit einer Abnahme der {-Besetzung korreliert, im Gegenteil, ny nimmt
mit abnehmender Temperatur auch bei endlichen Hybridisierungen zu. Das effektive

magnetische Moment wird also durch die Leitungselektronen abgeschirmt.

Leider ist auch hier die Auswertung nicht fiir beliebig kleine Temperaturen méglich.
Das experimentelle Resultat des Verschwindens von p.g(7 =0) (siehe Abb. 2.3) kann

nicht iiberpriift werden.
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Abb. 6.2: Temperaturabhingigkeit der magnetischen Suszeptibilitit

(Parametersatz I).
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Abb. 6.3: Das effektive magnetische Moment in Abh&ngigkeit der Tem-

peratur fiir verschiedene Werte der Hybridisierung (ef = —0.2).



7 Renormierungsgruppentheorie fiir das Storstel-

In den Arbeiten von Wilson {Wil75] und Krishna-murthy et al. [Kri80] wurden stati-
sche Eigenschaften des Storstellen-Anderson-Modells wie die Temperaturabhédngig-
keit der magnetischen Suszeptibilitit mit Hilfe der Renormierungsgruppentheorie
ausgewertet. Die Berechnung dynamischer GréBen wurde zum ersten Mal durch Fro-
ta und Oliveira [Fro86] und Sakai et al. [Sak89] beschrieben. Von Costi und Hew-
son [Cos92, Cos93, Cos93a] wurden auBer der Spektralfunktion auch die Transport-
groflen elektrischer Widerstand, Thermokraft, thermische Leitfahigkeit und der Hall-
Koeffizient bestimmt.

Dieses Kapitel beinhaltet einen von diesen Arbeiten unabhangigen Ansatz zur Be-
rechnung der Spektralfunktion fir 7' = 0. Die Erweiterung auf endliche Temperatu-
ren wird Gegenstand zukiinftiger Rechnungen sein.

Die Motivation fiir die im folgenden beschriebenen Untersuchungen sind Arbeiten zu
Gittermodellen der Dimension d = oo, deren Eigenschaft, eine rein lokale Selbstener-
gie aufzuweisen, die Abbildung des Modells auf ein effektives Storstellen-Anderson-
Modell erlaubt. ,Effektiv¢ bedeutet hier, daf§ die Ankopplung der Storstelle an die
Leitungselektronen durch eine selbstkonsistent zu bestimmende, energieabhingige
Hybridisierung erfolgt, welche einer nichtkonstanten Zustandsdichte der Leitungs-

elektronen dquivalent ist.

Das Ziel von Kap. 7.1 ist es, die in [Kri80] beschriebene Renormierungsgruppen-
theorie auf den Fall einer solchen nichtkonstanten Zustandsdichte zu erweitern. Die
resultierenden Eigenzustinde und Eigenfunktionen lassen dann auf die Spektralfunk-
tion schlieflen. Da jedoch die notwendige Diskretisierung des Leitungsbandes auch
ein diskretes Spektrum zur Folge hat, wird in Kap. 7.2 ein Verfahren vorgestellt, wie

daraus die kontinuierliche Spektralfunktion erhalten werden kann.

87



88 7 Renormierungsgruppentheorie fiir das Storstellen-Anderson-Modell

7.1 Die Theorie

In der Renormierungsgruppentheorie wird (im Gegensatz zur Funktibnalintegralme—
thode) versucht, die Schrédingergleichung fiir das Storstellen-Anderson-Modell zu
lésen, d.h. dessen Eigenzustande und Eigenenergien zu bestimmen. Das in Kap. 2.2
fir endliche U eingefiihrte Modell lautet:

H = ZE[filaf~la+Uf~1~1Tf'1Tf11if_ll

+ Z 5kc;{cacka + Z V (filorc’w + Clgf—la) (71)
ko ko

Der dritte Term entspricht einem Leitungsband mit der Zustandsdichte p(e). Aus
Griinden, die spéter ersichtlich werden, erhalten die Erzeugungs- und Vernichtungs-

operatoren des Storstellenelektrons den zusatzlichen Index ,—1%.

Fiir die Anwendung der Renormierungsgruppentheorie ist eine kontinuierliche Dar-

stellung der Leitungselektronen giinstiger:

H = S efliofoe + UM fon i fo
’ 1 1
+ 24[—1 dgg(g.)aloaﬂ? +Z[1 d6 h(é)(f—tlaasa +a;raf-la) (72)

Alle Energien sind hier in Einheiten von D (der halben Bandbreite) definiert. Wie
in Anhang D mit Hilfe der Funktionalintegralformulierungen fiivr H' und H gezeigt
wird, sind die beiden Hamiltonoperatoren in dem Sinne dquivalent, daB das Leitungs-
elektronensystem auf die gleiche Weise die Eigenschaften des Stérstellenniveaus be-
einfluBt. Es gibt eine Vielzahl von Méglichkeiten fiir die Wahl der Funktionen g¢(¢)
und h{c). Die fiir den Leitungselektronenterm giinstigste Wahl g{¢) = ¢ fiihrt auf
eine energieabhingige Kopplung h(e) = V\/;@ Dieser Ansatz wird im weiteren
beschrieben. Ein konstantes A(e) = h ergibt ein g(¢), das der Umkehrfunktion von
J£, de’p(€’) proportional ist.

Logarithmische Diskretisierung des Leitungsbandes

Der Haﬂmiltonopera‘cor (7.2) beschreibt ein System mit einer (unendlich) groBen Zahl
von Energieskalen. Fir die Eigenschaften des Storstellenelektrons sind alle diese
Energieskalen relevant, denn das {-Elektron koppelt sowohl an Leitungselektronen-
zustande mit ¢ £ 1 als auch an solche knapp oberhalb der Fermienergie. Der erste
Schritt zur Losung dieses Problems besteht in der logarithmischen Diskretisierung
des Leitungsbandes (siehe Abb. 7.1). Der Parameter A > 1 definiert eine Folge
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Abb. 7.1: Logarithmische Diskretisierung des Leitungsbandes.

von Intervallen [A~("*1) A="[ bzw. [-A™", —A~("*1)[ und wird in den numerischen
Rechnungen (siehe Kap. 7.2) im Bereich 2.5 < A < 3.5 gewéhlt. Eine allgemeinere
Diskretisierung wurde von Frota und Oliveira [Fro86] vorgeschlagen. Alle Stiitzpunk-
te (bis auf die 1) werden mit dem Faktor A~% (z € [—0.5,0.5]) multipliziert, woraus
die Intervalle [Tn41, Zn[ baw. [~2,, =4[ mit

I's
1 :n=20
Ty = { A—(n+z) n Z 1 (73)
und der Breite
1— —{1+2) . —
d, = A n=0 (7.4)
A~ (1 - A1) 2 n>1

resultieren.

Innerhalb dieser Intervalle wird jeweils ein vollstindiges Orthonormalsystem von
Funktionen

vinle) =1 (75)

%eif“’"”‘ fir z,41 < e < z,
0 auBerhalb dieses Intervalls

definiert. Dabei ist p € Z und w, = 27/d, die Grundfrequenz des Intervalls. Die

Operatoren a., und a!, kénnen nach dieser Basis entwickelt werden:

Ger = [a"?"’ ¢Ip(5) + bnw‘/’;p(f)] , (7.6)
Unpy = /_ 11 de[Ui () aes + bupo = [_ 11 de Y7, (€)] s (7.7)

byps und bt erfiillen die

Die dadurch definierten diskreten Operatoren @yp,, al oo

npo?
Standard-Fermionenvertauschungsbeziehungen. Der Hamiltonoperator (7.2) kann nun

durch diese diskreten Operatoren dargestellt werden.
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Der freie Leitungselektronenterm erhalt die Form

Z/ de Saegaeo’ = 1 1 +A” 1)27’71( @ pgGnpe — b;rlpabnl’”)

npo
1 - A P (.t + 2ri(p’ — p) .
2 2 ateane = Bpobue) exp e s
mit
14+ A0+ 1 — A-0+2) (1.9)
= ——— t = —-—— .
=TT A 0 BT T TR
und
M = fn = A—(TH-Z) fur n 2 1 . (710)

Der Hybridisierungsterm transformiert sich folgendermaflen:

Zl/‘_ll de p(e)v(filoasa + an-f-la) = (%)l/zz (fgaf—“la + fila-fﬂo’) (711)
Dabei gilt
\/— >_ 1 oo + 717 baos] (7.12)

(zur Definition von & und 4= sieche Anhang D). Der Hybridisierungsterm kann also
als Kopplung an einen einzigen fermionischen Freiheitsgrad aufgefafit werden. Jedoch
gilt GL (7.11) nur in der Naherung eines konstanten p(c) innerhalb der einzelnen In-
tervalle (siche Abb. 7.2). Je glatter die Funktion p(e), umso besser ist natiirlich
diese Naherung. AuBlerdem ist anzunehmen, dafl die genauen Details der Zustands-
dichte weit weg von der Fermienergie nur einen geringen Einflul auf das Verhalten
der Storstelle ausiiben, wahrend die Strukturen nahe der Fermienergie wegen der
logarithmischen Diskretisierung ohnehin sehr gut erfafit werden. Diese Naherung hat
auch zur Folge, da die p # 0-Operatoren nur {iber den zweiten Term in (7.8) mit
den p=0-Operatoren wechselwirken. Diese Kopplung ist zum einen proportional zu
(1~ A~1), verschwindet also im Grenzfall A — 1, zum anderen hat sich nach [Wil75]
gezeigt, daB selbst bei A = 3 die storungstheoretische Mitnahme der p# 0 Beitrige
die Ergebnisse kaum beeinflufit. In guter Naherung konnen also die p#0-Terme in
(7.11) und der zweite Term in (7.8) vernachldssigt werden. Der resultierende Hamil-

tonoperator lautet

H

Z eifliofote + US L fori S f

+ ;1+A Enn( ! pno = bl bn )

an=0

(&)" 5 (fhofte+ Faafor) (7.13)

+
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Abb. 7.2: Niherung der Zustandsdichte der Leitungselektronen durch
eine Funktion mit konstanten Werten in den Intervallen der logarithmi-
schen Diskretisierung.

und ist — wie im folgenden gezeigt wird — dem Hamiltonoperator einer halbunend-
lichen Kette dquivalent, in der Hopping nur zwischen nachsten Nachbarn erlaubt ist.
Der Index p = 0 der Operatoren a,o, und b,g, wird der einfacheren Schreibweise

wegen weggelassen.

Abbildung auf eine halbunendliche Kette

Der letzte Term in (7.13) entspricht schon der Kopplung des (—1)-ten Glieds der Ket-
te (der Storstelle) an das 0-te Glied. Der freie Elektronenterm soll folgende Gestalt

annehmen:

1+ A7) Y (0 otne = bobue) = 3 en(Flfasio + flarnfor)  (T.14)

an=0 oen=0

lOif——-ﬂ

Die Operatoren a,, und b,, hingen mit den f,, liber eine orthogonale Transforma-

tion zusammen:

= Z Umnfme bne = Z Ummn frmo (715)
m=0 m=0
fro =3 [Unm@mo + Vnmbme]  m=0,1,2,.. (7.16)
m=0

In Anhang D wird gezeigt, wie die Koeffizienten u,,, und v,., sowie die Kopplungen

£, zwischen den n-ten und (n+1)-ten Gliedern der Kette bestimmt werden kénnen.

Die Parameter des Storstellen-Anderson-Modells in der Darstellung als halbunend-

liche Kette (siehe Abb. 7.3) sind somit festgelegt und der Hamiltonoperator lautet
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(mit e_y = /&o/7):

H = Zé‘ffilaan+Ufil1f—l1‘fi11f—ll

+ Z En (frtofn+la + fr]:«blofna) (717)
on=-—1
€.1 Eo &1 €o
@~ — @ - ® o ®
-1 0 1 2 3

Abb. 7.3: Darstellung des Hamiltonoperators (7.17) als halbunendliche
Kette mit Kopplungen nur zwischen benachbarten Gliedern.

In der Literatur wird der Operator H iiblicherweise anhand eines Schalenmodells
veranschaulicht (sieche Abb. 7.4), wobei jeweils benachbarte Schalen miteinander kop-

peln und die Storstelle sich im Zentrum befindet. In der numerischen Auswertung

Storstelle

erste Schale

'I zweite Schale

Abb. 7.4: Darstellung des Hamiltonoperators (7.17) als Schalenmodell.
Die Wellenlinien deuten die Kopplungen zwischen jeweils benachbarten

Schalen an.

kénnen natirlich nur endlich viele Glieder der Kette (bzw. Schalen) berticksichtigt
werden. Entscheidend fir den Erfolg der Renormierungsgruppentheorie ist die Tatsa-
che, daf die Kopplungen mit zunehmendem Abstand von der Storstelle exponentiell
abfallen. Diese Eigenschaft erméglicht es erst, in guter Naherung die im folgenden

beschriebene Iteration nach einer endlichen Anzahl von Schritten abzubrechen.
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Losung durch iterative Diagonalisierung

Die Gl (7.17) 1aBt sich auch als Folge von Hamiltonoperatoren Hy darstellen, die
im Limes N — oo gegen H konvergiert:

H = Jim (14 A™)A--02 (7.18)
mit
Hy = AWN-DP2 [E;éffilaf-m+0f311f—11f1uf—u
+ él En(fl, farro + flmfm)] (7.19)
(en = 2(1 4+ A")en, &5 = 21+ A™V)é, U = (1 + A™1)U). Hy beschreibt also eine

Kette von N + 2 Gliedern. H_, entspricht dem Hamiltonoperator der Storstelle ohne

Kopplung:
1 . ~
H_l = K [fofllaf—la + Ufilff—leillf—ll] (7'20)

Wesentlich fiir die iterative Diagonalisierung ist der Zusammenhang zwischen zwei

aufeinanderfolgenden Hamiltonoperatoren:
Hyi = VAHy + AN Y en (o e + fliyiofe) (7.21)

Wie in Anhang D gezeigt wird, kann durch die Hinzunahme der Kopplung an das
jewells nachste Glied der Kette der Hamiltonoperator Hxy,, diagonalisiert werden.
Dazu ist lediglich die Kenntnis der Eigenenergien und Eigenzustinde zu Hy sowie
der Matrixelemente < Ql 1“\t |1 > nntwpnrhq

Da die Hy mit der Gesamtteilchenzahl Z, dem Gesamtspin S und dessen z-Kompo-
nente S, vertauschen, ist eine Klassifizierung der Eigenzustinde nach den Quanten-
zahlen Q,S und S, zweckmaiBig. Analog zu [Kri80] wird auch hier statt der Gesamt-
teilchenzahl Z, die Differenz der Teilchenzahl zur Halbfilllung Q = Z — (N + 2)

verwendet.

Die Eigenzustinde zu H_, haben in der Darstellung {@, S, S, >n die Form

-1,0,0)_, = [0)
0,1/2,6) y = f1,,10) (7.22)
|17070>_1 = finf.tl;'o)
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mit den von S, unabhingigen Eigenenergien Ex(Q,S)

E_l(—"l,O) = 0
1

E_1(0.1/2) = KE[ (7.23)
E_1(1,0) = K(Qéf +0)
Nach dem (N +41)-ten Iterationsschritt sei nun die Schrodingergleichung
Hy |0, 5520 = Ex(Q.5,1)1Q.5, S2y7)y (7.24)

gelost. Die Quantenzahl r zahlt die Zustinde im Unterraum (@, S, S.). Wie in An-
hang D beschrieben wird, 148t sich eine Basis fiir den Hilbertraum Hx 4, konstruieren,
die aus Eigenzustinden zu Q, S und S, besteht. Um Hy,, zu diagonalisieren, miissen

die Matrixelemente

H(T‘i,r"j) = N+1 (Q S z3 72!HA+1 ,Q S Sz’r 3>N+1 (725)

in dieser neuen Basis berechnet werden. Es zeigt sich, dal dazu die Kenntnis der
Eigenenergien En(Q,S,r) und der reduzierten Matrixelemente

N < Q,5,7|fL1Q, S, 7 >n ausreichend ist. Die Diagonalisierung liefert die Eigen-
energien Ex. (Q,S,r) und orthogonale Matrizen, aus denen die fiir den néchsten

Iterationsschritt notwendigen Matrixelemente berechnet werden konnen.

7.2 Berechnung der Spektralfunktion
In jedem Schritt der Iteration 1dBt sich mit der Gleichung
An(w) = A (w) + Ay (w) (7.26)
ARj(w) = Z{ < 1ftla|g) ‘ §(w — (Ean — E4n)) (7.27)

25, + 1 +l
E { <g’fflo

Ax(w)

5T +1 @), 1 §w— (Ejn — Ean))  (7.28)
die f-Spektralfunktion fiir die Temperatur 7 = 0 berechnen. Af(w) enthilt da-
bei nur Beitrige bei positiven Frequenzen, Ay (w) nur bei negativen Frequenzen.
lg>n=|Qg, Sy, S.g, 7, >n bezeichnet den Grundzustand mit der Grundzustandsener-

gie E,n = En(Q,, S, 7g)- Die Summe erstreckt sich iiber alle angeregten Zustande
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la>n=1Q, S, S.,r >N, deren Eigenenergien Ex(Q, S,r) mit E,y abgekiirzt werden.
Die Summe iiber S, beriicksichtigt die mégliche Spin-Entartung des Grundzustands.

Die Berechnung der Spektralfunktion erfordert also die Kenntnis der Matrixelemente

N <i|fila{j>N. In Anhang D wird gezeigt, wie die reduzierten Matrixelemente

N (z|| fAN| j)N mit denen des vorherigen Iterationsschritts und den zur Diagonalisie-

rung von H(ri,r'j) notwendigen orthogonalen Matrizen zusammenhéngen.

Unter Zuhilfenahme des Wigner-Eckart-Theorems kann die Summe 2s,8,, 10 (7.27/
28) ausgefiihrt werden. Wegen Q@ = Q, £ 1 in A*¥(w) und S = S, £1/2 erglbt sich
dann folgende Vereinfachung:

i@ = 6+ DE{|x 15 s 2ell0ns,n), |
-(5(w—(EN(Qy+1759+1/27r)_ HN))
Sg N<Qa+1159_1/2’r||f11HQ9’Sg’rg>N‘

8(w — (Bn(Qg + 1,8, —1/2,1) ~ EgN))} (7.29)

Av(w) = %(25g+1)z{IN(QE,Sg,rgjjfL”Qg—1,Sg+1/2,r>Nz
- 8(w — (Byn — En(Qy — 1,5, + 1/2,7)))
4 |n{@ Sporaf|rhl|@s - 1,8, ~ 12,7 |
& —(EQN—EN(Qg—l,Sg—1/2,r>))} (7.30)

el de ng Spektra
allerdings fo]gende Schwierigkeiten auf:

e Die im Laufe der Iteration exponentiell anwachsende Zahl von Zustanden ver-
hindert es, alle Zustinde mitzunehmen. Da nur die jeweils ca. 300 bis 500
energetisch niedrigsten Zustinde beriicksichtigt werden konnen, ist die Aussa-
gefahigkeit von Gl. (7.29/30) nur auf den niederenergetischen Teil des eigent-
lichen Spektrums beschrankt.

e Die logarithmische Diskretisierung des Leitungsbandes hat eine Spektralfunkti-

on zur Folge, die aus einer Summe aus é-Funktionen besteht. Der Limes A — 1,

in dem die in Kap. 7.1 beschriebene Naherung exakt wird, wiirde das diskre-
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te Spektrum zwar wieder in ein kontinuierliches iiberfithren, doch kann dieser

Grenziibergang numerisch nicht durchgefiihrt werden.

Das erste Problem wird folgendermafien gelost. Zunachst ist in den ersten Iteratio-
nen die Summenregel fiir die Spektralfunktion [dwA(w) = 1 noch erfiillt. Sobald
die Einschrankung auf die jeweils niedrigsten Zustinde vorgenommen werden mu8,
verringert sich die Bandbreite der Anregungsenergien pro Iteration um ca. den Fak-
tor A~'/2, Daraus folgt, daB auch die Spektralfunktion nur in einem um den Faktor
A~1/? Kkleineren Bereich berechnet werden kann. Die Summenregel kann nur dann
erfiillt werden, wenn die Informationen zu hoheren Anregungsenergien der vorheri-

gen lteration entnommen wird.

Fiir die Losung des zweiten Problems existieren in der Literatur bereits einige Vor-
schlage. In [Fro86] ergibt die Mittelung der diskreten Spektralfunktionen tber den
Parameter z im Bereich —0.5 < z < 0.5 eine kontinuierliche Spektralfunktion. Wie
durch eine gausssche Verbreiterung der é-Funktionen auf einer logarithmischen Ener-
gieskala eine kontinuierliche Spektralfunktion erhalten werden kann, wird in [Sak89]
gezeigt. Es ist jedoch von vornherein nicht eindeutig, wie diese Breite bestimmt wer-
den soll. In [Cos92, Cos93, Cos93a] wurde die gausssche Verbreiterung direkt auf der
Energieskala durchgefiihrt. Die Breite wurde zwar proportional zu A™"/? gewihlt,
doch wurde der Proportionalititsfaktor bei jeder Iteration so angepafit, dafl sich fiir

die Spektralfunktion eine glatte Kurve ergab.

Hier wird der folgende Weg beschritten. Zunichst wird fiir ca. 20 z-Werte die Spek-

tralfunktion An.{w) bestimmt. Die aufintegrierten Spektralfunktionen
In:(w) = f dw'An (W) ’ (7.31)

werden iitber den Parameter z gemittelt. Die resultierende Treppenfunktion /y{w)
wird mit Hilfe eines Spline-Fits geglattet. Die numerische Differentiation von /nx{w)

ergibt die gesuchte Spektralfunktion An(w).
Ergebnisse

Die folgenden Resultate wurden alle bei einer konstanten Zustandsdichte der Lei-
tungselektronen und den Parametern ¢ = —0.03 und A = 0.01 durchgefiithrt. Als
Test fiir das gerade beschriebene Verfahren ist in Abb. 7.5 die numerisch berech-
nete Spektralfunktion fiir /' = 0 dem exakten (analytisch berechneten) Resultat

gegeniibergestellt: es ergibt sich eine recht gute Ubereinstimmung.
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1.5 T -

exaktes Ergebnis: — — —

RG: —_—

nAp(w)

-0.1 -0.05 0.05 0.1

Abb. 7.5: Vergleich der Spektralfunktion aus der Renormierungsgrup-
pentheorie (RG) mit dem exakten Ergebnis fir U = 0.

In Abb. 7.6 und 7.7 sind die Ergebnisse fur einen endlichen Wert der Coulombwech-
selwirkung gezeigt. Die Punkte entsprechen den durch direkte Differentiation der
Treppenfunktion Iy(w) erhaltenen Werten und sind zur Kontrolle zusammen mit
den kontinuierlichen Spektralfunktionen aufgetragen. Der Ausschnitt rechts oben
zeigt jeweils eine VergroBerung des Bereichs um w = 0. Sowohl der symmetri-
sche (¢ + U/ = —¢r) als auch der unsymmetrische Parametersatz (U = 0.1) lie-
gen im Kondo-Regime des Stérstellen- Anderson-Modells und in beiden Fallen ist die
Abrikosov-Suhl-Resonanz deutlich ausgepragt. Der Wert der Spektralfunktion bei
w = 0 erfullt sehr gut die Friedelsche Summenregel

1
Alw=0)= vy sin?(wny,) . (7.32)

Im symmetrischen Fall ergibt (7.32) wegen ng, = 1/2 fiir TAA{w = 0) exakt den
Wert 1.

Auch fiir sehr hohe Werte der Coulombwechselwirkung ist das hier entwickelte Ver-
fahren anwendbar. Abb. 7.8 enthdlt die Spektralfunktion fiir U = 10 (die Resonanz
bei ¢r + U ist nicht mehr in dem gezeigten Ausschnitt enthalten).

Leider brachte die Methode der Aufintegration, Glattung und anschlieBenden Dif-

ferentiation des diskreten Spektrums bislang noch keine zuverldssigen Resultate fiir
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Abb. 7.6: Ergebnis der Renormierungsgruppentheorie fiir die Spektral-
funktion im symmetrischen Fall e + U = —¢&5.
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Abb. 7.7: Ergebnis der Renormierungsgruppentheorie fiir die Spektral-
funktion (U = 0.1).
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®
Abb. 7.8: Ergebnis der Renormierungsgruppentheorie fiir die Spektral-
funktion (U = 10).

den Fall einer gaussschen Zustandsdichte fiir die Leitungselektronen, wie sie bei der
Untersuchung des d = co-Hubbard-Modells auftritt. Die resultierenden Spektralfunk-
tionen zeigen zusitzliche Oszillationen die als Artefakte der logarithmischen Diskre-
tisierung zu betrachten sind. Hier sind weitere Untersuchungen notwendig, bevor
die berechneten Spektralfunktionen zur Losung von Gittermodellen in der Naherung

einer rein lokalen Selbstenergie verwendet werden konnen.
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In dieser Arbeit wurde zum ersten Mal eine Funktionalintegralmethode auf das
Storstellen-Anderson-Modell angewendet, die exakt den Limes unendlich hoher lo-
kaler CoulombabstoBung beriicksichtigt. Durch Ausintegration der unendlich vielen
Freiheitsgrade der Leitungselektronen gelang es, eine effektive Wirkung fiir das lo-
kalisierte Niveau herzuleiten. Diese effektive Wirkung bildete den Ausgangspunkt
fiir die numerische Berechnung der thermodynamischen Green-Funktion G(7), aus
der die Besetzungszahl und die magnetische Suszeptibilitat der Storstelle bestimmt
werden konnten. Das daraus resultierende effektive magnetische Moment zeigte die
erwartete Temperaturabhangigkeit: fiir hinreichend groBe Hybridisierung und kleine
Temperaturen wird dieses Moment durch die Leitungselektronen abgeschirmt. Die

numerische Auswertug war jedoch immer auf einen Bereich kg7 R V beschrankt.

Es wurde ausfiihrlich das Problem diskutiert, wie aus den G(7)-Daten die f-Spektral-
funktion A(w), die dem Beitrag des lokalisierten Niveaus zur Zustandsdichte des
gesamten Elektronensystems entspricht, erhalten werden kann. Dabel zeigte es sich,
daB es oft viele verschiedene Spektralfunktionen gibt, die die G(7)-Daten mit nur
sehr geringen Abweichungen anfitten. Fiir den Fall, dafi das f-Niveau genau an der
Fermikante liegt, gelang es dennoch, eindeutige Spektralfunktionen zu berechnen.
Mit zunehmender Hybridisierung verbreitert sich dabei die Resonanz am f-Niveau

und verschiebt sich zu héheren Energien.

Der Vergleich der Ergebnisse mit Rechnungen innerhalb einer Noun-crossing- Approxi-
mation brachte nur geringe Abweichungen, die zum Teil auf die numerisch bedingte,

endliche Zahl an Zeitschritten zuriickzufithren sind.

AuBerdem wurde in dieser Arbeit das von Wilson [Wil75] und Krishna-murthy et
al. [Kri80] zur Untersuchung des Stdrstellen-Anderson-Modells entwickelte Renor-

mierungsgruppenverfahren auf eine energieabhangige Kopplung der Stérstelle an die

100
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Leitungselektronen verallgemeinert. Der Hamiltonoperator konnte auf eine Darstel-
lung als halbunendliche Kette transformiert werden, deren iterative Diagonalisierung
numerisch durchgefithrt wurde. Darauthin wurde ein Verfahren vorgestellt, aus den
diskreten Spektren kontinuierliche Spektralfunktionen zu berechnen. Die Auswer-
tung geschah bei T = 0 und soll in Zukunft auf endliche Temperaturen {ibertragen
werden. Fiir U = 0 und konstante Kopplung an die Leitungselektronen stimmen die
Spektralfunktionen gut mit dem analytisch bekannten Resultat tiberein, und fir ei-
ne endliche Coulombwechselwirkung ist die Friedelsche Summenregel nahezu perfekt
erfiillt. Im Falle einer nichtkonstanten Kopplung konnte die Spektralfunktion jedoch
noch nicht auf zufriedenstellende Weise aus den diskreten Spektren berechnet werden

— hier sind erst genauere Untersuchungen notwendig.

Die hier beschriebene Funktonalintegralmethode bietet Ansatzpunkte fiir eine Reihe
weiterfithrender Arbeiten. Von groBem Vorteil wire es, wenn das Funktionalintegral
mit Hilfe eines Monte-Carlo-Verfahrens ausgewertet werden konnte. Dies wiirde die
Grenze der erreichbaren Temperaturen deutlich erniedrigen. Dazu miifiten andere
Darstellungen fiir die b-Felder untersucht werden, eventuell auch solche, in denen ein
b-Feld durch mehr als nur zwei Einstellungen eines diskreten Feldes ersetzt wird.

Das Funktionalintegralkonzept kann leicht auf andere Modelle stark korrelierter Elek-

umerische Auf-

vateme tibertra
1Isysieme u

wand gegeniiber dem Storstellenmodell betrachtlich zunehmen, doch kénnten dort

en werden. Zwar wird in Gittermodellen d

bertragen werden. ird in ermodell

tronens
troner

analytische Naherungsverfahren erfolgreich sein.

Eine kleine Modifikation im Funktionalintegral (siche [Wel90]) bietet auferdem die
Méglichkeit, neben der Doppelbesetzung auch die Nicht-Besetzung des f-Niveaus

auszuschlieBen, wodurch Spinmodelle der Methode zugdnglich werden.

Ein wichtiger Vorzug, den alle Funktionalintegralmethoden gemeinsam haben, be-
steht darin, daB8 sie in eleganter Weise die Durchfithrung von Transformationen
des betrachteten Systems erlauben. Dies wurde in dieser Arbeit bereits verwen-
det, um die Aquivalenz des Storstellen-Anderson-Modells (2.1) mit dem Ausgangs-
Hamiltonoperator fiir die Renormierungsgruppentheorie zu beweisen. Nach einer Idee
von Férster und Schopohl [Fér93] sollte es sogar mdglich sein, mit Hilfe der Funktio-
nalintegraltechnik die Darstellung des Stérstellen-Anderson-Modells als halbunend-
liche Kette auf einem direkteren Weg herzuleiten, auch unter Beriicksichtigung der

energieabhingigen Kopplung zwischen f-Elektron und Leitungsband.

Die Tatsache, daBl mit der hier beschriebenen Renormierungsgruppentheorie dynami-
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sche Eigenschaften des Storstellen-Anderson-Modells berechnet werden kénnen, soll
in Zukunft fiir die Untersuchung von Gittermodellen in der Niherung einer rein lo-
kalen Selbstenergie ausgentitzt werden. Speziell fiir das periodische Anderson-Modell
haben die Grenzen der bisher verwendeten Losungsverfahren (die Non-crossing-Ap-
proximation und Quanten-Monte-Carlo-Verfahren) eine konsistente Beschreibung
noch nicht ermoglicht. Hier wird von der Renormierungsgruppentheorie ein entschei-

dender Fortschritt erwartet.

Von grofiler Bedeutung wiren auch Untersuchungen, das Konzept dieser Niherung,
die im Limes d — oo exakt wird, im Sinne einer 1/d-Entwicklung zu erweitern. Inwie-
weit auch bei einer solchen Erweiterung die in dieser Arbeit entwickelten Methoden

von Nutzen sein werden, werden die zukiinftigen Untersuchungen zeigen.



A Thermodynamische Green-Funktion und Spek-

f od

trailfunktion

Dieser Anhang beinhaltet die Definitionen der hier verwendeten Green-Funktionen
und der Spektralfunktion. AuBerdem werden zahlreiche Eigenschaften dieser Gréfien
diskutiert, sowie die fur Kap. 5.3 wesentliche Gleichung (5.34) bewiesen.

Thermodynamische Green-Funktion

Sie ist definiert als

—(A[r]B) : 0<7<f
G(t) = —(TA[r]B) = Al
mit

Alr] = eH Ae~"H . (A.2)

Der Erwartungswert hat folgende Bedeutung:

1
—— -BH

(X) = —Sp [e#H X] (A.3)

mit der Zustandssumme Z = Sp [e'ﬁH] und 8 = 1/kgT . In Kap. 5.2 geniigte es,
G(7) nur im Intervall [0, 3] zu berechnen, denn fir -3 < 7 < 0 gilt:

G(r) = —=G(r + B) (A4)

Die in der gesamten Arbeit verwendete Schreibweise G(f3) ist als Abkiirzung fiir
G{(r — B87) zu verstehen.

Spektralfunktion

Zunachst seien die Korrelationsfunktionen

C> (1)
C<(t)

(A(t)B) (A.5)
(BA(1)) (A.6)
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(A(t) = exp(eHt)Aexp(—1Ht), t € Q) definiert. Aus ihnen setzt sich die Antwort-
funktion

X(1) =i0(t) [C” (1) + C<(1)] (A7)

zusammen. Thre Laplacetransformierte

X() = [ Z dte X (1) = /O T @t X (1) (A.8)

(Imz > 0) ist analytisch auf der gesamten oberen Halbebene. Der Imaginirteil knapp
oberhalb der reellen Achse ergibt die Spektralfunktion:

A(W) = = tim ImX(w + i6) (A.9)

7 §-—0F

Zusammenhang: thermodynamische Green-Funktion -— Spektralfunktion

Ganz offensichtlich ist G(7) fiir 7 € [0, B[ identisch mit der Korrelationsfunktion

C?(t) fur das rein imaginire Argument t = —i7:
—G() = W, TE0A] (A.10)
Die Fouriertransformierten von C~<(¢) sind durch
C><(w) = [: dte“tC><(1) (A.11)
C><(1) = 51; /_ Z dwe™ "' C><(w) (A.12)

definiert. Aus der Definition der Korrelationsfunktionen ergibt sich ImC><(w) = 0

fir w € R. AuBerdem gilt folgender Zusammenhang:

C<(t)=C>(t") mit ' =1t+8 (A.13)
Daraus folgt:
C(w) = e P*C>(w) (A.14)
Insbesondere gilt:
1
>000) = > < 1!
C?(w) e [C7(w) + C<(w)] A (A.15)
Gl. (A.10) lautet also:
= [ e 10wy + OF 16
Gr) = o= [ Aot [0 w) + C<(w) (A.16)
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Wegen
X(z) = z‘/(’)mdiefz=[c>(t)+c<(t)]
= i [T S [T atet (0> 4 0]
= i [ W) + oW (A17)

1aBt sich die Spektralfunktion als Summe der Korrelationsfunktionen C> und C<

darstellen.

lim ImX(: =w+i8) = = |7 awso —w) [0 + O]

§—o0t
1
= 3 [C7(w) + C(w)] = A(w)r (A.18)
Mit (A.16) folgt daraus der Zusammenhang zwischen thermodynamischer Green
Funktion und Spektralfunktion:

—TW

—G(r) = /_Z dwl—iﬁ;/{(w) 0<7<f) (A.19)

Aus dieser Gleichung folgen sofort einige Eigenschaften fiir G(7), wenn vorausgesetzt
wird, daB A(w) > 0 fiir jedes w € R:

e Sowohl —G(7) als auch ihre zweite Ableitung sind positiv im Intervall [0, 3] .
¢ Fir eine symmetrische Spektralfunktion (A(w) = A(—w)) gilt G(7) = G(B~—71).
o Es gilt die Summenregel:

— G(0) - G(B) = f_ ”; dwA(w) (A.20)

Zusammenhang der Green-Funktionen mit den Besetzungszahlen

Aus der Definition (A.1) folgt fir A = f,,B = fI:

~G(0) = (f.f}) (A.21)
~G(B) = (fif.) (A.22)

Speziell gilt fiir den Erwartungswert des Antikommutators der fermionischen Ope-

ratoren f, und f}:

= ([fer11],) = ~G(0) - G(3) (A.23)
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Der Antikommutator der Hubbard-Operatoren A = Xy, und B = X, fuhrt nur auf
das rechte Gleichheitszeichen:

([Xos, Xool, ) = —G(0) — G(B) (A.24)

Der Zusammenhang mit den Besetzungszahlen ergibt sich aus:

(ol = 550 [e 1]
= gl s
+( Ll 1. £}

0) +(1 {e“"”"fafi T )
L)+ (e ff12)]
: = ngp+n_g (A.25)

(f;fa) = n, +ng (A.26)

Fiir Erwartungswerte der Hubbard-Operatoren Xy, und X, verschwindet nicht nur

n, in (A.26) sondern — wegen X, |—0) = 0 — auch der Term n_, in (A.25).

—G(O) = (Xog)(ao> =Ty (AQT)
-—G(ﬁ) = <X00X00> =T, (AQS)
Summenregeln
a) U < co — fermionische Operatoren
Die Spektralfunktion ist wegen (A.20) und (A.23) auf 1 normiert:
1 = ~G(0) - G(B) = ] dwA(w) (A.29)
b} U = oo — Hubbard-Operatoren
Hier gilt no +ny, + n_, = 1. Mit
= G(8) = [ def(@)AW) (A30)
und n, = n_, folgt:
1 = —G(0) — 26(8) = / deo(1 + flw))Alw) (A.31)

Die Normierung der Spektralfunktion ergibt sich aus (A.20).
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(Diskrete) Fouriertransformierte von G(7)

Die Fouriertransformierte von G(7) ist definiert als:
) B . T
Gliw,) = f dre™"G(r) , tw, = ZE(?.n +1) ,neZ (A.32)
0

Ist G(7) jedoch nur an N Punkten , = (I — 1)3/N (I = 1,..., N) bekannt, so muf

eine diskrete Fouriertransformierte definiert werden:
B, .
GN(iwn) =< 2. ezw"T‘(?(TI) (A33)
N =

Der Zusammenhang von G(iw,) und Gn(tw,) mit der Spektralfunktion 1aBt sich
durch (diskrete) Fouriertransformation der Gl. (A.19) berechnen. Es ergibt sich:

Gliws) = [ do L Aw) (A.34)

Wy — W
1

B
Gliwa) = /_ mdwexp[(iwn_w) ﬁ]_lA(w) (A.35)

N
Die Spektralfunktion hingt auBerdem durch eine analytische Fortsetzung mit der
GroBe G(iwn,) zusammen, denn es gilt:
Gliw,) = X(z = twy) (A.36)

Mit Gl. (A.9) kann damit A(w) bestimmt werden. Die Anwendung der analytischen
Fortsetzung auf Gy (iw,) liefert jedoch eine Spektralfunktion, die erst im Limes N —

oo mit der gesuchten iibereinstimmt.



B Rechenregeln fiir Grassmann-Variable

Der folgende Anhang beinhaltet die in dieser Arbeit verwendeten Rechenregeln zum
Umgang mit Grassmann-Variablen. Diese Darstellung ist insofern notwendig, als die
in der Literatur zu findenden Definitionen nicht immer einheitlich sind. (Fir eine
Zusammenstellung der Rechenregeln siehe auch [Neg88, Pop83]; eine ausfithrliche
Diskussion der Eigenschaften der Grassmann-Algebra ist in [Ber66] enthalten; die

Originalarbeit von H. Grassmann ist in [Gra94] zu finden)
Definition einer endlich-dimensionalen Grassmann-Algebra

Eine Algebra, deren Generatoren z1,...,z, die Bedingungen
x4+ pxs = [T, 1), =0 , L,k=1,...,n (B.1)

erfilllen, wird als Grassmann-Algebra mit n Generatoren bezeichnet. Insbesondere
folgt aus dieser Definition:
=0 (B.2)

In Kap. 4 bis 6 stellen die Grassmann-Variablen ,...,%¥xn, sz s uff\ die Genera-
toren der Grassmann-Algebra dar. Also gilt

[whw], =0 (B3)

im Gegensatz zu der Antikommutatorrelation [ff, fl, = 1 fiir die (den ¥ und o1
entsprechenden) Fermionenoperatoren f und f! . Die ¢ und ! sind also véllig un-

abhangige Grassmann-Felder.
Integration auf einer Grassmann-Algebra

Zunachst miissen die Symboledz,, ..., dz, eingefithrt werden, die den Vertauschungs-

relationen
[dxi, d.’[‘k]+ =0 s {.’C,’. dIk]+ =0 (B4)
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geniligen. Zwei Integrationsregeln werden definiert:
/d:l?,' =0 N /dl‘,’ T, = 1 (BS)
J J

Vielfachintegrationen werden dadurch ausgewertet, daf§ die Grassmann-Variablen auf

die umgekehrte Reihenfolge der Symbole dz,,...,dz; sortiert werden. Dann gilt:

/dxada:b. codzde; zx.. e, =1 (B.6)
Besonders wichtig sind Integrale {iber Exponentiale von grassmannwertigen Aus-
dricken, wie zum Beispiel:
t 1 Y
1= [apldpndpl_din- . dpldprexp |- Y wIMiy; (B.7)
t,7=1

Fiir den Fall M;; = M;é;; 1aBt sich das Ergebnis leicht herleiten, denn aufgrund der
Integrationsregein (B.5) gibt nur der Term der Reihenentwicklung der Exponential-
funktion einen Beitrag, der genau das Produkt aller Grassmann-Felder Pii, ...
¥i1n enthilt. Das Ergebnis der Integration ist dann das Produkt aller Diagonalele-

mente von M, das sich auch als Determinante von M schreiben 1af}t:
I=detM (B.8)

Fiir nichtdiagonale Matrizen gilt (B.8) ebenso. Zum Beweis mufl M diagonalisiert
werden.

Differentiation auf einer Grassmann-Algebra

Sie ist definiert durch:

,.‘a ;=1 7;8——1 =0 (B.9)
ar; ozx; ) )

Um die Differentiation an einem Produkt aus Grassmann-Variablen durchfithren zu
kénnen, mufl — genau wie bei der Integration — das Grassmann-Feld z; durch

Kommutieren direkt hinter 0/0z; gebracht werden.

Auswertung von Integralen, die bei der Berechnung von Green-Funktionen

auftreten
Bei der Berechnung von Green-Funktionen konnen folgende Integrale auftreten (siehe
z.B. (4.54)):

1 . : ,
ij
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Die zusatzlichen Grassmann-Felder im Integranden konnen dadurch bertcksichtigt
werden, daB die Wirkung um eine Kopplung an duflere Felder ' und 5 erweitert
wird. Daraus resultiert das sog. Erzeugende Funktional fiir die Green-Funktion. Die
Differentiation nach den Grassmann-Feldern 5’ und 7 bringt gerade das Produkt

;¥ in den Integranden:

1
Zd’?x Ty

— Gy = =

/DwTDd) e‘(p[ Z% M35 +Z ($n: + i) ]

nt=n=0

(B.11)
Die Anweisung, n! und 75 gleich Null zu setzen, bedarf einer kurzen Erlduterung.
Eigentlich kénnen Grassmann-Felder keine Zahlenwerte annehmen, deshalb ist die-
se Vorschrift so zu verstehen, daB alle Terme, die die Grassmann-Felder n' und 5

enthalten, weggelassen werden miissen.

Das Integral

I = /Dthw exp [ ngﬁifup +Z(d 7 -i-TIz i) (B.12)

i

kann mit Hilfe der Transformation
b = L+, (MY (B.13)
k

sz = 53 +Z’7£(M_I)ki (B.14)
%

berechnet werden. Das Integralmafl wird durch die Integrationen iiber die Felder ¢’

und ¢ ersetzt. Damit folgt:

I = exp ZnE(M*)Um] [ e De exp [—Zéf%&}

= exp | Y0l (M), n;| det M | (B.15)
Y]
Mit
ok 1
o d exp [Znt M~ 1)237)0.,} = (M 1.)1,'y (B.16)
Nz i) p—
ergibt sich schlielich:
— Gy = (M ), ,det M (B.17)

zZ



C Nebenrechnungen zu Kapitel 4.1

In diesem Anhang sollen einige Nebenrechnungen zum Kap. 4.1, in dem die Weller-

sche Theorie beschrieben wurde, aufgefiithrt werden.

Zur Definition der koharenten Zustiande

MNaa zwaiba (aichbhaitamairchan 3n (4 12 hadaof Ainar Livroan el l8ansrs dia Bland asinlb
L/7A0 LWUILTU \UIITIVITICI VDL T ILLICLE 1) \‘:t.LU} UCcuayil TILTIL DNUL1 LTI LI RNlad UllE) U1 LJILUVY LU
lung der Exponentialfunktion bricht wegen 1,1, = 0 nach dem zweiten Term ab

1 v - 1 ' . r
exp ;'l;bn /,Tl + E wnbonxao} | 0) = l:l + '2_1/)111/),1; + Z d}nbcm)&ao l0> (Cl)

Beweis der Aquivalenz der Gleichungen (4.11) und (4.12) — Herleitung
der Gleichungen (4.14/15)

Die kohérenten Zustidnde (4.13) lassen sich schreiben als:

| ¢n1 bn> - l 0) + '@L’nd’:ﬂ l 0) + Z d’nban |0'> ((_‘2)

(C 2
VD)

/ m") Al —
\ ¥y Vnj

Unter Beriicksichtigung, daB Produkte identischer Grassmann-Variablen verschwin-

den, ergibt sich:

[ %n, bu) {fm, bal = [0) (O] + &b 10) (O] + 3 _10) (o] %107,

D Pubon |0) (01 + D0 waborntplt, [0) (o] (C.4)
Die Integration iiber die Grassmann-Variablen #, und ! fiihrt auf:

[ At tn,ba) (wha, ba] = 10) (0] + 358, bon | o) (o] (C.5)

111
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Wegen der geforderten Aquivalenz der Gleichungen (4.11) und (4.12) mu8 die Inte-

gration iiber b, den ersten Term invariant lassen und fiir den zweiten

/b B bym = 6o (C.6)

ergeben.
Die Eigenwertgleichung fiir die kohérenten Zustinde (4.16)
Sie folgt aus der Definition der Hubbard-Operatoren X;; und der Tatsache, dafl das

Produkt ¥:,%, verschwindet.

Xoo | %n> bn) = Y Ynbornboor | 0) = nboyr | 0) (C.7)

d)nban |¢'n.a bn) = "fi)nban |0> (CS)

Die rechten Seiten der Gleichungen (C.7) und (C.8) sind identisch, also miissen auch

die linken Seiten identisch sein.
Die Spurformel (4.17)
Mit den Gleichungen (C.2) und (C.3) ergibt sich:

[ [ dlavsivs il b =

= [ Jetan {cors qo gt = Stotvlin )
{IO) + %%15“0) +3 Prbon |a')} (C.9)

Die Grofle, von der die Spur gebildet werden soll, kann natiirlich nicht von vI, 1 und

bey abhidngen. Aufllerdem ist es sinnvoll anzunehmen, daff sie mit den Grassmann-
Variablen vertauscht. Die Rechenregeln fiir die Grassmann-Variablen und die eben

bewiesenen Regeln zur Ausintegration der b-Felder fithren dann auf Gl (4.17).
Das Skalarprodukt zwischen verschiedenen kohirenten Zustinden

Mit der Orthogonalitat der Zustande |2) (¢ = 0,7, ) folgt:

) v i , 1 .
(ﬁwnv b'n! ¢’n—-17 bn—l) = l + ;7£’n1.1,/‘11 + 37_‘!)11-1’(!)31—1

1 , i
-+ Z"ﬁ’n"!’id‘nﬁﬁi’i_l + Z 'lf’Lb;nwn«lbonﬂl (C.10)
! -
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Dieser Ausdruck 1488t sich in knapper Form als Exponential schreiben:

L
2

PP RN

L o [t
(U, bn|tny, buo1) = exp l;wnw; +

Die Gleichheit mit (C.10) ergibt sich aus der Potenzreihenentwicklung der Exponen-

tialfunktion.

Herleitung der Wirkung im Funktionalintegral (4.21)

1

™ T, 1 ! 142 111 /11N 14 1. VIS T
per integrand des runkKlionalintegrals KaIi it (L. 11 ) KOInplety ats ILXPOoneitlal ge-

A
]
schrieben werden, wobei der Term 1,[!;r g als Abklirzung fir —LL‘I@L‘N aufgefait werden

mufl. N
H(djm bn[ : e_ATH : [7/5n—1,bn-1> -
n=1
7\7
1 1
i1l (exp [_u,"wl + —,lfb”’—lu;,—l + QJ[)IL/H—I Z b;—‘,bc"n—l-’
S\ 2 2 v ]
X exp [—ATH(X,U — ?;’:lb:.n,Xog — 1;5,1_160”_1)] ) = ... (C.12)

Hier wurde verwendet, dal Produkte aus je zwei Grassmann-Variablen immer mit-
einander vertauschen. Damit ist es auch méglich, das Produkt durch eine Summe im

Exponenten zu ersetzen

“ i€ 0L L9

N

1 1 , , x
= exp [2 : (;z—wnw,t + Stnmrtay Bl 3 B
n=1 fed

— ATH(Xu0 — bt Xy — wn_lbm_l))] (C.13)

YnYent t

Durch Umindizierung in den ersten beiden Termen folgt die in (4.21) angegebene

Form der Wirkung.



D Nebenrechnungen zu Kapitel 7

Die Durchfithrung der Renormierungsgruppentheorie ist mit hohem analytischen
Aufwand verbunden. Um die Lesbarkeit von Kap. 7 zu erleichtern, befinden sich
die Nebenrechnungen und Definitionen zum Teil in diesem Anhang. Zwar sind in
[Kri80] einige Rechnungen in &hnlicher Weise durchgefithrt, doch eriibrigt sich die
ausfithrliche Darstellung in dieser Arbeit — aufgrund der etwas unterschiedlichen
Schreibweise und der Erweiterung auf die nichtkonstante Zustandsdichte — keines-

wegs.
Beweis der Aquivalenz der Hamiltonoperatoren (7.1) und (7.2)

Fir den Bewels ist es ausreichend zu zeigen, dafl in den Funktionalintegralformu-
lierungen fir H' und H nach Ausintegration der Leitungselektronen die effektiven
Wirkungen far den Storstellenfreiheitsgrad tibereinstimmen. Die dazu notwendige
Theorie wurde im wesentlichen in Kap. 5.1 entwickelt. Die aus H’ resultierende ef-
fektive Wirkung lautet demnach (vgl. (5.16)):

) = i) + (5 ) 5 Hhusrtonas S 1)
mit o

Sit, ) = 303 (1= AT Yonas = ton) = ATU S ol tbpacatlatoinos (D.2)
Fiir die dem Hamiltonoperator (7.2) entsprechende V\/ir?{ung gilt:

] N
S("E'a ”‘/)T: X X*) = Sf(lr{)ai%l)*) + Z~/—1 de Xian ((l - ATQ(S))/\'Eﬂn-J - ,\'san)

1
- ATZLI de h(E) [Xzan’lban-l + "Jbln,\"san—-l] (DS)

Die Ausintegration der Leitungselektronen lauft exakt nach dem in Kap. 5.1 be-

schriebenen Schema ab. Die Hilfsfelder haben nun die Form:

gco’n = _ATh(E)UJ’an—l (D4)
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a. = 1 — Arg(e) (D.6)

analog zu (5.10) definiert. Damit folgt fiir die effektive Wirkung:

Ser(¥, %) = Si(w,v') + ( ) > g1 Vom 1f de h(e)*(H Vm(g(e)) (D7)

cnm

Da in (D.1} die Matrixelemente nur tber ¢, von & abhéngen, ergibt sich wegen

Y (H )um(k / de p(e)(H ™ nm(e) (D.8)
k

genau dann die Aquivalenz der effektiven Wirkungen (D.1) und (D.7), wenn gefordert

wird, daf}

/d OPH mle) = [ eV H am(e) - (DY)

Fir g(e) = ¢ ergibt sich solort 2(e) = Vy/p(e). Wird die Kopplung konstant gesetzt
(h{c) = h) und gefordert, daf g(—1) = —1 und ¢(1) = 1, so folgt zunachst
V=a [ depe) =1, h=—2V it 2 (D.10)
(g) =« zp(z) — ) = — , mi o= . .
-1 Ve Il dep()
Die Funktion g{¢) mufl dann aus (g) durch eine numerische Umkehrung bestimmt

werden.

Angemerkt sei noch, daf} sich die Zustandssummen der Leitungselektronen durchaus

n
hor het dor Rarochnin
i T aTa xsTiTLLai

nnfb 0111011‘1071 r\nnnn Adroco (v R en a
AT [S 84 ALV QT

O x AV ISR S LN RN L Lag

keine Rolle spielen.
Zur Transformation des Hybridisierungsterms (7.11)
Mit Afe) = 7 V¥p(e) gilt:

/ 11 deJole)Va, = -3\/; [ de/Aa, =

Trtt

- 7 [au,m/w AEVR(E) + buge [ T A(s)w;p(g)] — .. (D.11)
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Von den Integralen werden nur die p = 0 Terme berticksichtigt, was gleichbedeutend

ist mit der Naherung eines konstanten A(<) in den jeweiligen Intervallen. Also folgt

1 . ~ €0\ 1/2
e = ﬁ ; hn Qnge T Tp bn[)a} = (;) fUU (Dl?)
mit den Abkiirzungen:
1 Tn
o= de /A .
= g [ deVAG) (D.13)
Vo= 1d T de /A (e) (D.14)
1
an = ﬁ ; [’\J":an()a + 77:67106] . (D15)
b = YO+ (D.16)

Fiir den adjungierten Operator lauft die Transformation analog.
Berechnung der Kopplungen ¢,

Der Ansatz (7.15) wird (nur fir die Vernichtungsoperatoren) in die linke Seite der
Gleichung (7.14) eingesetzt. Das Sortieren nach den f,, auf beiden Seiten von (7.14)

ergibt:
1 v
5(1 + A'I) Z n (ala’umn — b:zavmn)fmo = Zaﬁflfade
+ Z <€m—1frt1-la + Em. 717’1+1o)fm0 (Dl?)
om=1

Der Koeflizientenvergleich fihrt auf:

1 .
cofl, = SL+AT) P na(aloon — b, vo) (D18
) .
Em-1 rTn—la + 5mfrtz+1a = 5(1 + A—])Znn (ajwumn - bzwvmn) (D.19)
Das Bilden des Antikommutators der linken Seiten in (D.18/19) mit den jeweils
adjungierten Operatoren fithrt schlieBlich auf ein System von Gleichungen, mit dem

iterativ alle Koeffizienten u,,,, v und Kopplungen ¢, berechnet werden konnen:
-1/2 4 e-i/2 - :
Ugm = 50 Ym 3 Vom = Qo Tm (D‘?‘O)

o= ni(up, + vgy) (D.21)



Uy = 77~—muom y  Vim = _?Z_m‘UOm (D.22)
€o €o ‘
2= S, et (D.23)
n
nm én—l nm én-v
Un41)ym = é_unm - ?_u(nql)m ! U(nt1)ym = — = Unm — —éiv(n—l)m (D24)
n n Cn n

Die ersten beiden Gleichungen stammen aus der Definition des Operators fp, (D.15).
Die &, sind durch
& = %(1 +ATNE, (D.25)

definiert.
Details zur iterativen Diagonalisierung
Folgende vier Zustande bilden eine Basis fiir den Hilbertraum zu Hyyq:

1@,5,5:,70) = 1Q,5S5:,7)y

Q,8,8:m1) = fhanr 1@, 5, 8:m)n

Q,8,8:751) = Sy Q.8 Snr)y

Q. S,5:,m 1) = f1{7+11f]ti+11 1Q, S, 5:, T)N

Aus diesen kénnen Eigenzustinde zum Teilchenzahloperator, zum Spinoperator und

(D.26)

zu dessen z-Komponente konstruiert werden:

1@, 5,5, )y = 1@+1,5,5:,7;0)
1Q,8, 5.7 2 nyy = /50,5~ 1.5. - Ln1)
+ /50,5 - LS. +Lnl) D27
1@, 5,51 3) vy = Y Sggﬁl EQ’S +3,5: - %7’";T>
+ ER RS+ LS L)
1Q, 5,8 4) vy = 1Q— 1,855,710

Die Diagonalisierung von #y+; kann in jedem (@, S, S.)-Unterraum unabhéngig von-
einander vorgenommen werden. Dazu miissen die Matrixelemente
H(ri,r'j) = na{@Q, 8, Sa il Hyva |Q, 8,52, m" ) vy =
= VA N1 (Q.8, S riil Hy[Q, 8,847 )y
+ AN/QZ?N N+1 (Q 5,8.,7; 7| (f};"crff\/+lo + fLHafNa) IQ, S, Szar’;j>f\,»'+1
’ (D.28)
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berechnet werden. Die Zustinde (D.27) sind Eigenzustdnde zu Hy. Deswegen gilt
fir den ersten Term in (D.28):

Ex(Q+1,8r) @« i=75=1
, o Ex(Q.S—1,7r) : i=j=2

N+1 (Q’Svs.mr;leN|Q351527T;J)A7+‘:j E (Q s ) . ) ;
iN +ir) ==

(

En(Q~1,57) : i=j=4

\

Zur Berechnung des zweiten Terms in (D.28) werden wegen
]\‘+1<Q b S“ L] 'lffV+1ofV0|Qa“78:$ 37 >V+1 =

=  N+1 (Q?SVS’«?T ]ifNafN‘i'la |Q S S’a L )N+] (DBO)

(beide Seiten der Gleichung sind reell} nur die Matrixelemente, die den Operator It
enthalten ausgewertet. Da die Operatoren f;{,T und f;fv | die Komponenten eines Ten-

soroperators 1-ter Stufe bilden, ist das Wigner-Eckart-Theorem [Mes85] anwendbar:

(Q, 5, Sz7| o 1Q, 57, S0y = (Q, S, el IRNQ! S/, ') (8", 8554 015,8:) (D31

Die < Jf] > sind dabei die reduzierten Matrixelemente und die (S, S%; 1 oS, S.)
Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Es ergeben sich folgende Gleichungen:

N+1 (Qa S, Szar;ljff{fofN'i'la le S, SZ’T’;2)N+1 = (Q+I S5, Tuf’\’”Q S~ )
N+1 (Qv 5, Szar; ll fjtlng-Ha |Qa S: 5217‘!;3)1\{+1 = (Q + 1" 1rqu1|Q= S -+ %’T )N
25
N+1 (Q? S? 2T “I )thcrfN'i‘]d ]Q S S-,,T' 4)1‘\1'+I = 2‘5 + 1 ‘
- M@, S - T||fN|lQ‘“1 S ’")
‘.2.5' + 2

N+1 (Qa S) Sz:r;3,f:’t’afﬁv+10 'Q‘ S?“z’ ’! 4)’\4-}-1 = 25‘" 1
- M@, S + 57 fIQ - 1.8, )y
(D.32)

Alle nicht angegebenen Matrixelemente verschwinden. Die Matrix H(rz,7’7) ist damit
unabhangig von S.. Aus ihrer Diagonalisierung resultieren neben den Eigenenergien

Eni(Q, S, w) die Eigenzustande

1Q, 5, Sz w)nyy = Z[/Qb (w0, ri)1Q, S, oy 1)y : (D.33)
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Die orthogonalen Matrizen werden bendtigt, um die reduzierten Matrixelemente fiir

den néachsten Iterationsschritt zu berechnen.

Ne1{Q Sl fln | S ) sy = Z[UQS(W,T’C)UQ'S'(W',TU

258" +1
25 +1

+ Ugs(w, rd)Ugesi (a0, rk’)] (D.34)

Dabei gilt bei S = 5"+ 1/2 das Pluszeichen und k =2,k = 3 und bei § = 5’ — 1/2
das Minuszeichen und k£ = 3, k" = 2.
Iterative Berechnung der Spektralfunktion

Die Berechnung der f-Spektralfunktion erfordert nach (7.29/30) die Kenntnis der
reduzierten Matrixelemente n < Q,S, wjf!,|Q,S,w' > . Diese werden zunichst
mit Hilfe der orthogonalen Transformation (D.33) in der Basis (D.27) dargestellt:

4
M@, S, wl Q5w y = 30 Y Ugs(w,rp)Uqrsi (', r'p)

rr! pp'=1

N@, Sl Q1 S0y (D.35)

Die Auswertung der reduzierten Matrixelemente der rechten Seite ergibt:

M@, S fIQ - 1L, S 24,7y = ~vo(Q+ 1,85 71f51Q, 5 £ 1,7 v,
2
~{@Q, Sa"';?"fil"Q -1,5+4,m2y = - §t+5

25 +1
Q.S = 4,7 Q@ — 1,8,y
\<Q»‘qu anil“Q'" laS* %77'/72)N = <Q 9 % T"fflﬁQ_ 155 17"“1)1\'—1
Ay ¢ aatet 4y 1 o1 A — Vo (O S+ 1l 10 -1.8+ 1.+
N DTS Ll — o T 5 T o)y —N-1l, O F 5Tl — LS+ LTy
1\(((.) S 7 3“’£1“Q"‘LS“% T,13)’V = _t)Su SZ+S

+1
Q.S+ 1,7/L1Q - 1,8, vy
1

:"\( * ’ ?"‘"fTIIIQ_laSq%’T,;g)N = -

QS0 - 1, + 1,752y =

o
o
+

e

No1{@, S+ Ll Q -1, 8,7y vy
MQ S Al fLIQ — 1S 21,74y = No(Q@ - LS |0 2.5 1.7 vy
(D.36)
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Dabei sind wiederum alle nicht angegebenen Matrixelemente gleich Null.
Startwerte fiir die Matrixelemente

Die sowohl zur iterativen Diagonalisierung als auch zur iterativen Berechnung der

Spektralfunktion notwendigen Startwerte fur die reduzierten Matrixelemente lauten:

SO -10, = 1 (D.37)
—1<110||f11503%)—1 = “\/i (D'38)

Alle anderen Matrixelemente sind gleich Null.
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