SCHULPRAXIS

Affine und nicht affine
synthetische Ebenen

Ein Projekt in der 10. Jahrgangsstufe eines Augsburger Gymnasiums

WOLFGANG SCHNEIDER

Durch eine langjihrige Geometrielehrtitigkeit an der Universitit Augsburg angeregt, rief ich im Jahre 2008 an einem Augs-
burger Gymnasium ein Projekt ins Leben, bei dem es um einen wissenschaftlich exakten Zugang zur Geometrie geht. Das
Projekt, das mindestens 20 Stunden zu 45 Minuten in Anspruch nimmt, fiithre ich seither im Rahmen einer Arbeitsgemein-
schaft in jedem Schuljahr durch. Die teilnehmenden Schiiler sind stets aus der jeweiligen 10. Jahrgangsstufe. Es gibt keine
Zulassungsbeschrinkungen; etwa 20 % aller Zehntklissler der Schule kénnen so alljdhrlich fiir das Projekt gewonnen wer-
den. In den folgenden Abschnitten werden die wichtigsten Inhalte und Merkmale des Projekts beschrieben.

1 Zur Geschichte der Geometrie

Bei dieser Thematik bietet sich als Anfang ein geschichtlicher
Riickblick an, der mit den griechischen Philosophen PLATO
und ARISTOTELES beginnt. Diese beiden Personlichkeiten sind
jedem Schiiler der 10. Jahrgangsstufe vertraut. Welche Schiiler
haben aber je von EUKLID gehort, der ARISTOTELES folgend in
seinen »Elementen« einen beeindruckend logischen Aufbau
der Geometrie versuchte? In der Regel ist EUKLID fiir die Schii-
ler ein Unbekannter und damit nattirlich auch sein Versuch,
das Wesen eines Punktes zu beschreiben. Stellt man die Frage,
was denn ein Punkt sei, kommt von den Schiilern meist die
Antwort, dass man sich einen Punkt als 2-Tupel von Zahlen —
darstellbar in einem entsprechenden Koordinatensystem— vor-
stellen kann; vereinzelt verweisen Schiiler aber auch auf die
Kleinheit eines Punktes und damit letztlich im Stile von EUKLID
auf die fehlende Moglichkeit, einen Punkt in Teile zu zerlegen.
Jedermann scheint sich unter einem Punkt Ahnliches vorzustel-
len, niemand vermag aber genau zu sagen, was ein Punkt letzt-
endlich ist. Diese Schwierigkeit und andere Schwachstellen im
Werk des EUKLID bewogen Ende des 19. bzw. Anfang des 20.
Jahrhunderts zu einem Umdenken: HILBERT (1862-1943) be-
merkte, dass nicht das Wesen eines Punktes entscheidend sei,
sondern einzig die gegenseitige Beziehung von Punkten und
Geraden, die durch plausible GesetzméfGigkeiten (Axiome) ge-
regelt sein miisse.

2 Inzidenzaxiome und synthetische Ebenen
HILBERTs Denkansatz wird nun beschrieben.

Man stelle sich eine Menge E vor, deren Elemente Punkte ge-
nannt werden, bezeichnet mit Groffbuchstaben A, B, C, ..., P,
A A, Ajusw.

Man stelle sich ferner eine gewisse Menge G von Teilmengen
von E vor, wobei die Elemente von G Geraden genannt und
mit Kleinbuchstabena, b, ¢c, ..., &, 11, ..., 8,, 8,, §; usw. bezeichnet
werden.

Das Paar (E, G) erfiillt sinnvolle Geometriegrundvorstellungen
und heifit dann auch synthetische Ebene, wenn folgende Ge-
setzméaBigkeiten, die so genannten Inzidenzaxiome (I1) bis (14),
erfiillt sind:

(I1) ZuA,BcEgibtesgE GmitA, BEg

8-

(I2) Zu A, B € Emit A # B gibt es hochstens ein ¢ € G mit
A/ B€Eg.

(I3) Aufjeder Geraden ¢ € G liegen mindestens zwei ver-
schiedene Punkte.

(14) Es gibt drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen.
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Die bei (11) bis (14) formulierten Anforderungen an ein System
von Punkten und Geraden entsprechen genau dem, was ein
Schiiler nach einigen Jahren gymnasialer Schulgeometrie auch
von Punkten und Geraden erwartet. Allerdings wirkt eine der-
artige Herangehensweise an eine Definition im Schulbetrieb
befremdlich und bedarf einer sorgfaltigen Vertiefung. Ist die
gelegentlich mangelhafte Vertiefung derartiger Begriffsbil-
dungen im universitiren Vorlesungsbetrieb nicht vielleicht
auch ein Grund dafiir, dass so viele Studenten in den ersten
Semestemn eines Mathematikstudiums grofie Schwierigkeiten
haben?

Zur Vertiefung der Inzidenzaxiome und des Begriffs der syn-
thetischen Ebene werden die Schiiler mit folgender Aufgaben-
stellung konfrontiert:

E sei eine Menge von drei Punkten, sagen wir {A, B, C}.
Wie sieht dann G aus?

Die Antwort ist elementar: Bei der Potenzmenge von E schei-
den wegen (I3) die leere Menge und die einelementigen Teil-
mengen von E aus. Ebenfalls nicht infrage als Gerade kommt
wegen (I4) die ganze Menge E. Es bleiben also {4, B}, {4, C},
{B, C}, die wegen (I1) zu G gehdren miissen. Ist |[E} =3, so ist
(E, G) genau dann eine synthetische Ebene, wenn G die Men-
ge aller zweielementigen Teilmengen von E ist. Zur Verdeut-
lichung dieser Tatsache eignen sich die in Abbildung 1 darge-
stellten Schemata.

Wann ist (E, G) im Fall |E| =4 eine syn-
thetische Ebene? Nachdem es wegen (14)
keine Gerade mit vier Punkten und we-
gen (I12) hochstens eine Gerade mit drei
Punkten geben kann, werden die beiden
moglichen Typen rasch klar. Entweder
ist G die Menge aller zweielementigen

Bei der links dargestellten Ebene besteht G aus einer Geraden
mit vier Punkten und vier Geraden mit zwei Punkten, bei der
rechts dargestellten Ebene ist G die Menge der zweiclementi-
gen Teilmengen von E, d. h. es sind zehn Geraden mit je zwei
Punkten.

Was fillt auf? Bei der links dargestellten Ebene gibt es zu einer
Geraden g und einem Punkt P & ¢ niemals eine Parallele /1 zu
g durch P, bei der rechts dargestellten Ebene gibt es zu einer
Geraden g und einem Punkt P € g stets zwei Parallelen zu g
durch P. Dabei werden Geraden h und g als parallel bezeichnet
(kurz h||g), wenn entweder k=g oder hng={ } gilt.

Die gemachten Beobachtungen passen tiberhaupt nicht zum
Vorstellungsvermégen der Schiiler, sind sie es doch gewohnt,
dass es zu einer Geraden g und einem Punkt P auBerhalb von g
genau eine Parallele zu g durch P gibt. Mdchte man diese vom
Schiiler erwartete Eigenschaft bei einer synthetischen Ebene
gewiahrleistet haben, muss man dies offensichtlich durch die
Giiltigkeit eines weiteren Axioms sichern, welches man Paral-
lelenaxiom (P) nennt:

(P) Zujeder Geraden g und zu jedem Punkt Pmit P & ¢
gibt es genau eine Gerade hmit kg, P € h.

Eine synthetische Ebene, bei der zusatzlich auch das Parallelen-
axiom (P) gilt, wird als affine synthetische Ebene bezeichnet.

Teilmengen von E oder aus einer drei-
elementigen Teilmenge von E und drei
zweielementigen Teilmengen von E be-
stehend; verdeutlicht werden kann dies
durch die in Abbildung 2 dargestellten
Schemata.

Far die Schiiler wird es nun immer

schwieriger, aber auch interessanter:
Wann ist (E, G) in den Fallen |E|=5,
|El = 6, |[E| = 7 usw. eine synthetische Ebe-
ne?

Jedem Schiiler scheint Gbrigens die Un-
abhingigkeit der Inzidenzaxiome intui-

tiv klar zu sein; wie allerdings beispiels-
weise nachgewiesen wird, dass (I1) keine
Folge der iibrigen Axiome (I2), (13), (I4)
ist, kann sich zunichst einmal kaum
jemand vorstellen. Haben die Schiiler
allerdings erst einmal ein System ken-
nengelernt, in dem (I2), (I3), (I4) gelten,
nicht aber (I1), finden sie relativ schnell
selbstandig Systeme, mit deren Hilfe die
iibrigen Unabhangigkeiten nachgewie-
sen werden kénnen.

3 Parallelitat und affine
synthetische Ebenen

Abb. 2. Die synthetischen Ebenen mit vier Punkten

und ;

Abbildung 3 zeigt zwei synthetische
Ebenen mit |E| = 5, die gegeniibergestelit
werden.
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Abb. 3. Zwei synthetische Ebenen mit fiinf Punkten
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Beispielsweise ist die Ebene mit |E| =4 und G = {alle zweiele-
mentigen Teilmengen von E} affin. Die Ebene E mit |E| =5 und
G = {alle zweiclementigen Teilmengen von E} ist dagegen keine
affine Ebene. Bei dieser Ebene macht man noch eine {iberra-
schende Entdeckung: Aus gllh und k| k folgt nicht zwingend
¢llk, wie unter der Annahme E={A, B, C, D, E} das Beispiel
g=1{A, B}, h={C, D}, k= (A, E} zeigt. Die Transitivitat der Par-
allelitit lasst sich allerdings fiir jede affine synthetische Ebene
nachweisen; beim Beweis wird der entscheidende Einfluss des
Parallelenaxioms eindrucksvoll deutlich.

4 Aus den Inzidenzaxiomen folgende
Eigenschaften synthetischer Ebenen

Das streng logische Argumentieren im Rahmen mathemati-
scher Beweise wird im alltaglichen Mathematikunterricht ver-
nachléssigt. Dies ist sicherlich ein Grund dafiir, warum viele
Mathematikstudenten mit unzureichenden Vorstellungen vom
eigentlichen Wesen der Mathematik das Studium beginnen
und dann auch schnell aufgeben. Die Eigenschaften synthe-
tischer Ebenen sind ein ideales Terrain fiir das Einiiben und
auch selbstindige Durchfiihren einfacher Beweise nach den
Kriterien der strengen Logik. Folgende Satze bieten sich an:

® Zujeder Geraden gibt es einen Punkt, der nicht auf der
Geraden liegt.

» Jeder Punkt ist Durchschnitt zweier Geraden.

¢ Zujedem Punkt gibt es eine Gerade, die nicht durch den
Punkt geht.

Beim zuletzt genannten Satz lohnt es sich in hohem Mafle, so-
wohl einen direkten als auch einen indirekten Beweis durch-
zufithren. Qualitativ sind die Beweise enorm verschieden;
beim direkten Beweis konstruiert man zu einem vorgegebenen
Punkt explizit die gesuchte Gerade, beim indirekten Beweis
macht schon die richtige Formulierung der gegenteiligen An-
nahme Schwierigkeiten. Zudem fehlt beim indirekten Beweis
das konstruktive Element. Fiir das pure Einiiben liickenlosen
logischen Denkens ist der indirekte Beweis allerdings bestens
geeignet.

5 Weitere Beispiele fiir synthetische Ebenen

Ein unverzichtbares Beispiel ist die affine Ebene iiber einem
Korper, insbesondere deshalb, weil hier eine hervorragende
Verbindung zur Algebra hergestellt wird. Nach einer allgemei-
nen Klarung des Korperbegriffs kann man neben den Kérpern
@ bzw. R der rationalen bzw. reellen Zahlen interessante an-
dere Korper thematisieren: Kérper zwischen @ und R, endli-
che Korper mit zwei, drei oder vier Elementen. Bei der affinen
Ebene iiber @ bzw. R erkennen die Schiiler natiirlich sofort
»ihre« Schulgeometrie wieder. Durch das Eingehen auch auf
andere Korper bekommen sie aber auch ein sicheres Gespiir
dafiir, welch zahlreiche andere Moglichkeiten fiir synthetische
Ebenen existieren.

Die affine Ebene tiber einem Korper mit zwei Elementen — die-
se Elemente sind das Nullelement 0 und das Einselement 1 - ist
auch noch dank friiherer Uberlegungen besonders interessant.
Da die Ebene mit (0[0), (1]0), (0]1), (1}1) aus vier verschiedenen
Punkten besteht, miissen namlich nach dem 2. Abschnitt sechs
verschiedene Geraden mit jeweils zwei Punkten existieren. Mit
den Geradenx=0,y=0,x=1,y=1,x+y=0,x+y =1 bestatigt
sich diese Vorhersage; beispielsweise liegen auf der Geraden
x +y =0 die Punkte (0]0) und (11).
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Nicht vorenthalten sollte man den Schiilern Einblicke in das
Klein’sche Modell bzw. die Poincaré’'sche Halbebene, wo es zu
einer vorgegebenen Gerade g und einem Punkt P auferhalb
von g unendlich viele Parallelen zu g durch P gibt.

6 Endliche affine synthetische Ebenen

Im Rahmen der ausschliefilich auf den Inzidenzaxiomen beru-
henden Eigenschaften synthetischer Ebenen haben die Schiiler
bereits etliche kiirzere Beweise kennengelernt. Nun sollen sie
abschliefend einen umfangreicheren Satz mit einem entspre-
chend umfangreicheren Beweis kennenlernen. Es geht um Ei-
genschaften einer endlichen affinen synthetischen Ebene.

Satz: Sei (E, G) eine endliche affine synthetische Ebene. Dann
gilt:
a) Zuje zwei Geraden g,, g, € Gmitg, #g,, ¢,ng,* (] gibt
esAEEmitAE g Ug,.
b) Jede Gerade umfasst die gleiche Anzahl m von Punkten.
) |El=m?
d) |Gl =m?+m

Der Beweis, der bei detaillierter Durchfiihrung mehrere Un-
terrichtsstunden in Anspruch nimmt, erweist sich als duBerst
konstruktiv und informativ. Die Schiiler lernen im Rahmen des
Beweises die innere Struktur einer derartigen Ebene kennen.
Damit man sich dies besser vorstellen kann, wird im Folgen-
den eine Beweisskizze angegeben.

Zum Beweis von a):

Neben dem Schnittpunkt P von g, und g, gibt es auf g, einen
Punkt Q # P. Durch den Punkt Q, der nicht auf g, liegt, geht
eine zu g, parallele Gerade p. Fiir einen von Q verschiedenen
Punkt Avonpgiltdann A€ g und A & g,.

Man beachte, dass die Endlichkeit von E bei a) keine Rolle
spielt.

Zum Beweis von b):

Es gibt eine Gerade g, mit einer groten Anzahl m von Punk-
ten. Die Punkte von S wollen wir mit A, ... A, bezeichnen. Ist
nun / eine von % verschiedene Gerade, sind die Falle ]h n g()l =1
und kN g, ={} zu unterscheiden.

Fall 1:

Nimmt man /0 g, = {A,} an und ist A ein nach a) existierender
Punkt, der weder auf & noch g, liegt, so treffen genau m -2
der m ~ 1 Geraden g(A,, A), ..., g(4,,, A) —mit g(A,, A) wird die
eindeutige Gerade durch A, und A bezeichnet - die Gerade h in
insgesamt m — 2 verschiedenen Punkten, die tiberdies alle un-
gleich A, sind. Der noch fehlende m-te Punkt auf /1 ist schlief-
lich der Schnittpunkt von h und der Paralielen zu g, durch A.
Fall 2:

Im Fall hng,={} betrachtet man fiir einen Punkt B auf / die
Gerade g(A,, B), welche mit g, genau den Punkt A, gemeinsam
hat. Nach Fall 1 gibt es auf g(A,, B) m verschiedene Punkte, was
wegen hn g(A,, B) = {B} wiederum nach Fall 1 in verschiedene
Punkte auf & zur Folge hat.

Zum Beweis von ¢):

Ist g eine Gerade mit Punkten A,, ..., A und B, ein Punkt au-
Berhalb von g, so liegen auf der Parallelen zu g durch B, weitere
Punkte B, ..., B,,. Auf jeder der m Geraden g(A, B,) (1 <i< m)
liegen neben A, und B, m — 2 weitere Punkte, sodass es mindes-
tens m +m + m(in — 2) = m? verschiedene Punkte gibt. Da man
zudem nachweisen kann, dass neben den bereits thematisier-
ten Punkten keine weiteren existieren, sind es insgesamt alse
genau m? Punkte.
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Zum Beweis von d):
Ist g eine Gerade mit Punkten A, ..., A und h eine zweite Ge-
rade, die mit § genau den Punkt A, gemeinsam hat und neben
A, m—1 weitere Punkte B, C,, ... wnfasst, so sind die #1-1
Parallelen zu g durch diese weiteren Punkte B, C,, ... genau
die Geraden, die mit g keinen Punkt gemeinsam haben. Sind
B,B,, ..., B, die Punkte der Parallelen zu g durch B,, so sind
die m* Geraden g(A,, B) (1< i<, 1<j<m) genau die Geraden,
die mit ¢ genau einen Punkt gemeinsam haben. Mit g selbst
kommt man also auf 1 + (m — 1) + m? = > + m Geraden.

Die Kenntnis der Vorgehensweise beim Beweis befdhigt die
Schiiler danach zur Bewiltigung folgender schwieriger Aufga-
benstellung:

Entwickle mit Hilfe des Satzbeweises ein Beispiel fiir eine affi-
ne synthetische Ebene mit 9 Punkten.

Das Ergebnis zeigt die Abbildung 4.

Da die in der Abbildung dargestellte Situation doch etwas
komplex wirkt, werden E und G vorsorglich ausfiihrlich an-
gegeben:

E= (A, A, A, B,B,B,C,C,Cj}

G=1{A,A,, A} B, B, B} {C,, C,CJ}
{A,, B, )}, (4, By, C), {4;, By, Gl
{4,/ B, Gy, {4, B;, Cx}/ {A3, B, Gl
{Av By, Gl {4, B, Gy, {Asf B, C‘l}}

Dabei sind die in einer Zeile stehenden Geraden jeweils zuein-
ander parallel.

Die letzte Aufgabenstellung stellt den Schlusspunkt eines Pro-
jekts dar, das den teilnehmenden Schiilern in der Regel groBen

[ T

Abb. 4. Affine synthetische Ebene mit 9 Punkten

Spaff macht, vor allem aber Mathematik in einer Form behan-
delt, die einen Einblick in typische Anforderungen eines uni-
versitaren Mathematikstudiums gibt.
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