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Die Ableitung auf mehr als einem Weg

Die Ableitung ist ein zentraler Begriff der Analysis und l&sst sich auf verschiedene Weisen
definieren. Der Aufsatz untersucht einige davon in Hinblick auf ihre didaktische Eignung
und Funktion.

Eine grobe Einteilung der Definitionsmdglichkeiten der Ableitung einer reell wertigen Funk-
tion wird in (Greefrath et al. 2016) gegeben. Dort werden die beiden Aspekte der Ableitung
als Grenzwert des Differenzenquotienten und als lokale Linearisierung erldutert. Die Umset-
zung dieser Aspekte in konkrete Definitionen lasst noch allerlei Freiheiten. In diesem Aufsatz
werden einige bekannte, weniger bekannte und neue Varianten der Ableitung vorgestellt.

1 Lokale Linearisierung

Wenn man mit einem Funktionsplotter auf dem Graphen einer beliebig komplizierten, aber
differenzierbaren Funktion einen Punkt markiert und dessen Umgebung durch hineinzoomen
vergroRert, landet man am Ende bei einem Bild, das von dem einer Geraden nicht zu unter-
scheiden ist. Dieses Phanomen ist sowohl eindriicklich als auch fir die Anwendungen der
Ableitung extrem wichtig. Dennoch spielt es bisher im Unterricht nur eine marginale Rolle.
Henning (2018, in diesem Heft) zeigt einen erprobten Unterrichtsgang auf, der diese Idee ins
Zentrum stellt. Hier werden einige andere Ideen dargestellt, gewissermalien als Steinbruch
fur mogliche Unterrichtsversuche.

1.1 Lokale Linearisierung: ,,Stetige Steigung“
Auf den Mathematiker Caratheodory geht die Idee zuriick, die Ableitung nicht aus dem Dif-
ferenzenquotienten zu entwickeln, sondern eine Form zu wahlen, die ohne Quotienten aus-
kommt. Das vereinfacht einige Rechnungen und Beweise. Dies wurde kirzlich von Range
wieder diskutiert (Range 2016). Eine didaktische Reflexion steht jedoch aus.
Die Grundidee
Caratheodory hat in seinem Buch zur Funktionentheorie (1961) eine Definition der Differen-
zierbarkeit gegeben, die ohne expliziten Grenzwert und ohne Differenzenquotient auskommt.
Motivation kann aus der Betrachtung linearer Funktionen kommen, fiir die gilt, dass Ande-
rungen der unabhangigen und der abhéngigen Groéle proportional sind, d.h. der Quotient g =
F)—f(x0)
X—Xg
f(xo) = q- (x — xy),Ay = q - Ax. Wenn die Funktion nicht linear ist, ist der Wert des Quo-
tienten nicht konstant. Man kann daher auf die Idee kommen, an dieser Stelle eine Funktion
zu verwenden. Wenn der Quotient nicht zu wild von der Stelle abhangt, sollte diese Funktion

ist konstant und kann als Steigung interpretiert werden. Es ist dann f(x) —



stetig sein. Genau das ist die Idee der Definition von Caratheodory, die leicht umformuliert
lautet, dass man eine Funktion f in x,differenzierbar nennt, wenn es eine stetige Funktion g
auf einer offenen Umgebung von x, gibt, so dass f(x) — f(x,) = q(x) - (x — x,) auf der
Umgebung gilt. Dann nennt man q(x,) die Ableitung an der Stelle x, und bezeichnet diese
Zahl als f'(x,).

Diese Definition ist kurz und elegant, aber es ist auch klar, wo sie die Schwierigkeit versteckt:
Satt der Ublichen Grenzwertberechnung ist zu priifen, ob es eine solche Funktion gibt. Wie
man das macht, ist nicht offensichtlich. Immerhin ist aber fiir x # x, der Wert g(x) =

L}C“‘” eindeutig bestimmt, so dass die Frage nur ist, ob q(x,) so fest gesetzt werden kann,

dass q in x, stetig ist. Dieser Funktionswert ergibt sich, wenn er denn existiert, aus dem
Grenzwert fur x — x, von q(x) flr x # x,. Dies schlief3t die Definition an die ubliche an.
Die Funktion g hangt von x,a b, es ware deswegen angebracht, g,,, zu schreiben, aber wir
werden spéter einen Index an g noch fur andere Zwecke bendtigen.

Ein erster didaktischer Gewinn ist offensichtlich: Man muss nicht mit rationalen Termen ar-
beiten: Multiplizieren ist einfacher als Dividieren. Ein zweiter Gewinn ist von fragwdirdiger
Qualitat: Der Grenzwertbegriff wird nicht explizit bendtigt, aber evtl. méchte man dessen
Bedeutung betonen statt ihn klein zu reden, und auRerdem wird — als Ersatz fiir den Grenz-
wert — der Stetigkeitsbegriff bendtigt.

Auf Ebene der Grundvorstellungen erkennt man neben der lokalen Linearitét (linear ware die
Funktion, wenn q konstant wére, da g immerhin stetig ist, &ndern sich die Werte in der Um-
gebung nicht sprunghaft, lokal ist die Funktion also fast linear) sehr gut die des Verstarkungs-
faktors: q ist eben der Faktor, der eine Verénderung x — x, verstarkt.

Stetigkeit

Wegen der Bedeutung der Stetigkeit in der Definition soll dieser Begriff etwas ausfiihrlicher
diskutiert werden. Die klassische intuitive Vorstellung von stetigen Funktionen ist die einer
Funktion, deren Graph in einem Zug durchgezeichnet werden kann. Diese Vorstellung ist
zwar am Rande fachlich unscharf, aber auf Schulniveau leicht zu erklaren und kann benutzt
werden, um stetige und unstetige Funktionen zu erkennen. Noch etwas enger ist die Auffas-
sung, dass eine stetige Funktion eine ist, die keine Spriinge macht. Dies ist formal noch nicht
sauber, aber diese Begriffsfassung reicht aus, um zu verstehen, dass Polynomfunktionen ste-
tig sind und dass die iblichen Verknupfungen stetiger Funktionen wieder stetig sind. Wenn
man mochte, kann man die Vorstellung sogar zu einer fachlich korrekten Definition aus-
bauen: Eine Funktion f ist in x, stetig, falls ihre Funktionswerte in einer Umgebung von x,
nicht stark von f(x,) abweichen, d.h. dass [f(x) — f(x,)| < € fur jedes beliebig kleine €,
wenn nur x hinreichend dicht bei x, liegt.

Motivation aus Anwendungen

Kein anderer Begriff steht historisch und didaktisch so beispielhaft fur Anwendungen der
Differentiation wie die Geschwindigkeit. Ublicherweise wird sie als Verhiltnis von Weg und
Zeit definiert: v = f Aquivalent dazu, aber evtl. etwas ungewohnt, ist es, zu sagen, dass die
Geschwindigkeit der Faktor ist, der Zeit in Weg Ubersetzt: s = v - t. Diese Formulierung hat

aber durchaus Vorteile. Jetzt wird eine Bewegung zwischen den Zeitpunkten ¢, t, betrach-
tet, bei der die Position durch eine Funktion y gegeben ist. Dann ist also s = y(t,) —



y(t2)-y(t1)
to—t,

tive Form ist auch noch fiir t, = t, sinnvoll. Bei beiden Formen ist es im Ubrigen egal ob

t; <t, odert; > t,, man erhdlt jeweils die mittlere Geschwindigkeit v(t, t,) in diesem In-

tervall. Intuitiv ist klar, dass man ¢, festhalten und t, gedanklich auf der Zeitachse an ¢, vor-

beischieben kann, ohne dass bei der Geschwindigkeit ein Sprung auftritt, so dass auch

v(ty, t;) einen bestimmten Wert hat.

Ist etwa (als willkiirliches Beispiel) y(t) = t2,t; = 1, so findet man y(t,) — y(t,) = tZ —

1=(t,+1)-(t;—1)=v-(t,— 1), also istv =t; + 1 (hier wird alles ohne Einheiten

gerechnet, Physiker mogen sie sich hinzudenken, sodass die Formeln zu y(t) = a - t%, ¢, =

1s,v = a - (t; + 1s)) werden. Dann kann man auch die Momentangeschwindigkeit in ¢,

t, = 1 bestimmen: v(1,1) = 2.

Geometrisch-Algebraische Motivation

Als Beispielsfunktion dient hier f(x) = x2 und man sucht nach einer Berechnungsmaglich-

keit fiir Sekanten. Die Sekantensteigung setzt Anderungen in Beziehung. Fiir die Anderung

der abhéngigen GroRe zwischen x, x, gilt Ay = f(x) — f(xo) = x? —x2 = (x + x) - (x —

Xo) = (x + x,) - Ax. Dies kann als Prototyp der oben verwendeten Struktur gelten.

Uberblick tiber die Entwicklung der Analysis

Dieser Abschnitt entwickelt die Theorie in extrem knapper Form. Es geht darum, zu zeigen,

wie Beweise laufen kdénnen, die Umsetzung in den Unterricht bleibt dem Leser iberlassen.

Ausgehend von der Definition, dass die Funktion fin x, differenzierbar ist, falls f(x) —

f(x0) = q(x) - (x — x,) mit einer stetigen (von x, abhdngenden) Funktion g, definiert man

die Ableitung an der Stelle x, als f'(x5): = q(xo)

Daraus ergeben sich relativ leicht viele Sétze:

Aus der Differenzierbarkeit von f folgt Stetigkeit, da die rechte Seite der definierenden Glei-

chung stetig ist.

Die Summe u + v differenzierbarer Funktionen ist differenzierbar: u(x) — u(x,) = g, (x) -

(x — x) und v(x) — v(x5) = q,(x) - (x — x,) werden addiert zu

u(x) +v(x) — u(xo) = v(xp) = qu(x) - (¥ = x0) + qu(x) - (x = %) = (qu (%) + g, (X)) -

(x = xo).

Also folgt (u + v) (o) = u'(xg) + V' (x).

Die Konstantenregel folgt analog.

Fur die quadratische Funktion f(x) = x?2 gilt: x2 —x2Z = (x + %) - (x — x,), also ist

q(x) = x + x4 und die Ableitung ist f'(x,) = q(x) = 2x,

Bei hoheren Potenzen f(x) = x™ gilt:

x—xl = O x 2x + xS x4 Y - (0 — xp)

also ist q(x) = x™ 1t + x™ 2xg + x" 3xZ+.. . a3 (%) = q(x0) =n - x™L

Fir den Kehrwert rechnet man: = — — = 2= also g(x) = — und die Ableitung ist =
X X XX0 x%

y(t),t =t, —t; und damit v = y(t) —y(t;) =v - (t, — t;). Die multiplika-

Zur Produktregel:
u(x) - v(x) —ulxy) - v(xo) =
((xo) + qu(x) - (x = X0)) - (v(Xo) + qu(x) - (x — %)) — u(Xo) - V(%) =
u(xo) - qu(x) - (x = xo) + qu(x) - (x — %) - V(%) + qu (%) - @u(x) - (x — x)?



Also ist fur die Produktfunktion q(x) = u(x,) - g, (x) + g, (x) - v(xo) + qu(x) - ¢, (x) -
(x — x,) und die Ableitung wie erwartet: (uv)'(xy) = q(xo) = u(xg) - ¢, (x0) + qu (%) -
v(xo) = u(xo) - V(%) + ' (x0) - v(%0)

Besonders einfach wird der Beweis der Kettenregel:

u((®) = u(v()) = ¢.(v() - (V) = v(x)) = qu (VX)) - 4, (x) - (x — xp), also st
(u o) (x0) = u'(v(x0)) - V' ().

Die Quotientenregel erhdlt man entweder Uber Produkt-, Ketten- und Kehrwertregel, oder
mit etwas Rechenaufwand:

u() ulxg) _ulx) - vlx) —ulxo) - v(x) _

v(x) v(x) v(x) - v(xo)
(U(xo) + qu(*) - (x = %5)) - (¥g) = (o) - (W(%o) + Gu () - (x = %)) _
v(x) - v (o)
0u) - (6 = %0) - 0(ro) —ulxa) - Gu(®) - (6 = %) _ 4uC0) - wlxo) ~ux) @u® |
v(x) - v(x) v(x) - v(xo) °

Bei allen bisherigen Rechnungen waren keine Tricks nétig, die nicht algebraisch naheliegen.

Bei der Wurzel geht es wohl aber nur mit Trick: vx — \/x, = (W_@igw%) - \/;;3(;—
0 (]

. . 1 . . I 1
also ist hier q(x) = W und die Ableitung (,/x,)" = q(xo) = Ve
Auch bei transzendenten Funktion ergibt sich kein Vorteil:
X Xp
. . X Xo. . X Xg x sm(7 - 7)
sin(x) — sin(xy) = 2cos(§ + 7) . sm(z - ?) = cos(g —) “x—x%, (x — x¢)

Man sieht, dass hier immer noch der Grenzwert von SmT(x)fUrx — 0 entscheidend ist und

begriindet werden muss. Man kann aber wie in (Greefrath et al, S. 188) argumentieren.
Auch bei den anderen transzendenten Funktionen ergibt sich keine Anderung.

Nach den ublichen Kalkilregeln werden nun einige Anwendungen der Differentiation

besprochen. Die Monotoniesatze und die Sétze zu lokalen Extrema sind Anwendungen der
Ableitung, die selbst wieder eine bekannte Fille von weiteren Anwendungen auch in der
realen Welt nach sich ziehen.
In einem lokalen Maximum x, ist die Ableitung 0: Wére q(x,) > 0, dann auch g(x) > 0
zumindest in einer gewissen Umgebung von x, (da g stetig) und deswegen ist fir x — x, >
0 auch f(x) — f(xy) > 0, also f(x) > f(x,), also wére x, keine Maximalstelle. Analog ar-
gumentiert man bei q(x,) < 0.

Ganz einfach argumentiert man bei der Monotonie. Ist f monoton wachsend, muss of-
fensichtlich q(x), x # x, nicht-negative Werte annehmen, wegen der Stetigkeit kann auch in
X, kein negativer Wert angenommen werden. Fiir die umgekehrte Richtung notieren wir den
Entwicklungspunkt, d. h: f(x) — f(x0) = qx,(x) - (x — xo). Ist die Ableitung positiv, also
Vx, € [a,b]: f'(xo) = qy,(x0) > 0, dann gibt es um jedes x, eine ganze Umgebung U, , in
der q,,,(x) > 0,x € U,,. Indieser Umgebung ist dann f streng monoton steigend. Da das fiir



alle x, gilt, ist die Funktion auf dem ganzen Intervall streng monoton wachsend. Die Kom-
plexitét dieses Argumentes stellt leider allenfalls einen kleinen Vorteil gegeniiber dem ubli-
chen Vorgehen dar.

Der Zugang kann an mehrere Grundvorstellungen zur Ableitung ankniipfen: Da g stetig ist,
ist flir x = x, auch q(x) = q(x,), also f(x) — f(xe) = f'(x5) - (x — x,). Die Ableitung ist
also ein Verstirkungsfaktor fiir kleine Anderungen und £ (x) kann linear approximiert wer-
den: f(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — x,) (vgl. Greefrath et al. Abschnitt 4.2.4). Mit der in der
Physik tiblichen Notation fir Anderungen schreibt man: Ax = x — x, Ay = f(x) — f(x,) =
q(x) - Ax und wenn man q(x) durch q(x,) néhert, erhdlt man eine lineare Prognose fiir die
Anderung, die man als Differential bezeichnet: dy = q(x,) - dx, vgl. (Oldenburg 2016).
Wegen der Stetigkeit von q ist fur kleine dx approximativ dy = Ay.

Integral

Dieser Abschnitt skizziert kurz, wie man zur Integration als Rekonstruktion in diesem Kon-
text kommen kann. Ausgangspunkt ist der Wunsch, die Anderung f(x) — f(x,) aus den An-
derungsfaktoren auszurechnen. Die Beziehung f(x) — f(x,) = q(x) - (x — x,) gilt zwar
allgemein, aber g an beliebigen Stellen auszurechnen ist nicht einfacher, als f an beliebigen
Stellen zu ermitteln. Es hilft hier aber die Idee der lokalen linearen Approximierbarkeit, d. h.
wenn x, x, nahe beieinander sind, ist der Wert von g in f(x) — f(x,) = q(x) - (x — x,)
nahe bei g(x,). Deswegen zerkleinert man das Intervall [x,, x], sodass man auf den Teilin-
tervallen g durch die Werte der Ableitungsfunktion n&hern kann.

Da die Funktion g fiir verschiedenen Stellen bendtigt wird, soll die Stelle hier als Index no-
tiert werden, d.h.: f(x) — f(x¢) = gy, (x) - (x — xo). Fr drei Stellen x,, x,, x, ergibt sich:

F(x1) = f(x0) = Quy(x1) - (1 — x0) UNd f(x2) — f(x1) = Gy, (x2) - (X2 — X41).

Die Summe ist f(x;) — f(X0) = qxy(x1) + (X1 — Xo) + Gy, (x2) - (X2 — x1) . Man iteriert
weiter:

flxn) = fxo) = Z150 qxi(le) (e — %) = X Qe (x0) - (i — X)) = Yo f(x) -
(Xiy1 — X))

Der Néherungsfehler wird umso kleiner, je néher x;, x;,,zusammen liegen. Fir x; = a +
i (also x = a,x, = b) ergibt sich die Naherung £ (b) — f(a) ~ X5 £ (x;) - == und
diese wird offensichtlich besser, wenn man n — co betrachtet. Den Grenzwert der rechten
Seite definiert man als Integral von f’ (auch wenn f’ nicht die Ableitung einer bekannten
Funktion sein sollte - der Grenzwert existiert zumindest fir beliebige stetige Funktionen).
Wenn der Approximationsfehler im Grenzwert gegen 0 geht?, hat man den Hauptsatz gefun-
den.

Fazit

!Dies ist einfach zu begriinden: Der Approximationsfehler ist Z?:‘Ol(qxi(xm) = qx, (%)
%Zwar wachst die Zahl der Summanden mit n, aber der zweite Faktor ist proportional

1/n, so dass sich dies kompensiert. Da der erste Faktor wegen der Stetigkeit gegen Null geht,
gilt das auch fiir die Summe — der Grenzwert ist also 0.



Die Ableitungsdefinition als Caratheodory hat didaktisches Potenzial, auch wenn sie kein
Waundermittel ist. Besonders hervorzuheben ist, dass von ihr aus sowohl die klassische Defi-
nition Uber den Grenzwert als auch die Uber die lineare Approximierbarkeit sich gut er-
schlieRt. Damit ist sie eine gute Basis, um alle Grundvorstellungen zur Ableitung aufzubauen.

1.2 Lokale Linearisierung: Das aktive Funktionenmikroskop

Differenzierbare Funktionen erscheinen lokal linear. Im sogenannten Funktionsmikroskop
(auch Funktionenlupe) erscheint bei ausreichender VergrofRerung einer Stelle des Funktions-
graphens nahezu eine Gerade. Durch Zoomen in einem Funktionsplotter (z.B. GeoGebra)
kénnen Lernende dieses Phanomen erfahren, es scheint, dass dies keinen rechnerischen Weg
eroffnet. Dem ist aber nicht so. Der Trick ist, dass man statt des passiven Zoomens (das
Objekt bleibt unverandert, man betrachtet es nur in anderem MaRstab), aktiv zoomt, den
Funktionsgraphen also zentrisch streckt.

Beim Funktionsmikroskop wird der Graph einer festen Funktion in verschiedenen Vergro-
Rerungsstufen betrachtet. Diesen Gesichtspunkt dreht man jetzt um: Zur gegebenen Funktion
f definiert man eine neue Funktion f;, deren Graph durch zentrische Streckung mit Faktor
k aus dem der Ausgangsfunktion entsteht.

1. Zentrische Streckung in Koordinaten realisieren.

Zentrische Streckungen am Ursprung sind einfach in Koordinaten zu beschreiben: (x,y) =
(kx, ky). Etwas mihsamer ist es, um einen beliebigen Punkt (x,, v,) zu strecken. Dazu ver-
schiebt man zundchst so, dass das Zentrum im Ursprung liegt (x,y) = (x — x¢, ¥ — Vo),
streckt —» (k - (x — x¢), k - (¥ — y,)) und schiebt danach zurick = (xq + k - (x — %), Vo +
k- (y —y,)). Dass das das Richtige macht, lasst sich auch direkt in Geogebra studieren; Man
erzeugt einen Punkt Z als Zentrum und einen abzubildenden Punkt A, sowie eine Zahl k als
Streckfaktor. Der gestreckte Punkt wird dann in GeoGebra-Syntax als (X[Z]+k*(x[A]-
X[Z]),Y[Z]+k*(y[A]-y[Z])) definiert.

2. Eine ,.gestreckte* Funktion definieren.

Es sei f eine Funktion. Man halt einen Punkt ihres Graphen (x,, o), Vo = f(x,) fest. Der
Punkt (x, f(x)) des Graphen von f wird nun zentrisch mit diesem Zentrum gestreckt und
liefert: (x',y"):= (xg + k- (x — x0), f(x0) + k- (f(x) — f(x0))). Dieser Punkt soll auf
dem Graphen der ,,gestreckten® Funktion liegen, die definiert ist durch y' = f,(x"). Um den
Funktionsterm von f, zu erhalten, muss noch das x durch x = Z=2% 4 x, ersetzt werden, es

k
entsteht: y' = fi(x') = f(x0) + k - (f (2 + Xo) = f (%0))

3. Grenzwertbetrachtung

Letzter Schritt ist die Betrachtung des Verhaltens der gestreckten Funktion fiir den Fall, dass
der Streckfaktor gegen unendlich strebt. Dies ist allgemein nicht mehr so Gbersichtlich um-
setzbar — deswegen eine Betrachtung am Beispiel: y = f(x) = x2. Dannsind x’ = x, + k -
(x —x0), ¥ =x2 + k- (x? — x2). Der Zusammenhang zwischen x’, y'ist:

1_ ’_ 2
y =x2+k- ((xk—xo + %)% — x2)=2x"xy + X0
Fur grolRe VergroRerungsfaktoren k wird der zweite Summand sehr klein, sodass der Zusam-
menhang zwischen x’, y' nahezu linear ist — mit Steigung 2x,.




Dass bei diesem Prozess die gewdhnliche Ableitung entsteht, kann leicht nachgerechnet wer-
den. Dazu ersetzt man den Grenzwert k — oo durch h: === — 0. Damit ist fi.(x') =

flxo) + % (f(xo + h) — f(x)) - (x" — x) und der Grenzwert ist offensichtlich.
Zentrische Streckungen sind besonders einfach, wenn das Zentrum im Ursprung liegt. Man
kann daher den Graphen entsprechend verschieben, so dass also f(0) = 0 ist. Dann gilt:

x' =kx,y =kyundy =ky=k- f(x) =k'f(%)

Differenzierbarkeit bedeutet, dass fir sehr groBRe k der Zusammenhang y-x proportional ist,

k- k , [ D f(0)
also eine Konstante: m = lim % = lim L — i, —(’;2
k—oo X/ k—)oo xr k- x

Belsplel. Ableitung von f(x) = x® in 1. verschobene Funktion: g(x) = (x + 1) — 1.
! 3 X/
y' = k-((%+ 1) — 1) = 3x +3—+ = 3x',also g'(0) = 3,f'(1) =3

Weiteres Beispiel. Ableitung von f(x) = \/_ in 1. verschobene Funktion: g(x) = vx + 1 —
1.

o xr
. =t ~
Y—k~</;+1—1> k(/—+1—1)\/%j+1—k( 1_1)J:1+1 xjx_’Tm

x;', also g'(0) =1/2,f(1) =1/2
Selbstversténdlich sollte man das Zoomen des Funktionsgraphen mit dynamischer Geometrie
visualisieren (siehe Abb.1).

Abb. 1: Die Ausgangsparabel wird um den Punkt Z zentrisch gestreckt. Je groRer man den
Streckfaktor k wéhlt, desto mehr ahnelt der gestreckte Graph einer Geraden.

Fazit

Die aktive Funktionslupe ermdglicht den Briickenschlag von der intuitiven Idee, dass der
Graph lokal gerade erscheint, hin zu einer quantitativen Erfassung des Phdnomens. Der ent-
scheidende Schritt ist, dass der VergroRerungsfaktor quantifiziert werden kann, wéhrend der



Zoom-Faktor der Lupe nicht quantifiziert wird. Die Briicke ist allerdings noch nicht ideal.
Sie fuhrt auf Rechnungen, die einiges algebraisches Gespur erfordern.

1.3 Lokale Linearisierung: Approximationsgiite

Donald Knuth hat in einem nicht mehr online verfligbaren Leserbrief fiir den folgenden Weg
geworben: Als erstes fuhrt man die sogenannte A-Schreibweise ein, um eine beliebige Zahl
zu bezeichnen, die vom Betrag her aber nicht groer als die angegebene sein darf, d.h. A(5)
steht fiir eine beliebige Zahl, deren Betrag hdchstens 5 ist. Damit kann man Fehler angeben,
z.B.m = 3,14 + A(0.005), oder Abschatzungen angeben, z.B. 104 = A(200). Es gelten
naheliegende Rechenregeln: x,y = 0: A(x) + A(y) = A(x + y), A(x) - A(y) = A(x - y).
Ein paar weitere Beispiele: sin(x) = A(1); A(x) = x; A(x) = x - A(1).

Das A fungiert gewissermaRen wie eine Gummizahl, die — im gesetzten Rahmen — immer
passend gewahlt ist.

Wenn es nicht auf die absolute GroRRe des Fehlers ankommt, sondern nur, wie schnell dieser
wiachst, kann man eine noch unspezifischere ,,Gummistelle® einfiihren: Es soll O (x) stehen
fiir € - A(x) mit einer beliebigen Zahl C. Dann ist z. B. klar, dass 5x2 + 3x + 9 = 0(x?).
Anschaulich gesprochen bedeutet f(x) = 0(g(x)), dass f nicht wesentlich schneller
wachst als g, also hdchstens um einen bestimmten Faktor. Anders ausgedriickt: Die Werte-
menge von %3 muss beschréankt bleiben — aber diese formalere Fassung braucht man hier
gar nicht. Es gilt O(f + g) = 0(f) + 0(g), und weil es auf Konstanten nicht ankommt, gilt
z.B. 0(x%) + 0(3x2) + 0(x) = 0(x?).

Eine verschéarfte Ableitungsdefinition ware die folgende: f'(x) ist eine Zahl, so dass
fx+e)=f)+f'(x) e+ 0(e?).

Diese Fassung erbt fast alle VVorteile der anderen Zugange tber lokale Linearisierung, wie
sie sich auch bei Caratheodory gezeigt haben, d. h. Polynome lassen sich einfach ableiten,
zB. fir f(x) =x2: f(x+€) = (x + €)? = x* + 2xe + 0(€?). Ketten- und Produktregel
lassen sich einfach herleiten.

Beispiel:  g(f(x+€)) = g(f(x) + f'(x) - e + 0(e®) = g(f () + g'(f () - (f' () -
e+0(eD)+0((F/ @) -e+0(e)) = g(f() + g (f@) - f'(x) - € + 0(e?)
Spéter, wenn der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung bekannt ist, kann die Be-

deutung der zweiten Ableitung im Kontext der lokalen Linearisierung erarbeitet werden
(Taylor-Approximation):

et =0 = [ fatode= [ e+ t+ 0
0 Eé)
= f'@) + () -+ 0(eY)
2 Differentiale
Die Schreibweise f'(x) = Z—z ist oft sehr suggestiv und intuitiv. Insbesondere beim Model-

lieren (dx ist ein Kleiner Zuwachs von x) und bei formalen Rechnungen (etwa Kettenregel
oder Substitution) sind Differentiale praktisch. In der Schule werden sie aber i.d.R. nicht als



eigenstandige Objekte eingefiihrt, sondern % wird nicht als Bruch, sondern als rein formale

Schreibweise bezeichnet. Wenn man den Differentialen dx, dy einzeln Sinn geben will, gibt
es zwei Strategien: Sie kdnnen infinitesimal kleine GroRen sein (Nichtstandardanalysis) oder
endliche GroRen, die sich auf die Linearisierung des funktionalen Zusammenhangs beziehen.
Im zweiten Sinne wurde in (Oldenburg 2016a) ein Weg skizziert, Differentiale einzufihren.
Mittlerweile wurde dieser Weg in der Schule erprobt und soll hier skizziert werden.

Zunéchst wurden anhand realistischer Daten verschiedene Wachstumsprozesse betrachtet (li-
near, exponentiell, logistisch), die einen Zusammenhang y = f(x) darstellen und es wurde
versucht, aus den vorhandenen Daten (Wertetabelle und/oder Graph) Prognosen fiir Ande-
rungen Ay zu erstellen, wenn sich die Unabh&ngige um Ax &ndert. Hier konnte festgehalten
werden, dass lokale Prognosen linear einfach sind. Eine lineare Fortsetzung eines Trends ist
ein besonders einfaches Modell, leicht zu rechnen und lokal plausibel. Damit kann definiert
werden: Das Differential dx einer GroRe x ist die bei lokaler Betrachtung ,,bestmdgliche*
lineare Prognose der Anderung Ax. Fiir kleine Anderungen erwartet man, dass Ax ~ dx. Die
Summenregel d(u + v) = du + dv erarbeitet sich ganz natrlich. Verbluffend unproblema-
tisch war auch die Bearbeitung der Produktregel: Bei der Anderung u - u + du,v - v +
dv &ndert sich das Produkt zwar um u - dv + v - du + du - dv, wie man leicht rechnet, aber
dass der letzte Term besonders klein ist und als nichtlinearer Term die Struktur kompliziert
macht, hat die Lernenden sofort Giberzeugt, im Sinne einer Modellbildung (lineares Modell)
diesen Term wegzulassen. Es konnten damit dann auch Potenzen und Wurzeln abgeleitet
werden und die Kettenregel ergab sich einfach aus dem Rechnen. Selbstverstandlich ist eine
spatere Exaktifizierung mit Grenzwerten sinnvoll, aber fir das Modellieren und Argumen-
tieren nicht notwendig. Wer das in (Oldenburg 2016a) skizzierte Programm im Unterricht
durchfiihren mdchte, kann Arbeitsblétter des Versuchs beim ersten Autor anfordern. Im gan-
zen Unterrichtsversuch gab es nur eine kritische Stelle: Beim Bestimmen von Tangenten an

y = x* haben die Lernenden gerechnet dy = 2xdx und daraus die Tangentensteigung Z—z =

2x bestimmt. Fir die Stelle x = 1 wurde damit die Steigung in (1,1) berechnet und der Graph
zeigte, wie schon das passt. Allerdings wandte eine Schulerin ein: ,,Wenn wir x = 1 setzen,
dann ist x konstant, also dx = 0 und deswegen auch dy = 0. Eine angemessene Antwort
ist leider nicht ganz einfach: Der Operator d wirkt nicht auf Zahlen, sondern auf Terme. Die
Variablen mit Zahlen zu belegen ist eine spétere Entscheidung. So wie man beim Program-
mieren zwischen Programmierzeit und Laufzeit, oder bei PowerPoint zwischen Designzeit
und Vorfuhrungszeit unterscheidet, so sollte man auch in der Mathematik unterscheiden,
zwischen Kalkilzeit und Zahlenrechenzeit. Mehr dazu findet sich in (Oldenburg, 2016b).

3 Differenzenquotient

Bisher dominieren in der Schule Zugéange zur Ableitung, bei der der Differenzenquotient im
Fokus steht. Auch hier gibt es viele Variationen, die neue Optionen eréffnen.



3.1: Differenzenquotient: Term-Variationen
Bereits friher (Oldenburg 2005) wurde gezeigt, dass es zum Differenzenquotienten

}lln’é M Alternativen gibt. Hier

eine Liste mit einer Kurzcharakterisierung:

Ableitungsbegriff

Charakterisierung

I fx+h) —fx—h
im oh

h-0

Beidseitige Ableitung. Quadratische Funktionen
sind ohne Grenzwertberechnung ableitbar. Nume-
risch sehr gute Approximationen; aber: Auch die
Betragsfunktion ist differenzierbar.

. flg) - f()
mit =)

li
-1 gqx—Xx

Die beiden Stellen werden multiplikativ unterschie-
den, nicht additiv. Auler fur x = 0 dquivalent zur
Standarddefinition.

flqx) — f(x/q)
WAL LOMASILY

li
qx —x/q

q-1

Eine Kombination aus beiden obigen Ideen.

Zum Vergleich der drei Definitionen zeigt die folgende Tabelle die Ableitung der quadrati-

sche Funktion mit f(x) = x?2 :

Rechnung Kommentar
x4+ h)?—(x—-h)?  4xh Selbst fiir h > 0 ergibt
lim =lim— = 2x :
h=0 2h h=0 2h schon der Differenzquo-
tient den exakten Wert.
- (gx)? — (x)? gt —-1 ) Die funktionale Abhén-
Iy —x XM = lma+1=20 1 gigkeit (Ableitung ist li-
near) ist sofort klar.
(07 —(2)° - o Die Vorteile kombinie-
}Ii{}}T(g) =x-lim =xe }}H}% =2X_ | ren sich hier nicht.

Es lohnt (fiir die Lehrkraft, fiir Studenten, fir Schiiler) zu erforschen (das ist authentische
Forschung), bei welchen Funktionen und Regeln die Arbeit jetzt leichter wird, wo schwerer.
Bei der Quadratwurzel etwa hat die multiplikative Version einen starken Aufschlag:

CJax—Vx Vx o Jg-1 1 1 1

lim———— = —-lim =—.lim—=—

qx —x x a1 qg—1 \/Eq—’l\/a+1 2Vx

Wenn man mit all diesen Definitionen die Ableitung der tblichen Funktionen sowie die Kal-
kilregeln beweist, stellt man fest, dass einige Rechnungen einfacher gehen, andere werden
aufwandiger. Beispielsweise erleichtert die multiplikative Version die Ableitung des Loga-
rithmus, wahrend sie die der Exponentialfunktion erschwert. Dies erklart sich nattrlich leicht
durch die Vertraglichkeit von Logarithmus bzw. Exponentialfunktion mit Addition und Mul-
tiplikation — damit wird eine Reflexion der Eigenschaften der Funktionsklassen angeregt.
Neben der Ermdglichung von forschendem Lernen (Begriffe erkunden und Beziehungen
zwischen ihnen herstellen) stellen diese Varianten ein Feld zum wiederholenden Uben dar:
Die erste Herleitung der Ableitung von Polynomen ist zu schwer, um sie selbsttétig zu ma-
chen, aber die Verifikation mit einer zweiten Herleitung auf Basis einer der Variationen
durchzuspielen, ist deutlich einfacher.

q-1



3.2: Differenzenquotient: Grenzwert spater

Etwas karikiert kdnnte man sagen, dass der Unterricht oft schnell zum Differenzenquotient
kommt, kurz Gber den Grenzwert spricht und dann ganz lange die Regeln des Differential-
kalkils anwendet ohne die ersten beiden Konzepte noch groR zu verwenden. Man kénnte
Uberlegen, ob man den ersten Schritt nicht wesentlich verlangern kénnte, um die Motivation
flr den Grenzwert zu steigern. Das bedeutet, dass man lange mit diskreten Strukturen arbei-
tet, dass Approximationen mit teilweise linearen Abschnitten an Bedeutung gewinnen.
Das zentrale Ziel der Analysis ist die Beschreibung von Anderungsprozessen im Kleinen,
also die Veranderung von Funktionswerten lokal. Lokale Sichtweisen sind tber Z nur einge-
schrénkt, Uber @ schon besser und Uber R gut deutbar. Eine wichtige Transformation im
Laufe der schulischen Mathematik ist also der Ubergang diskret — kontinuierlich. Werteta-
bellen geben zunéchst diskrete Zuordnungen, ihre Graphen geben durch glatte Verbindung
die Idee einer kontinuierlichen Zuordnung. Experimente liefern oft nur diskrete Messwerte
und SuS neigen dazu, diese als Polygonzug zu verbinden. Guter Unterricht reflektiert Sinn
und Unsinn des Verbindens im jeweiligen Kontext. SuS neigen auch dazu, die Graphen von
Parabeln mit einer Spitze zu zeichnen, wenn sie von einer Wertetabelle ausgehen. Funktions-
plotter kdnnen das Phanomen beheben — SuS sehen die Rundung und zeichnen sie — aber es
ist die Frage, ob das ein oberflachlicher Erfolg ist, ob verstanden wird, warum das so ist.
Liegt hier nicht eine Chance? Sollte man der diskreten Phase nicht mehr Aufmerksamkeit
schenken? Evtl. sollte man den Graphen einer Funktion bewusst als Polygonzug mit ver-
schiedenen Schrittweiten zeichnen und so eine Approximation an eine glatte Kurve erleben
(in Fortsetzung der Kreisapproximation nach Archimedes). Man sieht etwa, dass die Stei-
gung des Segmentes zu x?, das in (0,0) beginnt, immer kleiner wird, je kleiner die Schritt-
weite ist (warum ist das so.... Was bedeutet es?). Damit ist auch die Idee der lokalen linearen
Approximation angeregt. Einen Polygonzug zu einem Graphen kann man betrachten:
e Ganz klein: Man sieht nur (x,|f (x,)): Funktionswert. 0. N&herung
*  Umgebung betrachten: Man sieht zwei Punkte, ein Segment, dem man eine Stei-
gung zuordnen kann. 1. Naherung
«  Etwas grofere Umgebung betrachten: Drei Punkte, zwei Segmente. Dem kann ein
Winkel dazwischen zugeordnet werden (Krimmung). 2. NaherungGeschlossene
Polygonziige sind praxisrelevant und die GaufRsche Formel kann so geschrieben
werden, dass man die Struktur des Integrals sofort sieht (s. S. 231 Greefrath et al.).
Nach diesen allgemeinen Uberlegungen zur Approximation mit Polygonziigen beschrén-
ken wir uns jetzt auf den Fall der ersten Néherung, also auf die Approximation einer Funktion
durch eine Sekante durch zwei Stellen. Viele Anwendungen liefern Motivation fiir eine De-
finition der folgenden Art: Die Steigung eines linearen Segmentes eines Funktionsgraphen
ist durch zwei Punkte (x, f(x)), (x + Ax, f (x + Ax) festgelegt und man definiert:

Differenzenquotient A(f, x, Ax): = W.

Die neue Idee dieses Abschnitts ist, jetzt nicht schnell zum Grenzwert zu kommen, sondern
zunéchst mit diesem Term viel anzufangen. Sind etwa Messwerte eines Bewegungsvorgangs
als Funktion der Zeit x gegeben, so liefert die Messfrequenz automatisch ein passendes Ax.
Generell kann man viel auf dieser Ebene machen, insbesondere auch bei Computereinsatz.
Mit einem Computeralgebrasystem kann die Wirkung des Differenzenquotienten erforscht



werden. Fir kleine Ax ergeben sich etwa Funktionen, die optisch der Ableitung sehr nahe
kommen. Auch die algebraische Betrachtung zeigt einige interessante GesetzméaRigkeiten.
Mit einem Computeralgebrasystem wie Maxima kann man eine kleine Zahl festlegen, etwa
dx:0.001, und dann den Differenzenquotienten definieren als diffquot (f,x) :=
(subst (x=x+dx, f)-f)/dx.Danach zeigtder Graph von diffquot (x"3, x) eine
Parabel (approximativ) und der Term dazu ist sehr spannend: 3x2 + 0.003x + 10~°. Ahn-
lich interessant ist das mit t rigexpand vereinfachte Ergebnis von:
diffquot (sin (x),x) ndmlich 0.99999983 cos(x) — 4.99999958 - 10™* sin(x).
An dieser Stelle lasst sich der Grenzwert motivieren, aber wir gehen noch etwas weiter ohne
Grenzwert vor und gewinnen Kalkilregeln fur den Differenzenquotienten:
A(c - f,x,4x) = c - A(f, x, 4x), A(f + g,x,4x) = A(f, x, Ax) + A(g, x, 4x),
A(f © g,x,8x) = A(f, g(x), g(x + Ax) — g(x)) - A(g, x, A%),
A(f - g,x,Mx) = A(f,x,Ax) - glx + Ax) + f(x) - A(g, x, Ax)
401 Ax) —A(f, x, Ax)
I3 89 = Fay foat o)
AuBerdem A(x — x2,x,Ax) = 2x + Ax und A(x » x3,x,Ax) = 3x? + 3xAx + Ax? usw.
Der Zusammenhang mit der Monotonie kann auch festgehalten werden: Offensichtlich gilt,
dass bei einer auf [a, b] monoton wachsenden Funktion gilt, dass fiir alle x € [a, b] und alle
Ax mit x + Ax € [a, b] gilt: A(f, x, Ax) = 0 und diese Implikation ist sogar umkehrbar. Da-
mit erschlieRt sich auch die Bestimmung von Extremstellen. Dies wird umso genauer, je
kleiner Ax. Der Wunsch, Ax klein zu haben, kann auch aus physikalischen Anwendungen
motiviert werden. Der Grenzwert Ax — 0 vereinfacht einige der Kalkulregeln und schlieB-
lich l6st er ein &sthetisches Problem: Die obige Produktregel ist auf der rechten Seite nicht
symmetrisch zwischen den beiden Funktionen obwohl das Produkt kommutativ ist.
Nach einiger Zeit der Beschaftigung sollte sich daher eine fundamentale Einsicht durchset-
zen: Der Grenzwert vereinfacht eine Reihe von Regeln! Die Motivation dafir durfte héher
sein, wenn man vorher ein paar der miihseligen Rechnungen der obigen Art gemacht hat.

4 Gesamtfazit

Die Berechnung von Ableitungen ist reicher als ,,Limes h gegen Null“. Der vorliegende Auf-
satz kann einige Ideen liefern und diese kdnnen fur alternative Einstiege verwendet werden
oder fur die nachtrégliche Konstruktionen einer parallel-Theorie, evtl. dann starker durch
Schiiler entdeckend. Deswegen lohnt es sich, wenn man als Lehrkraft diese Ideen kennt, um
sie bei Bedarf einsetzen zu konnen.
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