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Schnittstellenaktivitat S6 ,,Geometrische Algebra“

1. Einfihrung

Die Vektorrechnung hat eine lange und von Zufallen bestimmte Geschichte
hinter sich (einen Uberblick gibt Wittmann). Grassmannalgebren fanden
zundchst nicht viele Unterstutzer. Eine Variante, bestimmte Clifford-
Algebren, wurden von Hestenes (1991) als geometrische Algebra neu in-
terpretiert und propagiert. Diese Algebren erfahren in den letzen Jahren ei-
nen bemerkenswerten Boom in der Fachwissenschaft, insbesondere in an-
gewandten Disziplinen. In der hier beschrieben Schnittstellenveranstaltung
werden die Leistungen der Geometrischen Algebra aus fachwissenschaftli-
cher Sicht dargestellt und aus didaktischer Sicht bewertet.

2. Dreidimensionale Geometrische Algebra

Geometrische Algebra kann tber Vektorrdumen unterschiedlicher Dimen-
sion und unterschiedlicher metrischer Struktur betrieben werden. Am
néchsten an der dblichen analytischen Geometrie der Schule ist die geomet-
rische Algebra tiber dem dreidimensionalen euklidischen Vektorraum.

Vektoren sind in der geometrischen Algebra entsprechend den Vektoren
der traditionellen Vektoralgebra als eine Aquivalenzklasse gleichlanger und
gleichgerichteter Pfeile oder als eine Aquivalenzklasse aller Translationen
gleicher Lange und gleicher Richtung definiert. Somit sind Vektoren ein-
dimensionale Ausdehnungsbilde. Ihre Notation erfolgt in Summenform: v =
Vi €11V, e,+V; es. Die elementare Vektorrechnung funktioniert in der geo-
metrischen Algebra analog zur Vektoralgebra. Auch das Konzept des Ska-
larprodukts wird Gbertragen, es wird jedoch als inneres Produkt bezeichnet
und auf weitere, noch einzufuhrende, Elemente erweitert.

Uber Vektoren, als Elemente ersten Grades, hinaus existieren in der geo-
metrischen Algebra zudem Elemente hoheren Grades. Solche zweiten Gra-
des werden Bivektoren B genannt. Bivektoren sind, anknipfend an die
Vektordefinitionen, als eine Aquivalenzklasse gleichgroBer und gleich-
orientierter Parallelogramme definiert, welche durch zwei Pfeile aufge-
spannt werden oder aus zwei hintereinander ausgefuhrten Translationen
entstehen. Damit sind Bivektoren zweidimensionale Ausdehnungsgebilde.

Bivektoren entstehen iber das duBere Produkt zweier Vektoren. Dieses ist
uber seine Antikommutativitat, Vertraglichkeit unter der Multiplikation mit
Skalaren, Distributivitat, Assoziativitat und die Eigenschaft vw = 0, wenn



die Vektoren parallel sind, definiert. In Koordinatendarstellung folgt fir
das dauflere Produkt der Vektoren v und w: v*w = (v; Wy, — Wy Vo) €1, + (Vs
W3 — W, V3) €,7%e3 + (V3 Wy — Vi W3) e3”e;. Damit stimmt das duRere Produkt
in seiner Darstellung mit dem Vektorprodukt Gberein, es ist jedoch das
orthogonale Komplement zu diesem. Weiterhin kénnen Bivektoren mitei-
nander verrechnet werden, wobei hierfiir die den Vektoren entsprechenden
Gesetze gelten.

Die geometrische Algebra erlaubt zudem die Addition von Elementen ver-
schiedenen Grades, wobei ein Multivektor M resultiert. Der aus dem inne-
ren und dem dufleren Produkt zweier Vektoren bestehende Multivektor
wird als geometrisches Produkt dieser Vektoren bezeichnet: vw=v-w+v w.
Dieses ist nach Definition in seiner parallelen Komponente kommutativ, in
seiner orthogonalen Komponente antikommutativ, vertraglich unter der
Multiplikation mit Skalaren, distributiv und assoziativ. Das geometrische
Produkt kann umgekehrt auch axiomatisch definiert werden durch die Rela-
tionen der Basisvektoren (e?=1, ejej=-€;e;), und dann kann daraus das innere
Produkt als dessen kommutative Komponente und das duf3ere Produkt als
dessen antikommutative Komponente definiert werden.

Zusatzlich zu Vektoren und Bivektoren existieren in der geometrischen Al-
gebra Trivektoren als Elemente dritten Grades. Diese sind als eine
Aquivalenzklasse gleichgroRer und gleichorientierter Parallelotope defi-
niert, und sind somit dreidimensionale Ausdehnungsgebilde. Trivektoren
entstehen durch das &uRere Produkt dreier Vektoren oder eines Bivektors
und eines Vektors, welches mit dem Spatprodukt tibereinstimmt.

Die geometrische Algebra ber dem dreidimensionalen euklidischen Vek-
torraum ist folglich als Vektorraum achtdimensional mit der Basis 1, ey, €,
es, e1'e,, e,e;, ei’e;, e;ee;. Des Weiteren sind Vektoren und
Bivektoren, da das geometrische Produkt assoziativ und eindeutig ist, be-
ziiglich dessen invertierbar, was auch die Division durch diese erméglicht.
Es existiert zudem ein Dualitatsoperator, der es erlaubt, zu Elementen be-
liebigen Grades das jeweilige orthogonale Komplement zu berechnen.

Zur Behandlung der analytischen Geometrie kénnen Geraden und Ebenen
uber eine Parallelitatsbedingung beziehungsweise eine
Komplanaritatsbedingung implizit beschrieben werden. Eine beliebige Ge-
rade mit Richtung v ist somit gegeben als g:=v*(x-vp)=0. Eine beliebige
Ebene mit aufspannendem Bivektor B ist analog gegeben als E:=B"(x-
Vp)=O.

Fur Untersuchungen von Lagebeziehungen im Raum werden neben den
gegebenen impliziten Formen nur die daraus ablesbaren Parameterdarstel-



lungen bendtigt. Die Lageuntersuchungen lassen sich schlie3lich, wegen
der Eindeutigkeit der Geraden- und Ebenendarstellungen nach allgemein-
gultigen Methoden durchfuhren, wobei fur sdmtliche Kalkulationen koor-
dinatenfreie Rechenausdriicke existieren.

Die beschriebene geometrische Algebra bietet, verglichen mit der traditio-
nellen Vektoralgebra, einige Vorteile. So ist ein konsistenter Unterrichts-
aufbau moglich, wobei die Struktur des dreidimensionalen Raumes zu-
nachst anschaulich eingefuhrt wird. AnschlieBend werden die verschiede-
nen Produkte koordinatenfrei entwickelt, und schlieRlich wird die analyti-
sche Geometrie anschaulich behandelt.

Darlber hinaus gelten fir Elemente verschiedenen Grades die gleichen
konzeptuellen Grundlagen. Die Orientierung ist zudem ein wichtiges
Merkmal der Bivektoren und Trivektoren, und wird auch zu einem naturli-
chen Kennzeichen des gesamten Raums. Des Weiteren stimmen die Me-
thoden zur L&ngen-, Flachen- und VVolumenmessung, basierend auf den Be-
tragen einzelner Elemente, Uberein. Auch die weiteren elementaren Re-
chenoperationen mit den verschiedenen Elementen funktionieren analog.

Das geometrische Produkt bietet aulRerdem konzeptuelle und rechnerische
Vorteile gegenlber den anderen Produkten, da es die Beziehung zweier
Elemente zueinander ltickenlos beschreibt, und sich leicht durch herkdmm-
liches Multiplizieren berechnen lasst. Dartiber hinaus bedingt es die Mdg-
lichkeit zur Invertierung und zur Division. Zudem lasst sich die Dualitats-
operation auf Elemente jeden Grades und in beliebigen Dimensionen an-
wenden.

SchlieRlich werden Geraden und Ebenen anschaulich beschrieben, wobei
eine  vollstdindige  Analogie  zwischen  den  Geraden-  und
Ebenendarstellungen vorliegt. Die geometrische Algebra erlaubt letztlich
die Verknipfung einer Vielzahl inner- und auBermathematischer Themen-
gebiete.

Allerdings hat die geometrische Algebra auch, im Vergleich zur traditionel-
len Vektoralgebra, einige Nachteile. So kann die Vielfalt der neuen Kon-
zepte irritieren, wobei Bivektoren und Trivektoren aufgrund ihrer Orientie-
rung von den Parallelogrammen und Parallelotopen der elementaren Geo-
metrie abweichen, sowie dem Trivektor als raumausfillendes Element eine
besondere Rolle zukommt. Zudem sind die elementaren Operationen mit
Bivektoren und Trivektoren schwer anschaulich zu machen, und die Viel-
zahl der Produkte und weiteren Operatoren kann verwirren. Letztlich kon-
nen bei der Behandlung der analytischen Geometrie Rechenausdriicke sehr
unubersichtlich werden.



3. Konforme Geometrische Algebra

Seit der Verotffentlichung der konformen geometrischen Algebra durch
David Hestenes (2001) erkennt man ihr immenses Potenzial in vielen Be-
reichen des Engineering und der Naturwissenschaften. Im Engineering gibt
es aktuell hauptsédchlich Anwendungen im Bereich von Computergrafik,
Computer Vision und Robotik. Aus Sicht der Informatik besonders interes-
sant ist die Kombination der einfachen, eleganten mathematischen Be-
schreibung von Algorithmen mit hoher Performanz durch die neuen paral-
lelen Rechnerarchitekturen. Diese beiden Trends (s. folgende Abbildung)
fiihren zur ,,Geometric Algebra Computing* Technologie,
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die beispielsweise Ausdruck findet in den Tools CLUCalc (Perwass, 2010)
und Gaalop (Hildenbrand et al. 2010). CLUCalc bietet die Mdglichkeit,
Algorithmen in geometrischer Algebra auf eine interaktive und visuelle Art
und Weise zu entwickeln und zu testen. Gaalop kompiliert diese Algorith-
men in optimierte Implementierungen. Diese Technologie soll in Zukunft
fir hoch performante, spezifische Implementierungen fur die unterschied-
lichsten parallelen Rechnerarchitekturen ausgebaut werden.

Mit der konformen geometrischen Algebra steht generell eine tbergreifen-
de mathematische Sprache zur Verfiigung, die es erlaubt, sehr direkt aus
der geometrischen Anschauung heraus zu rechnen. So kann beispielsweise
mit geometrischen Objekten wie Kugeln, Ebenen und Kreisen sowie mit
geometrischen Operationen wie Schnitten von verschiedenen Objekten
oder mit Transformationen sehr einfach und direkt gerechnet werden,

Algebraisch  kommen zu den drei euklidschen Basisvektoren die beiden
Basisvektoren e, fiir den Ursprung und e,, fur die Unendlichkeit hinzu. Alle
Kombinationen dieser Basisvektoren ergeben die 32 algebraischen Basis-
elementen, die als Blades bezeichnet werden. Ein Multivektor ist eine Li-



nearkombination all dieser Blades, die selbst eine Dimension zwischen 0
fur einen Skalar und 5 fiir den sogenannten Pseudoskalar besitzen.

Die folgende Tabelle zeigt die geometrischen Basisobjekte der konformen
geometrischen Algebra, die sich als einfache algebraische Ausdriicke aus-
driicken lassen.

| Entitéat ‘ IPNS ‘ OPNS ‘
Punkt P=x+ :ix%e + e
Kugel s= P — 2rie st=Pi APy APy APy
Ebene T =n+ de Tt =Py NFPo APy e
Kreis z =8 /M S92 =Py AP Py
Gerade l=m Am *=P, NPy Mex
Punktpaar | P, = s; /\ sa A\ sy Py =P NP

Dies sind Punkte, Kugeln, Ebenen, Kreise, Geraden und Punktpaare. Ein
Punkt P wird bspw. représentiert als Linearkombination aus dem 3D-Punkt
X = X; €1 + X €, + X3 €3 (3D-Vektoren bzw. -Punkte werden in konformer
geometrischer Algebra normalerweise fett gekennzeichnet) und der zusétz-
lichen Basisvektoren e, und e.( x* bedeutet das bekannte Skalarprodukt).

Fir die geometrischen Objekte gibt es zwei Reprasentationen, namlich das
IPNS (Inner Product Null Space) und das OPNS (Outer Product Null Spa-
ce), siehe (Perwass 2009). Will man bspw. die Menge aller Punkte wissen,
die bezlglich des inneren Produkts mit dem algebraischen Ausdruck e, eine
0 ergeben (IPNS von e), ergibt sich die implizite Gleichung x;? + x,° + X3
= 0, welche nur vom 3D-Ursprung erfillt wird. Die beiden Reprasentatio-
nen sind dual zueinander. Um zwischen den beiden Reprédsentationen
wechseln zu kdnnen, wird der dual-Operator "** benutzt.

In der IPNS-Représentation wird eine Kugel repréasentiert mit Hilfe des
Mittelpunkts P und des Radius r. In dieser Représentation ist die Bedeu-
tung des daulleren Produktes gleichbedeutend mit dem Schnitt von geomet-
rischen Objekten. Beispielsweise ist der Kreis definiert als Schnitt von zwei
Kugeln (s;s;). In der OPNS-Représentation konstruiert man eine Kugel
mit Hilfe des aufleren Produktes A" von vier Punkten P;, die auf der Ober-
flache der Kugel liegen. Quadriert man die algebraischen Ausdriicke fir
Kugeln, Kreise oder Punktpaare erhdlt man das Quadrat ihrer Radien,



Will man bspw. den Radius der einen Tetraeder umhdllenden Kugel be-
rechnen, kann man das sehr einfach in 2 Schritten tun. Zunachst berechnet
man die Kugel S als dul3eres Produkt der Eckpunkte des Tetraeders

S=P1 P, P3Py,
deren Quadrat direkt dem Quadrat des Radius entspricht.
r*=¢°

Neben der einfachen und direkten Beschreibung von geometrischen Objek-
ten bietet die geometrische Algebra eine grofle Menge an Mdglichkeiten,
geometrische Operationen zu beschreiben. Neben den Schnitten von geo-
metrischen Objekten gehdren dazu die einfache Bestimmung von Abstan-
den und Winkeln sowie Rotationen, Translationen, Projektionen oder Spie-
gelungen. Den Mittelpunkt einer Kugel kann man bspw. als eine Spiege-
lung der Unendlichkeit an der Kugel ausdriicken. Aus didaktischer Sicht

ergibt sich damit die Notwendigkeit, das groRe, mathematische System in
kleine, sinnvoll verarbeitbare Einheiten zu strukturieren.

Mit konformer geometrischer Algebra ist prinzipiell ein Rechnen im Raum,
analog zum Konstruieren in 2D mit Lineal und Zirkel, moglich (CLUCalc).
Fur die Ausbildung sehr hilfreich wére eine dynamisches Geometrie-
System, welches diese interaktiven und visuellen Mdéglichkeiten verbindet
mit der Mdoglichkeit des symbolischen Rechnens von Computeralgebra-
Systemen.

Generell sind fir die Ausbildung auch Strategien zu entwickeln fir Ler-
nende, die bereits einen gewissen Background durch andere mathematische
Systeme haben. Wichtig ist auBerdem, einheitliche Notationen zu finden,
wo zurzeit noch ein Wildwuchs von unterschiedlichen Notationen herrscht.



Die TU Darmstadt hat die geometrische Algebra als ein interessantes, in-
terdisziplinéres Projekt identifiziert. Nahere Informationen und Links fin-
den sich unter http://www.fif.tu-
darmstadt.de/forschung/spotlight/spotlight_1.de.jsp

4, Computeralgebra

Die Rechnungen in der geometrischen Algebra sind zwar transparent und
Dank der Assoziativitat des geometrischen und des &ueren Produktes nicht
so ungewohnt wie zB Rechnungen mit dem Kreuzprodukt, trotzdem kon-
nen sie zu viel Schreibarbeit fihren. Diesen Kleinkram kann man sich
durch ein Computeralgebrasystem (CAS) abnehmen lassen. Es gibt bereits
fir wverschiedene professionelle CAS (Maple, Mathematica) GA-
Bibliotheken. Fir das Freeware-System Maxima wurde eine neue Biblio-
thek entwickelt und hier soll exemplarisch dargestellt werden, wie damit
der LotfulRpunkt Q von einem Punkt P auf einer Geraden x=A+t-r. (In die-
sem System steht - fiir das geometrische Produkt).

" (2i37) eql: IPv(Q-D,r)=0; Q-P soll auf dem Richtungs-
| ey, 20T EP.rr.o0r.P vektor r senkrecht stehen
L -2 2 2 : (IPv=Inneres Produkt)
7 (2i38) eq2: aAPv(r,A-Q)=0; R und A-Q sollen parallel sein
I (hozg) 2 T A-rr.0r.A (APv= AuReres Produkt)

2 2 2 2

Summe beider Gleichungen

FesEl g i 2 - 2 - 2 N 2 =0
[ (si¢0) 9 . r = -(-P . z/2-2 . r/2-r . B/2+zr . &/2); | AuflGsen nach Qr
P, FP.r A . r r . P r . A
(3040) O . r P > P >
7 (3141) @=(P . r/2+4A . x/24r . B/2-r . A/2).inv(x); Expliziter Ausdruck fir Q

F . r &4 . r r . FP r . A r
(%041) p= T na — . —
2 2 2 2 2

r

Vektoren konnen auch als Linearkombinationen von Basisvektoren darge-
stellt werden. Mit diesem Werkzeugkasten lassen sich alle schuliiblichen
Berechnungen der analytischen Geometrie durchfiihren und oft ergeben
sich — wie im Beispiel — explizite Formeln.

5. Fazit

Geometrische Algebra besitzt ein enormes Potential, weil sie einen groRRen
Anwendungsbereich durch einen effizienten Kalkil abdeckt. Optimal nutz-
bar ware das, wenn sie sowohl in der Schule als auch an Fachhochschulen
und Universitaten gelehrt wirde. Aber auch solange dies nicht der Fall ist




sollte daran gearbeitet, die Realisierbarkeit eines GA-Curriculums zu unter-
suchen.
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