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Trigonometrische Charakterisierung der Riume
konstanter Kriimmung

Jost-Hinrich Eschenburg

Mathematisches Institut der Universitdt Miinster, Roxeler Strafie 64,
D-4400 Miinster, Bundesrepublik Deutschland

Vorbemerkung

In der vorliegenden Arbeit wird folgendes Resultat bewiesen: Wenn in einer
Riemannschen Mannigfaltigkeit M ein Punkt C existiert, so daB fiir alle Dreiecke
(A, B, C) mit kleinem Winkel y bei C und Seitenldngen a, b, ¢ ein Cosinussatz der
Form

F(c)=G(a, b)+ H(a, b) cosy (1)

gilt, E, G, H in einer gewissen Funktionenklasse, dann hat M konstante Kriimmung.

Den AnstoB3 zu dieser Arbeit gab ein Problem aus der physiologischen Optik,
das von Luneburg [3] aufgeworfen wurde, ndmlich die Frage, ob der Anschauungs-
raum von konstanter Kriimmung ist. In [1] wird anhand des vorliegenden
Resultates eine MeBmethode angegeben, wie diese Frage entschieden werden kann.

Die Darstellung folgt in den Bezeichnungen iw. [2]. Ich danke Professor
Klingenberg sowie Professor v. Campenhausen, die mich auf diesen Fragenkreis
aufmerksam machten.

1. Einfiihrung

(M, <, >) bezeichne eine nicht notwendig vollstindige Riemannsche C*-
Mannigfaltigkeit der Dimension n>2. M’ = M sei eine offene Teilmenge und p ein
Punkt im AbschluB M". M’ soll p-sternformig heillen, wenn exp, eine offene
Teilmenge R von T,M diffeomorph auf M’ abbildet und R folgende Eigenschaft
hat: Ist veR, so auch tveR fiir te(0, 1]. Auf M’ ist also eine Umkehrabbildung log:
M’'-R von exp, definiert. Eine Geoddtische g: [0,a]—>M heilit (M p)-
Geoditische, wenn g(0)=p und ag'(0)eR. Ist M vollstindig, pe M mit Schnittort
C(p)c M, soist M' =M — C(p) eine offene, dichte, p-sternformige Teilmenge von M.
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Ein (M, p)-Dreieck A=(q, g,r) wird von zwei Punkten ¢, reM’ und einer
Geoditischen g: [0, ] - M’ ohne konjugierte Punkte gebildet mit g(0) = q,8(c)=r.
a=|loggql|, b= logr| heiBen die Schenkellangen, y= % (logq, logr) der Offnungs-
winkel, c=¢- | g'(0)| die Offnung des Dreiecks. Das Quadrupel (a, b, ¢, ) heiBe der
Typ des Dreiecks 4. Ist a=b, so heiBt 4 gleichschenklig. A heiBt spitz, wenn die
Offnung nicht groBer ist als mindestens eine Schenkelldnge.

d=sup{|lx||; xeR} < o heiBt der p-Durchmesser von M'. Sei I das halboffene
Intervall [0, d).

Fiir (M’, p) gilt ein Cosinussatz, wenn es eine C*-Funktion F: 1> gibt mit
isolierten kritischen Punkten und C'-Funktionen G: I x I-Rund H: I x I—»]B
mit folgender Eigenschaft: Ist 4 ein spitzes (M’, p)-Dreieck vom Typ (a, b, c, y) so gilt

F(c)=G(a,b)+ H(a, b) cos y. (1)

Ist die Schnittkriimmung x auf M’ konstant, so gilt fiir (M, p) der gewOhnliche
Cosinus-Satz. Das Hauptziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, daB auch die
Umkehrung gilt:

Theorem. Sei M eine_Riemannsche C*-Mannigfaltigkeit, M’ = M offen und p-
sternformig fiir ein pe M, und es gelte ein Cosinus-Satz fiir (M', p).
Dann ist die Kriimmung auf M’ konstant.

2. Drehinvarianz

(M',p) erfiille die Voraussetzungen des Theorems, Rc T,M sei wie in der
Definition der p-Sternférmigkeit und log: M' > R die Umkehrfunktion von eXp,lg-
Fiir x, ye M bezeichne |x, y| den Riemannschen Abstand. Ist U= M, so heiBt

d(U)=sup{|x, y|; x, ye U}

der Durchmesser von U.
Lemma 1. Sei A eine lineare Isometrie von T,M, D eine offene Teilmenge von R mit
AD <R. Dann ist die Abbildung

Ap=expoAeologl,,,: expD—exp AD
lokale Isometrie.

Beweis. Weil die kritischen Punkte von F isoliert sind, gibt es ein ¢>0 so, daB
F [0, ¢) bijektiv ist. Fiir ve D sei V eine offene Umgebung von v in D, so daB fiir U
=exp V und U'=exp AV gilt:

1. d(U)<e

2. d(U)<e

3. Je zwei Punkte in U lassen sich durch eine eindeutige kiirzeste normale
Geoditische in M’ verbinden.

4. Dieselbe Eigenschalft fiir U’

Wir zeigen, daB A4,)|,: U — U’ Isometrie ist. Sei dazu g, re U, dann liegen x =log g
und y=logrin V. g : [0, c]— M’ sei die kiirzeste normale Geoditische von g nach r
mit der Linge c¢=|q,r| und g.: [0,é1— M’ die von Ap(q)=exp Ax nach A,(r)
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=exp Ay mit der Lénge ¢=|A4p(a), A,(r)|. Dann sind (g, g., r) und (4,(q), £., A,(r))
(M’, p)-Dreiecke mit gleichen Schenkelldngen und Offnungswinkeln. Nach (1) ist
dann F(c)=F(C), und wegen ¢, ¢<e gilt c=¢. Also ist 4p|, Isometrie. Allgemein
definieren wir fiir eine p-sternformige offene Menge M’ peM’: (M’ p) heiBt
drehinvariant, falls die Behauptung von Lemma 1 zutrifft.

Lemma 2. M’ sei offen und p-sternférmig fiir ein pe M', und (M, p) sei drehinvariant.
Sind g1, g,: [0, a] > M normale (M', p)-Geoddtische und X; parallele Einheitsvektor-
felder lings g; senkrecht zu g;, so gibt es eine Umgebung U von g,((0, a]) und eine
lokale Isometrie B: U— M’ mit Bog, =g, und B, X, =X%,.

Beweis. A sei eine lineare Isometrie von T,M mit Ag}(0)=g},(0), A%,(0)=x%,(0).
Weil die Mengen (0,a]-g;(0) und (0,a]-g5(0) in R liegen, gibt es eine offene
Umgebung D von (0,a]-g'(0) in R so daB AD =R. Setze U =exp D, dann hat B:
=A,: U—- M’ die gewiinschten Eigenschaften.

Lemma 3. (Voraussetzungen wie Lemma 2 ). Ist E ein zweidimensionaler Unterraum
von T,M, so ist E'=exp(E N R) eine totalgeoditische 2-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, genannt p-Ebene. Insbesondere liegt jedes (M', p)-Dreieck in einer p-Ebene.

Beweis. Es gibt eine lineare Isometrie 4 von T,M, die genau E als Fixraum hat.
Dann gibt es eine offene Umgebung D von EnR in R, die unter A auf sich
abgebildet wird. 4, hat dann genau E’ als Fixmenge . E’ ist somit totalgeoditisch.
Ein (M, p)-Dreieck, (q, g, 1), liegt in der p-Ebene E'=exp(ENR), wobei E ein
zweidimensionaler Unterraum von T,M ist, der logq und logr enthilt.

3. Jacobifelder

Sei M' = M offen, p-sternformig und (M, p) drehinvariant. Weil p-Ebenen in M’
totalgeodétisch sind, sind deren Jacobifelder auch Jacobifelder von M. Es seien also
v, xeT,M zueinander senkrechte Einheitsvektoren, aveR, E die von v und x
erzeugte Ebene in T,M, E'=exp(E N R) zugehdrige p-Ebene, g: [0,a] > M die
Geoditische g(t)=exp tvin E', X das parallele Vektorfeld langs g mit X(0) =x. Dann
1aBt sich jedes senkrechte Jacobifeld I von E’ lings g in der Form I(t)=j(¢t) X(¢t)
darstellen, wobei j: [0,a] - R der Differentialgleichung

(D j"+xj=0

mit x(t)={R(X(t), g'(t)) g'(t), X(t)) geniigt. Der Wert x(t) hidngt dabei nicht von v
und x ab, wie Lemma 2 zeigt, denn wir konnen jedes orthonormale Zweibein in
T,M durch eine lineare Isometrie 4 von T,M in (v, X) iiberfiithren. Eine Basis der
Losungen von (I) bilden die Losungen r und s mit den Anfangswerten.

r©0)=1, r(0)=0 und s0)=0, §(0)=1

Mit Hilfe der letzteren konnen wir die Metrik von M’ in Polarkoordinaten
beschrieben. Es sei S = {ve T,M; |v] =1}. Die Abbildung P: x — (x/||x|, [ x||) bildet
R — {0} injektiv auf eine Menge R'< S x (0, c0) ab. Ist w=(t, v)e R, so ldBt sich jeder
Vektor xe T, R’ zerlegen in eine radiale Komponente x,e ;R =R und eine
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tangentiale x;.€ T, S=[v]* < T,M, also x =(x , x;). Wir betrachten den Diffeomor-
phismus p=expoP~': R' > M’ — {r}, o(t,v)=expto.

Lemma 4. (Voraussetzungen wie Lemma 2). Fiir alle w=(v, t)eR’, xe T,R' gilt:
o, xl1?=xF +s(t)* [ x,]?

Beweis. Ist ye[v]* =T8S, so ist

d
10)=¢,l.(, O=7  explt(v+sy)
0

ein Jacobifeld lings der (M, p)-Geodiitischen 8,(t)=exp tv mit Anfangswerten I(0)
=0, I'(0)=y. Also ist I(1)=s(t)- #(t), j wieder das Parallelfeld durch v, und | I(1)||?
=s(t)? ||y % Das iibrige folgt aus dem GauBlemma.

Zum Beweis des Theorems geniigt es also zu zeigen, daB k= —s"/s eine
Konstante ist.

Wir notieren noch zwei Hilfssétze aus der Variationsrechnung.

Lemma 5. [b, a] sei ein reelles Intervall, >0, h: [b, a] x[0,0)—» M eine C2-

oh
Abbildung mit den Vektorfeldern T(t, u)=%?(t, u), U(t,u)=——(t,u), V, und V, die

ou
kovarianten Ableitungen nach t und u, und Jolgende Eigenschaften seien erfiillt :
a) V,T(t,u)=0 fiir (t,u)e[b, a] x [0, 6) :
b) V.U, TH(t,u)=0 fiir (t,u)e{b, a} x [0, 5)

Dann gilt fiir die Langenfunktion I: [0, 5) - R, lw)={IT(t, u)|dt:
b

W) I'w=IT|~"<U Ty

(i) I"(w)=|T|~'<U* vUutyes
wobei X=X — || T||~2{X, T) Tdie zu T senkrechte Komponente eines Vektorfeldes
X lings h bezeichnet.

Beweis.

a

Fw=[IT|~' <V, T T)(t,u)dt

IT|I=1<V,U TY(t,u)dt

I

T R T D O

ST U T wyde
woraus (i) folgt.

d
25 UTI KU TH) =TI~ VU, TY+<U,V,T)

=ITI=*CU, THW, T, T
=TI~ (VU T +<U* F,U*D)

woraus (ii) folgt.
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Lemma 6. Ist unter den Voraussetzungen von Lemma 5 noch h(b u)y=p fir alle
uel0, ) und {V,U, T>(b,0)=0,s0 gilt fiir den Winkel y(u)= %(T,, To) mit T,= T (b, u)

(cosy) (0)=0
(cos9)"(0)=—(IVU|*IT|~>)(b,0)

Beweis. Es ist cosy(u)=(||T,| | Toll)~ *<T,, T,» also
(cosy)=(ITI TN~V T, Ty = IT| =<V, T, TY{T,, T,

woraus die Behauptung folgt.

4. Berechnung von G und H

Fiir (M, p) seien nun die Voraussetzungen des Theorems erfiillt.

Lemma 7. Fiir jedes spitze (M, p)-Dreieck mit Schenkelliingen a>b=0, Offnung ¢
und Offnungswinkel vy gilt

F(c)=F(a—b)+F'(a—b) f,(b)(1 —cosy) ()
mit

Ja(b)=5(b) s(a)[r(b) s(a) —s(b) r(a)] '
Beweis. Wir nehmen zuniéchst b>0 an. Wenn ein solches Dreieck existiert, gibt es
eine normale (M, p)-Geoditische g: [0,a] — M sei g'(0)=v. X sei ein paralleles
Einheitsvektorfeld lings g, senkrecht zu g', g: (— 6, §) > M’ sei die Geodatische g (u)
=exp uX(b). Ist o klein genug, so gibt es fiir jedes ue(— 9, d) eine (M, p) Geoditische

g,: [0,b] - M mit g, (b)=q(u) und eine Geoditische ohne konjugierte Punkte h,:
[b,a]l—>M' mit h,(a)=g(a), h,(b)=q(b), und die Abbildungen (u,t) —> g,(t) und

(u, t) > h,(t) sind C? differenzierbar. Es sei I(1) = (t)l,— o und K(t)= ;3 B, o-

I und K sind Jacobifelder lings g mit den Rdndwerten 1(0)=0, I(b)=X(b); K(b)
=X(b), K(a)=0. Sie sind tangential an die p-Ebene E’ =exp(Span( X(0))"R) und
daher von der Form I =X, K =kX, und wegen der Anfangswerte j(0)= k(a)=0, j(b)
=k(b)=1 gilt

jO=s(b)~"s(1)
k(t)=(r(b) s(a)—r(a) s(b))~" [s(a) r (1) —r(a) s(1)].

Fiir die Ldngenfunktionen b(u)={l|g,(t)[| dt=b]g,(0)| und c(u)={||h,(1)| dt gilt
b b

also nach Lemma 5:

b(0)=b, b'(0)=0, b"(0)=j(b)j(b)=j(b),
cO=a—b, c(0)=0, c"(0)=—k(b)k(b)=—k(b)
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und fiir den Winkel y(u)= %(g,(0), g'(0)) nach Lemma 6
cosy(0)=1,  (cosy)(0)=0,
(c0s7)"(0)= —j'(0)* = —s(b)~2

Wir wenden (1) auf die (M’, p)-Dreiecke (g (), h,, g(a)) an und werten die GI. (1) und
ihre zweite Ableitung fiir u=0 aus. Man erhilt bei u=0:

(@) F(a—b)=G(a,b)+H(a,b)

oG oH
(@) Fla—b)c"(0)= [55 @b+ @ b)] b(0)

+ H(a, b)(cos y)"(0)
Aus (a) erhidlt man

0 0 ,
55 G+ H) @ b)==Fa—b)= —F(a—b),

also aus (a")

H(a, b)=F'(a—b)(c"(0) +b"(0))/(cos )" (0)
=—F(a=b)(j'(b)—K'(b)) s(b)?

und schlieBlich
(b) H(a,b)=—F'(a—b) f,(b)
mit
Jo(b)=(j'(b)—=Kk'(b)) s(b)*
=s(b)s(a)[s'r —sr](b)(r(b) s(a) —r(a) s(b))~".
Es gilt aber
[s'r—sr] =s"r—sr" =0,
also ist dieser Term konstant:
[s'r=sr](b)=[s'r—sr'](0)=1,

und f, ist wie in der Behauptung angegeben. Setzen wir (a) und (b) in (1) ein, so
ergibt sich die Behauptung fiir b>0. Die Behauptung fiir b=0 folgt aus
Stetigkeitsgriinden.

5. Konstanz der Kriimmung

Wir wenden die oben gewonnene Gl. (2) auf eine zweite Schar von (M, p)-Dreiecken
an. Dazu betrachten wir zwei normale (M, p)-Geoditische g2:[0,a]->M, g'(0)=v

und h: [0,8)»M, K(0)=w, die einen belicbigen Winkel 7= (s, w)e(o,—’zf)
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einschlieBen mogen; sei g:=g(a). g und h liegen in einer p-Ebene E'
=exp,(Span(v, w)nR). Ist 6>0 geniigend klein, so gibt es eine C3-Schar von
Geodatischen ohne konjugierte Punkte g,: [0,a] — E' mit g, =g, g,(0) = h(u), g (a)
=q fir 0=u<4 und g,([0,a])= M’ fiir 0<u<d. Wir wollen die (M’, p)-Dreiecke

(h(u), g,, q) mit Schenkellingen a und u, Offnung c(u)= | | g,(t)| dt und Offnungs-
0
winkel y betrachten.

Lemma 8. Fiir die Offnung c(u) der oben definierten Schar von (M, p)-Dreiecken gilt :

c0)=a, c(0)=-cosy, c"(0)=g(a)sin’y,
¢"(0)=(ko+3q(a)’)sin*ycosy mit q=r/s, K,=r(0)

0 ok

%, T=E. Seiz(u)=h'(u)— | T(0, u)|| =2 <{h (u),
T(0,u))> T(0,u) und X das Vektorfeld langs k mit X (0, u)=||z(u)| = z(u) und V, X
=0. Nach Lemma 3 haben wir c(u)=al|T(u,0)|, ¢'(u)y= —||T||~*<U, TH(0,u)=
—cos y(u) mit y(u)= x(T(0,u), U0, u)), ¢"(u)y=—||T||~*<U*, V,U+>(0,u) mit U*
=U—|T| (U, T)T=<(U, X) X. Fiir festes ue(0, d) ist U*(t, u) Jacobifeld langs
g, mit Randwerten U*(a,u)=0, U*(0,u)=siny(u) X(0,u). Die Funktion (1)
={U, X)(u,t) ist also Losung der Differentialgleichung

Beweis. Wir setzen k(t, u)=g (1), U=

(1) LO+IT w0k (u, 1)1,(6)=0

mit k=||T| 2¢(R(X,T) T, X> zu den Randwerten 1,(0)=siny(u), I,(a)=0. Zur
Berechnung von I betrachten wir die Geoditischen g,(t)=exp,[(a—1)(T(0,a)cos ¢
—X(0, a)sin @)]. Es gilt g, (1) =g,,,(t(t)) mit ¢(u)= x(T(a, u), T(a,0)) und 1,(t)=a

—jH T(¢',u)||dt’ = | T(0, w)|| -t +a(l — | T(O,u)|)). Sei R der Regularititsbereich von

! ~ ~ ~
exp,, E:Span(T(O, a), X(0,a)), E'=exp, ENR. &(t,¢) sei die Kriimmung von
E’ an der Stelle g, (7). Es gilt fir ue[0, ), te [0, a]

K(u, ) =R(p(u), 7,(1)),

denn k((0, a) x (0, 8)) ist Teilmenge von E’' und totalgeoditisch in M (Lemma 3).
Durch Vergleich von I mit der Losung 4, der Jacobigleichung

(1) 2(0)+R(0, 1) 4,(1)=0
zu den Anfangswerten 4,(a)=0, 4,(a)= — 1 erhalten wir
LD =20 (T (A (a—allT(0, w)|[)) ~ " sin p(u)
= )’(p(u)(‘cu(t))()"(p(u)(a —c(u)~ 'sin ().
Damit berechnen wir ¢””’: Es war
"(u)=—IT|~'<U* V,U*)(0, u)
=~ T, )|~ '1,(0)[,(0)

==y (a—c(u) sin®y(u)
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mit p,:=4,/4,. Weiterhin

d
6@ @=0
—2u0(0) ¢"(0) cos y

"0)==— t,(0) sin?y — 1 (0) cos y sin?y

denn sin?y(u)=1—c'(u)? und ¢'(0)= —cos y.

Nach §2, Lemma 2 gibt es eine Umgebung U von g((0,a]) und eine lokale
Isometrie B: U — M’ so daB B(g(t))=g(t) und B, X(t,0)= — X (¢, 0) fiir alle (0, a].
Wegen B, T, \E'=T,, E' gilt B(E'n U)< E'n U; also spiegelt Bl ., die p-Ebene E’
lokal an der Achse g. Insbesondere gibt es fiir alle 70€(0, a] ein d(ty) >0 so daB fiir
alle te[7,, a] und alle ¢ mit |o| <d(r,) gilt: B(g,(1))=g_,(7). Fiir solche ¢ und t
haben wir also &(¢, 1)=&(— ¢, 1), also auch A,(1)=4_,(r) wegen der Eindeutigkeit

des Anfangswertproblems (I,). Es folgt uq)(r)zu_(p(r), daher ﬁ—0~f K,(7)=0 fiir
U@ p=0
0
alle 7e(0, a], und wegen Stetigkeit auch T’ #,(0)=0.
00,0
Wegen «(t,0)=x(1) in der Bezeichnung von § 3 kénnen wir Ao durch die dort
eingefiihrten Funktionen r und s ausdriicken: Wegen der Anfangswerte 1(a)=0,
Ao(a)= —1 erhélt man 4,=s(a)r—r(a)s. (Beachte s'r—r's =1 1) Daraus ergibt sich
Ho(0)= —g(a) mit g:=r/s und p,(0)= —q(a)® -k, mit Ko =k(0), denn y, erfiillt die
Riccatigleichung py, + ug +x=0.
Wir erhalten also

¢"(0)=q(a)sin’y
c""(0)=(k,+3q(a)?) sin?y cos y.

Damit ist das Lemma gezeigt.

Jetzt konnen wir das Theorem beweisen:

Da ¢’(0)<0, sind die eingangs beschriebenen (M’, p)-Dreiecke (h,, g, q) fur
hinreichend kleines 6 >0 und alle ue(0, §) spitz. Nach Lemma 7 gilt also

F(c(w)=F(a—u)+F'(a—u) f(u)(1 —cosy) (2a)
Man berechnet zunichst

f0)=0, fi(O)=1,
J©)=2q(a),  f"(0)=2(xe+3¢% (%)

Wir leiten nun die Gl. (2a) dreimal ab und werten fiir u=0 aus, unter Verwendung
von Lemma 8 und (x).
Man erhilt aus der zweiten Ableitung

(F"(a)—F'(a) q(a))[cos?*y—2cosy+1]=0
und daraus, weil wir y in einem gewissen Intervall frei wihlen kénnen,
F"(a)=F'(a) q(a) A

fiir alle a<d=sup{|p, x||xeM'} < 0.
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Aus der dritten Ableitung von (2) erhalten wir
(F""(a)—3F"(a)q(a)+ F'(a)(ky+3q(a)?)[cos®*y—3cos y+2] =0
und daher fiir alle a <d
F"(a)—3F"(a)q(a)+ F'(a)(xo+3q(a)*)=0. 4

Setzt man nach (3) F"=F'r/s und F""=F'(r* —1)/s%, so ergibt sich auf (0, d) die
Identitét

(ko+(r*=1)/s*) F'=0
und daraus, weil F' isolierte Nullstellen hat,
rr+rgst=1. (5)
Daraus folgt, dal x eine Konstante sein muB3: Aus der Ableitung von (5) ergibt sich
rr' +Kyss'=0. 5y
Daraus durch nochmaliges Ableiten mit (5):
K=r2+K,s'?,
also
K'==2Kk(r'r+Kk,5s)=0

mit (5)". Die Schnittkriimmung auf M’ ist also konstant. Damit ist das Theorem
bewiesen.

Wenn k=k, ist, so gilt r=s".

Dabher folgt aus (3)

F'=Cs

fiir eine beliebige reelle Konstante C+0. Also ist F=CS, S eine beliebige
Stammfunktion von s. Aus (2) ergibt sich dann fiir jedes (M’, p)-Dreieck von Typ (a,
b, ¢, 7)

S(c)=S(a—b)+s(a—b) f,(b)(1—cosy)
mit f,(b)=s(a) s(b)/[s(a) r(b) —r(a) s(b)].

Weil im Fall konstanter Kriimmung fiir s das Additionstheorem
s(a—b)=s(a)r(b)—r(a)s(b)

gilt, erhalten wir
S(c)=S(a—b)+s(a)s(b)(1 —cos ) (6)

wobei s die Losung der Differentialgleichung s +x,s=0 zu den Anfangswerten
5(0)=0, s(0)=1 und S eine beliebige Stammfunktion von s ist. Das ist der Cosinus-
Satz fiir Riume konstanter Kriimmung.
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