Ergebnis und Uberschlag von Malaufgaben im Vergleich

Die dritte binomische Formel,
entdeckt von einer 4. Klasse

Henate Motzer Wie gut trifft eine Uberschlags-
rechnung beim Malrechnen das »wirkliche Er-
gebnis«? Kinder einer 4. Klasse stellen ver-
schiedene Uberlegungen zu dieser Frage an,
rechnen besondere Malaufgaben und begriin-
den die Ergebnisse.

Wie genau ist eine U chiagsrechnung

bel der Multiplikatior
Bei Multiplikationsaufgaben kann es durchaus
sein, dass der Uberschlag und die eigentliche
Aufgabe zu deutlich unterschiedlichen Ergebnis-
sen fihren. Vergleicht man 330 - 13 = 4290 mit
300 - 10 = 3000, so ist 4290 schon deutlich
mehr als 3000. Wiirde die Aufgabe 330 - 14 =
4620 lauten, ergabe der Uberschlag durch her-
kommliches Runden nicht einmal zwei Drittel des
eigentlichen Ergebnisses.

Nun hat man hier beide Faktoren fiir den Uber-
schlag abgerundet. So erscheint es offensichtlich,
dass das Uberschlagsergebnis kleiner ist als das
Ergebnis der eigentlichen Aufgabe. Eine Konse-
quenz daraus kénnte sein, bei Malaufgaben ei-
nen Faktor auf-, den anderen abzurunden, um so
dem wirklichen Ergebnis naher zu kommen, Wel-
che Uberlegungen sich hier anschlieRen kénnen,
werden im Folgenden geschildert.

ispielaufgabe aus dem

Beobachtung der Tageslangen

Die Kinder einer 4. Klasse machten sich Gedan-
ken Uber den langsten und kiirzesten Tag des
Jahres und dariiber, wie sich die Tagesldangen im
Laufe eines Jahres dndern. Daraus entwickelte

Die Materialien zu diesem Beitrag
M1 Uberschlag und Ergebnis im
Vergleich [}

M2 Besondere Malaufgaben [)
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sich folgende Problemstellung: Wenn man davon
ausgeht, dass der Tag im Durchschnitt eine Ta-
gesldnge von etwa 12 Stunden hat, wie viele
Stunden kommen in einem Jahr zusammen? Die
Aufgabe: 365 - 12 stand im Mittelpunkt unserer
Uberlegungen.

Als Uberschlag rechneten wir 400 - 10 = 4000.
Ein Faktor wurde also deutlich auf, der andere
Faktor ein bisschen abgerundet. Ergibt die ei-
gentliche Aufgabe nun mehr oder weniger? Die
Antwort war zunachst: »Es muss weniger raus-
kommenq, denn es wurde deutlich mehr auf: als
abgerundet. Nur ein Schiiler meinte, das Ergebnis
miisse groBer als 4000 sein. Er hatte es schon
berechnet.

Weitere Aufgaben zum gleichen Uberschlag
Nun sollte jedes Kind die Aufgabe rechnen und
sich dann auf die Suche nach weiteren Aufgaben
machen, die zum Uberschlag 400 - 10 = 4000
passen. Dazu sollten sie Aufgaben finden, bei

denen auf 400 aufgerundet und auf 10 abgerun-

det wird und deren Ergebnis oberhalb/unterhalb
von 4000 liegt.

Schnelle Kinder konnten iiberlegen, wie das
knappste Ergebnis unterhalb 4000 sein kénnte.
Andere wollten das groBt- und kleinstmogliche
Ergebnis finden. Dabei wurde einiges entdeckt:
Das kleinstmogliche Ergebnis ist 350 - 11 =
3850 (schon nahe an 4000), das grofte 399 -
14 = 5586 (deutlich dariiber). Ein Ergebnis un-
ter 4000 erreicht man nur mit dem zweiten Fak-
tor 11, da 350 - 12 bereits 4200 ergibt. Den
ersten Faktor kann man bis 363-erhohen, um
ein Ergebnis unter 4000 zu erreichen (3993),
die meisten Ergebnisse zu den unter oben ge-
nannten Bedingungen gesuchten Aufgaben lie-
gen lber 4000.

Insgesamt konnte Folgendes festgestellt werden:
Wie der kleinere Faktor gerundet wird, scheint
viel mehr auszumachen als die Rundung des gro-
Beren Faktors.

Neben dem Uben der schriftlichen Multiplikation
kamen in dieser Unterrichtseinheit auch Fragen
nach Zusammenhdngen zwischen Aufgaben auf;
Wenn man schon weiB, dass 360 - 11 = 3960

st, wie kann man dann 363 - 11 bestimmen?
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Weiterfithrung
Hatte jemand die Ergebnisse

untereinander verglichen (10
000, 9999, 9996, 9991, 9984,
9975), so hatte er iibrigens
entdecken konnen, dass von
einem zum nachsten immer die
nachste ungerade Zahl abgezo-
gen wird (erst- 1, dann-3,-5
usw.). Das hangt auch damit
zusammen, dass sich die Qua-
dratzahlen (die von der Aus-
gangsaufgabe abgezogen wer
den) als Summen der
ungeraden Zahlen ab 1 zusam-
mensetzen. Aber das wére wie-
der eine eigene Stunde fiir sich,

die freilich auch mit einem qua-

dratischen Muster zusammen-
hangt:
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Bzw. wie oft kann man 11 noch zu 3960 dazu-
rechnen, um unter 4000 zu bleiben?

Eine Quadrataufgabe als Uberschlag
Gleiche Ergebnisse?

Durch diese Uberlegungen wurde ein grofes
Feld weiterer interessanter Fragen erdffnet: Wie
ist es nun, wenn beide Faktoren etwa gleich gro
sind?

Die Kinder bestimmten zundchst 100 - 100. Als
nachstes wurde die Aufgabe 101 - 99 an die Ta-
fel geschrieben, dann 102 - 98. Es herrschte die
einhellige Meinung, auch diese beiden Aufgaben
hatten das Ergebnis 10 000. Die Kinder setzten
die Reihe um weitere drei Aufgaben fort und
iiberpriiften ihre These.

Wer alle fiinf Aufgaben berechnet hatte, konnte
ausgehend von 50 - 50 priifen, ob hier ein ahnli-
cher Zusammenhang herrscht. Fast ohne es zu
merken, wurde dabei eifrig die schriftliche Multi-
plikation getbt.

Ein Bediirfnis nach einer Begriindung

Eine Schiilerin bemerkte sehr bald, dass die Er-
gebnisse doch ein bisschen von 10 000 abwi-
chen. Sie kam zu mir und wollte wissen, warum
das so sei, wo sich doch das Auf- und Abrunden
so ausgleichen wiirde. Ich versprach ihr, dass wir
nach einer Begriindung suchen wiirden, und
freute mich, dass sich in ihr ein echtes Begrin-
dungsbediirfnis aufgetan hatte.

Ein Schiller hatte nach der Aufgabe 101 - 99 =
9999 die Vermutung, dass 102 - 98 dann 9998
ergeben miisse. Er konnte seine These unmittel-
bar priifen und schlieRlich modifizieren.

Ein erster Begriindungsansatz

Ein anderer Schiiler schloss: »Klar kann da nicht
10.000 rauskommen, denn 9.1 =9, also muss
die letzte Ziffer 9 sein.« Diese Uberlegung fihrte
auch bei 102 - 98 und bei 103 - 97 zum richti-
gen Ergebnis. Bei 104 - 96 schloss er dann auf
9994. Der Vergleich mit dem richtigen Ergebnis
9984 zeigte ihm, dass seine Uberlegung noch
nicht vollstandig war.

Der Zusammenhang ist durchschaut

Als ich bei der gemeinsamen Besprechung der
Ergebnisse schlieBlich fragte, was den Kindern
aufgefallen sei, dachte ich sunachst an AuBerun-
gen wie: »Die Ergebnisse werden immer kleiner,
je weiter die Zahlen auseinanderliegen.« Doch
manche wussten es inzwischen genauer. »Man
muss den Abstand zur 100 mit sich selbst multi-
plizieren und das ist dann der Wert, der zu 10
000 fehlt.« Wir priiften diese Aussage an allen
Ergebnissen, die bisher an der Tafel standen. Sie
stimmte haargenau. Auch bei den Aufgaben, die
von 50 - 50 ausgingen, konnten wir diese Be-

hauptung verifizieren. Wir iiberlegten dazu, wie
das Ergebnis jeweils lauten miisste, und die Kin-
der, die die Aufgaben schon gerechnet hatten,
konnten es bestatigen.

Eine Begriindung am Rechteckmuster

Jetzt wollte ich mit den Kindern aber wie verspro-
chen nach einer Begriindung suchen. Wir gingen
2u einfacheren Aufgaben tiber: 5 -5 = 25. Die
Aufgaben in der logischen Reihe lauten hier 6 - 4
und 7 - 3, wie die Kinder feststellten. Durch Rech-
nen konnte gepriift werden, dass die soeben er-
kannte Regel auch bei diesen Aufgaben gilt. Mit
Platichen wurde das Quadrat zur 5 - 5 an die Ta-
fel geheftet. Jetzt sollte 6 - 4 daraus gemacht wer-
den. Ein Schiiler nahm die unterste Reihe weg
und hangte die Plattchen rechts an. Da aber fiir
die neue Spalte nur vier Plattchen ben6tigt wur-
den, blieb ein Plattchen iibrig. Dann wurde noch
einmal die urspriingliche Aufgabe dargestellt.
Nimmt man gleich zwei Reihen weg und erganzt
stattdessen zwei Spalten, bleibt ein 2 - 2-Quadrat
ibrig.

0000 e00000 e000000
00000 (XXX X X J 0000000
o000 0 00000 0e000000
(X X N N J e00000 0O
(X XN N J (@] [0} @]

Meine Bemerkung, dass wir das, was wir hier mit
dem 5 - 5-Quadrat gemacht haben, auch mit
dem 100 - 100- Quadrat machen kénnten, wurde
mit einem gewissen Schmunzeln kommentiert,
da dies doch sehr aufwéandig sei.

Am Ende der Unterrichtsstunde sagte ich den
Kindern, dass sie heute eigentlich die 3. binomi-
sche Formel entdeckt hatten, die man an hohe-
ren Schulen ab der 7. Klasse bespricht ((a + b) -
(a-b)=a?-b?).5ie dirften also auf sich stolz
sein. Ein Schiiler meinte nur: »Warum eigentlich?
Es war doch ganz einfach.«

Dass dieser Schiiler den Zusammenhang so
schnell durchschaut hat, war sicher ein Glucks
fall: dass alle Kinder Multiplikationsaufgaben
iibten, war jedoch geplant. Da es fiir die Kinder
spannend war, die Ergebnisse zu ermitteln, um
ihre Ausgangsthese zu testen, geschah das Uben
eher »nebenbei.

Die Stunde konnte ohne jeden Einsatz von Ar-
beitsblattern durchgefiihrt werden. Im Anschluss
finden sich dennoch mogliche Arbeitsblatter
(M1 und 1), die den Verlauf der Stunde ver-
anschaulichen.
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Wie genau ist der Uberschlag beim Malrechnen?

Zu der Aufgabe 365 - 12 kann man als Uberschlag rechnen:

4 00 -10 =

Ergibt die Aufgabe 365 - 12 mehr oder wenigerals _ _ _ 2

Begriinde deine Vermutung.

Prife nun deine Vermutung durch Rechnung: 316/5]-]|1]2

Rechne mindestens drei Aufgaben, die denselben Uberschlag 400 - 10 haben.
Die erste Zahl soll aufgerundet und die zweite abgerundet werden.

Findest du Aufgaben, deren Ergebnisse gréBer als 4000 sind, und solche, deren
Ergebnisse kleiner sind?

Fir Schnelle:

* Finde Aufgaben zum gleichen Uberschlag, deren Ergebnisse méglichst knapp
unter 4000 liegen.

* Finde eine Aufgabe dazu, deren Ergebnis moglichst klein oder méglichst grof ist.
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Besondere Malaufgaben

Berechne:

100 - 100 =

Welche Ergebnisse vermutest du bei diesen Aufgaben: 101 - 99, 102 - 98, 103 - 972

Rechne nach:

Wie lauten die néchsten beiden Aufgaben, die dazu passen? Rechne aus.

Was fallt dir bei den Ergebnissen aufe

Berechne ebenso (auf der Rickseite oder auf einem karierten Blatt)
50 - 50 51 .49 52 - 48

Zeichne ein Punktebild zu 5 - 5.

Wie musst du das Punktebild verandern, um das Punktebild zu 6 - 4 (7 - 3) zu bekommen?

Was fallt dir aufe
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