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Euler- und Pontrjagin-Wachstumspfade: Ein Beispiel*

*Die vorliegende Arbeit wurde während des akademischen Jah­
res 1969/70 an der University of Minnesota, Minneapolis/ 
USA abgeschlossen. Dieser Aufenthalt wurde durch die Uni­
versity of Minnesota, die Deutsche Forschungsgemeinschaft 
bzw. die Heinrich-Hertz-Stiftung des Landes Nordrhein- 
Westfalen ermöglicht. Der Verfasser hatte in Minneapolis 
die Gelegenheit, die Vorlesung von Professor E. Bruce Lee 
über ”Advanced Control Topics" zu hören.

Ulrich K. Schittko 
Universität Augsburg

0. Vorbereitungen

Probleme optimaler Steuerung (Kontrollprobleme) entstehen 
bei einer Vielzahl ökonomischer Prozesse, deren Ergebnis 
durch die Wahl von Steuerungen (Entscheidungsvektoren oder 
Instrumentvariablen [Tinbergen]) beeinflußt werden kann. 
Um ein derartiges (deterministisches) Optimierungsproblem 
zu formulieren, brauchen wir folgende Informationen bzw. 
Daten ([1], S. 23 ff^ i

1) Die Gleichungen, welche die Veränderungen des wirt­
schaftlichen Systems beschreiben zusammen mit der An­
fangsbedingung.

2) Die Angabe einer Menge von Endpunkten im Phasenraum, 
d.h. eine Menge von Endbedingungen für den Zustands­
vektor.

3) Die Angabe der Klasse der zulässigen Steuerungen 
und

4) ein Nutzenfunktional, das die Effektivität der ver­
schiedenen Steuerungen mißt.

Methoden zur Lösung von Optimierungsproblemen liefern die 
Variationsrechnung und darauf aufbauende mathematische 
Methoden, wie z.B. das auf L. S. Pontrjagin und seine Schü­
ler [2] zurückgehende Maximumprinzip.
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1 . H e u r i s t i s c h e  F o rm u lie ru n g  d e r  G ru n d au fg ab e

U nser S tu d ie n o b je k t  s e i  e in  s i c h  in  d e r  Z e i t  e n tw ic k e ln d e s  
s t e u e r b a r e s  w i r t s c h a f t l i c h e s  S y stem , d e sse n  Z ustand  in  j e ­
dem Z e itp u n k t t  e [ t o , t j  d u rc h  e in e n  V e k to r 
x ( t )  = (x 1 (t x n ( t )) d e s  n -d im e n s io n a le n  P h asen ­
raum X (= IR n ) b e s c h r ie b e n  w ird .

Die E v o lu tio n  d e s  System s w ird  in  jedem  Z e itp u n k t  
t  c [ t o / t i ]  d e r a r t  b e s c h r ie b e n ,  daß d e r  Z ustand  x ( t )  
m it  d e r  S te u e ru n g  v = (v 1 , . - . ^ 111) d u rch  e in  v e k t o r i e l ­
l e s  D i f f e r e n t i a lg l e ic h u n g s s y s te m  (d as d ie  V eränderung  
d e s  S y s tem zu s ta n d es  b e s c h r e ib t )

( D  (1) X1  = f i ( t , x i  ,X2, . . . , x n , v i , . . . , v
m ), i  = 1 , 2 , .  . , ,n ;

" dxauch  x = f ( t , x , v )  g e s c h r ie b e n  (x g ^ ) , wobei

f ( t , x , v )  a u f  dem IR 1 x jRn x iRm d e f i n i e r t  i s t  und 
0 <m < n f

in  B eziehung  g e s e t z t  w ird , w obei d i e s e  S te u e ru n g  aus einem 
n i c h t l e e r e n  S te u e ru n g s b e re ic h  Q (t) g e w äh lt w erden kann, 
d e r  im a llg e m e in e n  m it  dem Z u stand  x und d e r  Z e i t  t  
v a r i i e r t ,  d .h .

(2) v ( t )  e  Q (t) C  ]Rm  ( t  €  [ t o r t , ] )  .

In  d e r  u r s p r ü n g l ic h e n  D a r s te l lu n g  d e s  M axim um prinzips d u rch  
P o n t r j a g in  [2] war Q a l s  k o n s t a n t ,  d .h .  a l s  f e s t  v o rg e ­
geben  v o r a u s g e s e t z t .  D ie se  Annahme i s t ,  w ie s i c h  g e z e ig t  
h a t  [3] , n i c h t  e n ts c h e id e n d ,  da d i e  T h e o r ie  ohne Schw ie­
r i g k e i t e n  a u f  den F a l l  Q = Q( t )  a u s g e w e i te t  w erden k an n .

Zur Lösung von ( f ) s e i  d e r  A n fan g sp u n k t xQ -  e in  b ek an n ­
t e r  V ek to r im Z ustandsraum  -  d u rch

(3) x ( t 0 ) = xo £  Xo C R n

an g eg eb en , w obei X0 C IR n  d i e  Menge d e r  z u g e la s s e n e n  An­
fa n g s p u n k te  b e z e ic h n e .
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In einem wirtschaftlichen System beschreiben die Komponen­
ten von x(t) die augenblickliche Lage der Wirtschaft, 
z.B. durch die verschiedenen sektoralen Kapitalstöcke ge­
messen .

Auch sei eine sogenannte Zielmenge ( bei Lee & Markus ’target 
set* genannt ) G(t) c  IRn für das Kontrollproblem vorge­
schrieben, wobei schon jetzt erwähnt sei, daß in ökonomischen 
Anwendungen häufig G (t-i) = IRn  gilt, d.h. keine Endbedin­
gungen vorgeschrieben sind oder wie man auch sagt, der rech­
te Randpunkt frei bleibt.

Weiter muß die Wahl der Steuerungen v(t)€Q(t) auf eine 
Klasse △ der zulässigen Steuerungen beschränkt werden, die 
z.B. aus den meßbaren Funktionen v(t) in den verschiedenen 
Teilintervallen von t0 £ t < ti bestehen kann (die meßbaren 
Funktionen enthalten alle stetigen und stückweise stetigen 
Funktionen und auch die Limiten^derartiger Funktionen) , die 
Xo in die Zielmenge überführen.

Eine meßbare Steuerung v*(t) , für die eine Lösung x*(t) 
von (1) mit v(t) = v*(t) existiert, die x o nach G(ti)überführt 
heißt somit zulässig, d.h. A = A (f,Q, x 0 ,G(t)) ist die 
Klasse aller Steuermengen v(t) auf den verschiedenen Teil­
intervallen von [tort,] derart, daß ihre zugehörigen 
Trajektorien x(t) folgende Beziehungen befriedigen: 
x(t0 ) = xo, x(t-i) £  G(t*j) .
Als quantitatives : 
Steuerung v(t)€A 
funktional, das in 

t i
(4) W(v) := |

Kriterium zur Messung der Effizienz jeder
auf t0 < t < t! haben wir 

folgender Form definiert ist

f°[t,x(t),v(t)]dt

ein Nutzen-

und bezüglich v maximiert werden soll, wobei 
eine gegebene, stetig differenzierbare Funktion 
[to ,tj X 1Rn  x IRm  ist.

f°[t,x,v]
auf dem

Unser Kontrollproblem besteht dann darin für den Kontroll­
prozeß {T , X 0 ,G,Q,A,W} eine zulässige Steuerung v(t)



und die zugehörige Trajektorie x(t) des wirtschaftlichen 
Systems derart zu finden, daß die Bahn des Punktes x aus 
dem Anfangspunkt x 0 nach x(ti) £G(ti) so überführt wird, 
daß (4) maximal wird.

Eine Steuerung v*(t)£A heißt in Bezug auf W(v) dann 
optimal, falls W(v-) > W(v) für alle v(t)C^ gilt.

Zur Lösung eines derartigen Kontrollproblems bieten sich meh­
rere mathematische Verfahren an; einmal die klassische Varia­
tionsrechnung und dann deren Weiterentwicklungen als deren 
Repräsentant das Pontrjaginsche Maximumprinzip ausgewählt wer 
den soll.

Wir wollen beide Methoden in ihrer Aussagekraft bei der Lö­
sung eines einfachen Wachstumsproblems vergleichen, und auch 
auf einige Ausführungen in der Literatur zur Einführung des 
Maximumprinzips im Wirtschaftswachstum [vgl. insbes. 4] ein­
gehen.

Unser Optimierungsproblem muß aber bezüglich des betrachte­
ten Kontrollprozesses { /\x 0 ,G,Q ,△, W] noch hinreichend ge­
nau gestellt werden, denn es muß angegeben werden, welche 
Typen von Funktionen etc. für die Behandlung mit den zwei zur 
Diskussion stehenden mathematischen Verfahren zugelassen wer­
den sollen. Es dreht sich als u . a . um sogenannte Regulari­
tätsbedingungen .

2, Der Ansatz mit der Variationsrechnung

Gesucht ist das Maximum des Integrals (4) bei Erfüllung der 
Nebenbedingungen (1) und der Anfangs- und Endbedingung. Die­
ses Maximum von (4) wird 'Extremum unter Nebenbedingungen' 
genannt.

Hinsichtlich der Daten des Kontrollprozesses könnten wir nun 
spezifizieren, inwieweit sich der Ansatz mit der Variations­
rechnung von dem Ansatz mit dem Maximumprinzip unterscheidet. 
^(Vgl. hierzu die Diskussion bei Fel'dbaum [ß] , insbesondere 
S. 74 - 76 und auch H. Reichardt, B. Schips, K. Britsch [6] )
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Z u e rs t  s e i  a b e r  u n te r  d iesem  G lie d e ru n g s p u n k t  f e s t g e s t e l l t :  
F a l l s  e in e  Lösung d es  K o n tro llp ro b le m s  e x i s t i e r t ,  dann  muß 
s i e  u n t e r  den  Lösungen d e r  E u le r -L a g ra n g e -G le ic h u n g  g e s u c h t  
w e rd e n .

S e i nun d ie  G le ich u n g  (1) a u f  fo lg e n d e  Form u m g esch rieb e n

( J " ')  ‘ 1+ ) i p [ t ,x ,x ,v ]  = 0 ,

w obei w ir  annehmen m üssen , daß (1) und (1+ ) v o n e in a n d e r  u n ­
a b h än g ig  s in d  [ v g l .  [4], S. 48 Bemerkung 1 (n ich th o lo n o m e  Ne­
benbed ing un gen ) ; f e r n e r  L5j, S 6 1 -7 6 ] .

F ü h ren  w ir  nun L ag ran g esch e  M u l t ip l ik a to r e n  X (t) =
(A-t ( t )  , X2 (t )  , . . . , Xn  ( t)  ) e i n ,  dann e r h a l t e n  w ir

t i  
r . .

5) W(v) = [ f °  -  X .ip jd t

t °

= f °  [ t , x , x , v , Ä ] d t ,

to

w obei f °  := f °  -  X.ip.

S e i nun v* (t)  e in e  o p t im a le  S te u e ru n g , w elche  W(v) m axi­
m ie r t  und x * { t)  e in e  z u g e h ö rig e  o p t im a le  T r a j e k t o r i e .  S e ien  
f e r n e r  d i e  z u lä s s ig e n  F u n k tio n e n  x ( t )  und v ( t )  d e r a r t  b e ­
s c h a f f e n  , daß

x ( t 0 ) = Xo := x* und x ( t 4 ) = x-j := x * ( t i )  , so  daß

fo lg e n d e  V a r ia t io n e n  m ö g lich  s in d

(6) x ( t )  = x * ( t )  + £ l 9 l  ( t )

(7) V ( t )  -  V* ( t )  + ( t )  ,



w obei Ei , E 2 S k a la re  und tp ( t )  a l s  so g e n a n n te  T e s tfu n k ­
t i o n  m it  ^ ( t o )  = ( t n ) = O, i  /= 1 ,2 ,  g eg eb en  i s t  *

Wir e r h a l t e n  dann f ü r  (5) nach  E in s e tz e n  von (6) und (7) 
e in e  F u n k tio n  von £ I , E2 •

(8) W (e n E 2 ) = f 0 [ t ,x *  ( t)  qn ( t)  ,x* ( t)  + ei cp-i ( t )  , 

to

v Ä ( t )  + e 2 (p2 ( t)  , X ]dt .

Wir nehmen a n , daß d i e  a u f t r e te n d e n  F u n k tio n e n  f ° , x , x ,  usw. 
z u m in d e s t zw eim al s t e t i g  d i f f e r e n z i e r b a r  s in d .

D ie T a y lo re n tw ic k lu n g  von (8) e r g i b t  dann (v g l . fü r  den 
a llg e m e in e n  F a l l  e in e r  F u n k tio n  ,z .B . [7] S. 17)

(9) Wie, , e 2 ) = W(£i , e 2 ) + VW(E l , E2 ) • (ei , E2

CI =£2=0 EI =E2 =0

+  ' ( E 1 , E 2  ) . v i ( 8 E i  , 6 E 2  ) . ( £ 1 , £ 2  ) 1

w obei VW( 0 , 0 ) . ( £ 1 , e 2 ) 1 d ie  e r s t e  V a r ia t io n  d es  I n t e g r a l s  
W g e n a n n t und m it ÖW b e z e ic h n e t  w ird  und W e in e  Hesse 
seh e  M a trix  i s t .

F a l l s  v * ( t )  und x * ( t )  o p tim a l s in d ,  dann muß g e l t e n  

(10) ÖW = 0 .

E n tw ic k e ln  w ir  den A usdruck f ü r  6W so e r h a l t e n  w ir  aus 
d e r  e r s t e n  V a r ia t io n  d es  I n t e g r a l s  W a u s g e re c h n e t
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(11)

ÖW = Ei
t, C ~ f af° 
J ax*
t o <

d 
dt

~ ■)
3f°
3x* 

J
<Pidt

+ E2
t o

3f°
- f i r  •

Als notwendige Bedingungen für 
wir dann folgende Gleichungen, 
befriedigen müssen.

die Optimalität erhalten 
die x*(t) und v*(t)

(12)
(a) 9f°

9x*
d 
dt

9fo
3x* o

(b) 9f°
3v* 0

Die Gleichungen (12,a) und (12,b) liefern notwendige Be­
dingungen für ein inneres Extremum, d.h. für innere Punk­
te in den Definitionsbereichen der betrachteten Funktionen.

Diese n+m Gleichungen zusammen mit den n Gleichungen von 
bestimmen 2n+m Extremalen x(t) , Ä (t) und v(t) un­

ter denen nach Berücksichtigung der Randbedingungen die Lö­
sungskurve sich befindet, falls sie existiert.

Für den Fall, daß epi (t0 ) und p^ti) nicht gleich Null 
sind (freie Anfangs- und Endpunkte), erhalten wir aus dem 
Ausdruck für ÖW die sogenannte Transversalitätsbedingung 
(13), nämlich aus

ÖW = (t)dt + f? (t)
t l

ergibt sich: 
to

(13) f? = 0 und f? = 0 .
x xt=to t=ti
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3, Der Ansatz mit dem Maximumprinzip

Wir betrachten dazu unser '’nichtautonomes’1 Kontrollproblem 
{Z , x 0 ,G,Q,A,W} . Unsere Aufgabe ist es nun (4) unter den 
Nebenbedingungen (1), (2) r (3) und x ( t i ) C G C R n zu maxi­
mieren.

Folgende Voraussetzungen sind dabei zu machen.
x und f sind wie vorher Vektoren im IRn . v ist ein 
Vektor aus dem 2Rm  r der vorerst der Einfachheit halber in 
einem nichtleeren,kompakten von t unabhängigem Steuerbe­
reich Q C ZRm  variiert, d.h. der Steuerbereich wird als 

eine fest vorgegebene Menge vorausgesetzt. Wir nehmen weiter* 
an, daß die Funktionen fi (t,x,v) zusammen mit den Funktionen

9fi (t,x,v) , 9fi (t,x,v)
9 ^ --------  U n d  “ 9t“ ------- 

i = ©, 1,.;., n 
k - 0,1, .. . ,n

reelle stetige Funktionen auf dem IR 1 x IR n x sind.

Für jedes v(t)€Q auf t0 £ t < t-f habe die Differen­
tialgleichung (1) eine eindeutige stetige Lösung x(t) auf 
einem Teilintervall von [to,t-j] mit vorgeschriebenem An­
fangspunkt x(to ) = 'Xo.^, S. 43̂ ) .

Die Zielmenge G sei unabhängig von t als G = IRn ange­
nommen, d.h. wir haben ein Problem mit freiem rechten End­
punkt. ([1], Bemerkung 1, S. 315).

Zu guter Letzt sei vorausgesetzt, daß eine optimale Steuerung 
existiert (eine Bedingung die für unser Ökonomisches Beispiel 
erfüllt sein wird). Es ist auch manchmal üblich, eine neue Zu­
standsvariable x 0 (t) derart einzuführen, daß wir die zu v (t) 
te[to,ti] gehörende Trajektorie x(t) = (xi (t)), i=l,...,n 
zu einem n+l-Vektor x(t) = (x^(t)) , k = 0,1,...,n er­
weitern , wobei 

t
(4*) x°(t) := f0 (T ,x (T) ,v (T))dT , gesetzt wird, 

o

Wir bekämen also
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(14) x ° ( t )  = f ° ( t , x ( t )  , v ( t ) )  , x ° ( t 0 ) = O ,

Die A ufgabe b e s tü n d e  nun d a r i n ,  x ° ( t i )  u n t e r  B erü ck ­
s ic h t ig u n g  d e r  oben g en an n ten  N ebenbedingungen  zu m axi­
m ie re n .

Das M axim um prinzip

E in  (n + 1 )-V ek to r n ( t )  = (nv ( t ) ) ,  k = 0 , 1 , . . . , n a u f  
to  t  £ t i  w ird  e in g e f ü h r t  und a d ju n g ie r t e  F u n k tio n  
( a d ju n g ie r t e r  V e k to r , M om entenvektor, K o z u s ta n d s v e k to r , 
L a g ra n g e sc h e r M u l t ip l i k a t o r  , S e n s i b i l i t ä t s p a r a m e te r  e t c . )  
g e n a n n t, f a l l s  n ( t)  e in e  n i c h t  v e rsch w in d en d e  Lösung 
d es  D i f f e r e n t ia lg le ic h u n g s s y s te m s

n k -  - i o
3 f ° ( t , x , v ) Sf^C t^x^y)

(15)
j=0

3 f ^ ( t ,x ,v )  
3xk

i s t .

Das S k a la rp ro d u k t  d e r  V ek to ren  fj und f  : =  i f  / b e ­
z e ic h n e n  w ir  dann a l s  H a m il to n fu k tio n .

(17) H ( t , f j ,x ,v )  := n ' f ( t , x , v )
= T)o f °  ( t , x , v )  + . . .  + Tinfn ( t , x ,v )

Für (1  ) , (14) und (15) f o l g t  dann auch

(17) x k  = — —  und n. = k = 0 , 1 , . . . , n .
3nk  3x

F e rn e r  s e t z t  man



-  10 -(18) M ( t , n , x )  : = max H ( t , n , x , v )  veQ
f a l l s  M e x i s t i e r t ,  was n a ch  u n s e r e n  V o r a u s s e tz u n g e n  d e r  F a l l  i s t ,  denn H i s t  f ü r  je d e s  t e  [ t 0 , t i ]  b e i  b e l i e ­b ig e n  a b e r  k o n s t a n t e n  rj und x e in e  s t e t i g e  F u n k t io n  von v  i s t ,  w o b e i v in  e in e m  kom p akten  B e r e ic h  v a r i i e r t .

A u s (15) e r h a l t e n  w ir  f e r n e r  rio (t) = k o n s t .  , da
,n  i s t .

D e f i n i t i o n  !
v * ( t )  a u f  t 0  t  < t i  h e i ß t  m a x im a le  S t e u e r u n g , f a l l s  e in e  a d j u n g i e r t e  F u n k t io n  n* (t) d e r a r t  e x i s t i e r t ,  daß
1 . H ( t ,F i A (t)  ,x * ( t )  ,v * ( t ) )  -  M ( t , f ) A (t)  ,x * ( t )  f ü r  f a s t  a l l e  t e [ t 0 , t i ]  (19)und2 . (t)  -  c o n s t . > 0  (20)und3 . d i e  s o g e n a n n te  T r a n s v e r s a l i t ä t s b e d i n g u n g  e r f ü l l t  i s t .
W ir w o lle n  nun den S a t z ,  den d a s  M axim u m p rin zip  c h a r a k t e r i ­s i e r t ,  a n g e b e n .
S a t z  (M axim u m p rin zip )
B e t r a c h t e n  w ir  d a s  o b en  v o r g e s t e l l t e  n i c h t  autonom e K o n t r o l l ­p ro b le m  { ^ , x 0 , G , Q ,△ ,W} .S e i  v * ( t )  a u f  t 0 < t  < t-i e in e  o p t im a le  S te u e r u n g  in  △ . Dann i s t  v * ( t )  e in e  m a x im a le  S t e u e r u n g .B e w e is : V g l . M l J ,  S .  308 f f . ]  o d e r  [ ¿ | ,S a t z  7W ic h t ig  b l e i b t  zu g u t e r  L e t z t  um a u s  (19) e in e  m a x im a le  S t e u e ­ru n g  zu g e w in n e n , daß w ir  n * ( t o ) e r h a l t e n .  Von no a b g e ­s e h e n , l i e f e r t  d a s  M a x im u m p rin zip  a b e r  k e in e  A u s k u n ft  ü b e r d i e  s e  A n fa n g s w e r t e .
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Die soaenannte Transversalitätsbedingung liefert uns je- Auskunft
doch/über n*(ti) . Somit können wir die restlichen An­
fangswerte derart wählen, daß die Anfangswerte den durch 
die Transversalitätsbedingung vorgeschriebenen Endwerten 
entsprechen.

Satz (Transversalitätsbedingung) ;

Wenn die Zielbedingung xttiJeGczlRH die Gestalt 
x^(t-i) = x^ für iE I (Indexmenge) hat und für die 
anderen Komponenten iGLI keine Bedingungen vorge­
schrieben sind, so gilt

(21) n M t J  = 0  für i £ I  . 
i

Bemerkung:

Falls wie in unserem Falle 1 = 0  folgt 
n* = + i .

Beweis: (Vgl. [1], S.3O8 ff. oder [2]).
In dem von uns gewählten ökonomischen Beispiel werden wir so­
gar schließen können, daß eine maximale Steuerung immer optimal 
ist, denn nach Mangasarian (Vgl. 0. L. Mangasarian [9] ) liefert 
das Maximumprinzip auch eine hinreichende Bedingung, falls die 
zu maximierende Funktion konkav ist. (18) muß also eine konkave 
Funktion von x für gegebenes v , t sein.
Dies gilt, fals f° (t, x,v) und fX (t, x, v) auch zusammen kon­
kav in den Variablen x, v sind. (Vgl. 0. L. Mangasari an [ 9j , 
insbes. S. 144/145).

In der folgenden ökonomischen Anwendung werden wir es nur mit 
einem autonomen Kontrollprozeß zu tun bekommen. Dabei ist zu 
bemerken, daß bei einem in der Zeit veränderlichen Differential­
gleichungssystem, das nach der Zeit stetig differenzierbar ist, 
dieses durch die Einführung einer neuen Zustandsvariablen 
x n + 1  = t auf einen autonomen Prozeß zurückführbar ist.

Im allgemeineren Fall eines Systems mit nur stückweise Ste­
tigkeit in bezug auf t finden die Resultate von Lee & Markus 
und Pontrjagin keine Anwendung.
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4. Ein ökonomisches Beispiel

Das Problem des optimalen Wachstums stellt sich für jede 
Volkswirtschaft.

Koopmans [iq| , Cass [11] und andere diskutierten dieses Problem 
vermöge des bekannten aggregierten neoklassischen Wachstums- 
modells.

Dieses Modell soll in modifizierter Form auch Ausgangs­
punkt für unsere Betrachtung sein. Dazu fassen wir kurz 
die Modellannahmen zusammen.

4.1. Grundannahmen

Es gebe in der betrachten Modellwirtschaft zwei homogene 
Produktionsfaktorenr Kapital (K) und Arbeit (L) , die 
kombiniert ein einziges Produkt (Y) erzeugen, das sowohl 
für konsumtive als auch investive Zwecke verwendet wer­
den kann.

Die technisch effizienten Produktionsmöglichkeiten seien 
in der Zeit nach der Maßgabe eines Harrod-neutralen tech­
nischen Fortschritts veränderlich und werden durch eine 
aggregierte Produktionsfunktion mit "neoklassischen" Eigen­
schaften zusammengefaßt.

Diese Reaktion hat dann nach Uzawa [12) folgende Form

(22) F (K,L,t) = F [K,A(t)-L] ,

wobei A(t) einen Faktor darstellt, der die Effizienz 
der Arbeit mißt.
F [K,A(t)- L] habe insbesondere folgende Form

(23) Y (t) = F [K(t),eK t  L(t)] , ir > 0 ;

wir setzen o.B.d.A. L (0) = L := 1 und A (0) = A : =1.
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Die Konstante TT sei die Rate des arbeitsvermehrenden 
technischen Fortschritts und e7rt L(t) sei die in Effizienz- 
einheiten gemessene Arbeit.
Unsere Produktionsfunktion (22) sei linear homogen und für 
alle K£0, L>Q,̂ /flef iniert. Sie sei für K>0, A*L> 0 stetig und 
für positive K und A-L zweimal stetig differenzierbar. Es 
gilt 

r) F-4^- > Q , für alle A-L > 0 , K > O

und 3F—  > Q , f ü r  a l l e  L > 0 , K > 0 .
O Li

92F < 0 für alle A-L > O , K > 0

und (22) genüge ferner

F (O, A-L) = 0 , d.h. ohne Kapitaleinsatz sei kein Output 
produzierbar und
F (K,0) = O, d.h. ohne Arbeitseinsatz sei kein Output 
zu erstellen.

Wir erhalten somit, daß F streng quasi-konkav ist, d.h., 
für jedes Y(t) ist die Menge^/^K (t) 'C^ L (tf) für die 
F [K(t) ,6^ L(t)] > Y(t) gilt, streng konkav.

Bezeichnen wir mit k(t) das in Effizienzeinheiten der
Arbeit gemessene Kapital, nämlich mit

K (t)k(t) := —---- -̂4--- und setzen wir voraus, daß die

Arbeitsbevölkerung mit einer konstanten exponentiellen Rate
n > 0 wachsend vorausgesetzt werden wird, dann

bekommen wir k(t) := —  / W Obei C := n + ir (die natür-
L(o)e^r liehe Wachstums

rate) .
Falls L(0) := 1 o.B.d.A. gesetzt wird, folgt k(t) = K(t)e

Formulieren wir die Forderungen an die Produktionsfunktion in
Effizienzeinheiten d.h. in k(t) , dann bekommen wir für (23)



- 14 -
(24)

ytt) = r [ r—  ■ Ge ^(t) L L(O)e? t •

= F [K(t)e~^t , 1] = F [k(t),l]

:= f (k(t) ) .
als Maß der Produktivität der Effizienzeinheit.
Diese Funktions f (k) ist definiert für k > O und es gilt 
f (0) = 0.
Da f(k) für k > 0 stetig und für k > O zweimal stetig dif­
ferenzierbar ist, bekommen wir weiter

(25) a) {eC t f(k(t))} = eC t f  (k(t)) = f'(k(t)) > 0,
0 1\ (JA

a 2  F fb) und ~  {etjU f(k(t))} = f" (k(t) ) < 0 , für k (t) > 0 (JA

Aus der linearen Homogenität folgt bei positiven Arbeits­
produktivität t daß das Durchschnittsprodukt des Kapitals 
für k — 00 nach Null geht, d.h.

lim f (k£ _ 0 / njl V gia Okamoto, T. und Inada, K.) k-*°° k J /

In unserer betrachteten aeschlossenen Volkswirtschaft er­
halten wir für die Verwendungsseite des Sozialprodukts Y(t) 
auf Konsum C(t) und Sparen S(t) .

(26) Y(t) = C(t) + S(t) ,

wobei die angenommene Gleichheit von Sparen und Investieren 
folgende Beziehung zur Folge hat

(27) K(t) = S(t) = Y(t) - C(t) ,

wobei der Gesamtkonsum sich als Produkt von Je-Kopf-Konsum 
und Gesamtbevölkerungszahl P(t) vorstellen laßt.

Die Entwicklung der Gesamtbevölkerung und der Arbeitsbevöl­
kerung sei exogen vorgegeben und durch

(28) P(t) = P(0)en t
L(t) = L(0)en t , für beide n > 0 und const.

beschrieben.
Diese Annahmen implizieren einen konstanten Anteil der Arbeits­
bevölkerung an der Gesamtbevölkerung.



Mit der schon oben angegebenen Definition des in 
Effizienzeinheiten gemessenen Kapitals k(t) erhal­
ten wir dann für K(t)

(29) K(t) = k (t) e^L (o) en t +k (t) (o) en t +k (t) nL (o)
= k(t)eCt + 5 k(t)eS t .

Definieren wir ferner die Investitionsrate in Effizienz­
einheiten mit

• •
2 (t) := ---K = 2 (t) = ■■ f w o b e i wie^angenommen

L(t)e1It e .

L (o) := 1 j dann erhalten wir

(30) z(t) = k(t) + Ck (t)

Der Konsum ergibt sich dann als

(31) c(t)P(t) =: C(t) = F [K (t) ,6^1» (t) J - K(t) 
= eC t f[k(t)] - [k(t) + €k(tl] eCt

(32) ¿(t) := P(t)c(t)e- e t = f[k(t)] - k(t) - £k (t)

Die Art und Weise der Aufteilung des Produktes pro ef­
fektiver Arbeitseinheit auf Konsum und Investition soll 
im Hinblick auf ein noch ökonomisch zu spezifizierendes 
Nutzenfunktional der Gestalt (4) bestimmt werden.

Zu diesem Zwecke müssen wir auf dieses noch zu definie­
rende Nutzenfunktional naher eingehen.

Dabei wird auch das Problem der Vorgabe des Zeithori­
zontes wesentlich. Die damit verbundenen Probleme sind 
immer noch kontrovers, doch erscheint es uns möglich, 
die damit verbundenen Fragen transparenter zu machen um 
anschließend leichter eine Entscheidung treffen zu können.

Eine Investitionspolitik ist eine simultane Wahl von ge­
genwärtigen und zukünftigen Investitionen, wobei die op­
timale Wahl in verschiedenen Zeitpunkten voneinander ab­
hängt .
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Zur Beurteilung der "Güte" dieser Investitionspolitik 
diene ein Nutzenfunktional. Da ein derartiges Urteil die 
Wohlfahrt einer Gesellschaft beträfe, die sich aus sehr vielen 
Mitgliedern zusanunensetzen würde, erscheint es uns nicht 
verwunderlich, daß kein allgemein akzeptiertes Kriterium 
angegeben werden kann, dag allen kritischen Einwänden stand­
hielte. (Vgl. dazu auch die Diskussion in der sowjetökono­
mischen Literatur in A. Zaubermann [14] ) .

Es erhebt sich die Frage, ob bei der Spezifizierung des 
Nutzenfunktionals alle Generationen 'gleich' behandelt 
werden sollen, d.h. ob die künftigen Generationen allein 
auch der Tatsache eines stattgefundenen Bevölkerungswachs­
tums bestraft werden sollen oder, ob jedes einzelne Wirt­
schaftssubjekt 'gleich' behandelt werden solle, d.h. das 
Wirtschaftssubjekt nicht dadurch bestraft wird, daß es zu 
einem'späteren Zeitpunkt lebt in dem die Gesamtbevölkerung 
durch das Bevölkerungswachstum eine höhere Zahl aufweist.

Da wir das Bevölkerungswachstum als exogen vorgeben und 
somit nicht als steuerbar voraussetzen, müssen wir uns für 
die zweite Alternative entscheiden. ^Zu einer geaenteili- 
gen Ansicht vgl. Koopmans [10J ).

Was wir hier Vorschlägen können, ist eine analytisch zu 
behandelnde Form eines Nutzenfunktionals, das die von den 
Individuen aus dem Gesamtsystem abgeleitete Befriedigung 
widerspiegelt und unser Werturteil bezüglich der intertem- 
pralen Verteilung deutlich macht. «

Sei U[c] eine individuelle Nutzenfunktion, die auf 
0 < c < + 00 definiert ist und folgende Eigenschaften 
habe:
(33) U[c] mit U'(c) > 0, U"(c) < 0, U'" (c) > 0

lim U ' (c) = + 00 
c-*0
lim U'(c) = 0 
c-*+°°
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. c U" (c)und a - ----- -----
U' (c)

C mit O < o < 1 , wobei c := - .

Ferner seien für unsere Betrachtungen nur iso-elastische 
Nutzenfunktionen vorausgesetzt, d.h. o = const.

Da wir keine interpersonellen Verteilungsfragen betrachten 
wollen, müssen wir eine weitgehende Annahme machen um den 
Gesamtnutzen der Gesellschaft zum Zeitpunkt t durch ein­
fache Aggregation zu erhalten.

Wir müssen annehmen, daß alle Individuen gleich sind und 
ferner die gesellschaftlichen Nutzenfunktionen derart be­
schaffen ist, daß die optimale Verteilung egalitär ist.

Dann erhalten wir auf einfache Art und Weise den Gesamt­
nutzen der Gesellschaftler einem Je-Kopf-Konsum c (t) im 
Zeitpunkt t zugerechnet wird durch

(34) P(t) • ü[c(t)].

Führen wir einen puren Zeitdiskonst p > 0 ein, dann er­
halten wir für den Gesamtnutzen der Gesellschaft im Zeit­
punkt t

(35) e“p t P(t) u[c(t)] = e~p t P(o)en t  U [c (t) ] = P(o)e(n p ) t ü[c(t)

Über einem unendlichen Zeithorizont hat nun unser Nutzenfunk­
tional (4 ) die Gestalt 

00

(36) e- p t P(t) u[c(t)]dt .
o

Der zukünftige Nutzen wurde dabei auf die Gegenwart mit 
einer konstanten Diskontrate p > 0 abgezinst.

Gegen dieses Vorgehen wurden zwar Einwände formuliert, doch 
sind diese, wie wir kurz andeuten werden, nicht sehr über­
zeugend.
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Ein Einwand zielt einfach darauf ab, daß man die Zukunft 
überhaupt nicht abdiskontieren dürfe. Uns erscheint dies 
schwer verständlich, daß die offenbarten Präferenzen der
Individuen im Zeitverlauf vernachläßigt werden sollen, wenn 
sie für die Bewertung der laufenden Güterströme zählen. Der 
andere Einwand zielt auf die Konstanz der Diskontrate ab.

Um aber ein analytisch zu behandelndes Funktional zu bekom­
men, das gleichzeitig Ökonomischen Gehalt aufweist, müssen 
wir Additivität in der Zeit und Stationarität der Nutzen­
funktionen fordern, so daß daraus die Konstanz der Diskont­
rate ableitbar ist.

Additivität des Nutzens heißt einfach, daß die Grenzrate der 
Substitution in zwei verschiedenen Zeitpunkten von ihrem Wert 
in anderen Zeitpunkten unabhängig ist. Dies erscheint uns 
in einer langfristigen Betrachtung nicht unrealistisch.

Stationarität heißt, daß der Nutzen der aus Gegenwart und 
Zukunft abgeleitet wird, ohne Rücksicht welchen Zeitpunkt 
man als Gegenwart festlegt, die gleiche Funktion des Gegen- 
warts- bzw. Zukunftskonsums bleibt. Die Konsumtion wird 
nach ihrer zeitlichen Entfernung vom Planungsdatum berech­
net, ohne Rücksicht darauf, wie nun das Planungsdatum ge­
setzt wird.

Eine sehr wesentliche Variable, die Zeitperiode über die 
wir planen wollen, müssen wir noch diskutieren.

Akkumulationsprozesse für die Volkswirtschaft haben kein na­
türliches Ende in der definierbaren Zukunft. Jeder gegebene 
zukünftige Zustand wir selbst wieder Implikationen für die 
entferntere Zukunft haben. Würde man trotzdem über einen 
endlichen Zeithorizont planen und den rechten Endpunkt 
des Zustands frei lassen, bekäme man eine extrem schiefe 
Verteilung des Konsumstromes als optimale Entwicklung 
(Vgl, J. Tinbergen ) .
Gibt man also keinen Endkapitalstock vor, dann würde es opti­
mal sein, den bis zu einem bestimmten Zeitpunkt ’kurz vor
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Ende' der Planperiode akkumulierten Kapitalstock in der 
1 letzten* Periode völlig zu konsumieren.

Postuliert man einen Endkapitalstock k (T) = k^ (T < °°) 
entscheidet man darüber, wieviel man in der Zeit nachher 
produzieren kann. Auch der Nutzen von t > T hängt natürlich 
von dieser Größe k (T) = kT ab. Evident ist der Einfluß von 
kT auf die Konsummöglichkeiten bis T und damit dem Nutzen 
bis T .

Somit gilt unsere Sorge gerade der Entwicklung die über den 
spezifizierten Horizont hinausgeht. Für den gesamtwirtschaft­
lichen Plan heißt das, daß jede Planung auf der Basis eines 
unendlichen Zeithorizonts unternommen werden muß, denn der 
Endkapitalstock kann nur dann optimal bestimmt werden, wenn 
der Nutzen über einen unendlichen Zeithorizont maximiert 
wird. Unter Akkumulationsprogramm geht also über einen unendli 
chen Zeithorizont mit freiem rechten Endpunkt, d.h. aus dem 
Optimierungsverfahren wird, bildlich gesprochen, derjenige 
Modellzustand bestimmt ’auf dem' wir optimal landen.

Falls man nun einen unendlichen Zeithorizont aus den dar­
gelegten Gründen voraussetzen muß, entstehen zusätzliche 
Probleme, die einmal u.a. mit der Konvergenz des Nutzen­
integrals Zusammenhängen.

Ist die Konvergenzforderung nicht erfüllt, dann ist keine 
Abbildung aus dem Funktionenraum in die reellen Zahlen de­
finiert. Falls das Integral konvergiert, haben wir eine 
vollständige Ordnung.

Abschließend bleibt für diesen Abschnitt zu sagen, daß wir 
in diesen Modellen zwar nie genau antizipieren können wie 
sich die Technik, die Präferenzen und die Arbeitsbevölkerung 
in der Zukunft entwickeln werden, wir aber durch die nach­
folgende Behandlung einen beträchtlichen Einblick in die 
Dynamik der Volkswirtschaft gewinnen können, wenn wir ver­
einfachend annehmen, daß alle diese Faktoren mit Sicherheit 
vorausgesehen werden.
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Dann könnte diese Art von Analyse als erste Annäherung 
dafür dienen, was wir von einer allgemeineren stochastischen 
Analyse erwarten können.

4,2, Das Ramseysche Divergenzproblem

Unser zugrundeliegendes Problem lautet nun: 
OO

Maximiere e'p t P(t) u[c(t)] dt , p > O (36)

o
unter Berücksichtigung von später noch genau anzugebenden 
Nebenbedingungen.

Für den Fall p > n , d.h. n - p ;= 6 > 0 ist das Inte­
gral (36) konvergent, denn OO
P (0) j e  u[c(t)J dt konvergiert, so daß wir eine voll- 

o
ständige stetige Ordnung der Konsumpfade erreichen können.

Für den Fall 6 = 0  divergiert das Integral und wir haben 
das Ramseysche Problem in seiner ursprünglichen Form vor­
liegen.

Um dieses Problem auch dann zu lösen, müssen wir die Ziel- 
funktipn wie folgt transformieren 

00

maximiere e p t P(t) {u [c(t)J - u) dt (37)
o  

OO

=  P(0) | {u [c(t)J - ü} dt falls 6 = 0 

o
etc., wobei ü die obere Grenze des Nutzens ist, die auf­
grund von "capital glut” oder "product glut" angenommen wird.

Diese Konzepte beruhen auf der Vorstelluna eines kapitali­
stischen Optimums, ein Begriff, der nach Allais [16] auf 
Wicksell und Meade zurückgeht und von mehreren Ökonomen 
gleichzeitig auf den Fall einer dynamischen Wirtschaft ver 
allgemeinert wurde. Vgl. E.S. Phelps [17} ).
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"Capital glut" bezieht sich auf den größten Nutzen, der 
ökonomisch erreichbar is t . D . h . weitere Kapitalakkumula­
tion kann den Nutzen nicht mehr erhöhen.

"Product glut" beruht auf der Vorstellung, daß wirtschaft­
liche Gründe allein uns nie mehr als einen endlichen Nutzen 
stiften können und die Gesellschaft immer den größt vor­
stellbaren Nutzen erreichen möchte. (vgl. F.P. Ramsey [1 ß] .

Doch können wir das ü , wie schon erwähnt wurde, auch der­
art bestimmen, daß es mit einer neoklassischen Technologie, 
Harrod-neutralem technischen Fortschritt, unbeschränkten 
Bedürfnissen und einer wachsenden Arbeitsbevölkerung kon­
sistent ist. Auf das Uberholkriterium von Weifäckers wollen 
wir hier nicht eingehen (Vgl. hierzu C.C. von Weiz'acker £19j 

Der Ansatz mit der Variationsrechnung

Wir suchen ein Maximum von oo
(36) [P(0)]a J e~Y t  u[c(t)] dt = W(c) , Y > o X)

o
unter Erfüllung von

(38) k = f (k) - ?k - c

(39) k (0) = ko 
und
der Steuerung ke Q := {k : k £ {- £k,f(k) - £k)} . (40) 

übersetzen wir nun unser Problem in unsere frühere Be­
zeichnungsweise aus Teil 2, dann sehen wir, daß
f°(t,k,Ü = e"Y t  U [f(k) - [k - 5k]]

gilt. Ebenso x = k und v = k .
Falls wir, wie in diesem Spezialfall, k als Steuerung auf­
fassen können, brauchen wir nicht eigens Lagrangesche Multi­
plikatoren einführen, sondern können sofort die Eulerschezv 
Differentialgleichungen ermitteln ( vgl. ^20j K. Britsch und 
B. Schips) . Eine notwendige Bedingung für ein 'inneres' Ex­
tremum ist, daß die gesuchte Extremale die Euler-Gleichung

(41) 5f° _ d__ Bf°
9k dt 9fc

1) Vorausgesetzt haben wir hierbei, daß die zugrundeliegende 
Nutzfunktion so beschaffen ist, daß der Grenznutzen homogen 
vom Grade - a ist. Für die Ableitung von (36) verweisen wir 
auf den folgenden Abschnitt zum Maximumprinzip.
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befriedigt.

Die einzelnen Terme sind nun

~  U'(c)(f'(k) -Ç) 

3f°
3k

-e“Y t  U'(c)

und

= Ye"Y t  U' (c) - e“Y t  U" (c) c .

Somit erhalten wir für die Euler-Differentialgleichung

- S -  y]

(42) = " [f (k) - 6] , 0 = p+ n o 

—  - Y] , Y ;= ° ^  

Von früher haben wir

k = f (k) - £k - c .
(43) = g(k) - c ,

wobei g (k) := f (k) - 5k .

Die Gleichungen (42) und (43) bilden nun ein vollständiges 
System, dessen Gleichgewichtslage sich als Losung der fol­
genden Gleichungen

(44) g (k) - c = 0 ,

(« y  ■ (GL <K > - Y) = ° 

därstellt.

Die erste Gleichung definiert uns einen geometrischen Ort 
von Punkten c = g(k) . Die zweite Gleichung definiert uns 
eine Gerade k = k , wobei k«> durch g' (k )= y deter­
miniert ist.
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Der Schnittpunkt beider Kurven

g(k) - c = O 
k = k°° ,

der Punkt (k°°, c°°) , stellt eine der gesuchten Gleich­
gewichtslösungen dar auf die wir uns, als die allein 
ökonomisch sinnvolle, beschränken.

Wir interessieren uns natürlich für die Stabilität der 
Gleichgewichtslösung mit den Koordinaten (k“ ,«?00) .

Wir untersuchen deshalb die Art der Bewegung eines reprä­
sentativen Punktes in einer Umgebung dieses Gleichgewichts­
zustandes .

'bZu diesem Zwecke führen wir neue Variable (kÄ ,ci,f) ein, 
welche die Abweichung des repräsentativen Punktes von 
Gleichgewichtspunkt charakterisieren, nämlich

(44)
(45)

k - k°° = k*
% c - c°°
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Entwickeln wir die Funktionen

(43') P(k,c) := g(k) - c und

(42') Q(k,c) : = - — -(-c) [g' (k) - y] 
U"(c)

in einer Umgebung von (k00, c«>) in einer Taylorreihe in
k*, c* , dann bekommen wir

(46) P(k,c)=P (k^c 00) +P^ (k°°,c°°) k*+P$ (k~,c«) c^+P, (k®,c°°) 

und

(4 7) Q (k,c)=Q(k°°,c«>) 4-Q̂  (k°°,c°°) k*+Qg (kTO,c°°) c*+Qi (k^c 00)

wobei Pik^zC00) = 0 = Qfk^zC00) , da k ^ c 00 die Koordi­
naten des singulären Punktes sind und P-j (k^c 00) und 
Qi (k®,c°°) analytische Funktionen, die mindestens in 
zweiter Potenz auftreten.

Die vorstehenden Gleichungen nehmen dann folgende Formen 
an:

(48) k* « P(k,c) = 'a^k* + a 1 2 c* + Pi(k*,c*)

(49) c* = Q(k,c) = a 2 ik* + a2 2 c* + Qiik^zC*)

wobei a n  = P^ (k^c 00) a 1 2 = P- (k^c 00)

a2 i = Q^ik^c“) a2 2 - Q’ (k«,co°)

Wenn wir in den vorstehenden Gleichungen (48) und (49) 
die Funktionen Pi (k*,c*) und Qi(k*,c*) vernachlässi­
gen bekommen wir ein lineares Differentialgleichungssystem 
mit konstanten Koeffizienten.

k* 1 S l 2 k*
(50) =

c* a2 1 3 2 2 c*

Die Gleichungen dieses Systems bezeichnet man als Gleichungen 
der1 ersten1 Annäherung. (Vgl. [21] , s. 209 ff. und insbes.
[22] ), die wir dazu benutzen können, um die Art und die Sta­
bilität des Gleichgewichtszustandes unseren nichtlinearen Sy­
stems (42) und (43) zu bestimmen.
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Für unseren Fall ergibt dies konkret

(50*)

Y "1II1 (reo) wobei u := -- --- - g" (k00) und A : =
U" (cw ) -p O

Die charakteristische Gleichung des Differentialglei-
chungssystems (501) hat die Form 

(51) = 0

und somit ergibt sich für das charakteristische Polynom

(52) A2 - yA + p = 0

und für seine Nullstellen

(53) X1|2 = .
2

A-j > 0  und A2 < 0 , da aufgrund unserer Annahmen p > 0 
und Y > O sind.

Daraus resultiert die sogenannte Sattelpunkt-Eigenschaft 
des Gleichgewichts (k^c 00) auf die wir noch genauer ein­
zugehen haben.

Um die Phasenbahnen der Lösung von (50*) zu diskutieren, ist 
es geeignet unser System (50*) derart zu transformieren, daß 
die Analyse der Effekte von Ai und A2 auf die Art der 
Trajektorien vereinfacht wird und darüberhinaus dadurch die 
qualitativen (topologischen) Eigenschaften der Zustandsbe­
schreibung des Systems erhalten bleiben [Entkopplung der 
Differentialgleichungssysteme].
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Dazu führen wir einen Eigenvektor b 1 (i = 1,2) von A 
ein, der folgenden Beziehung definitionsgemäß genügt 

(54) A b1 = Xi b 1 t i = 1,2 .

Sind wie oben alle Nullstellen des charakteristischen 
Polynoms voneinander verschieden, so können wir als Basis 

¡J- ]-^1 die Eigenvektoren b ^ b 2 der Ab­
bildung A wählen.

Die Koordinaten des Vektors in Bezug auf diese
Basis bezeichnen wir mit CirCs

In Bezug auf diese Basis entspricht der Abbildung A eine 
Diagonalmatrix (vgl. z.B. Halany [23j . S. 4ß) .

Definieren wir aus diesem Grunde eine Transformation

für unser System (50*). Bezeichnen wir mit

dann sehen wir, daß y = Bc und somit Ay = BC 
und ABC - BC , d.h.

(56) C = B“ 1 ABC

Wenn die Matrix B (B natürlich nicht singulär) so ge­
wählt wurde, daß sie den oben angegebenen Eigenwertenvon 
A entspricht, d.h. B = [b1 ,b2 ] , dann folgt

B“1AB = A (A Diagonalmatrix) und somit

(57) ç = Aç
oder
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Folglich haben wir als Lösung 

(58) eÄ i t (i = 1,2)

in der c-Ebene.

Wir erkennen daraus, daß wir einen Sattelpunkt vorliegen 
haben, denn

< 0 < Al
In diesem Fall ist der stabile Ast des Sattels in der 
5a-Achse gelegen. Das Phasendiagramm ergibt dann folgen­
des Bild

wobei die Differentialgleichung für die Integralkurven 
wie folgt aussieht:

(59) M  -
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D araus e r h a l t e n  w ir

dC2 _ Aa  d d  
’ d  1 d

und
lo g  I d i  = M  lo g  I d i  + c o n s t .  

A !
o d e r

(60) ^2 = M I d i  

d  -  0 und d  = O s in d  dann I n te g r a lk u r v e n .

G le ich u n g  (60) i s t  e in e  G le ic h u n g  von h y p e rb o lisc h e m  Typ 
f ü r  w e lche  d ie  5 und £ -A chsen  A sym ptoten  d a r s t e l l e n .

1 2

S e tz e n  w ir  y -  in  (58) w ie d e r  e i n ,  dann haben w ir  a l s  
a llg e m e in e  Lösung d e s  D i f f e r e n t i a lg l e ic h u n g s s y s te m s  (50*)
im (k Ä , c Ä )-Raum

(61)

o d e r

y = b 1 m-i + b 2  m2  e ^ a t

bi 2 
b 2 2

Wir m üssen nun d ie  O r ie n t ie r u n g  d e r  H a lb ach sen  in  d e r  
k * ,c *  -E bene e r m i t t e l n .

Da in  u n s e r e r  M a trix  A a i 2  * 0 i s t ,  können w ir  m it
n o r m a l i s i e r t e n  E ig e n v e k to re n  a r b e i t e n , d .h .

b 1 i  = 1 ,2  s e tz e n .

E in  c h a r a k t e r i s t i s c h e r  V ek to r von A muß dann 

(62) [ l  A - A] b = 0 ,  b + 0 

b e f r i e d ig e n .  H in g e sc h r ie b e n  e r h a l t e n  w ir

A -  a n  -  a-12

—a 2 1 A — a 2 2

A — a n  — a 12 b

“ ^ 2 1  +  (A — a 2 2 ) b
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oder

(63) a n  (b) 2 + (an - a^aJb - aji = 0 .

Somit erhalten wir ___ ____________________________
a22 “  a i  i  t  x / ( a n - a 2 2 ) 2  “  4 ( a i  1 3 2 2 ^ ^2  i ^ i  2)

(6 4) b = ---------------------------- :--------------------
2 a i 2

Vergleichen wir b mit A , wobei A von früher
a n  +  a 2 2 i  x / ( a i  1 + 3 2 2 ) 2  ~ 4 [a  n  a 2 2 "a 2  1 a 12'

A = ------------------------------------------------  2

und aufgrund der speziellen Form von A
a n  t >/ a ^ 2 + 4a2i 3i2

2
Y ± x / y 2  + 4p

2

ist, und das zugehörige b für die untersuchte Matrix
A entsprechend abgeändert gleich

■ a n  -  a n  2  + 4 a 2 1 a 12 
b -  -------------------------------------------------- —  (65)

2a-f2

ist, daß
A. - a n

(6) b ± = — ----------  > i = 1,2 ; 
ai 2

insbesondere ergibt das für unser System

(67) b± = -(Ai - an) = Y - A± , i = 1,2 ;

Wir erhalten dann aus (65)

(68, b = r

so daß schließlich gilt

(69) Ai = b 2 > O
(70) A2 = bi < O .
Folglich haben die Äste des Sattelpunktes negative (bi < O) 
und positive (b2 > O) Steigung.
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Die Lösung unseres Systems erhalten wir somit als

Das Ergebnis unserer Untersuchung läßt sich dann im fol­
genden Satz formulieren:

Satz:
Sei unsere Modellwirtschaft vermöge der vorstehend ge­
machten Voraussetzungen gegeben.

Falls 9 > Ç , d.h. y > 0 , wird eine opti-
malte Politik wie folgt beschrieben :

Es gibt für jeden beliebigen Anfangswert k (0) = K(0) 
genau einen Wert c (0) für den die Lösung des Diffe­
rentialgleichungssystems (42 ) (43 ) mit den Anfangswer- 
ten k (0), c (0) zu einem Grenzwert konvergiert, der 
überall einen positiven Kapitalstock beläßt.



D ie G ren zw erte  d e r  Größen k ( t j ,  c ( t )  e n t la n g  d i e s e r  
Lösung w erden d u rch  d ie  G le ich u n g en

f ' (k°°) = 0 <-> g ’ (k°°) = y 

c 00 = f  (k°°) -  £k« <=> 9 (k°°) "  c °°

d e f i n i e r t .  Im a sy m p to tis c h e n  G le ic h g e w ic h t w achsen 
K m it  5 und c m it  jr .

L ö su n g sa n sa tz  m it dem M axim um prinzip

U nser Problem  i s t  nochm als h in g e s c h r ie b e n :

M axim iere 00

(34) J  e - p ^ P ( t )  ü [ c ( t ) ] d t

o 
u n t e r  den N ebenbedingungen

K = F [ K ( t ) ,  e ^ H t ) ]  -  P ( t ) c ( t )

o d e r

(38) k = f  (k) -  £k -  c ;

d e r  A nfangsbed ingung

(39) k (0) = ko

und

(72) c e Q  ;

D ie s e r  S te u e r b e r e ic h  Q w ird  an g e e ig n e te r  S t e l l e  noch 
n ä h e r  s p e z i f i z i e r t .

(36) kann b e i  u n s e r e r  Annahme, daß U’ (c) homogen vom
G rade 1 -  a m it  1 + a > 0
c := P ( t)  c e a u f  (oo 

*
(36) e " p t P ( t)  U [ c ( t ) ] d t  =

i s t  und d e r  D e f in i t io n

[PCO)]1 " 0
d t

00

~ J  [ P ( 0 ) ] a  e - p t  e n t  e
1T<1 - ° ) t  u [ c ( t ) ]  d t

o

An d i e s e r  S t e l l e  i s t  e in e  Bemerkung a n g e b ra c h t .  Wir v e r -
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Fortsetzung der Fußnote:
wenden für unser ökonomisches Beispiel eine Formulierung

des Maximumprinzips für den Fall eines Zielfunktionals, das 
durch ein uneigentliches Integral gegeben ist.
Im Gegensatz zu Pontrjagin (Vgl. [2j , S. 183) und Lee/ 
Markus (Vgl. [ 1J ) verwenden wir eine Formulierung des 
Satzes mit freiem rechten Randpunkt. Leider liefert für 
diesen Fall, daß Analogon der Transversalitätsbedingung, 
nämlich limrj (t) k (t) - 0 keine notwendige Bedingung 

■ t^«5mehr.
Der Verfasser hatte an der University of Minnesota durch die 
Professoren J.S. Chipman und Thomas Muench die Gelegenheit 
ein Gegenbeispiel von Professor Hubert Halkin einzusehen, 
das dieser in einem persönlichen Brief Professor K. Arrow 
mitteilte.
Die obige Transversalitätsbedingung bleibt aber für unser 
Problem hinreichend,so daß unser Beispiel unter dieser 
Qualifikation zu betrachten ist.
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[ P ( o ) ] a  e -[p + ™  d *  U [ c ( t ) ]  d t

00

= [ P ( 0 ) j a  U [c ( t)  ] d t
L
O 

um geform t w erd en , w obei 

0 := p + ira (d e r  a s y m p to t is c h e  Z in s s a tz )  und 5 := n + TT 

(d ie  n a t ü r l i c h e  W achstum sra te) und so m it

Y : = 0 -  £ .

(36) w ird  a l s o  i n  Bezug a u f  c b e i  gegebenem kQ und d e r  
Dynamik (38) und d e r .S te u e r u n g  

(72) c e n  : = [c : c £  [0 , f  (k )] )

m a x im ie r t.

Wir h ä t t e n  f ü r  (72) g le ic h w o h l a n d e re  S te u e rb e re ic h e  w ählen  
kön nen , denn d e r  O u tp u t in  E f f i z i e n z e i n h e i t e n  t e i l t  s ic h  in  
Konsum und I n v e s t i t i o n  a u f .  Da d e r  O u tp u t und d ie  Konsum tion 
n i c h t  n e g a t iv  s e in  können , haben  w ir  auch e in e  o b e re  S c h ran - 
ke f ü r  d ie  I n v e s t i t i o n .  

A lso  können w ir  fo lg e n d e  S te u e r b e r e ic h e  a l s  v ö l l i g  g l e i c h -  
b e r e c h t i g t  n e b e n e in a n d e r  w äh len :

(73) z i t U Q ,  := {z ( t)  : z ( t )  £  [ 0 , f ( k ) ]) 

o d e r  
(74) s W e Q ,  = {s ( t)  := f ( k ( t ) j  : s ( t ) £ [ O ,X ] }  

o d e r 
(75) k ( t ) £ Q a  = [k ( t )  : k ( t )  e [ - € k , g ( k ) ] }

Wir w o lle n  uns a b e r  f ü r  den S te u e r b e r e ic h  Q e n ts c h e id e n  
und u n s e re  A n a ly se  verm öae d es  S te u e rp a ra m e te rs  c d u rc h ­
fü h re n  und n u r bem erken , daß je d e  A naly se  m it den oben a n ­
gegeben en  r e s t l i c h e n  S te u e ru n g s m ö g lic h k e ite n  zum genau 
g le ic h e n  E rg e b n is  fü h re n  muß.
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Die für unser Beispiel zu konstruierende Hamiltonfunk- 
tion ist dann

(76) H (t,norHi ,k,v) = nof°(t,k,v) +

wobei gegenüber der früheren Bezeichnungsweise aus Teil 1

x = x 1 = k und v = c

gelten.

Insbesondere heißt das
(77) H (t,no/Hi,k,c) = noe“y t  U [c] + na [f (k) - £k - c]

Die entsprechende adjungierte Variationsgleichung ist 
dann (dib Argumente weglassen)

• 3 f o 3 f i
(78) ß i “ßo 3 ~ i 3 k

Dies ergibt dann

(79) = o - m  (f' (k) - S) .

Eine notwendige Bedingung für c (36) zu maximieren, 
ist die Existenz von stetigen nicht verschwindenden 
Funktionen (no (t) , m  (t) ) 4= (0,0) , welche

(80) n0 (t) > 0 und
(81) n, (t) = - [f ’ (k) - C] m  (t)

derart befriedigen, daß (77) in Bezug auf c in jedem 
Zeitpunkt t maximal ist, wobei c(t)€Z^(t) .

Das c das H in jedem Zeitpunkt t maximiert, hängt 
von no,m und k ab.

Definieren wir zur Vereinfachung 
(82) m  : = pe'Y t  ,

dann bekommen wir

* ’ -yt -ytHi = pe - pye

und somit in (81) eingesetzt
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p(t) = p(t)y - p(t) [f' (k) - 5]

(83) ¿(t) = - [f'(k) - 0] p(t)

oder
(84) p(t) = - [g1 (k) - y] P (t)

Entsprechend erhalten wir dann für die Hamiltonfunktion

(85) X  (t,no,p,k,c) = e ^ H  = nou|c] +p(t) [f (k) - €k - c]

Bis zum Augenblick haben wir u.a. zwei Differentialglei­
chungen in k und p , nämlich
□ "L-T

- = k = f(k) - ?k - c (86a)

und
(83) p = - [f (k) - 6] p 
bzw.
(84) p = - [g' (k) - Y] P •-

Wir verwenden nun das Maximumorinzip um c als Funktion 
von p und k auszudrücken. Dies ist dann möqlich, wenn 
es ein eindeutiges C £ Q  gibt, das J-[ (t,p,k,c) für ge­
gebenes t,p,k maximiert.

Eine hinreichende Bedingung dafür ist, daß J-£ eine konka­
ve in keinem offenen Intervall konstante Funktion von c 
für alle t,p,k - Werte ist. [Vgl. [1] zum "feedback- 
controller” und [24], S. 149 ff-]

Falls wir dieses c(t,p,k) in (84),(86) einsetzen, erhal­
ten wir ein geschlossenes Differentialgleichungssystem in 
k und p .

Unsere Hamiltonfunktion erfüllt die oben angegebenen Vor­
aussetzungen, denn hoU'[c] ist. in c konkav und der 
zweite Term in c linear, falls wir voraussetzen, daß 
p + 0 .



- 35 -

Aus (85) erhalten wir
aT-E(86 b) -------  = noU' (c) - p .
9c

Falls p > noU’(0) , dann impliziert die Konkavität von 
U (c) für jedes c > 0 , daß U 1 (c) < U 1 (0) 

und folgendes gilt

... = noü' (c) - p < noü' (o) - p < o 
8c

und J-£ ist maximal, falls c = 0 .

Falls andererseits p < n0U'(f(k)) , folgt aus der Kon­
kavität von U für jedes c < f (k) , daß U'{c) > U* (f (k)) 
und somit

—  = noü' (c) - p > noü’ (f (k) - p > o 
ac

und J-E maximal, falls c = f (k) .

übrig bleibt der Fall

Hoü1 (f (k) < p < noü1 (0) . Das optimale c bestimmt sich 
hier aus der Lösung der Gleichung

(87) noü* (c) = p .

Falls no = 0 hat dies p = 0 zur Folge und somit 
m  = 0  im Widerspruch zur Forderung (ho(t),m  (t)+(0,0) 
durch das Maximumprinzip.

Somit haben wir die mittlere Möglichkeit nur für no > 0 , 
so daß wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit no = 1 
setzen können.

Dann folgt wegen U"(c) < 0 , daß auch noU'(c) fällt und 
somit die Inverse (noü'(c))“ 1 existiert, die wir als

(88) c = (noU' (c))"1 (p) 

schreiben können.
Für unser autonomes System ergeben sich also folgende 
Steuerungsmöglichkeiten:
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O , falls T)oü' (0) < p
c(p,k) = ] (noü' (p) , falls pefnoü'(f (k) ) ,noü'(0)J

(89) f (k) , falls noü' (f(k)) > p .

Im mittleren Fall folgt noü’(c(p,k)) “ P und 
cC[o,f(k)] .

Gehen wir nun wieder über zur Analyse unseres Differen­
tialgleichungssystems und verfolgen wir unser Hauptziel 
ein *Phasen-Portrait’ der Gesamtheit der Pfade des Systems 
in der p,k - Ebene zu erhalten.

Unsere Behauptung ist hier wiederum, daß die Gleichge­
wichtslage (p00,k°°) die SatteIpunkt-Eigenschaft besitzt.

(L
Ausgangspunkte sind die Gleichungen (84) und (86), d.h.

(86a) k = f (k) - 5k - c(p,k) =: P(k,p) = g(k) - c(p,k) 
und
(84) p = - [f (k) - e]p =; Q(k,p) = [g1 (k) - y] p

Es folgt aus p = [e - f  (k)]p , daß p = 0 , falls 
k = k°° , wobei k°° durch die Bedingung f ’ (k°°) = 0 
festgelegt ist.

Falls k < k°° => f ' (k) > f ' (k°°) = 8 und p < 0 , d.h. 
p hat zu p entgegengesetztes Vorzeichen.

Falls k > kro =$ f ' (k) < f ' (k°°) = 9 und p > 0 .

Aus k = f (k) - 5k - c(p,k) enthalten wir den geometrischen 
Ort für k = 0 , falls wir g(k) := f(k) - 5k in Bezug 
auf c(p,k) näher betrachten.
Wir suchen also diejenigen (p,k)-Kombinationen, für die 
g(k) - c(p,k) = 0 gilt

g(k) hat in k , dem Punkt der 'goldenen Regel' sein
Maximum.
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Für O < k < k gilt, daß 0 < g(k) < f (k) , so daß
die Gleichung g(k) = c(p,k) nur durch g(k) = (ßod1 (c) “ 1 (p) 
befriedigt wird. Folglich gilt hoU’ (g (k) = p .

und zur k = k Linie asymptotisch verläuft, 
denn:
falls k = 0 , dann wird die Gleichung

g(0) - c(p,O) = 0 durch diejenigen p befriedigt, 
für die gilt c(p,O) = 0 .

Da U 1 (c) konstante Elastizität hat, muß U'(O) = 00 
sein, so daß c(p,O) = 0 nur für p = » gilt .

Falls k = k dann wird die Gleichung

g(k) - c(p,k) = 0 , wobei g(k) - O

durch alle p befriedigt für die c(p,k) = 0 .
f (k) # 0  und (noU’J-Hp) = 0 nur für noU'(O) = p 
und somit wird c(p,k) = 0 nur von denjenigen p be' 
friedigt für die gilt p > noU* (0) . Da aber U* (0) - 
vorausgesetzt haben wir eine Asymptote zu der zur p- 
Achse Parallelen k = k .
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F e r n e r  e r k e n n t  man s o f o r t ,  d a ß  f ü r  p > n o ü ’ ( q ( k ) )  im 
I n t e r v a l l  k e ( O , k )  , d a ß  c ( p , k )  = (noU ’ ) “ 1 (p) < g ( k )  
und  s o m i t  k > 0  . F a l l s  p < n 0 U' (g ( k ) ) , f o l g t  k < 0 .

Z u r w e i t e r e n  U n te r s u c h u n g  d e f i n i e r e n  w i r

k* :=  k -  k°°

p* : = p -  p°°

u n d  e n t w i c k e l n  n u n  ( k ^ p 00) i n  e i n e r  T a y l o r r e i h e .
W ir e r h a l t e n  d a n n  f ü r  (86) und  (84) e n t s p r e c h e n d

k* = P ( k , p ) - P  (k™,p°°) = Pk (k °° ,p ‘» )k * + P p (k<»,po°)p*+P1 (k * ,p * )

p* = Q ( k ,p ) - Q f k ^ r P 00) = Qv  ( k ~ ,p “ )k*+Q  (k ^ p ^ D ^ + Q -i  (k * ,p * J  K p

w o b e i P(k°°,p<») = 0 = QikoO'P“ ) , d a  k ^ p 00 d i e  K o o rd i­
n a t e n  d e s  G l e i c h g e w i c h t s .  F a l l s  w i r  d i e  F u n k t io n e n  
P i (k * ,P * )  und  Qi (k * ,p * )  v e r n a c h l ä s s i g e n ,  bekommen 
w i r  e i n  S y s te m  v o n  l i n e a r e n  D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n  m i t  
k o n s t a n t e n  K o e f f i z i e n t e n ,  d . h .

(90)
g ' (k~) -  c k  (k ~ ,p « )

-  poog” (k°°)

-  C p ik 00, ? 00) k*

- [ g *  ( k ~ ) - y ]  p*

W ir s e h e n ,  d a ß  g ‘ (k«*) = y , s o  k ö n n e n  w i r  s c h r e i b e n

-  C p fk o ^ p 00)

0

Da i n  u n s e re m  F a l l  c ( p , k )  d u r c h  n o ü ’ (c) -  p  = 0 f ü r  
Hof* (k) < p < rioU' (0) d e f i n i e r t  i s t ,  s e h e n  w i r ,  d aß  
c R ( p ,k )  = 0 und

G 
c (po°,k°°) = -  —  = + -------------  < 0

p  c n 0 U " ( c - )

w o b e i G ( p ,c )  d i e  i m p l i z i t e  F u n k t i o n  n o U '( c )  -  p  = 0 
i s t  und  c°° = g(k°°) .
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Dann bekommen wir schließlich

(92)
Y
-p^g" (k°°)

1 
nou" (c“)

o

k*

p*

Als charakteristisches Polynom ermitteln wir
p » g "  (Roo)

(93) X2 - yX n0Ü"(c~) 

und

(94) X = ~ (Y t /  Y 2 + 4p®g" (k®) c^ (p® ,k®) )

Da p® > 0 , g" (k®) < O , Cp(k®,p®) < 0 ist der Aus­
druck unter der Wurzel positiv und

> Y
Somit sind die Wurzeln X1 z X2 reell mit

(95) Xi = j (y + ) > O ,
und
(96) X2 (y - v C . . ) < 0 .

Wir können somit schließen, daß wir einen Sattelpunkt 
vorliegen haben. (Vgl. [ 2]]

Wiederum ist es möglich durch eine geeignete Transforma­
tion unser System in der £-Ebene zu diskutieren, wobei 
wir sehen, daß die instabile Art in den Sattelpunkten der 
£i-Achse, die stabile in der £2 -Achse liegt. Zur Über­
prüfung der Orientierung der Halbachsen in der k*,P* 
Ebene bei Verwendung von normalisierten Eigenvektoren

denn:
( ----HTT7-- r * 0 ) folgt nou" (c®)
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und

Xi - Y 
bi =  — --------

-c (p00,)^)

" X 2

x 2 - Y
b 2 = -----------

-c (p00,^)

------- > o
-Cp  (pa>,k“)

c p  (p°°,k<»)
< 0

Daraus folgt, daß der stabile Ast negative Steigung hat.

Zur Verdeutlichung sei das folgende Schaubild angefüct:

Satz

Unter dem in diesem Abschnitt gemachten Voraussetzungen 
über unsere Modellwirtschaft gibt es für jeden beliebigen 
Anfangswert k (0) genau ein p(0) , für das die Lösung 
unseres Differentialgleichungssystems mit den Anfangswerten 
k(0), p(0) nach k ^ p 00 konvergiert, falls 0 > 5 , d.h. 
Y > 0 .
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Für eine etwas ausführlichere ökonomische Interpretation 
aggregierter Wachstumsmodelle sei schließlich auf das 
neue Buch von R.M. Solow [25] und die Ausführungen in 
Mirrlees [ 26] verwiesen.
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