UWE MEIXNER

Nominalistischer Logizismus

Der das Anliegen dieses Aufsatzes sehr treffend charakterisierende und grif-
fige Titel wurde mir von Arto Siitonen vorgeschlagen; Urspriinglich — als
Vortrag — hieB er, etwas umstandlich, ,,Ontologisch minimale Semantik fiir
die Arithmetik“. Doch nun zur Sache.

Nach gewdhnlicher Auffassung ist die Arithmetik — darunter verstehe
ich hier allein die Arithmetik der natiirlichen Zahlen — eine Theorie tiber
spezifische Objekte (Objekte seien hier per se nichtsprachliche Individuen),
eben die natiirlichen Zahlen. (Statt ,natiirliche Zahl“ sage ich im folgenden
kurz ,Zahl“). Auch Frege war dieser Auffassung. Um so iiberraschender
ist es, daBl er auBerdem Logizist war. Ist namlich die Arithmetik ein Zweig
der Logik, so sollte sie eigentlich nicht von spezifischen Objekten handeln,
denn die Logik tut das ja insgesamt nicht. In ihr geht es um die analytischen
Gesetze fiir die logischen Konstanten, und der Sinn der logischen Konstanten
hat doch nichts mit einem bestimmten Objektbereich zu tun.

Freilich, so klar ist das nicht. Denn angenommen es gibt Namen, die logi-
sche Konstanten sind (Namen seien hier per se Namen fiir Objekte, Objekt-
namen: Namen, deren intendierte Funktion es ist, Objekte zu bezeichnen);
nennen wir sie ,logische Namen“. Wenn nun die Logik die analytischen Ge-
setze fiir die logischen Konstanten angibt, so demnach auch die analytischen
Gesetze fiir die logischen Namen. Wo aber ein Name, da wenigstens prima
facie — und beinahe zwingend, wenn der Name in wahren singuldren Aus-
sagen figuriert —: da auch ein durch ihn bezeichnetes Objekt. Es handelt
also die Logik dann doch von gewissen besonderen Objekten, namlich denje-
nigen Objekten, die von logischen Namen bezeichnet werden: den logischen
Objekten.

Bekanntlich hat Frege Zahlennamen als logische Konstanten aufgefafit
und Zahlen dementsprechend — vom Namen zum bezeichneten Objekt iiber-
gehend — als logische Objekte (er spricht von ,logischen Gegenstinden®).
Er hat das nicht einfach blofi behauptet, sondern in wohlmotivierter Weise
dadurch belegt, daB er die Zahlennamen — sowie die anderen arithmetischen
Konstanten — durch Konstanten, die er als unstreitig logische Konstanten
ansah, definierte. Damit wurde fiir ihn die Arithmetik zu einem Zweig der
Logik, und die Logik befafite sich fiir thn in diesem Zweig allerdings mit
spezifischen Objekten, ndmlich denjenigen logischen Objekten, die, wie es
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scheint, durch die Zahlennamen bezeichnet werden.

Der eben referierte Gedankengang, der dazu fihrt, daB der Logik ein
ihr eigentiimliches nichtsprachliches Sachgebiet, nimlich eins von logischen
Objekten, verschafft wird, kann in zweierlei Weise in Frage gestellt werden:

(a) Man konnte bestreiten, dal Zahlennamen logische Konstanten sind.

(b) Man konnte darlegen, dal Zahlennamen zwar logische Konstanten
sind, aber daf sie ihrem Sinn nach keine bestimmten Objekte bezeichnen
(obwohl sie in wahren singuliren Aussagen vorkommen!).

Mit (a) verlaBt man den Logizismus; mit (b) verbleibt man in ihm — al-
lerdings in einem Logizismus, der das Spezifikum der Logik, daB sie zwar eine
Wissenschaft, aber in keinem ihrer Zweige eine Wissenschaft von irgendeiner
speziellen Art von Objekten ist, bewahrt.

Ich mdchte mich hier einmal auf (b) einlassen. — Die erste Frage, die
nun zu beantworten ist, lautet: Was besagt dies, ,dafl ein Name seinem
Sinn nach kein bestimmtes Objekt bezeichnet“? - Es beinhaltet (1), da der
Bezug des Namens dem Sinn des Namens gemdf abhingig vom AuBlerungs-
kontext ist (wie bei ,ich“ z.B.) und also mit dem AuBerungskontext variiert;
es beinhaltet dariiberhinaus (2), daB der Sinn des Namens (anders als bei
»ich*) auch keinerlei Hinweis auf die Art des Objekts enthalt, das der Name
— im Auflerungskontext - bezeichnet; er stellt eine blofe Marke dar, und
zwar gemaf (1) eine indexikale Marke. Ich werde dementsprechend Namen,
deren Sinn keéinerlei Hinweis auf die Art des Objekts enthilt, das sie jeweils
bezeichnen, ,Marken“ nennen.

Die meisten Namen in der Umgangssprache — indexikale wie nichtinde-
xikale — sind keine Marken. Ich halte allerdings hier dafiir, dal die soge-
nannten ,,Zahlennamen® ( ,Eins“, ,Zwei“, ,Drei“ etc.) tatsichlich gewisse
Marken sind und daher die eingebiirgerte Titulierung ,Zahlennamen® ir-
refithrend ist; denn sie suggeriert, daB diese Namen ihrem Sinn nach jeweils
ein Objekt einer gewissen — einheitlichen — Art bezeichnen. — Jedoch
bedarf die These, dafl ,,Zahlennamen“ Marken sind, und zwar indexikale,
der eingehenden Begriindung, der ich mich nun zuwende.

Ob in der Umgangssprache Marken vorkommen, oder nicht — es ist
kein Problem, Marken in sie einzufithren, und es gibt gute sprachpraktische
Griinde dafiir, sie einzufiihren. Jedenfalls dann, wenn es sich um indexikale
Marken handelt. Es ist namlich niitzlich, iber einen Vorrat von ihrem Sinn
nach ,artneutralen“ Namen zu verfiigen, die man von Kontext zu Kontext
neu zur Benennung von beliebigen Objekten, die gerade zuhanden sind, ein-
setzen kann. (Der Bezug indexikaler Marken ist kontextabhingig, und zwar
in extremer Weise: er setzt immer einen im jeweiligen Kontext erfolgten ez-
pliziten Benennungsakt voraus.) — Ich will mich nun auf die Betrachtung
indexikaler Marken beschrinken — die einzigen Marken, deren Einfiihrung
in die Umgangssprache, meine ich, ohne weiteres motiviert ist. Unter ,Mar-
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ken“ verstehe ich daher im folgenden immer indezikale Marken.

Fithrt man Marken in die Umgangssprache — nennen wir sie ,£“ — ein,
so ist es praktisch, sie syntaktisch einheitlich (in der Verschiedenheit) zu
gestalten, in einer Weise, die sie von den schon vorhandenen Namen deut-
lich abhebt und die eine gewisse Reihenfolge ihrer Verwendung impliziert.
AuBerdem ist es naheliegend, sich einen unbegrenzten Vorrat von ihnen zu
verschaffen; man weifl ja nicht von vornherein, wieviele von ihnen man ein-
mal brauchen wird. Z. B. kénnte man Marken folgendermafien einfiihren:

(1) ,m" ist eine Marke von L.
(11) Ist g eine Marke von L, so auch p~.
(iii) Marken von £ sind nur Ausdriicke nach (i) und (ii).

Mittels dieser rekursiven Definition verfiigt man nun in der Umgangsspra-
che iiber einen unbegrenzten Vorrat von Marken, die syntaktisch einheitlich
gestaltet sind, in einer Weise, die sie von den vorhandenen Namen deutlich
abhebt und die eine gewisse Reihenfolge ihrer Verwendung nahelegt: ,,m*,
S, m*“, ... . Das laBit sich freilich auch auf unendlich viele andere Wei-
sen erreichen; (i) - (iii) ist jedoch eine der einfachsten. Die Marken von £ -
so wie eben eingefilhrt - werde ich als paradigmatische Marken betrachten;
unter ,Marken“ verstehe ich also im folgenden paradigmatisch die Marken
von L.

Koénnen Marken als logische Konstanten gelten? Ihre Indexikalitat ist
dafiir kein prinzipielles Hindernis. Mit logischen Konstanten wie ,und“,
Hnicht®,  fiir alle“, ,ist identisch mit“ haben ,m*“, ,m*“,  m*“ etc. ge-
meinsam, daB ihrem Sinn keinerlei Hinweis zu entnehmen ist, iber spezi-
fisch welche Objekte in £ gesprochen werden soll. (In £ wird natiirlich
iiber ,alle Objekte” gesprochen — daneben auch iiber gewisse — aber nicht
alle — sprachliche Entititen —, aber logische Konstanten implizieren keine
nahere Spezifizierung dessen, was zum ,,All der Objekte“ dazugehért.) An-
ders verhilt es sich mit dem Namen , Fritz Miiller* oder dem Pradikat ,x
sinkt“; weder dieses Pradikat noch jener Name sind logische Konstanten;
denn dem Sinn von ,,Fritz Miiller kénnen wir entnehmen, daff in £ zumin-
dest liber eine gewisse Person gesprochen werden soll; dem Sinn von ,,x sinkt®
kénnen wir entnehmen, dafl in £ zumindest iber Objekte gesprochen werden
soll, von denen man sinnvoll (wenn auch nicht unbedingt wahrheitsgemaf)
sagen kann, dafl sie sinken. Beide Ausdriicke beinhalten eine Spezifizierung
der Objekte, iliber die in £ gesprochen wird, und das disqualifiziert sie als
logische Konstanten.

Wenn es iiberhaupt logische Namen gibt, dann gehéren Marken sicherlich
zu diesen. Sind nun Marken logische Konstanten, so ist zu erwarten, da8
es fiir sie — wie fiir alle logischen Konstanten — analytische Gesetze des
Wahrseins gibt. Aber bislang habe ich den Sinn von Marken nur gewisser-
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maflen negativ charakterisiert, nimlich dadurch, dafl sie ihrem Sinn nach
keine bestimmten Objekte bezeichnen. Aufgrund dieser Charakterisierung
allein lassen sich noch keine analytischen Gesetze des Wahrseins fiir Marken
ausmachen. Ich definiere nun aber: y ist eine Nummer (von L) := p ist eine
Marke (von £), und fiir alle Marken (von £) g, die verschieden sind von u:
(der Satz) p,=“y’ (von L) ist nicht wahr. ( ,=* ist kurz fiir das £-Pradikat
»ist dasselbe wie“; die Relativierung auf den gegebenen Auflerungskontext
lasse ich der Kiirze halber weg.) Der Sinn der Marken sei nun so beschaf-
fen, daB jede von ihnen (in jedem AuBerungskontext) eine Nummer ist; im
tibrigen soll das objektsprachliche Identititspradikat seinen normalen Sinn
haben. Wir kdnnen also als metasprachliches analytisches Wahrheitsgesetz
(das als solches nicht zur Umgangssprache £ gehért) setzen:

Al Fir alle Marken g und p': p,=“p’ ist wahr genau dann, wenn g iden-
tisch mit g’ ist.

Die Giiltigkeit von Al erfordert nicht, daB im gegebenen AuBerungskontext
alle Marken ein Objekt bezeichnen. Wenn es kein Objekt gibt, das die Marke
p im Kontext bezeichnet, dann bezeichne sie eben in diesem Kontext sich
selber (das hebt ihren Status als Objektnamen nicht auf, denn ein Objekt zu
bezeichnen, ist nach wie vor ihre intendierte — wenn auch momentan nicht
erfiilllte — Funktion, und darum heifit sie ,ein Objektname“). Die Giiltig-
keit von A1 bleibt so gewahrt — auch wenn man das Identitatspridikat in
seinem klassischen Sinn nimmt —, selbst wenn im AuBerungskontext keine
einzige Marke ein Objekt bezeichnet, sondern jede sich selbst. Und solche
AuBerungskontexte werden nicht selten sein, denn oftmals werden wir von
Marken ja keinerlei Gebrauch machen.

Ich sage, daB eine Entitit (im gegebenen AuBerungskontext) durch g
markiert wird, wenn und nur wenn ¢ eine Marke ist, die die Entitit (im
gegebenen AuBerungskontext) bezeichnet. Und ich sage, daB eine Entitat
durch g numeriert oder gezdhlt wird, wenn x eine Nummer ist, die sie mar-
kiert. Da alle Marken Nummern sind, ist eine Entitit genau dann markiert,
wenn sie numeriert ist.

Wenn man Marken gebraucht, so mochte man gewif8 objektsprachlich
ausdriicken konnen, daB etwas fiir alle markierten Entitdten gilt. Zu diesem
Zweck fiihrt man zugleich mit den Marken einen substitutionellen Marken—
Allquantor [ ] in £ ein, fiir den das folgende analytische Wahrheitsgesetz
gilt:

A2 [z]A(z) ist wahr genau dann, wenn fiir alle Marken y A(u) wahr ist.

Es set darauf hingewiesen: Bei A(p) handelt es sich fiir jede Marke g um
einen Satz von £, und quantifiziert wird mit [ ] nicht iiber alle Marken,
sondern iiber alle markierten Entititen.
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Mithilfe des Marken—Allquantors 148t sich objektsprachlich ausdriicken,
daB eine Entitit x markiert ist, namlich durch ,nicht [y](nicht z = y)“. Das
Verhéltnis zwischen Marken-Allquantor und normalem Allquantor ( ) (dem
der klassischen Pridikatenlogik) stellt sich folgendermaBen dar: Aus (z)([y](
nicht ¢ = y) oder A(z)) kann man analytisch schlielen auf [z]A(z), und
umgekehrt. Damit ergibt sich nach den logischen Gesetzen fiir den normalen
Allquantor: Aus (z)A(z) kann man analytisch schliefen auf [z]A(z); aus
[z]A(z) und ,,(z)nicht{y}(nicht £ = y)* kann man analytisch schlieBen auf

Da, wie gesagt, die markierten Entititen genau die numerierten sind, le-
sen wir ,nicht[y](nicht z = y)* auch im Sinne von ,z ist numeriert" und
schreiben fiir es (d.h ersteres: das objektsprachliche Pradikat) kurz , N(z)“.
»N(z)* ist ein indexikales Pradikat, denn es hingt vom Auflerungskontext
ab, welche Entititen numeriert sind und welche nicht. Z.B. mag bzgl. des
einen Auflerungskontexts ,, N(Fritz Miiller) wahr sein, bzgl. des anderen
aber nicht. N(p), wo p eine beliebige Marke ist, ist aber bzgl. jedes Aufe-
rungskontextes wahr, und darum auch ,[z]N(z)“. Das kénnen wir aus Al
und A2 herleiten, wenn wir die Definition von ,N(z)“ beriicksichtigen und
das normale analytische Wahrheitsgesetz fiir die Negation (Fir alle Sdtze
A: (nicht A) ist wahr genau dann, wenn A nicht wahr ist) verwenden.

Die Marken von L sollen zur Numerierung, d.h. zur eineindeutigen Be-
nennung von Entititen dienen. Man wird die sinnvolle, weil zeitsparende
Konvention aufstellen, daB in einem Benennungsakt die Marken in der Rei-
henfolge ihrer syntaktischen Komplexitit zu verwenden sind (jede nur ein-
mal): zuerst die einfachste Marke ,m“, dann die nachstkomplexe ,m*“, dann
»m**“ usw. Diese Konvention motiviert das folgende analytische Wahrheits-
gesetz fiir das neue objektsprachliche Pradikat ,kommt numerisch vor®:

A3 Fir alle Marken y, u: p,=“y’ ist wahr genau dann, wenn p kiirzer
als y' ist.

Man beachte, dafl in A3 (wie auch in Al) objektsprachliche und metasprach-
liche Ebene nicht etwa unzulassigerweise miteinander vermischt werden; eine
gewisse Beziehung zwischen markierten Entititen wird nicht etwa mit der
syntaktischen Beziehung zwischen Marken Kiurzer-als identifiziert, sondern
die syntaktische Ordnung der Marken nach ihrer Lange induziert nur gemaf
A3 via der eineindeutigen Abbildung zwischen ihnen und den markierten
Entitdten eine Ordnung von diesen letzteren, die aufgrund der beschriebe-
nen Konvention eine Ordnung der Numerierung ist. Jene (strenge) Ordnung
188t sich objektsprachlich durch ,nicht[z][z’]nicht(z = z und y = 2’ und 2
kommt numerisch vor z')* ausdriicken, was wir kurz als ,z < y*“ schreiben.

Die eineindeutige Abbildung zwischen Marken und markierten Objekten
ermoglicht es auch, dal syntaktische Funktionen in den Marken Funktionen
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in den markierten Entititen induzieren. Folgende syntaktische Funktionen
in den Marken ragen heraus:

Fiir alle Marken g, u';

Blu] ist identisch mit p*, A2[py’] ist identisch mit ,m“(*(p)*(x')), Bp] ist
identisch mit ,m“(*(x)o*(¢')).

B ordnet jeder Marke y die Marke zu, deren Sternsequenz um einen Stern
linger ist; §? ordnet beliebigen Marken g und y’ die Marke zu, deren Stern-
sequenz (*(u)*(u')): die Konkatenation der Sternsequenzen von g und g,
d.h. von *(u) und *(u'), ist; 5" ordnet beliebigen Marken g und 4’ die
Marke mit der Sternsequenz (*(u)o*(y')) zu, die wie folgt zustande kommt:
(*(p)o*(p)) ist die leere Sequenz, sofern *(u) oder *(y’) die leere Sequenz
ist; sonst schreibe man *(u) so oft Zeile fiir Zeile untereinander, bis in der
Spalte *(4') erscheint; dann verbinde man alle Zeilen in einer Zeile.

B, 8% und A" induzieren drei Funktionen in den markierten Entititen
gemiB dem folgende Wahrheitsgesetz fiir drei in £ neueingefithrte Funk-
tionskonstanten ,n“, ,s“, ,p*:

A4 Fir alle Marken g, p': (die Sitze von L, die wie folgt aufgebaut sind)
n(p) = Blul, s(p, u') = B*[up'], p(, #') = B"[pp'] sind wahr.

(Ich verwende in A4 der Ubersichtlichkeit halber objektsprachliche Zeichen
als ihre eigenen metasprachlichen Namen; so auch im folgenden in der Dar-
stellung anderer objektsprachlicher Prinzipien.) Die induzierten Funktio-
nen werden aber durch ,n“ ,s“ und ,p“ noch nicht ausgedriickt; ihre
objektsprachliche Formulierung macht vielmehr vom Kennzeichnungsope-
rator ,dasjenige“ Gebrauch (fiir den Bezug von Kennzeichnungen, deren —
im Sinne der klassischen Quantifikation aufzufassende — Normalbedingung
nicht erfiillt ist, sei durch eine Festlegung Sorge getragen); dabei kiirze ,V z“
»hicht[z]nicht* ab:

»dasjenige y, so dal Vz(z = 2z und y = n(z2))“, kurz: ,nf(z)“; ,dasjenige
y', so daB V2V2'(z = z und y = 2’ und y' = s(z,2'))¢, kurz: (z + y)*;
»dasjenige y’, so daB VzVz'(z = z und y = 2/ und y' = p(z,2"))%, kurz:
NEED

Was ist nun der intuitive Gehalt der neugewonnenen objektsprachlichen
Priadikate und Funktionsausdriicke ,N(z)“, ,z < y“, ,nf(z)*, ,(z + y)“,
{2.y)*7 Ich rekapituliere: ,N(z)“ besagt, dal = numeriert ist, ,z < y“ be-
sagt, daBl z vor y numeriert ist. Aufgrund der oben getroffenen Konvention
bzgl. der Reihenfolge der Verwendung der Marken in einem Benennungsakt
ist auch der intuitive Gehalt von ,nf(z)* klar: ,nf(z)" bezeichnet, wenn
z numeriert ist, diejenige Entitit, unmittelbar vor der z numeriert wird,
mit anderen Worten: den unmittelbaren Nachfolger von z in der Numerie-
rung. Der intuitive Gehalt von ,(z + y)* und ,(z.y)* jedoch laBit sich auf
den von ,nf(x)“ rekursiv reduzieren. Das ersieht man aus den nachfolgend
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angefithrten objektsprachlichen Prinzipien P4-P7, deren Wahrheit — wie
die von P0-P3 — aus den Wahrheitsgesetzen Al, A2 und A4 herleitbar ist:

PO N(p) (fir alle Marken p)

Pl  [z][y](nicht nf(z) = nf(y) oder z = y)
P2 [z](nicht m = nf(z))

P3 [z](z = m oder Vy(z = nf(y)))

P4 [o)((z+m)=2)

P5  [z]yl{(z + nf(y)) = nf((z +y))}

P6 [z]((z.m)=m)

P7 [z]ly{(z-nf(y)) = (z.y) + 2)}

Bei der Herleitung vorausgesetzt sind neben A1, A2 und A4 die {iblichen
analytischen Wahrheitsgesetze fiir die aussagenlogischen Verkniipfungen, fiir
Identitat, fiir normale (klassische) Quantifikation und Kennzeichnung. (Den
metasprachlichen logischen Hintergrund bildet die elementare Padikatenlo-
gik mit Identitat, Funktionskonstanten und Kennzeichnung, plus dem Prin-
zip der vollstindigen Induktion iiber Marken nach ihrer Linge.) Aufgrund
des oben erwdhnten analytischen Zusammenhangs zwischen normalem All-
quantor und Marken-Allquantor ([z]A(z) ist wahr gdw. (z)(nichtN(z) oder
A(z)) wahr ist) lassen sich P1-P7 auch mit den klassischen Quantoren und
dem Pridikat ,N(z)“ formulieren (das wir hier freilich schon mittels des
Marken—Allquantors definiert haben). In dem seltenen Fall, daB ,,(z)N(x)“
wahr ist ( ,[z]N(z)* ist dagegen unweigerlich analytisch wahr!) koinzidie-
ren Markenquantifikation und normale Quantifikation. (In jedem Fall haben
wir aber, daB sich aus der Wahrheit von (z)A(z) analytisch die Wahrheit
von [z]A(z) ergibt, und daher aus der Wahrheit von VzA(z) analytisch die
Wahrheit von nicht(z)nicht A(z).)

Im objektsprachlichen System P0-P7 (plus entsprechender Pradikatenlo-
gik) lassen sich alle rekursiven Funktionen darstellen; andererseits ist dieses
System auch wieder derart schwach, da nicht einmal ,[z][y}((z +y) = (y +
z))“ in ibm bewiesen werden kann.! Aufgrund der aufgestellten Wahrheits-
gesetze 1aBt sich nun aber auch das objektsprachliche Prinzip der vollstindi-
gen Induktion

P8 A(m) und [z](nicht A(z) oder A(nf(z))) impliziert material [z]A(z)
als wahr erweisen.

Beweis: Fir ,(der Satz von L) S ist wahr* schreibe ich kurz ,, W[S]*; W[P§]
genau dann, wenn fiir alle Marken p gilt: W{A(m)] und W{[z](nicht A(z)

1vgl. Boolos, G.S./Jeffrey, R.S. (1987), Computability and Logic, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 158f.
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oder A(nf(x)))] impliziert material W[A(x)] — gemiB A2 und der Wahr-
heitsgesetze fiir die aussagenlogischen Satzoperatoren (die materiale Impli-
kation sei wie iiblich durch ,nicht“ und ,oder“ definiert);

Induktionsbasis: W[A(m)] und W[[z](nicht A(z) oder A(nf(z)))] imp. mat.
WA(m));

Induktionsschritt: sei nun p’ eine Marke, die verschieden ist von ,,m*“, und
es gelte fiir alle Marken g, die kiirzer sind als p: W[{A(m)] u. W[[z](nicht
A(z) oder A(nf(z)))] imp. mat. W[A(g)] (Induktionsvoraussetzung: IV);
u" sei die Marke, von der gilt B{p"] ist identisch mit y' (es gibt genau
eine solche Marke, denn g’ ist verschieden von ,m“); ang. W[A(m)] u.
W/{[z](nicht A(z) oder A(nf(z)))}; also gemaB IV W[A(x")]; gemaB A2
und der Wahrheitsgesetze fiir die aussagenlogischen Satzoperatoren: nicht
W[A(p")] oder W[A(nf(u"))]; also W[A(nf(x"))); nun W[nf(u")=n(x")]
und W{n(y") = B[n"]] gemaB A4 und der Wahrheitsgesetze fiir klassische
Quantifikation, Identitat und Kennzeichnung; also gemafi der Wahrheitsge-
setze fir Identitat W[A(B[r"])], also W[A(x')]. QED

Mit P8 1a8t sich ,[z][y]((z +y) = (y + z))* objektsprachlich herleiten. (Man
bendtigt dabei die Ableitbarkeitsregeln, die sich fir den Quantor [ | erge-
ben, wenn man zur klassischen Pradikatenlogik — fiir den Quantor ( ) —
das Axiomenschema [z]A(z) material dquivalent (z)(nicht N(z) oder A(z))
hinzunimmt. { ] verhilt sich dabei wie der Allquantor in der Freien Lo-
gik; ,N(z)“ entspricht dem dort gebrauchten Existenzpradikat.) Uberhaupt
stellt PO-P7 zusammen mit P8 ein brauchbares formales System der Arith-
metik dar. Die semantische Fundierung dieses Systems kommt mit minima-
len ontologischen Voraussetzungen aus: Objektsprachliche linguististische
Entitaten sind ja die einzigen Entitaten {iber die in A1-A4 quantifiziert wird.
Insbesondere entfillt in ihnen jede Bezugnahme auf mengentheoretisch oder
sonstwie als spezifische Objekte aufgefaBte Zahlen.

Wir kénnen nun sagen, da keinerlei formale Griinde dagegen sprechen,
die folgenden Definitionen vorzunehmen:

»Z ist eine (natirliche) Zahl“ := |N(z)“, ,0¢ := ;m¥, 1 := ;m*, ... |
»I ist eine kleinere Zahl als y“ := ,z < y“, ,,die arithmetische Summe von z
und y“ := ,z + y“, ,,das arithmetische Produkt von z und y“ := ,z.y“, ,der
arithmetische Nachfolger von z“ := ,nf(z)“.

Inhaltlich scheint nun aber sehr viel gegen diese Gleichsetzungen zu spre-
chen, denn die Eigenschaft, eine Zahl zu sein (im vertrauten Sinn dieses Wor-
tes), ist doch eine ganz andere Eigenschaft als die kontext — und darum zeit-
abhingige Eigenschaft, eine numerierte Entitit zu sein. Einmal eine Zahl,
dann immer eine Zahl; einmal keine Zahl, dann niemals eine. Aber es gilt
natiirlich nicht: einmal eine numerierte Entitit, dann immer eine; einmal
keine numerierte Entitit, dann niemals eine. (Die Sitze ,N(m)“, ,N(m™)“,
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»N(m**) etc. sind freilich dennoch kontertunabhingig wahr!) Auch gilt,
daBl jedes Objekt entweder notwendigerweise eine Zahl ist, oder aber not-
wendigerweise nicht; wihrend es demgegeniiber klarerweise Objekte gibt,
die weder notwendigerweise numeriert sind, noch notwendigerweise nicht.
Atemporalitat und Alokalitit zihlen zudem traditionell zu den wesentlichen
Merkmalen der Zahlen als einer gewissen Spezies von abstrakten Objekten;
aber man kann mitnichten sagen, numerierte Objekte seien unweigerlich
auflerhalb von Raum und Zeit (im Gegenteil: sie sind es meistens nicht).

All dies spricht gegen die Definition von ,,z ist eine Zahl“ durch ,N(z)“.
Eines aber spricht mit groem Gewicht dafiir: Es ist mehr als unsicher,
ob es Zahlen im vertrauten pythagoraisch-platonischen Sinn dieses Wortes
gibt, wahrend die Existenz von Zahlen als numerierte Entititen auf der
Hand liegt. Selbstverstindlich gibt es Zahlen in diesem letzteren Sinn, und
zwar unabhingig vom Kontext abzihlbar unendlich viele von ihnen. Jede
Marke bezeichnet ja eine andere Entitdt (wird sie in einem gewissen Kontext
nicht verwendet, dann bezeichnet sie sich selbst); die Menge der numerierten
Entitaten ist demnach genauso grofl wie die Menge der Nummern: abzihlbar
unendlich grofl; aber sie ist — im Unterschied zur Menge der Nummern —
nicht in jedem Kontext dieselbe Menge.

»,Aber“, wird man einwenden, ,wenn ich 1 und 1 zusammenzihle, dann
operiere ich doch mit einem gewissen abstrakten Objekt, und nicht mit dem
konkreten Objekt, dem ich gerade die Nummer ,,1“ verliehen habe.“ Die
Antwort ist, daB es fiir das Resultat der Addition von 1 und 1 dberhaupt
nicht darauf ankommt, welche Entitat ,, 1¢ bezeichnet; das Resultat ist immer
2, gleichgiiltig auf welche Entitat ,,1¢ referiert. Ich operiere daher eigentlich
nicht mit dieser Entitit, sondern nur mit dem Zeichen, der Nummer ,1%; ich
operiere mit ihr im Sinne der fiir den Satz ,1 + 1 = 2 einschlagigen Wahr-
heitsgesetze, die keinerlei Aussage iiber Objekte implizieren (insbesondere
implizieren sie auch nicht die Aussage ,Es gibt abstrake Objekte“), die mir
aber sogleich sagen, daBl ,1 + 1 = 2“ wahr ist.

Ein besonderer Vorteil des hier gebotenen Ansatzes ist, da er sowohl das
Unterbestimmtheitsproblem des Platonismus als auch das des Formalismus
vermeidet. Wenn Zahlen eine gewisse fixe Sorte von abstrakten Objekten
bilden sollen, welche solche Sorte bilden sie denn dann? Allein die Mengen-
lehre bietet unendlich viele theoretisch gleichberechtigte mogliche Antworten
auf diese Frage. Das ist das Unterbestimmtheitsproblem des Platonismus.
Abermals: Wenn Zahlen eine gewisse fixe Sorte von sprachlichen Individuen
bilden sollen, welche solche Sorte bilden sie? Auch hier gibt es unabsehbar
viele theoretisch gleichberechtigte mogliche Antworten (Strichlisten, Stern-
sequenzen etc.). Hierin besteht das Unterbestimmtheitsproblem des For-
malismus. — Zahlen aber bilden eben keine fixe Sorte von Individuen —
damit verschwindet die Voraussetzung beider Unterbestimmtheitsprobleme
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—, sondern sind die von Kontext zu Kontext jeweils numerierten — sprach-
lichen oder nichtsprachlichen — Individuen. Gegeniiber dem traditionellen
Nominalismus, der Zahlennamen zu leeren Namen erklart, bewahrt der hier
gebotene Ansatz hingegen die Intuition, daf jeder Zahlname auf ein gewisses
Individuum referiert: jeder referiert tatsichliche immer auf ein Individuum
— wenn auch nicht immer auf dasselbe.



