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HALBGRUPPEN UND SEMILINEARE ANFANGS-RANDWERTPROBLEME

Hansjbrg Kielh&fer

A semilinear parabolic initial-boundary-value problem of
order 2m in a possibly unbounded domain Qx(0,T), QcRR, is
considered within the framework of the L_~ and C%-theory.
In the first case a proof is given of th® existence of a
"strict" solution of the corresponding evolution equation.
In the second case one can guarantee a classical solution,
provided the homogeneous linear parabolic equation has a
unique classical solution. Only local solvability is con=-
sidered. The nonlinearity is a H&lder=-continuous function
of the derivatives up to the order 2m-1 of the unknown so~
lution. The principal tool is the semigroup-theory in Lp(ﬂ)
as well as in C%(%). In the latter case the semigroup is
not strongly continuous, but it has sufficiently good pro-
perties to use it for existence proofs of classical solu-
tions.

0. Einleitung

Es geht in dieser Arbeit um das Anfangs=-Randwertproblem

[-%]
=

= + Au = F(u) = f(x,u,...,Dzm_lu) s

[o%/
ct

(0.1) Ulgeg = U s D&u|aQ =0, |&] <m1,
X €EQeRY , t e (0,T) |,

wobei A ein gleichmiRig elliptischer Differentialoperator
der Ordnung 2m und f eine in all ihren Variablen h&lder-

stetige Funktion ist. Im Gegensatz zu den Untersuchungen

dieses Problems in [7], [11] und [13], [9], [8] wird hier
f nicht als beschridnkt vorausgesetzt.

Der Zugang zu {(0.1) ist in dieser Arbeit weitgehend funktio-
nalanalytisch . Wesentlich ist dabei der Begriff der Halb-
gruppe als L8sung des linearen Problems (F = 0), wobel als
zugrundeliegende Funktionenriume parallel Lp(Q) und Ca(ﬁ)
gewdhlt werden.

Der Operator -A erzeugt in Lp(Q) eine holomorphe Halbgruppe,

121



2 KIELHUFER

was in der L_-Theorie zur Behandlung von (0.1) bereits in
[13], [8], [9], [10] ausgenutzt wird: (0.1) wird als Evolu=-
tionsgleichung

(0.2) du Au = F(u) , u(0) = u

dt o

im Banachraum Lp(ﬂ) formuliert und nach L&sung von (0.2)
mittels geeigneter Fixpunktsidtze kann bei stetiger Diffe-
renzierbarkeit von f gezeigt werden, daB diese L&sung in
klassischer Weise auch (0.1) erfiillt (s.[9], [10]). Es

geht auf Sobolevskii [13] zurlick, die interpolierenden Ei-
genschaften der gebrochenen Potenzen AY bei der Abschitzung
der Nichtlinearitit F auszunutzen. Da bei unbeschrinkten
Gebieten Q@ der inverse Operator A-1 nicht mehr notwendig
kompakt ist, versagt in diesem Fall die Argumentation in

[13].

Wenn auch -A in C*(%) keine stark stetige Halbgruppe er-
zeugt, so kann doch vermdge einer geeigneten Resolventenab-
schitzung enAt sinnvoll erkldrt werden (flir beschrinkte
Gebiete @ s.[14]). Da auch gebrochene Potenzen A mit ent-
sprechenden interpolierenden Eigenschaften definiert wer-
den kdnnen (s.[14]), kann analog wie in der Lp—Theorie vor-
gegangen werden. Unter der Hypothese, daf (e'AtuO)(x),XEQ,
auf [0,») stetig ist, kann schlieRlich lokal (in der Zeit)
eine klassische L&sung von (0.1) nachgewiesen werden. Fir

Q@ = R" und die in [7] und [11] untersuchten Fille ist diese
Hypothese richtig, so daR diese Arbeit deren Ergebnisse
liber semilineare Gleichungen verallgemeinert.

Etwas vereinfacht kann man also sagen, daB das Anfangs-
Randwertproblem (0.1) klassisch 1l&sbar ist, falls es fiir
F = O eindeutig klassisch 18sbar ist.

In den Abschnitten 1., 2. und 3. wird das funktionalanaly-
tische Fundament sowohl flir die Lp- als auch fir die ¢%-
Theorie gelegt. In Abschnitt 4. k®nnen dann aufgrund von
Resolventenabschitzungen von A in Lp(Q) bzw. in C*(T) Halb-

gruppen e_At in diesen R&umen definiert werden, die die Be-
dingungen der ersten Abschnitte erfiillen. SchlieRflich wird

in Abschnitt 5. die Nichtlinearitit F charakterisiert,
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KIELHOFER 3

wobei neben der H&lderstetigkeit von f filr unbeschrinkte
Gebiete @ eine gleichmifige Abklingbedingung in x gefor-
dert wird. In Abschnitt 6. werden die Ergebnisse zusammen-
gefaRt,

1. Ein Fixpunktsatz

SATZ 1.1 X sei ein Banachraum, V: X x X + X eine Abbildung

mit folgenden Eigenschaften:

(1.1) V(v,*) ist fur jedes v € By = {v|l[v] < d} kontrahie-

rend mit einer Konstanten pq < 1, die unabhingig

von v € Bd ist.
(1.2) V(*,u) ist vollstetig ig Bd flir jedes u € Bd’

(1.3) Es existiert ein d > 0, so daB

V(VIO)I o .
1-pd < d fir alle v € Bd gilt.
Dann gibt es einen Fixpunkt u = V(u,u) in Bd‘
Beweis: Unter obigen Voraussetzungen kdnnte man relativ

schnell zeigen, daf die Abbildung V: X + X, definiert durch
¥(u) = V(u,u), eine Mengenkontraktion in By ist, und dann
den Fixpunktsatz von Darbo (s.[5]) anwenden. Es soll indes-
sen ein direkter Beweis gegeben werden.

Fiir jedes v € Bd existiert nach dem Satz von Banach genau
ein Fixpunkt von V(v,+) in X. Durch F(v) = V(v,F(v)) wird
damit eine Abbildung der Kugel Bd in sich definiert, wihlt
man d gemidR (1.3). Es wird gezeigt, da® F vollstetig ist.

Sei {vk}<:Bd eine gegen v konvergente Folge.
IF(v) = FOO < V(v Flv)) = V(v ,Fv)) |
+ [ V(v sF(v)) = V(v,F(v))]
< pg IF v - F(0)|
+ ||V(vk,F(v)) - V{v,F(v)) | ,

woraus wegen der Stetigkeit von V(s ,F(v)) die Stetigkeit
von F folgt.
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b KIELHOFER

Die Kompaktheit von F:

Wegen (1.2) sind die Mengen V(Bd,u) fir jedes u € Bd rela-
tiv kompakt in X. Sei X c Bd ein relatives Kompaktum in X.

Dann ist die Menge
L = {w|lw = V(v,u), v € By » u € K} = V(By,K)

ebenfalls relativ kompakt in X. Denn zu vorgegebenem € > O
. . n .
besitzt K ein €/, ~ Netz {ul,...,un} und tzé V(B4,u,) ein

e/p = Netz {xl,...,xm}, welches ein & - Netz fiir L ist.

Der Fixpunkt F(v) von V(v,+) ist Grenzwert der Folge {un},

definiert durch u €By, u = V(V,un), die wegen der ein-

heitlichen Kontraktionskgg;tanten Pq gleichmidRig filir alle
v € Bd gegen F(v) konvergiert. Weiterhin folgt induktiv,
daR die Mengen U, = {uo}, Uigr = V(Bd,Un) fiir alle neN
relativ kompakt in X sind.

Sei nun € > O vorgegeben. Zu e/2 existiert ein N (unabhin-

gig von v € Bd)’ so daB
€ .
IFCv) = ugll <5, uye€ Uy » ist.
UN besitzt ein e€/2 - Netz, welches damit ein e - Netz flir
F(Bd) ist. Das bedeutet die Kompaktheit von F,.

Der nach dem Schauderschen Satz existierende Fixpunkt von
F in Bd ist dann der behauptete Fixpunkt u = V(u,u).

2. Lokale Existenzsidtze von Integralgleichungen in

Banachriumen

Im folgenden ist E ein reeller Banachraum (mit der Norm
I }) und A ein linearer, abgeschlossener Operator in E, mit
einem (nicht notwendig dichten) Definitionsbereich D(A).
e_At ist eine fiUr t > O stetige Halbgruppe in E, die fiir

t > 0 der Differentialgleichung

d -At

(2.1) 3T € u=-Ae u, u€eE,

genligt (%? = starke Differentiation in E), fiir t + O aber
eine Singularitit besitzen kann :
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KIELHOFER

-8t
(2.2) ”e_At uf < cle

fuj, ueE, §>0, £>0, a>0.

Fiir ueD(A) soll indessen gelten:

(2.3) lim ||e_At u-ul =0, uek, D(A) ¢ E < E.

tyo
Weiter werden - in Analogie zu den holomorphen Halbgruppen-
die Stetigkeit von Afe” At u , u€kE, flir t>0 und folgende

Abschitzungen vorausgesetzt:

At

(2.4) A" ™ u < ¢, (n) Ju] , u€E , neEN

c___
Latn
Flilr vy > a existiert das Integral

(2.5) Tf%? [ oAt pyTL gy
o]

>

welches einen in E beschrinkten Operator BY definiert.

Wegen (2.1), (2.2), (2.3) und der Abgeschlossenheit von A
gilt ABsu = u fiir u€k.

Es wird vorausgesetzt, da® A" existiert und liberall defi-
niert ist; es kann in diesem Fall unter Ausnutzung der

Kommutativitst Ae % 5 ¢4 und von (2.1), (2.2), (2.3)

-1

gezeigt werden, daR B,= A ist (s.Beweis von Lemma 3.1).

Dann wird By = A7 una (ATt - AY, DAYy = R(ATY) gesetzt
(v > a), denn mit B, ist auch BY invertierbar, was wie in
[81, 5.159, gefolgert wird. Insbesondere gelten flr die
Operatoren die Potenzrechengesetze, wobei allerdings der
Definitionsbereich berlicksichtigt werden muB. Wéilter kann
wie in [8] mit Hilfe von (2.2) und (2.4) bewiesen werden,
dap AYe APy, ueE, rur t>0 stetig ist und dap

vy -
(2.6) 1Y ™% ul < e () 2a+Y ful, ueE

gils, vy€(a,1~a)SchlieBlich ist auch AVe -At ) e-At AY fir

t > 0.

LEMMA 2.1 K sei eine relativ kompakte Menge in E. Dann ist
die Familie {AY o TAT uluek} mit y>a oder y=0 (4° = id)
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6 KIELHOFER

in jedem Punkt ty, > O gleichgradig stetig, d.h.

-A

”AY e_AtO u - AY e t u“ e,

falls |to -t < 8(e), flr alle u€k.

Beweis: Seil to € (t,,t,) mit ¢, > O. Dann ist die Abbildung

u o+ aY At von E in C([t,,t,],E) stetig:

”AY e_At u, - AY e_At u2" < cst;Qa+Y)

1 ”ul— uz”

Deswegen ist {AY oAt ulu€k} Rompakt in c(lt,,t,],E) und
nach dem Satz von Ascoli - Arzeld gleichgradig stetig in to.

Im folgenden wird stets «vye(a,l-a) und O <Za+y < 1

vorausgesetzt.

SATZ 2.2 Es sei X = C([0,T7]1,E) mit der Supremumsnorm | nx
versehen. Dann genligt V: X x X » X, definiert durch

t

V(v,u)(t) = e'AtuO-+f AYe'A(t"S)R(v(w,u(s»ds,te(o,T]
O

V{v,u)(0) = uOEE R

den Voraussetzungen von Satz 1.1 in X fiir ein geeignetes
T>0, falls R: E x E > E folgende Eigenschaften besitzt:

a) R(v,+) ist flir jedes veBy = villv] < 4} e E

lipschitzstetig mit einer Konstanten Bd, die von
(2.7) v€Bd
b) R(*,u) ist fir jedes u€Bd vollstetig.

unabhéngig ist.

Beweis: Der Beweils erfolgt in drei Schritten. DaR V tat-
séchlich in X abbildet, wird unter 3) gezeigt werden.
1)V gentigt (1.1).

Wegen b) gilt |[R(v,0)] < Ry flir v€By und (2.3) zusammen

mit (2.2) impliziert [e™AF u | < ey luy) fir ¢ > 0.

Im folgenden sei fiir festes d > c,

1
(2.8) 0 < T < [(I=a+y))(d-c, )| /1-Caty)
= ca(Rd + dﬁd)

J

Mittels (2.6) und a) kann abgeschitzt werden:
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KIELHUFER 7

[[V(v,u)t) - V(V,uz)(t)"

t
e, £ (t—s)_aa+Y)”R(v(s),ul(s)) - R{v(s),u,(s))] das

=
1-Qa+y)
~ T
< e By ——— flu;- u, | o= ey fuy-u, |
s C3Pg 1= arr) 1 2y d 172y
fiir alle v € Bd c X. Wegen (2.8) ist Py < 1.

2)Aufgrund der Abschitzung
pl-@a+y)
V(v,o < C + ¢c,R, ~—-—r
” ( > )"X = 4 3°°d 1_Qa+Y)

gilt wegen (2.8) auch (1.3).

3)Es ist noch (1.2) zu beweisen.

Sei {vk}c:B c X eine gegen v in X konvergente Folge.

d
Die Mengen K, = {v|v = v(s), s € [0,T]1} und

K, = {u|u = u(s), s € [0,T]} ("uHX < d) sind jeweils

kompakt in E. Zu vorgegebenem e>0 sei {ul,...,un} ein

3%3 - Netz von K2 und wegen der Kompaktheit von K,

existiert ein 8(e), so daR fir alle (v,w) € K, x By mit
lv-wl| < 8(e) gilt:

“R(V,U.v) = R(w,u\))” i% >V = 1,0..,n

Damit kann fiir beliebiges s € [0,T] abgeschitzt werden:

A

[R(v, (5),uls) - Rv(s),uls) I<e,ralls Hvk—vHX §(e) ist.

0

Das impliziert aber 1lim ”V(vk,u) - Vv,
Lo X

Zur Kompaktheit von V(*,u) in X ist zu zeigen,daR die Men-
t
ge L = {wlw(t) = [ a'e At s)R(v(s),u(s))ds,vEBd,w(O)=O}

o
in X beschridnkt, gleichgradig stetig und L(to) ={w(to)|w€L}

fir jedes toe[O,T] relativ kompakt in E ist.
Im folgenden sei u € Bd c X fest gewdhlt.
Wegen [[R(v(s),u(s) || < p4d + Ry ist L beschrinkt in X.
Als n8chstes wird die relative Kompaktheit von L(to) ge-
zeigt (¢, € (0,T]).

t $ t
w(to)= fo AYe_ASR(v(tO—s),u(to—s))ds :f% +fo%
o o
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8 KIELHOFER

Es wird zuerst in mehreren Schritten bewiesen, daf die Men-
ge Iy = {aY e_As R(v(to—s),u(to—s)HVEBd, s€[6,tO]} relativ
kompakt in E ist.

Wegen b) ist flir U€By < E

K, (u) = {R(v(to—s),u)|v€Bd <X, s € [8,t 1}

relativ kompakt in E. Aufgrund von Lemma 2.1 gibt es zu je-
dem € > O ein 50(5) > 0, derart daR fir alle v€B; < X und
jedes s_ € [8,t]

-As

[ (aY e - Y 7480 R(v(t -s),0 ] < > gilt,

sofern nur |s-s_| < § () ist.

0
Sei nun {sl,...,sn} ein 60(5) - Netz in [6,t.1. Die in E
n
relativ kompakte Menge \_/J AY e As, Ks(u) besitzt ein €/2-
v=1
Netz {XI,...,Xm}, welches ein € - Netz fir

-As

K, (u) = {AT e R(v(t,-s),u)|v€By = X, s € [8,t 1} ist.

d
Das bedeutet die relative Kompaktheit von K, (u) in E.
Fir jedes s € [G,to] gilt wegen der gleichmiRigen Stetig-
keit von u€Bd c X:

-Qa+y) . €
c,8 By Hu(to-s)-u(to—so)" < 5, falls ]s—sol < 8, (e)
ist. Seil {t1""=tk} ein §,(e) - Netz in [8,t 1. Ein % -
Netz {yl,...,yl} von \_/J K, (u(t -t;)) ist dann schlieBlich

i=1

ein ¢ - Netgz fiir IG'
Nach einem Satz von Mazur ([6],S.416) ist der AbschluR der

konvexen Hiille von Iy, co Iy, ebenfalls kompakt in E.

o - —
Wegen E;%F f AY e As R(v(to—s), u(to—s))ds € co Ig
o) 8

S - 51”Q3+Y) )
und £ | <c,(By +Ry) T—ggyy fir alle v € By © X folgt

schlieBlich, dag L(to) relativ kompakt in E ist.

Zum SchluB wird die gleichgradige Stetigkeit von L in jedem
Punkt t € [0,T] gezeigt, woraus auch die eingangs erwihnte
Abbildungseigenschaft von V folgt. Sei t, € (0,T) und t <t
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KIELHUFER 9

t -8
w(t) —w(e) = Of (aYe AETS) g YotAlEoTS) k(v (g) u(s))as
o}

t t
+ IO+ + AY e—A(t_s) R(v(s))ds
to

tO—G
Die letzten beiden Summanden k¥nnen unabhingig von VEBch
. 61_ Qa-"'Y)
durch 2c,(B4d +Ry) TG beziehungsweise durch
1-Qa+y)
~ ﬁt‘to) o
cg(pdd + Rd) T=TaTv) abgeschdtzt werden.

Bleibt noch der erste Summand:

Sei s € [O,to—ﬁ] fest. Wegen b) ist die Menge
{R(v(s),u(S))IVEBch} relativ kompakt in E.
Nach dem Lemma 2.1 gilt damit flir jedes s € [O,t0—6]

1im  sup H(AYe_A(t_S)—AYe_A<to_S))R(v(s),u(S))" )

t+to V€Bd

Da der Integrand eine von tE[tO,T] unabhingige integrier-

bare Majorante besitzt, folgt nach dem Satz von Lebesgue:
. boz8 vy -A(t-8) ,vy ~A(t,-8)

1lim [ sup || (afe -Ale 0 YR(v(s),u(s))fas = 0

tit, o VEB,

und weiter

t -8
sup |9 (Aye-A(t—S)_AYe‘A(to's))R(v(s),U(S))dsu < % >
V€Bd o )

falls nur t-to < Go(e) ist.
Der Fall t € (0,T] und ¢ < to ist analog zu beweisen.q.ed.

Die Sidtze 1.1 und 2.2 liefern zusammen die Existenz einer

stetigen L8sung von

t
(2.9)  ult) = ey 4 [ aY A9 Rey(e) ue)) as
e]

uOEE, im Intervall [0,T], wobel T durch (2.8) gegeben ist.

SATZ 2.3 R genlige den Voraussetzungen (2.7). Liegt jede

stetige Ldsung von (2.9) in E und gilst

e 2%y < e lul, 0, u€E, dann besitzt (2.9) eine stetige
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10 KIELHOFER

Lésung in einem maximalen Existenzintervall [O’Tmax)’ wobei
gilt:
t%lm futt) | = =, falls Thpax < © 1st.

max

Beweis: Ist die stetige L&sung von (2.9) lokal in einem In-
tervall [0,T] bestimmt, setzt man sle stetig fort ,indem
man lokal die Integralgleichung

t
Bee) = e 2Dy myy [ aYe ™25 r(i(s) ,8(s) )as
T
fir tE[T,Tl] 15st. U ist dle stetige Fortsetzung als Ldsung
von u auf [O,Tll.
Wire Tim [Jlu(t)| < « flir T < o, dann kdnnte man u im
max
4T
max
Punkt t = Tmax stetig als Ldsung von (2.9) erginzen (s.(2.8)
und nach oben beschriebener Methode weiter fortsetzen. Das

widerspriche der Maximalitit von Tmax'

Im folgenden wird R(u,u) = R{u) gesetzt.

3, Lokale Existenzsitze flir fastlineare Evolutions-—

gleichungen im Banachraum

In diesem Abschnitt geht es um Differentialgleichungen der

Form

(%.1) D v(t) = -Av(t) + F(v(t)) , v(0) = Vo

mit dem in Abschnitt 2. eingefilhrten linearen Operator A
(mit allen dort gemachten Voraussetzungen) und einem nicht-
linearen Operator F. Dabei steht Dt fir eine noch zu pri-

zisierende Differentiation im Banachraum E.
Flir P wird vorausgesetzt:

R=FeA Y : E+ E gentigt (2.7)
(3.2) [R(v,) =R(v,) | < ey (Afv,=v, ]2, 0 < 8§, < 1,
fir alle |vif < d, 1 = 1,2.

Was bisher {iber A vorausgesetzt wurde, sagt noch nichts

Uber das Verhalten des Quotienten 9___%:2 bei Ann#herung
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KIELHOFER 11

von h gegen O aus.

Fir den Spezialfall, daB =-A eine holomorphe Halbgruppe er-
zeugt, konvergiert fiir u€D(A) dieser Quotient in der Norm
gegen =Au. Es wird hier eine schwichere Voraussetzung ge-
macht, die - wie alle bisherigen Aussagen Uber A = auf die
spidtere Anwendung zugeschnitten ist:

Es existiert eine stetige Halbnorm | | auf E mit
(3.3) -Ah = _

1im]9—-—%}-ii - (-Au)] = O fiir ueD(A).

hto

Die Differentialgleichung Dtv + Av = F(v) ist dann in fol-
gendem Sinne zu verstehen: Gesucht ist eine stetige Abbil-
dung v: [0,T] - E, v(0) = v, derart daB

v(t+h) - v(t)

lim | =

h»o
fir jedes t€(0,T] erfiillt ist. Bezeichnet man mit

(Av(t) + F(v(e))) | = 0

D, v(t) = {we€E]| 1im|2$§i§l:li£l| = 0},
t . 3

so ist (3.1) als

(3.4) -Av(t) + F(v(t)) € Dtv(t) , v{0) = Vo o

zu verstehen. Mit | | = || | ist D, die starke Differentia-

tion in E und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes steht
in (3.4) das Gleichheitszeichen.

Es ist das Ziel, lokal eine L8sung von (3.4) nachzuweisen.

LEMMA 3.1 Sel u€E und O < r < %, Dann ist

e A(E-8), 45 € D(A) und

- [ eTRUETS) gg 2 gTAETT) Yy,

e e Y AR B e

Beweis: Wegen (2.1) ist

%g o~A(t=s) =t mA(E-s) ,

t-¢

0 <s < t,

e R(E=8) 45 = ALYy o mAEET) -y s

o

woraus wegen (2.3) die Behauptung folgt.
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12 KIELHOFER

LEMMA 3.2 Es sel O < 4a < 1-y, Jede stetige LSsung der In-

tegralgleichung (2.9) 1st in jedem abgeschlossenen Inter-

vall [0,T], 8 > O, ihres Existenzintervalles h8lderstetig
1s 0 < 8y < 1-(4a+y),
Beweis: Unter Ausnutzung der Abschitzung

mit einem Exponenten &

De™ -na BBy < ek néipul), ues,
1

welche aus Lemma 3.1 mittels (2.6) folgt, kann der Beweis
wie in [10], S.282, gefiihrt werden.

SATZ 3.3 Unter den fiir A und F gemachten Voraussebtzungen
(mit 0 < 4a < 1-y, 0 < a < 6061) besitzt (3.4) mit AYVOEE
eine Losung v in [0,T) mit folgenden Eigenschaften:

2) AYv € c(10,T1,E)

b) v(t) € D(A) fur t € (0,T]

c) Av € C({0,T1,E), F(v) € ¢([0,T],E)

d) Dtv(t) 3 =Av(t) + P{v(t)), t € (0,T), v(0) = v_ .

Beweis: Mit u, = AYvO besitzt wegen Satz 2.3

£
u(t) = e-Atu0 + AYe_A(t-S)R(u(s)) ds
o
eine stetige L&sung in [0,T]. Setzt man v(t) = A™Yu(t), so
folgt v(0) = v, und

v(t) e_A(t-s)F(v(s)) ds

4]
[¢)
<
+
Q St

£
= o AL e)v(e) + [ e A(t—s)’ﬁ‘(v(s)) ds, 0 < 8 < t ,
)
Der erste Summand ist fir ¢t € (8,T} in D{A) und in der Norm
stetig differenzierbar. Der zweite Summand wird wie folgt

zerlegt:

t t
—f TS iy e))Pvis)as + [ e BT R(u(e)) as
8 0

= 5,(t) + 8,(¢) .

Nach Lemma 3.1 ist 3,(t)€ED(A) und S,(t)eD(A) fir t € (6,T]
folgt aus der Abschitzung

t t
[ 1ae™ 7)Y (m(y(6))-F(v(s))) ] ds < cgf (t-s)"172%808, 45
¢} 3]
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und der Abgeschlossenheit von A, Die Stetigkeit von AS, be-
weist man mittels Lemma 3.1 (F(v) ist stetig) und die Ste-

tigkeit von AS, folgt mit Hilfe der obigen majorisierenden

Abschitzung &hnlich wie im Beweis von Satz 2.2, Damit ist

a) bis c¢) bereits bewiesen.

Sei zunidchst h > O und t € (8,T]:

L(v(en) = v(e)) = & (7RO L omA(Em8)yy ()

sy EEiNe) o

(e™AP = 1) [ A ny(s)) as

e—A(t+h-s)F(v(s)) ds

joa T53

t
Flir den dritten Term gilt die Zerlegung

t+h t+h

L e E=8)p(y(g))as - L[ eA(EHD $)(F(v(£))=F(v(s)))ds
t t

deren zweiter Summand fir h+0 in der Norm gegen Null strebt

und fiir deren ersten nach Lemma 3.1 —% (e_Ah—I)A_lF(v(t))

geschrieben werden kann.

t

Da auch [ e 2(t=5)p(y(s)) ds nach den vorherigen Uberle-
¢

gungen in D(A) ist, folgt wegen der Voraussetzung (3.3):
1im | £ (v(t+h) - v(£)) - (-Av(t) + F{v(£)))] = 0 .
h+0 R

Wegen der starken Stetigkeit von ~Av + F(v) in (0,T] folgt
schlieBlich d).

KOROLLAR 3.4 Unter den Voraussetzungen der Sitze 2.3 und

3.3 besitzt (3.4) eine Losung mit den Eigenschaften a) bis

d) in einem maximalen Existenzintervall [O’Tmax) und es
gilt
. Y - o 1
%13; I aATv(t) | ==, falks T . < ist.
max
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4, Resolventenabschitzungen und Halbgruppen

elliptischer Operatoren

Q < R" ist im folgenden ein (nicht notwendig beschrinktes)
Gebiet, das, um die Bezeichnung von Definition 1 in [3],
S. 28, zu verwenden, "gleichm#Big regulir von der Klasse
ClIm " ist. CGrob gesprochen ist der Rand 30 eine (n—13-di-
mose

N verschiedene Karten haben leeren Durchschnitt und sind

mensionale orientierte Mannigfaltigkeit der Klasse C

samt ihren Ableitungen bis gzur Ordnung 4m gleichmiBig be-
schrinkt.
1 o1 . .
wp(g), wp(g) (1 <p<w, 1eN ) sind die (reellen) Sobolew-
rdume iber Q@ mit der Norm | . ..
p,1
Mir O < a < 1 ist
@y - {ulu : T>R, ue Cl(ﬁ),
ID&U(X)“D&U(Y)’

flull := max sup |Dsu(x)| + max sup < w}
e " 15l<1 xeq @ a)=1 xea  |x - y|® ’
yER
s o~ ~ ~ L. alalu .
wobel a -(al,..,an),lul _izldi ’ Dau = 8a‘x1--°- aanx ist.
c*%(Q) mit der Norm i "1+a versehen ist ein Banachraum.

In ¢*(R) wird folgender Unterraum definiert:

CI(M := {ulu € ¢¥(W), lim anu”u = 0} filir alle Funktionen
K>

oo n e
N € C (R, n (x) = 0 fir [x]| < k,”nknl < Cqs kEN, 1€N .

(Die Konstanten Cl sind zwar unabhingig von k, k®nnen aber
durchaus von der Funktionenfolge {nk} abhidngen. )

Ci+a(§) := {ufu € Cl+a(5),D&u € ¢S, |a] < 1} ist fir je-
des 1€N_  ein abgeschlossener Unterraum von Cl+a(ﬁ), also
ein Banachraum,

LEMMA 4.1 8%(W) := {ulu € C™(%), supp u ist beschrinkt}

ist pezliglich } |,, , O < a' < a , dicht in CH(R).

(supp u 1ist der Triger von u.)

13k
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n

Beweis: 1) Zunichst sei 2 =R". Zu u € ci(R“) ist

ué(x) = f ws(z)u(x+z) dz die durch den "Friedrichsschen
R"
Mollifier" geglittete Funktion. Speziell sei nun nk(x) = 1
fir |x| > k+1. Mit vﬁ = (1-n)ug € C®(R™) erhdlt man:
§

fu = vy HC2-n ) (w=ud e + ngully,

< eplllu=ugl o + Inyul,}s 7= Ixllx|2 k+2}.

o (ﬁk)
. s . . €

Zu vorgegebenem € > 0 existiert ein ko mit ano u“a < ?37

. . £ .
und ein § mit |ju —uéﬂca, < 7o » da eine Interpola-

@ )
(e}

tionsungleichung (s. [2], S. 657)
a'! o'
lwlye < cq Ul T IwlS™ + flwl,)
gilt.
2) Fir Q cR” sei § € CiﬂRn) eine Fortsetzung von u € Ci(ﬁ),
welche bel der vorausgesetzten Eigenschaften von 3Q exi-
stiert. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus 1).

Uber Q sei A ein Differentialoperator der Form

A(x,D) = a~ (x)Dx
’ &|§2m @ @

2m+1+a(§6)

wobei ay € C » 95 = {x||x-y| < 8, y € @}, voraus-

gesetzt wird. Weiterhin sei A gleichmdRig elliptisch:

(ho1) WP < D™ T ag0ed < mlglPm
|[&]=2m

n .o a a
X € 55, £ €RY, g% = gf1ee. £20
Als Operator in Lp(Q) wird A als Ap mit dem Definitionsbe=-
ol
reich D(Ap) = ng(ﬂ) n WS(Q) bezeichnet.

Als Operator in Cg(ﬁ) hat A den Definitionsbereich

D(A) = {ufu € Cim+a(§), D&ulaﬂ =0, lal < m-1}.

135



16 KIELHOFER

Bemerkung. Um Spektraltheorie in den reellen Riumen L )
und €% «(Q) betreiben zu kdnnen, seien diese auf naturllche
Art komplexifiziert und der (reelle) Operator A linear fort-
gesetzt,

SATZ 4.2 Es existieren Konstanten e, Ao > 0 derart, daB
fiir alle

1 1
AeEAr=1{AeC, -1 - € <arg A< 5T+ €, [A] > Al

die folgenden Abschdtzungen gelten:

1-% _a
o2y [ flhuly #1720 Jul, # I 7 ully, < csll (Aenull,
2m+u(§),

fiir u € C D&u|aQ =0, |&] <m-1,

2n i
-3
TR A T PRIt

fiir u € D(Ap).

Das Prinzip des Beweises fiir (4.3) findet man bereits in
[1] und die Ubertragung auf die C%*-Theorie in [14]. Es ist
zu beachten, daB die dort bendtigten a-priori-Abschitzun=-
gen auch filir unbeschriénkte "gleichmdfRig regulidre" Gebiete
gelten (s.[3] S.44, [2] S.668).

SATZ 4.3 A liegt in der Resolventenmenge von -Ap und -A .

Beweis: Der Beweis fiir Ap ist der gleiche wie in [14] un-
ter Ausnutzung der Resultate von [3] (Theorem 14) iber die
formal Adjungierte, die flir "gleichm#Rig regulire Gebiete"
und gleichmidfig elliptische Operatoren mit den vorausge-
setzten glatten Koeffizienten gelten.

Wegen (U4,2) ist lediglich die Surjektivitit von &4 + AI zu
zeigen.,

Sei also f € Ci(ﬁ) gegeben, GemdR Lemma 4.1 existiert eine
Folge {f } in (M) mit £, > £ in der Il na'_ Norm, O<a'<a,
Aufgrund des Ergebnisses lber Ap und des Regularititssatzes
(Theorem 4 in [3]) in der Lp-Theorie ist die Gleichung

(A + Mug = £ mit w € D(A) N w2m+1(9) 15sbar.

Fir p < Tga ist u_ dann sogar in sz+a(ﬁ) (s.[12] oder

)
auch Satz 5.3) und u, € Wg(ﬂ) n ¢c™(T) impliziert die Rand-
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bedingung Dzu 0, |a&] < m-1 (s. fiir p=2 z.B.[8], S.39).

nlag
Wegen der Abschitzung anD&unHa < c“"nl/{D&un"p,1 » |&] < 2m,
und u, € W§m+1(9) folgt u, € C§m+a(§). Der Grenziibergang
n+o liefert mit (4.2) fir a' schlieBlich, daR (A + A)u = f
mit u ECim+a'(§), D&ulan = 0, |&] < m-1, 18sbar ist. Da die
approximierende Folge {f } beziiglich Il "a beschrinkt ge-

wdhlt werden kann (s. Bewels zu Lemma 4.1), ist auch die

2m+a

Folge ”un”2m+a beschrinkt, woraus u € C (W) folgt.

Bleibt noch zu zeigen, daB u € Cim+a(§) gilt:

Dazu sei {n, } eine bei der Definition von C3 (W) veschriebe-
ne Funktionenfolge. (4.2) liefert:

“nku”2m+a A cy,ll (A + A)nku”a

< e Uin tlly,r ) | (Dg n, ) (D5 W}
|&i|<2m i J
I&j|<2m—1
2m=1+0 = . _ .
was wegen u € Cjg (M) iiz "nku”2m+a = 0 beweist.

Wegen ”nkD&u”a _<_ "D&(nku)"a+ Clu .é ; 3 “ (D&-énk)(Déu)!|a

folgt schlieBlich Dgu € Ci(ﬁ), |a| < 2m, oder u € Cim+“(§).

Durch Addition einer positiven Konstanten zu A, welche flir
die Existenzaussagen im 6. Abschnitt ohne Bedeutung ist,
kann erreicht werden, daB die Menge

A= {) € m]-g - € <arg X < % + €}U{0} in der Resolventen-

menge von -Ap und -A liegt und daR fir A € A die verschirf-
ten Abschétzungen gelten:

1~ -2
oy A +Dfuf, + X+ D) §Eﬂu"a + (] +e, ) 2m"u"2m+a

< ey la+ A)u"Ol R u € D(A),
.5y AL+ Dllul, o+ Tl o

< cuH(Ap + A)u“p’o , u € D(Ap).

(4.5) impliziert, da® -Ap in Lp(Q) eine holomorphe Halbgrup-
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pe erzeugt, die fir t+~ exponentiell abklingt (s.[8],

S.101 ff.).~Fﬁr Ap in E = LP(Q) gelten dann (2.1) bis (2.4)
mit a = 0 (E=E). Weiterhin k&nnen fiir alle YER gebrochene
Potenzen A definiert werden, die (2.6) mit a = O genligen

(s.[8], 5.158 ff.). (3.3) gilt natlrlich mit | | = | "p o*

I' sei eine Kurve in €, die A berandet und einen Bogen in A
um O macht (s.[8], S.102).

Definiert man fiir t > O

At 1 At -1 o, =
(4.6) e "tu = 5 % e”” (A+AI) ‘udi, u € C (D),

so konvergiert wegen (4.4) das Integral in Cz(ﬁ) und geniigt
(2.1), (2.2) und (2.4) mit a = = in E = C3(R). (2.3) kann
mit E = D(A) wie folgt bewiesen werden (s.[8], S.104)

e-Atu-u = -5%3 f e>‘t (A+ AI)_IAu %% , U € D(A) ,
r
und wegen (4.4) kann der Grenzilibergang t+= mit der Integra-
tion vertauscht werden. Eine weitere Anwendung von (4,4)

ergibt schlieBlich

1 -1 dar _
'E—TT—{I‘[(A'P}&I) AUT—O

Da A”' existiert und tiberall definiert ist, kdnnen durch

(2.5) fir vy > é% gebrochene Potenzen A”Y definiert werden,

die filr y = 1 mit A" Ubereinstimmen (s.2.). AY = (A”Y)™!
genligt dann allen in Abschnitt 2 gemachten Voraussetzungen.

Zuletzt soll (3,3) flir die Halbgruppe e-At in E = Ci(ﬁ) un=-
tersucht werden. Dabei sei x€Q fest gewdhlt und |ul = |u(x)|
eine stetige Halbnorm auf E.

1 1

Die Abschitzung || (A + AI)" 0 2 clsT—T
A

u € CY(R), impliziert

u" ”u”ai s O <a' <o,

.y el < e lul, L v >0, we @,

u € Ci(ﬁ) sei nun beliebig und {un} < Cm(ﬁ) eine Folge ge-
méh Lemma 4.1, die in der || ”a' - Norm gegen u konvergiert.
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e ™ Pu) (%) - u(x)|

A

[ u-u ) (0]
+ I(e-Atun)(x) - u, (0|

+ [un(x) - u(x)]|

ey llu=u v+ | (e"Apt u ) (x) = u ()} (2m > .;_1),

al
(Fir 2m > % hat e_APt uy, einen stetigen Repridsentanten
und es gilt punktweise (e_Atun)(x) = (eApt u ) (x).)

Daraus ist zu folgern:

Gilt fir p > %% s XEQ

(H) lim I(e_APtv)(x) - v(x)| = O flir alle v € c™ () ’

tto
dann ist auch

(1.8)  1im | (™) (x) - u(x)[ = 0 fur alle u € cs (M.
tto

(H) sei einmal vorausgesetzt. Flir uéD(A) ist nach Lemma 3.1:

h
1 -Ah 1 ~As
5 (e u-u) = - £ [ e Au ds ,
0
insbesondere auch:
h
2e™we) - u)) = - £ [ @™ e as,
0

woraus wegen der Stetigkeit des Integranden in [0,«)
m &™) () - ) - (- aw)(x)] = 0 folgt.
hto

Damit gilt (3.3) in E

Voraussetzung (H).

cS@) rur |ul = lu(x)! unter der

(H) ist richtig fiir € = R" : Sei veC~@®R™ = ¢*@®R") .
o]

| (e™®

PEy)(x) - vix)| < ¢, ey - vl oy s 2m > B,
H]

ALt
< 017”Ap(e Py - V)”p,o = ¢, ,le

n

da fir 2 = R? COR™) < D(A) = wo™(Q) ist.
o] P P

Im allgemeinen k&nnen wir die Gliltigkeit von (H) nicht

nachweisen. Mehr dazu folgt im Abschnitt 6.
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Bemerkung : Die Halbgruppen e-Apt, e_At, definiert durch
(4.6), w1rken, eingeschrinkt auf die reellen Riume L ()
bzw. Co «(2), in diesen Riumen und alle bendtigten Elgen-

schaften bleiben erhalten.

5. Nichtlineare Differentialoperatoren

in Lp(Q) und Cg(ﬁ)

In diesem Abschnitt sollen nichtlineare Differentialopera-
toren F angegeben werden, fiir die R = FeA™Y die Bedingung
(3.2) erfiillt.

Zuerst wird der Fall E = Lp(Q) untersucht. Dazu dient uns

die Theorie der Interpolationsriume.

Sind X,, X, Banachriume, die beide stetig in einen Haus-
dorffschen topologischen Vektorraum einbettbar sind, dann
kénnen die Interpolationsriume (intermediate spaces)
(X1’Xz)e,q »y 0 <8 <1 ,1<qg< =, definiert werden (s.[!

S.165 ff.).

Fir den Spezialfall, daB X, = D(A), der Definitionsbereich
eines Operators =-A in E = X, ist, der eine beschridnkte
Halbgruppe der Klasse c® erzeugt, kann (E,D(A))e’q auch
wie folgt definiert werden (s.[4], S.194)

1

(E,D(A))q o = Lullluf+ |/ (t78 e Ay - u? %‘Z T ¢ o}
? 0

Der Ausdruck in der Klammer definiert eine 3quivalente

Norm auf (E,D(A))6 q "
3

LEMMA 5.1 -A erzeuge eine holomorphe Halbgruppe in E, fir
die die Abschitzungen (2.2), (2.4) und (2.6) mit a =0 gel-
ten. Dann gilt algebraisch und topologisch:

D(AY) (E’D(A))S q 0<H<y<1,1<qgc<o,
3

A«

Dabei ist D(AY) mit der Norm | |

raume.

D(AY)
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Beweis:t) Sei u € D(AY), u = A™Yv, vEE. Lemma 3.1 liefert
zunéchst:
t t
He_Atu -ufl =} J almY gmAsy asf < ¢, / sY™1 o788 g4 la¥u]
o o

Damit erhilt man:

[ e ™ u-ulp §8 < of
[e]

o“— 8

|

ergibt:

o q
X _g(x- - —§e7
=cd [ [e 0(x-y) (¥=8)y =87 4y ] dx [[aYu|?

O St

- -1 - q
£707" e 6Sd% %; ffaYu]?

Substitution ¢t = ex, s = e

3

-0

Mit
-0x
e x>0 _ _snY
E(x) = s f(y) = e(Y 0)y e Se
0 x <0
folgt weiter:
q
= C? “E * f"L (R) ”AYu"q
q
q 1_1.,1
h c? “E”LP(R)"f“gs(m) ”AYu"q ’ a= ;4'§'°1’ 1 < g,rys, <

F BN,y |J 85077 70 an)® Aty

KOROLLAR 5.2 Es gelte algebraisch und topologisch
D(A) « F « E, wobei F ein Banachraum ist.

Dann ist D(AY) < (E,F)e q° 0<B<y<1,1<qg<e>e .,
L]

Beweis: Aufgrund des Interpolationstheorems (s.[4],3.180)

folgs (E,D(A))y o c (B,F)g o
2 3

Angewandt werden Lemma 5.1 und Korollar 5.2 auf

om 2m(

- - - -
E = Lp(Q), A = Ap, D(Ap) = wp (2) n wp(n), F o= wp Q).

+) Die Idee zu diesem Beweis ist zu finden auf S.55 in

J.L.Lions, E.Magenes : Problémes aux limites non homogénes

et applications, Vol. 1 Dunod, Paris (1968)

141



22 KIELHOFER

Mit den Abkiirzungen

(Lp(m,w;(m)e g = W@, s =01, 1<p <o , und
3

w3eP(Q) =: w3(2) mit der Norm || I (die Definitionen
p P P,s
sind unabhidngig von 1, s.[12]) gilt:

SATZ 5.3 a) D(Ag) < w;’q(Q), s = 2m8 < 2my < 2m ;

5,59, sz’qz
b) W Q) < wp () , O < 2 <
1<q, 2

jo] 1

s, (s.[41, 8.259);
, (s.[121, S.302);

< oo
2 -

T3 Q w

c) wg’q(a) cwd@) ,0<0 =s -

insbesondere gilt wegen b) w;’q(ﬂ) c WZ’w(Q), 0<o < s- % .
(Die Inklusionen gelten algebraisch und topologisch.)

Bemerkung: In den zitierten Arbeiten wird nur der Fall Q=R"
behandelt. Da aber wegen der Glattheit von 3Q ein stetiger
Fortsetzungsoperator von W;(Q) in w;ORn) existiert und die

Einschrénkung von Funktionen {iber R" zu solchen iiber 2 in
jedem Fall stetig ist, gelten wegen des Interpolationstheo-
rems die Aussagen auch fiir allgemeineres Q.

Zur Interpretation dieser Riume ist folgendes zu sagen:

u € (Lp(Bn), w;ORn))e’q genau dann, wenn

L
dh q

< o 1 <g < o
In|"®

-8 q
Il o + 1 nl™ ol o)
iR
(5.1sup (Jn["aull Y <w,q=w,
n h™'p,o
heR
Aju = u(e+h) - u
obiger Ausdruck ist zur Norm in WSURn) (0 < s=8<1) 4qui-
valent,

Sei s = [s] + s'. Dann ist ue€ w;(m“) genau dann, wenn

st ,n -
D~u € wp (R™), lal

| A

[s] (s.[4], S.257 ff.).

Fir u € W;(Q), s >

jod bo

» folgt u € W227(Q) n Lp(Q),O<cis-% s

und das impliziert auch
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2 su u(x < c u .
(5.2) sup [uCol < ey flul,
Zusammenfassend gilt folgender

SATZ 5.4 Die Abbildung DaoA;Y ist stetig von L (@) in
w;"“l(n) fir 18] <s < 2my < 2m .

Als n8dchstes soll eine Klasse von Nichtlinearititen F in

E = L (®) charakterisiert werdem, so daB R = FoA~Y die Vor-
aussetzung (3.2) erfillt.

SATZ 5.5 Die messbare Abbildung f: QX|RN +IR, N=N, +N,,
habe folgende Eigenschaften:

(1) [£0xy,v,u) = £0x,,vsw)| < fng (x) = hy, (x,)]
N, N,
pie fvl o= P v, Jul = T jut] <
i=1 i=1
hdv € Lp(g) s £(+,0,0) € Lp(ﬂ) 5
. Vg i 1P
(ii) | £(x,v,,u) = £(x,v,,u)] :izllgd,(x)Hv1 - v, s
0<p; <1, lvly, lul <ar, gé, €L . (@) , x€ Q3
1—0i
Yoo g
(ii1)  [f(x,v,u,) =f(x,v,u,)| < czz(d')izllul -u,l o,

|Vl,!ul <d', x€Q.

Dann hat die Abbildung w= (v,u) » £f(x,v,u) =F(v,u) = F(w)
von (WE(Q))N in Lp(Q) mit t > % folgende Eigenschaften:

~ N1
1) f(v,-) ist lipschitzstetig fir vl .= ] [v'] < d,
- B P,t i=1 p,t —
||ul|p,t < d, mit einer Konstanten unabhlingig von v ;
~ N, .
2) f(+,u) ist vollstetig fir ”u“p,t :izlnulup,t <d

. . N, . . P
) NE) -Fo) < c“(d){igll!v}-ﬁﬂpfo +

N2 s 3
) Ny =uyll )
R L FA

flr Nwi'k,t <d, i= 1,2,
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Beweis: Zunfchst wird gezeigt, daB f tatsichlich in Lp(Q)
abbildet: (v,u} € (w;(ﬂ))N impliziert wegen t > % und (5.2)

sup IVi(x)f < c21"vi"

i < i .
%€Q p,t und igg [u™(x) - C21”u [B,t

Mit d' = max (C21”V"p,t ’021”u”p,t) folgt dann:

”f(v’u) "p,o

A

IECv,w = £Co,wlll, o + l£C0,u) - £(0,00 ]

+ £C50,0005
(5-3) Nl i Di , NZ i
< Ll ol o s @ Tl

i
+ ”f(-,0,0)"p,o
Mit 4' = ¢, ,d liefert (ii)
N, . .
fIE(v,u) - f(v,uz)up’o < sz(d')igluut'-uiup,o
e @Dfu muy s MVl esllully o 29
Das ist 1) und 3) folgt ganz analog.

2

. N .
Sei nun u e(wg(n)) fest (”u“p ¢ < d) und M eine be-
R

! (mit einer oberen Schranke dg.

N
schrinkte Menge in (w;(n))
Setzt man v{(x), u(x) und f(x,v(x),u(x)) auBerhalb von @

durch O auf ganlen fort, dann ist zu zeigen:
a) ”f(v,u)up o ist gleichmifig beschrénkt
E]
b) lim ||[£(s+h), v(e+h), u(e+h)) = f(+,v,u)| o =0
h")o p’
gleichméBig flir v eM,

¢) 1im f [£(x),v(x),u(x)|P? dx = 0

ar® RO\ [-a,+a]n

gleichmédBig fir v e M.
Eine Absch&tzung wie (5.3) beweist a) und auch c).
Mit 4' = max (do,d) erhdlt man weiter

Jf£Ce+n),v(e+h),u(=+n)) = f(-,v,u)}k’o

Py

P,0

N, . .
i i
+ czz(d')i§1”u (s+h)-u "p,o

N, . . .

1 1 1
< Llegdl o o vt (een) - v |
+ + |lhgqe(e+n) = by,
a' d'ip,o

T
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. i i ]
Nun ist aber |v'(s+h) - vlﬂp,o < czuﬂvﬂp,s Ih| (5.Satz

5.3 b) und (5.1) fir q=«) < c,.d In}® , woraus schlief-
lich b) folgt (s < min(1,t)).

. 2m=-1 n
KOROLLAR 5.6 Es sei p>n und 1>y > ==+ > Dann ge

nligt F OA;Y der Voraussetzung (3.2) in E = Lp(Q), wobei

u) , |a.

1| < 2m-1 , ist und f die

F(u) = f(X’D&lu"“’D&N

Voraussetzungen von Satz 5.5 erflillt.

Jetzt folgt der Fall E = CH(T).

Ausgehend von

2m-1+8 4 - 2m=1+8
§m+a §m+a
”u“2m—1+8 {"u"2m+a ”u"o + ||u||o}

(s.[2], S.657) kann man die Existenz eines 6 > 0 zeigen,
2m+a

so daB® flir alle &€ (0, GO] und u€C (T gllt:
1_2m—1+B _2m-1+8
m+a 2m+o
lullpposg < C5pt8 20 Jully,q + 6 hull,)
Mittels (4.4) folgt daraus fir u€D(A):
_ 2m=1+8 _2m-1+8
2m+o. 2m+
(5.“) llulizm_1+3 f_ 028{6 m ”Au“a +6 m+a ”u”u}

Wie in [8]), S.178, kann folgender Satz bewiesen werden:

SATZ Es sei 1-2M(1-8)-a? ~%_ ungd O < mta
SATZ 5.7 1- S omesy < Y < 1 2m B<l-a -
Dann gilt algebraisch und topologisch

Dabei ist D(AY) mit der Norm || “D(AY) = "AY-"a ein Banach-

raune.

Beweis: Sei zunfchst ue C (%). Dann ist A”Tue Cim-1+8(§),
was im AnschluR an die folgenden Uberlegungen bewiesen
wird.

Y=l gt

00
- 1. -At
[N PP . o im [ M ullypngpg
EY0 €
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c 8 _2m-1+8 _2m=1+8
28 . 2m+Q 2m+a -At Y-1
Ae t at
g o) iig i (t Il Ih +t e u”a)
o 1__2m-—1+£3 _2m-14+8
+ f (50 2m+0o ”Ae_Atu"a + 60 2m+o, ”e-Atu”a)ty—l at
8o
2m~1+8 2m-1+8
8q OO SV M 1l a2 1- =2+Y=-5=
< 029{ [Tt 2m 2m+a at + 60 “2mta f £ 2m at
°© 8o
2m=1+8
- -1+y~ _
+ 5 2m+0o f " m 8t ae} "u“
o 5 a
o
< Csg "u"u

Genau so kann auch fiir hinreichend nahe bei o gelegene a'

HA_Yullzm_1+8 < ¢y, Hu"u, , 0<a' <a , abgeleitet werden.

Sei nun ue:ci(ﬁ) und {un} c () eine gegen u in der

| | - Norm konvergente Folge. Dann konvergiert A-Yu ge-
' 24 n

2m= 1"‘6(5)

gen w in Cj , es ist w = A”'u und ||A”

_<_ c32 "u"a

Y
u"2m—1+6 =

~ - - - - 2
Fiir w €C7() ist ATTw = AJYuE WE(R), s = om - 20{1=B)207 (opy,
-y s! x _ y - 4 _2m(1-8)-a?
d.h. D&(Ap u)GWp (@), |&] < 2m-1, s'=1 — > B .

Deshalb existiert ein p >1 mit s' -g- > 8 >0, d.h.
v = D~(A_Yu)€ CB(ﬁ) (s.Satz 5.3), Fiir eine gemi® der Defi-

nition von C (%) zuldssige Folge {nk} ist
”nkV"B < ey, ”nkV”p,s' 3 vl e W (2) konvergiere gegen v

in der || | - Norm.

p,s’
Dann 1st
“nkV“B i 033 {”nk(v_vn)up’sV + ”nkvn“p,s‘}

_<_ 031, {”V - vn"p’s' + “nkvn”p’l} 3
woraus V'ECE(ﬁ) folgt.
SATZ 5.8 Es sei vy und g wie in Satz 5.7. Dann ist die Ab-

bildung D&OA-Y stetig von CY(M) in CE(E), |[&] < 2m-1

SchlieBlich wird eine Klasse von Nichtlinearitidten F in
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in E = C3(%) charakterisiert, so daB FoA~Y die Voraus-
setzung (3.2) erflillt.

SATZ 5.9 Die stetipe Abbildung f: T x Ry

habe folgende Eigenschaften:

>R, N=N +N,,

(i) | £(x,,v,u) = £(x,,v,u)l < ‘hd,(xl)-hd,(xz)[ ,
[vl,lul < @', ng, € 63D, £(+,0,0) € cQM ;

N

1 = . <« P
(i1)  |£{x,v,,u) ~ £(x,v,,u)| < .zlgé,(x)lv%—vi‘] i
i=

0 <ps <1, [v],ful <av, gé,ECi(ﬁ), x€T ;

(1ii) fx,v,u,) - f(x,v,yu,) = glu,,u,)(u, -u,) ,
(g(ul,uz)— g(d,,0,)] < e @) (fu, =4, + 1w, -4, ,
[vl,lul < ar .

Dann hat die Abbildung w= (v,u) » f(x,v,u) = f(v,u) = F(w)

von (@)Y in ¢%(@) mit o« < F < P8 <1, i=1,...,0
folgende Eigenschaften:

1 ?

1) f(v,+) ist lipschitzstetig fur Ivllg < a, fully < @, mit

einer Konstanten unabhiingig von v ;

2) f(+,u) ist vollstetig flir ||u||B <4
N o
~ ~ 1 i i p'(1_=) i i <5
3) ”f(wl)"f(wz)”a < css(d){igl(llvl-v2”u1 . "Vl_vzual)
+ —uzﬂa} flir ﬂwillB <d, 1=1,2.
Beweis: Sei (v,u) E(CE(ﬁ))N 3 T(e,v,u) ist stetig auf T .
Es wird zunichst gezeigt, daB ?(v,w)e ci(ﬁ) ist.

Nf(°,v,u)"a

| A

"f(',vau) = f(+,0,u) "O +”f('303u) - £(-,0,0) ”O

#1£C+,0,00]), + ng, I

Ny i1
+ i)_jillgd,llo v lla/p_ + ey, (@lul,
(5.5) - . 1
<oy @ T lekil, IVHEE + Jul
= %3 121 gd' o I B Wily
+ 1£C,0,00 00 + |Ing.Il,?
rﬂtd‘=mM‘WMb,HvL} .
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Aus dieser Abschitzung ist auch ersichtlich, daRk bei Ab-
schneidung mit einer Funktionenfolge {nk} (s.5.14) gilt:
lim an fb,v,u)”a= 0. Damit ist die Abbildung wohldefiniert.

koo

Wegen (iii) gilt 1) und 3) folgt so:

”f(wly-f(wz)mxjﬂﬁ(v!,ul) —?(vz,ul)ﬂq-+ﬂ§(v2,ul) —%(vz,uz)"a
a o

-~ - E ~ ~ Ie}
< eyl flv,,u)) —f(vz,ul)"E NE£(v, ,u,) -f(vz,ul)ﬂo ¥

+ "f‘(vl,ul) 'f‘(vzsul)”o} + ”f‘(vz,ul) -f‘(vz,uz)”a

N, . . P . D 2
igti )
< Cuo(d'){iglngé.llo (IlV}”Ejp + HVzN&_/p ) + g 53
i
N, . 1-2 . . 0. (1-2) N, . . . D
N T N P i A W PN N TSl e
i=1 i=1
toe,, @) fluy =yl
N, . L op.(1-Y .. P
T
< or @I A= T e il D ol )

Die Stetigkeit wvon %(-,u) ist bereits gezeigt und zur Kom-
paktheit sei M eine in Cg(ﬁ) beschrénkte Menge mit einer
oberen Schranke do(uE CE(Q) fest, ||u|lB <d) . 2 wird zer-

legt in U ﬁk mit @ = {x€al|x| < kI, ﬁk = {x€Q||x|>k}.

Wegen (5.5) (d' = max (d,do)) existiert ein k, so daf

[£(x,v(x),u(x))]| < % » x €{, , filr alle ve M gilt.

Mit der Abkiirzung L = {F|F(x) = f£(x,v(x),u(x)), v€ M} folgt
aus (5.5) fiir o, daB L in c*(%) vbeschrinkt ist. Insbeson-

dere ist dann Llﬁ gleichgradig stetig.
k

Zu jedem X€ Qk gibt es eine Umgebung Vx in 2, mit

120 -2 <5, vev, , TeL .

m
Wegen der Kompaktheit von Qk folgt: Qk c \f} Ve oo
u=1 u
m ~ A
Die Menge \_J L(xu), L(XU> = {f(xu)lfe L}, ist relativ kom-
u=1

pakt in R, d.h. sie besitzt ein % - Netz {yl,...,yl}.
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Die endlich vielen Mengen

_ A ~ - . E -
LUlv-UJM _{fELHfuu) %ulgﬁ , W=1,...,m}

haben alle beziiglich der | “o - Norm einen Durchmesser, der
kleiner als e ist

Sei x€Q, Fir x€ ﬁk gilt I?l(x) -%2(x)| < e .

Flir x EQk ist
|£,G=F, 0 < 15, G)=F (x )]+ lfl(xu)-yjul + lyju— £, (x|
+ lfz(xu)-fz(x)] < e (u geeignet).

Da die Mengen L die Menge L liberdecken, ist sie

(jl,---,jm)
relativ kompakt in Co(ﬁ) .

Ist {%n} « L eine Folge, so konvergiert eine Teilfolge

{%nk} bezliglich der | "o - Norm gegen f € C°(%).

Da | f‘nku_ beschrinkt ist, folgt f€ C*(f). Schlieblich gilt:

o a a

= 1-=
~ A ~ u ~
N =ell < e, UE, -2l 0%, - £l *+1%, - £}
‘ n, o — "u2 n, 5 n, o nk o” ?
woraus die Konvergenz auch bezliglich der ” ”a- Norm folgt.

Die Menge {%(V,H)IVE M} ist damit relativ kompakt in Ci(ﬁ).

m+a
m

), 1= 1.,

KOROLLAR 5,10 Es sel 0 <aq <piB <pi(1—a

Dann genligt FoA°Y, y wie in Satz 5.7, (3.2) in E =C2(§),
wobei F(u) = f(x,D&xu,...,Da u) ,

ai] < 2m=-1 , ist und f

die Voraussetzungen von Satz 5.9 erfillt.

6. Ergebnisse

Q = R"” sei ein gleichmiBig regulfires Gebiet und A ein
gleichméBig elliptischer (reeller) Differentialoperator der
Ordnung 2m iber Q (mit hinreichend glatten Xoeffizienten).

SATZ 6.1 Ist F eine Nichtlinearitét wie in Korollar 5.6,

dann besitzt die Evolutionsgleichung

%% + Au = F(u) , u(o)

u
(o]

in Lp(Q) s D>n, lokal eine (reelle) "strikte L&sung" in
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D(A) = wgm(g) n %g(n) (s.Satz 3.3), falls nur u_€ D(AV)
(K =A+k, k>0 geeignet, v wie in Korollar 5.6) ist.

Gibt es eine a-priori-Abschitzung fir ﬂﬁyu(t)ﬂp o (mit
es a iur ,o ‘mit

F=F+k), dann existiert die LSsung global.

Beispiel: @ = R = {x eR"|x,> 0}, A = -p,
2 Py divu

F(u) = J ai(x)IVu[ + b(x)e +e(x) , 0<p; <1,

i=1
a; € L . () n Lp(Q), b,c€ Lp(ﬂ), b beschrinkt.

=
(divu = J 3u_

axi

Es gelte flir € und A zusitzlich die Hypothese (H).

SATZ 6.2 Ist F eine Nichtlinearitit wie in Korollar 5.10,

dann besitzt das Anfangs-Randwertproblem

%% + Au = Flu) , (x,tYe @ x (0,7T) ,

Ulg = 0 7 Yg s D&ulaﬂ =0, |&] < m1

lokal (in der Zeit) eine klassische Ldsung u in

2m+o

D(A) = Ccz (@ n {uID&u|BQ =0, |3 < m-1}, o hinreichend

klein, falls nur uOE D(K1+Y) (A = A +k, k > O geeignet, Y
wie in Korollar 5.10) ist.

Beispiel: ® =R' , A = -A ,

F(u)

1

n 0. .
.Z ai(x)|Vu| 1y p(x)edtvu |Vu|2 + c(x) ,

i1 _
O<pii1’ai,b:c Ci(ﬂ),0<(x<a.

Die Giiltigkeit von (H) ist Eu? Beispiel nachprifbar, falls
man eine Darstellung von e P durch eine Greensche Funktion
hat, deren Existenz in [11] filir beschrinkte € und ellipti-

sche Differentialoperatoren der Ordnung 2 nachgewiesen wird.
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