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HALBGRUPPEN UND SEMILINEARE ANFANGS-RANDWERTPROBLEME 

Hansj ~rg Kielh6fer 

A semilinear parabolic initial-boundary-value problem of 
order 2m in a possibly unbounded domain ~x(O,T), ~cR n, is 
considered within the framework of the L - and ca-theory. 
In the first case a proof is given of th~ existence of a 
"strict" solution of the corresponding evolution equation. 
In the second case one can guarantee a classical solution, 
provided the homogeneous linear parabolic equation has a 
unique classical solution. Only local solvability is con- 
sidered. The nonlinearity is a H~ider-continuous function 
of the derivatives up to the order 2m-i of the unknown so- 
lution. The principal tool is the semigroup-theory in Lp(~) 
as well as in Ca(~). In the latter case the semigroup is 
not strongly continuous, but it has sufficiently good pro- 
perties to use it for existence proofs of classical solu- 
tions. 

O. Einleitun$ 

Es geht in dieser Arbeit um das Anfangs-Randwertproblem 
~u 
~--~ + Au = F(u) = f(x,u,...,D2m_lU) , 

(0.1) ult=O = u o , D~ul~ ~ = 0 , I~I ~ m-1 , 
x s ~ c A n t E (O,T) 

wobei A ein gleichm~ig elliptischer Differentialoperator 
der Ordnung 2m und f eine in all ihren Variablen h~lder- 
stetige Funktion ist. Im Gegensatz zu den Untersuchungen 
dieses Problems in  [ 7 ] ,  [11] und [13 ] ,  [ 9 ] ,  [8] wi rd h i e r  

nicht als beschr~nkt vorausgesetzt. 

Der Zugang zu (0.i) ist in dieser Arbeit weitgehend funktio- 
nalanalytisch . Wesentlich ist dabei der Begriff der Halb- 
gruppe als L~sung des linearen Problems (F = 0), wobei als 
zugrundeliegende Funktionenr~ume parallel L (~) und Ca(F) P 
gew~hlt werden. 

Der Operator -A erzeugt in Lp(~) eine holomorphe Halbgruppe, 
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2 KIELH~FER 

was in der Lp-Theorie zur Behandlung yon (O.1) bereits in 
[13], [8], [9], [10] ausgenutzt wird: (0.1) wird als Evolu- 
tionsgleichung 

du (0.2) d-T + Au : F(u) , u(O) : u ~ 

im Banachraum Lp(~) formuliert und nach L8sung von (0.2) 
mittels geeigneter Fixpunkts~tze kann bei stetiger Diffe- 
renzierbarkeit von f gezeigt werden, dab diese L6sung in 
klassischer Weise auch (0.1) erfUllt (s.[9], [10]). Es 
geht auf Sobolevskii [13] zurUck, die interpolierenden Ei- 
genschaften der gebrochenen Potenzen A Y bei der Absch~tzung 
der Nichtlinearit~t F auszunutzen. Da bei unbeschrgnkten 
Gebieten Q der inverse Operator A -I nicht mehr notwendig 
kompakt ist, versagt in diesem Fall die Argumentation in 
[13]. 

Wenn auch -A in Ca(~) keine stark stetige Halbgruppe er- 
zeugt, so kann doch verm8ge einer geeigneten Resolventenab- 

-At sch~tzung e sinnvoll erkl~rt werden (fUr beschr~nkte 
Gebiete ~ s.[14]). Da auch gebrochene Potenzen A Y mit ent- 
sprechenden interpolierenden Eigenschaften definiert wet- 
den k8nnen (s.[14]), kann analog wie in der Lp-Theorie vor- 
gegangen werden. Unter der Hypothese, dab (e-Atuo)(X),Xs , 
auf [0,~) stetig ist, kann schlieBlich lokal (in der Zeit) 
eine klassische L6sung yon (0.1) nachgewiesen werden. FUr 

: ~n und die in [7] und [11] untersuchten F~lle ist diese 
Hypothese richtig, so dab diese Arbeit deren Ergebnisse 
Uber semilineare Gleichungen verallgemeinert. 

Etwas vereinfacht kann man also sagen, dab das Anfangs- 
Randwertproblem (0.1) klassisch 16sbar ist, falls es fur 
F = 0 eindeutig klassisch 16sbar ist. 
In den Abschnitten i., 2. und 3. wird das funktionalanaly- 
tische Fundament sowohl fur die L - als auch fGr die C a_ P 
Theorie gelegt. In Abschnitt 4. k6nnen dann aufgrund von 
Resolventenabsch~tzungen von A in L (~) bzw. in Ce(~) Halb- 

-At P gruppen e in diesen R~umen definiert werden, die die Be- 
dingungen der ersten Abschnitte erfGllen. SchlieBlich wird 
in Abschnitt 5. die Nichtlinearit~t F charakterisiert, 
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KIELHOFER 3 

wobei neben der H8Iderstetigkeit von f fGr unbeschr~nkte 
Gebiete ~ eine gleichm~6ige Abklingbedingung in x gefor- 
deft wird. In Abschnitt 6. werden die Ergebnisse zusammen- 
gefaSt. 

i. Ein Fixpunktsatz 

SATZ I.i X sei ein Banachraum t V: X x X § X eine Abbildung 
mit folsenden Eisenschaften: 

(I.1) V(v,.) ist fGr jedes v s B d = {vIllvll ~ d} kontrahie- 
rend mit einer Konstanten Pd < 1, die unabh~ngig 
yon v 6 B dist. 

(1.2) V(.,u) ist vollstetig i__nn B d fGr jedes u s B d- 
(1.3) Es existiert ein d > O, so dab 

IIV(v,O)II < d fGr allev E B d ~ilt. 
1-Pd  -- 

Dann g i b t  es  e i n e n  F i x p u n k t  u = V ( u , u )  i_~n B d.  

B e w e i s :  U n t e r  o b i g e n  V o r a u s s e t z u n g e n  k S n n t e  man r e l a t i v  
s c h n e l l  z e i g e n ,  dab  d i e  A b b i l d u n g  V: X § X, d e f i n i e r t  d u r c h  
V(u)  = V ( u , u ) ,  e i n e  M e n g e n k o n t r a k t i o n  i n  B d i s t ,  und dann  
den  F i x p u n k t s a t z  von Darbo  ( s . [ 5 ] )  a n w e n d e n .  Es s o l l  i n d e s -  
s e n  e i n  d i r e k t e r  Bewe i s  g e g e b e n  w e r d e n .  

F~r  j e d e s  v s B d e x i s t i e r t  n a c h  dem S a t z  von  Banach  g e n a u  
e i n  F i x p u n k t  von  V ( v , . )  i n  X. Durch  F ( v )  = V ( v , F ( v ) )  w i r d  
damit eine Abbildung der Kugel B d in sich definiert, w~hlt 
man d gem,S (1.3). Es wird gezeigt, dab F vollstetig ist. 

Sei {v k} cB d eine gegen v konvergente Folge. 

IIF(Vk) - F (v ) I I  ! I IV(Vk ,F(Vk) )  - V ( V k , F ( v ) ) l l  

+ t l V ( V k , F ( v ) )  - V ( v , F ( v ) ) l l  

O d IIF(v k) - F ( v ) I  I 

+ IV(Vk,F(v)) - V(v,F(v))II , 
woraus wegen der Stetigkeit yon V(.,F(v)) die Stetigkeit 
yon F folgt. 
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4 KIELHOFER 

Die Kompaktheit von F: 

Wegen (1.2) sind die Mengen V(Bd,U) fGr jedes u E B d rela- 
tiv kompakt in X. Sei K c B d ein relatives Kompaktum in X. 
Dann ist die Menge 

L : {wlw : V(v,u), v s B d , u s K} : V(Bd,K) 

ebenfalls relativ kompakt in X. Denn zu vorgegebenem e > 0 
besitzt K ein e/2 - Netz {u,,...,u n} und ~ V(Bd,U ~) ein 

9:1 
E/2 - Netz {x,,...,Xm} , welches ein e - Netz fur List. 

Der Fixpunkt F(v) von V(v,-) ist Grenzwert der Folge {Un} , 
definiert dutch Uo6Bd, Un+ , = V(V,Un) , die wegen der ein- 
heitlichen Kontraktionskonstanten Pd gleichm~6ig fGr alle 
v s B d gegen F(v) konvergiert. Weiterhin folgt induktiv, 
da~ die Mengen U ~ = {Uo} , Un+ , = V(Bd,U n) fHr alle n6~ 
relativ kompakt in X sind. 

Sei nun e > 0 vorgegeben. Zu e/2 existiert ein N (unabh~n- 
gig von v s Bd) , so daS 

c 
II F(v) - UNll i ~ , UN s U N , ist. 

U N besitzt ein e/2 - Netz, welches damit ein e - Netz fGr 
F(B d) ist. Das bedeutet die Kompaktheit yon F. 

Der nach dem Schauderschen Satz existierende Fixpunkt von 
F in B d ist dann der behauptete Fixpunkt u : V(u,u). 

2. Lokale Existenzs~tze von Inte~ral$1eichun~en in 
Banachr~umen 

Im folgenden ist E ein reeller Banachraum (mit der Norm 
II If) und A ein linearer, abgeschlossener Operator in E, mit 
einem (nicht notwendig dichten) Definitionsbereich D(A). 
-At e ist eine fGr t > 0 stetige Halbgruppe in E, die fur 

t > 0 der Differentialgleichung 

(2.1) d -At -At d--~ e u : -A e u, u 6 E , 
d genGgt (~-~ = starke Differentiation in E), fur t + O abet 

eine Singularit~t besitzen kann : 
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KIELHOFER 5 

(2 .2)  
-~t 

lie -At ull < c e____ li~ll uCS, ~>0 ,  t >0 ,  a>0.  -- I t a ' 

FGr uED(A) soil indessen gelten: 

(2.3) lim lie -At u - ull : o , 
tr 

us D(A) = E m E. 

Welter werden - in Analogie zu den holomorphen Halbgruppen- 
die Stetigkeit von Ane -At u , uEE, fGr t>O und folgende 
Absch~tzungen vorausgesetzt: 

(2.4) II An e-At ull ! ~ -~t 
e (n) t-- ~ l iu l l ,  uez  , ngN . 

FGr y > a existiert das Integral 
oo 

i S e-At t Y-i dt , (2.5) r-7~T o 

welches einen in E beschr~nkten Operator B definiert. Y 
Wegen (2.1), (2.2), (2.3) und der Abgeschlossenheit yon A 
gilt AB~u = u fCr us 

-I Es wird vorausgesetzt, dad A existiert und Gberall defi- 
niert ist; es kann in diesem Fall unter Ausnutzung der 
Kommutativit~t Ae -At ~ e -At A und yon (2.!), (2.2), (2.3) 
gezeigt werden, dab BI= A -I ist (s.Beweis von Lemma 3.1). 

= A -Y und (A-Y) -I = A Y D(A Y) = R(A -Y) gesetzt Dann wird By 
(Y > a), denn mit B Iist auch By invertierbar, was wie in 
[8], S.159, gefolgert wird. Insbesondere gelten fGr die 
Operatoren die Potenzrechengesetze, wobei allerdings der 
Definitionsbereich berCcksichtigt werden mud. W@iter kann 
wie in [8] mit Hilfe von (2.2) und (2.4) bewiesen werden, 
dab AYe -At u, us fGr t>O stetig ist und dab 

e-St (2.6) IIA Y e -At ull ! c3(Y) 7m-f llull, ucE 
giltjy((a,l-a).Schliedlich ist auch AYe -At ~ e -At A Y f~r 
t > 0 .  

LEMMA 2.% K s e i  e i n e  r e l a t i v  k o m p a k t e  M e n g e  i n  E .  D a n n  i s t  

die Familie {A Y e -~ uluEK} mit y>a oder y=O (A ~ = id) 
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6 KIELHOFER 

i__nn jedem Punkt t o > 0 gleichgradig stetig, d.h. 

IIA Y e - A t ~  u - A Y e - A t  u ll i , 

falls It o - t I ~ 8(s), fur alle us 
Beweis: Sei t o s (tl,t 2) mitt I > 0. Dann ist die Abbildung 
u + A Y e -At u von E in C([tl,t2],E) stetig: 

IIA Y e -At u I - A Y e -At u2I I ~ c3t~ @a+Y) IIu I- u2I[ 
Deswegen ist {A Y e -At uluEK] ~omgakt in C([tl,t2],E) und 
nach dem Satz yon Ascoli - Arzelg gleichgradig stetig in t o . 

Im folgenden wird stets yE(a,l-a) und 0 ~2a+Y < i 
vorausgesetzt. 

SATZ 2.2 Es sei X = C([O,T],E) mit der Supremumsnorm II II X 
versehen. Dann gen~gt V: X • X § X, definiert durch 

t _A(t_s)R(v(s),u(s))ds,ts ] V(v,u)(t) = e-Atuo + S AYe 
O 

V(v,u)(O) : Uoe~ , 

den Voraussetzungen yon Satz 1.1 i~n X f~r ein geei~netes 
T>O, falls R: E • E § E folgende Eigenschaften besitzt: 

a) R(v,.) ist fur jedes vEB d = {viilvlI ~ d) c E 
lipschitzstetig mit einer Konstanten Pd' die yon 

(2.7) vs d unabh~ngig ist. 
b) R(',u) ist fur jedes us d vollstetig. 

Beweis: Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Da~ V tat- 
s~chlich in X abbildet, wird unter 3) gezeigt werden. 
I)V gen~gt (1.1). 

Wegen b) gilt IiR(v,o)II ~ R d fur vEB d und (2.3) zusammen 
mit (2.2) impliz!ert II e-At UoI I ~ c4(Uo) fCr t > O. 
Im folgenden sei f~r festes d > c4 

f all- ~a+y) ( 2 . 8 )  0 < T < ( 1 - ( 2 a + y ) ) ( d - c 4 .  

J 

Mittels (2.6) und a) kann abgesch~tzt werden: 
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KIELHOFER 7 

IIv(v,ul)(t) - v(v,u2)(t)II 
t 

i c~ / (t-s)-~+Y)IIR(v(s),u1(s)) - R(v(s),u~(s))II ds 
O 

Ti-~a+y) 
- 1-~a+y) 
f~r allev s B d c X. Wegen (2.8) ist Pd < I. 

2)Aufgrund der Absch[tzung 

Ilv(v,o) 11 < e + c~R d x - 
gilt wegen (2.8) auch (I.]). 

Ti- ~a+y) 
1-(m+y) 

3)Es ist noch (1.2) zu beweisen. 
Sei {v k}CB d c X eine gegen v in X konvergente Folge. 
Die Mengen K I = {vlv = v(s), s E [O,T]} und 

K 2 = {ulu = u(s), s E [O,T]} (JluJl X ~ d) sind jeweils 
kompakt in E. Zu vorgegebenem s>O sei {ul,...,u n} ein 

- Netz von K 2 und wegen der Kompaktheit yon K~ 
existiert ein ~(~), so dab fCr alle (v,w) E K~ x B d mit 
llv-wll < gi t: 

IIR(v,u v) - R(w,u v) II _ < ~ , v : i .... ,n . 

Damit kann fCr beliebiges s s [O,T] abgesch~tzt werden: 

IiR(Vk(S),U(S))- R(v(s),u(s))lJ~s,falls IJVk-Vll X ~ 8(E) ist. 
Das impliziert aber lim IiV(Vk,U) - V(v,u)II = 0 . 

k§ X 
Zur Kompaktheit von V(',u) in X ist zu zeigen,da~ die Men- 

t -A(t-s ge L = {wiw(t) = f AYe )R(v(s),u(s))ds,V6Bd,W(O)=O) 
O 

in X beschr~nkt, gleichgradig stetig und L(t o) = {W(to) JW6L] 
fGr jedes toE[O,T ] re!ativ kompakt in E ist. 
Im folgenden sei u s B d m X fest gew[hlt. 
Wegen IIR(v(s),u(s)II ~ ~d d + R d ist L beschr[nkt in X. 
AIs n[chstes wird die relative Kompaktheit von L(t o) ge- 
zeigt (t o E (O,T~). 

~ ~o§ w(t~ = oO AYe-ASR(v(to_S)~U(to_s))ds :~§ + 
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8 KIELHOFER 

Es wird zuerst in mehreren Schritten bewiesen, dad die Men- 
ge 16 : (A Y e -As R(V(to-S),U(to-S))IvEB d, SE[6,to]} relativ 
kompakt in E ist. 
Wegen b) ist f~r u6B d c E 

K3(u) : {R(V(to-S),U)iVeB d c X, s 6 [6,to]} 
relativ kompakt in E. Aufgrund yon Lemma 2.1 gibt es zu je- 
dem e > 0 ein 6o(e) > 0, derart da~ f~r alle v6B d c X und 
jedes s o 6 [6,t O] 

II ( Au e-As - AY e-AS~ R(v(to-S),~ll! ~ gilt, 

sofern nur iS-Sol ~ 6o(e) ist. 
Sei nun {sl,...,s n} ein 6o(e) - Netz in [6,to]. Die in E 

n 
relativ kompakte Menge ~_~ A Y e-ASv K3(u) besitzt ein e/2- 

v:1 
Netz {xl,...,Xm} , welches ein e - Netz f~r 
K~(u) : {A Y e -As R(v(to-S),U)Ivs d c X, s 6 [6,to]} ist. 
Das bedeutet die relative Kompaktheit von K~(u) in E. 
F~r jedes s o 6 [6,t o] gilt wegen der gleichm~6igen Stetig- 
keit von u6B d c X: 

- 

036 ~a+y) 0d llu(to-S)-U(to-So)ll ! ~ , falls IS-Sol ! 61(~) 
ist Sei {t I ,t k} ein ~1(e) - Netz in [6,t o] Ein ~ - 

 9 ~ ~  ~ 2 k 
Netz {y~,...,yl } yon ~_~ K~(u(to-ti)) ist dann schlieSlich 

i:1 
ein e - Netz fdr 16. 
Nach einem Satz yon Mazur ([6],S.416) ist der AbschluS der 
konvexen H0lle yon 16, co I6, ebenfalls kompakt in E. 

t 
i fo Ay e_AS R(V(to-S)' U(to-S))ds 6 c--o 16 Wegen ~ 6 

61- ~-a+Y) 
und i § <c3(P d +R d) -- 1 ~a+y) f~r allev 6 B d c X folgt 

O 

schlie~lich, dab L(t o) relativ kompakt in E ist. 
Zum Schlu5 wird die gleichgradige Stetigkeit yon L in jedem 
Punkt t O s [0,T] gezeigt, weraus auch die eingangs erw~hnte 
Abbildungseigenschaft yon V folgt. Sei t o 6 (O,T) und to<t: 
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KIELH~FER 9 

to~ (AYe-A(t-s)_AYe-A(to-S))R(v(s),u(s))ds w(t)-w(t o) : j8 
O 

to t 
+ S § + S A Y e -A(t-s) R(v(s))ds 
to-8 t o 

Die letzten beiden Summanden kSnnen unabh~ngig yon VEBdCX 

durch 2c3(~dd +R d) -1-@a+y) beziehungsweise dureh 
i-Ca+u 

(t-t o ) c~(Pdd + Rd) 1-~a+y) abgesch~tzt werden. 

Bleibt noch der erste Summand: 
Sei s E [O,to-8] fest. Wegen b) ist die Menge 
{R(v(s),u(s))IVEBdCX} relativ kompakt in E. 
Nach dem Lemma 2.1 gilt damit fGr jedes s E [O,to-8] : 

lim sup II(AYe-A(t-s)-ATe-A(to-S))R(v(s),u(s))ll = 0 
t+t o vs d 
Da der Integrand eine von tE[to,T] unabh~ngige integrier- 
bare Majorante besitzt, folgt nach dem Satz von Lebesgue: 

to~8 
lim sup II(AYe-A(t-s)-AYe-A(t~ = 0 
t+t o o vEB d 
und weiter 

to-8 E sup II S (AYe-A(t-s)-AYe-A(t~ ~ y , 
vEB d o 
falls nur t-t ~ < 8o(E) ist. 
Der Fall t o s (O,T] und t < t o ist analog zu beweisen.q.e~. 
Die S~tze 1.1 und 2.2 liefern zusammen die Existenz einer 
stetigen LSsung yon 

t 
(2.9) u(t) = e -At u o + f A Y e -A(t-s) R(u(s),u(s)) ds , 

O 

UoEE , im Intervall [O,T], wobei T durch (2.8) gegeben ist. 

SATZ 2.3 R genGse den Voraussetzungen (2.7). Liegt ~ede 
steti~e L~sung von (2.9) in E und gil t 
IIe-AtulI < c IlulI, t>o, us dann besitzt (2.9) eine stetige 

-- 5 

129 



10 KIELH~FER 

LSsung i_~n eine____m maximalen Existenzintervall [O,Tmax) , wobei 
gilt: 

lira flu(t) II = ~, falls T < ~ ist. t+T max 
max 

Beweis: Ist die stetige L6sung yon (2.9) lokal in einem In- 
tervall [O,T] bestimmt, setzt man sie stetig fort ~ indem 
man lokal die Integralgleichung 

t -A(t-s ~(t) = e-A(t-T)u(T)+ ~ AYe )R(~(s),~(s))ds 
T 

f~r tE[T,T 1] lSst. ~ ist die stetige Fortsetzung als L6sung 
yon u auf [O,T1]. 
W~re ~ llu(t)ll < ~ f~r T < ~, dann k6nnte man u im 

t+Tmax max 

Punkt t = Tma x stetig als L6sung yon (2.9) erg~nzen (s.(2.~) 
und nach oben beschriebener Methode weiter fortsetzen. Das 
widerspr~che der Maximalitgt yon T max 
Im folgenden wird R(u,u) = R(u) gesetzt. 

3. Lokale Existenzs~tze fur fastlineare Evolutions- 
gleichungen im Banachraum 

In diesem Abschnitt geht es um Differentialgleichungen der 
Form 

(3.1) Dtv(t) : -Av(t) + F(v(t)) , v(O) = v ~ 

mit dem in Abschnitt 2. eingefUhrten linearen Operator A 
(mit allen dort gemachten Voraussetzungen) und einem nicht- 
linearen Operator F. Dabei steht D t f~r eine noch zu pr~- 
zisierende Differentiation im Banachraum E. 

FUr F wird vorausgesetzt: 

R : FoA-Y : E § E gen~gt (2.7) 
(3.2) ~R(v,) -R(v~)ll _< cs(d)llv,-v~ll ~~ 0 < ~o <-- 1, 

alle I rv i l l  d ,  i : 

Was bisher fiber A vorausgesetzt wurde, sagt noch nichts 
-Ah 

Hber das Verhalten des Quotienten e u-u bei Ann~herung h 
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KIELHOFER 11 

von h gegen 0 aus. 

Ffir den Spezialfall, dab -A eine holomorphe Halbgruppe er- 
zeugt, konvergiert ffr u6D(A) dieser Quotient in der Norm 
gegen -Au. Es wird hier eine schw~chere Voraussetzung ge- 
macht, die - wie alle bisherigen Aussagen fiber A - auf die 
sp~tere Anwendung zugeschnitten ist: 

(3.3) 
Es existiert eine stetige Halbnorm I I auf Emit 

limle-Ahu - u - (-Au)l = 0 ffir us h h+o 

Die Differentialgleichung Dtv + Av : F(v) ist dann in fol- 
gendem Sinne zu verstehen: Gesucht ist eine stetige Abbil- 
dung v: [O,T] § E, v(O) = Vo, derart dab 

lim I v(t+h) - v(t) _ (-Av(t) + F(v(t))) I = 0 h h+o 
fflr jedes t6(O,T] erffillt ist. Bezeichnet man mit 

Dtv(t) : {w s I limlV(t+h)-v(t) I : O} h h+o 

so ist (3.I) als 

(3.4) -Av(t) + F(v(t)) 6 Dtv(t) , v(O) = v ~ , 

zu verstehen. Mit I ] = II II ist D t die starke Differentia- 
tion in E und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes steht 
in (3.4) das Gleichheitszeichen. 
Es ist das Ziel, lokal eine LSsung yon (3.4) nachzuweisen. 

LEMMA 3.i Sei u6E und 0 < r < t. Dann ist 
t 
f e-A(t-S)u ds s D(A) und 

t e_A (t_s) -A (t-r) -A f u ds : e u - u . 
r 

Beweis: Wegen (2.1) ist 
d e-A(t-s) -i -A(t-s) ~-~ A u : e u , 0 < s < t, 

tTee-A(t-S)u -AE A- i A(t-r)A-, ds : e u - e- u 
r 

woraus wegen (2.3) die Behauptung folgt. 
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LEMMA 3.2 Es sei 0 ~ @a < i-y. Jede stetige L~sun $ der In- 
tegralgieichung (2.9) is% in j@dem abseschlossenen Inter- 
vall [8,T], ~ > o, ihr@s Existenzintervalles hSlderstgtig 
mit einem Exponenten 61, 0 < 6~ < l-(%a+y). 
Beweis: Unter Ausnutzung der Absch[tzung 

II ( e-Ah -I)#(81+2a)ul] i C,~ h  llull, ueE, 
welche aus Lemma 3.1 mittels (2.6) folgt, kann der Beweis 
wie in [iO], S.282, gefHhrt werden. 
SATZ 3.3 Under den f~r A und F gemachten Voraussetzungen 
(mit 0 ~ 4a < I-~, 0 ~ a < ~o~2) besitzt (3.4) mit AYVoEE 
eine LSsung v i_~n [O,T) mit f0!genden Eigenschaften: 
a) AYv C C([O,T],E) 
b) v(t) s D(A) f~r t s (O,T] 
c) Av ~ C((O,T],E), F(v) C C([O,T],E) 
d) DrY(t) 9 -Av(t) + F(v(t)), t E (O,T), v(O) = v o . 
Beweis: Mit u = AYv besitzt wegen Satz 2.3 O O 

t u(t) : e-Atu ~ + ~ AYe-A(t-s)R(u(s)) ds 
O 

eine stetige L~sung in [O,T]. Setzt man v(t) : A-Yu(t), so 
folgt v(0) : v und O 

t _A(t_s)F v(t) = e-Atv + f e (v(s)) ds 
O O 

t _A(t_s)F : e-A(t-8)v(9) + ~ e (v(s)) ds, 0 < 0 < t 
e 

Der erste Summand ist f~r t E (e,T] in D(A) und in der Norm 
stetig differenzierbar. Der zweite Summand wird wie folgt 
zerlegt: 
t -A(t-s) t _A(t_s)F -[ e (F(v(t))-F(v(s)))ds + I e (v(t)) ds 8 8 

: Sl(t) + S2(t)  9 
Nach Lemma 3.1 ist Sz(t)s und SI(t)6D(A) for t E (6,T] 
folgt aus der Absch~tzung 

t (t-s) [ llAe -A (F(v(t))-F(v(s)))ll ds g c6~ (t-s)-i-a+6~ ds e 8 
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und der Abgeschlossenheit von A. Die Stetigkeit von AS~ be- 
weist man mittels Lemma 3.1 (F(v) ist stetig) und die Ste- 
tigkeit von AS I folgt mit Hilfe der obigen majorisierenden 
Absch~tzung ~hnlich wie im Beweis yon Satz 2.2. Damit ist 
a) bis c) bereits bewiesen. 
Sei zun~chst h > 0 und t 6 (8,T]: 
1 (v(t+h) - v(t)) i (e-A(t+h-e) _ e-A(t-e))v(e) 

1 -Ah t e_A(t_s) + W (e - I) f F(v(s)) ds 
8 

t+h 1 e-A(t+h-s) + W f F(v(s)) ds 
t 

FGr den dritten Term gilt die Zerlegung 

i t+h -A( It~he-A(t+h-S)F(v(t))ds - ~ ~ e t+h-S)(F(v(t))-P(v(s)))ds 
W t 

deren zweiter Summand fGr h~O in der Norm gegen Null strebt 
und fGr deren ersten nach Lemma 3.1 -~ (e-Ah-l)A- IF(v(t) ) 
geschrieben werden kann. 

t -A(t-s)F(v(s)) ds nach den vorherigen Uberle- Da auch f e 
0 

gungen in D(A) ist, folgt wegen der Voraussetzung (3.3): 

lira I ~ (v(t+h) - v(t)) - (-Av(t) + F(v(t))) I : 0 . 
h~O 
Wegen der starken Stetigkeit yon -Av + F(v) in (O,T] folgt 
schlieSlich d). 

KOROLLAR 3.4 Unter den Voraussetzungen der S~tze 2.3 und 
3.3 besitzt (3.4) eine LGsung mit den Eigenschaften a) bis 
d) i_~n einem maximalen Existenzintervall [O,Tma x) und e_~s 
gilt 

lim II AYv(t) II : ~ , fa!Is T < ~ ist. t+T max max 
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4. Resolventenabsch~tzun~en und Halb~ruppen 
elliptischer Operatoren 

c R n ist im folgenden ein (nicht notwendig beschr~nktes) 
Gebiet, das, um die Bezeichnung yon Definition i in [3], 
S. 28, zu verwenden, "gleichm~Sig regular yon der Klasse 
C 4m " ist. Grob gesprochen ist der Rand 8fl eine (n-l)-di- 
mensionale orientierte Mannigfaltigkeit der Klasse C 4m, je 
N verschiedene Karten haben leeren Durchschnitt und sind 
samt ihren Ableitungen bis zur Ordnung 4m gleichm~Sig be- 
schr~nkt. 

ol W (~), Wp(2) (i ~ p ~ ~ , 16~o) sind die (reellen) Sobolew- 
r~ume ~ber ~ mit der Norm II llp, I. 
F~r 0 < a < iist 
Cl+~(~) :: {ulu : ~ ~ IR, u 6 CI(~), 

ID~u(x)-D~u(y)I 
IlUlll+ a :: max sup ID~u(x)l + max sup <.} 

I~lll x[~ I~I:l x6~ Ix - yl ~ ' 
y6~ 

n 
wobei ~ =(~1,..,~n),I~I = [ ~i ' D~u : ~ 81alu .- ist. 

i=l Ix I .... ~nx n 

cl+e([) mit der Norm II Ill+ e versehen ist ein Banachraum. 
In Ca(i) wird folgender Unterraum definiert: 
C~(~) := {ulu 6 Ce(~), lim II~kUll a = 0} fNr alle Funktionen 

n k c c'(sn), nk(x) : o fur Ixl ~ k,llnkH I i CI, kC~, ION ~ 
(Die Konstanten C 1 sind zwar unabh[ngig von k, k@nnen aber 
durchaus yon der Funktionenfolge {~k } abh[ngen.) 
C~+e(~) :: {ulu 6 cl+a(~),D~u 6 C~(~), I~ I ~ I} ist for je- 
des 16~ ~ ein abgeschlossener Unterraum yon cl+a([), also 
ein Banachraum. 
LEMMA 4.1 ~=(~) := {ulu s C~(~), supp u ist beschr[nkt} 
is___tt bezG51ich II lla, , 0 < a' < a , dicht i__nn C~(~). 
(supp u ist der Tr~ger von u.) 
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Beweis: i) ZunEchst sei ~ : IR n. Zu u 6 C~(~ n) ist 
u6(x) = ~ ms(z)u(x+z) dz die durch den "Friedrichsschen 

~n 
Mollifier" gegl~ttete Funktion. Speziell sei nun Ok(X) = 1 
fGr Ixl ~ k+l. Mit v = (1-nk)U ~ 6 C (~n) erh~It man: 

I1~ - v~lla,n II(1-nk)(U -ua)lla, § Ilnkulla, 
o,<11~ -ual la,(~k) + II~ulla}, ~ :  <xllxl~ k+2}. 

< E ZU vorgegebenem e > 0 existiert ein k omit Ilnko ull+ _ ~  
und ein ~ mit flu -u~l I < e Ca'(~k ) -- c~ ' da eine Interpola- 

O 

tionsungleichung (s. [2], S. 657) 
a t a t 

Ilwll~, a eo{llwlla ~llwH~ -w + Ilwl[o} 
gilt. 
2) FUr ~ c IR n sei ~ E C~(IR n) eine Fortsetzung yon u E C~(~), 
welche bei dem vorausgesetzten Eigenschaften yon ~C exi- 
stiert. Die Behauptung folgt dann unmittelbar aus 1). 

0ber ~ sei A ein Differentialoperator der Form 
A(x,D) : [ aE(x)D~ 

lalA2m a 

wobei a s 6 c2m+l+a(~) , 2~ : {xllx-yl < 8, y s 2}, voraus- 
gesetzt wird. Weiterhin sei A gleichm~Rig elliptisch: 

(4.1) M-*Igl 2m < (-I) m 
m 1~l!2maa ( x ) ~ _  E Mlgl 2m 

x s ~, ~ s IR n, ~ : ~l... ~an . 

Als Operator in Lp(~) wird A als Ap mit dem Definitionsbe- 
reich D(Ap) = w~m(~) N ~(~) bezeichnet. 

Als Operator in C~(5) hat A den Definitionsbereich 
_2m+a D(A) : {u[u 6 c, (W), D~u[~ a : O, I~l 5 m-l}. 
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Bemerkung: Um Spektraltheorie in den reellen R~umen L (~) P und C~(~) betreiben zu k8nnen, seien diese auf natGrliehe 
Art komplexifiziert und der (reelle) Operator A linear fort- 
gesetzt. 
SATZ 4.2 Es existieren Konstanten e, A ~ > 0 derart, da~ 
fGr alle 

c A : ~ c ~, - 89 - ~ ~ a r g  ~ ~  89 + ~ ,  I~I _> Ao~ 
die folsenden Abseh~tzun~en ~elten: 

(4.2> Ixlllullo +lxl 1-~llull~ +lxl -~mllull2m+~ s o,ll(A+x)~ll~ 
f d r  u 6 c2m+a(~) ,  Daula ~ = o,  lal ! m-1 , 

2m l_J2~m (4.3) a:o~ Ixl Ilullp,3 -< o~011 (Ap+X)U~p,o 
fGr u s D(Ap). 

Das Prinzip des Beweises fGr (4.3) findet man bereits in 
[I] und die Obertragung auf die Ca-Theorie in [14]. Es ist 
zu beachten, da~ die dort benStigten a-priori-Absch~tzun- 
gen auch fGr unbeschr~nkte "gleichm~ig regul~re" Gebiete 
gelten (s.[3] S.44, [2] S.668). 

SATZ 4.3 A liegt in der Resolventenmenge yon -Ap und -A . 
Beweis: Der Beweis fHr A ist der gleiche wie in [14] un- P 
ter Ausnutzung der Resultate von [3] (Theorem 14) ~ber die 
formal Adjungierte, die f~r "gleichmg~ig regul~re Gebiete" 
und gleichm~ig elliptische Operatoren mit den vorausge- 
setzten glatten Koeffizienten gelten. 

Wegen (4o2) ist lediglich die Surjektivit~t von A + ~I zu 
zeigen. 
Sei also f 6 C~(~) gegeben. Gem~ Lemma 4.1 existiert eine 
Folge {fn } in ~(~) mit fn + f in der It liar- Norm, O<a'<~. 
Aufgrund des Ergebnisses Nber A und des Regularit~tssatzes P 
(Theorem 4 in [3]) in der Lp-Theorie ist die Gleiehung 
(A + ~)u n = fn mit u n s D(Ap) N w2m+l(~) 16sbar. P 
F~r P < n ist u dann sogar in c2m+~(~) (s.[12] oder -1-~ n 

O m auch Satz 5.3) und u n E Wp(~) N cm(~) impliziert die Hand- 
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: O, I~I < m-i (s. fGr p:2 z.B.[8], S.39). bedingung D~Unl 8~ 

Wegen der Absch~tzung II~kD~UnIla < c 1,11qkD~unllp,l , l al <_ 2m, 
2m+a . .2m+l.^. s C, (~). Der Grenzfibergang und u n E Wp t~) folgt u n 

n§ liefert mit (4.2) fGr a' schlie61ich, da5 (A + 1)u = f 
^2m+a ' mit u s (~), D~ul~ ~ : O, I~I < m-l, 18sbar ist. Da die 

approximie2ende Folge {fn } bez~glich II II a beschr~nkt ge- 
w~hlt werden kann (s. Beweis zu Lemma 4.1), ist auch die 
Folge IlUnII2m+ a beschr~nkt, woraus u 6 c2m+a(~) folgt. 
Bleibt noch zu zeigen, da5 u s c2m+~(~) gilt: 

Dazu sei {qk } eine bei der Definition von Ca,(~) beschriebe- 
ne Funktionenfolge. (4.2) liefert: 

llnkull2m+~ <_ o,~11 (A + 1)nk~ll ~ 

< c , , { l l nk r l l a + l a i l ! 2  m II (D~lqk) (D ~ .  ju ) l l~}  , 
la j  IZ2m-1 

was wegen u E c 2 m- l + a ( ~ )  l i m  II%ul12m+~ : o beweist. 

~2m+a . ~ .  f o l g t  s c h l i e ~ l i c h  D~u E C~(~ )  I ~ l  < 2m, o d e r  u s u ,  ~ )  

Durch Addition einer positiven Konstanten zu A, welche f~r 
die Existenzaussagen im 6. Abschnitt ohne Bedeutung ist, 
kann erreicht werden, da~ die Menge 

A = {~ E CI- [ - ~ < arg I < [ + e}U{O} in der Resolventen- 
menge yon -Ap und -A liegt und da5 ffir I [ A die versch[rf- 
ten Absch[tzungen gelten: 

(4 .~ )  (1t l  +1)11~11 o + (111 +1)  -~ l lu l l~  + (111 +~  
<_ o,~11 (A § t)ul l~ , u E D(A) ,  

(4 .~ )  (111 +~)11~1I~,o + 1t~tl~,2m 
i o,,11(% § l )u l l~ ,o  , u ~ O(%) .  

(4.5) impliziert, da~ -Ap in Lp(~) eine holomorphe Halbgrup- 
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pe erzeugt, die fur t+~ exponentiell abklingt (s.[8], 
S.IOI ff.). FGr Ap in E : Lp(~) gelten dann (2.1) bis (2.4) 
mit a = 0 (E =E). Weiterhin k6nnen fur alle ys gebrochene 

Y definiert werden~ die (2.6) mit a = 0 genGgen Potenzen Ap 
(s.[8], S.158 ff.). (3.5) gilt natOrlich mit I I = II Ilp, o- 

F sei eine Kurve in C, die A berandet und einen Bogen in A 
um 0 macht (s.[8], S.I02). 

Definiert man for t > 0 

1 ekt -* (4.6) e-Atu : ~ f (A+ hi) u d~, u 6 C.(~), 
F 

so konvergiert wegen (4.4) das Integral in C,(~) und genUgt 

(2.1), (2.2) und (2.4) mit a : ~-~ in E : C,(~). (2.5) kann 
mit  E = D(A) wie f o l g t  b e w i e s e n  werden  ( s . [ 8 ] ,  S . 1 0 4 )  : 

-At 1 eat e u-u : - ~-~-f f (A+ ll)-IAu , u 6 D(A) , 
F 

und wegen (4.4) kann der Grenz~bergang t+~ mit der Integra- 
tion v e r t a u s c h t  w e r d e n .  E ine  w e i t e r e  Anwendung von ( 4 . 4 )  
ergibt schlie~lich 

1 AU -~- = 0 - ~ f (A  + ~ z )  -~  a~  
F 

Da A -I existiert und Uberall definiert ist, k6nnen durch 
(2.5) fur y > ~-~ gebrochene Potenzen A -Y definiert werden, 
die fur u = 1 mit A -I ~bereinstimmen (s.2.). A Y = (A-Y) -I 
genUgt dann allen in Abschnitt 2 gemachten Voraussetzungen. 

Zuletzt soll (3.3) fur die Halbgruppe e -At in E = C,(~) un- 
tersucht werden. Dabei sei x6~ fest gew~hlt und lul = lu(x) I 
eine stetige Halbnorm auf E. 

Die  Ab~oh~t~ung l l (A+~ I ) - ' ~ l l  ~ < c 1--!--I1~11~, , 0 < ~ '  < ~ , 
~(~) impliziert -- 181~J U 6 C, 

( 4 . 7 )  I l e -A tu l lo  • ~  , t > 0 , ~ C C~ (~ ) .  
A ~  

u s C~(~) s e i  nun b e l i e b i g  und {u n} c C (~) e i n e  Fo lge  ge-  
m~6 Lemma 4.1, die in der II II~, - Norm gegen u konvergiert. 
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I(e-Atu)(x) - u(x)I ~ I(e-At(u- Un))(x) I 

+ I(e-Atun)(X) - Un(X) I 

+ fUn(X) - u(x)l 
n %0{flu- UnIIm , + I(e-Ap t un)(x) - Un(X) I} (2m > ~). 

n -Apt (FUr 2m > ~ hat e u n einen stetigen Repr~sentanten 
und es gilt punktweise (e-Atun)(X) = (e-Ap t Un)(X).) 
Daraus ist zu folgern: 

n Gilt f~r p > ~-~ , xs 

(H) lim l(e-Aptv)(x) - v(x) I = 0 f~r allev g 8~(~) , 
t+o 

dann ist auch 
(4.8) lim I(e-Atu)(x) - u(x)I = O f~r alle u E C~(~). 

t+o 
(H) sei einmal vorausgesetzt. F~r uED(A) ist nach Lemma 3.1: 

1 (e-Ah 1 ~ e-ASAu ds , 
u -  u) : - W o 

insbesondere auch: 

((e-Ahu)(• - u(x)) : h 
1 ~ e-AS - ~ ( Au)(x) ds, 

o 
woraus wegen der Stetigkeit des Integranden in [0,~) 

I~((e-Ahu)(x) - u(x)) - (- Au)(x) I : 0 folgt. lira 
h+o 
Damit gilt (3.3) in E = C~(~) fGr lul = lu(x)l unter der 
Voraussetzung (H). 
(H) ist richtig fGr 2 = IR n : Sei vE~(IR n) = C~(~ n) . 

lip, 2m n l(e-Aptv)(x) - v(x) I ~ 02111e-Aptv - v , 2m > ~ , 

c1~llAp(e-Aptv - v)ilp, ~ : c1,11e-Ap t ApV - ApVllp, ~ , 

da fur 0 = IR n C~(IR n) c D(Ap) = w2m(c) i s t .  
P 

Im allgemeinen k~nnen wir die Galtigkeit yon (H) nicht 
nachweisen. Mehr dazu folgt im Abschnitt 6. 
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Bemerkun~ : Die Halbgruppen e-Ap t -At , e , definiert durch 
(4.6), wirken, eingeschr~nkt auf die reellen R~ume Lp(~) 
bzw. C~(~), in diesen R~umen und alle ben6tigten Eigen- 
schaften bleiben erhalten. 

. Nichtlineare Differentialoperatoren 

in Lp(~) und C,(~) 

In diesem Abschnitt sollen nichtlineare Differentialopera- 
toren F angegeben werden, f~r die R : FoA -u die Bedingung 
(3.2) erf~llt. 

Zuerst wird der Fall E = L (~) untersucht. Dazu dient uns P 
die Theorie der Interpolationsr[ume. 

Sind XI, X~ Banachr[ume, die beide stetig in einen Haus- 
dorffschen topologischen Vektorraum einbettbar sind, dann 
k~nnen die Interpolationsr[ume (intermediate spaces) 
(XI,X2)8, q , 0 < 8 < 1 , 1 _< q _< ~, definiert werden (s.[4 
S.165 ff.). 

FHr den Spezialfall, dab X 2 : D(A), der Definitionsbereich 
eines Operators -A in E = X l ist, der eine beschr[nkte 
Halbgruppe der Klasse C ~ erzeugt, kann (E,D(A))e, q auch 
wie folgt definiert werden (s.[4], S.194) : 

li (E,O(A))0, q : {ulIlulI+ (t-SIJe-Atu - uI[) q ~ < =} 

Der Ausdruck in der Klammer definiert eine ~quivalente 
Norm auf (E,D(A))0, q . 

LEMMA 5.1 -A erzeuge eine holomorphe Halbgruppe in E, fGr 
die die Absch[tzungen (2.2), (2.4) und (2.6) mita : 0 gel- 
ten. Dann gilt algebraisch und topologisch: 

D(A Y) c (E,D(A))8, q , 0 < O < y ~ 1, 1 < q < 

Dabei ist D(A Y) mit der Norm II II : J[ AY. [I ein Banach- 
D(A Y ) raum. 
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Beweis: +) Sei u 6 D(AY), u : A-Yv, vs Lemma 3.1 liefert 
z u n N c h s t  : 

t e_AS v t -~s f l e - A t u - u~  : It f A1-Y dslt <_ c 3 I sY-1 e ds IIA~ull 
o o 

Damit erh~it man: 

(t-ell e-Atu _ ull) q ~ --< c q~ t -esY- le-~S ~ ~ IIA~ull q 
o 

Substitution t = e x e y , s : ergibt: 

: c q I e -e(x-y) e (Y-e)y e -6ey dy dx IIA~ull n 

Mit 
f e -0x x > 0 

E ( x )  l o x<_O 
folgt welter: 

: c~ Ils * fll~ (,R)IIAYullq 
q 

, f(Y) : e(Y-9)Y e-~eY 

_< c~ IIEIl~r(~)ll fll~s <'R) iiA~ull q , ql-  r1+ ~-1 1 ,  1 < q , r , s ,  < ~ 

-- c q IIEIILqr(IR) t s(Y-8)-I e -s6t dt IIAYull q . 

KOROLLAR 5.2 Es gelte algebraisch und topolo~isch 
D(A) c F c E, wobei F ein Banachraum ist. 

Dann ist D(A Y) c (E,F)e,q , 0 < % < y ~ 1, 1 < q < ~ . 

Beweis: Aufgrund des Interpolationstheorems (s.[4],S.180) 
folgt (E,D(A))8, q c (E,F)8,q 

Angewandt werden Lemma 5.1 und Korollar 5.2 auf 
E = Lp(fl), A = Ap, D(Ap) = w2m(C)p N Wp~ F = w2m(C).p 

+) Die Idee zu diesem Beweis ist zu linden auf S.55 in 
J.L.Lions, E.Magenes : Probl@mes aux limites non homog@nes 
et applications, Vol. I Dunod, Paris (1968) 
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Mit den AbkNrzungen 

(Lp(2),W~(2))e, q =: Ws'q(2) s : el p ~ 
ws,P(2) : p P . _ = wS(2) mit der Norm iI Ilp, s 

sind unabhgngig yon l, s.[12]) gilt: 

i < p < ~ , und 

(die Definitionen 

SATZ 5.3 a) D(A~) ~ c w~'q(~), ~ s : 2me < 2my < 2m P P 
s1~q I s2~q 2 

b) Wp (~) c Wp (~) , O --< s 2 --< s I 
i --< ql -- < q2 -- < ~ ' (s.[4], S.259); 

c) Ws'q(~) c w~'q(~) , O < o : s n (s [12], S 302); p - ~   9 . 
~ ~ n insbesondere gilt wegen b) W 'q(~) c W '~(~), O< o ~ s- ~ . 

(Die Inklusionen gelten algebraisch und topologisch.) 

Bemerkung: In den zitierten Arbeiten wird nur der Fall ~:~n 
behandelt. Da aber wegen der Glattheit yon ~ ein stetiger 
Fortsetzungsoperator von WI(~) in WI(IR n) existiert und die P P 
Einschr[nkung von Funktionen Nber ~n zu solchen Hber ~ in 
jedem Fall stetig ist, gelten wegen des Interpolationstheo- 
rems die Aussagen auch fNr allgemeineres 9. 

Zur Interpretation dieser R~ume ist folgendes zu sagen: 
u E (Lp(~ n) WI(IRn)) e genau dann, wenn ' p ,q 

i 
llu[Jp,o + f (lhl-e IIAhUllp,o n < ~, i < q < ~, 

R" lhl - 
(5.l)sup (lhl-ellghUllp,o) < ~ , q : 

hEIR n 
AhU : u('+h) - u ; 

obiger Ausdruck ist zur Norm in wS(jR n) (0 < s : 8 < i) gqui- P valent. 

Sei s = [s] + s'. Dann ist u EwS(~{ n) genau dann, wenn P 
D~u E wS'(IRn), l~I < [s] (s.[4], S.257 ff.). 

FHr u E wS(~), s > p ~ , folgt u E W~'~(C) N Lp(C).O<o<s -n n 
. _ p ' 

und das impliziert auch 
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(5.2) sup Ju(x)l < c21 IIUlJp, s . 
x6fl 

Zusammenfassend gilt folgender 
SATZ 5.4 Die Abbildung D~OAp Y ist steti~ von Lp(~) i__~n 
W s-I~l (~) f~r I~l < s < 2mu < 2m . 

p ~ ~ 

Als ngchstes soll mine Klasse von Nichtlinearit~ten F in 
E = Lp(~) charakterisiert werde~, so daS R = FoA -Y die Vor- 
aussetzung (3.2) erf~llt. 
SATZ 5.5 Die messbare Abbildun 5 f: ~ xlR N + IR, N : N I + N2, 
h abe folsende Eisenschaften: 

(i) Jf(xl,v,u) - f(x2,v,u) j < lhd,(X ,) - hd,(X2) I 

f~r Ivl : ~Ivil , I~I : ~ luiT !d' , 
i=l i=i 

hd, 6 Lp(~) , f(-,O,O) s Lp(~) ; 

NI i i i Pi (ii) l~(x,v,,u)-f(x,v2,u)I i [ Igd,(x)ll v, - v~T , 
i:l 

0 < 0 i < i , Jvl, Ju I _< d' ' gd'i s L P (~) , x6 ~{ 
I-0 i 

N2 i (iii) If(x,v,u 1)-f(x,v,u~)I <_c~(d,) [ lu, ~-u~I , 
i=I 

Ivl,lul < ~' xc 
Dann hat die Abbildung w= (v,u) ~ f(x,v,u) :~(v,u) = }(w) 
von (wt(~)7 in Lp(~) mitt > n folgende Ei~enschaften: -- p -- 

I) ~(v,.) ist lipschitzstetig fir jJv ,t i= 

JJulJp, t < d, mit miner Konstanten unabh[ngi5 yon v ; 

l~Hui"p,t < d ; 2) ~(',u) ist vollstetig ftSr JJulJp, t : ": 

NI i i 0i 3) ll?(w~)-?(w~)llp,o < c23(d){ [ ll~-v~llp,o * 
-- i=i 

N2 i i + [ II~ -u~Ilp,o} i:l 
I~ < d , i: 1,2. fGr jlwi ,t -- 

143 



24 KIELHOFER 

Beweis: Zun[chst wird gezeigt, dab f tats[chlich in L (~) P 
abbildet: (v,u) E (wt(~)) N impliziert wegen t > n und (5.2) P 
sup [vi(x)l < c IIvi[Ip und sup iui(x)l < c2111uiIlp,t xg~ -- ~ I ,t -- " x6~ 
mt ~, : max (~ o,,llUElp,t) folgt dann: 

il9(v,u)flp,o <_ il9(v,u)- 9(o,u)ilp,o + li?(o,u)- f(O,O)llp, o 
+ lJ f(',o,o) Hp, o 

(5.3) NI Pi N2 
< l l l l l g d ,  ll p ollvi l tp,o + c22 (d ' )  I f l u i l l p ,o  
- " =  ' i=1 

1-p i 
+ I l l ( "  ,o,o)lip, ~ 

Mit  d' = c21d l i e f e r t  ( i i )  
N 

'llu" - < c (d') ~ ~ - u i l l p  I I ~ (v ,u~ )  ~ ( v , u~ ) l l p , o  _ ~ ~ ,o 
i = 1  

<__r  , I lvl lp,t , l lul lp,t  ! d 
Das ist I) und 3) folgt ganz analog. 

Sei nun u E (wt(~)) N2 lest (IIUlIp, t < d) und M eine be- 
schr~nkte Menge in (Wtp(~)) Nl (mit einer oberen Schranke d~. 
Setzt man v(x), u(x) und f(x,v(x),u(x)) auBerhalb yon 
durch O auf ganz IR n fort, dann ist zu zeigen: 
a) ll~(v,u)Ilp, ~ ist gleichm~Big beschr~nkt 
b) lim ilf(-+h), v(-+h), u(.+h)) - f(.,v,u)ilp, ~ = 0 

h§ 
gleichm~Big fNr v EM. 

C) lim [ [f(x),v(x),u(x)i p dx : O 
a§ F{n\ [_a,+a]n 
gleichm~Big fGr v EM. 

Eine Absch~tzung wie (5.3) beweist a) und auch c). 
Mit d' = max (do,d) erh~[It man weiter 

t1~'( .+h),v(.+~),~(.+~)) - f(.,v,~) I~,o 
N' i iIvi(.+h)_vilCio 5 l [ l l l gd ,  II p ,o "= 

~2 ~ (d') [ llu~(.+h)-~iflp,o + 
i=I 

+ llhd,(.+h) - hd,llp, o 
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i Nun ist a b e r  I l v i ( . +h )  - v IIp,o < o~,l lvl lp,~ Ih l  s - (s. Satz 

5.3 b) und (5.1) fur q ~) ~ c~sd ~ lhl s = , woraus schlie6- 
lich b) folgt (s < min(1,t)). 

KOROLLAR 5.6 Es sei p> n und I > y > + ~ . Dann ge- 
n~gt F o der Voraussetzung (3.2) i_~n E : Lp(~), wobei 

F(u) = f(x,D~lu,...,D~NU ) , l~il _< 2m-I , ist und f die 
Voraussetzungen yon Satz 5.5 erfGllt. 
Jetzt folgt der Fall E = C~(~). 
Ausgehend yon 

2m-1+B 1 2m-I+6 
11~ll2m-l+B ~ o~{11~ 2m+~ Ilullo + Ilullo} 

. > 0 zeigen, (s [2], S.657) kann man die Existenz eines 6 ~ 
so dad for alle 6 6 (0,6 o ] und u s c2m+a([) gilt: 

i 2m-1+B 2m-I+6 
Ilull2m_l+B ! c~,{6 - ~  Ilull2m+~ + 6 ~ I1~11~} 
Mittels (4.4) folgt daraus f~r us D(A): 

1- 2m-I+6 _2m-l+B 
(5.4) t1~112m_1+ 6 ~ c~{6  2m+~ IIA~II~ + 6 2m+a Ilull~} 
Wie in [8], S.178, kann folgender Satz bewiesen werden: 

SATZ 5.7 Es sei I-2-~ m(1-B)-a2 a__ und O <6 <l-a m+a 2m(2m+a) < Y < l-2m m 
Dan_~n silt algebraisch und topologisch 

2m-i+6 ~. D(A Y) c C, (~) 

Dabei ist D(A Y) mit der Norm II IID(AY ) = IIAY'IIa ein Banach- 
raum. 
Beweis: Sei zun~chst us ~(~). Dann ist A-YuE c~m-I+B(~), 
was im Anschlu~ an die folgenden Uberlegungen bewiesen 
wird. 

i 7 e-Atu tY-i II A-Yu l12m_l+ 6 <_ ~-~) lim II II2m_l+ B dt 
a+o a 
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1 2m-l+B 
c~0 ~ - ~ 1  + t < T-T~) l i m  I IAe-Atull~ 

-- r162 e 

2m-1+6 ~'Elle-Atull~)tY-1 d~ 

1 2m-l+B 2m-l+B 
+ ~ (6 --'2m-~ llAe-Atull~ + 6--'2~--O lle-AtuIl~ )tY-~ dt 

0 
0 

2m-l+B 
2m+a 7 -2+Y-~-~ 

go 

~ 2m-1+8 1 
o -l+y-~-~ - "-~ dt + 

o 
2m-i+8 

- 7 -~t + 6 2m+m t -1+7-~-~ e dr} Ilull~ 
o 6o 

~ c30 llull~ 

dt 

Genau so kann auch f~r hinreichend nahe bei ~ gelegene ~' 
JJA-YuJI2m_I+B ~ c31 jJuJJ~, , 0 < ~' <~ , abgeleitet werden. 

} c (~) eine gegen u in der Sei nun u6 C.(~) und {u n 
Jl Ii~, - Norm konvergente Folge. Dann konvergiert A-Yu n ge- 
gen w in c~m-I+B(~) , es ist w = A-Yu und JJA-YuJJ2m_I+B ! 
c,~ llull~ 

Fdr u s ist A-Yu : ApYUs wS(~), s : 2m- 2m(1-8)-~2 42my p 2m+~ ' 
d.h. D~(ApTu)6 ws'(~), {~i < 2m-l, s' : I - 2m(l-8)-a2 > B  9 p - 2m+~ 
Deshalb existiert ein p > i mit s'- ~ > B > O, d.h. p -- 
v : D~(ApYU)6 CB(~) (s.Satz 5.3). FOr eine gem~5 der Defi- 
nition von C~(~) zulgssige Folge {q k} ist 
JlqkVlJ B ~ c33 JlnkVJlp,s, ; {Vn} c W~(9) konvergiere gegen v 
in der {I lip, s, - Norm. 
Dann ist 
llnkvll~ ! ~ qlnk(v-v~)llp,~, + llnkv~Ilp,~,} 

< c3~ {JJv - VnJJp,s, + JlnkVnlJp,l} , 
woraus v s C~(~) folgt. 
SATZ 5.8 Es sei y und B wie in Satz 5.7. Dann ist die Ab- 
bildung D~oA -u stetig yon C,(~) i~n C~(~), J~I ~ 2m-I. 

Schlie~lich wird eine Klasse von Nichtlinearit~ten F in 
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in E = C,(~) charakterisiert, so dag FoA -Y die Voraus- 
setzung (3.2) erffillt. 
SATZ 5.9 Die stetige Abbildung f: ~ • ~N § IR, N= N I + N2, 
hab e f91~ende Ei~enschaften: 
(i) If(xl,v,u ) -f(x2,v,u) l < lhd,(Xl)-hd,(X2)I , 

I v I , l u l  5 d' , hd, C C (ii"1, f ( ' , O , O )  C C , ( ~ )  ; 

N~ . Pi 
(ii) f(x'v*'u)- f(x'v2'u)l --< i!l gd'l (x)iv,i_ v2 li , 

o < h < I, Ivl,I~l < d, i o - _ _ , gd,6C,(U), x6fl ; 
(iii) f(x,v,u l) - f(x,v,u 2) : g(u,,u 2)(u I -U 2) , 

Ivl,lul < d' 
Dann hat die Abbildung w= (v,u) + f(x,v,u)= f(v,u) --~(w) 
von (C~(~)) N i__nn C~.([) mit a < [ < pi 8 < i, i-- I,...,N I 
folgende Eigenschaften : 
i) f(v,') ist lipsehitzstetig f~r llv]l 8 < d , llull 8 <_ d , mit 

einer Konstanten unabh[ngig v0n v ; 
2) ~(.,u) i st vollstetig f~r llul18 < d ; 

N~ i i P i (1-~  ) i i Pi 3) ll~(~,)-~(w~)II~ <_o (d){ I (ll~,-v~ll~ + llv,-v~ll~ ) 
i:l 

+ flu,-u2[l } f~r llwill8 < d, i : 1,2 . 

Beweis: Sei (v,u)6 (C~([)) N ; f(-,v,u) ist stetig auf [ . 
Es wird zun~chst gezeigt, da5 f(v,w)6 C,(~[) ist. 
Ill(. ,v,u)II~ <_ IIf(.,v,~) - f(. ,o,u)IIo +llr(.,o,u) - f(.,o,o)Ilo 

+ I I f ( ' , o , o ) l l o  + II~d,ll~ 

N ~ i v i Pi + I111gd, ll o II II~ + o~,(d')ll~ll~ 
(5.5) ": /Pi 

N, i v i Pi < o~(d'){ ~llgd, lloll II B +ll~II~ 
+ llf(-,o,o)Ilo § llhd, II~} 

mit d' = max {llull ~ , llvll o} . 
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Aus dieser Absch~tzung ist auch ersichtlich, da~ bei Ab- 
schneidung mit einer Funktionenfolge [n k} (s.S.14) gilt: 
lim link f(-,v,u)]l a = O. Damit ist die Abbildung wohldefiniert. 
k§ 
Wegen (iii) gilt 1) und 3) folgt so: 

I1 ~ (~,)- ~(wp I1~ <11 ~(v~ ,.~ ) - ~ (v , ,u ,  )1t~ + II ~(v, ,u~ ) - ~ (v ,  ,~, )11~ 
c~ c~ 

+ ll?(v,,u,)-?(v~,u,)II o} + ll?(v~,u,)-?(v~,u~)ll~ 
C~ 

! o~0(d,){  ~.'11, gi,d Iio (llv~ II + II ~ I_.  ) + II h d, I1~} • 
i=l Pi a/Pi 

NI  9 1 -a- 1-~) N~  9 i ,Pi ( ~i o * J  i,,o l,v _ l=l i=l 
+ o~(~')I1~, -~11~ 

NI i Pi(1-~ ) " i.Pi, o~ (d){ ~ ( l l v~ -v ,  ll~ + l lv~-v , , ,~  J * I l u , -~ l l ~ } .  6 i=1 
Die Stetigkeit von ~(-,u) ist bereits gezeigt und zur Kom- 
paktheit sei M eine in C~(~) beschr~nkte Menge mit einer 
oberen Schranke do(U g C~(~) fest, IiuiI~ _< d) . O wird zer- 
legt in 2 k U ~k mit O k = {xg Ollx I ~ k}, ~k = {xEOIlxi>k}" 
Wegen (5.5) (d' = max (d,do)) existiert ein k, so da~ 
If(x,v(x),u(• ~ ~ , x E ~k ' f~r alle vE M gilt. 
Mit der AbkGrzung L = {~I~(x) = f(x,v(x),u(x)), vs M} folgt 
aus (5.5) fGr ~, da~ L in C~(~) beschr~nkt ist. Insbeson- 
dere ist dann LI~ k gleichgradig stetig. 

Zu jedem xE O k gibt es eine Umgebung V x in O k mit 
l?(~)-?(y)l Z 88 y~v , ?cs 

m 
Wegen der Kompaktheit yon ~k folgt: O k ~ ~.~ V x . 

W=I W 
m 

Die Menge ~_] L(x ), L(x ) = {~(xw)I~E L}, ist relativ kom- 

pakt in ~, d.h. sie besitzt ein ~ - Netz {yl,...,yl ). 
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Die endlich vielen Mengen 

L(jl, " jm ) : {~ELII~(x~) -Yj I < e  9 ., ~ _ ~ , ~ = l,...,m} 

haben alle bezfiglich der II II o - Norm einen Durchmesser, der 
kleiner als e ist : 
Sei xs Ffir xE ~ k gilt l>1(x)-~2(x)I < e . 
FNr x E~k ist : 
l?,(x)-?2(x)] ! 19,(x)-?1(• + l}~(x~)-yj~l +lyj~- ~2(x )f 

+ 19~(x )-92(x)] < e (U geeignet). 
Da die Mengen L(jl, ...,jm) die Menge L fiberdecken, ist sie 

relativ kompakt in co([) 

Ist {~n } m L eine Folge, so konvergiert eine Teilfolge 
{gnk} bezNglich der II II o - Norm gegen f[ C~ 
Da llgnkll ~ beschr~nkt ist, folgt fE C~(~). Schlie~lich gilt: 

I_~ 
^ - < c~ {I] ̂  -fll ~ II? -fll o ~ - fll o} IIfnk fll a - 2 fn k _ nk + II~n ' k 

woraus die Konvergenz auch bez~glich der II Ii~- Norm folgt. 
Die Menge {~(v,u)IvE M) ist damit relativ kompakt in C~([). 

KOROLLAR 5.10 Es sei 0 ~ < 0i~ < Pi(1-~) , i: 1,...,N I. 
Dann genHgt FoA -Y, u wie in Satz 5.7, (3.2) in E : C~([), 
wobei F(u) : f(x,D~lu,...,D~NU) , lai] < 2m-1 , ist und f 
die Voraussetzungen yon Satz 5.9 erffillt. 

6. Ergebnisse 

c IR n sei ein gleichm~ig regul~res Gebiet und A ein 
gleichm~ig elliptischer (reeller) Differentialoperator der 
Ordnung 2m ~ber ~ (mit hinreichend glatten Koeffizienten). 
SATZ 6.1 Ist F eine Nichtlinearit~t wie in Korollar 5.6, 
dann besitzt die Evolutionsgleichung 

du ~-~ + Au : F(u) , u(o) : u ~ 

in Lp(~) , p > n, lokal eine (reelle) "strikte L~sung" in 
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D(A) : w~m(D) O ~(~) (s. Satz 3.3), falls nur UoE D(A Y) 

(A = A + k, k > O geeignet, u wie in Korollar 5.6) ist. 

Gibt es mine a-priori-Abschgtzung f~r IIAYu(t)llp,o (mit 
9 = F+ k), dann existiert die LSsung global. 

> O} A : -A Beispiel: ~ : IR : {x EIRnlxn , 

n Pi )ediVu F(u) : [ ai(x)IVu I + b(x + c(x) , 0 < Pi < i , 
i:1 

ai 6 L p 
i- i 

(~) n L (~), b,c 6 L (~), b beschr[nkt. P P 

~u (divu : [ ~ ) 
i 

Es gelte fGr ~ und A zus~tzlich die Hypothese (H). 

SATZ 6.2 Ist F mine Nichtlinearit~t wie in Korollar 5.10, 
dann besitzt das Anfangs-Randwertproblem 

8u Z-~ + Au : F(u) , (x,t)e n • (O,T) , 

u l t  : o : Uo ' D a u l ~  : 0 , l a l  _ < m-1  

lokal (in der Zeit) mine klassische LSsung u in 
D(A) : c~m+a([) A {ulD~ul~ ~ : 0 , 151 < m-l}, a hinreichend 

i 

klein, falls nur u o6 D(A l+Y) (A : A + k, k > 0 geeignet, u 
wie in Korollar 5.10) ist. 

Beis~iel: 
n F(u) : [ 

i:1 
0 < O. < i 

1 - -  

~ :s n , A : -A , 

a i(x) I Vul D i )e divu 2 + b(x + IVul 
m 

, ai,b,c C~(~) , 0 < ~ < 

+ c(x) , 

Die GGltigkeit von (H) ist zum Beispiel nachprGfbar, falls -Apt man mine Darstellung von e durch mine Greensche Funktion 
hat, deren Existenz in [11] fGr beschr~nkte ~ und ellipti- 
sche Differentialoperatormn der Ordnung 2 nachgewiesen wird. 
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