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Ein Metall-Isolator Ubergang trennt zwei physikalische Be-
reiche, die sich bzgl. ihrer elektrischen Gleichstrom-Leitfa-
higkeit o{w=0) charakteristisch unterscheiden: wahrend
ein Metall eine endliche Gleichstrom-Leitfahigkeit (o(0) > 0)
besitzt, ist ein Isolator durch o{0)=0 ausgezeichnet. Ein
solcher Ubergang ist kein Privileg ungeordneter Systeme.
Er kann auch in ganz sauberen, rein kristallinen Materialien
auftreten, in denen es eine Coulomb-Wechselwirkung zwi-
schen den Teilchen gibt, die fir den elektrischen Strom ver-
antwortlich sind. In einem solchen System kann die Uber-
lappung von Energiebindern zu einem Metall-Isolator Uber-
gang fuhren. Ein anderer Mechanismus fur einen solchen
Ubergang liegt z.B. in der Strukturverianderung von Kristal-
len, bei der es zu einer neuen Gitterperiodizitat kommt. Es
gibt tatsachlich ganz unterschiedliche physikalische Grin-
de fir das Auftreten eines Metali-Isolator-Ubergangs!". Wir
werden uns hier auf den Metall-lsolator Ubergang in unge-
ordneten Systemen beschranken, d.h. wo ,Unordnung* ur-
séchlich fir den Ubergang verantwortlich ist. (Mit ,Unord-
nung* soll dabei die Stérung einer strikten Gitterperiodizitat
z.B. durch Verunreinigungen, Stérstellen oder Defekte ge-
meint sein). Unser Verstandnis der Physik ungeordneter
Systeme, ihrer Transporteigenschaften und des dort beob-
achteten Metall-Isolator Ubergangs hat sich in den letzten

5-6 Jahren sehr gedndert und sich dabei wesentlich ver-
tieft(231.

Wir wollen uns im ersten Teil des Vortrags mit dem Verhal-
ten nicht-wechselwirkender, quantenmechanischer Teil-
chen in einer ungeordneten Umgebung befassen. Im zwei-
ten Teil dagegen werden auch die Effekte einer Wechselwir-
kung der Teilchen untereinander berucksichtigt.

1. Nicht-Wechselwirkende, Quantenmechani-
sche Teilchen in Ungeordneten Systemen

Von dreidimensionalen Systemen (d.h. solchen mit d=3
Raumdimension) wissen wir, da8 es bei Temperatur T=0
weder Gitterschwingungen (Phononen) noch irgendwelche
inelastischen Prozesse gibt. Tatséchlich gibt es in einem
unbegrenzten, perfekten Gitter (Abb. 1a) keinerlei Streu-
ung. Dies ist eine Konsequenz der Quantenmechanik.
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Abb. 1
(a) RegelméBiges, (b) durch Defekte und Verunreinigungen
gestortes Gitter

Folglich hat ein solches System eine unendlich gute Leitfa-
higkeit 0. Man kann auch sagen, da88 die charakteristische
StofBzeit 7 der Teilchen durch Streuung an Defekten usw.
unendlich groB ist (1= ). Sind die Teilchen Fermionen
{und auf solche beschranken wir uns hier), so folgt daraus,
daB die mittlere freie Weglange | =v¢7 der Teilchen ebenfalls
unendlich lang ist (I= «), wobei v¢ die Fermi-Geschwindig-
keit ist. Die Wellenfunktion eines Teilchens zeichnet sich in
diesem Fall durch eine strikte raumliche Phasenkohéarenz
aus. — In einem durch Verunreinigungen oder Defekten
schwach gestorten Gitter (Abb. 1b) ist dies anders: die
Streuung der Teilchen an diesem Defekten bedingt eine
endliche StoBzeit T und deshalb eine endliche mittlere freie
Wegléange I. Die Gleichstromfahigkeit ist deshalb ebenfalls
endlich und ergibt sich zu

e’n

o(0) = o, = T (1)

wobei e die Ladung der Teilchen (Elektronen), n ihre Dichte
und m ihre Masse ist. Man bezeichnet g, auch als ,Boltz-
mann-Leitfahigkeit*, da (1) ein direktes Resultat der Boltz-
mann’'schen Transporttheorie ist. Die Streuung der Teilchen
fahrt zur Diffusion (Abb. 2), d.h. zu einer diffusiven Bewe-
gung. Die Phasenkohirenz der Wellenfunktionen wird da-
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Abb. 2
Diffusion eines Teilchens in einem ungeordneten System

durch beschrankt; trotzdem ist die Wellenfunktion y(?) ei-
nes Teilchens immer noch ausgedehnt, d.h. es gilt

lim l@(®)[2+0 2

r— oo

Wird nun die Unordnung verstarkt (z.B. durch Erhdhung der
Verunreinigungskonzentration) so kann es unter Umstan-
den zu einer ,Lokalisierung“ einer Wellenfunktion kommen,
so daB

lim  J@(?)]? o e (3)

r— oo

gilt, wobei & die sogenannte Lokalisierungslange ist. Eine
Quantifizierung dieser vagen Aussage ist zunachst schwie-
rig. Wir wollen deshalb zunachst einen ein-dimensionalen
Fall (d=1) betrachtent'.

Als Modeil betrachten wir dafir ein verallgemeinertes Kro-
nig-Penney-Modell, namlich eine Kette von &-Funktions-Po-

Vi

Abb. 3
Eindimensionales Modell fir ein ungeordnetes System

tentialen (Abb. 3) an den Orten x; mit Potentialstarken V,
und Abstanden a, . Das Potential V(x) ist dann durch
h?

V(x) = 3m }'3 Vi 8(x-x) (4)
gegeben und die Schrodinger-Gleichung lautet
[-92 + TV, d(x-x)-k¥ w(x) =0 (5)

wobei k = |2mE/h der Impuls ist. Wir betrachten nun eine
einzelne &-Funktion am Ursprung (x=0). Die Wellenfunk-
tion ., (x) fir x 2 0 sind dann gegeben durch

W-(x) - AAeth + B_e—|kx 6
W+(X) = A+e|kx + B+e-vkx ( )
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Die AnschiuB-Bedingung bei x=0 fur die Wellenfunktion
bzw. ihre raumliche Ableitung lauten y,(0) = w_(0) und
w.'(0) = w.'(0) + V, w(0). Wir suchen nun nach einer Pe-
riodizitat in  in der Weise, daB |y, (a)|? = |y_(0)12 fir ei-
nen beliebigen Wert x =a gilt. Anders ausgedruckt: wir su-
chen nach der Eigenschaft y,{a) = e* _(0) fir zunachst
beliebige a und k. Dies fiihrt zu der Bedingung

cos ka — cos ka = (V,/k) sin ka 7

woraus sich k und a als Funktion von k ergeben. Fir eine
Kette von Potentialen a8t sich daraus schlieBen, da} eine
Wellenfunktion nur dann periodisch sein wird (und der Zu-
stand demnach ausgedehnt), wenn alle Abstinde a; zwi-
schen den Potentialen gieich sind (a;=a) und auch alle Po-
tentiale V, denselben Wert haben (V; = V). Anderenfalls fal-
len alle physikalisch sinnvollen Wellenfunktionen exponen-
tiell ab, stellen also lokalisierte Zustande dar. Das bedeutet,
daB es selbst bei einer beliebig geringen statistischen
Streuung der Werte von a, und V, nur lokalisierte Lésungen
der Schrondinger Gleichung gibt.

Die erste quantitative Definition von  Lokalisierung* geht
auf Anderson', 1958, zuruck. Er untersuchte ein drei-di-
mensionales Modell, namlich ein regelmasiges Punktgitter,
auf dessen Gitterplatzen i sich jeweils ein Atom im Energie-
zustand V; befindet (Abb. 4). Es wird nun ein quantenme-
chanisches Teilchen (2.B. ein Elektron) betrachtet, das (i)
von einem Gitterplatz zum nachst benachbarten hipfen
kann (kinetische Energie) und (ii) dort auf dem i-ten Gitter-

Abb. 4
Unordnungsmodell von Anderson
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Abb. §
Beispiel fir die Energieverteilung einiger Atome



platz das Poteritial V, spiurt (potentielle Energie). Die Frage
ist nun, wie das Teilchen durch diese Potentiale beeinfiuBt
wird. — In dem Grenzfall, daB alle V, gleich sind (V, = V) er-
halt man natirlich ein scharf begrenztes Energie-Band,
dessen Breite durch die Energie B gegeben ist. Diese Situ-
ation andert sich aber, wenn die V, statistisch verteilt wur-
den (Abb. 5), z.B. mit einer Rechteck-Verteilung

. W
1/Wiar Vil <+
PV) = { 0 sonst 2 ®)
Es |aBt sich jetzt, fur ein unbegrenztes System, die Frage
stellen: Wie grof} ist die Ruckkehrwahrscheinlichkeit P ei-
nes Teilchens zu einem bestimmten Gitterplatz im Grenzfall
langer Zeiten (t— o)? Im Fall P=0 ist das Teilchen im Sy-
stem _verschwunden®, es wird also durch einen ausge-
dehnten Zustand charakterisiert. Im Fall P>0, also end!i-
cher Rickkehrwahrscheinlichkeit, spricht man dagegen von
.Lokalisierung®, d.h. das Teilchen wird durch einen lokali-
sierten Zustand beschrieben.

Die Antwort auf die Frage hangt von dem Verhaltnis der ma-
ximalen Energieunterschiede der Atome W zur ungestorten
Bandbreite B, d.h. von W/B ab. Diese Zahl (!) ist ein Ma8 fur
die Starke der Energie-Fluktuationen in dem System, d.h.
ein MaB fur die Unordnung. Quantitativ ausgedrickt lautet
die Antwort, da8 man P=0 fur W/B = 5 findet wahrend P
> 0 fur W/B = 5 vorliegt!*l. Dazwischen liegt ein scharfer
Ubergang, der ,Anderson-Ubergang®“. Anderson fand also,
dafl unterhalb einer bestimmten kritischen Unordnung (W/
B). = 5 ausgedehnte Zustidnde vorliegen, wahrend ober-
halb dieses Werts die Zustande lokalisiert sind. Anders aus-
gedrickt: hat das Teilchen eine Energie E, die unterhalb
einer kritischen, durch die Unordnung bestimmte, Energie
E.liegt (E < E.), so ist es lokalisiert (1solator), wahrend fur
E > E, die Energie-Fluktuationen des Systems fir das Teil-
chen nicht mehr so dominierend sind und ein ausgedehnter
Zustand vorliegt (Metall). Da Elektronen in einem Metall die
charakteristische Energie E; (Fermi-Energie) besitzen, 148t
sich der Anderson-Ubergang durch Veranderung von Eg
herbeifuhren.

Wie sieht dieser Ubergang nun eigentlich aus? Nach Mott!®!
sollte er diskontinuieriich verlaufen. Diese Vermutung ba-
sierte auf den folgenden Argumenten. Die Gleichstromleit-
fahigkeit g, (Gl. 1) eines d-dimensionalen Systems 128t sich
mit Hilfe von | = vgT, v = fike/m und der Dichte eines Fer-
mi-Gases, n=a? (wobei die Fermi-Wellenzahl k; und der
mittlere Teilchenabstand a durch ks =~ Ti/a verkn(ft sind),
schreiben als
e? a9 | 1

o= (F):~ % ©)
Die Leitfahigkeit o, ist eine im wesentlichen universelle Gro-
Be, die jedenfalls kaum von dem Grad der Unordnung des
Systems abhangt - diese Abhiangigkeit ist hauptséachlich in
der mittleren freien Weglange |, d.h. im Verhaltnis I/a in (9),
enthalten. Wird die Unordnung vergréBert, z.B. durch Erhé-
hung der Verunreinigungskonzentration, verkleinert sich |
und damit die Leitfahigkeit. Damit die aus der Boltz-
mann'schen Transporttheorie gewonnene Gl.(1) bzw. (9)
aber Uberhaupt gultig ist, muB | immer groBer als der mittle-
re Teilchenabstand a sein (loffe-Regel Kriterium); kleinere |
machen keinen Sinn. Mott postulierte deshalb eine ,mini-
male metallische Leitfahigkeit om. die im wesentlichen
durch o, gegeben ist (genauer gesagt, o, = C .. wobei ¢
= 0.08-0.3 eine systemabhangige Konstante ist. die durch
eine Reduktion der Zustandsdichte der Elektronen an der
Fermi-Kante gegeniber dem Fermi-Gas gegeben ist).

Er argumentierte, daB die Leitfahigkeit o, bei Annaherung
an den Metall-Isolator-Ubergang von der metallischen Seite

her proportional zu | absinken und dann, beil = a, von dem
Wert o, abrupt auf Null fallen wiirde (Abb. 6). Es sei aber
bereits jetzt vorweggenommen, daB dieses Konzept trotz
scheinbar langjahriger experimenteller Bestatigung nicht
zutrifft. Tieftemperatur-Experimente haben gerade in den
letzten 3-4 Jahren die Existenz einer minimalen metalli-
schen Leitfahigkeit falsifiziert!®. Wir werden spater noch
darauf zuruckkommen.

U.no\'dnu“%

Abb. 6
Mdgliche Abhédngigkeiten der Leitfdhigkeit von der Unord-
nungskonzentration

Theoretische Beschreibung der Unordnung

In dem eben besprochenen, von Anderson urspringlich be-
trachteten Modell, bewegt sich ein Teilchen auf einem re-
gelmaBigen Gitter, auf dem die Energie der Gitterpunkte
statistisch verteilt ist (Abb. 7a). Die .Unordnung* besteht
hier also ausschliellich in den Energie-Zustanden der Git-
terplatze. Ein alternatives Mode!l geht auf Edwards™ zu-
rick. In diesem Modell wird ein Teilchen konstanter Energie
an statistisch verteilten Streuzentren gleichen Potentials
elastisch gestreut (Abb. 7b). Die Unordnung besteht hier-

@) £)

Abb. 7
Unordnung und Bewegung eines Teilchens im Modell von
(a) Anderson, (b) Edwards :

bei also in der Ortsverteilung der Streuzentren. Wahrend
des erstere Modell von dem lokalisierten Bereich ausgeht,
findet das Edwards-Modell seinen Ausgangspunkt im Be-
reich ausgedehnter Zustande (schwache Streuung). Es eig-
net sich besonders fur die Formulierung einer systemati-
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schen Stérungstheorie, die vom ungestorten metallischen
Bereich ausgeht und dann schwache Verunreinigungen,
d.h. eine geringe Unordnung, bertcksichtigen will. Die fol-
genden Untersuchungen basieren deshalb auf dem Ed-
wards-Modell. Wir betrachten dabei (i) nicht-wechselwir-
kende Teilchen, die (i) an punktférmigen, statistisch verteil-
ten Streuzentren gleichen Potentials gestreut werden. Uns
interessiert dabei die Frage nach der Leitfahigkeit o, bzw.
dem Diffusionskoeffizienten D, eines solchen ungeordneten
Systems. Die beiden GréB8en sind Ubrigens durch die Ein-
stein-Relation

o = e°N: D (10)

verknuft; N; ist dabei die Zustandsdichte an der Fermi-Kan-
te.

Als MaB der Unordnung soll uns im folgenden ein dimensio-
naler Parameter A dienen. Es gilt AecnVZ, d.h. A ist im we-
sentlichen durch die Verunreinigungskonzentration n, und
die Streustarke V2 der Streuzentren gegeben. Man nennt A
oft auch ,Kopplungskonstante®“.

Im Fall d=1 sahen wird, daf seibst beliebig schwache Un-
ordnung (A - 0) zu Lokalisierung fuhrt. Der kritische®
Wert der Unordnung, A., oberhalb dessen Lokalisierung
vorliegt, ist also durch A, =0 gegeben. Im Fall d=3 dage-
gen ist A von Null verschieden (A.>o0). Fir A <X, liegt ein
Leiterverhaiten (Metall} vor, das sich durch eine endliche
Gleichstromleitfahigkeit o,, bzw. einen endlichen Diffu-
sionskoeffizienten D,, ausdrickt. Fir A> A, hat man es mit
einem Isolatorverhalten zu tun. Hier gilt o,=0; daflr hat ein
Isolator aber eine endliche Polarisierbarkeit, bzw. Dielektri-
zitatskonstante £. Bei A =), liegt der Anderson-Ubergang.

Offensichtlich kommt dem Fail d=2 (d.h. dinnen Filmen)
eine Grenzstellung zu. Es stelit sich namlich die Frage, ob
auch hier A,=0 gilt d.h. ob auch hier, wie im Fall d=1,
selbst bei beliebig schwacher Unordnung alle Zustande lo-
kalisiert sind. Oder gilt A,>0, so da es einen Anderson-
Ubergang bei einer endlichen Verunreinigungskonzentra-
tion gibt? Mit anderen Worten, die fast trivial anmutende
Frage lautet: ,Gibt es metallische Leitfahigkeit in d=2 bei
T=07?“. Oder gibt es z.B. eine minimale metallische Leitfa-
higkeit? Diese Uberaus einfachen Fragen waren viele Jahre
lang ungek!art. Ihre Beantwortung hat zu unvermutet tieflie-
genden und prinzipielien Einsichten in die Physik ungeord-
neter Systeme und ihrer Transporteigenschaften gefiihrt.

Der ,Schwach* Lokalisierte Bereich

Wir wollen zunachst den Fall sehr schwacher Unordnung
(A < 1) betrachten. Der Ausgangspunkt ist also der metalli-
sche Bereich und seine Beeinflussung durch eine geringe
Verunreinigungskonzentration. Wir sind demnach weit von
dem Anderson-Ubergang entfernt, so daB sich diese Effek-
te mit Hilfe einer Stérungstheorie in dem Unordnungs-Para-
meter A berechnen lassen. Schwache Unordnung bedeutet,
daB die mittlere freie Wegldnge | viel groBer ist als der mitt-
lere Teilchenabstand a~k;, d.h. keI > 1 bzw. E;7> 1, wobei
E: die Fermienergie und T die charakteristische StoBzeit ist.
Wir wahlen deshalb 1

2TEeT an
im folgenden als unseren kleinen Stérungsparameter
(A<1). Ausgehend vom metallischen Bereich wollen wir
durch eine Stdérungstheorie die Vorboten der Lokalisierung,
d.h. Korrekturen zur metallischen Leitfahigkeit o,, betrach-
ten

A=

6 =0, + &0, |50} <0, (12)

Diese zu untersuchenden storungstheoretischen Effekte
werden Ublicherweise .schwache Lokalisierung® genannt.
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lhre experimentelle. Konsequenzen wurden in Prof. Berg-
manns Vorlesung ausfiihrlich dargestelit. Unser Ziel ist die
Berechnung von do=f(L,w,T,H) in Abhéangigkeit auflerer
Parameter wie die Systemidnge L, der Frequenz w, der
Temperatur T oder eines Magnetfelds H.

Diffusion klassischer und quantenmechanischer Teilchen

Die Leitfahigkeit o, Gl. (1),

ist ein Resultat der Boltzmann'schen Transporttheorie. In
ihr werden aufeinanderfolgende Stofle der Teilchen als un-
abhangig voneinander angenommen - es besteht keine
raumliche oder zeitliche Korrelation zwischen den Stéfien.
Das bedeutet z.B., daB .Mehrfachstreuung” eines Teilchens
an einem Streuzentrum nicht berdcksichtigt wird. Wenn es
nun aber in einem System eine endliche Wahrscheinlichkeit
fur das wiederholte Auftreten solcher Mehrfachstreuung
gibt, so bricht die oben erwdhnte Annahme der Unabhén-
gigkeit von StoBprozessen zusammen und die Guitigkeit
des Ergebnisses fur o, in Gl.(1) wird mindestens fragwur-
dig.

Zur Untersuchung dieses zentralen Punktes betrachten wir
das Diffusionsverhalten eines Teilchens in einem d-dimen-
sionalen ungeordneten System. Das Teilchen befinde sich '
zur Zeit t=0 am Ort 7, (Abb. 8a).

t=0 t>v

) )

Abb. 8
Wahrscheinlichkeitsverteilung nach Diffusion, (a) t=0,
(b) t>7

Aufgrund der Diffusion entfernt sich das Teilchen dann von
t,. Zu einer spateren Zeit t kann man {ber seinen Ort nur
eine Wahrscheinlichkeitsaussage machen: es befindet sich
dann innerhalb eines (glatten) Volumens (Abb. 8b), dessen
Grofle durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(rt),
namlich durch die Losung der Diffusionsgleichung

%-Do VP =0 (13)

bestimmt ist. Der Diffusionskoeffizient D, ist hierbei durch
D, = vi1/d gegeben, wobei v; die charakteristische Ge-

schwindigkeit der Teilchen ist. Die explizite Lésung von (13)
ergibt

17-7, 12
alaryyerae 4
P(F,t) = & ‘D":/Z )
(47D, t)



Fur Zeiten t > T spielt die Exponentialfunktion keine Rolle
mehr, so daB {aufgeschlisselt nach der Dimension d) gilt

1

d=1
(Dat)1/2
- 1 1
P(F, 1) « = s d=2 (15)
. Vaife bt
1
372 d=3
(0, t)

Wir beobachten, daB V4, = (D,t)*? gerade das d-dimensio-
nale Volumen beschreibt, in das ein Teilchen nach der Zeit t
hineindiffundiert ist.

Diese Betrachtung ist rein klassisch. Um die Unterschiede
im diffusiven Verhaliten klassischer und quantenmechani-
scher Teilchen (Elektronen) zu verstehen, betrachten wir
nun den Weg eines Teilchens bei der Diffusion von einem
Punkt A zu einem Punkt B (Abb. 9)8!,

\ e 3

A

Abb. 9
Mégliche Wege eines Teilchens von A nach B

Dieser Transport kann auf verschiedenen Trajektorien ge-
schehen (in Abb. 9 sind vier Beispiele angegeben). Diese
Trajektorien oder ,Réhren” haben eine typische Breite, die
durch die Fermi-Wellenlange A¢

f

e = wm (16)
bestimmt ist. Im klassischen Fall (h=0) sind diese Wege
beliebig scharf, im quantenmechanischen Fall dagegen gilt
A = ki' =~ a, die Rdhren haben also tatsachlich einen endli-
chen Durchmesser. Wir nehmen an, daB (i) die Unordnung
A in dem System sehr klein sei (A¢/l e« X < 1) und {ii) die
Temperatur so niedrig sei, daB inelastische Std8e, charak-
terisiert durch die StoBzeit T,,, nur selten vorkommen, d.h.
Tin > T.

Da der Transport von A nach B entlang der Trajektorien i
geschieht, ist mit jedem Weg i eine Wahrscheinlichkeits-
Amplitude A; verknift. Wann wir die Gesamt-Wahrschein-
lichkeit, den Punkt B von A aus zu erreichen, mit W be-
zeichnen, so ist W durch den Betragsquadrat der Summe
der Amplituden gegeben:

(17a)

w=|§1,ZA1.I

A (17b)

Der erste Term in {17b) beschreibt separate, d.h. nicht in-
terferierende Wege (aiso den rein klassischen Fall, in dem
die Réhren beliebig scharf sind), wahrend der zweite Term
gerade diese Interferenz von Weg-Amplituden darstelit, al-
so den typisch quantenmechanischen Beitrag. in der Boltz-
mann-Theorie werden diese Interferenzterme vernachias-
sigt. In den meisten Féllen ist das auch gerechtfertigt: da
die Trajektorien verschieden lang sind, haben die Weg-Am-
plituden A; unterschiedliche Phasenbeziehungen, was (im
Mittel) zu destruktiver Interferenz fihrt. Die interferenzen
spielen also im allgemeinen gar keine Rolle. Dazu gibt es al-
lerdings eine bestimmte Ausnahme, namlich wenn die
Punkte A und B zusammenfallen (Abb. 10)! Ausgangs-

1

-

A=3

1]

Abb. 10
Rlckkehr eines Teilchens zum Ausgangspunkt

punkt und Endpunkt sind dann identisch und der Weg da-
zwischen kann immer in zwei entgegengesetzten Richtun-
gen durchlaufen werden, vorwarts und riickwarts. Die eben
betrachtete Wahrscheinlichkeit W, vonr A nach B zu gelan-
gen ist dann gerade die Riickkehr-Wahrscheinlichkeit zum
Ausgangspunkt. Da die Wege 1 und 2 in Abb. 10 gleich
sind, haben die Weg-Amplituden A,, A, kohérente Phasen.
Es kommt deshalb zu konstruktiver Interferenz, der quan-
tenmechanische Beitrag zu W wird also sehr wichtig sein.
Dazu brauchen wir nur Gl. (17 b) zu betrachten. Fur
A,=A,=A erhdlt man fir die klassische Rickkehrwahr-
scheinlichkeit (Vernachlassigung der Interferenzterme)
Wi =21 A2, wahrend der quantenmechanische Fall Wgqy
= 2|A|%2 + 2A,A, = 4|A|? ergibt. Man findet also

WQM = 2 Wiiass (18)

Die quantenmechanische Riickkehrwahrscheinlichkeit ist
demnach doppelt so gro3 wie die klassische. Man kann
deshalb sagen, ,Quantendiffusion® sei langsamer als klassi-
sche Diffusion, da es dort zu einer starkeren Ruckstreuung
zum Ausgangspunkt kommt. Mit anderen Worten: Quan-
tenmechanische Teilchen sind in einer ungeordnete Umge-
bung bei sehr tiefen Temperaturen weniger beweglich als
klassische. Sie fihren deshalb auch zu einer entsprechend
geringeren Leitfahigkeit.

Wir wollen diesen Effekt auf o abschétzen. Dazu soll die An-
derung 3o relativ zur metallischen Leitfahigkeit o,, d.h. 3o/
o,, betrachten werden. Wegen der zu erwartenden Absen-
kung der Leitfahigkeit wird das Vorzeichen von §a/0, nega-
tiv sein. AuBerdem wird diese Anderung proportional zur
Wahrscheinlichkeit sein, daB wahrend der Diffusion ein ge-
schlossener Weg wie in Abb. 10 Uberhaupt zustande-
kommt. Es ist dies die Wahrscheinlichkeit, daB sich ein Teil-
chen in einer geschlossenen Réhre befinden, d.h. die Wahr-
scheinlichkeit, daB sich so eine Trajektorie wahrend der Dif-
fusion selbst schneidet. Wir betrachten deshalb eine d-di-
mensionale Réhren (Abb. 11) mit Durchmesser A, d.h. ei-
nem Querschnitt =~ A'. Wahrend der Zeit dt bewegt sich
ein Teilchen Uber die Entfernung dl = v¢dt, so daB das ent-
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Abb. 11
Ausschnitt aus einer quantenmechanischen Trajektorie

sprechende Volumenelement der Réhre durch dV = vqdt
AZ" gegeben ist. Das von dem Teilchen durch Diffusion ins-
gesamt erreichbare Volumen ist aber durch Vg,=(D,1)?
(Gl. 15) gegeben. Die oben beschriebene Wahrscheinlich-
keit W, daf} sich ein Teilchen in einer geschlossenen Rohre
befindet ist deshalb durch das Verhaitnis der beiden Volu-
mina gegeben. Wir erhaiten

T. T;
in
v d-1 dt
W o= —_— = y_A —_— (19)
5 Vaigr P F S (b, 1) 972
T T

wobei wir Uber alle Zeiten T < t < T, integrieren: T ist die
mikroskopische StoBzeit fur einen elastischen Einzelpro-
zess (kurzere Zeiten sind nicht sinnvoll), wahrend T, die
kurzeste inelastische Relaxationszeit im System ist. Sie be-
stimmt die maximale Zeit, wahrend der es zu einer koharen-
ten Interferenz der Amplituden kommen kann. Wegen
DoocToe 1/A und A ech erhidlt man dann

1/2 _
R (Tin/ﬂ , d=1
[
7, @ - A f Anlr, /O ’ d=2 (20)
2 -1/2 _
A7 ('rin/'r) , d=3

Wenn wir annehmen, daB die inelastische Relaxationsrate
fur T - O mit irgendeinen Potenzverhalten der Temperatur
verschwindet, d.h. wie 1/7,,«<T?, wobei p eine Konstante ist,
so erhalt man far (20)

T-P/Z

« -2 #p/2) g TLL d=2  (21)
8

+27P/2 d=3

Wir beobachten das Folgende: (i) d¢ ist negativ, d.h. die
Leitfahigkeit nimmt ab fur sinkende Temperaturen, (ii) die
oben angefihrten Argumente haben eine relative Korrektur
do/a, ergeben, die linear im Unordnungsparameter A < 1
ist (niedrigste Ordnung in A}, (i) auBer im strikt ein-dimen-
sionalen Fall ist diese Korrektur quantenmechanischen Ur-
sprungs, d.h. fir h - 0 verschwindet sie. (Im Fall d=1 hat
die .Rohre* in Abb. 11 wie im klassischen Fall keinen endli-
chen Durchmesser; da es nur Vorwirts- und Rickwarts-

streuung gibt, sind alle Wege dann sowieso ,geschlos-
sen’).

Man erhalt in d =2 also eine logarithmische Temperaturab-
hangigkeit der Leitfahigkeitskorrektur 0. Ganz allgemein
fuhrt die elastische Unordnungsstreuung in Dimensionen d
< 2 zu einem im Prinzip divergenten Temperaturverhalten
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von 0. Damit die urspringliche Annahme |80! < o, gultig
bleibt, durfen die Ergebnisse in (21) fur d < 2 deshalb nicht
bei zu tiefen Temperaturen angewandt werden; aus (21)
lassen sich also z.B. keine Schilsse auf das Verhalten von
do bei exakt T=0 ziehen!

AbschlieBend soll darauf hingewiesen werden, daf} die Er-
gebnisse von (21} unter einer stillschweigenden Annahme
abgeleitet werden, namlich da die Weg-Amplituden 1 und
2 in Abb. 9 tatsachlich koharent zueinander sind (A, =A,).

Es wurde also angenommen, daB Teilchenzustande mit im-
puls k und -k aquivalent sind und deshalb miteinander inter-
ferieren konnen. Eine solche .Zeitumkehr-Invarianz* ist
dann gegeben, wenn kein duBeres Magnetfeld vorliegt und
die Verunreinigungen nicht-magnetisch sind. Im anderen
Fali entsteht eine neue Situation, die wir spater behandeln
werden.

Es solil auch noch einmal betont werden, daB die Ergebnis-
se in (20), (21) auf der Berdcksichtigung von Rickstreuef-
fekten (Mehrfachstreuung) beruhen, d.h. der Korrelation
aufeinanderfolgender StoBe, und sich deshalb im Rahmen
der Boltzmann’schen Transporttheorie nicht erhalten las-
sen. Auch die CPA (“coherent potential approximation*), ei-
nem in Unordnungsproblem geradezu klassischen Naher-
ungsverfahren, ist dazu nicht in der Lage, da sie ahnliche
Annahmen wie die Boltzmann-Theorie macht (“single-site
approximation®).

Systematische Berechnung der Leitfahigkeitskorrektur

Die Argumente, die zu den Ergebnissen in (21) gefihrt ha-
ben, enthalten bereits die wesentliche Physik. Sie ermdgli-
chen ein Verstandnis der Temperaturabhangigkeiten von
&0, aber zu mehr als Proportionalitats-Beziehungen kénnen
sie nicht fihren. So bleiben z.B. die exakten Vorfaktoren in
(20) unbestimmt. AuBerdem 14Bt sich auf diese Weise die
Stoérungstheorie nicht erweitern. Wir bendtigen daher eine
systematische Berechnungsmethode, die sich allerdings
auch nur innerhalb eines gewissen mathematischen Rah-
mens formulieren |aBt, auf den hier nicht eingegangen wer-
den kann. Um zu einer genaueren Berechnung von 8¢ zu
kommen, werden wir deshalb Methoden ,benutzen® ohne
ihren theoretischen Hintergrund wirklich erértern zu kon-
nen. Es werden nur Konzepte und Begriffe vorgestellt, bzw.
an die Plausibilitdt appelliert, um diese Begriffe zumindest
einmal erwahnt zu haben. Fur wirkliche Rechnungen sind
sie namlich unentbehrlich.

Trotz aller quantenmechanischen Effekte beruhen die Er-
gebnisse in (20) auf dem diffusiven Verhalten der Teilchen.
Ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung P(7.t), (14), wird durch
die Diffusionsgleichung (13} bestimmt. Eine Fourier-Trans-
formation von (13) bzw. von P(?,t) fuhrt zu P(p,w). Wie man
leicht aus (13) (mit entsprechenden Randbedingungen) er-
kennt, gilt

1

Plaw) = 5o

(22)

Man nennt dies einen , Diffusionspol*, da P(d.) fir §,w —
0 divergiert. Sein Urspung liegt ausschieBlich in der Teil-
chenzahlerhaltung wahrend der Diffusion.

Die Kenntnis von P(7.t) (einer lokalen GroBe, die eine Dich-
teverteilung beschreibt), d.h. von P(4.w). reicht allerdings
nicht aus wenn man dynamische Gréflen wie die Leitfahig-
keit a(g.w) oder den Diffusionskoeffizienten D(q,w) berech-
nen will. Daflr benétigt man z.B. die sog. .Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktion* x(?,t), die die Abhangigkeit einer
Dichteverteilung an einem Orts- und Zeitpunkt von der an



einem anderen Orts- und Zeitpunkt beschreibt. lhre Fou-
riertransformierte, x(q.w), hat die aligemeine Gestalit!®

D(a,w)gz

X€q,w0) = x(q,0) (3

-iw + D(Q,w)q

hat also ebenfalls einen Diffusionspol, wobei D(q,w) ein
§.w-abhéngiger Diffusionskoeffizient ist. Wenn wir x(g.w)
kennen ist uns natdrlich auch sofort D(G,w) bekannt. Diese
GroBe ist also von zentraler Bedeutung bei der systemati-
schen Berechnung von Korrekturen 8o, 8D zu o,, D,durch
die Unordnungsstreuung. Sie 1aBt sich im Rahmen einer
Stérungstheorie mit Hilfe einer diagrammatischen ,Zei-
chensprache* (Feynman Diagramme) formulieren!'®, Dabei
werden die mikroskopischen Streuprozesse durch eine
graphische Beschreibung berlcksichtigt: (i) die Bewegung
der Teilchen wird durch eine Linie mit Pfeil (“Propagator”)
charakterisiert, wahrend (ii) die Streuung an einer Verunrei-
nigung (durch ein Kreuz angedeutet), durch eine gestri-
chelte Linie symbolisiert wird. Ein Beispiel ist in Abb. 12
dargestellt, Der nach rechts laufende, obere Pfeil steht fir
ein ,Teilchen* (mit Energie E groBer als der Fermienergie
E¢), der nach links laufende, untere Pfeil fir ein ,Loch* (E
< Eg). Auf diese Weise wird die Dichte-Dichte Korrelation
eines Teilchen-Loch-Paars durch die Ubliche Diffusion
(namlich einer Abfolge unabhangiger Sté8e) mit Hilfe recht
anschaulicher Diagramme beschrieben. Es solite betont
werden, daB die gestrichelte Linie eine Korrelation von Teil-
chen und Loch bedeutet und keine Wechselwirkung, die ja
hier noch gar nicht berucksichtigt wird. Die Pfeile sind mit

Abb. 12
Leiterdiagramme beschreiben Diffusion

Anfangs- und End-impulsen fur Teilchen und Lécher ge-
kennzeichnet. Die Diagramme in Abb.12 lassen sich leicht
aufsummieren und man erhalt

U T
T, 7S S — (24)
PP ~iw+D, q

wobei U, die Energie eines Streuzentrums ist. Es handelt
sich also, wie erwartet, gerade um den eben diskutierten
Diffusionspol. Hierbeit sind w und § der Energie- bzw. Im-
pulsunterschied zwischen Teilchen (E+w, p+G/2) und
Loch (E.p-G/2). Ein solches Teilchen-Loch-Paar mit w < E
und 1G] < P} 1aBt sich im Impulsraum wie in Abb. 13 dar-
stellen: da es ein Paar ist, laufen Teilchen und Loch immer
in dieselbe Richtung, machen dieselben Sté8e und sind al-
so fir alle Zeiten korreliert. Hier wirkt die Teilchenzahl-Er-
haltung und hier liegt der Grund warum der Diffusionspol
(24) immer existiert — selbst bei inelastischer Streuung.

Teilckeu (€403, $+30)
'l

Lock (€, $-11)

Abb. 13
Teilchen-Loch Anregung an der Fermioberfliche

Im Falle der bereits angesprochenen Zeitumkehr-invarianz
(damit ist nicht eine globale Invarianz fur das gesamte Sy-
stem gemeint, sondern jene von Ein-Teilchen Zustanden)
sind Teilchen-Zustinde mit k und -k dquivalent. Das bedeu-
tet, daB wir den impuls eines (Propagator-) Pfeils ,umdre-
hen" dirfen (k — -k). Wir wollen das an der Teilchen-Loch-
Leiter in Abb. 11 verdeutlichen: Wir drehen alle unteren
Pfeile um und lassen dabei auch den Impuls in sein Negati-
ves Ubergehen (p-G/2 — -p+G/2 etc). Auf diese Weise
(Abb. 14) erhalten wir ebenfalls eine diagrammatische Lei-

L \ /
P el dec el

Abb. 14
Benutzung der Zeitumkehr-Invarianz zur Berechnung ,ma-
ximal tberkreuzter Diagramme

ter aber diesmal mit beiden Pfeilen in derselben Richtung
(“Teilchen-Teilchen-Leiter*). Um die Ubliche Teilchen-L.och
Darstellung zu erhaiten, brauchen wir nun nur noch den ge-
samten unteren Teil der Diagramme raumlich herumzudre-
hen und bekommen dann merkwiirdige, scheinbar kompli-
Zierte, ,maximal Uberkreuzte“, d.h. facherartige Diagram-
mel*'L. thren Beitrag!'? erhalten wir sehr leicht, wenn wir be-
achten, daB sie aus einer Teilchen-Loch-Leiter (24) entstan-
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den sind, in der der Impulsibertrag aber durch (p+§/2) —
(-p'+4d/2) = p+p’ statt durch § gegeben ist!™®. Ihre Sum-
me A5, (q.w) ergibt sich also zu!'?
S, (a,w = Yor > (25)
pp” -iw+D, (p+p”)

Der wesentliche Unterschied zum Teilchen-Loch-Diffu-
sionspol (24) ist, daB der Diffusionspol in (25) nicht auf der
Teilchenzahl-Erhaitung beruht. Das bedeutet, daB z.B. ine-
lastische Prozesse, in denen Teilchen ja aus ihrem Energie-
zustand herausgestreut werden, die Polstruktur in (25) zer-
storen (“abschneiden”). Diese Eigenschaft werden wir spa-
ter noch benutzen.

Der Beitrag zur Leitfahigkeit ist durch die ,Kubo-Formet*',
d.h. das Integral Uber (25) gegeben; genauer gesagt, durch

e i e (p-p)

80 o \dD \dﬁ W)—z (26)
Der Hauptbeitrag des Integranden kommt aus dem Bereich
Pp+p = 0,dh. p' = -p und das bedeutet gerade Rick-
wartsstreuung! Der hier betrachtete Beitrag ist tatsachlich
identisch mit dem fraher diskutierten, bei dem wir die Riick-
kehrwahrscheinlichtkeit eines Teilchens zu seinem Aus-
gangspunkt berechnet hatten. Es ist kiar, daB eine betonte
Ruckwartsstreuung die Lokalisierung férdern wird.

Da alle Prozesse an der Fermikante stattfinden (15| =ps),
bedeutet Rickwartsstreuung, daB man es mit einer impuls-
a@nderung von 2ke zu tun hat. Man spricht deshalb auch von
«2ke-Streuung®. Hier liegt eine prinzipielle Ahnlichkeit mit
der Cooper-Paarung in Supraleitern vor. Auch dort koppeln
Teilchen mit Impuisen k und -k, d.h. es kommt zu einer Teil-
chenkorrelation quer durch die Fermikugel. Aus diesem
Grund bezeichnet man den Teilchen-Teilchen Diffusionspol
in (25) oft auch als ,Copper-Pot* bzw. ,Copperon*, wah-
rend der Teilchen-Loch Diffusionspol in (24) ,Diffuson®
heift.

Unter Berlcksichtigung aller Vorfaktoren und durch Substi-
tution p+p’ =k erhalt man aus (26) eine frequenzabhangi-
ge Leitfahigkeitskorrekturt™!

2-d 1/2
k d-1
5_2(_(22. = - me [ dk L—Z_ (27
o] ° "iw"‘Do k™

wobei das negative Vorzeichen, das ja gerade die Minde-
rung der Leitfahigkeit beschreibt, durch das Minuszeichen
in " = -p+k gegeben ist, also durch die Rickwirtsstreu-
ung. In d=2 ergibt sich dann
2

| TR IPL (28)
Fir @ — O nimmt die Leitfahigkeit also tatsachlich ab.
Gl.(27), (28), gelten fur ein unbegrenztes System bei T=0.
Im Fall eines endlichen Systems (z.B. eines d-dimensiona-
len Hyperkubus mit Seitenlange L) muB dagegen die inte-
gration in (27) an der unteren Grenze bei Impulsen k =~ 1/L
abgeschnitten werden, da es kleinere impulse nicht gibt.
Dafiir darf man dann aber die Frequenz gegen Null gehen
fassen!'?. Man erhlt dann eine langenabhangige Leitfahig-
keitskorrektur fur T = 0:

[\ ez‘ ___9-2-d L ¢
alL) = ‘("f'.—)cd d-2 [1_(2) ] (29a)

wobei ¢y = (2/m)S,/(2m)¢ und S, die Oberfiaiche der d-di-
menionalen Kugel ist. Speziell in d = 2 gilt

do(w) =

do(L) = ~ # (%f) In (%) (29b)
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Man beachte, daB der Forfaktor der logarithmischen Ab-
hangigkeit in (28), (29a) durch eine universelle Konstante
gegeben ist wobei (€%/h)' =~ 4kQ ein universeller Wider-
stand ist. DaB (28), (29) tatsachlich eine stoérungstheoreti-
sche Korrektur zu o, in niedrigster Ordnung von X darstelit,
erkennt man aus 0 = o, + 80, d.h. (29a) ergibt-

2-d
2-d_d L
o0 {1 A(kF!.) -3 [1 (R.) ]} (30a)

bzw. in d=2
o = g, {1-—2)\ In (TL)} (30b)

d.h. die Korrektur 8o/g, ist linear in A € 1 und hat ein nega-
tives Vorzeichen. Die Leitfahigkeit nimmt also bei VergroBe-
rung des Systems ab; dies ist ein Vorbote der Lokalisation.

Wie lassen sich diese Ergebnisse experimentell nachpri-
fen? Dazu beachten wird, daB Experimente immer bei endli-
chen Temperaturen durchgefuhrt werden. Neben der elasti-
schen Unordnungsstreuung hat man es also auch immer
mit inelastischen Prozesse zu tun, die durch eine inelasti-
sche Streuzeit 1, beschrieben werden (wir nehmen wieder
an, daB T;} o TP). Auf diese Weise wird eine neue Energie-
skala 1;} eingefiihrt, d.h. die Energie -iw in (27) wird durch
-iw +1/7, ersetzt. Auf diese Weise wird der Teilchen-Teit-
chen Diffusionspol abgeschnitten (d.h. w — 0 fuhrt zu kei-
ner Divergenz mehr) und die Frequenzabhangigkeit in (28),
In{1/wT), wird durch in(T,,/T) o« In(h/kgTT), aiso durch eine
Temperaturabhangigkeit wie in (20), (21) ersetzt. Alternativ
kann man auch sagen, da8 durch die inelastischen Prozes-
se eine neue Langenskala L, = (D, T,)"2, die sog. ,Thou-
less-Lange“, eingeflhrt wird. Es ist eine mittlere inelasti-
sche Diffusionslange, auf deren Skala ein Teilchen einen
inelastischen Prozess erleidet und damit aus seinem Ener-
giezustant gestreut wird. Fur L,, < L spielt die SystemgroBe
L also gar keine Rolle mehr: ein Teilchen ,sieht nur L, als
relevante Lange. Deshalb wird die Lange L in (29), (30)
durch L;, ersetzt. Das fihrt dann ebenfalls zu genau dersel-
ben Temperaturabhangigkeit wie in (20), (21).

Eine Erniedrigung der Leitfahigkeit (do < 0) bedeutet eine
Erhéhung des Widerstandes (OR > 0) fir abnehmende
Temperaturen. Die logarithmische Temperaturabhangigkeit
des Widerstandes sehr dinner Filme (d=2), wie z.B. in
Abb. 15 ist mittlerweilse in zahireichen Experimenten ge-
messen worden (vgl. Prof. Bergmann's Vorlesung und
Ref. 16).
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Abb. 15

Logarithmische Temperaturdnderung des Widerstands din-
ner AuPd-Filme (15}



In der vorangegangenen Diskussion haben wir uns auf die
sog. ,normale” Streuung, d.h. Streuung an nicht-magneti-
schen Verunreinigungen beschrankt. Deshalb spielte der
Spin bisher keine Rolle. Im Fall, daB die Verunreinigungen
ein magnetisches Moment tragen, kommt es dagegen zu
einer Spin-Streuung der Teilchen, die einen ,Spin-Flip* ver-
ursachen kann. Die Teilchen sehen dann so etwas wie ein
raumlich und zeitlich fluktuierendes Magnetfeld. Die Zeit-
umkehr-Invarianz wird dadurch aufgehoben, so daB das
Cooperon (25) nicht mehr divergiert (der Pol wird durch ei-
nen konstanten Term 1/1, abgeschnitten!'’!; 1, ist hierbei ei-
ne charakteristische StoBzeit fur Spinstreuung). Feldtheo-
retische Untersuchungen!'®'®! die wir trotz ihrer fundamen-
talen Bedeutung hier nicht besprechen kdnnen?, ergeben,
daB es trotzdem auch in diesem Fall in d=2 zu einer loga-
rithmischen Korrektur wie in (30b) kommt, allerdings mit ei-
nem Vorfaktor A? statt nur mit A; die Korrektur ist also noch
wesentlich kleiner als im Fall normaler Streuung. Da Coop-
eronen keinen divergenten Beitrag mehr liefern, kdnnen
diese logarithmischen Beitrage nur durch die einfachen Dif-
fusonen (24) entstehen, d.h. durch die Ublichen Diffusions-
prozesse. Es ist bis jetzt noch nicht gelungen, dieses Er-
gebnis mit Hilfe einfacher Wahrscheinlichkeitsargumente zu
verstehen, wie es bei der normalen Streuung méglich war.

Bei Verunreinigungen mit hoher Kernladungszah! kommt es
2Zu einer Spin-Bahn-Streuung der Teilchen. Feldtheoreti-
sche Untersuchungen haben auch in diesem Fall fir d=2
eine logarithmische Korrektur der Art wie in (30 b), also in
linearer Ordnung von A, vorhergesagt!'?"; allerdings hat
diese Korrektur ein positives Vorzeichen!'l. Die Leitfahig-
keit wachst also an! Eine anschauliche Begriindung dafur
und die volle experimentelle Bestatigung wurde in der vor-
hergehenden Vorlesung von Prof. Bergmann diskutiert.

Der Magnetfeldeinflu@ auf die Lokalisierung

Die im Falle normaler Verunreinigungsstreuung besproche-
nen Lokalisierungseffekte beruhen auf der Interferenzfahig-
keit, d.h. der Quantenkoharenz, der zeitumgekehrten Wege
1und 2 in Abb. 10. Sie hangen deshalb empfindlich von jeg-
licher Storung der Zeitumkehr-Invarianz von Impulszustan-
den k und -k ab. Eine solche Stérung wird im vorliegenden
Fall z.B. durch ein Magnetfeld bewirkt. In seiner Gegenwart
wird ein Zustand nicht mehr allein durch den Impuls k son-
dern durch den elektromagnetischen Impuls k-2eA charak-
terisiert. Dabei ist A das Vektorpotential und der Faktor 2e
(statt einfach e) beruht auf der Korrelation zweier Teilchen
ganz wie in der Supraleitung. Wenn wir jetzt k in -k Gberge-
hen lassen, sind die Impulszustande, d.h. die Wege 1 und 2
in Abb. 10, naturlich nicht mehr aquivalent. Die Phasenko-
harenz wird durch das Magnetfeld also gestort, die Interfe-
renzfahigkeit dadurch gemindert und die Lokalisierung in
ihrer Wirkung abgeschwacht. Mathematisch gesprochen
beruht das darauf, daB die Amplituden A, und A; nicht mehr
gleich sind, sondern magnetfeldabhangige Phasenfaktoren
erhalten!®

A, > Aexp [%}%_ﬁdf—f\]
= Aexp [ieHS/c} (31)
A, = A}

Sie sind durch das Linienintegral Uber das Vektorpotential
A gegeben, d.h. durch den magnetischen Flug H - S, wobei
H das Magnetfeld und S die Flache des geschiossenen Pfa-
des in Abb. 10 ist (c=Lichtgeschwindigkeit). Da sich die
Teilchen diffusiv verhalten, ist die Flache durch S = Dt ge-
geben. Die Riickkehrwahrscheinlichkeit Wy, eines Teilchens

zu seinem Ausgangspunkt in einem endlichen Magnetfeld
ist wieder durch (17) gegeben. Man erhélt aiso

W, = 2 |A{2[1 + cos (2eHDt/c)] (32)
Fir H=0 finden wir das alte Resultat Wy, = 4 1A}2

Da die interferenzbedingte Leitfahigkeitskorrektur im Mag-
netfeld, do(H), wie auch vorher durch die Ruckkehrwahr-
scheinlichkeit Wy bestimmt ist, wird die Gesamtanderung
der Leitfahigkeit durch das Magnetfeld, Ac(H) = &o(H) ~
d0(0), entsprechend durch die Wahrscheinlichkeitsdiffe-
renz AW =Wy,-W,,_, festgelegt:

dt
(D,t)**

In d=2 |48t sich das Ergebnis als Ac(H} = e?F(x} schreiben,
wobei x =2eD HT,./c. Die Funktion F(x) hat die Grenzwerte

Ao(H) = — | ve A [cos (2eHDt/c) - 1] (33)

x? firx < 1
Fix) = { In x forx » 1 (34)

In schwachen Magnetfeldern (x <€ 1) ergibt sich deshalb
AG(H) o« H2 12 (35)

wahrend in starkeren Feldern (x » 1) eine logarithmische
Feldabhangigkeit

Ao(H) o« In(HT,) (36)

vorliegt. In jedem Fall ist Ac positiv (AR < 0), der Wider-
stand nimmt mit wachsendem Magnetfeld ab (“anomaler
Magnetowiderstand“)!". Der Grund dafir liegt in der Sto-
rung der Phasenkohdrenz durch das Magnetfeld, die zu ei-
ner Schwichung der Lokalisierung fuhrt. Das ,kritische*
Feld, H., das durch x =~ 1 bestimmt wird, und bei dem der
Umschlag von dem H? zu dem In H Verhalten erfolgt. hangt
wegen T,, von der Temperatur ab und ist (bei den experi-
mentell Uberlicherweise benutzten Temperaturen) von der
GroBenordnung H, = 100-500 Gau8 (= 10-50 mT). Es han-
delt sich also um sehr geringe Felder wenn man bedenkt,
daB man im klassischen Fall Ao(H)/a, = — {w_T)? erhalt,
(wobei w_ die Larmorfrequenz ist) also eine um viele Gro-
Benordnungen kleinere Korrektur, die auBerdem noch ne-
gativ ist. Magnetfelder haben damit einen ganz empfindli-
chen EinfluB auf die Lokalisierung.

Der Anderson-Ubergang

Wir haben uns bis jetzt damit begniigt, Korrekturen zur me-
tallischen Leitfahigkeit g, die durch die elastische Streuung
an Verunreinigungen hervorgerufen werden, zu berechnen.
Diese Korrekturen sind die Resultate einer Stérungstheorie
und gehen linear in der kleinen GroBe A < 1. Wir haben
aber auch gefunden, da8 fir d < 2 die w, L oder T-Abhan-
gigkeit der Korrekturen, trotz der Kleinheit von A, fir @ —
0, oder L —» oo oder T — 0 zu deren Divergenz fiihrt. Dann
bricht die Stérungstheorie zusammen, d.h. sie wird sinnlos,
da die Voraussetzung |8c! < o, nicht mehr erfllt ist. Was
dann? Man kénnte versuchen, Korrekturen héherer Ord-
nung in A zu berechnen, aber das fuhrt nicht weit und ist
auch zu kompliziert. AuBerdem ist ein Phasenibergang und
das dort auftretende ,Kritische Verhalten“ sowieso nur in
unendlicher Ordnung Stérungstheorie zu erhalten. Da eine
exakte LOsung des Problems a priori nicht méglich scheint,
muB man auf andere Methoden zuriickgreifen, von denen
zwei angesprochen werden sollen: (i) eine Skalentneorie,
die sich auf Renormierungs-Methoden stitzt und ofL) be-

stimmt und {(ii} eine selbstkonsistente Theorie, in der a(w)
berechnet wird.
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Skalentheorie

Eine Uberaus erfolgreiche Skalentheorie wurde 1979 von
Abrahams et al.l'3 eingefuhrt. Es handelt sich dabei um eine
Ein-Parameter Skalentheorie fUr den sog. Leitwert g eines
d-dimensionalen Systems (eines ,Hyper-Kubus* mit Seiten-
lange L) in Verbindung mit der von diesen Autoren eben-
falls zuerst formulierten Stérungstheorie, in der die bereits
ausfihrlich diskutierte Langenabhéngigkeit der Leitfahig-
keitskorrektur do(L) berechnet wurde.

Der Leitwert (oder das ,Leitvermdgen®) g eines d-dimen-
sionalen Kubus mit Seitenlange L ist gegeben durch

(37)

wobei R der Widerstand und o die Leitfahigkeit ist. Der Leit-
wert ist eine Zahl, d.h. ein dimensionsloser Parameter, des-
sen theoretische Relevanz, besonders was die Langenab-
héngigkeit angeht, schon vorher in richtungsweisenden Ar-
beiten von Thouless?? erkannt und diskutiert worden war.

Im metallischen Bereich (Ohm'scher Bereich) ist die Leitfa-
higkeit o per Definition langenunabhangig, so daf der Leit-
wert dort die Abhangigkeit g « L%2 hat. Im Isolator dagegen
fallen die Wellenfunktionen exponentiell ab, so daf man
auch eine exponentielle Langenabhangigkeit von o (und da-
her auch von g) erwarten kann: g « ¢ «< exp(-L/&), wobei §
eine unbekannte ,Lokalisierungslange* darstelit. Zu kiaren
bleibt, wie sich g mit der Systemgrdfie L im Bereich zwi-
schen diesen beiden Extremfalien verandert. Um diese Fra-
ge zu beantworten, fiugen wir Hyperkuben der Seitenlange
L zu einem gréBeren Kubus der Seitenlange bL zusammen.
Wie hangt nun g(bL), der Leitwert des groBeren Systems,
von g(L), dem des urspringlichen Systems, ab? Im Prinzip
kénnte g(bL) eine Funktion von g(L), b und L sowie von al-
len moglichen nichtuniversellen Materiaieigenschaften (7,
ke, m...) sein. Die wesentliche Annahme von Abrahams et
al'? jst nun, das das alte g der einzig wichtige Parameter
des Systems ist, der das neue g bestimmt, d.h.

g(bL) = f[b, g(L)] (38a)

bzw.
g(L) = f[ b, g(L/b)] (38b)

d.h. mikroskopische Details werden als unwichtig ange-
nommen. Gi. (38b) wird auch als ,Renormierungsgruppen-
Gleichung“ bezeichnet. Da diese Beziehung fir alle Werte
von b gelten soll, d.h. unabhéngig von b sein soll, differen-
zieren wir (38 b) nach b und setzen dann b=1. Auf diese
Weise erhalt man

dg P

Y flg(L)] (39)
Die logarithmische Langenableitung von g(L) soll also
selbst nur eine Funktion von g(L) sein. (Durch die loga-
rithmische Ableitung in (39) erreicht man, daB Langenska-
len von L (z.B. | oder & in L/I, I/E), die wir ja gar nicht ken-
nen, herausfallen). Abrahams et al. definierten nun eine
sog. ,B-Funktion*

=199 8GN _ pgu) (40)

die im wesentlichen durch (39) gegeben ist und deshaib
ebenfalis nur eine Funktion von g{L) ist. thr Verhalten bei
Anderung von g(L) bestimmt das Leitfahigkeitsverhalten
des untersuchten Systems.
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Aufbauend auf dem was wir bereits wissen, lassen sich
Grenzfalle von B leicht berechnen. Im lokalisierten Bereich
(g < 1) findet man wegen g o exp(-L/§)

B=x=Ing (41)
Im metallischen Bereich dagegen (g » 1) gilt o = g, + &0,

wobei 8o durch (29a) gegeben ist. Aus (37) und (40) erhait
man deshalb

C 1
=d-2-———"+0(—) 42
B 9 7 (42)
Der erste Summand, (d-2), stellt das Ohm’sche Gesetz dar
(rein metallische Leitfahigkeit) wahrend der 1/g-Korrektur-

term aus der Stérungstheorie fur die Leitfahigkeit foigt.
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Abb. 16
Die B-Funktion fir d= 1,2,3 Dimensionen

Mit Hilfe der Resultate (41), (42) far g in den Grenzfallen g
< 1und g » 1 koénnen wir versuchen, auf den gesamten
Verlauf von B(g) fur alle g zu schlieBen. Dies ist in Abb. 16
dargestellt, wo (g} gegen In g aufgetragen ist. Links und
rechts sind die berechneten Grenzfille (Isolator und .me-
tallischer* Bereich) mit durchgezogenen Kurven darge-
stelit. Wichtig ist, daB8 sich wegen des negativen Vorzei-
chens des 1/g-Korrekturterms in (42) alle 3-Kurven fur g >
1 leicht nach unten neigen, sich also zu kleineren g hin kon-
tinvierlich von dem Grenzwert d-2 entfernen. Man kann
deshalb fir den unbekannten Zwischenbereich eine ver-
ninftige Annahme machen!'?, da namlich auch dort die 8-
Kurven einen glatten und monotonen Verlauf haben (gestri-
chelte Kurve in Abb. 16). Abb. 16 entspricht einem FluBdia-
gramm, das das Verhalten des Systems bei einer System-
vergroBerung widerspiegelt. Dieses Verhalten ist furd < 2
charakteristisch von dem fiir d > 2 unterschieden: (i) d <
2; In diesem Fall ist B immer negativ. Da B die Anderung
des Leitvermdgens g mit der SystemgroBe L beschreibt,
heiBt das dg/dL < 0. Eine VergréBerung von L flhrt also,
unabhangig vom Anfangswert, immer zu einer Verringerung
von g: die Kurven _flieBen“ immer nach links unten (siehe
Pfeile), d.h. in den Isolatorbereich. Fir d < 2und L —» o
sind also alle Zustande lokalisiert; die Systeme zeigen Iso-
latorverhaiten.

Das beantwortet die urspringliche Frage nach der Méglich-
keit metallischer Leitfahigkeit sehr dunner Filme (d=2) bei
T=0: wir finden, daB eine echte metallische Leitfahigkeit in
d=2 nicht méglich ist. (ii) d > 2; hier treten beide Méglich-



keiten, B > O und B > 0 auf, da die B-Funktion eine Null-
stelie bei g=g. hat. Fir Systeme mit einem Anfangs-Leit-
wert g < g. (d.h. einer Unordnungskonzentration A > A,
wobei g(A.) = g.ist) gilt B < O, d.h, eine VergréBerung des
Systems fluhrt wieder zu einem Isolator-Verhalten (FluB der
Kurven nach links unten). Ein Anfangswert g mit g > g.
(d.h. X < A.) bedeutet dagegen B > 0, so daB eine Vergré-
Berung von L das System in den metallischen Bereich
treibt, namlich nach rechts oben. Der Punkt B(g.) = O heiBt
.Fixpunkt*, da sich g dort bei Veranderung von L selbst
nicht andert. Dieser Punkt stellt den Metali-Isolator (d.h.
Anderson-Ubergang) dar. Fiir d > 2 gibt es also einen
Ubergang bei einem endlichen g., d.h. einer endlichen Ver-
unreinigungskonzentration A.. Je nach der Unordnung sind
Zustande entweder ausgedehnt oder lokalisiert.

In der Ndhe des Ubergangs B(g.) = o kann man die B-
Funktion linearisieren und erhalt

1 9-9c
B=35%" (43)
wobei 1/v die Steigung von B in Abb. 16 bei g=g. ist.
G1.(43) 1aBt sich dann integrieren:

L g-gc\V
— = == 44
C - (e (44)
wobei g, = g(L,). Im lokalisierten Bereich (9,9, < g.) findet
man das Verhalten

g = g, [1-(L/§)™] (45)

mit der Lokalisierungslange & Wenn t = (g,-9.)/g. = (A-
Ac)/A. die Unordnung des Systems relativ zu dem jeweiligen
kritischen Wert g. bzw. A, miBt (,reduzierte Kopplungskon-
stante”), so gilt

& o |t|V (46)

Die Zah! v ist also gerade der ,kritische Exponent* der Lo-
kalisierungslange &. Gl.(46) bedeutet, daB & bei Annaherung
an die kritische Unordnung &, divergiert und damit die ein-
zig relevante Lange im System ist.

Die metallische Seite (g, g, > g.) ist dagegen durch eine
Gleichstromleitfahigkeit o(0) charakterisiert, fir die man mit
Hilfe von (37)

o(0) o 1V (47)

erhalt. Der kritische Exponent von o(0), genannt s (wegen
der Definition o(0) « t%), lautet dann

s = (d2)v (48)

Diese Beziehung verknupft also zwei kritische Exponenten,
von denen der eine (s) das Verhalten im metailischen und
der andere (v) das Verhalten im Isolator-Bereich nahe dem
Ubergang beschreibt. Die ,Skalenrelation* (48) wurde
zuerst von Wegner'®!, 1976, im Rahmen einer fir die Ander-
son-Lokalisierung grundlegenden Arbeit Uber den Zusam-
menhang zum Problem kritischer Phanomene, aufgestelit.

Durch Integration von (42) erhalt man einen (zumindest fir
Dimensionen d-2=g<1 glltigen) expliziten Wert fur s,
namlich s=1"22, Dieses Ergebnis scheint selbst noch fiir
d=3 zu gelten.

Feldtheoretische Methoden haben auch im Fall magneti-
scher Verunreinigungen und der dadurch auftretenden
Spinstreuung zu einer Skalentheorie gefuhrt!'®2". |hre Re-
sultate sind den zuvor besprochenen qualitativ sehr ahn-
lich. Insbesondere wird auch hier ein Anderson-Ubergang
fur d <2 erwartet, wahrend fur d > 2 alle Zustiande lokalisiert
sind.

Die Tatsache, daB die stérungsiheoretische Korrektur
durch die Spinstreuung proportional zu A? ist (statt A, wie
bei der normalen Streuung) duBert sich dabei auch in den
kritischen Eigenschaften: der Leitfahigkeitsexponent s er-
gibt sich hier zu s=1/2 statt zu s=1.

Gleichung (47) impliziert, daB die Gleichstromleitfahigkeit
o(0) bei Erhéhung der Unordnungskonzentration konti-
nuierlich gegen Null geht. Das Resultat widerspricht der
Mott'schen Annahme einer ,minimalen metallischen Leitfa-
higkeit* und eines damit verbundenen diskontinuierlichen
Ubergangs. Auf seine experimentelle Bestatigung werden
wir spater noch eingehen.

Die Methode der Selbstkonsistenz

Die eben beschriebene Theorie!'? basiert auf der Annahme
der Ein-Parameter Skalenbeziehung (40), die sich in diesem
Rahmen nicht weiter beweisen laBt.

Ein ganz anderes theoretisches Konzept, mit dem man ver-
suchen kann, den Anderson-Ubergang und seine kritischen
Eigenschaften zu beschreiben, und das keinerlei Skalenan-
nahme macht, ist das der sog. .Selbstkonsistenz*#*l, Inner-
halb seines Rahmens wird versucht, die frequenzabhangige
Leitfahigkeit o(w) bzw. den Diffusionskoeffizienten D(w)
mittels einer nicht-trivialen Beziehung durch sich seibst
wieder auszudriicken, also eine Gleichung der Art

D(w) = F{D{w)] (49)

zu finden, deren selbstkonsistente Losung dann D(w) (fir
alle w = 0 und Unordnungskonzentrationen A) liefert. Da-
bei ist wichtig, daB man mit den Ergebnissen der Storungs-
theorie fir A < 1 Ubereinstimmt, so daB die Theorie minde-
stens in diesem Grenzfall an exakten Resultaten verankert
werden kann!™. Durch die Selbstkonsistenz wird dann ver-
sucht, Uber die Stérungstheorie hinaus zu gehen und auf
diese Weise zum Ubergang selbst (und sogar dariber hin-
aus) zu gelangen. Die Selbstkonsistenz, d.h. die Form der
Gleichung (49), ersetzt dann eine (nicht durchfihrbare)
Stoérungstheorie unendlicher Ordnung.

Da D(w) am Ubergang verschwindet, dort also D,/D(w) di-
vergiert, hat es sich im Rahmen einer diagrammatischen
Stérungstheorie als zweckmaBig erwiesen, eine selbstkon-
sistente Berechnung der GroBe D,/D(w) durch Aufsumma-
tion der gréBten Beitrage (d.h. der starksten Divergenzen)
der Stérungstheorie durchzufiihren!®1, Es 148t sich auf
diese Weise tatsachlich eine selbstkonsistente Gleichung
ableiten. Sie hat die einfache Gestalt

D, 1 S dk 1 (50)

Dlw) ~ N; ) (2m)° Siw + D(w)k?
d.h. D,/D(w) ist durch das Integral Gber einen Diffusionspol
mit dem Diffusionskoeffizienten D{(w) selbst (und nicht nur
der Diffusionskonstanten D,) gegeben. Diese Gleichung
148t sich auch mit Hilfe anderer Methoden erhaiten!®-?!, |hre
LGsung ergibt, daB die Gleichstromleitfahigkeit o(0) furd <
2 immer verschwindet, d.h. daB selbst bei beliebig kleiner
Unordnung alle Zusténde lokalisiert sind (Isolator-Verhal-
ten). In d=2 ist die Lokalisierungslange & fur A < 1 aller-
dings exponentiell groB!'

E o exp (1/2 ) (51)

Far d > 2 gibt es dagegen einen kritischen Wert der Un-
ordnung, unterhalb dessen o(0) endlich ist (metallischer
Bereich), wahrend o(0) oberhalb davon verschwindet (iso-
lator). Da man in dieser Theorie den Grenzwert w — 0 ex-
plizit durchfuhren kann, erhalt man Ergebnisse, die Uber
den Aussagebereich der oben beschriebenen Skalentheo-
rie hinausgehen (w — 0 bedeutet, daB man sich aus dem
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«ritischen Bereich entfernt). Im Ubrigen ergibt sich véllige
Ubereinstimmung mit den Resultaten der Skalentheorie,
insbesondere findet man auch die Skalenrelation (48) und
denWert s=1filir 2 < d < 4. Tatsachlich kann man zeigen,
daB (50) seibst Skaleneigenschaften besitzt und die selbst-
konsistente Theorie deshalb auch eine Skalentheorie
istl?527.3031  Nach Ausfihren des Integrals in (50) und der
Wah! geeigneter Einheiten, die zu dimensionslosen GroBen
G und z statt D und w fuhren, 148t sich (50) schreiben als!®!

| 2-d 2-d
926 277 + G2 (52)

wobei das Plus-(bzw. Minus-) Zeichen fir die metallische
(bzw. Isolator-) Phase gilt und r, eine dimensionsabhangige
Konstante ist. Da in (52) keine Systemparameter (ke, m A
etc.) explizit vorkommen, diese also alle in der Skala fur D
und w enthalten sind, handelt es sich um eine ,Skalenglei-
chung*. Sie beschreibt eine universelle Abhangigkeit der
Leitfahigkeit von der Frequenz. Es wird dadurch eine voli-
standige und glatte Kurve fir die Funktion definiert®,

Eine feldtheoretische Analyse® des vorliegenden Pro-
blems zeigt, daB (52), sofern eine stérungstheoretische Be-
handlung Uberhaupt zuldssig ist, mindestens in der Nahe
von d=2 eine exakte Beziehung darstelitt®2,

AbschlieBend a8t sich sagen, daB trotz einiger noch offen-
der Fragen diese Anderson-Lokalisierung, d.h. das Verhal-
ten nichtwechselwirkender Teilchen in einem ungeordneten
Medium, theoretisch und experimentell recht gut verstan-
den zu sein scheint.

Il. Wechselwirkende, q_uantenmechanische
Teilchen in ungeordneten Systemen

In der bis jetzt diskutierten Theorie der Anderson-Lokalisie-
rung wurde die elastische Streuung nicht-wechselwirken-
der, quantenmechanischer Teilchen an Verunreinigungen
betrachtet. Wenn man ihre Resultate allerdings experimen-
tell iberprifen will, so hat man es immer mit Systemen zu
tun, in denen die Teilchen auch selbst untereinander wech-
selwirken. Das wohl wichtigste Beispiel dafir sind Elektro-
nen in einem gestdrten Metall. Selbst wenn man in jedem
Fall annehmen durfte, daB die Coulomb-Wechselwirkung
zwischen den Elektronen durch Abschirmungseffekte stark
abgeschwiécht wird, stelit sich immer noch die Frage nach
ihrem qualitativen und quantitativen EinfluB im Vergleich mit
den Effekten der Lokalisierung!33!,

In der reinen Elektron-Elektron Wechselwirkung herrscht
Impulserhaltung, sie trégt daher nicht zum metallischen Wi-
derstand bei. Wichtig sind deshalb nach wie vor Impulsan-
derungen der Teilchen durch Streuung an Verunreinigun-
gen etc.. Um diese Effekte zu verstehen, betrachten wir die
inelastische Wechselwirkung der Elektronen untereinan-
der®, Sie ist durch einen Impulsibertrag q (mit q! < 1)
und einen Energieibertrag hw (mit wT < 1) charakterisiert,
wobei | und T die mittlere freie Weglange und die mittiere
Zeit zwischen StoBen der Elektronen an den Storstellen ist.
Es 148t sich dann eine ,Wechselwirkungszeit* t, = 2 m/w
definieren, fur die offensichtlich t, ® 7 gilt. Wahrend der
Wechselwirkungszeit t, kommt es aiso zu vielen Streuun-
gen an den Verunreinigungen, was wiederum zu einer quali-
tativen Anderung der Wechselwirkung fiihrt. Die ,nackte*
Wechselwirkung wird dadurch zu einer ,effektiven” Wech-
selwirkung, deren Charakter vom Energielbertrag fis ab-
hangt. Diese Effekte fihren zu einer Korrektur 8o der (me-
tallischen) Leittahigkeit eines Systems bzw. zu einer Kor-
rektur 8N der Zustandsdichte an der Fermikante.
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Abschatzung der Korrekturen

Bei der stérungstheoretischen Berechnung der Korrektu-
ren zu o in niedrigster Ordnung A fanden Altshuler und Aro-
novi*, daB sie erstaunlicherweise dieselbe Gestalt wie die
im nicht-wechseiwirkenden Fall haben. In d=2 gibt es also
ebenfalls eine logarithmische Temperaturabhangigkeit von
60, obwohl quantenmechanische Interferenzprozesse, die
zu (19) bzw. (21) fahren, von diesen Autoren gar nicht be-
trachtet worden waren. Wenn dabei urspringlich vielleicht
an einen Zufall geglaubt wurde, so wissen wir doch heute,
daB diese Resultate einzig und allein auf der Unordnung im
System beruhen. Sie fihrt zum Diffusionsverhalten der Teil-
chen und bewirkt so eine Anderung der Wechselwirkung
(Abschirmung) durch Dichtefiuktuationen. Auf diese Weise
wird die langreichweitige, nackte Wechselwirkung zwischen
den Elektronen zu einer kurzreichweitigen effektiven Wech-
selwirkung.

Dazu betrachten wir die inelastische Streuung zwischen
zwei Elektronen der Energie ¢ (gerechnet von der Fermi-
energie E¢), genauer gesagt: zwischen einem Teilchen und
einem Loch, bei der es zu einem Energielbertrag hw mit
fhw =~ £ komme®s!. Nach der Unschérferelation bleiben die
Teilchen fur Zeiten t < f/e in zueinander koharenten Zu-
stdnden ~ wahrend dieser Zeit ist Interferenz méglich. Bei
einer kurzreichweitigen Wechselwirkung ist es dabei aller-
dings notwendig, daB sich die zwei Teilchen wéahrend t < /
h/e auch wirklich am selben Ort aufhaliten. Die Wahrschein-
lichkeit daftr werde mit W(e) bezeichnet. Die kurzreichwei-
tige Wechselwirkung A wird dann ihrerseits zu einer effekti-
ven Wechselwirkung

Ay = A1 + W(e)) (83)

Um W(e) abzuschatzen, beachten wir, daB die Bewegung
der Teilchen durch die Diffusion bestimmt ist, d.h.

h/e

W) = |
:

( Dot ) dr2

Der Integrand in (54) ist, genau wie im Lokalisierungspro-
blem, durch 1/V4, (15), gegeben. Deshalb fiihrt das Inte-
gral zu derselben dimensionsbedingten Struktur wie in (20).
In d=2 erhalt man speziell

{54)

W(e) o« In (h/eT) (55)

Wir nehmen nun an, daB die dadurch hervorgerufenen rela-
tiven Korrekturen physikalischer GréBen in niedrigster Ord-
nung A durch

o2 TR B = AWee) (56)
gegeben wird. Speziell fur die Zustandsdichte in d =3 erhalt
man dann

SN(e) o A Tel (57)

Bei abstoBender Wechselwirkung (A > o) nimmt die Zu-
standsdichte in der Nahe der Fermioberflache atso ab und
hat bei Er (d.h. € = 0) eine nach unten gerichtete, nicht-
analytische Spitze. Dieses Verhalten ist bei Tunnelexperi-
menten, in denen die zur Zustandsdichte proportionale
Tunnelleitfahigkeit di/dV in Abhéngigkeit von der Spannung

V (statt der Energie £) gemessen wird, auch beobachtet
worden!*¥; siehe Abb. 17.

Fir die Leitfahigkeitskorrektur bei endlichen Temperaturen
T ersetzen wir € durch T in (54) und erhalten

kg T (58)

56 { in /T d=2
_ o /\
Ja2-t d+2

Oo
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Abb. 17

Anderung der Zustandsdichte nahe der Fermienergie in
d=23 (Ref.36)

Die Temperaturabhidngigkeit von 3¢ ist also mit der schwa-
chen Lokalisierung identisch, obwohl die dort entscheiden-
de quantenmechanische Interferenz durch Rickwarts-
Streuung in (58) gar nicht beriicksichtigt wurde. Tatsachlich
fahren ,Cooperonen® in diesem Fall nur zu einer unwesent-
lichen Anderung des Ergebnisses in (58)171,

Die hier auftretenden Singularitaten an der Fermikante zei-
gen, daB Unordnung, entgegen einer lange Zeit vorherr-
schenden Meinung, zu wesentlichen Anderungen in den
physikalischen Eigenschaften einer Fermiflissigkeit flhrt.
Mittlerweile gibt es sogar eine exakte Losung des Wechsel-
wirkungsproblems mindestens in niedrigster Ordnung der
Verunreinigungen (A < 1)B¥, die sich auch im Rahmen ei-
nes Fermiflissigkeitstheorie verstehen 4Bt insofern ist
fur den Fall schwacher Unordnung eine befriedigende Situ-
ation erreicht.

Der Metall-Isolator Ubergang

Um dber die Stérungstheorie hinaus zu kommen und Aus-
sagen (ber den Metall-Isolator Ubergang und seine kriti-
schen Eigenschaften machen zu kdnnen, bedarf es wieder
einer Skalentheorie bzw. aufwendiger mathematischer Me-
thoden. Zur Zeit werden dabei sowoht feldtheoretische Un-
tersuchungen wie auch Renormierungsgruppen-Analysen
des Ubergangs in der Nahe von d =2 Dimension durchge-
fuhrt%41_ Sie haben allerdings bisher nur in den Speziaifal-
len starken duBeren Magnetfelds bzw. magnetischer Spin-
streuung zu schlissigen Ergebnissen gefihrt. In diesen
Fallen soll es, wie bereits in der Anderson-Lokalisierung,
nur deshalb von zwei Dimensionen einen Ubergang geben,
in dessen Nahe die Gleichstromieitfahigkeit linear in A, — A
verschwindet (kritischer Exponent s=1, d.h. wie in der An-
derson-Lokalisierung ohne Magnetfeld oder Spinstreuung).
Das aligemeine Verhalten ist dagegen noch unverstanden.
Im Fall fehienden Magnetfelds bricht die Renormierungs-
gruppen-Behandlung namlich vor Erreichen des Metall-Iso-
lator Ubergangs zusammen!®4'l. Der Grund hierfihr liegt in
dem Auttauchen lokaler magnetischer Momente (Spin-Fluk-
tuationen), die fir T —» 0 zu einer Divergenz der Spin-Sus-
zeptibilitat fGhren.

Auch die Lokalisierungseffekte durch Quanteninterferenz,
die zur Anderson-Lokalisierung, d.h. zum Ubergang im
wechselwirkungsfreien System fuhren, sind noch nicht all-
gemein berlcksichtigt worde. Der Metall-Isolator Ubergang

des wechselwirkenden Systems ist deshalb noch nicht gut
verstanden.

Experimente und Vermutungen

In Experimenten nahert man sich dem Ubergang (blicher-
weise nicht durch Erhéhung der Unordnung A auf A, son-
dern mittels Erniedrigung der Teilchendichte n . In Halblei-
tern [4Bt sich das 2.B. durch eine Anderung der Dotierung
bewerkstelligen. Auf diese Weise wird die Energie der Teil-
chen

= h2 2273
E = 5m (317°n) (59)
absenkt. Wenn wir die kritische Energie, bei der der Uber-
gang erfolgt, mit E.=E(n.) bezeichnen, so ist das System
fur Dichten n > n, (d.h. E > E_) im metallischen und fir n
< n. (d.h. E < E,) im Isolator-Bereich.

Da das aligemeine Verhalten des Ubergangs noch unver-
standen ist, haben auch entsprechende Experimente noch
keine schlissigen Erklarungen gefundeni*?. Im dreidimen-
sionalen Proben findet man namlich, daB in einer Gruppe
von Systemen (z.B. amorphem Nb,Si,, oder kompensier-
tem Ge:Sb) die Gleichstromleitfahigkeit linear in n-n, ver-
schwindet (d.h. s=1, siehe Abb. 18a), wahrend sie in einer
anderen Gruppe (z.B. Si:P oder unkompensiertem Ge&:Sb)
mit einem Wurzelverhalten (d.h. s=1/2, siehe Abbildung
18b) zu Nuli geht. Im zweiten Fall liegt daher eine Situation
vor wie man sie in einem nicht-wechselwirkenden System
mit magnetischen Streuzentren erwarten wirde. (Die Leitfa-
higkeit geht aiso kontinuierlich gegen Nuli; in beiden Fallen
werden Werte gemessen, die deutlich unterhalb der von
Mott postulierten ,minimalen metallischen Leitfahigkeit*
Omin liegen (siehe Pfeile in den beiden Abbildungen)). Der
Grund fur dieses unterschiedliche Verhalten ist noch nicht
wirklich verstanden. Es lassen sich aber Vermutungen an-
stellen, da sich die beiden Gruppen von Systemen in einem
Punkt wesentlich voneinander unterscheiden!*sl. Die Syste-
me mit s =1/2 haben namlich ein Valenzetektron pro Streu-
zentrum. {Im Fall von Si:P gibt z.B. jedes P ein zusétzliches
Valenzelektron an das Elektronsystem ab, wahrend die P-
lonen die zufallsverteilten Potentiale darstellen, an denen
die Elektronen streuen). Dagegen kommen in den Syste-
men mit s=1 auf ein Elektron mehrere Streuzentren. (Bei
dem kompensierten Ge:Sb werden gleiche Mengen Sb und
B zugefigt, die dann ein Elektron austauschen und da-
durch zwar keine zuséatzlichen Ladungstrager aber zusatzli-
che Streuzentren betragen). Es IaBt sich nun spekulieren,
daB die zusatzlichen Streuzentren zu einer verstirkten
Streuung der Elektronen fihren und es sich bei dem Leitfa-
higkeitsverhalten mit s=1 deshalb im wesentlichen um den
Anderson-Ubergang handelt. Allerdings ist s=1 auch mit
der Wechselwirkungstheorie fir Systeme mit starker Spin-
streuung kompatibel. In der ersten Systemgruppe mit
s=1/2 ist die Situation aflerdings noch unklarer. Das Ver-
halten s=1/2 ergibt sich theoretisch bisher nur far nicht-
wechselwirkende Systeme mit starker Spinstreuung. in Si:P
tragen aber nur die Elektronen einen Spin. Es kénnte nun
sein, daB die lokalen magnetischen Momente (Spin-Fluktu-
ationen), auf die die Renormierungsgruppen-Rechnungen
flr das wechselwirkende System gestoBen sind (und die zu
ihrem ultimativen Zusammenbruch fihren), selbst als Spin-
Streuzentren wirken!*!, Die Wechselwirkung wirde dann al-
so — durch ein kollektives Verhalten der Elektronen — far die
Existenz magnetischer Momente sorgen, an der die Elek-
tronen selbst streuen. Ansonsten finden die Elektronen
aber ein nichtwechselwirkendes System vor. Auf diese Wei-
se lieBe sich s=1/2 erhalten. Tatsichlich wird dieses Bild
durch verschiedene Messungen der spezifischen Warme
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Abb. 18

Leitfihigkeit verschiedener Systeme am Metall-isolator Ubergang, (a) s=1 (Ref43), (b) s=1/2 (Ref.42)

und der Spin-Suszeptibilitat erhartet*?. Man findet dabei ei-
ne starke Erhdhung dieser beiden GréBen fur T — 0, die
sich durch eine stark erhéhte effektive Messe erklaren las-
sen. Hier scheint ein enger Zusammenhang zur Theorie
stark korrelierten (,fast lokalisierter*) Fermisysteme zu be-
stehen, die auch im flissigen *He Anwendung findet“sl. Auf
diese Weise kommt es gerade in der letzten Zeit zu bemer-
kenswerten Verkniipfungen zwischen scheinbar ganz un-
terschiedlichen Gebieten: dem Problem ungeordneter Sy-
steme, der Fermifiiissigkeitstheorie, der Theorie stark kor-
relierter Fermisysteme und, nicht zuletzt, der Supraleitung.
Man kann sicher sein, daB sich aus dieser Verbindung auch

weiterhin neue und unvermutete Erkenntnisse gewinnen
lassen.
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