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Abstrakt

In der vorliegenden Dissertation zur mikrowellenunterstiitzten Erwédrmung werden Opti-
malsteuerungsprobleme von Maxwell-Gleichungen in Bezug auf reduzierte Modelle meh-
rerer mit finiten Elementen diskretisierten Modellen betrachtet. Hierzu werden die zu
betrachtenden partiellen Differentialgleichungen auf Basis der Maxwell-Gleichungen her-
geleitet. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der hergeleiteten Gleichungen wird
sowohl fiir die kontinuierliche als auch fiir die diskretisierte Gleichung bewiesen. Be-
vor die Optimalsteuerung zur mikrowellenunterstiitzen Erwarmung durchgefiihrt werden
kann, bendtigt es aufgrund der hohen Rechenlaufzeiten der finiten Elemente Simulation
die Verwendung von Modellreduktionsalgorithmen. Hierzu wird die Reduzierte-Basis-
Methode verwendet, um die Theorie der Lagrange-Systeme erweitert und dann anhand
von drei ausgewéhlten Modellen auf ihre Funktionalitét hin getestet. Daraufhin werden
Steuerungsprobleme hergeleitet, die Existenz von Loésungen dieser gezeigt und sowohl
die Konvergenztheorie als auch die Fehlertheorie fiir den diskreten und den reduzierten
Fall durchgefiihrt. Zudem werden fiir die hergeleiteten Steuerungsprobleme die Existenz
von Ableitungen bewiesen und die zu den Optimierungsproblemen zugehorigen adjun-
gierten Probleme hergeleitet. Die Steuerungsprobleme werden dann wiederum auf ihre
Funktionalitét zur mikrowellenunterstiitzten Erwérmung, anhand der drei ausgewéhlten
Modelle, beziiglich der Benchmark-Kriterien der Gleichméfligkeit, des Energieeintrags
und der gezielten Erwdrmung getestet.
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1. Einfiihrung

1.1. Motivation

Mit der Erforschung neuer Halbleitertechniken zur Erzeugung elektromagnetischer Strah-
lung und der einhergehenden Mdoglichkeit deren Phase, Frequenz und Amplitude zu steu-
ern, hat in den letzten Jahren die Steuerung von elektromagnetischen Systemen fiir die
Industrie an Bedeutung gewonnen. Ein grofler Forschungsbereich ist die mikrowellen-
unterstiitzte Erwdrmung von Objekten, wie beispielsweise von Harzsystemen oder zum
Garen von Lebensmitteln. In der Arbeit [1] wird beispielsweise der Aushértungsprozess
von Epoxidharzsystemen unter Mikrowelleneinfluss betrachtet. Dabei konnte festgestellt
werden, dass eine nicht optimal gesteuerte Mikrowellenerwarmung eine schlechte Auswir-
kung auf die ausgehérteten Materialeigenschaften besitzt. Jedoch bietet die mikrowellen-
unterstiitzte Erwdrmung einige Vorteile in diesem Bereich, denn im Gegensatz zur kon-
ventionellen Erwérmung mit Heilluft, welche das Objekt von Auflen nach Innen erwérmt,
ist der Erwarmungsprozess bei Mikrowellen von Innen nach Auflen. Dies ermoglicht
eine deutlich schnellere Erwidrmung und beschleunigt dabei den Aushértungsprozess
des Epoxidharzes. Um mehr Wissen iiber den Erwdmungsprozess mit Mikrowellen zu
erlangen, werden in dieser Arbeit elektromagnetische Modelle mit komplexer Geome-
trie betrachtet, welche auf den partiellen Differentialgleichungen (PDEs) der Maxwell-
Theorie basieren. Diese PDEs koénnen verwendet werden, um Optimierungsprobleme zur
mikrowellenunterstiitzten Erwdrmung in Abhéngigkeit der elektromagnetischen Felder
zu definieren. Die dafiir notwendigen Berechnungen sind aufgrund der Komplexitéit der
Modelle sehr rechenintensiv und eignen sich nicht fiir eine in Echtzeit funktionierende op-
timale Steuerung. Eine Abhilfe dafiir bietet die Modellreduktion, welche die Rechenzeiten
durch Vernachlissigung redundanter Informationen verkiirzen kann. Dementsprechend
ist der Bereich der Modellreduktion innerhalb der letzten Jahre zu einem wichtigen For-
schungsbereich innerhalb der Mathematik geworden. Zur Steuerung elektromagnetischer
Felder wird dabei die Frequenz, die Phase und die Leistung verwendet, weshalb sich pa-
rametrische Modellreduktionsalgorithmen fiir die Generierung der reduzierten Modellen
eignen. Eine der am h&ufigsten verwendeten Methoden zur parametrischen Modellre-
duktion stellt die Reduzierte-Basis-Methode (RBM) dar, die entweder auf das direkte
Eingang-Ausgang-Verhalten der Parameter oder auf das Eingang-Zustand-Verhalten re-
duziert. Wenn das reduzierte Modell das gewiinschte Verhalten gut approximiert, dann
ldsst sich mit diesem das Optimalsteuerungsproblem effektiv und schnell berechnen.
Um das entstandene Optimalsteuerungsproblem in der Realitdt verwenden zu kénnen,
muss das mathematische Modell den realen Prozess gut approximieren. Hierfiir kann
die erweiterte Reduzierte-Basis-Element-Methode (RBEM) verwendet werden, denn mit
affinen Transformationen lassen sich geometrische Parameter in das Modell einarbeiten.
Diese geometrischen Parameter kénnen dann als Regelgrofie dienen, um Simulationsda-
ten an gemessene Daten anzugleichen.



1. Einfiihrung

1.2. Vorangegangene Arbeiten

Im Bereich der Modellreduktion fiir elektromagnetische Probleme gibt es neben der RBM
noch weitere Methoden, wie Modale Approximation, Asymptotische Wellenauswertung,
Balanciertes Abschneiden und Krylov-Unterraum Methoden fiir lineare Probleme und
Proper Orthogonal Decomposition fiir nichtlineare Systeme. Eine Ubersicht der verschie-
denen Methoden gibt es in [2, 3] und auf der Internetseite MOR-Wikil.

Die in dieser Arbeit verwendete RBM wurde erstmals am Anfang der achtziger Jahre im
Bereich der nichtlinearen Strukturanalysis in den Arbeiten [4, 5, 6] beschrieben. Nach
und nach wurde die Methode dann auf weitere Bereiche, wie beispielsweise der stati-
schen Wérmeleitungsgleichung in [7] oder nicht komprimierbarer Fluide [8], erweitert.
Zeitgleich wurde auch intensiv an einer effektiven Fehlertheorie der RBM [9] geforscht,
denn zu diesem Zeitpunkt war nicht klar, welche Approximationsgiite das generierte RB
Modell besitzt. Diese Forschung resultierte in zuverlissigen Schranken an den Ausgang
[10] um die Jahrtausenwende und wurde in den darauffolgenden Jahren [11] erweitert.
Zusétzlich dazu wurden Fehlerschranken auch fiir nichtkoerzive Probleme ausgearbei-
tet [12, 13]|. Eine ausfiihrlichere Zusammenfassung der Historie ist dem Buch [14] zu
entnehmen, welches sich gut als einfithrende Lektiire in die Thematik der RBM eignet.
Die Entwicklung von Fehlerschranken fiir nichtkoerzive partielle Differentialgleichun-
gen ermoglichte die Verwendung der RBM im Bereich der zeitharmonischen Maxwell-
Gleichungen [15, 16, 17, 18, 19]. Die existierenden Fehlerschranken und der damit ein-
hergehenden effektiven Berechnung der reduzierten Modelle fithrte zur Verwendung der
RBM im Bereich der optimalen Steuerungstheorie [20, 21, 22, 23].

Die optimale Steuerung besitzt eine weitaus lingere Historie, die bis in die Antike
zuriickreicht. Fiir einige z&hlt das Jahr 1697 als Johann Bernoulli seine Lésung des
Brachystochronen Problems veroffentlichte als Anfang der optimalen Steuerung, denn
die Arbeit von Bernoulli war der Anreiz fiir einige berithmte Mathematiker sich mit
dhnlichen Problemen zu beschéftigen. Hervorzuheben sind dabei Leonhard Euler als
Schiiler Bernoullis und Joseph-Louis Lagrange, die aufgrund der Arbeiten von Bernoulli
einige generelle Techniken zur Betrachtung von Optimierungsproblemen entwickelten.
Bis ins zwanzigste Jahrhundert hinein arbeiteten viele Mathematiker im Bereich der
Optimierung und der Variationsrechnung. Fiir viele ist hingegen die Arbeit [24] von
Lew Semjonowitsch Pontryagin der eigentliche Beginn der heutigen optimalen Steue-
rungstheorie, denn in dieser Arbeit wurden erstmals dynamische Bedingungen an die
Losungsmenge gestellt. Als Standardwerk fiir optimale Steuerung von linearen Gleichun-
gen und konvexen Zielfunktionalen unter der Nebenbedingung von partiellen Differenti-
algleichungen dient das Werk [25] von Joseph-Louis Lions. Eine allgemeine Einfiihrung in
die Theorie von optimalen Steuerung bieten die Biicher [26] und [27] mehrerer Autoren.

"https://morwiki.mpi-magdeburg.mpg.de/morwiki/index.php/Main_Page
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1.3. Dissertationsarbeit

Der Hauptschwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Theorie von optimalen Steuerungssys-
temen elektromagnetischer Prozesse. Hierzu wird eine partielle Differentialgleichung zur
Beschreibung eines geschlossenen Systems hergeleitet und die Existenz- und Eindeutig-
keitsbeweise auf Basis der Arbeit [28] von Salim Meddahi auf die hergeleiteten Glei-
chungen erweitert. Die partiellen Differentialgleichungen werden dann in Kombination
mit der Simulationssoftware COMSOL Multiphysics? verwendet, um komplexe geometri-
sche Probleme zur mikrowellenunterstiitzten Erwérmung von Epoxidharzen aufzubauen.
Dafiir bietet COMSOL eine Vielzahl an Moglichkeiten zur einfachen Behandlung komple-
xer CAD-Modelle mithilfe einer strukturierten GUI. Neben der einfachen Erstellung von
Finite-Elemente-Methode (FEM) basierenden elektromagnetischen Simulationsmodellen
mit vordefinierten Randbedingungen lassen sich auch die Variationsformulierungen der
verschiedenen Bausteine an die eigenen Anforderungen anpassen. Mit der von COM-
SOL bereitgestellten Schnittstelle zu MATLAB? wird eine Schnittstellenkommunikation
fiir die Assemblierung der FEM Matrizen aufgebaut. Damit gibt es die Moglichkeit der
Kombination von RBM mit der Simulationssoftware COMSOL. Fiir die Anwendung
der RBM wird als Grundgeriist die Programmbibliothek RBmatlab? verwendet. Auf-
grund der betrachteten PDE, der Datendarstellung in COMSOL, MATLAB spezifischen
Eigenschaften und der Dimensionsgrofie der Probleme muss der Programmcode der Bi-
bliothek RBmatlab erweitert, ergdnzt oder zum Teil neu geschrieben werden. Wegen
der von COMSOL sehr allgemein aufgestellten Theorie zum Lésen von PDEs wird die
RB Theorie um die Theorie der Lagrange-Systeme erweitert, mit der auch allgemei-
ner definierte PDEs mit COMSOL betrachtet werden kénnen. Des Weiteren wird die
Theorie von optimalen Steuerungen auf die Steuerungen von elektromagnetischen Fel-
dern und im Besonderen auf die mikrowellenunterstiitzte Erwédrmung angewandt und
die entsprechende Theorie dazu entwickelt. Darunter fillt die Definition von Optimal-
steuerungsproblemen, die Herleitung von Ableitungen und den adjungierten Problemen
sowie die Fehlertheorie zwischen den fiir FEM diskretisierten und den mit der RBM re-
duzierten Optimalsteuerungsproblemen. Diese Theorie wird dann auf drei ausgewihlte
Probleme angewandt und auf entsprechende Eigenschaften untersucht.

https://www.comsol.de/
3https://de.mathworks.com
“https://www.morepas.org/software/rbmatlab/
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1.4. Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird eine allgemeine Einfithrung in die Maxwell-Theorie gegeben, die not-
wendigen Funktionenrdume eingefiihrt, die Wohldefiniertheit von Operatoren auf dem
Rand des Gebietes diskutiert und daraus die PDE zur Betrachtung elektromagnetischer
geschlossener Systeme hergeleitet. Fiir diese PDE betrachten wir dann in Kapitel 3 die
Existenz und Eindeutigkeit des kontinuierlichen Variationsproblems und des FEM diskre-
tisierten Variationsproblems. Kapitel 4 widmet sich der Betrachtung der RBM, wofiir wir
in Abschnitt 4.1 die allgemeine Theorie fiir inf-sup stabile Sesquilinearformen angeben
und in Abschnitt 4.2 um die Theorie der Lagrange-Systeme erweitern. Die verschiedenen
Varianten der Generierung der reduzierten Modelle testen wir dann in Abschnitt 4.3 auf
deren Funktionalitit und Eigenschaften. Abschliefend betrachten wir die Theorie der
Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder und im Besonderen in Bezug auf die mi-
krowellenunterstiitzte Erwarmung in Kapitel 5. Dabei betrachten wir in Abschnitt 5.1
die kontinuierliche und in Abschnitt 5.2 die diskrete Optimalsteuerungstheorie. Die Opti-
malsteuerung erweitern wir daraufhin mit der in Abschnitt 4.2 hergeleiteten RB-Theorie
in Abschnitt 5.3. Unter Verwendung der RB-Modelle aus Abschnitt 4.3 untersuchen wir
dann in Abschnitt 5.4 eine Reihe von verschiedenen Optimierungsalgorithmen auf deren
Verhalten und deren Effektivitéit zur Bestimmung von optimalen Steuerungen. Numeri-
sche Ergebnisse werden in Abschnitt 5.5 vorgestellt.



2. Elektromagnetische Simulation

Als Grundlage fiir elektromagnetische Modelle dienen die Maxwell-Gleichungen, die Ja-
mes Clerk Maxwell erstmals in seinem 1864 verdffentlichten Paper ,, A Dynamical Theory
of the Electromagnetic Field“ [29] beschrieb. In diesem Kapitel wird neben einer allgemei-
nen Einfithrung in die Theorie elektromagnetischer Felder ein Modell zur Approximation
geschlossener Systeme mit koaxialer Anregung hergeleitet.

2.1. Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen werden aus der Betrachtung der Wechselwirkungen von Punkt-
ladungen mithilfe des Satzes von Gaufl und des Satzes von Stokes [30] hergeleitet. Um
diese Gleichungen anzugeben, definieren wir die dazu notwendigen Vektorfelder.

Definition 2.1. Sei Q C R? offen. Gegeben seien
e das elektrische Feld E : [0,T] x © — R3 mit der physikalischen Einheit [%],
e die elektrische Flussdichte D : [0, 7] x  — R3 mit der physikalischen Einheit [%} ,
e das magnetische Feld H : [0,T] x Q — R? mit der physikalischen Einheit [%],

e die magnetische Flussdichte B : [0,7] x © — R3 mit der physikalischen Einheit
7]
e die Ladungsdichte p : [0,7] x © — R mit der physikalischen Einheit [%],
e die elektrische Stromdichte J : [0,T] x © — R3 mit der physikalischen Einheit
=ik
e die Leitungsstromdichte J; : [0, 7] x € — R3 mit der physikalischen Einheit [%],
e die Verschiebungsstromdichte .J, : [0,7] x © — R3 mit der physikalischen Einheit
7]
Die elektrische Stromdichte J = J; + J,, ist iiber die Leitungsstromdichte J; und die
Verschiebungsstromdichte J, gegeben.

Eine Erlduterung zur Herleitung der Maxwell-Gleichungen durch die Betrachtung von
Punktladungen kann in [31] nachgelesen werden.
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2.1.1. Integraldarstellung

Unter den Maxwell-Gleichungen werden vier Gleichungen verstanden, die elektromagne-
tische Kopplungen beschreiben. Die erste Gleichung heifit Gaufisches Gesetz und be-
schreibt die Gleichheit des elektrischen Flusses D an der Oberfliche 0V eines Volumens
V und der elektrischen Ladung p innerhalb des Volumens

/D~ndF:/de (2.1)
oV %4

fiir ein beliebiges messbares Volumen V mit stiickweise stetigen Rand 0V und zu-
gehorigen dufleren Normalenvektor n. Die Gleichung

/B.ndrzo (2.2)

)%

wird Gaufisches Gesetz des Magnetismus genannt und gibt die Quellenfreiheit des ma-
gnetischen Flusses B an. Im Gegensatz zu (2.1) ist die rechte Seite von (2.2) gleich
Null, da keine magnetischen Monopole existieren. Ein magnetischer Monopol ist ein
theoretischer Magnet mit nur einem Pol. Wéhrend (2.1) keine magnetische und (2.2)
keine elektrische Einfliisse beinhalten, beschreiben die néchsten beiden Gleichungen die
Abhéngigkeiten voneinander. Der Zusammenhang von elektrischen und magnetischen
Kriéften ist die Lorentz-Kraft, die im Bereich der Induktion eine Rolle spielt. Dement-
sprechend wird fiir eine hinreichend regulidre zweidimensionale Fliche S C V mit Nor-
malenvektor n und Rand 95 mit Tangentialvektor 7 die Integralgleichung

/8tB-ndF+/E-Tds:0 (2.3)
S oS
auch Faraday’sches Induktionsgesetz genannt. Es beschreibt die Zirkulation des elektri-

schen Feldes E beziiglich des Randes 9S aufgrund der zeitlichen Anderung des magne-
tischen Flusses B durch die Flache S. Die letzte Gleichung

/H-Tds:/atD-ndF—i—/Jl-ndF (2.4)
a8 S S

ist das Ampere’sche Durchflutungsgesetz. Diese beschreibt den Zusammenhang der ma-
gnetischen Zirkulation auf 95 und der Summe aus der Leitungsstromdichte J; und der
zeitlichen Anderung des elektrischen Flusses D.
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2.1.2. Differentialdarstellung

Um die differentielle Darstellung anzugeben, fithren wir zundchst den Divergenz- und
Rotations-Operator und deren Notation ein.

Definition 2.2. Der Divergenzoperator div : C*(C3,C3?) — C°(C3, C) ist gegeben durch

Ey,
2 E E,.
EI3 1 2 3

Der Rotationsoperator curl : C1(C3,C3) — C°(C3,C?) ist gegeben durch

OFz4 OE.,

E;pl 8122 - 81’3

OF; OFE;

E=| E, —eurl[EF] =V x E=| 2 27
2 8:33 81‘1

E:ch 0Bz,  OEs,

Ox1 Oxo

Durch Anwendung des Satzes von Gaufl auf (2.1) und (2.2) und des Satzes von Stokes
auf (2.3) und (2.4) ergeben sich die Maxwell-Gleichungen in differentieller Form:

V-D=p, (2.5)

V-B =0, (2.6)

0B+ V xE =0, (2.7)
—-0,D+V x H=J,. (2.8)

Wenden wir den Divergenzoperator auf (2.8) an und verwenden sowohl (2.5) als auch
die Vektoridentitat V - (V x H) = 0, dann ergibt sich die Ladungserhaltungsgleichung

0=V-J,+dp. (2.9)

Mit dieser Gleichung lassen sich entweder (2.7), (2.8) und (2.5) oder (2.7), (2.8) und
(2.9) unabhéngig von den jeweiligen anderen Gleichungen betrachten. Innerhalb dieser
Arbeit betrachten wir die zeitharmonische Abhéingigkeit der einzelnen Vektorfelder in
den Gleichungen (2.5)-(2.8).



2. Elektromagnetische Simulation

2.1.3. Zeitharmonische Darstellung

Fiir die Zeitharmonizitéit gibt es unterschiedliche Darstellungen in der Literatur. In den
Ingenieurswissenschaften wird die Zeigerform

E(t,z) =Re (E(w, x) ew> (2.10)

fiir die Zeitharmonizitét eines Vektorfeldes F mit imaginérer Einheit j verwendet, wih-
rend in der Mathematik und der Physik die Fouriertransformation angewandt wird,
um die Vektorfelder vom Zeitbereich in den Frequenzbereich zu transformieren. Fiir die
Definition der Fouriertransformation existieren viele verschiedene Moglichkeiten und die
in dieser Arbeit verwendete Form wird aufgrund der beiden am weitesten verbreiteten
zeitharmonischen Darstellungen der Maxwell-Gleichungen verwendet. Wir definieren die
Fouriertransformation deshalb als

E(w,z) = [ E(t,z)e“!dt (2.11)
/

mit der imagindren Einheit ¢. Hierbei ist
w=27f,

wobei f die Frequenz der zeitlich veréinderlichen Vektorfelder darstellt. Je nachdem ob
wir die Zeigerform oder die Fouriertransformation verwenden, verwenden wir j oder %
als Indikator und imaginére Einheit. Im Frequenzbereich lisst sich ein Vektorfeld relativ
einfach in der Zeit verschieben. Wollen wir ein zum Zeitpunkt ¢+ betrachtetes Vektorfeld
E(t+t,x) durch das Vektorfeld E(t, z) zum Zeitpunkt ¢ im Frequenzbereich beschreiben
und bezeichnen mit E(w,z) die Fouriertransformierte zu E(t,z) und E(w,z) als die
Fouriertransformierte zu E(t + ¢, x), dann ergibt sich

E(w,z) = E(w, z) et (2.12)

bei der Verwendung der Fouriertransformation und unter Verwendung der Zeigerform

E(w,z) = E(w,z) e . (2.13)

Definieren wir nun E(w, z) als die Fouriertransformierte der Zeitableitung 9, E(t, '), dann
folgt mit partieller Integration

E(w,z) = —iwE(w, z) (2.14)
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bei der Verwendung der Fouriertransformation und unter Verwendung der Zeigerform
E(w,z) = jwE(w,z). (2.15)

Bei dem Vergleich der Zeitverschiebungen (2.12), (2.13) und der Transformation der
Zeitableitungen (2.14), (2.15) féllt auf, dass die Gleichungen der Fouriertransformation
(2.11) denen der Zeigerform (2.10) &hneln. Wir erhalten demnach die selben Gleichungen
(2.12) und (2.14) der Fouriertransformation (2.11) bei Verwendung der Zeigerform

E(t,z) =Re (E(w, x) e_i“t) , (2.16)

welche vor allem in der Physik verwendet wird. Aufgrund der 27-Periodizitéit der kom-
plexen Exponentialfunktion e, betrachten wir nur Zeitverschiebungen ¢ € [O, ﬂ und
definieren die Phase

0 = wt,

fiir die gerade 0 € [0, 27| gilt. Damit erhalten wir die zeitharmonischen Maxwell-Glei-
chungen im Frequenzbereich

V-D=p, (2.17)
V.-B=0, (2.18)
—iwB+V x E=0, (2.19)
iwD +V x H =], (2.20)

zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ unter Verwendung der Fouriertransformation, bezie-
hungsweise

V-D=p, (2.21)
V-B=0, (2.22)
jwB+V x E =0, (2.23)
—jwD +V x H = Jj, (2.24)

durch die Zeigerform.
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2.1.4. Materialgleichungen

Die Einfliisse elektromagnetischer Effekte auf Materialien lassen sich durch die folgenden
Materialparameter beschreiben:

e Permeabilitdt u, Maf fiir die Durchléssigkeit des magnetischen Feldes,
e Permittivitit ¢, Maf fiir die Durchldssigkeit des elektrischen Feldes,
e Konduktivitdt o, Maf fiir die elektrische Leitfihigkeit.

Wéihrend die Konduktivitdt im Vakuum Null ist, sind die Permeabilitdt und Permitti-
vitdt im Vakuum

1% A
po =4 -107T—2 o = 8.854187817 - 1071222
Am Vm

Naturkonstanten und dienen als Referenzwerte fiir jegliche Parameterwerte anderer Ma-
terialien. Um die Vektorfelder £ und H mit den Flussdichten D und B zu verkniipfen
fiihren wir zwei weitere Vektorfelder ein, wobei diese Transformation der Vektorfelder
nur bei der Betrachtung nichtleitender Materialien giiltig ist.

Definition 2.3. Sei Q C R? offen. Gegeben seien

e die elektrische Polarisation P, : Ry x Q — C3, (w,z) — P.(w,z, E(w,)) mit der
physikalischen Einheit [%],

e die magnetische Polarisation P, : R, x Q — C3, (w,z) — Pp(w,z, H(w,z)) mit
der physikalischen Einheit [%]

Die Definition 2.3 ist fiir die in dieser Arbeit betrachteten Modelle ausreichend, denn alle
leitenden Materialien werden im spéteren Verlauf durch Randbedingungen approximiert.
Es ergeben sich die Beziehungen

D=¢yFE+P., (2.25)
B = uH + P, (2.26)
fiir beliebige nichtleitende Materialien. Wir treffen nun eine erste Unterteilung in linea-

re und nichtlineareA Materi%hen. Dabei heif3t linear, dass P, bzw. P, linear von den
jeweiligen Feldern E bzw. H abhingig sind. Wir erhalten fiir lineare Materialien

A ~

P, = ¢eoxl, P, :HOXmHa

mit der elektrischen und magnetischen Suszeptibilitdt y. und x,,. Dabei kénnen y,
und x,, komplexwertig sein und hé&ngen sowohl vom Ort z als auch der Frequenz w

10



2.1. Maxwell-Gleichungen

der elektromagnetischen Welle ab. Eine genaue Darstellung der elektrischen und magne-
tischen Suszeptibilitdt beziiglich der Frequenz und des Ortes hiangt deshalb stark von
dem betrachteten Material ab und wird hier nicht nédher erldutert. Wir kénnen somit
den relativen Permittivitdtsfaktor e, und Permeabilitdtsfaktor u, fiir lineare Materialien
definieren.

Definition 2.4. Sei Q C R? offen und 1 der 3 x 3 Einheitstensor. Gegeben seien
e die relative Permittivitiit &, : R x Q — C3*3,
(w,z) = er(w,z) = Re (er(w, z)) + i Im (ep(w, x)) = 1 + xe(w, x),
mit Re (g,) : Ry x @ = RY und Im (g,) : Ry x Q — ]R;)S.
e die relative Permeabilitiit p, : Ry x Q — C3%3,
(w,z) = pr(w, ©) = Re (pr(w, 2)) + 7 Im (pp(w, 2)) = 1T+ X (w, 2),

mit Re (p,) : Ry x Q@ — RYP und Im () : Ry x Q — R;&S.
Dabei ergeben sich die Eigenschaften in Definition 2.4 aus der Darstellung der elektri-
schen und magnetischen Suszeptibilitdt, wenn fiir die Zeitharmonizitat die Fouriertrans-
formation angewandt wird. Im Falle der Zeigerform erhilt man dieselbe Definition bis
auf ein Minus im Imaginérteil, also
er(w,x) = Re(er(w,z)) — j Im (&, (w, z)),
e (w,) = Re (p (@, 2)) = j Tm (j1r(w, )

Wir konnen damit fiir lineare Materialien die Relationen

definieren und erhalten daraus fiir die Polarisationen
P, =eo(ep(w,z) — 1)E, P = po(pir(w, ) — 1)H,

wobei 1 der Einheitstensor bezeichnet. Des Weiteren kénnen wir die Leitungsstromdichte
J; = J.+J; als Summe konduktiver Stromdichte J. und Quellenstromdichte J; schreiben,
wobei fiir isotrope Materialien das Ohm’sche Gesetz

A ~

Je=o(x)E (2.29)

gilt. Fiir isotrope Materialien kénnen wir zudem die tensorwertigen Funktionen e, pu,
und o als skalare Funktionen beschreiben. Des Weiteren gilt fiir inhomogene Materiali-

11



2. Elektromagnetische Simulation

en die ortliche Abhéngigkeit der drei Parameter innerhalb des Materials, wahrend die-
se fiir homogene Materialien im Ort konstant sind. Damit ergeben sich die Maxwell-
Gleichungen beziiglich £ und H fiir lineare, isotrope und homogene Materialien

~

eV - (er(w)E) = p, (2.30)

1oV - (ur(w)H) = 0, (2.31)
—twpopr(W)H +V x E =0, (2.32)
iweoeT(w)E‘ —oE+V x H=J ( )

unter Verwendung der Fouriertransformation im Frequenzbereich, bzw.

A~

eoV - (er(w)E) = p, (2.34)

poV - (pr(w)H) =0, (2.35)
jwpopr(W)H +V x E =0, (2.36)
—jweper(W)E —oE+V x H = J;, (2.37)

mit der Zeigerform. Aufgrund der komplexeren Notation bei Betrachtung von anisotro-
pen Materialien, werden wir im weiteren Verlauf nur isotrope, sowie lineare und homo-
gene, Materialien betrachten und verwenden hierzu die Gleichungen (2.30)-(2.33). Die
Erweiterung auf anisotrope Materialien folgt mit kleinen Anpassungen an die nachfol-
gende Theorie analog. Im weiteren Verlauf der Arbeit schreiben wir £ und H fiir die
Vektorfelder £ und H im Frequenzbereich, um die Notation zu vereinfachen.

2.1.5. Zeitharmonische Wellengleichung

Die Gleichungen (2.33) und (2.37) lassen sich mit der Einfithrung effektiver komplexer
relativer Permittivitdten

£ (w) = Re (e,(w)) +i <Im (er(w)) + ") (2.38)

WEeQ

bzw.

£ (w) = Re (er(w)) — j <Im (er(w)) + U) (2.39)

wep

umformen in
V x H = —iweé,(w)E + J;

bzw.
V x H = jwepér(w)E + J;.

12
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Im weiteren Verlauf schreiben wir anstatt £,(w) wiederum e,(w), da diese dieselben Ei-
genschaften wie in Definition 2.4 besitzt. Die Einfithrung der effektiven Permittivitdten
(2.38) bzw. (2.39) hat dabei auch einen physikalischen Hintergrund, denn bei der Be-
stimmung des Imaginérteils der Permittivitdt vieler Materialien kann nicht zwischen
dem Anteil der Polarisation Im(e,(w)) und der Leitfahigkeit o unterschieden werden.
Wir méchten nachfolgend eine Formulierung herleiten, sodass die elektrischen und ma-
gnetischen Felder unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen, was vor allem in
der numerischen Betrachtung Vorteile mit sich bringt. Hierzu multiplizieren wir (2.32)
bzw. (2.36) mit m, wenden den Rotationsoperator auf diese Gleichung an und mul-
tiplizieren (2.33) mit iw. Kombination der dadurch erhaltenen Gleichungen ergibt

1
VX |————VxE|—w?e(wE =iwd;, 2.40
(v E) (@) (2.40)
bzw. unter (2.37) und (2.39)

1
V x (v X E) — W, (W)E = —jwl;, (2.41)
fofir(w)
fiir das elektrische Feld F. Fiir das magnetische Feld H ergibt sich analog

1
VX (——V x H +iwpop(w)H = V 9.42
X (iwz—:oer(w) X > iw oy (W) X ( (2.42)

1
)
iweper (w)

bzw.

1 1
Vx (——VxH) + jwpopr)H = -V x | ————J; ), (2.43)
Jjweper (w) Jjweoer (w)

je nach Definition der Zeitharmonizitit. Im weiteren Verlauf der Arbeit wollen wir Op-
timallésungen von (2.40) mit J; = 0 zu gegebenen Zielfunktionalen bestimmen. Dabei
bedeutet J; = 0, dass keine Stromquelle mit Quellendichte J; in unserem Modell exis-
tiert, es sich demnach um ein geschlossenes System handelt. Um das System anzuregen
und die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zu erhalten, ben6tigen wir noch ver-
schiedene Randbedingungen. Doch zuvor fithren wir die benttigten Funktionenrdume
und Spuroperatoren ein, um die Wohldefiniertheit der Randterme zu gewéhrleisten.

13
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2.2. Funktionenrdume

Es sei Q C R3 offenes polyedrisches Gebiet mit Rand I' und € seine abgeschlossene
Hiille. Dabei kann der Rand I' in N offene Fléchen (I';)1<;<n aufgesplittet werden. Es
gilt demnach T" = Uj T;. Fiir die in Anhang A.1 definierten Réumen, definieren wir
zunéchst die vektorwertigen Funktionenrédume.

Definition 2.5. Sei (X, |||x) ein normierter Raum, dann bezeichne [X]* den vektor-
wertigen normierten Raum

[X]3 ={v :[’Ul,’Ug,’Ug]T € X, k= 1,2,3}
mit der Norm

1
lollxpe = (ol + llozllX + losllZ) -

Damit definieren wir nun den natiirlichen Raum fiir Losungen E der Maxwell-Gleichung-
en (2.17)-(2.20).

Definition 2.6 (H(curl; Q)-Réume). Es sei

3

H(curl; Q) = {u € [LQ(Q)] S Vxuc [LQ(Q)]?)}

der vektorwertige Raum mit Skalarprodukt

(uav)H(curl; Q) — (uav)LQ(Q) + /(v X U) ’ (v X U) dQ2 (244)
Q

und
H(div; Q) = {u e [L2@)° : V-ue [L2(Q)}3}

der vektorwertige Raum mit Skalarprodukt

(w, v)m(aiv; @) = (u,v)2Q) + / (V) - (V-v) di. (2.45)
0

Die Réaume H (curl; Q) bzw. H(div; Q) sind mit der durch die Skalarprodukte (2.44) bzw.
(2.45) induzierten Normen Hilbertréiume, siehe [32]. Ebenso gilt nach [32], dass [L? (F)]3
mit dem Skalarprodukt

(u,v)[Lg(F)]s = /u ~v dl
r

ein Hilbertraum ist. Des Weiteren definieren wir zu dem vektorwertigen Tangentialraum

L3(D) = {ue [2m)]* u-n:O}, (2.46)

14
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wobei n der &uflere Normalenvektor zu dem Rand I ist, zwei tangentiale Spuroperatoren.

Definition 2.7. Der Operator 7 : [D(Q)]* — LZ(T), gegeben durch
ur—n X (uxn)p,

wird tangentiale Komponente genannt. Der Operator 7; : [D(Q)]* — L?(T'), gegeben
durch
u > (uxn)|r,

wird tangentiale Spur genannt.

Mit dem Spuroperator v aus Satz A.10 und der Dichtheit von [D(ﬁ)]S Ir in [L2(F)]3
konnen die beiden Operatoren m; und ; zu linearen stetigen Operatoren

o [HYQ)] = HA(T) = {u e LAT) : wlp, € H2(IY), 1 =1, N}

und )
3 =
ve: [HYQ)]” — H2(T)
1
fortgesetzt werden. Fiir eine genauere Betrachtung des Raumes H?(T') sei hier auf [33]
verwiesen. Wir bezeichnen die Bildraume dieser Operatoren mit
1

HE (1) = ([H'(@)*) (2.47)

und .
HP (T) = m ([Hl(Q)] 3) . (2.48)
Der Beweis der Hilbertraumeigenschaft der beiden Rdume, sowie die Beschranktheit und
1 1
die Surjektivitit der Operatoren v, : [H*(Q)]* — H?(') und m : [H(Q)]® — H”2 ()

kann in [33] nachgelesen werden. Des Weiteren sei
Hy(curl; Q) ={u € H (curl; Q) : pu] =0 auf I'}.
Fiir § € (0,1) ist
H)(T) =, <[H§+% (Q)] 3) (2.49)

ein stetiger Operator, siche [33]. Um tangentiale Operatoren auf H (curl; 2) und deren
Bildrdumen zu definieren, bendtigen wir zum einen die Definition der Dualrdume und
zum anderen eine Definition des Divergenz- und Curl-Operators auf I'. Zunéchst wid-

_1 _1 1 1
men wir uns der Definition der Dualrdume H | *(T") und H (I') zu H?(I") und Hy (I

15
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hinsichtlich des Pivotraumes L?(I"). Mit der Green’schen Formel

/(VXu)-U—u-(VXv) dQ:—/%(u)-m(v) dr (2.50)
Q r
fiir alle u,v € [C°°(Q)]?, und der Dichtheit von [C*(Q)]? in H(curl; Q) koénnen ~; und
1 1

m¢ zu beschrénkten tangentialen Operatoren von H (curl; Q) auf H,| ?(T') bzw. HH_i(F)
fortgesetzt werden. Auf die Definition des Divergenzoperators divr und des Rotations-
operators curlp, welche iiber lokale Lipschitzdarstellungen definiert sind, wird hier nicht
genauer eingegangen und es wird hierfiir auf [34] verwiesen. Aus der Kombination von
Divergenz- und Rotationsoperator mit den tangentialen Operatoren ergibt sich

divr [y [u]] = (V x w) -n € H™2(T),
curlp [ [u]] = (V x u) -n € H2(T),

und somit divp (¢ [u]) = curlp (7 [u]) fur w € H(curl; Q). Damit kénnen wir ein wichtiges
Resultat fiir tangentiale Operatoren von H (curl; ) aus [34] angeben.

Satz 2.8. Seien

_1
H™2 (divp;T) = {u € H *(T) : divr[u] € Hé(r)} (2.51)
und )
H™z (cwrlp; T) = {u €H (') : curlpfu] € H—é(r)} . (2.52)
Dann sind )
v+ H (curl; Q) — H™ 2 (dive; I) (2.53)
und )
m : H (curl; Q) — H™ 2 (curlp; T) (2.54)

lineare, beschrdinkte und surjektive Operatoren und besitzen stetige Rechtsinverse. Zudem
kann das [LZ(P)]g—Skalarprodukt zum Dualitdtsprodukt <-,~)t’F zwischen den Rdumen

H3 (divp; T') und Hz (curlp; T') erweitert werden.

Bemerkung 2.9. Auch die Tangentialoperatoren v;[p und 7|p, die nur auf eine zusam-
menhéngende Teilmenge I’ ¢ T abbilden, sind lineare stetige Operatoren.

Der Beweis von Satz 2.8 ist in [34, Theorem 4.1] gegeben und Bemerkung 2.9 wird in
[33, Theroeme 3.15 und 3.16 | bewiesen. Wir kénnen nun (2.50) zu einer Formel fiir
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H(curl; Q) erweitern

/(qu)-v—u-(va) dQ:—/%[u]-m[v] dl',  wu,v € H(curl; Q).  (2.55)
Q r

2.3. Satz von Poynting

Bevor wir Randbedingungen fiir elektromagnetische Probleme herleiten, leiten wir noch
eine Erhaltungsgleichung fiir elektromagnetische Leistungen her. Dazu betrachten wir
das komplexe Skalarprodukt aus magnetischem Feld H und der Gleichung (2.32), also

(—twpopr(wW)H +V x E) - H = 0.
Dies ist dquivalent zu der Gleichung
(V x E)- H = iwpop, (w)|H|?, (2.56)

wobei |H| der komplexe Betrag ist. Im Folgenden bezeichnen wir mit |-| verschiedene
mathematische Operationen, wobei dies aus dem jeweiligen Kontext heraus klar wird.
Analog erhalten wir die Gleichung

E-(Vx H)=E - J; +iwee, ()| B, (2.57)

wobei &, (w) das komplex Konjugierte zu ¢,(w), gegeben durch (2.38), darstellt. Mit der
Vektoridentitéat B
V-(axb)=(Vxa)-b—a-(Vxb),

ergibt sich mit (2.56) und (2.57) die Gleichung
V- (E x H) = iwpopr(w)|H> = E - J; — iweoe, ()| E|?. (2.58)

Wir integrieren (2.58) iiber ein zusammenhingendes Gebiet Q C R? mit glattem Rand
I' = 99 und wenden den Satz von Gaufl an, womit sich

/(E x H)-ndl = iwuo/ur(wﬂH\Q s — /E - J; d§) —iwao/ar(wﬂEP dQ
r Q Q

ergibt, wobei n der &duflere Normalenvektor ist. Umstrukturieren dieser Gleichung und
Aufspalten von p,(w), &,(w) in Real- und Imaginérteil nach Definition 2.4 ergibt dann
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2. Elektromagnetische Simulation

die Erhaltungsgleichung

1 1 _
5 /E i dQ = 3 /(E x H)-n dl + % /uo Tm (2, () | H|? + £0 Im (e, (w)) | EJ2 d
Q r Q
(2.59)

+i ;’/50 Re(e,(w))|EJ? — po Re(py ()| H|? .
Q

Die Erhaltungsgleichung (2.59) ist das Resultat des Satzes von Poynting, nachzulesen
in [35]. Hierbei beschreibt das Integral der linken Seite die komplette Leistung Ps(12),
die durch eine elektrische Quelle J; erzeugt wird. Das erste Integral der rechten Sei-
te repréasentiert den komplexen Leistungsfluss durch die Oberfliche I' und ergibt den
Leistungsfaktor Po(€2). Dabei wird der Leistungsfluss

LPZEXF

als Poynting-Vektor bezeichnet. Das zweite Integral

Po(Q) = ;/Mo Im(p (w))|H|? + g0 Im(e,.(w))|E|? dQ € R (2.60)
Q

beschreibt den zeitlich gemittelten Warmeverlust @ im Gebiet 2. Der erste Summand in
diesem Term sind die magnetischen und der zweite Term die elektrischen Warmeverluste,
die durch Reibung der Dipole aufgrund des stetig wechselnden elektromagnetischen Fel-
des entstehen. Der letzte Term in (2.59) kann als gespeicherte Leistung Pg(V') im elek-
tromagnetischen Feld aufgefasst werden und wird in der Literatur auch als Blindleistung
bezeichnet. Wir erhalten somit die Leistungserhaltungsgleichung

Ps(Q) = Po(Q) + Po(Q) + Ps(Q) (2.61)

fiir beliebige regulére Gebiete ().
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2.4. Randbedingungen

Wegen der Wohldefiniertheit der Spur- und Tangentialoperatoren aus Abschnitt 2.2
konnen wir verschiedene Randbedingungen elektromagnetischer Probleme betrachten.
Sei n der Einheitsnormalenvektor, der von Material zwei nach Material eins zeigt. Des
Weiteren seien F1, Es die elektrischen Vektorfelder und Hy, Hs die magnetischen Vektor-
felder in den Materialien eins und zwei. Analog dazu sind &, 1 (w) und e, 2(w), bzw. 1 (w)
und /i 2(w), die Permittivitidten, bzw. die Permabilititen, der beiden Materialien. Be-
trachten wir fiir die Vektorfelder den Grenzwert an der Schnittfliche beider Materialien,
so ergeben sich die natiirlichen Randbedingungen

goer1(W)ET - n —eperp(w)Ey - n = pg,
popr1(w)Hy - n — poptr2(w)Hy -n =0,
Ve [Er] — i [Ba] =0,
ve [Hi] — v [Ho] = Ji s,

wobei pg die Flachenladungsdichte und J; g die Fldchenstromdichte darstellt. Die Her-
leitung der Randgleichungen kann in [31] nachgelesen werden. Aus diesen Gleichungen
lassen sich weitere natiirliche Randbedingungen fiir elektromagnetische Probleme herlei-
ten.

Perfekter elektrischer Leiter (perfect electric conducting=PEC)

Ein perfektes elektrisch leitendes Material besitzt eine theoretische Konduktivitéit von
unendlich. Dies wird approximativ verwendet, insofern der elektrische Widerstand ver-
nachléssigt werden kann. In perfekten elektrischen Leitern gilt

Ey=0, Hy=0,

da das Innere des Materials keine Propagation des elektrischen und magnetischen Feldes
ermoglicht. Damit erhalten wir fiir perfekte elektrische Leiter die Randbedingungen

goer,1(w)Er - n = pg, (2.66)
poptr1(w)Hy -n =0, (2.67)
Ve [En] =0, (2.68)
v [Hi] = Jis, (2.69)

wobei der Normalenvektor n in Richtung des zu approximierenden PEC-Materials zeigt.
Wird (2.40) oder (2.41) betrachtet, dann wird fiir die Charakterisierung eines PEC-
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2. Elektromagnetische Simulation

Materials die Dirichlet-Randbedingung (2.68) verwendet.

Perfekter magnetischer Leiter (perfect magnetic conducting=PMC)

Wihrend perfekte elektrische Leiter approximativ sehr gut leitende Materialien beschrei-
ben, existieren keine perfekt magnetisch leitende Materialien. Jedoch ldsst sich aus the-
retischen Uberlegungen zu perfekt leitenden Materialien aus (2.65) die Gleichung

Y [Ha] =0

herleiten, da fiir perfekt magnetisch leitende Materialien J; g = 0 gelten muss. Fiir
zeitharmonische Probleme ergibt dies auch

1

|l — v x B =0 2.70
" Lpopir2(w) (2.70)

Die Neumann-Randbedingung (2.70) wird in Simulationen auf Symmetrieflichen ange-
wendet, um das zu diskretisierende Gebiet zu verkleinern.

Als néchstes widmen wir uns den approximativen Randbedingungen.

Impedanz-Randbedingung (IMP)

Die Impedanzbedingung
¢ [Eo] = Z(w)  [H2] (2.71)

. ,U(),ur,2(w)
Zw) = [ (2.72)

wird aus der Betrachtung der Maxwell-Gleichungen im Frequenzbereich hergeleitet und
entspricht einer Approximation ersten Grades des Feldes in dem Material. Eine Herlei-
tung der approximativen Gleichung (2.71) findet sich in [36]. Mit (2.32) ergibt sich fiir
(2.71) die Impedanzbedingung

mit dem Feldwellenwiderstand

1 .
e LWV X E2:| = wY (w)m [F2) (2.73)

20



2.4. Randbedingungen

1 epEra(w)
Y(w) = 7@ ~\ oa (@)’ (2.74)

Falls auf der zu approximierenden Flache ein elektrisches Quellenfeld Eg existiert, dann
haben wir die verdnderte Gleichung

Ve [Moﬂm(w)v X EQ] = iwY (w)m [Eg] + iwY (w)m [Ea] .

Die Verwendung der Impedanzrandbedingung innerhalb einer Simulation wird oft von
der Eindringtiefe

5= 2 |+ (wsosr,Q(w)>2 N WEoé‘r,Q(w)’
o2w o r2(W) 02 o9

wobei hier e,2(w) der relativen Permittivitidt aus (2.27) entspricht, abhéngig gemacht.
Nur wenn § < L, wobei L Dicke des zu approximierenden Materials ist, und

pir2(w)era(w)
pr1 (w)er1(w)

wobei 11, 1(w) und €, (w) die effektiven relativen Materialparameter des nicht zu appro-
ximierenden Materals sind, gilt, stellt (2.73) eine gute Approximation des Materials dar.

> 1,

€

Mit den hergeleiteten Randbedingungen an den Grenzflachen zweier Materialien haben
wir die Méglichkeit die zeitharmonische Maxwell Gleichung (2.40) zu 16sen. Da wir jedoch
Ji = 0 annehmen, ist die Losung von (2.40) mit bisherigen Randbedingungen PEC, PMC
und IMP die triviale Losung. Deswegen leiten wir noch eine Randbedingung her, mit der
wir die Anregung des elektromagnetischen Feldes modellieren kénnen. Wir beschréinken
uns hierbei auf die Modellierung der Anregung mithilfe eines Koaxial-Wellenleiters, der
oft beim Bau von Antennen verwendet wird und somit eine Moglichkeit fiir die Behand-
lung vieler realer Probleme bietet.

Port-Bedingung fiir koaxiale Wellenleiter (PORT)

Um die Randbedingung fiir die Anregung eines Systems mit koaxialem Wellenleiter zu
bestimmen, betrachten wir dessen Querschnitt, sieche Abbildung 2.1. Innerhalb eines
koaxialen Wellenleiters breiten sich lediglich transversal elektromagnetische Wellen, ge-
nannt TEM-Wellen, aus. Dabei bedeutet transversal, dass das elektrische und magneti-
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2. Elektromagnetische Simulation

sche Feld senkrecht zur Ausbreitungsrichtung steht. Der Innenleiter und der Auflenleiter
agieren hierbei wie ein Kondensator, weswegen die Feldrichtungen des elektrischen Fel-
des von Innen nach Aufien zeigen, wihrend das magnetische Feld, welches senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung und dem elektrischen Feld ist, eine kreisférmige Feldausrichtung
besitzt.

AuBenleiter

Innenleiter Dielektrikum

Abbildung 2.1: Querschnitt eines Koaxialkabels.

Die beiden Felder sind in Abbildung 2.2 fiir den Querschnitt visuell dargestellt.

E-Feld H-Feld

Abbildung 2.2: Modenfeld im Koaxialkabel.

Wie bereits erwidhnt sind die beiden Felder von der Ausbreitungsrichtung & und der
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Ausbreitungskonstante o abhéngig. Es ist dabei
k=—an

mit n duflerer Normalenvektor des Simulationsgebietes an der Portoberfliche und

o = VViwpop, (W) (iwege, (W) = ikor/ i (wW)er(w)

mit der Wellenzahl kg = w,/poeg im Vakuum. Da wir je nach eingespeister Leistung un-
terschiedliche Feldstéirken im Wellenleiter erhalten, leiten wir ein auf 1 Watt normiertes
Referenzfeld her. Wie wir bereits wissen, ist die Richtung des elektrischen Feldes von
innen nach auflen gerichtet und nimmt nach auflen hin in der Intensitéit ab, weswegen
wir das Referenzfeld

Eo(X) = ||X—1M|\2 (X —M)

fir den Mittelpunkt M der Koaxial-Oberfliche formulieren. Das eben definierte Re-
ferenzfeld wird aus der Theorie von koaxialen Kondensatorstrukturen in der Hochfre-
quenztechnik abgeleitet, wie in [37] nachzulesen. Dabei ist Ey gerade so definiert, dass
auf der Oberfliche I' die Gleichung [Eo] = Ep gilt. Wegen der Orthogonalitéit des
magnetischen Feldes zum elektrischen Feld und der Ausbreitungsrichtung & folgern wir

Hy = Ak x 7 [Eo] = —Aan x m [Ep] = Aary [m [Eo]], (2.75)

wobei A einen Streckungsfaktor darstellt, da wir die genaue Skalierung noch nicht kennen.
Auch hier gilt wiederum my [Hyp] = Hp aufgrund der Orthogonalitéit zum Normalenvektor
n. Um nun das normierte Referenzfeld zu bestimmen, verwenden wir den Normierungs-

faktor
1

VIPal

wobei P, die Modenleistung des Referenzfeldes Ey auf der Koaxialoberfliche darstellt
und im Folgenden hergeleitet wird. Hierzu betrachten wir die Erhaltungsgleichung (2.59).
Dazu nehmen wir an, dass an die Randfléche I ein beschrénktes reguliires Gebiet T C R3,
mit L =TnNQ, angefiigt wird. Dieses Gebiet besitzt eine Quelle J;, jedoch soll es keine
elektromagnetischen Verluste und Blindleistungen aufweisen, also Py = Pp = 0. Dann
ergibt sich daraus die Leistungserhaltungsgleichung

Pg(T) = Po(T).
Nehmen wir dann noch an, dass ein Leistungsfluss Lp nur durch die Randflache I cor

moglich ist und wir den Normalenvektor n, welcher von €2 in Richtung T zeigt, verwen-
den, dann ergibt sich die komplette erzeugte Modenleistung zu dem Phasenzeitpunkt
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2. Elektromagnetische Simulation

6 = 0 durch

Po = —;/ (m [Eo] xm) -n dr.

r

Betrachten wir Pp fiir ein um die Phase 6 verschobenes Feld, dann lisst sich mit wenigen
Schritten die Zeitunabhéngigkeit des komplexen Leistungsfaktors Pp, also

_;/ <7Tt {Eoeiw} XW) o ds = _;/ (”t [Eo] XM) -n dl,

r r
zeigen. Nach dem Satz von Poynting entspricht dabei der Realteil von Pp der zeitlich
gemittelten eingespeisten Leistung. Daher ergibt sich die reelle Modenleistung

P = —;/Re (wt [Eo] xm) .n dT.
P

Wir konnen damit die auf ein Watt normierten Modenfelder
1 1

Tt s ¢ Hm =
m [EO] [ ,0] \/m

zur Phase Null bestimmen, indem wir den Betrag des Leistungsfaktors P, verwenden.
Mochten wir das System nun mit einer bestimmten Leistung F;, und zu einer bestimmten
Phase 6 bestimmen, dann ergeben sich die Modenfelder

Tt [Em,o] = Tt [HO]

7t (B (Piny 0)] = \/Pin ¢ 71 [Emol
T [Hm(Rn,G)] = Pz e_ie T [Hm ]

)

Da das durch (2.40) bestimmte elektromagnetische Feld an der betrachteten koaxialen
Oberfliche gerade dem elektrischen und magnetischen Modenfeld entsprechen soll, wird
sowohl fiir die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes

Tt [E] = Tt [Em] (276)
oder dquivalent

o«
fopr (W)

(07

m Ve [t [Em]] (2.77)

el 21| = |

Yt

als auch fiir die tangentiale Komponente des magnetischen Feldes

1 1 1 1 o

X iopir(@) HI=3 popir (@) A Ve [t [Eml] (2.78)

m] - oy (w)
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2.4. Randbedingungen

gefordert. Wir bestimmen nun den Faktor A, indem wir (2.32) fiir (2.78) benutzen wollen.
Dazu verwenden wir, dass fiir ein Vektorfeld £

Ve [E] = e [me [E]]

gilt, womit

™ = ] - [ ]

3 folgt. Mit (2.78) erhalten wir die Bedingung

gelten sollte, und damit A = ﬁ
Koty (w

V x E} = [ e [y [Em]]} . (2.79)

K [uow) o/t (@)

Eine Kombination aus (2.77) und (2.79) liefert die Robin-Randbedingung

V x E] = 2y [ Ve [ [Emﬂ} — Mt [ Ve [ [EH] :

7t[uour(w) proptr (w) fio i (W)

Werden andere als koaxiale Oberflichen betrachtet, dann eribt sich ein veréinderter Term
im ersten Term der rechten Seite. Wegen (2.78) und der Frequenzabhiingigkeit des Fak-
tors A ist auch der Normierungsfaktor P, frequenzabhingig und wir schreiben deshalb
P, (w). Wegen der Betrachtung linearer isotroper Materialien und der Gleichung

a _ \/iwuﬁﬂr(w)(iWEOET(w)) —iw 605,,((0)
foptr (w) poptr (w) fopr (w)

= iwY (w),

wobei Y (w) der Feldwellenwiderstand aus (2.74) ist, ldsst sich die abschlieBende Robin-
Randbedingung

V><E]:ti@@wdE]—2wﬂTw) e 1, [Fo) (2.80)

E [Moﬂr (w)

aufgrund der Vektoridentitét
Ve[ [E]] = —m [E]

folgern. Die eben hergeleitete Randbedingung (2.80) entspricht fiir lineare isotrope Mate-
rialien gerade der Impedanzbedingung (2.73) mit einem entsprechenden Quellenfeld. Wir
werden die eben hergeleitete Bedingung (2.80) als Approximation auch auf annédhernd
koaxiale Oberflichen anwenden.
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2. Elektromagnetische Simulation

2.5. PDE elektromagnetischer Probleme mit Koaxial-Portanregung

Wir haben damit alle Gleichungen hergeleitet, um elektromagnetische Probleme mit
Koaxial-Portanregung zu betrachten. Zusammenfassend haben wir

1
V x (v X E) — W, (W)E=0 inQ (2.81)
,UONT(W)

fiir ein messbares polyedrisches Gebiet  C R? mit stiickweise stetigem Rand

I'r =T'pecUl'tvp UT porT.

Wir fithren I'gr = I'jprp U T pogrr als die Menge der Réander mit Robin-Randbedingung
ein. Des Weiteren definieren wir K4 als die Anzahl an Port-Oberflichen, die auch als
Anzahl der Antennen des Systems verstanden werden kann. Demnach ist

Trorr= |J Try
1<I<K 4

mit I'p; die I-te Port-Oberflache. Fiir 1 < [ < K4 sind die zugehorigen Randterme
gegeben durch

Y%[E] =0 auf I'pgc,
(2.82)
S _
M| ———V x E| =iwY (w)m [E] auf I'rarp,
| Hopr(w) i
(2.83)

[ 1 ) v/ PB; )
Y | ———V x E| =iwY (w)m [E] — 2ti(w)7m’l e iny [Eyy auf Tpy.
o (w) ] | Pra (W)

(2.84)

Wir treffen nun Voraussetzungen an die Parameterfunktionen beziiglich der in der Arbeit

betrachteten Probleme. Hierzu sei Cg(€2) die Menge aller stiickweise stetiger Funktionen
in Q.

Voraussetzung 2.10. Seien Qg C Q und Qr C I'r beliebige aber feste offene Teilmen-
gen.

1. Fiir die Frequenz f gilt
O<fmin§f§fmax<oo

mit Konstanten fiin, fmax € Ry. Damit ist w € [Wmin, Wmax] Mit Wmin = 27 fimin
und Wmax = 27 fmax-
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2. Es gilt g, : Q — R mit p, € Cs(Q) und
0 < pimin < pr (%) < fimax, @ € €,
und Konstanten pimin, tmax € R
3. Es gilt 0 : Q — R mit 0 € Cs(Q). Fiir Konstanten oy, omax € Ry gilt

0 < omin < 0(2) < Omaxs @ € N\Qa,

und
o(z) =0, z€Qq.

4. Es gilt €, : Q x [O)Umax] X [Wminvwmax] — C mit 67"('70-7("}) € CS(Q) und die
Abbildungen w +— &,(z,0,w) und o — &,.(z, 0,w) sind stetig. Fiir Konstanten

€min,Res €max,Res Emin,Im) Emax,Im € R—i—

und alle Frequenzen w € [wmin, Wmax| gilt

0< €min,Re < Re(gr(wa U7w)> < €max,Re; L € .
Des Weiteren gilt
0< €min,Im < Im(sr(x,a,w)) < €max,Jm; T € Q\Qﬂv

und
Im(ep(z,0,w)) =0, z€ Qq.

5. Es gilt Y : Tr X [0, 0max) X [Wmin, Wmax] — C, mit Y(-,0,w) € Cg(I'r). Fiir Kon-
stanten
Ymin,Rea Ymax7Rea Ymin,Imv Ymax,lm € R-{—

und alle Frequenzen w € [Win, Wmax] gilt
0 < YminRe < Re(Y(7,0,w)) < Yiaxre, @ € g
Des Weiteren gilt
0 < Yminim <Im(Y(z,0,w)) < Ymaxm, < €Ir\Qr,

und
Im(Y (z,0,w)(x)) =0, € Qr.

Hierbei gilt jedoch Im(Y (x,0,w)) = 0 genau dann, wenn Im(e,(z,0,w)) = 0 gilt.
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6. Es gilt P, : 'porr — R mit

P?;TL }FP,Z = iTL,l?
wobei Py, ; € [0, Ppax] und Ppax € Ry fiir 1 <1 < Ky.

7. Es gilt 0 : 'porr — R mit
0 ’Fp,l =0,

wobei 0; € [0,271’} fir 1 <I<Kjy.

Die Bedingung 0 < Im(e,(z, o,w)) fiir z € Q\Qq in Punkt 3 der Voraussetzung 2.10 wird
explizit fiir eine wohldefinierte Betrachtung der Optimalsteuerung in Kapitel 5 benétigt.
Die Abhéngigkeit zwischen Im(Y (z,0,w)) und Im(e,(z,0,w)) in Punkt 5, ergibt sich
wie wir noch spéter sehen werden bei Betrachtung der Definition (2.74) und der Vor-
aussetzung der Reellwertigkeit der Permeabilitét p,.. Im weiteren Verlauf werden wir die
Ortsabhingigkeit der Parameter, aufgrund der Verwendung verschiedener Materialien,
und die Abhéngigkeiten beziiglich o nicht mehr explizit angeben. Ein wichtiges Resultat,
welches in Kapitel 5 benotigt wird, ist die stetige Abhéngigkeit der frequenzabhéingigen
Parameterfunktionen.

Satz 2.11. Ist die Abbildung w — &,(w) stetig, dann sind die frequenzabhdingigen Abbil-
dungen w — Y (w) und w — P, (w) auch stetig.

Beweis. Wir betrachten die Definition (2.74) der Inversen der Impedanz

505r /7
V o Ly o Ly

welche aufgrund der Stetigkeit der Wurzelfunktion und der Abbildung w +— &, (w) selbst
stetig ist. Um die Stetigkeit in der Frequenz fiir die Normierungsfaktoren P, ;(w) zu
beweisen, betrachten wir deren Definition

Ppi(w) = —% / Re (m [Eo,] % m) -n dS.

Tpy

Setzen wir nun (2.75) in diese Definition ein, dann ergibt sich

1 a
Puste) = =3 [ e (=) (me o] < e ) a5,
I'p;

da Ey nach Definition ein reelles Vektorfeld darstellt. Mit der Definition

a = iwy/ oo/ tr vV Er (W)
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folgt
1 €
Poni(w) = =5 [ [-2Re (VEr(@)) (m[Eos) % sulme [Eos)) - dS
Hofr
Tp;
und damit die Stetigkeit von P, ;(w) analog zur Stetigkeit von Y (w). O

Fiir die Voraussetzung von Satz 2.11 betrachten wir die Definition der reformulierten
komplexen Permittivitit (2.38). Dabei ist ersichtlich, dass der hintere Term oo Stetig
in w ist und somit ist die Stetigkeit der Abbildung w + &, (w) direkt abhéingig von der
Stetigkeit des Polarisationsfaktors x.(w) aus Abschnitt 2.1.4. Wir wollen die Korrektheit

der Aussage 5 der Voraussetzungen 2.10 niher begriinden. Dazu betrachten wir

_ Jeoer(w) €0 "
)= ' omowr — V popr erlw)-

Der erste Faktor ist nach Voraussetzung 2.10 eine positive reelle Zahl, weswegen wir
lediglich den zweiten Faktor beachten miissen. Aus der Wurzel einer komplexen Zahl,
deren Real- und Imaginérteil stets grofier oder gleich Null sind, siehe Definition 2.4,
lassen sich die Bedingungen

Re(Y(w)),Im(Y(w)) > 0, Re(Y(w)) > Im(Y (w))

oder
Re(Y(w)),Im(Y(w)) <0 Re(Y(w)) < Im(Y (w))

an die komplexe Zahl Y (w) ableiten. Dabei macht jedoch nur der erste Fall aus physikali-
scher Sicht Sinn, da der Realteil des Feldwellenwiderstands Y (w) stets positiv sein muss.
Fiir die numerische Betrachtung der Gleichungen (2.81)-(2.84) leiten wir in Kapitel 3 die
kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung her und beweisen die Existenz
der Losungen unter Voraussetzung 2.10.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Um die Existenz und Eindeutigkeit der variationellen Formulierung der Maxwell-Glei-
chungen (2.81)-(2.84) zu beweisen, bendtigen wir zunéchst den Losungsraum

Xe={FE € H(cwl;Q) : m[E] € L}(Tg), v [E] =0 auf I'ppc} (3.1)

fir das komplexe Vektorfeld E, wobei m; den tangentialen Projektionsoperator aus
Satz 2.8 darstellt. Mit dem Skalarprodukt

(Ev SO)Xe = (E7 @)H(curl;ﬂ) + (Wt,FR [E] y Tt,I'r [@])[L2(FR)]3 (32)

und der durch (3.2) induzierten Norm wird X, zu einem Hilbertraum, siehe [32]. Wir
betrachten (2.81) mit Voraussetzung 2.10 in der schwachen Formulierung

1
/Vx( V><E>-go—(ngoar(w))E-(de:O
o 1o o

mit ¢ € X.. Mit der Green’schen Formel (2.55) erhalten wir

! : — (Wepe, (w . — 1 T _
!Moﬂr(VXE) (V x @) — (weoer(w))E - ¢ dQ FZ%[MWVxE} 4[] dT = 0.

Nutzen wir aus, dass ¢ € X, und damit Nullrandwerte auf I'ppc besitzt, setzen die
unterschiedlichen Randbedingungen (2.82)-(2.84) ein und multiplizieren die Gleichung
mit g, so ergibt sich das kontinuierliche variationelle Problem:

Bestimme F € X, sodass

[VK] CL(E, (P) = f(@)? € Xe,
gilt mit
a(E, ) :/1?" (VXE)-(Vxyp)dl— /w25057«(w)u0 E - dQ (3.3)
Q Q .
- / iwY (w)po m [E] -7 [@] dT — Z / iwY (w)po m [E] -7 [@] dT,
Trvp l:lFP,l
K
_ 2 . vV ]Dz'n,l —i6, .
flo)y=-2>" / sz(w)uoiwm,l(w” e 7, [Eoy) - mi [] dr. (3.4)

I=1p,

30



3.1. Existenztheorie der kontinuierlichen Formulierung

3.1. Existenztheorie der kontinuierlichen Formulierung

Um die Existenz einer Losung von [Vik] zu beweisen, folgen wir dem Beweis aus [28],
indem wir kompakte Operatoren herleiten und die Sesquilinearform a entsprechend um-
formen, um mit der Fredholm’schen Alternative die Existenz zu erhalten. Den Satz der
Fredholm’schen Alternative entnehmen wir [32].

Satz 3.1 (Fredholm’sche Alternative). Sei B : X — X ein beschrdankter linearer Ope-
rator und X ein Hilbertraum. Ist B = I + A, wobei A kompakter Operator und I der
Identitdtsoperator ist, dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

1. Die homogene Gleichung B lu] = 0 besitzt nur die triviale Lésung u =0 in X. In
diesem Fall existiert fir jedes f € X, eine eindeutige Losung u € X mit Blu] = f
und die Losung hdngt stetig von der rechten Seite f ab.

2. Die homogene Gleichung B [u] = 0 hat genau p linear unabhingige Lésungen fir
ein festes p € N.

Wir leiten die bendtigten kompakten Operatoren in Abschnitt 3.1.1 her und wenden
diese dann in Abschnitt 3.1.2 auf unser Problem an.

3.1.1. Kompakter Operator

Sei Q¢ C R? ein offenes polyedrisches Gebiet mit dem Rand I'g = 0Q¢ und Qy, C Qg,
wobei hier k € Iy, = {1,..., Ky} mit Ky, Anzahl der offenen polyedrischen Teilgebiete,
fir die Qy, N Qy, = 0 fiir alle k, 1 € Iy, mit k # [ gilt, siehe Abbildung 3.1.

Me

Abbildung 3.1: Skizze der Modellmengen.
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Mit ¥}, bezeichnen wir den Rand der Teilmenge {2y, und definieren das offene poly-
edrische Gebiet Q = QG\{Uke I ﬁgk,} mit dem Rand I' = 09, in welchem unsere

Losung existieren soll. Dabei kénnen k.l € Iy existieren, sodass Qx, Ny, = 0, aber
YNy # 0, weswegen wir die Menge I'Ts, = {(k,l) : X N Y, # 0} an Tupeln definieren,
deren Rénder einen nichtleeren Schnitt aufweisen, sieche Abbildung 3.2.

<

Abbildung 3.2: Skizze der Randmengen und Indexmengen mit Ix; = {1,4,8,9,10} und
Is 2 =1{2,3,5,6,7}.

Des Weiteren fithren wir ¥, = I' N Yy, fiir alle k € Iy und T'p = T\ {Uk‘EIE f]k} ein.

Wir teilen Iy, in die beiden Indexmengen I und Iy o auf, wobei Iy, = I 1Ulys 2, und
definieren die Indexmengen

IIs (k)y={lely : (k)ellyundl€Is,},
IIss(k)={lelyx : (k)€ llxundl € Ixs}.

In der variationellen Formulierung [Vk] entsprechen die durch I'7psp definierten Gebiete
im Inneren des Modellgebietes den Gebieten zur Indexmenge I5; 1, wéhrend zu den durch
I'prc definierten Gebiete Iy, o gehort. Der Rand I'porr wird hierbei durch den Rand
I'p dargestellt. Wir definieren den Losungsraum

X, = {v € H(ewlQ) : w5 [v] € L] (2k>  kelsy; mrl] e L2(Tp);  (3.5)
’yti:k [U] =0, ke IE’Q} ,

wobei dieser die gleiche Struktur wie (3.1) aufweist. Die Norm in diesem Raum ist
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entsprechend gegeben durch

HU”,%(E = HUH%—I(curl; Q) + ”Wt,F[U]H[QL?(PP)P + Z Hﬂ—t,f}k [U]”[QLQ(ik)]:av
kEIE,l

wodurch X, mit dem durch die einzelnen Rdume gegebenen Skalarprodukt zu einem
Hilbertraum wird, siehe [32]. Weiterhin fiihren wir eine Sphére I'y ein, die Q¢ vollstéindig
umschlieft und definieren die dazugehérige offene Kugel Qp,. Der Raum zwischen I'g
und der Sphére I'g wird definiert iiber Qr, r, = Qr,\ {ﬁg}, siehe Abbildung 3.3.

Abbildung 3.3: Skizze der sphéirischen Umrandung der Modellmengen.

Als letztes definieren wir noch das Gebiet

Q=09r,\¢ U o,

kEIzg
und fordern zusitzlich fiir Funktionen v € H(curl; ) die PEC-Eigenschaft
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Fiir den néchsten Schritt definieren wir die folgenden Funktionenrdume

V(Q) = {v € Ho(curl; Q) : div[v] = 0 in Qp, ry; divje] = 0in Qy,, 1 € I,

9

Vb (QFG,FO) = {’U S H() (curl; QFG,FO) : diV[’U] =0in QFG,FO}7
Vo (Qx,) ={v € Hy (curl; Qy,) : divjy] =01in Qy, }

~ o~
0 3 O
~— ~—

fir alle k € Is 1, und geben ein niitzliches Lemma an, dessen Beweis in [38] zu finden
ist.

Lemma 3.2. Die Seminorm v ~— |curl [U]H[L2( 8 ist eine zu H (curl; Qprg ry)

Qrg.ro
dquivalente Norm auf Vo(Qr,1,). Sei k € Is 1, dann ist die Seminorm gegeben durch

v +— [|curl [U]H[LQ(QZ 8 eine zu H (curl; Qy, ) dquivalente Norm auf Vo({2yx,).
k

Um Satz 3.1 anwenden zu kénnen leiten wir im Folgenden einen kompakten Operator her,
der wiederum aus einzelnen Operatoren besteht. Der erste der bendtigten Operatoren,

ist ein Fortsetzungsoperator von X, nach V(2).

Lemma 3.3. Es existiert ein linearer und beschrdnkter Fortsetzungsoperator

E: X = V(Q),
v &y,
mit E[v]|q = v, welcher
[ (@xen) - (Vxa da=0, g€ V@rar,), (3.9)
Qrg.ro
/(ng[v])-(VXq) d1=0, qeWQs,), kelxn, (3.10)
Qs

k

erfillt.

Beweis. Nach Satz 2.8 und Bemerkung 2.9 existieren die tangentialen Spuroperatoren
'Y;rzk von (s, nach Y und 7,5, von Q nach Xj. Wir leiten zunéchst rechtsinverse
’ 1k

Operatoren von X, nach Qy,, k € Is 1, her, wobei hier drei Félle auftreten, siehe Abbil-
dung 3.4.

34



3.1. Existenztheorie der kontinuierlichen Formulierung

(1) (2) 3)

Abbildung 3.4: Skizze der Gebiete fiir die rechtsinversen Operatoren.

(1) YN =0, lely, 1+#Ek:

Es gilt ¥, = X% und damit fy;ri = fyt+ %, > Womit nach Satz 2.8 ein linearer stetiger
sk ’

rechtsinverser Operator
_ _1 ..
(y:ik) L H 2 (divs, ; %) — H (curl; Q)
existiert.

(2) SN #0, kelsy, Lellno(k), 1#k:

Nach Voraussetzung existiert g = X Ny # () und es gilt

fiir alle v € X.. Nach Herleitung der PEC-Randbedingung in Abschnitt 2.3 fordern
wir v = 0 in {Qy,, womit

%:er [v] ‘ l = %fzk [v] ‘ =0

2k 2kt

fiir die Einschrinkung auf deren Schnitt folgen muss. Als néchstes definieren wir

den Fortsetzungsoperator

Lo, s —3 /1 —1,
Exy + H2(divg, 1 Xg) — Hy 2 (divy,; Zg) = {u € H 2(divy,; Xg) - u‘zkl = } ,

der gegeben ist durch

u in ik,
SEM [u] - { 0 in Ekl-
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Da %), C %y, folgt die Linearitdt und Stetigkeit des Fortsetzungsoperators Esy,
aufgrund seiner Definition. Wiederum mit Satz 2.8 erhalten wir somit die Existenz
des linearen stetigen rechtsinversen Operators

(’7:2 )7L H_%(divik; ¥y) — H (curl; Qy, ),
der gerade durch
(:Vz_gk)il = (’Vt—t_z)k)il 0 Exyy
gegeben ist.
B) LN #0, kels,, lellsi(k), k#L

Es sei wiederum X = X N X;. Nach Satz 2.8 existiert der lineare stetige recht-
sinverse Operator

~ _ 1, . ~
(’Y:ikl) L. g 2(d1vikl; Yu) = H (curl; Qy,,) .

wobei ikl = (Ek U Zl)\(Ekl) und QEM = sz U Qzl U 2. Mit dem linearen und
stetigen Einschrankungsoperator erhalten wir die Existenz des linearen stetigen
rechtsinversen Operators

(37 )7 H 3 (divg, ;5%) — H (curl; Q)

gegeben durch
+ )—1 — (~Jr~ )—1‘
2221 sz'

Mit diesen Fillen wird auch eine Kombination der letzten beiden Félle abgedeckt, indem
die entsprechenden Operatoren der einzelnen Fille verwendet werden. Zudem setzen wir
fiir Gebiete Qy, , k € Iy 1, mit ¥ NT'q # 0 fiir die Wohldefiniertheit und Eindeutigkeit
des inversen Operators die entsprechenden Rénder mit Null fort. Dies entspricht so auch
der physikalischen Interpretation der Impedanz-Bedingung. Damit lassen sich nun die
Operatoren

Ly, : Xe = H(curl; Qy, ), (3.11)

v =Ly, [v] = (:Y:ik)_lh;ik[v]]
fir k € Ig’l mit IIE’Q(]{:) = () und

Ly, : Xe = Hypy ) (curl; Qg, ), (3.12)

vi=Lys, [v] = (’y:ik)*l[’yt_’ik[v”
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mit
HHEQ(k)(curl; Qwn,)={veH(cur; Qs,) : wx,lv]=0, lellsa(k)}

fir k € I ; mit Iy o(k) # 0 definieren. Die soeben definierten Operatoren Ly, , k € I5. 1,
sind, wegen der Eigenschaften tangentialer Spuroperatoren und den entsprechend defi-
nierten rechtsinversen Operatoren, lineare und stetige Operatoren, weshalb Konstanten
Cy, existieren, sodass

”Ezk[U]HH(curl; sz> < CZkHUHXE, ve X, ke 12’1. (3.13)
Zu (3.11) und (3.12) definieren wir fiir k € Iy die folgenden Variationsprobleme:

Bestimme die Funktionen z,y, € Ly, [v] + Ho(curl; Qx,) und xx, € Hi(Qs,), die

/ (VXxzyy,) (Vxq)dd+ / q-Vxs, d2=0, q¢€ Hy(curl;Qy,),

QZ QE
[sz] * *
/ Zoy, - VO dQ =0, 0¢€ H)(Qs,),
ng
16sen.

Jegliches dieser Probleme ist mit Satz A.21 losbar. Hierzu schreiben wir [Py, ] mit der
Zerlegung z, x,, = Lx, [v] + 20,5, um und erhalten

a(Z(LEk)Q) + b(QaXEk) = f(q)7 q S HO(CurI; sz)7
b(z(lzk’ 0) = 9(9)> NS H&(sz)7

wobei
a(u, &) = /(vXu)-(ng) a0, b(u, €) = /u-vgdg,
Qs 9550
O == [(VxLal) - (VxOdr  g©=- [ Ll -vedn
Oz, Oy

Damit wir Satz A.21 anwenden kénnen, miissen wir die V({2y, )-Koerzivitat von a(-,-)
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

nach Definition A.19 zeigen. Mit Lemma 3.2 folgt fiir eine Konstante Cy > 0

a(u,u) = / (Vxu)-(Vxu)dQ = chrl[u]Hsz(QEk)]g > C’Oé||uH§{( ue V(x,).

Qx

curl; Qs ) ’

k

Fiir die Vollstandigkeit der Definition der Vj(€y, )-Koerzivitét nach Definition A.19,
miissen die Funktionen u € Vp(€y, ) noch die Bedingung b(u, &) = 0 erfiillen. Wir er-
halten mit partieller Integration und der Bedingung div[u] = 0 des Raumes V;(2y, ) die
Gleichung

b(u, &) = /u-vgdgzo, €€ H)(Qs,).

9550

Damit haben wir nun die V(Q2y, )-Koerzivitét der Sesquilinearform a gezeigt. Wir bent-
tigen noch, dass b(-,-) die Babuska-Brezzi-Bedingung, nach Definition A.20, erfiillt. Mit
der natiirlichen Einbettung V(H{(Qys,)) — Ho(curl; Qy, ), wegen

VxVu=0¢€[L*(Q,)]? Vue[L*(Qs,)],
und der Poincaré-Ungleichung, siehe [39], folgt
2

g, w- VO Q| Jo, VO] d2

sup =
’LLGH(](CUI‘I; sz) ”uHH(Cur]; sz) ||VHHH(Cur17 sz)

Somit sind die Voraussetzungen von Satz A.21 erfiillt und wir erhalten die Existenz einer
Losung zp x, mit

||ZO,Ek ”H(curl; ng) < CEkvl Hﬁzk [U] ||H(cur1; sz)’

woraus sich nach Definition von z, x, , mit zusétzlicher Anwendung der Dreiecksunglei-
chung und (3.13) die Abschitzung

HZU7ZI€ HH(Cur]; sz) S (1 + Czkvl) H[:Zk [U] HH(CUI‘]; sz) S Czk72HvHXe (314)

mit Cy, o = Cx, (1 + Cx;, 1) ergibt. Bevor wir den Operator Lr : X, — Hy(curl; Qr, 1,)
herleiten, definieren wir den Fortsetzungsoperator £q, : X. — H (curl; Qg) gegeben
durch
v in €,
gQG [U} = 2y, 5y in ng, ke 1271,
0 in sz, ke 1272,
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fiir den

I€oc Wl aeut 00y < [T+ Y CE 5 |vllx. (3.15)
kGIz;,l

wegen (3.14) folgt. Mit Satz 2.8 erhalten wir wieder die Existenz der tangentialen Spu-
roperatoren 7;} von {dr,r, nach I' und ~, von Qg nach T', sowie die Existenz des
rechtsinversen Operators

1 .
(fyt'fr)*1 : H™2(divp; ') — Ho(curl; Qr, r,) = {v € H (curl; Qr,r,) : Y., [v] = 0}.
Damit kénnen wir den Fortsetzungsoperator folgendermaflen definieren

Ly : Xe = Ho(curl; Qp, 1) (3.16)
v L] = (v ) " [vp€ag V]

Wir erhalten wiederum die Linearitdt und Stetigkeit mit (3.15) aus den Eigenschaften
der Tangentialoperatoren und der Definition von £q . Wie zuvor leiten wir eine Funktion
2y € Lr[v] + Ho(curl; Qr,, 1) tiber das folgende Problem her:

Bestimme 2, € Lr[v] + Ho(curl; Qr, r,) und xr € H (Qr, 1,), die

/ (Vxzyr) (Vxq)d2+ / q-Vxr dQ =0, qe& Hy(curl;Qr,1,),

[P ]QFG’FO et

T
/ zpr - VO dQ =0, 0 € H(% (Qrg,ro),
Org.ro

losen.

Mit denselben Schritten wie zuvor erhalten wir dann

120,01 b (eurt; 2, ) < 1+ CrOILL ] g (eurt; ) S Cr2llvllxe- (3.17)
Sei nun
v in €,
g[’l)] = zv,F in QFG,FW

2y, 3, in ng, ke 12’1,

dann erfiillt £[v] die Bedingungen (3.9) und (3.10), wegen der Losungseigenschaften von
zy,r zu [Pr| beziehungsweise von z, s, zu [Py, |. Mit den Abschétzungen (3.14) und (3.17)

39



3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

erhalten wir dann zum Abschluss

[ — g\/1+c§,2+ S 2, oll.. (3.18)

kels 1

O
Damit ist Lemma 3.3 bewiesen. Wir definieren nun den linearen Projektionsoperator

R : Hy(curl; Q) — Hy(curl; ), (3.19)
v R[v] = v — Ve,

wobei ¢, € H&(Q) die eindeutige Losung von

/wv -Vip dQ) = /v Ve dQ, e HHQ), (3.20)
Q Q
zu einem festen v € Hy(curl; Q) ist. Hierbei erhalten wir die Existenz der eindeutigen

Losung ¢, durch Satz A.17. Die Projektionseigenschaften des Operators R beweisen wir
mit dem néchsten Lemma.

Lemma 3.4. Der Operator R, gegeben durch (3.19), ist linear, beschrdinkt und ein Pro-
jektionsoperator mit den Eigenschaften

V x R[v] =V x v, V- R[v]=0in (3.21)
fiir alle v € Hy(curl; Q).

Beweis. Die Linearitét ergibt sich direkt aufgrund der Definition des Operators. Um
die Projektionseigenschaft (RR)[v] = R[v] zu zeigen, sei v € Hy(curl;2), denn damit
erhalten wir

/(wv —0)- VY dQ=0, e HNQ), (3.22)

Q

fiir die eindeutige Losung ¢,. Wir betrachten nun die Losungseigenschaft (3.20) von
P(v—Ve,) 20 der Funktion R[v] = v — V,, fiir die mit (3.22)

/V%wv) Vi dQ) = /(v — V) Vi dQ2 =0, e HL(Q),
a &

gilt. Dies ist die schwache Formulierung der Laplace-Gleichung mit homogenen Dirichlet-
Randwerten ¢(,_v,,) = 0 auf dem Rand J€. Mit der Theorie der Fundamentallésung der
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Poisson-Gleichung ergibt sich damit ¢(,_v,,) = 0 auf Q. Somit gilt auch Voiw-ve,) =0
und damit die Projektionseigenschaft

(RR)[v] = Rlv — Vo] =v = Vo, = Vou_vye,) =v — Vo, = R[v].

Wir betrachten nun (3.22), fithren eine partielle Integration durch und erhalten

/V-(Vgouv)z/} dQ:/V-R[v]z/) dQ =0, e H}(Q),
Q Q

und somit

V- -Rv]=0

mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung. Die Wohldefiniertheit der parti-
ellen Integration und damit auch der eben gezeigten Aussage ergibt sich aus der noch
zu zeigenden Beschrinktheit des Operators R € H(curl; Q) Aus der Lineritét des curl-
Operators ergibt sich die zweite Eigenschaft

VX R =Vx((v—-Vp,)=Vxv—-VxVg, =V xu.
Die noch fehlende Beschrinktheit folgt durch Anwenden von (3.20), (3.21) und den zuvor

gezeigten Eigenschaften

IR, e 2y = / R[] do + / IV x R[o][2 dO

Q Q
:/W dQ—/W%y? dQ+/yV><U|2 dQ
Q Q Q

= 10117 curs ) — 190 2y

2
< HUHH(Curl; Q)’

wobei in der zweiten Gleichheit zusétlich zur Definition des Projektionsoperators R auch
die Bedingung (3.20) verwendet wird. O

Als néchstes betrachten wir den Einschriinkungsoperator 7~ von Hy(curl; ) nach X,.

Lemma 3.5. Der lineare Operator

T : Hy(curl; Q) — X, (3.23)
v = Tl = (R[v))

)

Q

ist beschrdnkt.
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Beweis. Mit Lemma 3.4, Lemma A.15 und der Stetigkeit der tangentialen Operatoren
aus (2.49) folgt

17T, = 1Tl Freurt; @) + Imern T e + D I 5, [Tl 2 5, 9

kGIz;l
< Cullolly e, @) + 7[RI Lo . > Ims [REII .,
( ) HHF 2 kels 1 sz Q(Ek)
< Cullely ;) + CralRElye g g + 20 Ot RENrm
E€ls

fir sp, sy, € (%, 1) und fiir alle k € Iy ;. Daraus ergibt sich nun mit Lemma A.15 und
(3.21) gerade

IT0I < ol ey + Cral RN () 32 CoalRI
kEIE 1

und abschlieSend mit der Beschranktheit von R aus Lemma 3.4

Il < Clol

curl; Q) :
O

Damit erhalten wir also die Stetigkeit des Operators 7, wodurch wir nun den Projekti-
onsoperator

PiX. 5 X, (3.24)
v = P] = (TE)[v] = (RE)[))

)

als Komposition der zuvor eingefithrten Operatoren definieren und folgendes Lemma
zeigen koénnen.

Lemma 3.6. Der lineare Projektionsoperator P, gegeben durch (3.24), besitzt die Ei-
genschaften
V x Plv] =V x v, V- -Plv] =0in Q (3.25)

fiir alle v € X¢ und ist beschrdnkt.

Beweis. Die curl-Eigenschaft in (3.25) folgt aus der curl-Eigenschaft des Operators R,
aus Lemma 3.4, durch

V x Plv] = (V x (RS)[U])‘Q =(V x S[U])‘Q =V x ((5[1}])‘9) =Vxuv, veX.

Auch die div-Eigenschaft des Operators P in (3.25) folgt aus Lemma 3.4. Wir betrachten
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nun

(PP)lv] = (REI(REND] )],

und zeigen dass E[((RE)[v]) ‘Q] = (RE)[v], denn dann ergibt sich

(PP)] = (RRE)| = (RO, = Pl

mit der Projektionseigenschaft von R. Wir definieren
2= E[((RENW])] ) = (RE)[v],
denn dabei gilt
2|, = CEUREED| D, — (RO = (RO — (R[] = 0.

Des Weiteren ergibt sich aus (3.9) und Lemma 3.4

/(VXZ)-(VXZ) 4o — / (V % (ENREND] 1) - (V x 2) d2

Q
Qrg.ro Org.ro

_ / (V x (RE)W])) - (V x 2) dO

Qrg.rg

—— [ (VX (RO (V x2) do

Qrg,ro

_— / (V x (E[])) - (V x 2) dQ

Qrg.rg

:()7

also V x z =0 in Qr, r,. Wegen Lemma 3.2 ergibt sich somit z = 0 in Qr,r,- Analog
folgt auch z = 0 in Qy,, k € Ix 1, und somit z = 0 in §2, was gerade zu zeigen war.
Die Beschrinktheit des Operators P folgt aus der Beschrinktheit der Operatoren 7 und
E. O

Wir erhalten somit die Helmholtz-Zerlegung des Losungsraums
Xe = P[Xe] S (I - P)[Xe]a (326>

wobei Z der Identitdtsoperator ist, in den curl-freien Teilraum (Z — P)[X,] und den
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div-freien Teilraum P[X.], denn fiir eine Funktion u € (Z — P)[X] gilt
Vxu=VXx(Z-P)v]=VXxZIw-VxP=Vxv—Vxv=0, (3.27)
bzw. fiir u € P[X,] folgt
Vou=V-P =0, (3.28)

flir v € X.. Damit erhalten wir fiir eine Funktion v € X, die eindeutige Zerlegung
v =Pl +(Z-P)[]

und fithren die Notation vg = P[v] und v; = (Z — P)[v] ein. Zusétzlich dazu definieren
wir die Norm

1
lolllx. = (lvolk, + llvrl%,)?, (3.29)

die #quivalent zu ||v||x, auf X, ist. Nach [40, Lemma 5] gilt fiir die Operatornorm

IPlzxe,xo = 1T = Pllexe,xe

und damit
1

————— |lllllx. < ollx. < V2 (lllllx.. v € Xe. (3.30)
V2|Pllix. x) ‘

Um Satz 3.1 anwenden zu kénnen, bendtigen wir kompakte Operatoren.

Lemma 3.7. Die Einbettungsabbildungen P : Xe < [L2(Q))3, mrp o P : Xe — LI (Tp)
und ;5 0P Xe = L(X), k € I, sind kompakt.

Beweis. Sei s € (%, 1]. Die erste Kompaktheitsaussage folgt aus Lemma A.15 und der
kompakten Einbettung
H5(Q) —¢ L*(Q)

nach Satz A.13. Nach [41, Lemma 3.2] ist

S—

HD) e LAT)

H

und damit ist auch myp, o P @ Xe — L?(T'p) kompakt. Analog folgt die Aussage auch
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3.1.2. Existenz der Lésung

Wir definieren die Sesquilinearform
a(E,¢) =a1(E, ¢) + az(E, )
mit

1
ar(E, p) = /M(V x E) - (V x ) d2+ /w2€o€r(w)ﬂo E- ¢ dQ,
0 Q

Ka
a2 (E, ) = / WY (@)o m[E] - mlg] dT + / WY (wto m[E] - mile] dr.

Crvp ZZIFP,L

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir m; fiir jegliche Projektionsoperatoren auf
den verschiedenen Oberflichen. Dabei entsprechen diese gerade den Operatoren 7; 1 und
Ty 5, AUs Abschnitt 3.1.1 der jeweiligen Randbedingung. Mithilfe des Projektionsopera-
tors P, der Helmholtz-Zerlegung (3.26), sowie der Linearitét des curl-Operators und der
Projektionsoperatoren m; kénnen wir die Sesquilinearform a(F, ¢) in(3.3) umformen zu

a(E,¢) = a(Eo, o)+ a(Eo,p1)+a(EL,p0) +a(EL,e1)

-2 / w?eoer (W)po (Ipp) dQ —2 / iwY (w)po (I1g,) dT

Q Crvmp

Ka
= / iwY (w)po (Ig,,) dT

I=1p,,
mit den Termbezeichnungen
Ip,=Eo-wo+Eo- o1 +E - pot+EL @1
und
IIg,, = m[Eo] - me[po] + mi[Eo] - mi[p1] + m[EL] - milpo] + me[EL] - me[pL].
Mit der Definition von a(-,-), sowie (3.27) folgt
a(E, ) = A(E, ) + K(E, ¢),
mit den Sesquilinearformen

A(E, ) = a(Eg,po) —a(EL, 1) (3.31)
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und

K(E,p) =a(Eo,¢1)+a(EL,po) — 2/w25057~(w),u0 Eqy - o dQ (3.32)
Q

Ky
-2 / iwY (w)po m[Eo] - melpo] dT' — 2 Z / iwY (w)po m[Eo] - me[po] dT.
r I=lp
IMP Pl
Wir definieren die Operatoren

A:Xe — (X.), (3.33)
Ew AE) = A(E,"),

und

K:X.— (Xe)', (3.34)
E— K(E) = K(E,-),
und das Dualraumelement
Fe (X)), F=f() (3.35)

Damit ergibt sich gerade die zu [Vk] #quivalente Problemformulierung:

Bestimme F € X, sodass
(A+K)[E] = F. (3.36)

Um Satz 3.1 anwenden zu kénnen, beweisen wir, dass A(+, -) die inf-sup-Bedingung erfiillt,
womit wir mit dem Necas-Satz, siehe [42, Satz 3.2.3], die Isomorphismus-Eigenschaft des
Operators A erhalten.

Lemma 3.8. FEs existiert § > 0 sodass

A(E
wp AE.9)

2 BHE”Xe? E e X@?
weX\{0} el x.

und es gilt

sup [A(E, )| >0, ¢ e X\ {0}.
FeXe

Beweis. Sei © : X, — X, mit

B (1+1i) (2P-1I)[E], =€,
OlEl = { (=1+14) 2P -I)[E], v€Tgr=T1mpUTporr.
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3.1. Existenztheorie der kontinuierlichen Formulierung

Wegen der Stetigkeit und Linearitét von P ist auch © linear und stetig, also
IO[E]lx. < CollEllx.-

Es gilt somit

wy  AE QN JAEOE]|  Re{A(E,O[E])}
SOGXeI\){O} llellx. - |O[E]| x. = IO[E]||x. (3.37)

fir F € X.. Wegen der Projektionseigenschaft von P gilt
P2P—-1I)="P, (Z-P)2P—-17)=—(Z-"7P),
und mit der Linearitit der Sesquilinearform A folgt

A(E,O[E]) = (1 —1d)ai(Eo, Eo) + (1 —d)a(EL, Ey) (3.38)
— (1 + i)OQ(Eo, E()) — (1 + i)az(EJ_, EJ_)
= (1—-iam(EE)—(1+i)ax(E,E).

Betrachten wir zunachst den Realteil fiir den ersten Term

Re {(1— 1) a1(E, )} :/w2£0 (Re(er () + Tm(er ())) 1o |EJ2 d2
Q
+/M1|v x E|? dQ,

dann ergibt sich

Re{(1—1) a1(E, E)} = Cpal Bl cune) (3.39)
aus Voraussetzung 2.10 mit
1,
Cp1 =min{ ——, wpin€0(Emin,Re + Emin,Im ) K0 ( -
Hmax

Des Weiteren erhalten wir ebenso

Re{—(1+1) az(E, B)} = / w (Re(Y () + Im(Y (@) po [m[E]P? dT

Prup

Ka
+3 [ w®e(y (@) + (¥ @) o [l B

ZZIFP,Z
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

wodurch wir

Ky
Re{—(1+1) a2(E, E)} > Cpa (HW[E]H%%FIMP) + ZHWt[E]H%%rPJ)) (3.40)
=1
mit
CE,2 = Wmin(Ymin,Re + Ymin,Im ) 140

folgern konnen. Setzen wir (3.38) in (3.37) ein und verwenden (3.39) und (3.40), dann
ergibt sich

A(E E|ll3
sup M > min {C’E17 CE,2} m

pexa(oy lellx. IOLE] x.

fir alle £ € X.. Wenden wir abschliefend die Norméquivalenz (3.30) und die Be-
schranktheit des Operators © an, so folgt

[ACE, #)|

sup > BlIE|lx.
QOEX&\{O} HSOHXE
mit )
5= min{Cg1, Cga}
2Co
und damit die erste Aussage des Lemmas. Aufgrund der Symmetrie von A und der eben
gezeigten inf-sup-Bedingung folgt auch die zweite Aussage. O

Als néchstes zeigen wir noch die Kompaktheit des Operators K.
Lemma 3.9. Der Operator KC, gegeben durch (3.34), ist kompakt.

Beweis. Durch Verwendung von (3.27) erhalten wir

K(E, (p) = — /w2€05r(w)uo (EQ 1 B (,00) dS) (3.41)
Q
— / iwY (w)po (m¢[Eo] - mepr] + me[E L] - m[po]) dT
Trvp

Ka
— Z / iwY (w)po (mi[Eo] - mi[p L] + m[EL] - m¢[po]) dT
lzer,l

— 2/w26057«(w)uo Ey- o dQ)—2 / iwY (w)po m[Eo] - m¢[po] dT

Q Prmp
Ka

2y [ ¥ (@o mlEa] - mleol dr.
ZZIFPZ
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3.1. Existenztheorie der kontinuierlichen Formulierung

Die Abbildungen auf die Integranden in den letzten drei Integraltermen sind aufgrund
von Lemma 3.7 kompakt. Wir miissen fiir die Kompaktheit des Operators K noch die
Kompaktheit in den vorderen Integraltermen zeigen. Hierzu betrachten wir den Operator
G gegeben durch

QE : Xe — C,
v = Gglv] :/pE()'UL s,
Q
mit dem Parameter
p= —w2805r(w)u0.

Die Linearitdt erhalten wir aus der Linearitdt des Projektionsoperators P und die Be-
schranktheit folgt aus der Holder-Ungleichung und der Beschrénktheit von P. Damit gilt
Gr € (X.)". Analog zeigen wir, dass der Operator G, gegeben durch

Gy : Xe — C,

EHQU[E]:/])EQ'UJ_ dQ,
Q

Element des Dualraums (X.)" ist. Wir betrachten den Operator

g : Xe — (Xe)I7
fiir den wir die Kompaktheit zeigen miissen. Sei M C X, beschriinkt. Zeigen wir, dass

jede Folge in G[M] = @ ] eine konvergente Teilfolge besitzt, dann ist G kompakt. Sei
dazu (Gg)y Folge in G[M], dann wird diese durch eine Folge (Ey)i in M erzeugt, also

(GE)r = G[E}]

fiir alle £ € N. Da M beschrankt im Hilbertraum X, ist, ist die Folge (E))r in X, be-
schréinkt. Damit existiert eine Teilfolge (Ej,); von (Ej ), die fortan wiederum mit (Ey)y
bezeichnet wird, die schwach gegen E € M konvergiert. Wir zeigen nun die schwach-x
Konvergenz von (G[Ej|)x und die Normkonvergenz, was im Hilbertraum gerade der star-
ken Konvergenz entspricht. Aus der schwachen Konvergenz der Folge (Ey)j erhalten wir

die schwach-* Konvergenz

k—oo

G, o] — Gulu]| < C / (o — Eo) vy d| =% 0
Q
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

fir alle v € X, denn

n[E]z/EO-M dQ
Q

ist Element des Dualraums (X,)". Wegen Satz A.16 kénnen wir jedes Folgenglied G[Ey]
und auch den Grenzwert G[E] mit einem Element vy, beziehungsweise v in X, identifi-
zieren. Das heif3t es gilt zum einen die Gleichheit der Normen

1GIE x.y = llvellxes IGIENxy = llvllx.

und die Abbildungseigenschaft
G [w] = (v, w)x_,  Grlw] = (v,w) x,

fiir alle w € X,. Zudem erhalten wir aus der schwach-* Konvergenz von (G[Ey|); direkt
die schwache Konvergenz der Folge (vg)r gegen v und damit auch die Beschrianktheit
der Folge (vg)x in Xe. Aus der Gleichheit der Normen ergibt sich somit

NGERIIEx, y —IGIENIEx ) = Howllk, = ol | = [ve, ve) x, = (v,0) x|

(
=|Gg, [vx] — GE[v]]

<C /(Ek)o-(vk)L dQ—/ Fo- v, dO
Q Q

<C(Ex)o — Eollz22l(ve) Ll p2 ) + C / Eo - (v, —v) L d|.
Q

Der erste Term auf der rechten Seite konvergiert gegen Null, denn (vg), ist wegen vy
beschrankt und es gilt

k—o0
I(Ex)o — Eollzz(y = IP[Ex — Ellljz2@p — 0

aufgrund der kompakten Abbildung P : X, — [L?*(Q)]? nach Lemma 3.7. Der zweite
Term auf der rechten Seite konvergiert aufgrund der schwachen Konvergenz der Folge
v ebenso gegen Null, denn

E[v]:/Eo-vL dQ
Q

ist wiederum ein Element des Dualraums (X.)’. Mit den selben Argumenten folgt analog
auch die Kompaktheit in den restlichen Integralen in (3.41), denn auch L?(T) ist ein
Hilbertraum. O
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3.1. Existenztheorie der kontinuierlichen Formulierung

Wegen Lemma 3.8 und dem Necas-Satz exitiert damit die Inverse A~' des Operators A,
weswegen wir (3.36) umformen koénnen zu

(IT+AK)E]=ALF.

Mit der Kompaktheit von K ist auch A~'K kompakt. Unter der Annahme, dass das
homogene Problem
(I+A'K)E]=0,

mit F = 0, nur die triviale Losung besitzt, haben wir mit Satz 3.1 den folgenden Satz
bewiesen.

Satz 3.10. Besitzt die Gleichung

A(E, o)+ K(E,p) =0

nur die triviale Losung, dann existiert zu gegebenen Modenfeldern [Eo,l]{iq eine eindeu-

tige Losung E € X. zu
a(E, ) = A(E,¢) + K(E,¢) = f(¢,[Eo i), ¢ € X,
und es existiert eine Konstante C' > 0, sodass
1Bl x. < CllFll(x.y- (3.42)
Beweis. Betrachten wir die Voraussetzung
A(E, ) + K(E, ) = a(E, ) =0,

dann verschwindet die rechte Seite. Dies wiederum bedeutet FP,; = 0, 1 <1 < Ky,
und damit wird kein Feld an den PORT-Oberflachen angeregt. Da wir zudem keine
Quellenterme im Inneren definiert haben folgt damit £ = 0. Mit den Definitionen (3.33),
(3.34), sowie Lemma 3.8 und Lemma 3.9, erhalten wir die Operatorgleichung

(Z+ ATIK)E] = A71F,

mit
FeXe), F=f().

Mit der eben hergleiteten Operatorgleichung und E = 0 bei der Betrachtung der Vor-
aussetzung folgt die Aussage durch anwenden von Satz 3.1. O

Eine direkte Folgerung von Satz 3.10 ist die Existenz einer globalen inf-sup-Konstante

3.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Korollar 3.11. Zur Sesquilinearform (3.3) existiert die globale inf-sup-Konstante

|a(u, v)|

B = > 0. (3.43)

in SRR A
we X0} vex\fo} llullx.llvlx.

Beweis. Die Existenz folgt dabei direkt aus der Anwendung von Satz 3.1 und der stetigen
Abhéngigkeit von der rechten Seite. Sei dazu E € X, E # 0, beliebig aber fest. Wir
definieren dann die neue rechte Seite

flo) =a(E, )

und betrachten Losungen E € X, die das folgende Variationsproblem

a(E, ) = f(p), ¢eX, (3.44)
l6sen. Wie in Satz 3.10 erhalten wir wieder
(Z+A'K)E]=A'F,
mit i
FeXe), F=f£0)

Dabei folgt F € (X.)" aus der Linearitit und Stetigkeit der Sesquilinearform a. Wenden
wir nun Satz 3.1 an, so erhalten wir die Existenz einer eindeutigen Losung von (3.44)
und die stetige Abhéngigkeit der Losung von der rechten Seite

1Bl x. < CllFllx,y
mit einer Konstanten C' > 0 unabhingig von £ und F. Aus dieser Ungleichung ergibt

sich _
IF ey |f(v)]
— sup  —
C IEllx.  vexo\foy IElxcvllx.

/\

Da FE € X, Losung von (3.44) ergibt sich

1 |a(E, )|
~ < osup AU
¢ = vexafop 1Bl x lvllx.”

Betrachten wir nun die Definition unserer rechten Seite f von (3.44), dann ergibt sich
gerade

a(E, o) = a(E, v), ¢€ X

Da E diese Gleichung immer erfiillt und die Losung eindeutig ist gilt E' = E. Wir haben
damit gezeigt, dass fiir ein beliebiges E € X, E # 0, eine von F unabhingige Konstante
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3.2. Finite-Elemente-Methode

C > 0 existiert, sodass B
0ol Ja(B,v)
C 7 vexa\oy |1E]x. [lvllx.

gilt. Damit existiert auch ein § > 0 mit

1
> — .
ﬁ_C>0

d

Wir leiten nun in dem né#chsten Abschnitt das diskrete variationelle Problem zu [Vi]
her.

3.2. Finite-Elemente-Methode

Um [Vik]| zu diskretisieren gibt es unterschiedliche Methoden, wie beispielsweise die
Finiten-Differenzen, die Finiten-Volumen oder die hier verwendete Finite-Elemente-Me-
thode (FEM). In der FEM wird das Problem [Vk] durch eine Approximation des Raumes
X, gelost. Hierzu wird ein Teilraum X C X, mit endlicher Basis B = {¢1, 2, ..., oA’}
betrachtet. Wir approximieren eine Losung E des Variationsproblems [Vi| durch die
FEM-Funktion Ex € Xa. Dazu nutzen wir die Basisdarstellung

N

Ex =Y ENex,
k=1

und die Linearitét der Sesquilinearform a(-, -) aus, verwenden die Basisfunktionen ¢y, als
Testfunktionen und gewihrleisten die Einhaltung der Randbedingung

Y[En] =0
auf I'pge. Dann ergibt sich daraus ein lineares Gleichungssystem
AEN =, (3.45)

wobei die Matrix 4 € CMNV und der Vektor f € CV die Eintrige A = aler, ¢1),
fi = (@) besitzen und EN = (EN, E), ..., Eﬁ)T der komplexe Koeffizientenvektor ist.
Bei der Herleitung des finiten Elements folgen wir [32, Kapitel 5]. Um Xy C X, zu
bestimmen, fithren wir zunéchst eine regulére Zerlegung des Gebietes €2 ein.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Definition 3.12. Sei M € N. Die Menge
Tn(Q) ={K; : 1<I< M}

gegeben durch eine Anzahl an Teilmengen K; C €, 1 < [ < M, eines polyedrischen
Gebietes Q C R3 heiit Zerlegung oder auch Gitter, wenn die folgenden Bedingungen
gelten:

1. Q= UkeT @) K, wobei Q der Abschluss von Q.

2. Jedes K; € Tp(2), 1 <1 < M, ist ein offenes Lipschitz-Gebiet mit positivem
Volumen.

3. Fir K1, K5 € E(Q) mit K1 # Ky gilt K1 N Ky = 0.

Zu dieser Definition erhalten wir fiir jedes Element K € 7,(Q2) die Parameter

hix = diam(K) = sup{d(z,y) = |z —y| : z,y € K},
pK:sup{d(x,y):|x—y| : z,y € K;3Jz € K mit Sg(%y)(z)cf},

wobel

Si(z)={z eR® : ||z —z|gs =d}.

Dahingehend wird der Index h, der auch als Schrittweite des Gitters T3 (§2) bezeichnet
wird, definiert durch

h= max hg. (3.46)
KeT,(Q)

Fiir die weitere Betrachtung verwenden wir ein aus Tetraedern bestehendes Gitter. Dabei
ist ein Tetraeder K C R? die konvexe Hiille von drei linear unabhiingigen Vektoren
v € R?, k = 1,2,3. Dieses Tetraeder besteht daher aus vier Eckpunkten P, € R3,
1 < k < 4, sowie den Kanten (e)¢_, und den Flichen (fx)i_,. Fiir diese Art an Gittern
fithren wir die Begriffe der Konformitéit und Regularitit ein.

Definition 3.13. Das Gitter 7;,(€2) aus Tetraedern nach Definition 3.12 wird konform
genannt, wenn es die folgende geometrische Bedingung erfiillt:

Fiir K1, K3 € T,(2) mit K; # Ko und K1 N Ko # () gilt genau eine der folgenden
Bedingungen:
1. Die Schnittmenge ist ein gemeinsamer Eckpunkt P beider Elemente K7, Ks.

2. Die Schnittmenge ist eine gemeinsame Kante e und die Endpunkte Py, P, sind
jeweils Eckpunkte beider Elemente K, Ks.

3. Die Schnittmenge ist eine gemeinsame Fléiche f und die Eckpunkte der Fléche
Py, P,, P5 sind jeweils Eckpunkte beider Elemente K, Ko.
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3.2. Finite-Elemente-Methode

Definition 3.14. Sei

hk
oK = —, op — ImaxX Ok,
PK KeTn(Q)

fir jedes Element K € T4(2). Eine Familie von Gittern (75, (£2)) nach Definition 3.12,
mit h; gegeben durch (3.46), wird reguldr genannt, wenn Konstanten oy, > 0 und
ho > 0 existieren sodass

Ohy < Omax

fiir alle hy mit 0 < Ay < hy.

Wir betrachten im Folgenden lediglich konforme Gitter und im Falle einer Familie an
Gittern soll diese Menge regulér sein. Des Weiteren definieren wir das Referenztetraeder
K als das Einheitssimplex mit den Eckpunkten

£ =1(0,0,007, &=(1,0,007, & =1(0,1,00T, & =(0,0,1)7T.

Unter Verwendung des Referenzelements K kann jedes Tetraeder K € T5,(Q) durch eine
affine Koordinatentransformation von K beschrieben werden. Dazu definieren wir die
Indexmenge I7, ) zu K € Tp(§2) und beschreiben im Folgenden die Koordinaten im

Referenzgebiet K mit z; und die Koordinaten in K, mit xg,,. Die affine Koordinaten-
transformationen ist gegeben durch die Abbildung

br, : K — K, (3.47)
Tg = TK, = BKmﬂff( + me,
mit By, € R33 und by, € R3. Wollen wir nun Vektorfunktionen Vi, € H(curl; K,,)

durch Vektorfunktionen V € H(curl; K ) beschreiben, dann bendtigen wir eine Abbil-

dung
O, : H(curl; K) — H(curl; Kpp).

Um eine korrekte Abbildung der Vektorfelder zwischen den Réumen H(curl; K) und
H(curl; K,,,) zu gewéhrleisten, muss die Piola-Transformation

Vi, =, Vil = Jx- (Vi o di) (3.48)
verwendet werden, wobei

Ik (Tg) = VoK, (xz) = (M(%))l - (3.49)
<i,j<

die Jacobimatrix der Koordinatentransformation ¢, darstellt. Fiir eine detailierte Be-
schreibung sei hier auf [43] verwiesen. Fiir eine affine Transformation (3.47) ergibt sich
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Jk,, = Bk,, und mit der Piola-Transformation folgt zudem

VVik,, = Byl (VVi o il ) Byl
und )
V x Vg, =det(Bg! )Bg,, (Vx Vg oy ),

wobei V den Gradientenoperator auf K zux i darstellt. Um nun das Nédelec-Element
(K, Pg, Y k) einzufithren, wobei K C Q, Px Funktionenmenge und X i die Freiheitsgrade
definiert, sei hier o = (v, v, a3)” € Z3 ein Multiindex mit

a1 Qa9 Qa3

¢ = a7 x5 as?, la] = a1 + ag + as.

Damit erhalten wir die beiden Polynomraume

P, =< p(z) = Z aqx® mit Koeffizienten a, € C } , (3.50)
la| <k

P, =< p(z) = Z aqx® mit Koeffizienten a, € C 5 . (3.51)
la|=k

Des Weiteren definieren Py (e), Px(f) die auf eine Kante e und auf eine Fliche f einge-
schriinkten Polynome aus P, und analog gilt dies auch fiir Py. Sei nun

S = {P B : z-P= o} , (3.52)
dann definieren wir den vektorwertigen Polynomraum
Ry = [Pk,1]3 @ Sk. (3.53)

Nach [32, Lemma 5.32] ist der Polynomraum Ry, invariant unter der Piola-Transformation
(3.48), womit wir das konforme und unisolvente Nédelec-Element definieren koénnen,
siehe [32, Theorem 5.37]. Die Freiheitsgrade dieser Elemente sind unabhéngig von der
affinen Koordinatentransformation von K zu K, was wiederum in [32, Lemma 5.34]
bewiesen wird.

Definition 3.15. Das Nédelec-Element (K, Px, Y k) zu dem Polynomraum Py auf ei-
nem Element K mit Referenzelement K ist definiert durch:

e K ist ein Tetraeder;

o Pg = Ry;
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3.2. Finite-Elemente-Methode

e Die Freiheitsgrade Y sind von den Kanten e, den Seitenflichen f von K und
K selbst abhéingig. Sei 7 der Einheitstangentenvektor der Kante e, dessen Rich-
tung von &, nach &, mit n < m gerichtet ist, und n der Einheitsnormalenvektor
der Fliache f, dessen Richtung nach Auflen gerichtet ist. Die drei verschiedenen
Freiheitsgrade sind:

1. Kanten-Freiheitsgrade:

M.(V) = /V -7 q ds fir ¢ € P,_1(e) und Kanten e von K  ,

e
2. Flachen-Freiheitsgrade:

1 . 13
My(V) = {ﬂ/V-qdR q=Bkd, §€[Pea(f)]?, G-7=0
f

und fiir Flachen f von K },

3. Volumen-Freiheitsgrade:

Mg (V) = {/ V-qdQ, q=det(Bg")Bx (§o ¢x') mit § € [Pk_g]i"}
K

Es gilt damit X = M(V) U My(V) U Mg (V).
Damit ist der globale Finite-Elemente-Raum
Yv={VeH(cwlQ) : V|g € R, K €Tp(Q)}, (3.54)
definiert als Unterraum
Yy CYe={VeH(cwkQ) : m[V]e L?(@Q)} C H (curl; Q).
Die Norm in Y, ist gegeben durch
VIS, = 1V 1z eur; ) + I7elVIIEr2 003

wobei 7; den entsprechenden stiickweise definierten Spuroperator aus Abschnitt 2.2 auf
dem Rand 02 darstellt. Durch die Indexierung I7,, mit Kardinalitét |I7;,| = N, der
globalen Ansatzfunktionen (), welche durch Einschrinkung auf K,, € T7,(Q) mit
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

einer der lokalen Ansatzfunktionen golK ™ iibereinstimmt, erhalten wir

V() = span{ep1, ..., on}, (3.55)

beziiglich des konformen Gitters 75, (€2). Somit haben wir fiir Vs € Yy die Basisdarstel-
lung

N
Vv =Y ViMer
k=1
mit V¥ € C fiir alle k € {1,...,N'}. Eine wichtige Eigenschaft der so definierten An-
satzfunktionen ¢y, ist die tangentiale Stetigkeit (2.64) an der Grenzfléche zweier benach-
barter Teilgebiete. Weitere Eigenschaften und Beweise zu den hier dargestellten Nédelec

Elementen finden sich in [32, 43, 44]. Da die Nédelec-Basisfunktionen lokal auf den einzel-
nen Tetraeder K, des reguliren Gitters 75,(2) definiert werden, kénnen wir die lokalen

Nédelec-Basisfunktionen ¢Xm aus den Nédelec-Ansatzfunktionen gpf des Referenzele-
ments herleiten, indem wir

oEm(z,) = BB (21) = Bl o (2f) 0 931

mit der Affintransformation (3.47) anwenden.
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3.3. Existenztheorie der diskreten Formulierung
Wir definieren den Lésungsraum als Unterraum
Xy ={Vnv €Yy : %[Vn]=0auf Tpgc} C Yy (3.56)

Dabei folgt aus m; [pr] € L?(Tr) fiir alle 1 < k < N, dass auch fiir Exr € Xy die erste
Bedingung
m [En] € Li(Tr)

in (3.1) erfiillt ist und deshalb folgt
Xy C Xe.

Wir betrachten das diskrete variationelle Problem:

Bestimme Ejx € Xz, sodass

[Vbw] a(Ex,on) = flon), wn € Xn,
gilt mit
1
(Bxow) = [ 2 (V% By) (¥ x ) a2 = [[wlzoe, (@i By o d92 - (357)
" Q
— [ Y@ m [Bx - m o] dr

Trvp

Ka
— Z / iwY (w)po 7 [En] - 7 [pn] dT,
lleP,l

Ka : '
Fon) =—23 / M(wm% e x, [Eogl - milon] dT. (358)

l:1FP,l
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

3.3.1. Interpolationsoperator
Analog zu Definition A.9 definieren wir
H (cwrl; Q) = {u cHY Q)P | vV xue[H (Q)]3} (3.59)
mit der entsprechenden Norm
HUH?{(S(Q) = ||u||[2H5(Q)]3 + [V x u||[2H5(Q)]3‘

Nach [38, Lemma 4.7] sind die Freiheitsgrade der Definition 3.15 fiir u € HO(curl; Q),
4> %, wohldefiniert und beschriankt, weswegen der Interpolationsoperator

Iy : Ho(curl; Q) — Yy (3.60)
iiber die Bedingung
M, (1 — T [u)) = Mp(u — Tly[u]) = My (u — Ty[u)) = 0 (3.61)
an die Freiheitsgrade charakterisiert wird.

Lemma 3.16. Fiir alle § € (3, 1] ezistiert eine von der Schrittweite h des Gitters T, ()
unabhdngige Konstante C' > 0, sodass

Hu - H/\/[U]HH(curl; Q) < ChaHuHH‘S(curl; Q) U S H(S(curl; Q)v (362)
gilt.
Beweis. Siehe [45, Proposition 5.6]. O

Mit der durch 7,(€?) induzierten Triangulierung 75(I") auf den Réndern des Gebietes
definieren wir den Interpolationsoperator fiir § € (0, 1] auf dem Rand

My r : HY(T) N H(curlp; T) = (Ya)r,

wobei (Yar)r dem zweidimensionalen FEM-Raum auf einer Dreieckstriangulierung ent-
spricht, siehe [46]. Fiir den Randinterpolationsoperator ergibt sich gerade folgendes Lem-
ma.
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3.3. Existenztheorie der diskreten Formulierung

Lemma 3.17. Fiir jedes ¢ € (0,1] ezistiert eine Konstante C > 0, unabhingig von der
Schrittweite h der Triangulierung T, (I"), sodass

lu — Ty rlu]lliz2rys < Ch° (||U”Hﬂ(r) + |V x U||L2(F)) , UE Hﬁ(l“) N H(curlp; T).
(3.63)

Beweis. Siehe [47]. O

Aus (3.62) und Lemma 3.17 erhalten wir fiir die Norm von X, die Existenz einer von
der Schrittweite h der Triangulierung 7,(€2) unabhingigen Konstante C' > 0, sodass fiir
alle Funktionen v € H®(curl; Q) mit m;[u] € H ﬁ(F) N H(curlp; I') die Ungleichung

e = Tacfullx, < CR® (Iulliseun oy + Imelulllgg oy + 1V0 x melulll o)) (364

gilt. Dabei ist (3.64) gerade die Approximationseigenschaft des Raumes X bei entspre-
chender Regularitéit der zu approximierenden Funktion.

3.3.2. Existenz der Lésung

Der Beweis lduft in grofien Teilen analog zum Beweis der Existenz der Losung des konti-
nuierlichen variationellen Problems. Die Beweise der Aussagen innerhalb dieses Kapitels
kénnen dem Abschnitt 7.2 in [28] entnommen werden. Zunéchst definieren wir den dis-
kreten Projektionsoperator

Prn s Xy — X,y (3.65)
v = Pyv] = (IIxP)[v]

und verwenden das folgende Lemma, dessen Beweis auf der curl-Eigenschaft des Opera-
tors P und entsprechenden Pendeldiagrammen fiir den Projektionsoperator Iy, in [32]
beruht.

Lemma 3.18. FEs existiert eine Konstante C' > 0, unabhdingig von der Schrittweite h
der Triangulierung Tp(S2), sodass

IP[u] — Palulllx. < CRO 2 |ullx,, ue X,

mit § € (1, 1].

Mit Lemma 3.18 ergibt sich das Analogon zu Lemma 3.8 fiir das diskrete variationelle
Problem mit den entsprechenden Definitionen aus Abschnitt 3.1.2.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Lemma 3.19. Es existieren Konstanten Bar > 0, hg > 0, unabhingig von der Schritt-
weite h des Gitters Tr(Q2), sodass fiir alle h < hg

wp AEN.ox)

> BNIENlx., Enx € Xn.
onvexx\{or  llenllx.

Der Beweis von Lemma 3.19 wird analog zum Beweis von Lemma 3.8 gefiihrt, nur das
hierbei noch die Interpolationseigenschaft, Lemma 3.18, des Projektors Py verwendet
wird. Damit erhalten wir den Existenzsatz fiir das diskrete variationelle Problem [Vp a].

Satz 3.20. Angenommen es existiert eine Ldésung zum kontinuierlichen Variationspro-
blem [Vk]. Dann existiert hog > 0, sodass fiir alle h < hg das diskrete Variationspro-
blem [Vp ] eine eindeutige Losung Exn € Xp besitzt. Zudem existieren Konstanten
Cy,Cy > 0, unabhdingig von der Schrittweite h des Gitters Ty (S2), sodass

1Exlx. < CillFllx.y (3.66)
und
— < i — . .
B~ Exllx. < Ca int. | B~ Vyllx. (3.67)

Falls zusitzlich ein § € (%, 1] existiert, sodass E € H(curl; Q) und m[E] € H°(curlp; T),
so existiert eine von der Schrittweite h des Gitters Tn(Q2) unabhdingige konstante Cs,
sodass

HE - ENHXe < C3h6(HEHH5(Cur1;Q) + Hﬂt[E]HH‘S(curlp;F))' (368)

Der Beweis beruht auf der Existenz der globalen inf-sup-Konstante nach Korollar 3.11
und dem Operator Ry : Xe — X, charakterisiert durch

A(En, Ry [v]) = A(En,vn), Enx € X,

woraus sich die entsprechenden Abschétzungen mit dem Lemma von Céa fiir inf-sup
stabile Sesquilinearformen herleiten lassen.
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3.4. Finite Elemente Assemblierung

Um ein lineares Gleichungssystem zu erhalten, wollen wir den Nédelec-Ansatzraum (3.55)
fiir die Gleichungen (3.57) und (3.58) verwenden, weshalb wir die diskretisierte Gleichung
[Vp n] umformulieren miissen. Wir betrachten dazu die Bedingung

1[V] =0 auf T'pgrc (3.69)

des Losungsraums (3.56) und fiigen diese Nebenbedingung der Formulierung [Vp a7| mit-
hilfe von Lagrange-Multiplikatoren hinzu. Dazu betrachten wir die tangentialen Opera-
toren ¢ und m; fiir den Unterraum Yy C Ye. Nach [32, Lemma 5.35] gilt v[Vy] = 0 auf
den diskretisierten Teilflichen von I'pgc, genau dann wenn My (Vi) = 0 mit f C I'pgc
und M.(Vy) = 0 fiir die Kanten e der Flidche f gilt. Damit sind die noch zu defi-
nierenden Tangentialriume von I'ppco nur von den Freiheitsgraden auf I'pgo abhéngig
und wir identifizieren alle Ansatzfunktionen ¢y, fiir die ein Freiheitsgrad auf I'ppo exis-
tiert, der nicht Null wird. Wir bezeichnen die Indexmenge dieser Ansatzfunktionen mit
Ipgc C I7;,. Des Weiteren sei Npec = |Ipgc| die Kardinalitéit der Indexmenge. Daraus
folgern wir die Basisdarstellungen der tangentialen Rdume

YoNpse = €D span {vi[px]}
k€lpec

und

YaNppe = @ span {m[px]} .
k€lpec

Aufgrund der Linearitdt der tangentialen Operatoren und der Basisdarstellung (3.55)
von Y)s ergibt sich daher

Tt YN — Y’Y,NpEc7
N
V=Y VWor = Vinmme= > Vilulerl,
k=1 kGIpEC
e Y — Y Nppos
N
V= Vi¥or = Vainpwe = O Viimlel.
k=1 kelppc

Analog lassen sich auch die Tangentialrdume auf den anderen Teilflichen I';psp und
I'py, 1 <1 < Ky, ableiten. Nach Satz 2.8 kann das [L2(T ppc)]?-Skalarprodukt als Dua-

litdtsprodukt zwischen den Rdumen H ~3 (divrppe, I'PEC) und H ~3 (curlr 0, 'PEC)
aufgefasst werden. Deshalb verwenden wir Y, npp € H 2 (divappes I'PEC) als Dual-
raum von Yz rppo C oz (curlr, e, I'pEc) und der Lagrange-Faktor A\ € Y arpp zur
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Nebenbedingung (3.69) ist gegeben durch

(B, A) = j/ S [En] - A dr. (3.70)

peC

Da auch die Testfunktionen Elemente des Raumes (3.56) sind, benttigen wir zu diesen
das Dualitéatsprodukt

deon) = [ Ao ulew] dr. (3.71)

T'pECc

mit dem Lagrange-Faktor A, € Y A7y Wir erhalten damit die zu [Vp x| dquivalente
Formulierung:

Bestimme Ex € Yy und A\, € Yr App, sodass

a(En,on) +dr(Ap,0on) = flon), on €Yy,
d(ENv >‘) = g()\), A€ Yﬂ',NPE‘C?

gilt, mit (3.57), (3.58), (3.70), (3.71) und g(\) = 0.

(3.72)

Werden die Basisdarstellungen der Losungsrdume Yy und Y ap .. ausgenutzt und die
Gleichungen (3.72) fiir alle Basisfunktionen der Rdume Yy und Y,z getestet, dann
ergibt sich das lineare Gleichungssystem

<él())f><jic>:<£> (3.73)

AECNXN

mit
Dy e CNXNPEC, D e (CNPECXN,

)

fecV, g € CNreC,

Im Falle der hier betrachteten Modelle ergibt sich gerade g = 0, aufgrund der betrach-
teten PEC-Randbedingung, und die einzelnen Spalten der Matrizen D und DJ{{ sind
ausgewihlte Einheitsvektoren. Die Indizes der Eintrdge entsprechen dabei den Indizes
der auf I'ppc liegenden FEM-Basisfunktionen. Um die Gleichungen (3.72) voneinander
zu entkoppeln, betrachten wir den Operator

I):YN‘—é(YhA&EC)S
EN = d(ENa ')7
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und Zerlegen Y beziiglich D in
Yy = Kern(D) @ Kern(D)*,

dabei bezeichnet Kern(D)! das orthogonale Komplement von Kern(D) nach Definiti-
on A.2. Damit erhalten wir die eindeutige Zerlegung fiir den Loésungsraum

N N
Ex = Exc+ BExva= Y (EMNor + Y (B )ken
k=1 k=1

mit Ey. € Kern(D), Exg € Kern(D)t, EN € €V und E) € CV. Des Weiteren
betrachten wir die Zerlegung

Yy = Kern(Dy) @ Kern(Dy)™*
beziiglich
Dy :Yn — (Yﬂ,NPEc)/a
N dp (- on),

und erhalten die eindeutige Zerlegung fiir den Testraum

PN = PN,e T PN d

mit o € Kern(Dy) und pp g € Kern(Dy)L. Setzen wir die Zerlegung des Losungsraums
in die Gleichungen (3.72) ein, so ergibt sich aufgrund der Linearitdt und der Kern-
Figenschaft
a(Eneon) +dr(Ap o) = flon) —alEng on), o €Y,
d(Exa:A) = g(N), A€ YrNppe-

Testen wir diese beiden Gleichungen nun anstatt der Funktionen aus Yy mit den Funk-
tionen aus Kern(Dy), dann ergibt sich

W(Ene,one) = flone) —alBnd, one)s ¢ne € Kern(Dy),

(3.74)
d(EN,dn)‘) = g()‘)a A€ YW,NPEC‘

Damit erhalten wir die Losung Ex von [Vp y] indem wir zunichst die zweite Glei-
chung in (3.74) 16sen, um E 4 zu erhalten, und dies zur Losung der ersten Gleichung in
(3.74) verwenden, um Er . zu bestimmen. Mit derselben Herangehensweise erhalten wir
eine Losung V' des Lagrange-Gleichungssystems (3.73), indem wir zunichst die bei-
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

den rechtsseitigen Kernbasismatrizen Bp und Bp, zu den beiden Matrizen D und DJ{{
der Diskretisierung (3.73) bestimmen. Aufgrund der speziellen Struktur der Matrizen
D und Df , sind die Spalten der Kernbasismatrizen Bp und Bp, wiederum durch Ein-
heitsvektoren gegeben, deren Indizes der Eintrige nun mit den nicht auf I'ppo liegenden
Basisfunktionen iibereinstimmen. Multiplizieren wir daraufhin die Matrix

(1)
0 I
von links an die lineare Gleichung (3.73), so ergibt sich mit
EN = EN + E) = BpEN- + EY,
wobei N. = N — Npge, das zu (3.73) dquivalente Gleichungssystem

Bp, ABpENe = By f — Bp AEY, (3.75)
DEY = (3.76)

mit

Bp,ABp € CNNe, B feCNe, B AE) e CMe.
Die diinnbesetzte Struktur der Matrix A erhalten wir aufgrund der Darstellung der Kern-
basismatrizen auch fiir die Matrix BngBD. Das heif3t, wir bestimmen zunéchst eine

Losung EY) des Gleichungssystems (3.76) und verwenden diese wiederum in (3.75), um
eine Losung ENe zu erhalten. Auch hier vereinfacht sich auf Basis der hier betrachteten
Modelle die Bestimmung der Lésung EVN | denn aufgrund der speziellen Struktur von
D und g = 0 ergibt sich direkt Eé\/ = 0. Da die Matrix BngBD in den hier betrach-
teten Fillen quadratisch und diinnbesetzt sind, kann zur Losung der Gleichung (3.75)
bei Dimensionen bis zu 10° in MATLAB der Backslash-Operator verwendet werden.
Bei héheren Dimensionen sollte aufgrund der Implementierung des Backslash-Operators
hingegen der MUMPS-Algorithmus® verwendet werden. Aufgrund der in dieser Arbeit
betrachteten Modelle vereinfachen sich die Berechnung der Kernbasismatrizen Bp und
Bp, oder auch Eélv , aber die Theorie der Lagrange-Systeme kann auch auf viele andere
Probleme angewandt werden und besitzt dennoch die gleiche Struktur. Auch wenn die
Gleichungen und Bedingungen an den Funktionenraum komplexer sein kénnen, ergeben
sich in sehr vielen Problemen diinnbesetzte und einfach strukturierte Matrizen D und
D}{ , sowie die daraus resultierenden Kernbasismatrizen Bp und Bp ; und die relativ

einfache Bestimmung einer Losung Eé\/ .

Shttp://mumps.enseeiht.fr/
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Fiir die optimale Steuerung von PDEs miissen wir viele Gleichungssysteme (3.73) hoher
Dimension l6sen. Da die Berechnung solcher Losungen sehr rechenintensiv ist, mochten
wir die in der Arbeit betrachteten Modelle mithilfe der Modellreduktion in ihrer Dimen-
sion reduzieren. Hierzu betrachten wir den parametrischen Modellreduktionsalgorithmus
Reduzierte-Basis-Methode (RBM), welche wir in Abschnitt 4.1 allgemein einfithren, wo-
bei Details in [14, 48] nachgelesen werden kénnen. In Abschnitt 4.2 wenden wir die RBM
auf die in Abschnitt 3.4 bereits erwiahnten Lagrange-Probleme an und erweitern damit
die RBM um eine bisher nicht betrachtete Theorie. In Abschnitt 4.3 betrachten wir die
zu Abschnitt 4.2 zugehdrigen numerischen Ergebnisse anhand ausgewéhlter Modelle der
Optimalsteuerung.

4.1. Grundlagen der RBM

Dieser Abschnitt stellt eine kurze Zusammenfassung der RBM dar. Fiir eine detailliertere
Betrachtung wird auf [14, 48, 49] verwiesen.

4.1.1. Parameterische Differentialgleichungen

In der RBM betrachten wir parametrische PDE k-ter Ordnung

F(Dku(p), ey DQU(p)7 Du(p), u(p);p) =0 (4'1)

mit k-ter Grtlicher Ableitung D*u(p) der gesuchten Funktion u(p) € X, und Parametern
p € P C R™. Zu der Funktion u(p) kann zusétzlich auch noch ein moglicher Ausgang

betrachtet werden. Dies kann beispielsweifle eine spezifische Temperatur, die Ausbrei-
tungsrichtung einer Welle oder im Falle der in dieser Arbeit betrachteten Modelle die
elektromagnetische Energie in einem spezifischen Ort sein. Der Ausgang s(p) kann dem-
nach beliebig definiert werden, wird aber in dieser Arbeit nicht niher betrachtet. Die
Theorie zu ausgangsbezogenen Problemen kann dabei wieder in [14, 48] nachgelesen wer-
den. Bei der Betrachtung komplexer parametrischer PDEs werden komplexe Parameter
p € C als zwei reelle Parameter Re(p),Im(p) € R aufgefasst. Die zur parametrischen
PDE zugehorige variationelle Formulierung lautet:

Bestimme eine Losung u(p) € X, sodass

a(u(p), p;p) = fleip), » € Xe, (4.2)
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mit a: Xe X Xe x P— Cund f: X, x P — C gilt.

Wird die Sesquilinearform a und die rechte Seite f diskretisiert, beispielsweise durch die
FEM, dann ergibt sich die Approximation der variationellen Formulierung (4.2):

Bestimme upr € Xy, sodass
a(un(p), vip) = fleip), ¢ € Xn, (4.3)
gilt, wobei X C X, mit N = dim(X ) < oo.

Dieses Problem wird in der Literatur als ,truth problem“ bezeichnet. Aufgrund der

Definition des FE-Raumes X, kénnen wir upas(p) als Linearkombination einer Basis von

Xy =span {1, ..., pa} mit Koeffizientenvektor uN(p) = (uﬁf(p))lgkgj\/ schreiben als

N
un(p) = Y up (p)x-
k=1

Wird die Linearkombination in (4.3) eingesetzt, so ergibt sich aus der Linearitét der
Sesquilinearform und dem Testen mit den Basisfunktionen ¢;, I = 1,..., N, das Glei-

chungssystem
ANGN = N (4.4)

mit (Aﬁf)m,n = a(pn, Ym;p) und (fév)m = f(¥m;p). Der Index p soll dabei die Para-
meterabhéngigkeit der Matrix Aﬁf und des Vektors f]{,\/ verdeutlichen. Da wir eine ap-
proximative Losung iiber die FEM bestimmen, betrachten wir im Folgenden den Fehler
|lu(p) — unr(p)||x. der exakten Losung u(p) und der FE-Losung un(p). Ist die Sesquili-
nearform a stetig und koerziv, d.h. existieren Konstanten a(p),v(p) > 0, fiir die

la(u(p),v(p)ip)l < Y@ u@)lx. lv@)lx., u,v € X,
apllup)k, < lalu(p),u(p);p), u € Xe,

gilt, dann folgt aufgrund der Konformitit des FE-Approximationsraums X C X, mit
der Galerkin-Orthogonalitéat

a(u(p) —un(p),p;p) =0, @€ X,

nach Céa’s Lemma

o) - ux@lx. < (1+ 22 it Julo) - . (45)
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Auch in dem Fall einer inf-sup-stabilen Sesquilinearform, bestimmt durch die Bedingung

. |la(u, v;p)|
0< pB(p)= inf sup ——— 4.6
(») weXe\{0} vex.\(oy llullx. lv]lx. (+6)

ergibt sich gerade

) - ux @l < (1+35) i o) = . (1)

Das bedeutet, dass die Qualitét der Approximation von der Stetigkeitskonstanten ~y(p)
und der Koerzivitdtskonstanten a(p), bzw. der inf-sup-Konstanten ((p), abhéngt. Die
Idee der RBM ist es, eine weitere Projektion auf Xy C Xy durchzufithren. Dazu wird
die Losungsmannigfaltigkeit

M = {u(p) | u(p) ist Losung von (4.2) und p € P} C X,

der variationellen Formulierung beziiglich des Parameterraums betrachtet. Die diskreti-
sierte Variante lautet

My = {upn(p) | un(p) ist Losung von (4.3) und p € P} C Xy

Die Voraussetzung ist nun, dass My durch einen Raum niedriger Dimension appro-
ximiert werden kann. In diesem Fall werden weniger Basisfunktionen &1, ..., n € Mys
benétigt, um up/(p) € My zu beschreiben. Wir geben nachfolgend zwei verschiedene
Varianten der Projektion des FE-Raumes X auf den RB-Raum

XN = Span {517 7§N} - MN

an. Die erste der beiden Projektionen ist die Ritz-Galerkin-Projektion und das zugehorige
Problem ist gegeben durch:

Bestimme uf(p) € Xy C Xy zum Parameter p € P, sodass

a(un’(p),&p) = f(&p), € € Xy, (4.8)

gilt.

Im Fall koerziver Sesquilinearformen, kann damit Stabilitéit garantiert werden, siehe [14].
Dabei bedeutet Stabilitit, dass die Koerzivitatskonstante apv(p) des reduzierten Systems
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die Abschétzung

la(un, un;p)| > ay(p) = inf la(un, uprs p)|

an(p) = inf
®)= o TunlZ wmexy Tunl%

beziiglich der Koerzivitdtskonstante axs(p) des diskreten Systems erfiillt. Mit der Basis-
darstellung im Unterraum Xy lésst sich jede Funktion uy(p) € Xy als Linearkombina-
tion

N
un(p) = Y up (p)é (4.9)
k=1

der Basisfunktionen & mit Koeffizientenvektor (ul (p))1<k<n schreiben. Die Basisfunk-
tionen & € M des reduzierten Problems lassen sich wiederum durch die FEM-Basis-
darstellung des Raumes X als

N
élzzgﬁ,/l@kv 1:17"'7]\77
k=1

darstellen. Setzen wir diese Darstellungen in (4.8) ein, so ergibt sich das reduzierte
Gleichungssystem

RG, NRG(.\ _ ¢RG
AT (p) = f, (4.10)
mit
(A;?%G)m,n = a(§n7 "gm,p) mit m,n = 17 . 7]\/v7
(fEYm = f(Emsp) mit m = 1,...,N,
(“N’RG(p))m = U%(p) mit m = 1,...,N.

Dabei sind die Matrix und der Vektor des Gleichungssystems gegeben durch
ARG ==PA= RO =Eff,
mit (Z)y,n = ﬁ‘n/’ »- Um die Stabilitét bei inf-sup-stabilen Sesquilinearformen zu garantie-

ren, wird eine Petrov-Galerkin-Projektion benétigt, siche [19]. Das zur Petrov-Galerkin-
Projektion zugehorige Problem ist gegeben durch:

Bestimme u]I\DfG(p) € Xy zum Parameter p € P, sodass

a(up(p),¥;p) = f(;p), ¢ € Yw, (4.11)

gilt.
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Um einen geeigneten Raum Yy C X, fiir die Stabilitdt zu bestimmen, fithren wir den
Supremumsoperator T (p) : X, — X, ein, welcher durch die Eigenschaft

(T(p)[ul],v)x, = a(u,v;p), ve X, (4.12)

charakterisiert ist. Aus dieser Charakterisierungseigenschaft lédsst sich zeigen, dass der
Operator T (p) gerade

sup |a(u, v;p)| _ la(u, T (p)[u]; p)|
vexafoy  llvllx. 17 (p)[u]|x.

(4.13)

mit u € X, erfiillt, woraus sich auch der Name Supremumsoperator ableitet. Der Beweis
der Eigenschaft (4.13) und weitere Eigenschaften zu den Supremumsoperatoren kénnen
in [14, 19] nachgelesen werden. Mit der Definition des Supremumsoperators ergibt sich
fiir die inf-sup-Konstante 3(p) aus (4.6) die Darstellung

o TOWIR T,
wek\o) Tl [T, ~ wetihor Julx.

(4.14)

Dieselben Aussagen gelten auch fiir das diskretisierte Problem (4.3) mit zugehoriger
inf-sup-Konstante

. (4.15)

. a(upn, oA p . T () [un] |l x.
By(p) =  inf la( ) ¢ | T () [un]ll
un (01 EXN e x o) luvlixlovlix,  wvexanfor  Jlun|lx,

indem wir den diskreten Supremumsoperator Ty (p) : Xnr — X definieren, der wieder-
um durch die Eigenschaft

(Tv (P)lun]s vv)x. = alun, vnsp),  onv € X, (4.16)

charakterisiert ist. Definieren wir den Testraum als

Yy = span{Tx(p)l&i], ..., Tn(p)[EN]},

dann erhalten wir fiir die Petrov-Galerkin-Projektion (4.11) und die zugehérigen inf-sup-

Konstanten

V(p) = inf la{uy, vy; ) (4.17)
un€XN\{0} yyevy\{o} lunllx. llon]lx.

die gewiinschte Stabilitét.
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Lemma 4.1. Fir die Petrov-Galerkin-Projektion (4.11) gilt
£ ) > Ba(p).
Beweis. Fiir die inf-sup-Konstanten 5% (p) in (4.17) und By (p) in (4.15) erhalten wir

|a(un, T (p)[un]; )|

la(un,vN;D)|

By (p) = inf  sup = inf
N uneXn pyevy [UNIIx]oN|x. uveXy [[un|lx 1T () [un]| x.
_ if [T (p)[un]llx. > inf [T (p) [un] |l x.
uveXy  llunllx. upveXy  lluvllx.
= Bn(p),
wobei Xy = Xa\ {0}, Xy = Xn)\ {0} und Yy = Y\ {0} bezeichnet. O

Mit den Basisdarstellungen fiir uy(p) und & ergibt sich aus (4.11) das reduzierte Glei-

chungssystem
ACuNTE (p) = f7¢ (4.18)
mit ro
(Ap Jma = (&, TN(P)[Em];p) mit m,n = 1,...,N,
(7 m = fOn@Enl;p)  mit  m = 1,...,N,
WV FCP)m = ul(p) mit m = 1,...,N.

Die Matrix und der Vektor in (4.18) sind dabei gegeben durch
A0 = (TNENIAE = TYE)

mit (), = &Y, und (TN( N = (Tar(p)[€m])Y berechnen. Dabei bezeichnen wir

)

mit (Ty(p)[&m])?) den n-ten Koeffizient in der FEM-Basisdarstellung

N

TN () [em] =Y (Ta(0)[&m] )2 n.

n=1

Eine genauere Betrachtung des Operators Tx(p) ist in Abschnitt 4.1.4 gegeben. Die
folgenden Abschnitte differenzieren nicht zwischen der Ritz-Galerkin-Projektion und der
Petrov-Galerkin-Projektion, weswegen wir A;,V und fév als Verallgemeinerung schreiben,
wenn wir keine spezifische Projektion betrachten. Die Matrix AZ])V und der Vektor fév
héngen dabei vom Parameter p ab und miissen fiir jeden neuen Parameter berechnet
werden. Fiir die effiziente Berechnung des RB-Systems fiir beliebige Parameter benttigen
wir eine spezielle Darstellung der einzelnen Komponenten, welche wir nun einfiihren.
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4.1. Grundlagen der RBM

4.1.2. Offline-Online-Zerlegung

FEine Offline-Online-Zerlegung besteht daraus, dass ein Teil der Methode in der Offline-
Phase berechnet und in der Online-Phase auf die berechneten Daten aus der Offline-
Phase zuriickgegriffen wird. Dabei soll die Erstellung der reduzierten Matrix Aév und
des Vektors fzﬁv in der Offline-Phase erfolgen, um damit die Losung von (4.10) in der
Online-Phase fiir beliebige Parameter p € P schnell zu berechnen. Diese Zerlegung wird
durch eine affine Darstellung ermoglicht.

Definition 4.2 (Affine Darstellung). Fiir das parameterabhéngige Funktional F[u;p]
wird

QF
Flusp] = O(p) Filul, (4.19)
k=1
mit O : P — K, F : X — K, wobei K der zugrundeliegende Zahlenkoérper, als affine
Zerlequng oder affine Darstellung bezeichnet.

Wir fordern, dass die Sesquilinearform a und die Antilinearform f die affinen Darstel-
lungen

a(u,v;p) = Z 0% (p)ak(u,v), (4.20)

f(vip) = OLp) fu(v) (4.21)

k=1

besitzen. Denn damit ergibt sich bei der Diskretisierung von (4.2) das lineare Gleichungs-
system (4.4) mit

Qa Qg
A=Y etmAy, =Y elms (4.22)
k=1 k=1
und
(A-]/g\[)m,n = ak((ﬂn, QOm) mit m,n = 17 e ,N,

NV = frlom) mit m o= 1,...,N,

wobel ¢, o, die FEM-Basisfunktionen darstellen. Eine &quivalente Darstellung wie
(4.22) gilt auch fiir die reduzierte Matrix A;V und den Vektor fév . Mit diesen affinen
Darstellungen wird die Offline-Online-Zerlegung erméglicht, indem die Matrizen A/kv und
die Vektoren f,?/ in der Offline-Phase assembliert, reduziert und dann abgespeichert wer-
den. Bei der numerischen Reduktion wird dazu die Teilmenge Py, C P verwendet, auf
dem die Basisvektoren & des reduzierten Systems durch die Snapshot-Lésungen uas(p),
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4. Reduzierte-Basis-Methode

p € Pngy, des FE-Problems bestimmt werden. In der Online-Phase werden dann die
reduzierten Matrizen verwendet, um fiir beliebige Parameter p € P eines der reduzierten
Probleme (4.10) oder (4.18) zu losen. Als néchstes betrachten wir die optimale Wahl der
Parameter p fiir die Bestimmung der reduzierten Basis.

4.1.3. Basisgenerierung des reduzierten Raumes

Um die bestmoglichste Wahl der Parameter zu treffen, die fiir die Berechnung der Snap-
shot-Losungen verwendet werden, gibt es verschiedene Methoden. Die am haufigsten ver-
wendeten Methoden sind die Proper Orthogonal Decomposition (POD) und der Greedy-
Algorithmus. Im POD-Ansatz wird der N-dimensionale Raum Xy C X bestimmt,
sodass der gemittelte Approximationsfehler

1

b inf a2

N > vNIQXNHUN(P) uN|l%,
PEPNR R

mit diskretisierter Menge Py, C P und Npp = [Py | minimal wird. Dazu wird fiir alle
p € Py, die Snapshot-Losung uas(p) berechnet und mit diesen ein linearer Operator
definiert, dessen N grofiten Eigenwerte A\, das obige Minimierungsproblem l6sen. Dies
setzt Npp Losungen des FE-Problems voraus, welche bei komplexen grofidimensionalen
Systemen einen hohen Rechenaufwand besitzen. Ein weiterer Nachteil ist die mogliche
Berechnung redundanter Informationen, das heifit, dass die Berechnung der Snapshot-
Losung fiir ein p nicht notwendig ist, da eine Basis kleinerer Dimension die Losung
u(p) bereits gut genug approximiert. Auch wenn wir die Zerlegung in Offline-Online-
Phasen haben und deswegen der Zeitaufwand in der Offline-Phase vernachlissigbar ist,
mochten wir eine nicht so rechenaufwindige Methode fiir die Generierung der reduzierten
Basis verwenden. Eine genauere Beschreibung der POD-Methode findet sich in [14].
Die andere Moglichkeit fiir eine gute Wahl der Parameter ist ein Greedy-Algorithmus,
siehe Algorithmus 1, welcher gute Ergebnisse liefert und deshalb sehr hiufig verwendet
wird. Nédheres zu den Konvergenzraten des Greedy-Algorithmus kann in [50] nachgelesen
werden. Die Idee des Algorithmus 1 ist es den Parameter zum grofitmdoglichen Fehler zu
verwenden, um die néchste Snapshot-Losung uar(p) fiir die reduzierte Basis zu berechnen.
Die Konvergenz des Algorithmus 1 wird in Abhéngigkeit von der Kolmogorov-/N-Breite

dn(My) =inf sup  inf |luy —on]x. (4.23)
XN uprEMAr uNEXN

in [50] bewiesen. Eine Verbesserung innerhalb des Greedy-Algorithmus 1 kann dadurch
erreicht werden, dass die Basismatrix = zusétzlich orthonormalisiert wird. Dadurch soll
das Auftreten von Singularitéiten in der Matrix AZJ)V , die durch fast linear abhéngige Vek-

N

toren v entstehen, vermieden werden. Dabei muss jedoch gewihrleistet werden, dass
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4.1. Grundlagen der RBM

Algorithm 1 Generiere die Menge der Snapshot-Losungen und die resultierende redu-
zierte Basis = des Projektionsraums X y

Require: Diskrete Parametermenge Py, ,, Toleranz tol, Fehlerschitzer Ay
Ensure: Pz, =
1D € Pryy.
Lise (4.3) mit p = p; for vV (p1).
Pz < {p:}.
2 [uN(pl)].
while max,ep, \p= An(p) > tol do
PN+1 < argmax Ap(p).
PEPN L \P=
Lose (4.3) mit p = py1 fiir v (pys1).
Pz + P= U {pN+1}.
= [E uN(pN+1)] .
N < N +1.
end while

nach Orthonormalisierung die zu den einzelnen Spalten gehorige FE-Funktion £ wieder-
um im Losungsraum X, liegt. Bei der Wahl des Fehlerschétzers Ay (p) gibt es unter-
schiedliche Ansitze, wobei bei allen die Evaluierung unabhéingig von N sein soll, damit
eine effiziente Berechnung ermdoglicht wird. Hierzu betrachten wir innerhalb der néchsten
Abschnitte die Fehlertheorie der RBM und leiten daraus geeignete Fehlerschétzer her.

4.1.4. Fehlerdarstellung

Um geeignete Fehlerschranken herzuleiten, um daraus einen Fehlerschitzer Ay (p) ab-
zuleiten, betrachten wir das Residuum

r(g;p) = ale(p), v;p) = f(p;p) — alun(p), ¢;p), ¢ € Xn, (4.24)

fiir den Fehler e(p) = un(p) — un(p) € Xar, wobei wir die Linearitét von a im ersten
Argument ausnutzen. Dabei betrachten wir den Fehler der reduzierten Losung uy(p)
nicht in Bezug auf die exakte Losung u(p) € X., sondern beziiglich der FE-Losung
upn(p), da der Fehler

lu(p) = un(p) x.

bereits durch eine feine Diskretisierung klein ist. Da a in den zugrundeliegenden Zah-
lenkorper C abbildet, kénnen wir r(+;p) : Xpr — C als Element des Dualraums (Xar)’
auffassen. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz A.16 existiert ein Element in X, wel-
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4. Reduzierte-Basis-Methode

ches wir als 7(p) bezeichnen, sodass gilt

(7(p),p)x. =7(¥;p), @€ Xy (4.25)
Somit gilt
) r(;
@)y = sup T&P (4.26)
eexa\for llellx.
und

(7(p), ¢)x. = ale(p), ¥;p)- (4.27)

Mithilfe dieser Darstellung lassen sich rigoros berechenbare Schranken herleiten, fiir die
wir im koerziven Fall die Koerzivitdtskonstante «(p) und im inf-sup-stabilem Fall die
inf-sup-Konstante 3(p), wie in Abschnitt 4.1.1 definiert, benétigen. Da unsere Probleme
lediglich inf-sup-stabil sind, nehmen wir im Folgenden an, dass eine Konstante 8rp > 0
existiert, fiir die gilt

. la(up, vpr; p)
1n Ssu
un €XA\0} e xp\ {0y v xe loarl x.

Bn(p) =

> B, pel. (4.28)

Des Weiteren verwenden wir den Supremumsoperator Tar(p) aus (4.16). Wir erhalten
damit die folgende Fehlerschranke.

Proposition 4.3. Fiir den Fehler e(p) = un(p) — un(p) gilt

lun (@) — un (0)1x. < ”g’)”X = Aenlp), (4.29)
LB

wobei frp gegeben ist durch (4.28) und 7(p) der Riesz-Reprisentant (4.25) des Residu-
ums in (4.24).

Beweis. Wegen (4.13) und (4.16) folgt

F@)x. =  sup r(;p)] _ qp e @ip)]

eex\{0p Iellx. vex\(oy  llellx.

_ lale(p), Ty (@)[e@)l;p)| _ [(Tn () [e()], Ti (P)[eP)Dx.| _ .

B ) P o) P s
und damit

e 17(p) |l x. 17(p) Il x. _ IP)lx. _ I7(p)llx.
el =IO e, = IO~ Bylp) = Pus

peX A \{0} lloll xc
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4.1. Grundlagen der RBM

Wiéhrend fiir den relativen Fehler beziiglich der reduzierten Losung

lun(p) —un@)lx. o Aen(p)

< (4.30)
lun ()]l x. [lun (P)||x.
gilt, haben wir fiir den relativen Fehler beziiglich der FEM-Losung
lux(p) ~ un(p)llx. . Tontoes
N\P NP Xe S ||UN(§)”X€ , (431)
[lun(p)lx. 1 Ben®)
lun ()llx,

falls ”uAe(” gﬁ) < 1. Um die Schranken verwenden zu kénnen, miissen wir sowohl ||7(p)|| x,
als auch die Schranke BB berechnen.

4.1.5. Berechnung des Riesz-Reprasentanten

Um den Riesz-Reprisentanten 7(p) des Residuums zu bestimmen, betrachten wir (4.9)
und (4.25) in Verbindung mit (4.20) und (4.21)

Qa N
©)x. —ZGf k(@) =D Okp)u an(&,¢), v € Xn- (4.32)

k=1 1=1

Aufgrund der Linearitit der Sesquilinearform a und der Antilinearform f erhalten wir
7(p) durch

Qr Qs N
i) =3 0lmC+ >3 Ol Lk, (4.33)
k=1 k=1 [=1

wobei Cy und 'Ci; die Riesz-Repriisentanten zu den Gleichungen

Cr,p)x. = fr(w), k=1,...,Qy, (4.34)
(ﬁ%,g&)xe :_ak(gl,SO), k=1,...,Qq, I =1,...,N, (435)

mit ¢ € X sind. Die Gleichungen (4.34) und (4.35) werden innerhalb der Literatur als
FE-Poisson-Probleme bezeichnet. Um C, und Ei/, zu bestimmen, fordern wir Cy, ﬁgc € Xy
und verwenden so die Basisdarstellung in X, um Koeffizientenvektoren zu erhalten.
Diese héngen nicht von den Parametern ab, aber ﬁﬁc héngt von den Basisfunktionen & des
Raumes Xy ab, weswegen die Berechnung von Cy, nur einmal durchgefithrt werden muss,
wéhrend fiir jede neue Basisfunktion & genau Q, Losungen L’ge bestimmt werden miissen.
Nach der Bestimmung der FE-Poisson-Losungen lédsst sich der Riesz-Reprisentant 7(p)
dann allgemein fiir alle Parameter mithilfe der affinen Darstellung (4.33) bestimmen.
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4.1.6. Berechnung der inf-sup-Konstante

Um die Fehlerschranken aus Abschnitt 4.1.4 verwenden zu koénnen, bendtigen wir noch
die Schranke 1 p an die inf-sup-Konstanten Sy (p). Dazu betrachten wir das zu (4.15)
zugehorige Minimierungsproblem

. T U )
By(p)= min o () [l
uneXa\ {0} Jlunlx.

Um dieses Problem zu 16sen, betrachten wir zunéchst die Darstellung zweier Funktionen
up, U € X im Skalarprodukt

(unr, on)x, = (V)T Hy iV,

wobei hier (Hx, )mn = (©n,¢m)x. und wV, vV die FEM-Koeffizientenvektoren der
FEM-Darstellung sind. Aufgrund der FEM-Darstellung der Funktionen uy € X und
der Abbildungseigenschaft Tp (p)[un] € X definieren wir den zu Tar(p) zugehorigen
Operator 7;9/\/ : CVN = €V, der den FEM-Koeffizientenvektor v der Funktion uy auf
den FEM-Koeffizientenvektor der Funktion Tas(p)[uas| abbildet. Betrachten wir (4.16)
mit der Darstellung des Skalarproduktes fiir finite Elemente, dann ergibt sich

() Hx o (TN [u]) = (M) AN
mit upa, var € Xy, Damit ist 7;,N = (HXN)_lAQ/ und so folgt

1Tn () [un]lk,

Bn(p)? =
(v (p)) uvexa\ {0y Junll%,
()T () HL AW
= min .
uNeCN\{0} (U,N)H HXNUN

Um nun dieses Minimierungsproblem zu 16sen geben wir die folgende Definition an und
beweisen die folgenden Sétze.

Definition 4.4. Fiir die komplexe Matrix B € CN1>*N1 definiere die reellen Matrizen

Re(B) —Im(B) ~ Re(B) —Im(B)
s = (is) e ) 0= sy nem ) 40
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4.1. Grundlagen der RBM

Satz 4.5. Sei Nx € N, v € CNx | By, € CNeNe2 NG 1 Njp € N und 1 < k < K, mit
M,2 :-/\/l-‘rl,la NK,2 = NK7

wobei 1 <I <K -1, und H € RMLUNLL gine reelle symmetrische Matriz, dann ist das
komplexe Produkt

K H K
H (H Bl> BAHB (H Bl) v
=2 =2

dquivalent zum reellen Produkt

vk (ﬁMBl> M[By|THM By] (ﬁMBZ>

l l
[ Re(v) _(H 0
(it ) =03 )
Beweis. Wir fithren den Beweis durch die vollstéindige Induktion iiber K:

TA: Wir schreiben zunéchst fiir den komplexen Vektor und Matrix

o, = Re(v), @ =Im(v), B,=Re(B1), B;=Im(B)
und erhalten

v BEHB v
= (B, 4 i0;)" (B, + iB;)  H(B, + iB;) (0, + it;)
=@IBY — oI Bl —io! BT — it! BI'YH (B, %, — B;t; + iB,v; + iB;0,)
=o' BYHB, %, — v BT HB;v; — o} B HB,v, + v B HB;%;
+ o' BT HB,%; + o/ B HB;v, + o B HB,.t; + v B H By,
() (B B Bpan - Brn (0
- BI'HB,— B'HB, BT'HB,+ BIHB,; 0
() (5 ) (V) (5 (%)
¥ —-B; —B, 0 H -B; —B, o

=vEM[BTHM B |vg

2

und somit die Aussage fiir K = 1. Wir zeigen die Aussage auch noch fiir K = 2.
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Mit der Verwendung der Aussage fiir K = 1 erhalten wir
v B BE 0 By Bov =v" B HBv
=vEM[BTHM B g
ZUIEM[BlBQ]T’HM[BlBQ}UR

mit By = BjBs. Hierzu betrachten wir die Definition (4.36) und das komplexe
Produkt

BBy = (Re(By) + i Im(By)) (Re(Bs) + i Im(By))
= Re(Bl) Re(Bg) - Im(Bl) Im(Bg)

und erhalten somit

) [ Re(B1B2) —Im(B1B2)
M B, Bs] —< —Im(l;ﬁ;h) —Re(BiBz) )

_ < Re(Bl) —Im(Bl) ) < RG(BQ) —Im(Bg) >
- Im(Bl) - Re(Bl) Im(BQ) RG(BQ)
=M|[B1]M|[B]

und damit auch die Aussage fiir K = 2.

IV: Fiir K € N beliebig aber fest gilt die Aquivalenz des komplexen Produkts

K H K
ot (H Bl) B HB, (H Bl> v
=2 =2

und des reellen Produkts

K T A A K
vh (H M[Bﬂ) M[By]" 1M [By] (H M[Bﬂ) VR.

1=2 1=2
IS: Wir definieren .
By =B, 2<k<K-1,

und .
Bxg = Bk Bk 41

und erhalten fiir das komplexe Produkt
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K+1 H K+1
o (H Bl> BIHB, (H Bl> v
1=2

—vEM[Bg By 1]" (H M[B > THM[B,) (H M[B, ) [Bx B +1]vr

Um den Satz nun zu beweisen, miissen wir nur noch
M[Bg Bk 1] = M[Bg|M|[B 1]
zeigen. Hierzu betrachten wir die Definition (4.36) und das komplexe Produkt
BgBgy1 =

(Re(Bk) + i Im(Bk)) (Re(Br 1) + i Im(Bgc 1))
= RG(BK) RG(BK_H) — Im(BK) Im(BKJ,-l)

+1 Im(BK) Re(BK_H) + iRe(BK) Im(BK+1)
und erhalten somit

Re(BKBKH) —Im(BKBK+1)>
M|BgB
BreBien] = ( Im(BgBk+1) Re(BkxBrk+1)
_( Re(Bg) —Im(Bg) ) ( Re(Bryt1) —Im(Bgy1) >
Im(BK) Re(BK) Im(BK+1) Re(BK+1)
=M[Bg|M|Bg+1].
O
Lemma 4.6. Sei A € CN*N mit
Re(A) = Re(A)?, Im(A) =Im(A)" (4.37)
und H € RN>N cine symmetrische positiv definite Matriz, dann gilt
uT AT =1 Au -
i = [Amin(H, M [A])|?, 4.38
i L D (.0 (4)) (1.39)
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wobei Amin (H, M [A]) der betragskleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten Eigenwert-
problem

~

M [A]v = Amin(H, M [A]) Ho, (4.39)

mit v € RN st

Beweis. Mit Satz 4.5 folgt

uf AT HY Au = uEMATH M [AJug

e (20). (%)

Analog folgt damit auch

mit

uf Hu = vhHug

mit
4 ([ H 0
= ( 0 H
und somit
ut AP H Au _ Wb M AT HM [Aup
min —_—y = min .
weCV\{0}  uHHu ur€RZV\ {0} ubHup

Da nach Voraussetzung H und somit auch H 1eine symmetrische positiv definite Matrix
ist, existiert die Quadratwurzel der Matrix H?2 und wir erhalten

ubM AT H M [Aup

min

ur€RZN\ {0} ubHup
T T . ~
uh (M2) (H73) NEAI M 3H 30T [A) M S H B
= _min N
urERA{0) uh (7—[§> H2ug
N T N
of (HOENT[A/HE) (MR [A] M3 ) g
= min T
vrER2NM\ {0} VRUR
|H2 M [A]H 2 vg|20n
= min 5
vrER2M\ {0} VR lGan

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften (4.37) ist auch die Matrix H3 M [A] 3 Sym-
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metrisch, weshalb das Minimierungsproblem gel6st wird durch

1 _~ 1
|12 M [A]H ™ 2vg||20n 1 1
iy T = (K2 M [A]H72) 2
vrERZN\{0} HUR”RzN

und Amin(’H*%M [A] ’H*%) ist der betragsmifig kleinste Eigenwert beziiglich des Eigen-
wertproblems
1 .~ 1 1 .~ 1
H™2M[A]H " 20g = Amin(H 2 M [A] 1™ 2)ug.

Dieses Eigenwertproblem ist mit vg = H%UR dquivalent zum verallgemeinerten Eigen-
wertproblem (4.39), womit wir das Lemma bewiesen haben. O

Mit Lemma 4.6 ergibt sich nun

(@) (AN H ANV

BN 2 = min P Xnp
( (p)) uN eCN\{0} (uN)H HXNUN
= ’)\min(p)’27

wobei A, der betragsmiflig kleinste Eigenwert zum reellen Eigenwertproblem

(S SR (e ) e (M5, ) (o))

(4.40)

Bemerkung 4.7. Anstelle des reellen Eigenwertproblems (4.40) kann approximativ auch
das komplexe Eigenwertproblem

ANV = Noin(p) Hx oV, (4.41)

N

betrachtet werden, denn mit dem Eigenvektor v"¥ zum betragsméafig kleinsten Eigenwert

Amin (p) gilt

H H
(A) " (A4) " Hyp A5 Y
(vMH Hy, vV
~ H ~
(Aumin () o)™ HY (R () Hox )
(UN)H Hx, vV

(Bar(p)* <
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Damit folgt mit 83" " (p) = |Amin(p)| fiir den Fehlerschéitzer

Agﬁprox(p) _ ’72<p)H);;;) < HTA’(BPL)QXS _ Aen(p)

ﬁﬁprox(

und wir erhalten einen approximativen Fehlerschitzer Ach? " (p) auf Basis des komple-
xen Eigenwertproblems (4.41).

Damit haben wir die Moglichkeit die inf-sup-Konstante fiir einen bestimmten Parame-
ter p € P zu bestimmen. Wahrend des Greedy-Algorithmus wird eine diskrete Menge
von Parametern Py, betrachtet und fiir jedes p € Py,, muss die Konstante Sx(p)
berechnet werden. Damit ergeben sich Nip zu berechnende verallgemeinerte Eigenwert-
probleme, die wiederum von N abhingen und damit zu sehr hohen Offline-Rechenzeiten
fithren. Um die Bestimmung der inf-sup-Konstante zur Berechnung des Fehlerschétzers
zu beschleunigen, gibt es verschiedene Moglichkeiten. Doch zunéchst gehen wir noch
auf die Besonderheit des Supremumsoperators (4.16) in Zusammenhang mit der affinen
Darstellung (4.20) ein, denn wir erhalten damit

Qa
Ta(p)lun] =) 0L T un, (4.42)
k=1

fir die Supremumsoperatoren 7%, die gerade

(T¥[un, o) x, = ar(up,vn), v € XY, (4.43)

erfiillen. Diese Darstellung (4.42) wird im Zusammenhang mit der Petrov-Galerkin-
Projektion verwendet, um eine affine Darstellung beziiglich parameterunabhéngiger Ope-
ratoren 7}(“/ zu erhalten. Zudem kann diese auch bei der Berechnung des Fehlers verwen-
det werden, um dessen Berechnung noch weiter zu vereinfachen. Wir folgen bei der
Approximation der inf-sup-Konstante den Erkenntnissen aus [19], wobei wir hier die
weit verbreitete Successive-Constraint-Methode (SCM), siehe [14], zur Berechnung von
inf-sup-Konstanten aufler Acht lassen, da diese fiir grodimensionale Probleme aufgrund
der Losung grofidimensionaler Eigenwertprobleme nicht immer realisierbar ist und in
dieser Arbeit auch nicht verwendet wird.
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Galerkin-Schitzer

Beim Galerkin-Schétzer, nachzulesen in [19], schranken wir (4.28) auf den Unterraum
X ein, also

]C\T;A(p) _ inf |CL(UN,UN§p)|

su , pekP.
un€XN\{0} oy exy\(0} lunllx.[lon] x.

Bevor wir uns die Darstellung genauer betrachten, beweisen wir noch den folgenden Satz.

Satz 4.8. Sei B € CNN hermitesch und H € RNV eine hermitesche positiv definite
Matriz, dann gilt
) vT By \
min = A\mi
veRM\ {0} vT Hy ™%

und Amin 15t der kleinste Figenwert zum verallgemeinerten Eigenwertproblem

Bv = ApinHv. (4.44)

Beweis. Da H hermitesch positiv definit ist, existiert die Cholesky-Zerlegung H = LT L
und wir erhalten
. vI'Bu . WTLTL"TBL L . wl'L7TBL tw
min ——=—— = min = min —————.
veRN\{0} VT Hv  weRN\{0} oI LT Lo weRN\ {0} wlw

Wegen der hermiteschen Eigenschaft von B ist auch L~ BL~! hermitesch. Analog zum
Satz von Courant-Fischer [51, Satz 15.3] gilt nun

. wI'L-TBL 'w \
min —_—— = i
weRN\ {0} wlw e

und Ay ist der kleinste Eigenwert zum Eigenwertproblem
L T"BL 'w = Apinw,

welches wiederum #quivalent ist zum verallgemeinerten Eigenwertproblem (4.44). O

Wir definieren den reduzierten Supremumsoperator Ty (p) : Xy — Xy, der wiederum
durch die Eigenschaft

(Tv(p)[un],vn)x, = a(un,vN;p), ovN € XN,
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4. Reduzierte-Basis-Methode

gegeben ist. Zu dem Operator Ty (p) definieren wir den zugehorigen Operator

T, :CN = CV,

der den RB-Koeffizientenvektor v” der Funktion uy auf den RB-Koeffizientenvektor der
Funktion 7x(p)[uy] abbildet. Es gilt somit die FEM-Darstellung

Tv)un) =) ET M), ex-
k=

—_

Wie zuvor konnen wir aus den Eigenschaften des Operators Ty (p) die Darstellung
N _ (=H \—1=H AN =
T, = (E"Hx, =) =VA)E

herleiten und erhalten fiir die inf-sup-Konstante mit AI]?V =zH Aﬁf = gerade

uMH(ANHE(E Hy By HEl oy E(EH H, E) "t AN uN

uN eCN\{0} (WNYHEHH . EulN

Mit Satz 4.5 ist dieses Minimierungsproblem &quivalent zum reellen Problem

, (™I MT M[E|THM[Z] MoV
min = =
oNerR2M\{0} (v TM[E]THM [E]oN

(B5(0)* =

mit
T =H =\ l=mH pN= _( Hx 0
M=M [(_ Hx,=)"(E"A )] . H= ( ON H, ) .

Da die Matrix H symmetrisch positiv definit ist, ist M [E]T’HM [E] eine hermitesche
positiv definite Matrix. Demnach folgt mit Satz 4.8 gerade

(B (p)? = Mg (p)

mit A%4 (p) kleinster Eigenwert zu dem verallgemeinerten Eigenwertproblem
MTMETHM[EIM o = XG4 (p)M[E]THM[Z] oV,

min

Es gibt fiir die inf-sup-Konstante ]C\*;A (p) keinen Beweis, dass diese eine obere oder untere
Schranke an (4.15) darstellt.

Bemerkung 4.9. Wie wir bereits wissen, konnen wir anstatt der inf-sup-Konstante (4.39)
auch das komplexe Eigenwertproblem (4.41) 16sen und erhalten einen approximativen
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4.1. Grundlagen der RBM

Fehlerschétzer. Analog dazu folgt

Y ,GA
B () < ASh )] = Y ),
wobei S\gﬁl (p) der betragsméBig kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten komplexen
Eigenwertproblem 3

=l aN= N = 284 (p) 2 Hy = WV, (4.45)
ist. Eine Verbesserung der approximativen Eigenschaft beziiglich S\min(p) aus Bemer-
kung 4.7 wird laut [19] dadurch erreicht, dass anstatt (4.45) das verallgemeinerte Eigen-
wertproblem X

XTAN xuN = 2\ (p) X" Hyx,, Xu®,

min

gelost wird, wobei X = [Z,v[Z]] und

v[El = (wla], vig], -, v[EN])-

Dabei ist v [,] der Eigenvektor zu dem Eigenwertproblem (4.41) fiir den zur Bestim-
mung von &, verwendeten Parameter p,, € P. Dabei wird davon ausgegangen, dass durch
Hinzunahme der Eigenvektoren v [&,,] das Eigenwertproblem (4.41) besser approximiert
wird.

MinRes-Schitzer

Beim MinRes-Schétzer betrachten wir die inf-sup-Konstante BZI\D]G (p) aus Lemma 4.1 fur
Petrov-Galerkin-Projektionen

. Tn (p)[un]|lx
MR\ _ inf H—e: LG (p),
N (P) uneXn\{0}  [Jun]x. v ()

fiir die nach Lemma 4.1
NE(p) > By (p)

gilt und damit eine obere Schranke an Sxs(p) darstellt. Wird fiir die Reduktion des FEM-
Problems (4.3) eine Petrov-Galerkin-Projektion (4.11) verwendet, dann stimmt die zu
(4.11) zugehérige inf-sup-Konstante S5 (p) mit B3 £ (p) iiberein. Mit der Definition des
Supremumsoperators 7;/\/ = (Hx,,) 4, aus Abschnitt 4.1.6 und der Basisdarstellung

N N N N
un(P) =D g => " Y Ghor = (EuN g,
=1 =1 k=1 k=1
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4. Reduzierte-Basis-Methode

ergibt sich
(T (p)[un], T (p) [un]) x.

MR/ \\2 _

S un €Xn\{0} (un,un)x,
o )ER ) () T A=Y
uN eCN\{0} (uWNYHEH H ¢ EuN

Nach den Satzen 4.5 und 4.8 erhalten wir

(BN (0)* = A (D),
wobei AME(p) der kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten reellen Eigenwertproblem
M (2" MANTTHIN[AN M (2] oY = NME (p) NI [E] T HM(E) oY
ist.

Bemerkung 4.10. Anstelle des reellen Eigenwertproblems, kénnen wir wegen Satz 4.8
auch

MR 3
N ) = A () = BN (p)
betrachten, wobei A2 (p) der kleinste Eigenwert zum verallgemeinerten komplexen Ei-
genwertproblem
= ( p) ( X/\/’) p‘—‘u - rmn(p)‘—' XN““ ( )

ist. Wie fiir den Galerkin-Schéitzer kénnen wir auch eine Verbesserung der approximati-
ven Eigenschaft beziiglich Apin(p) aus Bemerkung 4.7 erreichen, indem wir anstatt (4.46)
das verallgemeinerte Eigenwertproblem

XA (Hx) Ay X = Aji(p) X7 Hox Xu,

betrachten, wobei wieder X = [Z, v [Z]] und v [§,,] die Eigenvektoren zu den Eigenwert-
problemen (4.39) fiir die zur Bestimmung von &, verwendeten Parameter p,, € P sind.

Bemerkung 4.11. Die Eigenvektorenerweiterung X = [Z,v[E]] bei der Approximati-
on der inf-sup-Konstante ist nur sinnvoll bei Problemen deren Dimension der FEM-
Diskretisierung nicht zu grof sind, denn fiir jeden RB-Basisvektor &, und entsprechen-
den Parameter p,, € P muss das grodimensionale und damit rechenintensive Eigen-
wertproblem (4.39) gelost werden um den Eigenvektor v [§,,] zu bestimmen. Dies kann
je nach Dimension der Diskretisierung zu deutlich ldngeren Rechenzeiten wahrend der
Offline-Phase fiihren, weswegen fiir Probleme mit Diskretisierungsdimension N > 106
die Eigenvektorenerweiterung nicht mehr verwendet werden sollte.
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

In diesem Abschnitt mochten wir die in Abschnitt 3.4 hergeleiteten Lagrange-Systeme
in ihrer Allgemeinheit betrachten, das heifit unabhingig von der Darstellung der hier
betrachteten Probleme aus Kapitel 3. Wir betrachten dazu das parameterabhingige
allgemeine Problem:

Bestimme u(p) € X, zum Parameter p € P, sodass

a(u(p), p;p) = f(eip), ¥ €Ye, (4.47)
mita: Xe XY xP—=Cund f:Y, x P— C gilt.
Hierbei seien
Xe = {ueV,: cu=0,culeW.t <cC Vg
Yo = {veZe : cflul =0,c¢[u)l €U} C Z,

mit U, Ve, W,, Z. Hilbertrdume, und ¢ : Vo — W, und ¢y : Z, — U, affin lineare
Operatoren. Das zu dem Problem (4.47) zugehorige Lagrange-Problem lautet:

Bestimme u(p) € V. und A\(p) € (U,)" zum Parameter p € P, sodass

a(u(p), o;p) +dr(Ap), v;p) = fle;ip), @ € Ze, (4.48)
d(u(p), ¢;p) = g(d:p), ¢ € (W), (4.49)

mit @ : Vo X Ze xP — C, dy : (Us) X Ze xP — C,d: Vo x (W) x P — C und
f:Y.xP—C, g: (W) xP—C gilt.

Dabei werden die Sesquilinearformen d und dy aus den Dualitdtsprodukten von ¢ mit
c[u] und A(p) mit ¢f[p] in den Hilbertraumen U,, W, abgeleitet. Fiir eine Losung u(p) des
Systems (4.48), (4.49) gilt u(p) € X, und u(p) ist Losung von (4.47). Bei der Betrachtung
vieler variationeller Probleme gilt, dass der Testraum Y, im selben Funktionenraum V,,
also Z, = V,, wie der Ansatzraum X, liegt und wir deshalb im weiteren Verlauf dieses
Abschnittes die Einschrankung

Ye={ueV. : ctlu] =0,cffu] €U} C Ve

verwenden. Wir betrachten demnach das verdnderte Lagrange-System:

Bestimme u(p) € V. und A(p) € (U.)" zum Parameter p € P, sodass

a(u(p), v;p) +dp(Mp), v;p) = f(w;p), @€ Ve, (4.50)
d(u(p), ¢;p) = g(dsp), &€ (We). (4.51)
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Bemerkung 4.12. Die Theorie der RB-Lagrange-Systeme (4.50) und (4.51) in diesem
Abschnitt kann mit Anpassungen an die Theorie und erweitertem Notationsaufwand auf
die Systeme (4.48) und (4.49) erweitert werden.

Bemerkung 4.13. Die Verwendung der Dualrdume in den Gleichungen (4.50) und (4.51)
ergibt sich aus der Betrachtung der variationellen Form partieller Differentialgleichun-
gen, bei deren Herleitung die PDE in einer schwachen Formulierung hinsichtlich des
Dualraums betrachtet wird.

Bemerkung 4.14. Ein Beispiel fiir die Gleichungen (4.50) und (4.51) stellt das System
(3.72) dar, bei dem die Operatoren ¢ und cy gerade dem Randoperator +; eingeschrénkt
auf den Rand I'pgc entsprechen.

Wegen der deutlich komplexeren Notation fiir die mogliche Erweiterung von Y, in Be-
merkung 4.12 hinsichtlich der diskretisierten Réume, betrachten wir in dieser Arbeit die
Theorie der RB-Lagrange-Systeme (4.50) und (4.51) beziiglich des Spezialfalls Y, C V..
Mit einer entsprechenden Anpassung der Funktionenrdume folgt die Erweiterung in
Bemerkung 4.12 vollkommen analog zu der hier vorgestellten Theorie. Aufgrund der
Theorie der RBM fiir Lagrange-Probleme geben wir hier noch eine Bemerkung in Be-
zug auf die Linearitdt des Losungsraumes an. Beispielsweise erhalten wir bei nicht ho-
mogenen Dirichlet-Randwerten affin lineare Losungsrdume X.. Werden zum Beispiel
Wiérmeleitungsprobleme betrachtet, dann fithrt die konstante Temperatur an einer Ober-
fliche zu einem affin linearen Losungsraum.

Bemerkung 4.15. Der Losungsraum M, C X, kann affin linear sein, das heif3t fiir Funk-
tionen v, w € M, und x,z2 € C folgt dann u = z1v + zvow ¢ M..

Dies hat zur Folge, dass bei einfacher Anwendung der RBM die Basisdarstellung wie in
Abschnitt 4.1 nicht korrekt ist und die Methode angepasst werden muss. Das Lagrange-
System entsteht dabei aus einer Galerkin-Projektion einer PDE unter Nebenbedingungen
und wird so im Simulationstool COMSOL Multiphysics fiir jegliche PDEs verwendet,
weswegen wir die zu diesem System zugehorige Theorie der RBM allgemein darstellen
wollen. Wir befassen uns in Abschnitt 4.2.1 mit der Darstellung und Herleitung des RB-
Systems fiir Lagrange-Systeme und geben in Abschnitt 4.2.2 und Abschnitt 4.2.3 die
entsprechenden Berechnungen an, welche fiir eine Fehlertheorie wie in Abschnitt 4.1.4
bendtigt werden.

4.2.1. RB-Reduktion der Lagrange-Systeme

Wie in Abschnitt 4.1.1 betrachten wir das zu (4.47) diskretisierte Problem:

Bestimme wuar(p) € Xy zum Parameter p € P, sodass

a(un(p), ¢3p) = f(p;p), ¢ € Yy (4.52)
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Analog zu (4.50), (4.51) erhalten wir auch das zu (4.52) parameterabhingige diskreti-
sierte Lagrange-System:

Bestimme uy(p) € Vy und A, ,(p) € (UNd,f)/ zum Parameter p € P, sodass

a(un (p), o;p) +ds(An, ;(p), ip) = f(¢ip), ¢ € Vi, (4.53)
d(un(p), #:p) = g(¢:p), ¢ € (Wis,) - (4.54)

Das zu dem Lagrange-Problem (4.53), (4.54) dquivalente Gleichungssystem hat die Dar-

stellung
AN N N
( ¥ (Dg)p ) ( Ny ) _ < ngp ) (4.55)

mit
AN e NN (Dy), e NVNas D, e NN,
ech, gp € CNa,

Um wie in Abschnitt 4.1.2 eine effiziente RBM anwenden zu kénnen, bendtigen wir eine
affine Darstellung des Gleichungssystems.

Voraussetzung 4.16. Die Funktionale a,dy,d, f und g besitzen die affinen Darstellun-
gen

Qa Qdf

a(u,v;p) =Y Of(p)ay(u,v), dp(u,v;p) =Y O (p)dyi(u,v),
k=1 k=1

d Qy

d(u,v;p) = > OF(p)di(u,v), Fwip) =" L) fr(v),
k=1 k=1
Qq

g(vip) = O%(p)g(v).

k=1

Aus Voraussetzung 4.16 folgt damit auch die Existenz einer affinen Darstellung der
entsprechenden Matrizen Aﬁ/ , (D¢)p, Dp und Vektoren f;\[ , gp- Um die RBM anwenden
zu konnen, arbeiten wir in einem linearen Unterraum der Losungsmannigfaltigkeit

Muc =y € Vi + 3G, € (Ung,) mit (un(p), Mg (p) 16st
(4.53), (4.54) fiir p € P}.

Hierfiir benoétigen wir noch zusétzliche Voraussetzungen an das System. Dabei befolgen
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wir die in Abschnitt 3.4 angegebene Vorgehensweise zur Berechnung einer Losung des
Lagrange-Systems (4.53), (4.54), indem wir die Zerlegung von Vs beziiglich des Kernes
und des orthogonalen Komplements der Operatoren

D(p): Vv — (Wa)
UN > d(“/\/) ap)v

und

’

Dy(p) : Vv = (Uny;)
= dy(-,0;p),

betrachten. Dabei gilt nun mit

dim(Vy) =N,
dim(Kern(D(p))) = N,
dim(Kern(D(p))") = A,
die Dimensionsgleichung
N = Nc + -/\/;“7

im Falle der Zerlegung
Vi = Kern(D(p)) ® Kern(D(p)) ™,
und mit
dim(Kern(Dy(p))) = Ni.c,
dim(Kern(Dy(p))*) = Ny

die Dimensionsgleichung

N :Nd,c +Nd,7‘7

fiir die Zerlegung
Vv = Kern(Df(p)) @ Kern(Df(p))L'

Mit der Vorgehensweise in Abschnitt 3.4 erhalten wir damit das zu (4.55) #quivalente
Gleichungssystem

(Bp, )7 AN (Bp)ude = (Bp, ) £V — (Bp,) H AN,

Dpu{,\/ = 9p>

wobei (Bp), € CN*Ne und (Bp +)p € CN>*Nae die rechtsseitigen Kernbasismatrizen der
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Matrizen D, und (D f)f sind. Der Koeffizientenvektor «”V der Losung up(p) zu (4.53),
(4.54) ist dabei gegeben durch

N =l Y = (BD)puév“ +u.
Da die beiden Operatoren D(p) und Dy(p) parameterabhéngig sind und damit sowohl
der Kern als auch das orthogonale Komplement von den Parametern abhingig sind,
benétigen wir fiir den noch zu kreierenden parameterunabhéngigen linearen Unterraum
folgende Voraussetzung.

Voraussetzung 4.17. Die Operatoren d und dy sind unabhéngig vom Parameter p € PP,
womit auch D und D; parameterunabhéngig sind. Dies ist dquivalent dazu, dass die
Kernbasismatrizen Bp und Bp, der Matrizen D und D}IZI parameterunabhéngig sind.

Voraussetzung 4.18. Es gilt U, = W, und

d(u,v) = ds(v,u).

Falls die Unterrdume Kern(D(p)) und Kern(Dy(p)) abhéngig vom Parameter p € P sind
und damit Voraussetzung 4.17 nicht gilt, dann muss fiir die Erhaltung der affinen Dar-
stellung der Gleichungen eine affine Darstellung der Basismatrizen (Bp), und (Bp,),
bestimmt werden. Die Herleitung einer solchen Darstellung kann nicht allgemein ange-
geben werden und wird deshalb in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet. Eine direkte
Folgerung aus Voraussetzung 4.17 sind die parameterunabhéngigen Zerlegungen

Vi = Kern(D) @ Kern(D)* = Kern(D;) ® Kern(Dy) ™, (4.56)

sowohl im Test- als auch im Ansatzraum. Anstatt eine Basis in der Untermannigfaltigkeit
Mpnw C Xy C Vi zu generieren, betrachten wir die durch die Zerlegung von Vs
einhergehende Zerlegung des Losungsraums

MN,u = MN,uc @ M./\/',uw

wobei My, C Kern(D) und My, C Kern(D)*.

Lemma 4.19. Gelten die Voraussetzungen 4.16 und 4.17, dann besitzt My, eine
affine Zerlegung, d.h. un »(p) € Mar .y, besitzt die Darstellung

Qg
uN,r(p) = Z @Z(p)u/\/,r,k,
k=1

wobei upn . die parameterunabhingige Losung zu

d(un g ) = g1(9), ¢ € (W), (4.57)
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ist. Die zu ups .k gehorige FEM-Darstellung ist gegeben durch

N

un e = 3 () @1

=1
Gilt zudem Voraussetzung 4.18, dann folgt
Kern(D) = Kern(D;) und Kern(D)* = Kern(Dy)*,
was wiederum dquivalent ist zu

Bp = Bp;,-.

Beweis. Die erste Aussage des Lemmas ist eine direkte Folgerung aus der Linearitit der
Sesquilinearform d(-, -), der Zerlegung (4.56) des Raumes V) beziiglich des Operators D
und den genannten Voraussetzungen 4.16 und 4.17. Die zweite Aussage folgt direkt aus
Voraussetzung 4.18. O

Wir definieren

Qa
Ape=>_ GZ(P)BngQ/Bm
k=1
sowie
Q.f Qa Qg
foe=>_00() BE, Y =D 61p)ef(p) BS, A ul,
k=1 k=1 1=1
wobei N
(A2 )mn = ak(@n,om) mit mn = 1,...,N,

Y = frlom) mit  m o= 1,...N

und ¢, die FEM-Basisfunktionen darstellt. Mit den Voraussetzungen 4.16 und 4.17,
sowie Lemma 4.19, erhalten wir die zu (4.53), (4.54) dquivalente Gleichung

Ap e = £, (4.58)
mit
Ape € CNaoxNe g e CNae,

wobei der zur Losung uns(p) zugehorige Koeffizientenvektor u”V die folgende Darstellung
besitzt

Qy
wN(p) = Bpuls + Y 04 (p)ul).
k=1
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Die zu (4.58) zugehérige Problembeschreibung ist dabei gegeben durch:
Sei p € P gegeben. Bestimme UNc( ) € Kern(D), sodass

a(u./\/ c( ) w;p Z @g u/\frlm 24 ) Y e Kern(Df)v (4'59)

wobei ups . die Gleichung (4.57) 16st.

Wegen der FEM-Darstellung in Vs und der Kernbasismatrix Bp besitzt jede Kernlésung
uprc(p) € Kern(D) die FEM-Darstellung

N

N
une(p) = > (u) (Bp w}?), @i, (4.60)
=1 =1

wobei ; die Basisfunktionen der FEM darstellt. Aufgrund der Aquivalenz der Probleme
(4.47) und (4.59) erhalten wir die Existenz einer Losung und definieren die entsprechende
inf-sup-Konstante iiber die Kerne

inf su ‘Q(UN ¢y UN, Cﬂp)’
unr c€Kem(D)\ {0} onrc€Kern(D N0} 1N ellve loarellv,”

BN .e(p) = peP. (4.61)

Wir definieren nun den linearen Unterraum Xy . C My, durch

XN,C = span {(fl)N,ca ) (51\7)/\/',6}

mit (§p)nc € Mary, fir 1 <n < N und daraus den Unterraum
Xy = XN,C 2] M./\/’,ur - M./\/',u C Xe.

Da die Funktionen (&,)are fiir 1 < n < N durch Losungen von (4.59) definiert sind,
besitzen sie die FEM-Darstellungen
N

(én)/\f,c = Z (BD (é‘n) )l P1-

=1

Damit einhergehend besitzt uy € Xy die Darstellung

N
un(p) =une(p) + unr(p) = Y () (En) e + s (P) (4.62)
n=1
N Qg
Z fn Nt Z @g u./\/rl
n=1 =1
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und daraus ergibt sich die FEM-Darstellung

N Qy
un(p) = _ | BoEcul +> "0y}, | . (4.63)
k=1 =1

k

mit (E¢)mn = ((ﬁn)jc\/C)m. Zudem definieren wir (Z),, = ((ﬁn)é\/)m = (BD(Q“n){:\[C)m
als FEM-Koeffizientenmatrix der Losungen im Kern von D. Analog zu Abschnitt 4.1.1
konnen wir die stabile Petrov-Galerkin-Projektion im Unterraum definieren, indem wir
den Supremumsoperator Ty, .(p) : Kern(D) — Kern(Dy) einfiihren, welcher durch die
Eigenschaft

(TN (D) [un el vv v = alun e, U ei ), vn e € Kern(Dy), (4.64)
charakterisiert ist. Wir erhalten wiederum die Darstellung

T, (9 func v
/BN,C = inf - : 4.65
®) =, oo Tuvely: (4.65)

der inf-sup-Konstanten (4.61). Fiir den eben eingefiihrten Operator Ty, .(p) definieren
wir nun zwei unterschiedliche Vektor-Operatoren

TN OV 5oV, e Ve o oVae,

Der erste Operator 7;)/’\57 . bildet dabei den FEM-Koeffizientenvektor der FEM-Funktion
upr,e € Kern(D) auf den FEM-Koeffizientenvektor der Funktion

TNy (P)[un ] € Kern(Dy)

ab, wihrend der zweite Operator 7;Nd’c den Koeffizientenvektor der Funktion ua . be-
ziiglich der Basismatrix Bp auf den Koeffizientenvektor der Funktion Ty, .(p)[uc] be-
ziiglich der Basismatrix Bp, abbildet. Sei nun wiederum der Testraum gegeben durch

Ve = span { Ta, . (DDl - > T, (D) (EN) el } -

Das zur Petrov-Galerkin-Projektion zugehotrige Problem lautet somit:

Sei p € P gegeben. Bestimme uﬁGc(p) € Xn,c sodass

Qg

a(uia(p), ¥;p) = f(ip) = > OLp)alunrk: ¥ip), ¥ € Ve, (4.66)
k=1

wobel ups . die Gleichung (4.57) 16st.
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Wir erhalten wiederum die Darstellung der inf-sup-Konstanten

]]\DIG(p) = inf sup a(UN,c; UN,c; P)
,C uN,c€EXN,\{0} N, EYN,\{0} HUMCHVE HUN,CHVE

der mit der Petrov-Galerkin-Projektion durchgefiihrten Reduktion und die &quivalente
Aussage zu Lemma 4.1.

Lemma 4.20. Fir die Petrov-Galerkin-Projektion (4.66) gilt

113,(5? (p) = inf a(un,c, UN,e; P)

sup > BN e(p)-
un,€XN,\0} vy evy {0} lunellvellonellv. ‘

Nach Voraussetzung 4.16 und (4.64) erhalten wir, wie bereits in Abschnitt 4.1.6 erwéhnt,
die affine Darstellung des Supremumsoperators

Qa
TN () =Y Ok TR, . (4.67)
k=1

womit wir das zu dem Problem (4.66) dquivalente Gleichungssystem

APC PG = PO (4.68)
erhalten, wobei
Qa Qa
Sarao Naer= 1\ -
ARG =3 Eimere) (T 20) " BB, AV Bpz.,
k=1 1=1
und
Qr Qa i
JE=Y> eiwelw (7,=d) BB,
k=11=1
Qa QQ Qa
— . N oo H
=3NS CnEIOimefm) (T ) Bl AV u
k=1 I=1 m=1
mit
PG NxN PG N
AT e CV, [, ¢ eCh.

Aufgrund der affinen Darstellung (4.67) des Supremumsoperators Ty, (p) kénnen wir
den Operator fiir jeden Parameter p und jede reduzierte Losung uy auswerten, insofern
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4. Reduzierte-Basis-Methode

wir die Matrizen ’7;Nd’c [E¢] bestimmen und abspeichern, denn dann erhalten wir gerade
die FEM-Darstellung

N a
TN () [un c] Z ( ©i(p)Bp,T, [EC]U§> Ph-
k

k=1

Das Abspeichern der Matrizen 77\/“ [E] liefert noch weitere Vorteile bei der Berechnung
der inf-sup-Konstanten, welche in Abschnitt 4.2.4 noch ndher erliutert werden. Gilt
zudem Voraussetzung 4.18, dann kénnen wir fiir (4.59), wegen der eindeutigen Zerlegung
von Vjs im Test- und Ansatzraum, auch eine Ritz-Galerkin-Projektion innerhalb des
Kerns von D auf den zugehorigen Unterraum Xy . durchfiihren:

Sei p € P gegeben. Bestimme uf,(i(p) € Xn,c, sodass

Qg

a(ufS(p),o;p) = f(@ip) = > OLD)alun rk, #;p), ¢ € XN, (4.69)
k=1

wobei up . die Gleichung (4.57) 16st.

Mit der Darstellung (4.63) ergibt sich dann das zu (4.69) dquivalente Gleichungssystem

ARG NRG fG’ (470)
wobel
Qu
ARG = "0t(p)=l BE A BpE,
k=1
und
Qy Qa Qg
e =30l 2B - > 6o (p) = BEAY
k=1 k=1 l=1
mit
AfGech N, G ech,

Auch wenn Ritz-Galerkin-Projektionen von inf-sup-stabilen Problemen keine Stabilitét
aufweisen, gibt es dennoch Vorteile bei der Verwendung. Falls Aé)v Symmetrie-Eigenschaf-
ten besitzt, dann bleiben diese nach der Reduktion erhalten und zudem wird deutlich
weniger Speicher sowohl in der Offline- als auch in der Online-Phase benétigt. Wie
bereits in Abschnitt 4.1.3 generieren wir die Basis fiir den Raum Xy . mithilfe des
Greedy-Algorithmus 1. Hierzu leiten wir im folgenden Kapitel den Fehlerschétzer fiir die
innerhalb dieses Kapitel hergeleiteten Projektionen her.
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

4.2.2. Fehlerdarstellung

Wir wollen die gleiche Aussage wie in Proposition 4.3 fiir die in Abschnitt 4.2.1 her-
geleiteten RB-Lagrange-Systeme herleiten. Hierzu betrachten wir zunéichst den Fehler
zwischen der FEM-Losung ups(p) € Vs des Problems (4.53), (4.54) und der RB-Losung
un(p) € Xy C Vjr. Aufgrund der Losungstheorie, die wir im vorherigen Abschnitt
diskutiert haben, erhalten wir die Losung ua zum Lagrange-System {iber die Zerlegung

Vi = Kern(D) @ Kern(D)*,
also

Qg

up(p) = unre(p) + Y OL(P)UA 1 k-
k=1

Die RB-Losung upy(p) besitzt nach (4.62) die Darstellung

Q
un(p) = une(p) + Y OUP)UN 1 ks
k=1

woraus direkt
un (p) — un(p) = une(p) — un.c(p)
folgt, d.h. wir betrachten lediglich den RB-Fehler

ec(p) = unc(p) — un,c(p)

zu dem Problem (4.59) im Kern(D). Das dazugehorige Residuum kann geschrieben wer-
den als

Te(;p) = alec(p), p; p) (4.71)

Qg
= f(eip) = > OL(p)alun s 05 1) — alun,e(p), ¢; p)
k=1

mit ¢ € Kern(Dy). Nun ldsst sich r.(-;p) : Kern(Dy) — C wiederum als Dualraumele-
ment r. € (Kern(Dy))' auffassen, womit nach dem Rieszschen Darstellungssatz A.16 ein
Element 7.(p) € Kern(Dy) existiert, sodass

(Pe(p); P)v. = re(p;p), ¢ € Kern(Dy), (4.72)

gilt und damit
(7e(p), p)v. = alec(p), 5 p).
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4. Reduzierte-Basis-Methode

Mit einer zu Proposition 4.3 vollkommen analogen Beweisfithrung erhalten wir die fol-
gende Fehlerschranke.

Proposition 4.21. Fir den Fehler e(p) = up(p) — un(p) gilt

lun () — un (), < m N (4.73)

wobei 7c(p) der Riesz-Reprisentant (4.72) des Residuums ist.

Wie bereits in Abschnitt 4.1.4 erldutert, ergeben sich damit auch entsprechende relative
Fehlerschranken. In den beiden folgenden Abschnitten geben wir die fiir die Fehler-
schranke notwendigen Konstanten an und gehen dabei auch sogleich auf die numerische
Berechnung ein.

4.2.3. Berechnung des Riesz-Reprdsentanten

Wie zuvor in Abschnitt 4.1.5 erhalten wir den Riesz-Reprisentaten

Qu Qg
Z@f ck—kZlZ@a p)0Y(p Rkl—kzzl@a Yo Lo
1 1 1m=

des Residuums 7.(¢p) iiber den Zusammenhang (4.72) und den affinen Darstellungen
der Sesquilinearform a und der Antilinearform f, indem die dazugehorigen FE-Poisson-
Probleme

(Ck’7 SO)Ve = fk?(sp)a (ZBS Kern(Df), k= 17 ey Qfa (474)
(Rk,l7§0)Vg = ak(uN,T,l7§0)7 p e KeI‘H(Df), k= 17 '--7Qa7 l = 17 "'7an (475)
(‘Ck,ma(to)vg = ak((é—m)/\/,m@)a p e Kern(Df)? k= 1, "'7QCL7 m = 1a -"7N7 (476)

fir Cy, Ry 1, Lim € Kern(Dy) gelost werden. Die zu (4.74),(4.75) und (4.76) dquivalenten
Gleichungssysteme sind

Bf Hy, Bp, C** = Bf_fi, k=1,..Qr,

Bf Hy, Bp, Ryi = BE Ay ), k=1, Qul=1,..,Q,

BE Hy, Bp, L‘N‘“ = BJ ABp (&)Y, k=1,.,Qsm=1,.,N,
wobei (HVN) (np],gol)ve fir 4,7 = 1,...,N und ¢; die FEM-Basisfunktionen dar-

stellt, und C, d Ry 7 ‘, ENd © die zu C, Ry, Lk m zugehorigen Vektoren beziiglich der
Darstellung (4 60) sind. Um die Notation in der Darstellung ||7.(p)||v, zu vereinfachen,
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

fithren wir zum einen die folgende Indexierung

Qg Qa Qg QRf,a,9 R
>0l =D > OLmO (R = Y 05 (p)Cn, (4.77)
k=1 k=1 1=1 m=1
wobei Qf 449 = Qf + QuQy, und zum anderen die Matrizen
N c N (&
o =[] (4.78)

ein, wobei der m-te Spaltenvektor der Matrix E{CV dem Vektor Eﬁfi’f entspricht. Der

Grund dieser Vereinfachung ist, dass die Berechnung von Gy, fir 1 < m < Q f.a,g UD-
abhéngig von der reduzierten Losung upy(p) ist und damit nur einmal durchgefiihrt
werden muss, wohingegen fiir jeden neu generierten Basisvektor (§m)é\f ¢ zur Erweiterung
des Unterraums Xy genau ), Berechnungen von (4.76) benotigt werden. Des Weite-
ren definieren wir noch die Vektoren ©/®9(p) € C@% a9 und ©%(p) € C%, deren k-ter
Eintrag die entsprechende Parameterfunktion @{’a’g (p) bzw. ©%(p) darstellt, und den
Vektor

u2 (p) = ((©4(p)u)T, ... (0%, (p)u)T)" . (4.79)

Wir erhalten nun mit (4.77) und der Linearitét des komplexen Skalarproduktes

Qf,a,g Qf«a»Q

le@)F, = | > L™ m)Cr, Y L (p)Cs
k=1 k=1

Ve
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4. Reduzierte-Basis-Methode

Mit der Verwendung von (4.78) erhalten wir wiederum mit der Linearitét des komplexen
Skalarproduktes

Qfanfag
5N c 5N, ¢
l|7e(p HVe Z Z ®f,ag @f, 79( ) (C d, )HBngVNBDkad
k=1 I=1
Qf,a,g Qa AN
- > Y el m)epp) (£ u) BY Hyy Bp, Gy
k=1 [=1
Qa Qfag "
_Z Z @a @f’ :g ) (C C)HBDfHVNBDfEku
k=1 [=1
+ZZ@“ (N ul Y B Hy,Bp, Ly ul
k=11=1

Verwenden wir nun noch die Notationen

5Na,c 5Na,c
(@ks =(C ) BR Hyy Bp, G, 1<kl < Qfayg,
(mk)lm :(CANd7C)HBngVNBDf££/Zf7 1 < k < Qau 1 < l < Qf,a,ga 1 <m< N,
(€Y =(L1s )T BE Hy Bp, L34, 1< k1< Qa1 <m,n < N.
und (4.79) ergibt sich somit
(¢ ml . mQa
7)1} ( O/ (p) )H (DT bt ghee ( /e (p) )
TelD = a . . . . a )
elve —Ug&Q () : : " : —UgaQ ()
(mQa)H 0Qal .. 0Qa,Qa

Damit haben wir nun eine Darstellung von ||7.(p)|[§, , fiir die wir in jedem m-ten Iterati-
onsschritt des Greedy Algorithmus 1 fiir den neu generierten Basisvektor (Em) genau
@), Losungen Lk fnc, k = 1,...,Qq, berechnen. Wir erhalten damit die von u2 und den
Parametern unabhanglge Matrix

¢ Nt ... NQa
(ml)H 21,1 . ELQ“
6= : : , :
(mQ‘a)H EQ'ayl . /SQt'uQu
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

Hiermit lésst sich ||130(10)||‘2/e fiir beliebige Vektoren uY und Parameter p € P fiir den
RB-Raum Xy . bestimmen, indem wir

fa,
el = (@5 @) ) Txal) ) @

auswerten.

4.2.4. Berechnung der inf-sup-Konstante

Bevor wir uns der Berechnung der inf-sup-Konstanten widmen, konnen wir analog zu Ab-

schnitt 4.1.6 die Koeffizientendarstellung des Supremumsoperators 7;Nd’c [ué\[ ¢] beziiglich
des Kerns von Dy iiber die Lésung des Gleichungssystems

Na,e
Bf, HyyBp, Ty * [udVe] = BngﬁfBDujcvc

herleiten. Mit den Matrizen

Avg/’d,caNc
Nd,c

Hy©

= Bp A) Bp,
= Bp Hy, Bp,

erhalten wir damit

-1
7;)Nd,c — (H‘//\vj/\'tli‘,c) Aé\/d,m/\/c' (481)

Der dazugehorige FEM-Koeflizientenvektor ist dann gegeben durch

NdA,c[

TN e[l ] = Bp, Ty < [ule).

Ue

Wie bereits bei dem MinRes-Schitzer in Abschnitt 4.1.6 diskutiert, betrachten wir nun
das quadrierte Minimierungsproblem (4.65) zur Bestimmung der inf-sup-Konstante. Mit
den FEM-Darstellungen und (4.81) erhalten wir

1 TAv,e (P) [ o] 17,

(Bne(p)? =
c . €Kern(D)\{0} HU/\AcH%/e
H
() H T )
= min
u €N\ (0} (ud)H Hy, ulY
H
ey (AT e e
= min
uleeCNe\ {0} (V) H Heu ’
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4. Reduzierte-Basis-Methode

mit H): = BJ Hy, Bp und Hy'

—H —1
- (H%) H{}fj (vafj) . Nach den Sitzen 4.5

und 4.8 erhalten wir

(5N,c(p))2 = )\min(p)v

wobei Apmin(p) der kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten Eigenwertproblem
M oY = Auin(p) M [Bp|THM[Bp] v (4.82)
mit

~ 1 T R A B
M=M |:<HNd,c) Aﬁ/’d,cr/\/’c:| M[BDf]THM[BDf]M |:<HNd,c) Aﬁfd,c,/\/c]

Vv
_( Hy, O
"= ( 0 Hyy, )
ist. Wie bereits in Abschnitt 4.1.6 genauer beschrieben, kénnen wir auch anstatt (4.82)
eine entsprechende Approximationen wie die SCM oder den MinRes-Schitzer anwen-

den. Die SCM, siehe [14], kann ohne weitere Anpassung auch fiir die Lagrange-Systeme
angewandt werden.

und

Bemerkung 4.22. Wie in Abschnitt 4.1.6 kénnen wir eine Approximation
B (p) < Pmin(p)] = B (p)

verwenden, wobei Amin (p) der betragsméBig kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten
komplexen Eigenwertproblem

N C’NC H N, c -1 N. chc X
(Ap d, ) (HVJ\(? ) Ap d, ué\/’C e Amln(p) H‘j)f; ué\/'c (483)

ist. Gilt Voraussetzung 4.18, dann kénnen wir anstatt (4.83) auch das Eigenwertproblem
Aﬁmec ué\/c = j‘min(p) H\jX\F/ ué\/c

betrachten.

Fiir den MinRes-Schiéitzer fiir Lagrange-Systeme geben wir nachfolgend die dazugehorigen
Eigenwertprobleme an und gehen dabei kurz auf die numerischen Besonderheiten ein.
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MinRes-Schitzer

Beim MinRes-Schitzer betrachten wir die inf-sup-Konstante Sy (p) aus Lemma 4.1 fiir
Petrov-Galerkin-Projektionen

MR = g ITNP)undlve
N,c un,c€Xn,c\{0} HUN,CHVE )

fiir den nach Lemma 4.20
NME(p) > Brelp)

gilt und damit eine obere Schranke an fxr.(p) darstellt. Wird bei der Reduktion die
Petrov-Galerkin-Projektion verwendet, dann stimmt ,6’]]{7/[7 2(p) mit der inf-sup-Konstante
ﬁg(p) iiberein. Mit der Darstellung des Supremumsoperators (4.81) erhalten wir das

Minimierungsproblem

H_ Ny e NANH ANy NaoNe—
(ud) = (A ) e AN Y

MR 2 . c P Zclle
p)) = min
(BN = 2 ()T EHHYE
i e — (e T gNee (gNac) T ches wied durch d lle Ei
mai VN = VN VN VN , ‘welches wilederum urc as reelie 1gen—
wertproblem
MTHM v = XNEE(p) M [2.])" M [Bp]" HM [Bp] M [E] v) (4.84)
mit )
- Nao\ b NaoNor
M = M [Bp,] M [(HV; ) A :c]
und

_ ( Hvy 0
"= < 0 Hyy )
gelost wird.

Bemerkung 4.23. Anstelle des reellen Eigenwertproblems, kénnen wir wegen Satz 4.8 die
approximative inf-sup-Konstante

approz,MR(p) — XMR(p) — MR(p)

N,c min — MN,c

bestimmen, indem wir das verallgemeinerte komplexe Eigenwertproblem

c min

=H [ ANae NN (1 Nae\™H gNaeNew N _ SMR(\ =HppNem |, N
=, (Apd ) (HVAC; ) Ap P = v = A (p) E Hyc=e u, (4.85)
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losen. Bei der Berechnung von (4.85) benétigen wir N Losungen des linearen Gleichungs-
systems
NdCANdc NchC(

HVN Up =

fm) C7 1 S m S N7
fiir jeden beliebigen Parameter p € P. Eine deutlich effizientere Berechnung ergibt sich
durch die affine Darstellung (4.67) und das Speichern der Matrizen ENd’C[EC], denn wir

erhalten damit aus der Darstellung (4.81) die zu (4.85) &dquivalente Formulierung

TN (p) ul = X (p) EX HZ ul (4.86)

(& min
mit 0. 0
a a - N . j\/ .
=Y etwerw) (1 (=) ()
k=1 I=1
Wie in Abschnitt 4.1 kénnen wir eine Verbesserung der approximativen Eigenschaft der
Konstante Sy " ME () dadurch erreichen, dass anstatt Z. die Matrix X, = [Z, v [E]]
verwendet wird, wobei v [(fm) <] der Eigenvektor zum Eigenwertproblem (4.83) fiir den
zur Bestimmung von (&,)z . verwendeten Parameter p € PP ist. Das heifit, es miissen

zusétzlich @, Matrizen der Art 7;Nd’“ [v[E.]] abgespeichert werden.

Falls Voraussetzung 4.18 gilt, dann erleichtert sich zum einen die Berechnung der bis-
herigen Darstellung der inf-sup-Konstante und zum anderen kénnen wir dann einen
Galerkin-Schétzer verwenden. Dieser benotigt im Vergleich zum MinRes-Schétzer deut-
lich weniger Speicherplatz und auch dessen Rechenaufwand ist aufgrund einer méglichen
Symmetrieerhaltung wesentlich geringer.

Galerkin-Schitzer fiir Lagrange-Systeme

Es gilt Voraussetzung 4.18. Beim Galerkin-Schétzer schrinken wir (4.61) auf den Unter-
raum Xy . ein, also

’a(uN ¢y UN,c3 p)’

GA i
UN, LGXN MO} oy ceXn . \{0} lunellv. ||UNCHVE

N,c(p) - p € P.

Wie bereits in Abschnitt 4.1.6 erldutert, erhalten wir

(B54()" = A4 (p),

wobei A%4 (p) der kleinste Eigenwert zum reellen Eigenwertproblem

MTM[Bp|THM[Bp|M vV = XA (p)M[E.]T M[Bp)|"HM[Bp|M[E,] v™¥

min
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mit
M = M [(EH BEHy, BpE.) ' (2 BE AN BpE.)] .
Bemerkung 4.24. Die approximative inf-sup-Konstante

§Am) < X80 = B )
erhalten wir wieder durch das Losen des verallgemeinerten komplexen Eigenwertpro-
blems
=l BRANBp=E. ull = X4 (p) = BE Hy, BpE. ul (4.87)

min

zum kleinsten Eigenwert )\mm( ). Eine Verbesserung der approximativen Eigenschaft der
Konstante 837y ™ ‘G4 (p) kann wiederum durch das Losen des folgenden verallgemeinerten
Elgenwertproblems

XUBEANBpX. u = A (p) XY B Hy, BpX, uY
erreicht werden, wobei X. = [Z., v [E.]] und v [(fm) <] der Eigenvektor zum Eigenwert-
problem (4.82) fiir den zur Bestimmung von (&;,)n . verwendeten Parameter p € P.

Bei der Betrachtung der Eigenvektorerweiterung soll wiederum Bemerkung 4.11 bedacht
werden.

4.2.5. Getrennte RB-Systeme

Um die Theorie der getrennten RB-Systeme néher zu erlidutern betrachten wir das Pro-
blem (4.59) mit den entsprechenden affinen Darstellungen aus Voraussetzung 4.16 und
der Giiltigkeit von Voraussetzung 4.17:

Sei p € P gegeben. Bestimme up .(p) € Kern(D), sodass

Qu, Qa Qg
> Of(p)ak(uno(p Z Ol () () = > > O4p)OL(p)ar(un k. )  (4.88)
k=1 k=1 k=1

mit ¢ € Kern(Dy) gilt.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Parametermenge P und die Parameterfunktionen
0%, ©f, 89 konnen wir anstatt (4.88) eine Reihe von Problemen betrachten und diese
unabhéngig voneinander 16sen und reduzieren. Hierzu werden die folgenden Bedingungen
bendtigt.

Voraussetzung 4.25. Sei P C R™ gegeben durch P = Py x Py mit P; € R™ und
Py C R™2 also p = (p{, pg)T € P und p; € P; sowie po € Py. Die Parameterfunktionen
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haben beziiglich P die folgenden Abhé#ngigkeiten

O%(p) = 65(p1), 1<k <Qa,
o] (p) = 0" (p)0]*(p2), 1<k<Qy,
01(p) = 07" (p1)O7*(p2), 1<k <Q,

Diese Voraussetzung bedeutet, dass die linke Seite des Problems (4.88) unabhéingig vom
Parameter ps darstellbar ist und die Parameterfunktionen der rechten Seite eine ent-
sprechende multiplikative Darstellung beziiglich py besitzen. Anstatt nun (4.88) fiir die
komplette Parametermenge P zu betrachten, kénnen wir das folgende getrennte Problem
betrachten:

Sei p1 € Py sowie py € Py gegeben. Bestimme ups .(p) € Kern(D) iiber die Darstellung

Qf Qg
upe(p) = Z 9%’2(192)%{’/]?0(191) - Z @i’Q(m)u}q\’/Z(m), (4.89)
k=1 k=1

wobei ulF (p1) € Kern(D), 1 < k < Qy, die Lésung zu

,C

Qa
S et awll.(p). ) =0 (p) file) (4.90)
=1

mit ¢ € Kern(Dy) ist, sowie uﬁ’\’/kc(pl) € Kern(D), 1 < k < Qg, die Lésung zu

Qa Qa
> Ot (p)aulf.(p), @) = > OF(p1)OF (p1)ar(un vk, ) (4.91)
=1 =1

mit ¢ € Kern(Dy) ist.

Der Vorteil der Betrachtung der getrennten Probleme ist die Darstellung (4.89), da wir
hier zwar zunichst die Losungen uf\/kc (p1) und uf ’lfc (p1) fiir einen bestimmten Parameter
p1 bestimmen miissen, aber danach fiir die Losung ua/ .(p) des vollen Problems (4.88) den
Parameter py € Py vollkommen beliebig wihlen kénnen. Im Gegensatz dazu muss bei der
Betrachtung des vollen Problems (4.88) und direktem Losen, lediglich eine Losung be-
stimmt werden. Das getrennte RB-System erhalten wir nun, indem die entsprechenden
Petrov-Galerkin- oder Ritz-Galerkin-Projektionen auf die einzelnen Problemformulie-
rungen (4.90) und (4.91) angewandt werden. Da wir dabei die Parametermenge trennen
und nun eine kleinere Parametermenge fiir jedes einzelne Problem betrachten, werden
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auch weniger Basisfunktionen bendétigt, um eine gute Approximation der einzelnen RB-
Systeme zu erhalten. Die Anwendung der Theorie des getrennten Systems bringt noch
weitere Vorteile mit sich. Zum einen kénnen die einzelnen Probleme getrennt voneinander
gelost werden und lassen sich demnach gut parallelisieren und zum anderen entspricht
der Parametervektor po in vielen Fillen den Anregungsparametern eines Systems, was
wiederum Vorteile in der Optimalsteuerung mit sich bringt.
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4.3. Numerische Ergebnisse

Um die verschiedenen Varianten der RBM nach Abschnitt 4.2 fiir die Lagrange-Systeme
aus Kapitel 3 zu testen, beschreiben wir innerhalb dieses Kapitels drei verschiedene
Modelle. Diese Modelle werden wiederum zum Testen der in Kapitel 5 hergeleiteten
Optimalsteuerungsprobleme verwendet. In allen drei Modellen betrachten wir die zu
erwirmenden Epoxidharzobjekte innerhalb der gleichen quaderformigen Kavitét, siehe
Abbildung 4.1, mit den Maflen:

Lénge (z-Achse): 68.61 cm; Breite (y-Achse): 56.55 cm; Hohe (z-Achse): 27.53 cm.

Abbildung 4.1: Quaderformige Kavitéit.

Um die Randbedingung (2.80) fiir die Einspeisung der elektromagnetischen Wellen zu
verwenden, bendtigen wir eine Antenne mit koaxialer Anregung. Wir verwenden dabei
in allen Modellen einfache Monopol-Antennen, dargestellt in Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2: Monopol-Antenne.

Um das Verhalten der Antenne im Frequenzbereich von 2.4 bis 2.5 GHz bewerten zu
konnen, werden in der Hochfrequenztechnik die Antennen im Freiraum vermessen und
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das Verhaltnis aus reflektierter Leistung und eingespeister Leistung betrachtet. In der
Hochfrequenztechnik wird dieser Wert Streuparameter oder auch S-Parameter genannt.
Wird zudem ein System mit N Eingidngen betrachtet, wobei jeder Eingang auch als Aus-
gang aufgefasst werden kann, dann wird dieses System als N-Port-Netzwerk bezeichnet.
Aus den Verhéltnissen der reflektierten und transmitierenden Leistungen zu der Ein-
gangsleistung an jedem Port, kann daraus die S-Parametermatrix, die das Eingangs-
Ausgangsverhalten des Systems beschreibt, abgeleitet werden. Um den S;;-Wert der
Matrix S zu evaluieren, wird nur der i-te Port mit einem Watt Leistung angeregt und
am j-ten Port die transmitierende Leistung, bzw. bei j = i die reflektierte Leistung,
gemessen und das Verhiltnis bestimmt. Auch die Modelle in dieser Arbeit stellen ein
solches N-Port-Netzwerk dar, wobei N gleich der Anzahl der Antennen K4 ist, wo-
durch wir auch fiir die betrachteten Modelle eine S-Parametermatrix fiir das Eingangs-
Ausgangsverhalten bestimmen koénnen. Eine detailierte Beschreibung zu S-Parametern
und N-Port-Netzwerken kann in [37] nachgelesen werden. Die Sjj-Parameterkurve der
verwendeten Monopolantenne im Freiraum wird in Abbildung 4.3 dargestellt, wobei die
in der Elektrotechnik weitverbreitete Dezibell-Darstellung verwendet wird. Diese wird
mit der folgenden Formel bestimmt:

S11 in dB-Darstellung: 20 log;(]S11])- (4.92)

Im betrachteten Frequenzbereich liegt die Anpassung bei unter —19 dB, d.h. die Antenne
iibertriagt innerhalb des betrachteten Frequenzbereiches mehr als 88% der Eingangsleis-
tung. Fiir die Definition der Geometrie und die Diskretisierung der elektromagnetischen
PDE (2.81)-(2.84) wird die FEM-Simulationssoftware COMSOL Multiphysics® verwen-
det. Da eine Schnittstelle zwischen der Simulationssoftware COMSOL Multiphysics und
der Programmiersoftware MATLAB” existiert, wurde die Softwarebibliothek RBMatlab®
als Grundgeriist fiir die RB-Lagrange-Systeme verwendet. Hierfiir wurde als erstes eine
Schnittstelle zu COMSOL implementiert, um die Daten der affinen Darstellungen mit
COMSOL zu assemblieren. Fiir die RB-Reduktion der aus COMSOL assemblierten Da-
ten, welche als Lagrange-System vorliegen, und damit der Theorie in Abschnitt 4.2 ent-
sprechen, musste ein neuer Reduktionsalgorithmus fiir die Softwarebibliothek RBMatlab
geschrieben werden. Hierfiir wurde neben der Verwendung von Lagrange-Systemen auch
die Moglichkeit der Petrov-Galerkin-Projektion und die Berechnung des Fehlerschétzers
entsprechend der Theorie in Abschnitt 4.2 implementiert.

Shttps://www.comsol.de/
"https://de.mathworks.com
Shttps://www.morepas.org/software/rbmatlab/
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S11-Freiraum
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Abbildung 4.3: Darstellung des S1;-Parameters in dB.
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4.3.1. Modell I: Zwei Antennen, ein Objekt
Modellbeschreibung

Abbildung 4.4: Geometrie des ersten Modells.

Das erste der drei Modelle besteht aus zwei Monopol-Antennen und einem zu erwirmenden
Objekt in einer Schale, dargestellt in den Abbildungen 4.4 und 4.5. Dabei sind die beiden
Monopol-Antennen mittig an den entsprechenden Randflichen der Kavitédt angebracht.

Abbildung 4.5: Geometrie des ersten Modells: zwei Antennen (links), ein zu erwérmendes
Objekt (mitte), eine Schale (rechts).
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Das zu erwédrmende Objekt und die Schale haben die nach Abbildung 4.6 definierten
MafRe:
he = 5.5cm;  h; =4cm; b= 1lcm; r = l4cm. (4.93)

.
Abbildung 4.6: Mafle des Erwarmungsobjektes.

Damit ergibt sich fiir das zu erwdrmende Objekt das auf eine Nachkommastelle ge-
rundete Volumen V = 2463.0cm?3. Bevor wir die affine Form des Modells angeben,
miissen wir jedem Objekt ein Material zuordnen. Fiir die dufleren Winde der Kavitét
und der Monopol-Antenne verwenden wir Edelstahl, dessen Materialparameter gegeben
sind durch:

1041700 1% A
€nﬂw)=1+gizgf@ prs =15 u0:4w404257 sozss&ugmrr1o4?7%.

Um ein Lagrange-System zu erhalten, wollen wir den Einfluss der PEC-Randbedingung
nach Abschnitt 3.4 in dem Modell abbilden. Deshalb definieren wir den Innenleiter der
Monopol-Antenne als PEC-Material. Die Kavitidt und die Antenne sind mit Luft gefiillt:

erpw)=erp=1; prr=1
Fiir die Schale verwenden wir Gummi mit den Materialparametern:
era(w) =cenqg=3+001; pc =1

Als Material des zu erwdrmenden Objektes verwenden wir das Epoxidharz Rapid aus
[1], welches je nach Aushértungsgrad innerhalb der folgenden Intervallgrenzen liegt

Re(erp(w)) € [3,3.7]; Im (e p(w)) €[2,35]; prp=1
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Aufgrund der Betrachtung des Frequenzbereiches von 2.4 bis 2.5 GHz nehmen wir die
Frequenzunabhéngigkeit der Materialparameter des Epoxidharzes Rapid an. Die Mate-
rialparameter hingen dabei nur vom Aushirtungsgrad ab, weswegen wir im Folgenden
erp anstatt €, p(w) schreiben werden. Mit den Anregungsparametern Py, 1, Pi,2, 61
und @, der beiden Antennen ergibt sich fiir die RBM der Parametervektor

p = (p1,p2,13,P4,05,06,07) = (w,Re(er,8) ,Im (6r.) , Pin,1, Pin2, 61, 02)"
und die zugehorige Parametermenge
P = [4.87,57] x [3,3.7] x [2,3.5] x [0,1] x [0,1] x [0,27] x [0, 27].

Als néchstes definieren wir das Gebiet €2 und die Rénder I' fiir das Variationsproblem
[Vk| aus Kapitel 3, gegeben durch die Gleichungen (3.3) und (3.4). Das Gebiet 2 ist
definiert als

Q= Qprust UQGummi U LEporia = 2L U Qg U QE.

Den Innenleiter der Monopol-Antennen approximieren wir mit der PEC-Randbedingung
und die Edelstahlgebiete approximieren wir mit der Impedanzbedingung. Damit ist
I';pp nur durch die Rénder mit Edelstahl definiert. Als letztes bezeichnen wir mit
I'p1 und I'py die beiden Portoberflichen der beiden Antennen. Wir erhalten damit
die folgende affine Darstellung der Sesquilinearform a des Variationsproblems [Vp y]
aus Abschnitt 3.3 fiir das Modell eins:

0u(p) = 1. ar(Ex¢) = / (V % Ex) - (V % ) dO

Qr,

Mo L

1
—I—/ (V x Ey) - (V x ) dQ
& Hr.G
G

1
—I—/ (V X Ex) - (V X ) dS,
Hr E

Qp

2
4(p) = pi, az(Epn, ) = — / (10°)° pocoer,, En - ¢ dQ
Qr,

— [ 00 pzoerc By de
Qa

a . 2
O%(p) = p(p2 + ip3), as(Ens0) = — / (10°) poso En - o dS,
Qp
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i ENE 7S
0u(p) = ipry | 2ESPY  po) = = / 10%0 7| Ex] - o] dT,
Hollr,s
FI]MP
3 EnE
0%(p) = ipr, [ 2L s(Exg) =~ 3 [ 10°0 mlEn] - mife] ar.
Holr,L =1 [
Pk

Den Faktor 10° erhalten wir dabei aus der Frequenz. Innerhalb der Assemblierung kom-
pensiert der Faktor damit die Zehnerpotenzen der Naturkonstanten 9 von 1072 und
o von 1077, Um eine in MATLAB berechenbare affine Darstellung der rechten Seite f
der Variationsformulierung herzuleiten, miissen wir den Leistungsfaktor

1 €
Pri(w) = Py = —51/ uo/f B / Re (vErz) (m¢ [Eoy] X ve[me [Eogl]) - dl
7 Cp,

der einzelnen Ports genauer betrachten. Mit der Vektoridentitét

(¢ [Boa] x ~elme [Eoal]) - n = — [Eo] (4.94)

1 [eoerr 1 [eoerL
=c,/—= / |%t[Eo,l]|2 dl' = ~ —"= Py1[Eo].
2\ HOMrL 2\ popir,L
P,l

Damit die Losung, die wir in MATLAB mit der affinen Darstellung erhalten, gleich
der Losung in COMSOL ist, muss der konstante Integralwert Py ;[Ep;| fiir jeden Port
mithilfe von COMSOL bestimmt werden. Dies liegt daran, dass die Berechnung des
Normierungsfaktors P, (w), 1 <1 < K4, in COMSOL von der Diskretisierung 75 (2)
abhéingt. Wir erhalten somit die folgende affine Darstellung der rechten Seite f der
Variationsproblemformulierung [Vp] fiir das Modell I:

erhalten wir somit

ENE P4 o
0] (p) = ipy, |1l V2 omips, filp) = 2 / 10°0 m¢[Eo,1] - me[] dT,
HOfr,L 4/ ml r
P,1
. £o¢€ D5 i
of () = ipr [T VP i oy o / 10°40 7 Fo ) - mili] dT.
HoHr,L A/ P2 -
P2

Aufgrund der Materialwahl Luft an der Antenne sind P, ; und P, 2 von der Frequenz
unabhéngig. Mit der Lagrange-Formulierung der diskretisierten und evaluierten FEM-
Probleme in COMSOL in Abschnitt 3.4 erhalten wir mit der eben hergeleiteten affinen
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Darstellung das Lagrange-System

(zzzl%pmﬁ DH)( o >:<Zil@£<p>f£f ) (4.95)

0 \WVpEc 0

mit A = 309218 die Anzahl der Freiheitsgrade. Dabei ergibt sich die Dimensionszahl A/
aus der Diskretisierung durch COMSOL. Das System (4.95) erfiillt die Voraussetzungen
4.16, 4.17 und 4.18, weswegen wir die in Abschnitt 4.2.1 hergeleitete RB-Lagrange-
Losungsmethode verwenden koénnen, um ein reduziertes Modell herzuleiten. Der FEM-
Koeffizientenvektor EV der Losung Eys ist gegeben durch

EN = EN + E) = BpE-, (4.96)

wobei N, = N — Npgc = 306208 und Eé\/ = 0, aufgrund der Randbedingung I'pgc.
Das zu dem System (4.95) zugehorige affine Gleichungssystem, welches wir reduzieren
wollen, ist somit gegeben durch

5 2 5
(z @z@ww%) BV _ S ol (BARY - S el BEAYEY  (1on)
k=1 k=1 k=1
2

= olmBEsY.
k=1

Die zu diesem Gleichungssystem zugehorige Kondition der FEM-Matrix fiir Parameter
p € P liegt in der Grofenordnung 10%. Bertrachten wir die Parameterfunktionen ©¢(p),
1 <k <5, und 9£ (p), 1 < k < 2, hinsichtlich der Theorie der getrennten Systeme in
Abschnitt 4.2.5, dann erfiillen die Parameterfunktionen gerade die Voraussetzung 4.25
und wir kénnen fiir die RBM anstatt des Gleichungssystems (4.97) die beiden getrennten
Systeme

5
(Z GZ@)BEAQfBD) ENe=&/p)BERY, 1<i<2,
k=1

betrachten, wobei

ﬁ = (p17p2ap3)T = (W,Re (‘%",E) ,Im (€T7E))T

und
of(p) = 6{(B) V1 e, ©(p) = 6f(5) 5 ¢ "

gilt. Dabei beschreibt das I-te System den Effekt der I-ten Antenne im ersten Modell.
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Ergebnisse der RBM

Um die RB-Lagrange Methode aus Abschnitt 4.2 anhand des ersten Modells mit Glei-
chungssystem (4.97) in vollem Umfang zu testen, wurden alle Kombinationen der nach-
folgenden Stellschrauben fiir die RBM durchgefiihrt. Die Stellschrauben der RBM sind:

e Ritz-Galerkin-Projektion (RG) < Petrov-Galerkin-Projektion (PG)

e Orthonormalisierung (ONJ) <> Normalisierung (ONN)

o Galerkin-Schétzer (GA) <» MinRes-Schétzer (MR)

e Eigenvektorenerweiterung (EVJ) <> keine Eigenvektorenerweiterung (EVN)
o Getrennte Systeme (GS-#) <> Volles System (VS)

Die verschiedenen RB-Systeme werden im Folgenden mit den in den Klammern an-
gegebenen Bezeichnungen der Stellschrauben gekennzeichnet. Beispielsweise steht die
Bezeichnung PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 fiir die Verwendung einer Petrov-Galerkin-Pro-
jektion mit Orthonormalisierung, der Verwendung des MinRes-Schétzers, keiner Eigen-
vektorenerweiterung bei der Berechnung der inf-sup-Konstanten und der Verwendung
von getrennten Systemen, wobei die 1 fiir Antenne eins steht. Bei dem zu reduzie-
renden Gleichungssystem (4.97) entspricht der Testraum dem Ansatzraum, weswegen
wir eine Ritz-Galerkin-Projektion durchfithren kénnen. Auch wenn aus mathematischer
Sicht keine Stabilitdt der RBM mit Ritz-Galerkin-Projektion fiir die in der Arbeit be-
trachteten elektromagnetischen Modelle garantiert werden kann, hat die Verwendung der
Ritz-Galerkin-Projektion auch einige Vorteile gegeniiber der Petrov-Galerkin-Projektion,
weswegen wir die beiden Varianten im spéteren Verlauf miteinander vergleichen wollen.
Bei der Frage nach einer Orthonormalisierung der RB-Basismatrix gehen wir kurz auf
die Notwendigkeit der Orthonormalisierung in Bezug auf die Approximationsgiite des re-
duzierten Systems und der Vermeidung annihernd singulédrer reduzierter Matrizen ein.
Unter der Eigenvektorenerweiterung versteht sich die Hinzunahme von Eigenvektoren
bei der Verwendung des Galerkin- oder MinRes-Schétzers zur Bestimmung der inf-sup-
Konstante. Dabei gehen wir auf die Approximationseigenschaften der inf-sup-Konstanten
ein und vergleichen zudem die Wirkung beziiglich der generierten RB-Basismatrix. Ne-
ben der Verwendung eines Fehlerschitzers in Kombination mit dem Greedy-Algorithmus
zur Bestimmung einer RB-Basis, wird auch die Kondition der reduzierten Systemma-
trizen der RBM als Abbruchkriterium verwendet. Die Verschlechterung der Kondition
der reduzierten Matrix fithrt mit zunehmender RB-Dimension zu einer Instabilitat des
reduzierten Systems und einer schlechteren Approximationsgiite. Bei der Erstellung der
RB-Basismatrix wurde als obere Schranke an die Kondition der reduzierten Systemma-
trizen die Toleranz tolsong = 102 verwendet. Damit wir die Varianten besser miteinander
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vergleichen kénnen, wurde fiir alle Varianten die gleiche diskrete Parametermenge P{&™,
gegeben durch dreihundert zufillig gewahlte und verschiedene Parametervektoren, fiir
den Greedy-Algorithmus verwendet. Der einzige Unterschied in den Parametermengen
ergibt sich dabei bei der Betrachtung der getrennten Systeme, bei denen die Eingangs-
leistungen P, ; und Phasen 6¢; fiir 1 <1 < 2 aus der diskreten Parametermenge eliminiert
wurden. Wir widmen uns als erstes den verschiedenen Reduktionsméglichkeiten und be-
trachten hierfiir die Auswirkung der Orthogonalisierung der normierten Basisvektoren.

10°

—PG-ONJ-MR-EVN-VS
8 -a-PG-ONN-MR-EVN-VS
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Abbildung 4.7: Maximale Werte des relativen Fehlerschitzers wéhrend der Offline-
Phase.

Nach Abbildung 4.7 sind die Werte des Fehlerschéitzers bei Normalisierung und Ortho-
normalisierung gleich und der Fehlerschétzer fiir die Petrov-Galerkin-Projektion progno-
stiziert eine bessere Approximationsgiite im Vergleich zur Ritz-Galerkin-Projektion. Der
ghnliche Verlauf liegt daran, dass wir bei beiden Varianten auf dieselben Unterrdume
projizieren. Wie wir anhand der Abbildung 4.7 sehen, bricht der Reduktionsprozess bei
keiner Orthonormalisierung in der Offline-Phase frither ab. Dies liegt an dem Abbruch-
kriterium der Kondition der reduzierten Matrizen, welche wiederum von der Kondition
der RB-Basismatrix abhéngt. Die Konditionen der RB-Basismatrizen der vier Varianten
aus Abbildung 4.7 bei der RB-Dimension von 104 sind:

PG-ONJ-MR-EVN-VS: ~ 2.66, PG-ONN-MR-EVN-VS: ~ 5.57-10°,
RG-ONJ-MR-EVN-VS: ~ 2.65, RG-ONN-MR-EVN-VS: ~ 2.24-10°.
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Abbildung 4.8: Maximale Werte des relativen Fehlerschétzers wihrend der Offline-Phase
ohne Kontrolle der Kondition des reduzierten Systems.

Bei der Berechnung der Konditionen wurde die interne MATLAB-Funktion cond() ver-
wendet und die Orthonormalisierung wurde mit einem einfachen Gram-Schmidt-Ver-
fahren durchgefiihrt. In der Abbildung 4.8 wird der Effekt einer schlecht konditionierten
RB-Basismatrix aufgezeigt. Dabei wurde keine Kontrolle der Kondition der reduzier-
ten Systemmatrizen durchgefiihrt. Um den Effekt deutlicher aufzuzeigen, wurde hierfiir
der Fehlerschétzer zur Reduktion des getrennten Systems zum ersten Antennenport be-
trachtet. Bei zusétzlicher Verwendung der Kondition des reduzierten Systems als Ab-
bruchkriterium terminieren die beiden Varianten aus Abbildung 4.8 bei den folgenden
RB-Dimensionen:

PG-ONJ-MR-EVN-GS-1: 91, PG-ONN-MR-EVN-GS-1: 58.

Wiéhrend der Fehlerschitzer fiir das nichtorthonormalisierte RB-System ab der Dimen-
sion von 100 eine Instabilitidt aufweist, tritt dieser Effekt bei einer Orthonormalisierung
erst ab der RB-Dimension von 140 auf.
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Abbildung 4.9: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P{%:.

Dass dieser Effekt nicht nur Auswirkungen auf den Fehlerschitzer hat, sondern auch
auf die echte Approximationsgiite des reduzierten Modells ist in Abbildung 4.9 zu sehen.
Dabei wurde zur Ermittlung des maximalen relativen Fehlers eine Parametermenge P{%:
mit

Pl NP5 =0
verwendet. Die Abbildung 4.9 zeigt dabei auf, dass mit der Orthonormalisierung der
RB-Matrix eine verbesserte Approximationsgiite durch eine hthere RB-Dimension er-
reicht werden kann. Zudem erhalten wir bei der Nichtorthonormalisierung ab einer
RB-Dimension von 100 ein instabiles reduziertes Modell, was mit der Instabilitdt des
Fehlerschétzers in Abbildung 4.8 iibereinstimmt. Dies zeigt die Notwendigkeit der Or-
thonormalisierung der RB-Basismatrix auf.
Als néchstes wollen wir die Auswirkungen der verschiedenen Varianten des Fehlerschét-
zers, wiedergegeben in Abbildung 4.10, analysieren. Die Varianten mit Eigenvektorener-
weiterung weisen in Abbildung 4.10 ein instabiles Verhalten auf. Es wird darauf hinge-
wiesen, dass bei diesen Auswertungen die Eigenvektorenmatrix nicht orthonormalisiert
wurde. Auf den moglichen Effekt der Orthonormalisierung der Eigenvektorenmatrix ge-
hen wir zu einem spéteren Zeitpunkt ein. Zunéchst wollen wir den Grund fiir das insta-
bile Verhalten finden und betrachten deshalb zusétzlich neben den Fehlerschitzern auch
noch den maximalen relativen Fehler, wobei wie zuvor eine Testparametermenge P
verwendet wird.
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Abbildung 4.10: Maximale Werte des relativen Fehlerschétzers wiahrend der Offline-
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Abbildung 4.11: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P&
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Nach Betrachtung der Abbildung 4.11 kann festgehalten werden, dass keines der reduzier-
ten Systeme bei der RB-Dimension von 1 bis 100 eine nennenswert bessere Approxima-
tion im Vergleich zu den jeweiligen anderen Varianten liefert. Erst ab der RB-Dimension
von 100 I&sst sich ein Unterschied erkennen. Dies liegt an der Wahl der Parameter fiir die
Erstellung der RB-Basismatrix, die mit dem Greedy-Algorithmus 1 aus dem maximalen
Wert des Fehlerschiitzers abgeleitet werden. Auch wenn die RB-Basismatrix =, ortho-
normalisiert wird, benttigen wir als Testraum bei der Petrov-Galerkin-Projektion den

d,c

Supremumsoperator 7, “° angewendet auf die Basisvektoren. Mit der Zerlegung (4.67)

ergeben sich deshalb innerhalb des Gleichungssystems (4.68) die Teilmatrizen EN‘I’C [Ze],
1 < k < Q. Diese Teilmatrizen diirfen aufgrund der affinen Darstellung (4.67) des
Supremumsoperators weder normiert noch orthogonalisiert werden, da sonst die fiir die
Petrov-Galerkin-Projektion notwendige Testmatrix 7;Nd’c [E¢] nicht mit der Summe der
affinen Darstellung iibereinstimmt. Dies fithrt bei nicht optimaler Wahl der Parame-
ter fiir die Erstellung der RB-Basismatrix zu einer schlecht konditionierten Testmatrix
5 “°[Z] und damit zu schlecht konditionierten reduzierten Systemmatrizen, weshalb
der Algorithmus aufgrund des Kondition-Abbruchkriteriums frither terminiert. Um das
unterschiedliche Verhalten in Abbildung 4.10 zu ergriinden, betrachten wir nun den Feh-

lerschétzer im Detail.
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Abbildung 4.12: Maximum beziiglich der relativen Norm des Riesz-Repréisentanten und
der reduzierten Losung zu der Parametermenge P4L#™ withrend der

Offline-Phase.
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Abbildung 4.13: Maximaler relativer Fehler beziiglich der inf-sup-Konstanten 3" ™" (p)
der Parametermenge P§ @™ withrend der Offline-Phase.

Nach Betrachtung der Abbildung 4.12 kann festgehalten werden, dass das unterschiedli-
che Verhalten des Fehlerschétzers nicht von der Berechnung (4.80) des Riesz-Représen-
tanten abhéingt. Wir widmen uns deshalb den verschiedenen Varianten zur Approxima-
tion der inf-sup-Konstanten. Hierzu wird der maximale, minimale und durchschnittliche
relative Fehler der Approximation in den nachfolgenden Abbildungen 4.13-4.15 angege-
ben. Betrachten wir die Konvergenz der verschiedenen Varianten, dann sehen wir, dass
die Galerkin-Approximation der inf-sup-Konstanten bei den RB-Dimensionen von 1 bis
circa 80 eine bessere Konvergenz im Vergleich zur MinRes-Approximation aufweist. Der
Sprung im Fehler bei der Galerkin-Approximation mit Verwendung der Eigenvektoren
folgt aufgrund der zunehmenden Verschlechterung der Kondition der Eigenwertproble-
me, da die Eigenvektorenmatrix nicht orthonormalisiert wurde. Die Verschlechterung
der Approximationsgiite, aufgrund der fehlenden Orthonormalisierung, kann auch bei
der MinRes-Approximation in Abbildung 4.14 beobachtet werden. Dabei wirkt sich der
Effekt aufgrund der stabileren Approximation nicht so stark aus.
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Die Frage, die sich nun stellt, ist, weshalb trotz einer besseren Approximation der inf-
sup-Konstanten eine schlechtere Wahl der Parameter durchgefiihrt wird, die wiederum
schneller zu einer schlecht konditionierten RB-Systemmatrix fithrt. Fiir diese Frage kann
keine eindeutige Erkldrung abgegeben werden. Betrachten wir aber die Verldufe der bei-
den Abbildungen 4.13 und 4.14, dann sehen wir bei bestimmten RB-Dimensionen, dass
bei der zusétzlichen Verwendung der Eigenvektoren grofie Spriinge in der Approxima-
tionsgiite auftreten, wihrend dies bei den anderen beiden Varianten nicht der Fall ist.
Diese groflien Spriinge in der Approximationsgiite haben einen grofien Einfluss auf den
Fehlerschéitzer und damit auf die Wahl der Parameter, denn ein zunéchst als gut appro-
ximiert gewerteter Parameter kann im Vergleich zu anderen Parametern bei Erweiterung
der RB-Dimension auf einmal als deutlich schlechter approximierter Parameter gewertet
werden und das nur, weil die inf-sup-Approximation fiir den einen Parameter schlagartig
verbessert wird. Dies hat zur Folge, dass ein zur Ermittlung der néchsten Basisfunkti-
on besser geeigneter Parameter, dessen Approximation der inf-sup-Konstante nicht so
gut ist, nicht gewahlt wird. Bei der MinRes-Approximation ohne Eigenvektoren hinge-
gen haben wir einen grofleren Fehler, aber dessen Auswirkung auf den Fehlerschitzer
mit zunehmender RB-Dimension ist gleichméfliger und stabiler. Um weitere Eigenschaf-
ten der unterschiedlichen Approximation herauszuarbeiten, geben wir nachfolgend den
relativen Abstand zu zwei ausgewédhlten Parametern an.
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Abbildung 4.16: Relativer Abstand beziiglich der inf-sup-Konstanten B3 **(ps4) mit
pes € P withrend der Offline-Phase.
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In der Abbildung 4.16 liegt die gute Approximation der inf-sup-Konstanten der Kurve
PG-ONJ-GA-EVJ-VS ab der RB-Dimension 20 daran, dass der Parameter pg4 zu diesem
Zeitpunkt in die RB-Basismatrix aufgenommen wurde, weshalb der entsprechende Eigen-
vektor fiir diesen Parameter bestimmt und fiir die nachfolgenden Approximationen ver-
wendet wurde. Dies fithrt wiederum zu der guten Approximation bis zur RB-Dimension
von 90, ab der die schlechte Kondition der Eigenvektorenmatrix und RB-Basismatrix
wieder fiir einen grofleren Fehler sorgt. Der gleiche Approximationseffekt tritt auch in
Abbildung 4.17 bei der Kurve PG-ONJ-MR-EVJ-VS auf. Auch hier wurde der Para-
meter pogy bei der Berechnung des achtzehnten RB Basis- und Eigenvektors verwendet.
Zudem lésst sich die Stabilitdt des MinRes-Schitzers gegeniiber dem Galerkin-Schéatzer
gut erkennen.

Als néchstes betrachten wir zum einen die Orthonormalisierung der Eigenvektorenma-
trix v[Z.], gekennzeichnet mit ,,ORTHEV*, und zum anderen die Orthonormalisierung
der gemeinsamen Matrix (Z.,v[Z.]), bestehend aus der Eigenvektorenmatrix v[=.] und
der RB-Basismatrix =., gekennzeichnet mit , ORTHEVRB*.
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Abbildung 4.18: Maximaler relativer Fehler beziiglich der inf-sup-Konstanten 33" (p)
der Parametermenge P§ @™ withrend der Offline-Phase.
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Abbildung 4.19: Maximaler relativer Fehler beziiglich der inf-sup-Konstanten 33 " (p)
der Parametermenge P{ @™ wiithrend der Offline-Phase.
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Im Fall des MinRes-Schétzers sehen wir in der Abbildung 4.19, dass die Varianten mit
der Eigenvektorenerweiterung alle das gleiche Verhalten aufweisen und die Reduktion
zum selben Zeitpunkt aufgrund der Konditionsbedingung abbricht. Auch beim Galerkin-
Schiitzer weisen die verschiedenen Varianten bis zur RB-Dimension 60 dasselbe Verhalten
auf, sieche Abbildung 4.18. Danach weist die nichtorthonormalisierte Variante ein minimal
stabileres Verhalten auf, wihrend die Varianten mit Orthonormalisierung bereits instabil
werden. Im Gegensatz dazu ist der relative Fehler mit Orthonormalisierung kleiner als
ohne Orthonormalisierung. Es kann festgehalten werden, dass in dem hier betrachteten
Problem keine Verbesserung durch die Orthonormalisierung der Eigenvektoren erreicht
werden kann. Will man die Eigenvektorenerweiterung verwenden, dann muss hierfiir
ebenfalls eine Konditionsbedingung oder ein dafiir entwickelter Fehlerschéitzer verwen-
det werden, um die Anzahl zu verwendender Eigenvektoren zu begrenzen.

Als néchstes wollen wir die unterschiedlichen Projektions-Varianten miteinander verglei-
chen. Dabei weisen wir nochmals darauf hin, dass der Fehlerschitzer in Abbildung 4.7
fiir den Fall der Petrov-Galerkin-Projektion eine schirfere Schranke an den Fehler dar-
stellt. Wahrend zuvor die Approximationsart der inf-sup-Konstante der Ausloser fiir das
unterschiedliche Verhalten war, ist dies bei Abbildung 4.7 nicht der Fall. Wie durch die
Abbildungen 4.20 und 4.21 ersichtlich, unterscheidet sich der Fehlerschéitzer der verschie-
denen Projektionsvarianten diesmal in der relativen Norm des Riesz-Représentanten 7 (p)
mit der reduzierten Losung uy(p).
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Abbildung 4.20: Maximaler relativer Fehler beziiglich der inf-sup-Konstanten 3" ™" (p)
der Parametermenge P{ @™ wiithrend der Offline-Phase.
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Abbildung 4.21: Maximum beziiglich der relativen Norm des Riesz-Représentanten und
der reduzierten Losung zu der Parametermenge PY&™ withrend der

Offline-Phase.

Dieser Unterschied in Abbildung 4.21 darf nicht in direkten Zusammenhang mit dem
Residuum 7. des Problems, gegeben durch (4.71), gesetzt werden, denn die Norm des
Riesz-Représentanten, die dargestellt werden kann als

i)y, = sup  eEP
p€eKern(Dy) HSOHVe

ist das Supremum {iiber das relative Residuum fiir alle ¢ € Kern(Dy). Dass der Feh-
lerschitzer kein Indiz fiir den relativen Approximationsfehler darstellt, wird in Abbil-
dung 4.22 verdeutlicht.
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Abbildung 4.22: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge PG,

Zunéchst einmal kann festgehalten werden, dass in beiden Fillen die Fehlerschétzer in
Abbildung 4.7 zu der Parametermenge P§&™ oberhalb der relativen Fehler der Abbil-
dung 4.22 zu der Testparametermenge PG liegen. Auch wenn der Fehlerschétzer in
Abbildung 4.7 einen moglicherweifle grofleren Fehler in der Ritz-Galerkin-Projektion
prognostiziert, ergibt sich bei dem hier betrachteten Problem mit der Ritz-Galerkin-
Projektion eine bessere Approximation der Losungen beziiglich P!, Auch hier kann
der Grund fiir die verbesserte Approximationsgiite nicht eindeutig geklért werden, aber
moglicherweifle spielt der Erhalt der Hermitizitdt hierbei eine wichtige Rolle. Mit der
Verwendung der RB-Basismatrix auch als Testmatrix werden die Eigenwerte der Sy-
stemmatrix und die damit verbundenen Informationen des FEM-Systems bei der Ritz-
Galerkin-Projektion besser approximiert. Jedoch lésst sich im Gegensatz dazu nur fiir die
Petrov-Galerkin-Projektion die Existenz von Losungen zeigen und es kann die Stabilitéit
der Projektion garantiert werden. Aus Stabilitdtsgriinden verwenden wir im Folgenden
die Petrov-Galerkin-Projektionen in Kombination mit dem MinRes-Schétzer fiir die Be-
trachtung der getrennten Systeme, auch wenn die Ritz-Galerkin-Projektion eine bessere
Approximation ermdéglicht. Wir widmen uns nun der Betrachtung der getrennten Syste-
me. Die Werte der Tabelle 1 sind aus den Daten der Abbildung 4.23 abgeleitet.
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Abbildung 4.23: Maximale Werte des relativen Fehlerschitzers w#hrend der Offline-

Phase.
: Acn,c(p) Aen,c(p)
RE-Variante Bl <10 e, <01
PG-ONJ-MR-EVN-VS 46 106
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 20 63
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 23 56

Tabelle 1: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der Fehlerschétzer-Schranken zu Abbildung 4.23.

Mit der Abbildung 4.23 bestétigt sich die verbesserte Konvergenz der einzelnen Teilsyste-
me, wobei dies aufgrund der kleineren Parametermenge zu erwarten war. Vergleichen wir
jedoch die RB-Dimensionen zu den in Tabelle 1 angegebenen Schranken, dann benéGtigen
wir in Summe fiir die getrennten Systeme tendenziell mehr RB-Basisfunktionen wie bei
der Verwendung des vollen Systems. Wir wollen diese Aussage auch noch mit der Be-
trachtung der relativen Fehler bestéatigen.
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Abbildung 4.24: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P!,

[|En(p)—En (D)l x. [1Exn(p)—ENn (D)l x.

RB-Variante ol =00 o, =00
PG-ONJ-MR-EVN-VS 76 126
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 46 76
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 41 74

Tabelle 2: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der maximalen relativen Fehler-Schranken zu Abbildung 4.24.

Bei Betrachtung von Tabelle 2 und Abbildung 4.24 bestétigt sich die eben geduflerte
Vermutung. Der Grund hierfiir ist wahrscheinlich, dass eine Basisfunktion im vollen
System Informationen beider Teilsysteme beinhaltet, wihrend fiir dieselbe Informati-
on in den getrennten Systemen eine Basisfunktion fiir jedes Teilsystem bendtigt wird.
Um ein tieferes Versténdnis fiir den relativen Fehler des reduzierten Modells zu ent-
wickeln, betrachten wir fiir die RB-Variante PG-ONJ-MR-EVN-VS den vektorwertigen
ortsabhéngigen relativen Fehler

|En () — En(2)]
[En ()]

wobei x € Q oder x € Q. Die nachfolgenden ortsabhéngigen Abbildungen wurden dabei
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mit COMSOL generiert. Dabei ist vor allem der Approximationsfehler im Epoxidharz
Qp fiir die im Kapitel 5 beschriebene Optimalsteuerung wichtig. Fiir die nachfolgenden
Abbildungen 4.25 und 4.26 wurde der Parametervektor

[|Ex(p) — EN(p)lee>
IIEN (D)l x.

Pmax = argimax <
PEPIGY

gewihlt, wobei P4%! die in Abbildung 4.24 verwendete Testparametermenge ist. Zunéichst
vergleichen wir die elektromagnetischen Felder der FEM-Losung Ear(Z, pmax) und der
RB-Losung En(, pmax). Wie in Abbildung 4.25 zu erkennen, sehen die Feldbilder der
FEM- und RB-Lésung genau gleich aus. Um den Unterschied besser darzustellen, be-
trachten wir den entstandenen absoluten und relativen vektoriellen Fehler. Sowohl zwi-
schen den absoluten Fehlern und den Feldbildern in Abbildung 4.25 als auch zwischen
den absoluten und relativen Fehlern ist kein direkter Zusammenhang erkennbar. Ver-
gleichen wir hingegen die relativen Fehler in Abbildung 4.26 mit den Felditensitdten in
Abbildung 4.25, dann sehen wir, dass die grofiten relativen Fehler an den Stellen mit
geringer Felditensitéit entstehen. Wie in Abbildung 4.26 zu sehen ist, ist der absolute
Fehler im Epoxidharz kleiner als in der Umgebung und den Antennen. Dies wiederum
lasst vermuten, dass die in Kapitel 5 hergeleiteten Zielfunktionale mit Verwendung der
reduzierten Modelle eine gute Approximation der Zielfunktionale bei Verwendung der
FEM darstellen. Damit kann die Verwendung der ausgangsorientierten RBM sinnvoll
sein um eine frithere Terminierung der Offline-Phase zu einem vorgegebenen Ausgangs-
fehler zu erzielen. Dennoch hat die Betrachtung feldbasierender Fehlerschranken, wie
sie in dieser Arbeit verwendet werden, ihre Berechtigung. Beispielsweise werden in der
Hochfrequenztechnik Modelle, wie sie hier verwendet werden, als N-Port-Netzwerke defi-
niert, deren Eingangs- Ausgangsverhalten durch die vorher erwéihnte S-Parametermatrix
dargestellt wird. Um auch die auf den Antennenports definierten S-Parameter im redu-
zierten Modell gut zu approximieren muss der Fehler im kompletten System klein sein.
Ist das reduzierte Modell demnach eine gute Approximation des kompletten Systems,
dann kann das reduzierte Modell verwendet werden um Zusammenhinge zwischen S-
Parametern und dem Parameterraum der RB oder den optimalen Steuerungsvektoren
herauszuarbeiten.
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Abbildung 4.25: Komplexer Betrag der ortsabhéngigen elektromagnetischen Feldvekto-

ren zu pmax € PYG.
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Abbildung 4.26: Absoluter und relativer Fehler der ortsabhéngigen elektromagnetischen

Feldvektoren zu pmax € PI%.
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4.3.2. Modell 1l: Vier Antennen, ein Objekt

Modellbeschreibung

Abbildung 4.27: Geometrie des zweiten Modells.

Das zweite Modell beinhaltet vier Monopol-Antennen und ein zu erwidrmendes Objekt in
einer Schale, dargestellt in den Abbildungen 4.27 und 4.28. Dabei sind die vier Monopol-
Antennen wie folgt an den entsprechenden Randflichen der Kavitédt angebracht:

1. Antenne: 1 der Lénge (z-Achse), § der Hohe (z-Achse)

der Lénge (z-Achse), 2 der Hohe (2-Achse)

Wi

2. Antenne:

der Breite (y-Achse), = der Hohe (z-Achse)

Wl
Wl

3. Antenne:

4. Antenne: 2 der Breite (y-Achse), 2 der Hohe (2-Achse)
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Abbildung 4.28: Geometrie des zweiten Modells: vier Antennen (links), ein zu
erwiarmendes Objekt (mitte), eine Schale (rechts).

Das zu erwiirmende Objekt und die Schale haben dieselben Mafle (4.93) wie im ersten
Modell. Daher haben wir fiir das zu erwérmende Objekt ebenfalls das gerundete Volumen
V = 2463.0cm?3. Wir wihlen jegliche Gebiete und Materialparameter wie in Modell eins,
wobei der einzige Unterschied die Anzahl der Portoberflichen ist. Wir bezeichnen die
vier Portoberflichen der vier Antennen mit I'p1, I'pa, I'p3 und I'p4. Daher definieren
wir fiir die RBM den Parametervektor

p=(p1, - ,p11)" = (W, Re(erp),Im (er5) , Pin1s Pin2, Pin3, Pina, 01,02, 03,04)"
und die zugehorige Parametermenge
[4.87,57] x [3,3.7] x [2,3.5] x [0,1]* x [0, 27]*.

Wir erhalten damit die folgende affine Darstellung der Sesquilinearform a der Variati-
onsproblemformulierung [Vp] fiir das Modell II:

0i(p) = 1, a(B0) = [ (V% B (V x ¢) 49
Qr "
1
+/ (Vx Ey)-(V x¢)dQ
Hr.G
Q¢
1
+/ (VX En) - (V x ) dQ,
Hr E
Qp
a 2
5(p) = i, az(En, ) = — / (10°)” pogoer,L En - ¢ dQ
Qr
- / (109)2M0€0€r,G Eyx - ¢ dQ,
Q¢
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. 2
0%(p) = pi(p2 + ips), az(En, ) = — / (10%)” poco En - ¢ d2,
Qg
_ [eoers(p
2(p) = ipny | 2 P) B ) = - [ 100 mlEx] el ar.
Hollr,S
Timp
ENE 4
. 0¢r,L
OL(p) = ip1, |, as(En,0) == / 10° 0 m[E] - mifep] T
Holbr, L k=1
P,k

Mit derselben Herleitung der Normierungsfaktoren P, r, 1 < k < 4, wie im ersten
Modell, erhalten wir die folgende affine Darstellung der rechten Seite f der Variations-
problemformulierung [Vp /] fiir das zweite Modell:

. €0 N/ TR
0] (p) = im MEJ’LL\/Pi e P8, fi(p) = =2 / 10° 1o m¢[Eo 1] - mefg] dT,
T, ,1
" I'p1
. €0 N/
e (p) = ipy MEMML N e " fa(p) = =2 / 10%po m[Eo ) - ml¢] dT,
T, ,2
" I'po
. €0 VD6
04 (p) = im MEJ’LL \/? e P10 f3(p) = =2 / 10%uo m[Eo3) - mle] dT,
Ty 3
" I'p3
. €0 N/
@i(p) =1p1 ,UEI:LL \/? e P, f4(§0) = -2 / 109#0 Wt[EOA] 'Wt[SD] dr.
Ty m,4

Aufgrund der Materialwahl Luft an der Antenne sind Py, 1, Pp2, Pn3 und Py, 4 von
der Frequenz unabhingig. Mit der Lagrange-Formulierung in Abschnitt 3.4, sowie der
diskretisierten und evaluierten FEM-Probleme in COMSOL erhalten wir mit der eben
hergeleiteten affinen Darstellung das Lagrange-System

(ZZZI%@)A;X 7 BN >_<Zi1@£<p>fz?f ) (4.98)

0 \WVpEc - 0

Dabei ist die FEM-Dimension N = 385562 und N, = N — Npgc = 379312. Wie im
ersten Modell erhalten wir mit (4.96) das zu reduzierende Gleichungssystem

5 4
(z emBMBD) BV~ ol (n)BA . (1.99)
k=1 k=1
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4. Reduzierte-Basis-Methode

Analog zu der Herleitung bei Modell I erhalten wir hier die vier getrennten Systeme
5 ~
(Z OL(p)Bp Ay BD> ENe =l (pBERY, 1<i<4,
k=1

wobel wiederum

p=(pr.p2.p3)" = (w,Re(er,p) , Tm ()"
und ) ' ) |
olp) = &l(B)vri e, ©l(p) = Sf(B)Vi e,
of(p) = Of{(p)vps e "0, Ol(p) = Of(p)ypr e P,
gilt.

Ergebnisse der RBM

Fiir das zweite Modell werden wir im Folgenden bestimmte Aussagen aus den Ergebnis-
sen des ersten Modells bestdtigen und betrachten die Auswirkung der Verwendung von
vier Antennen auf die RB-Dimension. Aufgrund der gréfileren Anzahl von Parametern
im zweiten Modell wurde fiir die Offline-Phase die Parametermenge P{&™ C P mit 400
zufilligen Parametern verwendet und die maximale Dimension des reduzierten Systems
auf dreihundert festgesetzt. Zudem wurde nach der Reduktion der tatséchliche relative

Fehler auf der Testparametermenge Pi% mit

test train __
Pioo N Py0" =0

betrachtet.

In Abbildung 4.30 sehen wir wieder das unterschiedliche Verhalten des Galerkin-Schétzers
im Vergleich zum MinRes-Schitzer wie in Kapitel 4.3.1. Wie wir bereits in Abbil-
dung 4.12 gesehen haben, liegt das unterschiedliche Verhalten der Fehlerschitzer an der
Approximation der inf-sup-Konstante und nicht an der Norm des Riesz-Repréisentanten
des Residuums, wie in Abbildung 4.29 zu sehen ist.
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4.3. Numerische Ergebnisse
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Abbildung 4.29: Maximum beziiglich der relativen Norm des Riesz-Représentanten und

der reduzierten Losung zu der Parametermenge PY4™ withrend der

Offline-Phase.
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Abbildung 4.30: Maximale Werte des relativen Fehlerschitzers wihrend der Offline-
Phase.
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4. Reduzierte-Basis-Methode
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Abbildung 4.31: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge PG,
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Abbildung 4.32: Maximale Werte des relativen Fehlerschitzers wihrend der Offline-
Phase.
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Abbildung 4.33: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P55 .
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Abbildung 4.34: Maximum beziiglich der relativen Norm des Riesz-Repréisentanten und

der reduzierten Losung zu der Parametermenge Py

Offline-Phase.

iramn wihrend der
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4. Reduzierte-Basis-Methode

Wie in Kapitel 4.3.1 erhalten wir die gleichen Effekte bei der Betrachtung von Feh-
lerschéitzer, sieche Abbildung 4.30, und relativen Fehler, siehe Abbildung 4.31, bei dem
Vergleich von Ritz-Galerkin- und Petrov-Galerkin-Projektion.

Wie in Abbildung 4.34 zu sehen, ergibt sich der Unterschied im Fehlerschétzer aus der
Berechnung des Riesz-Repriasentanten. Aber auch fiir das Modell zwei haben wir bei
der Betrachtung des echten relativen Fehlers in Abbildung 4.33 den Effekt, dass die
Ritz-Galerkin-Projektion die FEM-Losung trotz schlechterem Fehlerschétzerwert besser
approximiert. Nach Betrachtung der Abbildungen 4.29 bis 4.34 lassen sich die in Ka-
pitel 4.3.1 getétigten Aussagen bestétigen. Wir widmen uns nun der Betrachtung der
getrennten Systeme und dabei zunéchst einmal dem Fehlerschéitzerverhalten.

10"

—PG-ONJ-MR-EVN-VS

— -PG-ONJ-MR-EVN-GS-1
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2
PG-ONJ-MR-EVN-GS-3

——PG-ONJ-MR-EVN-GS-4

Acn.c(p)
[1En(p)llx,

102
50 100 150 200 250 300

RB Dimension

Abbildung 4.35: Maximale Werte des relativen Fehlerschétzers wahrend der Offine-
Phase.

Zunichst einmal vergleichen wir die RB-Dimensionen in Tabelle 3 mit denen in Tabelle 1.
Betrachten wir die Werte zur ersten angegebenen Schranke von 1.0, dann unterschreiten
wir bei den getrennten Systemen die Schranke bei den gleichen RB-Dimensionen. Bei
der zweiten Schranke hingegen benétigen wir fiir das System drei und vier eine RB-
Dimension von mehr als achtzig, wihrend die ersten beiden Systeme eine RB-Dimension
von wenig mehr als sechzig benotigen. Betrachtet man hierzu die Positionierungen der
Antennen und deren Nummerierung, sieche Abbildung 4.36, dann sehen wir, dass die
Antennen auf der linken Seitenwand die geringere RB-Dimension benéttigen. Zudem sind
die RB-Dimensionen der ersten beiden Antennen des zweiten Modells und der ersten
Antenne des ersten Modells, welche alle auf der linken Seitenwand positioniert sind,
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4.3. Numerische Ergebnisse

. Aen.c Aen,c
RB-Variante W <1.0 W <0.1
PC-ONJ-MR-EVN-VS 78 177
PC-ONJ-MR-EVN-GS-1 23 63
PG-ONJ-MR-EVN-CS-2 21 61
PG-ONJ-MR-EVN-GS-3 23 86
PG-ONJ-MR-EVN-GS-4 21 82

Tabelle 3: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der Fehlerschitzer-Schranken zu Abbildung 4.35.

vergleichbar. Die beiden anderen Antennen auf der Hinterwand bené6tigen im Vergleich
zu der Antenne im ersten Modell eine héhere RB-Dimension. Der Unterschied in der
benétigten RB-Dimension héngt dabei von der Positionierung der Antennen und deren
Auswirkungen zueinander ab.

Abbildung 4.36: Position und Nummerierung der Antennen des ersten (links) und zwei-
ten (rechts) Modells.

Wir wollen die eben getétigten Aussagen auch noch mit der Betrachtung der relativen
Fehler bestétigen.
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Abbildung 4.37: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge PG,

. E —-FE E —-FE
RB-Variante ! Aﬁg)]v(p)mgnxe <0.1 I Aﬁ\(gi\,(p)]nfjnxe <0.01
PG-ONJ-MR-EVN-VS 132 183
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 45 83
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 45 nicht unterschritten
PG-ONJ-MR-EVN-GS-3 47 nicht unterschritten
PG-ONJ-MR-EVN-GS-4 50 nicht unterschritten

Tabelle 4: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der echten maximalen relativen Fehler-Schranken zu Abbildung 4.37.

Auch in der Tabelle 4 unterschreiten wir den Fehler bei den getrennten Systemen zu
annihernd gleichen RB-Dimensionen. Als weiteren Punkt kénnen wir zudem wieder
sehen, dass die getrennten Systeme in Summe mehr RB-Losungen benétigen als das
volle System. Damit kann auch die entsprechende Aussage aus Kapitel 4.3.1 bestétigt
werden.
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4.3. Numerische Ergebnisse

700
600
500
400
300
200
100

Abbildung 4.38: Komplexer Betrag der ortsabhingigen elektromagnetischen Feldvekto-

ren zu pmax € PYG.

Betrag E-Feld: |Ex (2, pmax)|, © € 0Qp Betrag E-Feld: |En(z,pmax)|, € 0Qp
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4. Reduzierte-Basis-Methode

| Bx (@ Pa) = Ex (2.,

Absoluter Fehler: |Ex (2, pmax) — En (@, Pmax)|, © € BQE1 Relativer Fehler: fpei it wol o e 90 .
08 0.008
06 0.006
. o4 0.004
= R 02 0.002
“ 0 0
Absoluter Fehler: |En (2, pmax) — En (T, Pumax) |, * € Q1 Relativer Fehler: %» z €

0.01

0.008

0.006

0.004

0.002

Absoluter Fehler: |En (x, pmax) — EN (T, Pmax)|, T € 321 Relativer Fehler: MW, z €N oo

0.008
0.006
0.004

0.002

0 0

Abbildung 4.39: Absoluter und relativer Fehler der ortsabhingigen elektromagnetischen

Feldvektoren zu pmax € PG,

Zum Abschluss widmen wir uns wieder den vektorwertigen ortsabhingigen relativen
Fehlern. Hierzu betrachten wir wieder das argumentative Maximum py,.x des relativen
Fehlers beziiglich der Testparametermenge P{%. Zunichst vergleichen wir wieder die
tatséchlichen elektromagnetischen Felder der FEM-Losung Ear(x, pmax) und der RB-
Losung En(x, pmax) bei der RB-Dimension 300 und der RB-Variante PG-ONJ-MR-EVN-
VS. Wie in Abbildung 4.25 zu erkennen ist, ist wieder kein Unterschied in den Feldbilder
der FEM- und RB-Lo6sung erkennbar. Um den Unterschied besser darzustellen, geben
wir den entstandenen absoluten und relativen vektoriellen Fehler an. Wie wir bereits
in Kapitel 4.3.1 herausgearbeitet haben, entsteht auch hier der grofite ortsabhéngige

relative Fehler an den Stellen mit geringer Felditensitét.
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4.3. Numerische Ergebnisse

4.3.3. Modell 1ll: Vier Antennen, zwei Objekte

Modellbeschreibung

Abbildung 4.40: Geometrie des dritten Modells.

Das dritte Modell beinhaltet vier Monopol-Antennen und zwei zu erwirmende Objekte,
dargestellt in den Abbildungen 4.40 und 4.41. Die Position der vier Antennen entspricht
dabei den Positionen aus Modell II.

‘ \\\ ~ . ) \\\\ . \\ -
== Po= =
) T ) = R —
. .. gl LT
i i i

Abbildung 4.41: Geometrie des dritten Modells: vier Antennen (links), zwei zu
erwdrmende Objekte (mitte), zwei Schalen (rechts).
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4. Reduzierte-Basis-Methode

Die zu erwédrmenden Objekte und deren Schalen in Modell III sind skalierte Versionen
der entsprechenden Objekte aus Modell I und II. Das gréflere der beiden zu erwarmenden
Objekte und dessen Schale haben die nach Abbildung 4.6 definierten Mafe:

he = 4.4cm, h; =3.2cm, b=0.8cm, r=11.2cm. (4.100)
Fiir das kleinere Objekt und dessen Schale haben wir die Mafle:
he = 4.4cm, h; =3.2cm, b=0.8cm, r = 8.96cm. (4.101)

Damit ergeben sich fiir die zu erwérmenden Objekte die Volumina Vg1 = 1261.1cm3
und Vg o = 807.1cm?. Fiir die beiden Epoxidharzobjekte definieren wir zwei verschiedene
Materialparameter

Re (er,p1(w)) € (3,3.7], Im(epi(w)) €[2,35], prnp1=1
fiir das groflere Objekt Qg 1, und
Re(erp2(w)) € [3,3.7], Im (e po(w)) €(2,3.5], prnp2=1

fiir das kleinere Objekt Qg 2. Ansonsten wihlen wir die Gebiete und Materialparameter
wie in Modell II. Daher definieren wir fiir die RBM den Parametervektor
)" = (w,Re(erp1),Im (6,.51) ,Re (er52) , Im (¢ 52) ,

Pin 1, Pin2, Pin 3, Pina, 01,02, 03, 0s)"

p:(ph---,pl?,

und die zugehorige Parametermenge
P = [4.87, 57] x [3,3.7] x [2,3.5] x [3,3.7] x [2,3.5] x [0,1]* x [0, 27]*.

Es ergibt sich damit die folgende affine Darstellung der Sesquilinearform a der Variati-
onsproblemformulierung [Vp y] fiir das Modell III:

0l(p) = 1. ar(Ex¢) = / (V x Ex) - (V x @) d2

Qr

1
+/ (VX Ep)-(Vxgp)d2
Hr,G

Mo, L

2

1

+ / V X Ex) - (V x @) dS,

DN et ) (V x ¢)
E.k
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4.3. Numerische Ergebnisse

2
S(p) = pi, az(Epn, ) = — / (10°) pogoer,r, En - ¢ dQ
Qr
2
— [ 00 pozoerc By de
Q¢
. 2
0% (p) = pi(p2 + ips), az(En, ) = — / (10%)” oo En - ¢ d2,
QE1
. 2
O%(p) = pi(ps + ips), as(Epn, @) = — / (10%)” oo En - ¢ d2,
QE 2
_ [eoers(p
02(p) = ipry | 25 P) B g) = - [ 10%0 mlEx] el ar.
Moy, S
FIMP
. EnE
O5(p) = Zpl\/w, 6(EN, #) Z / 10%u0 m[En] - me[] dT.
MOty L =1 [
P,k

Mit derselben Herleitung der Normierungsfaktoren P, 1 < k < 4, wie im ersten
Modell, erhalten wir die folgende affine Darstellung der rechten Seite f der Variations-
problemformulierung [Vp a2 fiir das Modell III:

. [EerD VD6
o) (p) = ipy [~k ML oivo, fi(p) = =2 / 10° 10 m[Eoa] - mlg] dT,
Hotr,L v/ Pm1
. [EerD DT
0) (p) = ipy |~k NI i falp) = =2 | 10°u0 m[Eos] - mig] dT,

IU’OILLT‘,L 1/ Pm,Q

. c0erl VPS
Of(p) = ipy, |0k NEE o—imz f3(p) = —2 / 10° 10 m[Eo3] - mlg] dT,
Hotr,L v/ P 3

E0€ \/ :
O (p) = ipy | Crk VIO iy

HOofr,L +/ Pm,4 ’

) 10°uo m¢[Eo,4] - melg] dT.

Aufgrund der Materialwahl Luft an der Antenne sind Py, 1, P2, Pn3 und Py, 4 von der
Frequenz unabhéngig. Mit der Lagrange-Formulierung in Abschnitt 3.4 der diskretisier-
ten und evaluierten FEM-Probleme in COMSOL koénnen wir mit der eben hergeleiteten
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4. Reduzierte-Basis-Methode

affinen Darstellung das Lagrange-System

(TGl DTy (B Y (TLOAT)

0 A\VpPEC 0

herleiten. Dabei ist die FEM-Dimension A" = 384975 und N, = N — Npgc = 378725.
Wie in Modell T leiten wir mit (4.96) das zu reduzierende Gleichungssystem

6 4
(Z @%(p)BgAQ/BD> EN- =Y "ol (p)Bh Y (4.103)
k=1 k=1

her und mit den entsprechend definierten Parameterfunktionen ©; und der Parameter-
definition von p die vier getrennten Systeme

6
(Z @Z(ﬁ)BgAQ/BD> ENe =0/ (p)BERN, 1<i<4.
k=1

Ergebnisse der RBM

Im Folgenden geben wir die Ergebnisse zu dem dritten Modell an, die die Aussagen
aus den ersten beiden Modellen bestéitigen. Da dabei aber keine neuen Erkenntnisse
abgeleitet werden, geben wir lediglich deren Graphen ohne weitere Kommentare an.
Dabei wurde in der Offline-Phase wiederum eine Parametermenge ng%i” C P mit 550
zufilligen Parametern verwendet und die maximale Dimension des reduzierten Systems
auf 400 festgesetzt. Zudem wurde nach der Reduktion der tatséchliche relative Fehler zu

der Testparametermenge P& mit

test train __
Pioo NPysp"™ =0

betrachtet.
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Abbildung 4.42: Maximale Werte des relativen Fehlerschitzers wihrend der Offline-

Phase.
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Abbildung 4.43: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P{5j .
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Abbildung 4.44: Maximale Werte des relativen Fehlerschitzers wihrend der Offline-

Phase.
: Aen,c(p) Aen,c(p)
RB-Variante TEn @, <1.0 TEn T, <0.1
PG-ONJ-MR-EVN-VS 131 313
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 42 154
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 41 151
PG-ONJ-MR-EVN-GS-3 38 211
PG-ONJ-MR-EVN-GS-4 37 168

Tabelle 5: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der Fehlerschétzer-Schranken zu Abbildung 4.44
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Abbildung 4.45: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge PG,

RB-Variante llEAﬁg&f)mi)er <0.1 HENH(E)N}JE)IHSSH& <0.01
PG-ONJ-MR-EVN-VS 200 302
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 95 nicht unterschritten
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 124 170
PG-ONJ-MR-EVN-GS-3 91 nicht unterschritten
PG-ONJ-MR-EVN-GS-4 86 192

Tabelle 6: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der echten maximalen relativen Fehler-Schranken zu Abbildung 4.45.
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4.3.4. Zusammenfassung

Die in dieser Arbeit dargelegten Ergebnisse zeigen einige interessante Aspekte bei der
Verwendung der RBM im Bereich der Hochfrequenztechnik auf. Der erste wichtige
Aspekt bezieht sich dabei auf die Notwendigkeit der Orthonormalisierung der RB-Basis-
matrix =., welche zu einer verbesserten Stabilitdt des Fehlerschitzers und des Redukti-
onsalgorithmus fiithrt. Zudem konnte herausgearbeitet werden, dass das Konditionskri-
terium der reduzierten Systemmatrizen, die in direktem Zusammenhang mit Konditi-
on der RB-Basismatrix steht, in der Offline-Phase zusammen mit dem Fehlerschétzer
verwendet werden kann, um ein Abbruchkriterium fiir die maximale Anzahl an Basis-
vektoren zu kreieren. Ein weiterer wichtiger Aspekt bezieht sich auf die Approximation
der inf-sup-Konstante zur Berechnung des Fehlerschétzers. Hierbei konnte festgestellt
werden, dass unabhéngig von der Wahl der Approximation die reduzierten Modelle alle
eine annihernd gleiche Approximationsgiite aufweisen. Interessant dabei ist jedoch, dass
trotz der besseren Approximation der inf-sup-Konstanten durch die Verwendung der Ei-
genvektorenerweiterung nicht nur keine besseren RB-Modelle generiert wurden, sondern
dies auch noch zu einer fritheren Terminierung der Offline-Phase aufgrund des Konditi-
onskriteriums fiithrte. Der néchste interessante Aspekt bezieht sich auf die Betrachtung
der Ritz-Galerkin- und Petrov-Galerkin-Projektion. Wiahrend der Fehlerschitzer fiir die
Ritz-Galerkin-Projektion in der Offline-Phase einen grofieren Fehler vorraussagt, konnte
eine bessere Approximation des RB-Modells im Vergleich zur Petrov-Galerkin-Projektion
festgestellt werden. Dies zeigt gut auf, dass bessere Fehlerschitzer-Werte nicht als Indiz
fiir eine bessere Approximationsgiite des reduzierten Systems verwendet werden kann.
Der letzte Aspekt betrifft die Betrachtung der getrennten Systeme, denn in Summe
werden mehr RB-Basisvektoren fiir die getrennten Systeme benétigt als bei den vollen
Systemen.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Elektromagnetische Wellen innerhalb einer geschlossenen Kavitéat fithren zu stehenden
Wellen. Fiir die Erwarmung von Epoxidharzen bedeutet dies, dass sich Zonen mit mehr
Erwérmung und Zonen mit geringerer Erwérmung ergeben und diese verdndern sich je
nach Anregung des Systems. Um die elektromagnetischen Felder fiir den Erwarmungs-
prozess optimal zu steuern, leiten wir in Abschnitt 5.1 kontinuierliche Optimalsteue-
rungsprobleme her und diskutieren dazu die Existenz von deren Loésungen. In Ab-
schnitt 5.2 erdrtern wir die diskreten Optimalsteuerungsprobleme und betrachten den
resultierenden Fehler zwischen der kontinuierlichen und der diskreten Losung. Bei einer
komplexen Geometrie wird ein hochdimensionaler FE-Raum benétigt und die Berech-
nung einer Losung ist sehr rechenintensiv, was bei den dazugehorigen Optimalsteuerungs-
problemen zu sehr hohen Rechenzeiten fithrt. Um diese Rechenzeit zu verringern be-
schreiben wir in Abschnitt 5.3 die reduzierten Optimalsteuerungsprobleme allgemein und
diskutieren den Fehler zwischen der reduzierten und kontinuierlichen Losung. Weiterhin
betrachten wir auch kurz die getrennten Systeme, welche zusiitzlich die Moglichkeit der
Parallelisierung ermoglichen.

5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Bei der Betrachtung kontinuierlicher Optimalsteuerungsprobleme werden Zielfunktionale
beziiglich der Steuerparametervektoren und der Losung der kontinuierlichen Variations-
formulierung [Vk| betrachtet, wobei die Variationsformulierung [Vk| als Nebenbedin-
gung an das Optimierungsproblem gestellt wird. Innerhalb dieser Arbeit beschéftigen
wir uns mit der Betrachtung von kohérenten Feldern, wobei kohérent bedeutet, dass an
den einzelnen Antennen jeweils dieselbe Frequenz angeregt wird. Neben der Frequenz
sind die weiteren Steuergréflen gegeben durch die eingespeiste Leistung und die Phase
der einzelnen Antennen.

Definition 5.1. Der Steuerparametervektor pg besteht aus der Frequenz w, den einge-
speisten Leistungen Pj,; und den Phasen 6; der einzelnen Antennen, wobei 1 <1 < K4
und K 4 die Anzahl der Antennen. Die Steuerparameter sind demnach

wER, [Pl € REA, [6i]5A € RE4,

Somit sind der Steuerparametervektor und der Steuerparameterraum gegeben durch

T T
ps = (w, (1Pnalis) . (18015 ) € Py = [Wmin, Wmax] X [0, Pnax] 4 x [0, 274,

Nach Definition 5.1 ist die Parametermenge Pg kompakt.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

5.1.1. Stetige Abhangigkeit der Lésung beziiglich der Steuerparameter

Um die Stetigkeit der Losung F € X, der variationellen Formulierung [Vik]|, gegeben in
Kapitel 3, beziiglich des Steuerparametervektors pg zu beweisen, benétigen wir zunéchst
die uniforme Beschrinktheit der Losung beziiglich der Steuerparameter.

Lemma 5.2. Es existiert eine von den Steuerparametern unabhdngige uniforme Kon-
stante C' > 0 mit
1E|lx. <C

fir alle Losungen E € X, von [VK] zu dem Parametervektor pg € Pg.

Beweis. Nach Satz 3.10 erfiillt jede Losung E € X, von [Vk| zu dem Parametervektor
ps € Pg die Ungleichung )
1] x. < CllFlx:s

wobei F das Dualraumelement darstellt, welches gegeben ist als die rechte Seite von
[Vk]. Setzen wir das zum Parametervektor pg zugehorige Funktional ein und verwenden
die Voraussetzung 2.10, so ergibt sich

. \ Pin —1
fl“p,l iwY (w) = e~ my[Ey ] - me[g] T

. Ka | Pt ()]
£ x, <2Cuo E sup
=1 peXe HSOHXE

1
ko[ Jop = ImlEo ] mle] ar
< Clz sup ‘ m,l(w)|
2 Tl

mit

Cl = 2C',u0wmax \/Yn21ax7Re + Ynglax,lm \% Pmax-

Um nun weitere Abschétzungen zu treffen, verwenden wir die in Satz 2.11 hergeleitete
Darstellung des Leistungsnormierungsfaktors

1 €
Prale) =~ /MOZTF / Re (Ver(@) (v [Bog] x vl [Eogl)) -n dS. (5.1)

Um den Normierungsfaktor P, ;(w) abzuschétzen, betrachten wir die komplexe Wurzel
der relativen Permittivitét, fiir die bereits Re(y/er(w)) > 0 in Abschnitt 2.5 gezeigt
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

wurde. Daraus erhalten wir mit Voraussetzung 2.10 die folgenden beiden Bedingungen
2 2
(Re( gr(w))> — (Im( 6T(w))) = Re (e, (w)) >0,
9Re («/&(w)) Im ( sr(w)) = Im (£,(w)) > 0
indem wir den Real- und Imaginérteil des Quadrates der komplexen Zahl /e, (w) mit

dem Real- und Imaginirteil der komplexen Zahl e, (w) vergleichen. Verwenden wir die
beiden Bedingungen, dann kénnen wir die Darstellung

Re (Ver(@) = \/ . <Re £r(w)) + y/Re (e (@) + Im <er<w>>2>

herleiten. Die Korrektheit dieser Darstellung ldsst sich leicht nachvollziehen, indem in
die rechte Seite die beiden Bedingungsgleichungen eingesetzt und umgeformt werden.

Wir erhalten somit
Re (x/sT(w)) > \/Emin,Re-

Mit der Vektoridentitit (4.94) folgern wir aus der obigen Darstellung

€0€min,Re

1
Phi(w) > =
™ ( ) 2 HoMmax

||’Yt[EO,l]H[2L?([‘PJ)]37 (5.2)

wobei dies wiederum bedeutet, dass P, ;(w) > 0. Mit (5.2) ergibt sich somit

P,
\/‘ m, l \/ €0€min,Re H% [EO l]

1o Hmax (L7 (Tp)]?
Verwenden wir nun die Holder-Ungleichung und
Imelelll iz p e < llellxe
dann folgt
Ch ZA Ime [ Boalll 2 o p.e

IE]x. <

ll /€0€min,Re ; |’7t|:E07l”|[L%(FPJ)]3 .
2 MO Mmax

Mit Lemma 5.2 kénnen wir nun folgende Aussage iiber die Konvergenz von Ldsungen
FE € X, beziiglich der Steuerparametervektoren pg beweisen.

O
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Satz 5.3. Sei psr = (ps)ir konvergente Folge in Pg mit Grenzwert ps € Pg. Zu der
Folge an Lisungen Ej, von [Vx] zu den Parametervektoren pgy, existiert eine konvergente
Teilfolge mit Grenzwert E und E ist Losung von [Vk| zu dem Parametervektor pg.

Beweis. Nach Satz 3.10 existieren fiir alle pg s, £ € N, und pg die eindeutigen Losungen
Ei,E € X, zu dem Variationsproblem [Vi]. Wegen Lemma 5.2 ist die Folge (Ep)x
uniform durch eine von den Steuerparametern unabhéngige Konstante C' beschrankt. Da
X ein Hilbertraum ist, existiert eine schwach konvergente Teilfolge (E}, ); mit Grenzwert
E € X.. Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir die Teilfolge (Ey,); wiederum
mit (Ey),. Wir zeigen nun, dass aus der schwachen Konvergenz der Losungen

la(Ex, ¢, psik) — a(E, ¢, ps)| =30 (5.3)
und i
N —00
| f(p,psk) — flp,Ds)| — 0 (5.4)

folgt. Mit diesen beiden Konvergenzaussagen erhalten wir dann
a(E, ¢, ps) = lim a(Ek, p,psk) = lim f(p,psk) = f(p,Ps), (5.5)
k—o0 k—o0

was beweist, dass der Grenzwert E = F und die Losung von [Vk] zum Parametervektor
Ps ist. Zuerst beweisen wir die Aussage (5.3) und erhalten hierfiir aufgrund der Linearitét
der Sesquilinearform und der Dreiecksungleichung

|a(Ey, ¢, psk) — a(E, ¢, ps)| (5.6)

<! /<VX<Ek—E>>‘<vX¢>dQ

Hmin

~+ oo /wzsr(wk) Ep-p— w%r(w) E - dQ
Q

+ o / iwkY (w) T [Eg] - ] —i0Y () m[E] - ] dT

Trmp

Ka
+uo Y / iwpY (wy) By - melp] — i0Y (@) m[E] - mfe] dT
=111,

=: Iy + eopol Iy + pol Iy + polVy.

/J’rmn
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Im folgenden beweisen wir die Konvergenz der einzelnen Terme gegen Null. Als erstes
betrachten wir den Term [ und definieren hierfiir den Operator

L,:X.—C, (5.7)

EHE@[E]:/(VXE)-(VX@)dQ.
Q

Aufgrund der Linearitit des Integrals und des curl-Operators ist der Operator L, linear.
Die Stetigkeit des Operators folgt aus der Holder-Ungleichung und der Definition der
Norm (3.2) von X,. Damit folgt £, € X, und somit

Iy = /(VX (B — E)) - (V x ¢) dQ| = |L,[Ey, — E]| "= 0,
Q

aufgrund der schwachen Konvergenz der Folge Fj. Fiir den zweiten Term gilt mit der
Dreiecksungleichung und der Hélder-Ungleichung

Il = /wl%gr(wk) By ¢ — &% (@) E- ¢ dQ
0

<| [ (Wier(wp) — % (@) By - @ dQ| 4 | | &% (Q) (B — E) - ¢ d
/ /

1Bullpz@yplellizzop + [£olB— EI|  (5.8)

< sup |wier (wr) — %er (@)
FISY)

mit dem Operator

~

Ly: Xe — C,

E v L,E] = /@2&(@) E - dS.
Q

Nach Voraussetzung 2.10 ist die relative frequenzabhéngige Permittivitit e, (w) stetig

beziiglich w, weswegen
~N| k=00

‘wzsr(wk) - cDQz-:r(w)| — 0
in jedem Punkt z € Q gilt und somit konvergiert auch das Supremum gegen Null. Da
die beiden Normen aufgrund von ¢ € X, und der uniformen Beschrinktheit der Folge
(Eg)r beschrankt sind, konvergiert der erste Term in (5.8) gegen Null. Der Beweis fiir
die Konvergenz des zweiten Terms gegen Null folgt analog zum Beweis des Termes I,
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

womit sich

I, =% 0
ergibt. Analog zu dem Beweis der Konvergenz des Termes I erhalten wir iiber die
Stetigkeit von Y (w) nach Satz 2.11 und der Stetigkeit der Tangentialoperatoren nach
Satz 2.8 das auch die Terme I11;, und I'Vj gegen Null konvergieren. Damit folgt in (5.6)
die zu zeigende Konvergenz (5.3).
Bevor wir (5.4) beweisen, betrachten wir die Abbildungen h; : Pg — C, 1 <1 < Ky,

definiert durch
V P’in,l efigl .
|Pm,l(w)|

Aufgrund der Stetigkeit der Wurzelfunktion und da wegen (5.2) gerade Pp,; > 0 gilt, ist
auch die Abbildung h;(ps) stetig beziiglich des Steuerparametervektors pg. Wir erhalten
somit fiir die rechte Seite

|f(90ap5,k) - f(%ﬁs)| (59)

hi(ps) = w

2le / (@e)hu(ps) — Y (@)hi(ps)) m[Foy] - mili] dT
er,l

KAA \/Pinl

<2y o sup [V(wn) = Y (@) 7l Bodll 2y 191l x.
; ‘Pml(w)‘ z€lp :(Cpu)

1

+2Z¢ 2 e + Yiawtm (s k) = (b)) 1w Boll| e I x. -

Mit der Stetigkeit von h;(ps) und Y (w), nach Satz 2.11, sowie der Definition des Vek-
torfeldes Ep; auf der beschréankten Oberfliche I'p; und ¢ € X, folgt mit den gleichen
Argumenten wie zuvor die Behauptung (5.4). Somit haben wir nun (5.5) und daher die
schwache Konvergenz der Feldlésungen bewiesen.

Aufgrund der schwachen Konvergenz der Losungen erhalten wir den schwachen Grenz-
wert Fj — Jofce 0, fiir den wir nun noch die starke Konvergenz beweisen miissen. Um
nun die starke Konvergenz und damit die stetige Abhéngigkeit zu beweisen, betrachten
wir die Gleichung

a’(Ek’ %PS,k:) - (I(E, (paﬁS) = f(SO»PS,k) - f(cpvﬁS)v (510)

zu der schwach konvergenten Folge an Losungen Ej M2 f und der stark konvergenten

Folge der Steuerparametervektoren pg oo ps. Wegen der Linearitdt der Sesqiline-
arform, der Linearitdt der Spuroperatoren und mit dem Einfiigen von entsprechenden
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Zwischentermen erhalten wir fiir die linke Seite

a(Ey, @vps,k) —a(E, ¢, ps)

::r J (v < (B - E)> (VX p) 2 — Q/Eouow%r(o?) (Ep — E) - ¢ dQ

Ka
- / ino@Y (@) m[Ey, — E] - mfp] dT = / @Y () m[Ey — E] - me] dU

Trvp l:1FP,l

— /60,&0 (w,%er(wk) — (2)2€r(d})) Ek 2 dQ)
Q

- / it (WY (wr) — @Y (@) m[Ex] - ml] dU

TPrvp

Ka
= / o (WY (wi) — Y (@) m[Ex] - ml] dT
I=1p,,

:a(Ek - E7 907]35) + R(wkawa Ek)

Betrachten wir nun den Grenzwert und verwenden den Satz von Lebesgue, dann erhalten
wir aufgrund der Stetigkeit der Parameterfunktionen nach Satz 2.11 gerade

~ k—o0 ~

a(Ek’ - E7 @7]55) + R(wk’7d}>Ek) — a(klig.lo(Ek - E)7 @7155')7 (511>

da der Restterm R(wy, @, Fx) wegen der starken Konvergenz in den Parameterfunktionen
entsprechend gegen Null konvergiert. Des Weiteren erhalten wir

lim (f(%ps,k) - f((pa]aS)) =0 (512)

k—o0

aufgrund der Stetigkeit der Parameterfunktionen der rechten Seite. Nach Grenziibergang
in (5.10), indem wir (5.11) und (5.12) verwenden, ergibt sich die Variationsgleichung

A

Cl( lim (Ek_E)7(107ﬁS) :07 QDEX&

k—oo

Nach Satz 3.10 zur Existenz von Losungen der Variationsprobleme [Vk] gilt, dass die
eindeutige Losung der obigen Variationsgleichung F = 0 ist, also

lim (B, — E) =0

k—o00

in X, gilt, und dies entspricht gerade der starken Konvergenz der Losungen. O
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Korollar 5.4. Der Lésungsraum
Ls ={F € X, : E Losung von [Vk] zu pg € Pg}

des Variationsproblems [Vk| zur Steuerparametermenge Pg ist kompakt.

Beweis. Betrachten wir eine Folge an Losungen (Ej)reny C Lg, dann sind diese nach
Satz 3.10 eindeutig iiber die Variationsformulierung [Vk] und eine Folge (ps i )ren C Ps
bestimmt. Da Pg C R2XK4 eine kompakte Teilmenge ist, existiert eine konvergente
Teilfolge (ps k, Jnen mit Grenzwert pg. Nach Ubergang auf eine weitere Teilfolge erhalten
wir mit Satz 5.3 die Existenz einer konvergenten Teilfolge der Losungsfolge (Ejy)ken und
damit die Kompaktheit. O

Wir haben somit den wichtigsten Satz fiir die Optimalsteuerung bewiesen und fithren
im néachsten Abschnitt zwei verschiedene Zielfunktionale ein und definieren die dazu-
gehorigen Optimalsteuerungsprobleme.

5.1.2. Optimalsteuerungsprobleme

Die gleichméflige Erwidrmung eines Objektes wird durch ein konstantes elektromagne-
tisches Feld in einem Gebiet V' C ) erzeugt. Dieses elektrische Feld bezeichnen wir
im Folgenden mit Ey. Wir wollen nun Felder erzeugen, die dieses Feld bestmoglichst
approximieren. Hierzu definieren wir das erste Optimalsteuerungsproblem:

e Finde zu Fy € X, jenes pg € Pg und F € X, wobei E Losung von [Vk]| zum
Parametervektor pg ist, sodass diese Losung des folgenden Optimierungsproblems
sind:

11 )

min 7y (ps, £) = gm”E - EVH[LQ(V)]3

[O1]x B,
unter a(E,¢,ps) = f(p,ps), ¢ € Xe.
Fine direkte Folgerung aus der Definition des Zielfunktionals Z; ist deren Stetigkeit in
Bezug auf ihre beiden Komponenten.
Lemma 5.5. Das Zielfunktional Z1 : Pg x X, — R>q ist stetig in jeder Komponente.

Beweis. Die Stetigkeit beziiglich des Steuerparametervektors pg ist klar, da diese nicht
im Zielfunktional auftritt. Die Stetigkeit in der anderen Komponente E folgt direkt aus
der entsprechenden Dreiecksungleichung fiir die Norm, wenn die Stetigkeit der Wurzel-
funktion ausgenutzt wird. O
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Neben der eben angegebenen Feldsteuerung wollen wir die elektromagnetischen Felder
fiir die Erwdrmung von Objekten nutzen. Hierfiir haben wir in Abschnitt 2.3 bereits
eine Leistungserhaltungsgleichung (2.59) hergeleitet, in der das Integral wie in (2.60) die
elektromagnetischen Verluste darstellt. Nach Voraussetzung 2.10 betrachten wir inner-
halb dieser Arbeit Materialien ohne magnetische Verluste, also Im(u,) = 0, weswegen
die durch die elektromagnetischen Felder erzeugten Verluste gegeben sind als

}hﬁozi/mMM&@mm%m

\%

Wir verwenden diese Darstellung und beweisen, dass diese entsprechende Normeigen-
schaften besitzt. Damit eine entsprechende Definition sinnvoll ist, muss fiir das betrach-
tete Gebiet V' der Imaginérteil der Permittivitéit Im(e,(w)) ungleich Null sein.

Definition 5.6. Wir bezeichnen mit ||-||py,ps) die Verlustleistung im Gebiet V. C ,
die gegeben ist durch

1
Hﬂ%mw—2/mMM&WMH%M
|4

Lemma 5.7. Sei V C Q. Gilt Im(e,(w)) > 0 in jedem Punkt innerhalb des Gebiets V,
dann ist die Verlustleistung |-||p(v,ps) €ine Norm auf [LQ(V)]3.

Beweis. Als erstes miissen wir zeigen, dass aus || E|| p(v,) = 0 bereits E = 0 in [L*(V)] ’
folgt. Nach der Voraussetzung des Lemmas gilt

Im(e,(w)) >0 (5.13)
im kompletten Gebiet V. Damit ergibt sich

V2
0= 1Bl p(vips) = 5 VEalv/Emer @) Ell gy

Da (5.13) gilt, folgt sogleich E = 0, aufgrund der Normeigenschaft in [LQ(V)]3. Die an-
deren beiden Normbedingungen folgen ebenfalls aus der Normeigenschaft von ||H[ L2V
und der obigen Darstellung.
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Fiir das zweite Optimalsteuerungsproblem verwenden wir Definition 5.6 mit der Voraus-
setzung Im(e,(w)) > 0 in V und erhalten:

e Finde zu Fy € X, jenes ps € Pg und E € X, wobei E Losung von [Vik] zum
Parametervektor pg ist, sodass diese Losung des folgenden Optimierungsproblems

sind:
in Zs(ps. E) = - |E — Ey||?
min =—-——|F -
03] pachy, 2P 2|V VIIP(V,ps)
2K FEeX,

unter a(E,p,ps) = f(p,ps), ¢ € Xe.

Vergleichen wir [Oz]k mit [O1]k, dann unterscheiden sich die beiden Zielfunktionale um
den paramterabhingigen Faktor w Im(e,(w)). Dies stellt gerade eine Skalierung beziiglich
der elektromagnetischen Verluste dar. Aus der Definition des Zielfunktionals Z5 erhalten
wir wiederum die Stetigkeit in Bezug auf die beiden Komponenten.

Lemma 5.8. Das Zielfunktional Zy : Pg x X. — R>q ist stetig in jeder Komponente.

Beweis. Die Stetigkeit beziiglich des Steuerparametervektors pg folgt aus der Stetigkeit
der Abbildung ,(w) nach Voraussetzung 2.10. Die Stetigkeit in der anderen Kompo-
nenten folgt wiederum direkt aus der entsprechenden Dreiecksungleichung fiir die Norm,
wenn die Stetigkeit der Wurzelfunktion ausgenutzt wird. O

Als néchstes geben wir noch die Definition optimaler Steuerungen und der dazugehorigen
Zustande an.

Definition 5.9. Sei k = 1,2, (pg, E’) € O C Pg x X, ein Element der zulédssigen Menge

O zu [Og]k. Ist das Tupel (pg, E) lokal optimal zu Ey, also
Zk(p37E) 2 Zk(ﬁS,E), (p57E) S Ue(ﬁ57E) C (O)v

mit

A~ A~

Udlps, B) = { (s, E) € 0: d (55, ), (ps. B)) = 1ps = psllzsona + 1B = Ellx, < e},

dann heifit pg lokal optimale Steuerung und der dazugehorige Zustand E lokal optimaler

Zustand. Ist das Tupel (pg, F) global optimal zu Ey, also

A

Zk(pS7E) Z Zk‘(ﬁSaE)7 (p57E) € (O)v

dann heiflt pg global optimale Steuerung und der dazugehorige Zustand E global opti-
maler Zustand.
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Fiir die zulédssige Menge Q@ definieren wir noch
0=05 x0,, 0gcCclPg, 0O.C X, (5.14)

mit der Bedingung P;,; > 0, 1 < < K4, an die Leistungen zu dem Parameter pg €
0Og. Mit Lemma 5.5 und Lemma 5.8 kénnen wir nun die Existenz globaler optimaler
Steuerungen zu den Optimalsteuerungsproblemen [O;]k und [O2]kx beweisen.

Satz 5.10. Es existiert mindestens ein Losungs-Tupel (ﬁS,E) € O zu dem Optimal-
steuerungsproblem [Oklk, k = 1,2.

Beweis. Nach Satz 5.3, bzw. Korollar 5.4, erhalten wir fiir jede Folge an Loésungs-
Tupel (psn, En)nen C O die Existenz einer konvergenten Folge an Losungs-Tupel in
der zuldssigen Menge . Damit ist O kompakt. Die Zielfunktionale Zj, k = 1,2, sind
nach Lemma 5.5 und Lemma 5.8 stetig. Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen
nach dem Satz von Weierstral immer ein Minimum annehmen, ist dies gleichbedeutend
mit der Existenz einer globalen optimalen Steuerung nach Definition 5.9. O

In der Optimalsteuerung wird die Losung der Variationsformulierung, welche als Neben-
bedingung fungiert, auch Zustand genannt. Dieser Zustand ist daher indirekt abhéngig
von der Steuerung, weshalb ein entsprechender Steuerungs-Zustands-Operator definiert
wird.

Definition 5.11. Der Operator

E: PS — Xe,
ps — Elps];
gegeben als Losung des Variationsproblems [Vi| zum Parametervektor pg € Pg, heifit
Steuerungs-Zustands-Operator. Dieser bildet die Parametermenge Pg eindeutig auf die

Losungsmenge Ly C X, ab. Sei T : X, — [L?*(V)]? der lineare Einschrinkungsoperator
auf V. Der Operator

S:Pg— [LA(V)P?,
ps = Sps] = T[Eps]],

bildet den Zustand &[pg] auf das fiir das Zielfunktional entsprechende Teilgebiet V' ab.

Die Eindeutigkeit des Operators £ in Definition 5.11 ergibt sich wegen der Losungseigen-
schaft in Satz 3.10. Aufgrund der nichtlinearen Abhéngigkeit des Variationsproblems
[Vk] von den Steuerparametervektoren pg sind der Steuerungs-Zustands-Operator £
und der Operator S nichtlinear, jedoch ist £ wegen Satz 5.3 stetig. Die Stetigkeit von
S folgt dabei aus der Stetigkeit der einzelnen Operatoren £ und 7. Zur Vereinfachung
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der Notation werden wir weiterfithrend den Einschréankungsoperator 7 und damit auch
S nicht verwenden, da deren Verwendung aus dem Kontext heraus klar ist. Mit Defi-
nition 5.11 kénnen wir die beiden Optimierungsprobleme [Ok|k, k = 1,2, entsprechend
umformulieren zu

_ 11 )
nin 2 [ps] = 3TV 1€[ps] — Ev Iy (5.15)
und
11
in Z =_-— — Ey|? :

Die beiden Zielfunktionale Z; und Zs werden auf den Steuerungsparameter pg reduzierte
Zielfunktionale genannt. Die Stetigkeit beziiglich der Steuerparameter folgt dabei direkt
aus der Stetigkeit des Operators £, Lemma 5.5 und Lemma 5.8.

5.1.3. Erste Variation und Gateaux-Differenzierbarkeit

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die beiden Optimalsteuerungsprobleme beschrie-
ben und die Existenz von Lésungen bewiesen haben, betrachten wir innerhalb dieses
Abschnitts entsprechende Ableitungen beziiglich der Steuerung. Damit kénnen dann
auch gradientenbasierende Optimierungsalgorithmen verwendet werden. Hierzu fithren
wir als erstes folgende Definitionen ein.

Definition 5.12. Seien X,Y Banachriume, X C X offen und F' : X — Y. Existiert zu
gegebenen Elementen u € X, v € X der Grenzwert

dF[u,v] = lim Flut ho] = Flu)

Y, 1
h—0 h €L (5-17)

so heif3t dieser Richtungsableitung von F an der Stelle v in Richtung v. Existiert dieser
Grenzwert fiir alle v € X, dann heifit die Abbildung v — 0F[u,v] erste Variation von F
an der Stelle u in Richtung v.

Definition 5.13. Seien X,Y Banachrdume. Existieren die erste Variation dF'[u,v] an
der Stelle u und ein linearer stetiger Operator A : X — Y, sodass

0F[u,v] = Av, v € X, (5.18)

dann heifit F' an der Stelle u Géteauz-differenzierbar und A Gateaux-Ableitung von F
an der Stelle u. Man schreibt dann auch A = VF[u].

Bemerkung 5.14. Sind X, Y endlichdimensional, dann entspricht 6 F'[u, v] der klassischen
Richtungsableitung.

Um die erste Variation und die Gateaux-Ableitung der Optimalsteuerungsprobleme
[Oklk, k = 1,2, in Bezug auf den Steuerparametervektor pg herzuleiten, benotigen wir
zusétzlich zu Voraussetzung 2.10 die folgenden Voraussetzungen.
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Voraussetzung 5.15. Fiir die Abbildung w — &,(w) existiert die erste Variation
der|w, @] fiir alle w € [Wmin, Wmax), @ € R und in jedem Punkt aus €.

Voraussetzung 5.16. Fiir die Abbildung w — &,(w) existiert die Gateaux-Ableitung
Ve, [w] fiir alle w € [Wmin, Wmax] und in jedem Punkt aus Q.

Hierbei ist Voraussetzung 5.16 eine stirkere Bedingung als Voraussetzung 5.15 und kann
als Spezialfall betrachtet werden. Wir erhalten damit folgende Aussagen fiir die anderen
frequenzabhéingigen Parameterfunktionen.

Lemma 5.17. Gilt Voraussetzung 5.15, dann existiert die erste Variation zu den fre-
quenzabhingigen Abbildungen w — Y (w) und w — Pp,(w), 1 <1 < K4, an der Stelle
W € [Wmin, Wmax| n Richtung @ € R. Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann sind die
Abbildungen sogar Gateaux-differenzierbar, also

Y |w,w] = VY |w]@, 0P iw, @] = VP [wlw,1 <1< Ka.

Beweis. Wir betrachten die erste Variation der Abbildung Y in Zusammenhang mit
ihrer Definition und erhalten

5V [w, @] = lim LA ZYW)  [E0 L (Varw+ 1) - v/ W)

h—o0 h Moy h—o0 h

Da die Wurzelfunktion reell differenzierbar ist, folgt

1 €0 1

=3 o 7&((’0) der|w, @].

Fiir den frequenzabhéngigen Normierungsfaktor P, ;(w) betrachten wir die Darstellung
(5.1) und wenden wiederum die Vektoridentitit (4.94) an, um die Darstellung

Pouiw) = ;,/MEZTF | Re (VE) llEo * ar (5.19)

zu erhalten. Aus der Summationseigenschaft und der Linearitétseigenschaft der Realteil-
Funktion Re bei reellen Faktoren erhalten wir mit (5.19) die erste Variation

- 1 €0 / 1 1 - 2
SP w0l =~/ —2 | Re | =——be,fw,@ Eo])? dr.
= 3 (2 bl 1)\%[ ol
Pyl

In Kombination mit Voraussetzung 5.15 erhalten wir somit die erste Aussage. Gilt zudem
noch Voraussetzung 5.16, dann erhalten wir direkt aus den Darstellungen die Existenz
der Gateaux-Ableitungen von Y und P, ;. O

Y [w, @]
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Bemerkung 5.18. Fiir den Leistungsfaktor P, ;(w) in (5.19) gilt Py, ;(w) > 0 wegen (5.2),
weswegen der Betrag nicht notwendig ist und somit bei der Differenzierung kein Problem

darstellt.

Bevor wir nun Ableitungen des Zielfunktionals beziiglich der Steuerparametervektoren
ps betrachten, leiten wir die erste Variation des Steuerungs-Zustands-Operators £ her.

Satz 5.19. Gilt Voraussetzung 5.15, dann ist die erste Variation 6€[pg, ps] € Xe an der
Stelle ps € Qg in Richtung ps € R2K4 die Losung des folgenden Variationsproblems

a(6€ps,psl, . ps) = fa(e,Epsl, ps,ps), ¢ € Xe,

mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk| und

fa(p, Elps], ps, ps)
:/Eouo (w?der[w, @] + 2wie,(w)) Elps] - ¢ dO

Q

+ / it1o (WY [, 2] + BY (@) m [Elps]] - m[¢] dT

Crup

K
3 / it0 (WO w, @] + @Y (@) ¢ [Elps]] - 71 [¢] dT
I=1p,,

Ka - -
_ ; Py e wdY [w, @] WY (w)
’ ;FP/,Z “Oﬁ (\/Pm,l(w) " \/Pm,l(w)

w 5Pm,l [cu,d)]
QY(w)Pm,lW> ¢ [Eog] - e [0] dT
Ky S
P. .
= [ ipwY (w) et e m [Eog) - m [g] dT
vV Pin,l Pm,l(w) 7

1:1FP,Z

Ky \/Pil . ~
— 22 / powY (w)——= e G 7y [Eoy) - i ] dT.

I=1p7,, vV Pt (@)

(5.20)

(5.21)

Beweis. Wir betrachten zunéchst die beiden Zustidnde E[ps| und E[ps + hps|, wobei h
klein genug und pg € R'T2K4 50 gewiihlt wird, dass pg + hpg € Qg gilt. Damit folgt
aufgrund der Definition 5.11 die Gleichung
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wobei @ und f durch [Vk] gegeben sind. Als erstes betrachten wir die linke Seite dieser
Gleichung, fiigen einige Zwischenterme ein und nutzen die entsprechenden Linearitéiten
der Operatoren aus, um

a(&lps + hpsl. . ps + hps) — a(E[ps), ¢, ps) (5.23)
- / Ml (V % (Elps + hps] — Elps])) - (V x ) dO
Q

_ / cottn (0 + his)?er(w + hd) — we, () Elps + his] - ¢ A
Q

- / cotiow?er (w) (Elps + hps] — Elps)) - @ A
Q

= [ o (w4 h)Y (4 h@) — Y (@) i Elps + ) i fo] AT

Prup

- / i0wY () m [Elps + hps] — Elps]] - m[g] dT

Prup

Ka
-3 / ipo (w4 h@)Y (w + h@) — wY () m [E[ps + hps]] - m [¢] dT
I=1p7,,

Ka
=3 [ inwY @) miElps + his) — Elps]) - m o] dr
I=1p7,,

zu erhalten. Betrachten wir nun die Parameterfunktionen in den Integralen, dann gilt
zum einen

(w4 h@)%er(w+ hd) — w?er(w) = (w + h@)? (er(w + hD) — r(w)) + (2hwd + h20%)e, (w)
und zum anderen
(W+h)Y (w4 ho) —wY (w) = (w+ h@)(Y(w+ ho) — Y (w)) + hoY (w).

Multiplizieren wir diese mit % und bilden den Grenzwert fiir h — 0, dann haben wir
zum einen

lim © (w4 h)er (o + hid) — wPer(w)) = w2, [w, 3] + Aoider (w)
h—0 h
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

und zum anderen

lim % (@ + h@)Y (@ + hd) — WY (W) = wo¥ [w, @] + @Y (W),

h—0

wobei diese Grenzwerte wegen Voraussetzung 5.15 nach Lemma 5.17 existieren. Wie
eben multiplizieren wir (5.23) mit % und betrachten wiederum den Grenzwert fiir h ge-
gen Null, wobei wir zunéchst die Existenz der ersten Variation d&€[pg, ps] annehmen und
spéter noch zeigen werden, dass diese Annahme korrekt ist. Wir erhalten damit mit den
obigen Konvergenzen der Parameterfunktionen, Satz 5.3 und dem Satz von Lebesgue
den Grenzwert

.1 - -
lim = (a(€lps + hps], ¢, ps + hbs) = a(Elps), ¢, ps)) (5.24)

:a(ég[pSHﬁS]’ SD)pS) - /EOHO (WQ(SET[W,(D] + QWG)ET(Q})) g[ps] X0 d$)
Q

_ / it (WOY [, @] + @Y () ¢ [Elps]] - 7 ] dT

Prup

Ky
-y / 0 (WY [w, @] + &Y (@) 1 [Elps]] - m ] dT.
l:1FP,l

Verfahren wir fiir die rechte Seite in (5.22) analog zur linken Seite in (5.22), dann ergibt
sich

f(@,ps + hps) — f(e,ps)

Ka Piny + hpm l . ]
=—2 Z / i(w+ h@)Y (w+ ha)po 7 — MO0y (o) e [] dD

£ [Pt (w + b))
I'p;
Ka P
+2 /tiw A N IR dr.
;F (w)o e t [Eo] - e []
Pl

Werden nun wiederum verschiedene Zwischenterme eingefiigt, die Gleichung mit % mul-
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

tipliziert und dann der Grenzwert fiir h gegen Null betrachtet, erhalten wir

lim = (/. ps + hs) — f(¢.p5)) (5.25)

h—0
——2%/@ JP e Wi [w, @] , Y (w)
= = Ho in,l /7Pm’l(w) PmJ (w)
Pl

w OP, 1w, d]
Y (w) e Eyy] - dar
2 (w) \/W) ﬂ-t[ O,l] Tt [30]
K -
— ZA / ipowY (w) Fin, e m [Eo] - i [¢] dT
llepl vV iDin,l Pm,l(w)

Ka /P -
-2 Z / powY (w) ————= e 0, m [Eo,) - me @] dT,

\V Pm,l(w)

l:1FP,l

wobei wir die Differenzierbarkeit der Abbildungen 6; — e~ und Py, 1 — /P, wobei
P, > 0,1 <1 < K4, wegen der Bedingung an die zuléssigen Menge Og in (5.14),
benutzt und Bemerkung 5.18 verwendet haben. Kombinieren wir nun (5.24) und (5.25),
so erhalten wir die Variationsgleichung (5.20).

Fiir die Korrektheit der Annahme der Existenz der ersten Variation 6€[pg, ps| definieren
wir den Operator

L fo - Xe — (C,
@ = Lp,le] = f2(e, E[ps], s bs)
wobei fy gegeben ist durch (5.21). Es ist einfach zu sehen, dass der Operator komplex
linear und in der Dualraumnorm beschrénkt ist, weswegen der Operator Element des

Dualraums ist. Daher erhalten wir mit derselben Herangehensweise wie im Beweis von
Satz 3.10 die Existenz und Eindeutigkeit der ersten Variation durch Satz 3.1. 0

Korollar 5.20. Gilt Voraussetzung 5.16, dann ist die Abbildung ps — Elpg] fir die
Steuerparameter ps € Qg Gateauz-differenzierbar, also

0&[ps, ps| = VE[pslps, (5.26)
wobei

VElps] = (Vullpsh, [V Elpsl], ) Vo Elpsl)(S)

mit VuElps), Vp,, Elpsl, Vallps] € Xe, 1 < 1 < Ka, wobei [Vp,, Elps]] A bw.

[V@lé’[pg]]{iﬁ Matrizen mit Spalteneintragen Vp,, E[ps] bzw. Vg, E[ps| sind, und die ein-

173



5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

zelnen Gradienten folgende Variationsprobleme ldsen:

1. Der Gradient V,E[ps] lost das Variationsproblem
a(Vu€lpsl, ¢, ps) = fa. (@, €lps],ps), ¢ € Xe, (5.27)
mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk| und

fe (9. Elps).ps) = / cotin (2 Ve W] + 2we, (@) Elps] - o dO
Q

4 / itio (WYY W] + Y (w)) i [Elps]] -7 [g] dT

Prup

Ky
+3 [ oo @YYl + Y (@) m[Elps) - mi o] dr

=1,

Ka
_ i [Py 0 wVY [w] Y (w)
: EFP/,I Ho ! (\/Pm,l(w) " \/Pm,l(w)

w VP, w]
—QY(W)W> ¢ [Eo,) - me ] dT.

2. Fiir den Gradient meﬂlﬁ[ps], 1 <1< Ky, gilt

1
2Pin,l

VPin,lg[pS] = S[ﬁs]’

wobei E[pg] Lisung von [Vk| zu dem Parametervektor pg gegeben als
O=w, 6,=0, Pu;=Pp,
sowie ék :ﬁ’m,k =0 firl<k<KjygmitkI.
3. Fir den Gradient Vg, E[ps], 1 <1< Ky, gilt
Vo, lps] = —i€lps],
wobei E[ps] Lisung von [VK] zu dem Parametervektor ps gegeben als

w=w, 0,=0, Py;=PFy,,

sowieék:ﬁ’m,k:OfdrlgkgKA mit k # 1.
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Beweis. Fur die Aussage zum Gradienten V,E[pg], betrachten wir zunéchst die erste
Variation 0,€[pg, ps| nur in Richtung der Frequenz, also die erste Variation 6€[pg, ps]
aus Satz 5.19 mit

Bs = (@, ([0;2)", (0] ™)™
Wir erhalten damit, dass die erste Variation ¢,&[ps,ps| in Richtung @& das folgende
Variationsproblem 16st:

a(6uE€[ps,psl, v, vs) = f(e,Epsl,ps,Ps), ¢ € Xe,

mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vik] und

f(e,Elps], ps, Ps)

:/50u0 (w25sr[w,@} + QW(Z)ET(W)) Elps] - ¢ dQ
Q

+ / it (WOY [, @] + @Y () 1 [Elps]] - 7 ] dT

Crvp

Ka
s / 0 (WO [w, @] + @Y (@) 1 [Elps]] - mi ] dT
I=1r,,

Ky i, (WY [w, @] | @Y (w)
_22_: / itto/Ping ™" <\/pm7l(w) * VPmi(w)

—EY(LU) 5Pm,l [w, (Z)]

2 \/Pm,l w)3

Wegen Voraussetzung 5.16 und Lemma 5.17 kénnen wir die ersten Variationen der Pa-
rameterterme entsprechend durch deren Gateaux-Ableitungen ersetzen und erhalten

f(p.Elps), s, bs) = fe., (. Elps], ps)a.

Betrachten wir demnach eine Losung V,,E[ps| zu (5.27), dann erhalten wir die Gateaux-
Differenzierbarkeit

) 7 [Eoy] - me ] dT.

0uE€[ps,bs) = VuE[ps)@.

Fiir die zweite Aussage zum Gradienten Vp, E[ps], betrachten wir wieder die erste
Variation ép,, ,€[ps, ps] nur in Richtung der [-ten Leistung P;,, also die erste Variation
d€|ps, ps] aus Satz 5.19 mit

Bs = (0,0,..., Py, 0, ([0]72)T)T.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Wir erhalten damit wiederum, dass die erste Variation 5pm,15 [ps,ps] in Richtung IBmJ
das folgende Variationsproblem 16st:

a(dp,, Elps, bs), ¢, ps) = f(0, Eps] ps.Ps), ¢ € X,
mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk| und

1
Pin,l Pm,l (W)

f(o, Elps], ps;bs) = — Piny / ipowY (w) e % 7 [Eoy) - mi [p] dT.

Ip;

Vergleichen wir nun das hier angegebene Variationsproblem zu dp,, ,€ [ps, Ps] mit dem
Variationsproblem [Vk], dann unterscheidet sich das Integral in f von dem l-ten Sum-

Pin

2Pin,l
Losung E[pg] von [Vk] zu dem Parametervektor pg gegeben als

. Betrachten wir also eine

manden der rechten Seite in [Vk] gerade um den Faktor

w=w, 0,=0, Py;= Py,

sowie Oy = Py j, = 0 fiir 1 < k < K4 mit k # [, dann gilt

op. € pg] = Elpal P
PinElPs,Bs] = 5 P [Bs] Pin.1
und somit auch )
Ve, Elps] = Elps]-
)L [ ] 2Pin,l [ ]
Die Aussage zu Vg, E[pg] folgt dabei komplett analog zu eben. O

Mit Satz 5.19 und Korollar 5.20 kénnen wir nun die erste Variation der beiden Zielfunk-
tionale Z; in (5.15) und 25 in (5.16) beziiglich des Steuerparametervektors pg bestim-
men.

Satz 5.21. Gilt Voraussetzung 5.15, dann existiert die erste Variation 02Z1[ps,ps] an
der Stelle ps € Qg in Richtung pg € R1T2K4 ynd ist gegeben durch

0Z1[ps,ps] = Hl/’ /Re (6€[ps,ps] - (Elps] — Bv)) dL, (5.28)
7

wobei §E[ps, ps] durch Satz 5.19 gegeben ist. Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann ist

8Z1[ps.ps) = VZi[pslps,
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VZilps] = ‘é, [ Re(Velps] - (€lns) - Bv)) de (5.29)
1%

wobei die Gateauz-Ableitung VE[pg] in Korollar 5.20 gegeben ist.

Beweis. Wir betrachten zunichst die Differenz aus den beiden Zielfunktionalen

11

Zi[ps + hps) — Z1[ps] = STV /|5[ps + hps] — By |* dQ — /|5[ps} — Ey|?* dQ
v v

Betrachten wir anstatt |-|? das komplexe Skalarprodukt und fiigen noch einen Zwischen-
term ein, dann erhalten wir

11

Z1[ps + hps] — Z1lps] = 3TV /(5[295 + hps] — Elps]) - (Elps + hps] — Ev) dQ

Vv
+ / (Elps] = Ev) - (Elps + hiss] — Elps]) dO
1%

Multiplizieren wir die Gleichung wieder mit dem Faktor % und betrachten den Grenzwert
fiir h gegen Null, dann folgt mit der starken Konvergenz

Elps + hps) =2 Eps]

nach Satz 5.3 und der Existenz der ersten Variation 0€[pg, ps] nach Satz 5.19 die Glei-
chung

0Z1[ps,ps] = ;|V1| /55[195,155] (€lps] — Ev) + (€[ps] — Ev) - 06€[ps, Ps]| d2.
v

Wird nun noch eine einfache Rechnung fiir das komplexe Skalarprodukt durchgefiihrt,
dann ergibt sich gerade die Darstellung (5.28). Die zweite Behauptung folgt dann direkt
aus (5.28) bei Verwendung der Darstellung (5.26) aus Korollar 5.20. O

Mit denselben Beweisschritten folgt komplett analog dazu auch die Behauptung fiir das
zweite Zielfunktional.
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Satz 5.22. Gilt Voraussetzung 5.15, dann existiert die erste Variation 0Z2[ps,ps] an
der Stelle ps € Qg in Richtung ps € R1T2K4 und ist gegeben durch

2ulps.s] =77 [ S0l Im(been5) + 5 Ter () Elps] ~ Bl a2 (5.30)
\4

+ ;|‘1/| eow Im(er(w)) Re (6€[ps, ps] - (Elps] — Ev)) d€2,
\%4

wobei §E[pg, ps] in Satz 5.19 gegeben ist. Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann ist

d23[ps, ps| = V2Z:2[pslps
mat

V Zs[ps] = eo(wIm(Ve,[w]) + Im(e,(w))) |E€]ps] — EV|2 dQ (5.31)

W / cow Tm(e,(w)) Re (VE[ps] - (Elps] — Bv)) dL,

v

> =
==
= Se—

+

DO =

wobei VE[pg] in Korollar 5.20 gegeben ist.

Nachdem wir nun die Ableitungen hergeleitet haben, gehen wir die in der Optimierung
oft verwendete Theorie des adjungierten Problems an, siehe [27], und leiten diese im
néchsten Abschnitt her. Ein Vorteil der Losung des adjungierten Problems liegt darin,
dass dadurch eine weitere Formel zur Bestimmung der ersten Variation und des Gradien-
ten der Zielfunktionale Z; und Zs hergeleitet werden kann, die zuweilen einen geringeren
Rechenaufwand besitzt.
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5.1.4. Adjungierte Probleme

Um das adjungierte Problem der beiden Optimalsteuerungsprobleme [Olk, k = 1,2,
herzuleiten, verwenden wir das in [27, Kapitel 2.10] vorgestellte formale Lagrangeprinzip.
Wir zeigen die Vorangehensweise an [O;]x und geben danach das adjungierte Problem
von [Og]k ohne Herleitung an, da dies analog erfolgt. Um das formale Lagrangeprin-
zip anzuwenden, betrachten wir [O1]x nicht mit der PDE im variationellen Sinne als
Nebenbedingung, sondern in der urspriinglichen Form:

e Finde zu Fy € X, jenes ps € Pg und E € H(curl;Q?), sodass diese Losung des
folgenden Optimierungsproblems sind:

. 11
prrélpn Zi(ps, E) = 5@ |E — EV|2
Eel?(cué;ri;Q) 74 (5.32)
unter (2.81), (2.82), (2.83), (2.84).

Die Existenz einer Losung F € H (curl; Q) zu diesem Optimierungsproblem ist nicht klar,
da ¥ x (5
blem verwenden um eine wohldefinierte Lagrange-Funktion herzuleiten. Aufgrund der
Vektoridentitéit der komplexen Zahlen C mit dem reellen Vektorraum R?, beschreiben
wir die komplexe Nebenbedingung als zwei reelle Nebenbedingungen. Die zum eben defi-

nierten Optimierungsproblem lautende formale Lagrange-Funktion ist demnach gegeben
durch

L(ps, B, [ARTeA" ] )

2|V|/\E Evl dQ) + Z [— / (Q(%[E]) )\g)R3 dr

QE{Re,Im} FPEC

_!<Q<Vx<MOMTVXE)—w€o€r E>A>
1 ol o)), o

V x E) nicht existieren muss. Wir kénnen jedoch dieses Optimierungspro-

Lrvp
+;F£ ( ( ( >wt[E]-me-ielm[Eo,lJ»,AgH)Rs ar
_;FP/l< ( L;ALTVXED Ag+l>R3 dr],
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wobei AR, A € H (curl; ©2) reelle Vektorfelder im R? sind. Verwenden wir die Summen-
und Integraleigenschaften der Real- und Imaginérteil-Operatoren erhalten wir

L(ps, B, [AF]A52 ] 4t

=1 k=1
11
:2m/]E—EV‘2 ds) + Z [g(- / (¢ [E], A§) s dT
174 QE{RG,IHI} FPEC
1
- / (V X ( V x E) — weper(W)E, )\%) dQ
Koty R3
Q
1
— / <% [ V x E} — iwY (w)m; [E] ,Ag) dl’
o for R3
Trvp
oA . 2Y(W) Py 0 G
+ Z / iw | Y(w)m [B] — —==—=" e "'m [Eo,] | , A, dr
=1 | P ()] R3
Ka 1
—Z/ (%[ VXE] 2] )l
l:1F /’LOHT‘ R3
P,l
Des Weiteren folgern wir
L(ps, B, i)
11 9
Vv I'rec

<2

1
- / (v X ( V x E) —w%og,(w)E) ‘A d
s Hofr

] (o ferea] o) e

T
Fimp
Ea o 2Y (W)\/Pint o
+ Z / iw | Y(w)m [E] — ——====" ¢ “'m [Eoy] | - Az4q dl’
Tpy
Ka 1
> [ |ooo x| daw ar).
=1 Loy
Ipy
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indem wir die Summanden der Lagrange-Funktion entsprechend der Eigenschaft

Re((a +b) - ¢) + Im((a + ib) - d) = Re((a + ib) - ¢) + Re(—i(a + ib) - d) (5.33)
= Re((a +ib) - (c + id))

komplexer Zahlen und des komplexen Skalarproduktes zusammenfiihren und deswegen
die Lagrange-Multiplikatoren als komplexe Multiplikatoren

A = ARe pim 1 <k <Ky + 3,

definieren. Mit zweifachem Anwenden der Greenschen-Integrationsformel (2.55) erhalten
wir

L(ps, B, M)
11
2IVI

1 -
+ Re —/E- (v X ( V x )\1> —w2505r(w))\1> dQ
o Hofr

1 1
— / —Vt |: V x E:| . 7Tt[)\1] + Ve [E] . <)\2 — Tt |: V x )\1:|> dI’
oty HoHr

|E - By|?

Fpec
1
- / Yt |: V x E:| . (/\3 _7Tt[>\1]) dI’
oty
Timp
1
+ / [ E] - (in(w))\g — Y { V x /\1]> dr
o oy
Trvp
_2/%[ VXE] (Ass1 — m[A1]) dT
—1 Mo fb
Tpy
+Z/7rt -(sz )Agﬂ—%[ VXA1D dl
=1 Moty
Tpy
s [ (v @22 e 5 ) g ar ).
I=1r7,, | P (w)] ’
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wobel wir hier die Vektoridentitat
W E] - m[E] = —m[E] - u[E]
sowohl fiir die vierte Zeile

1 1
/ %[E]-m |: VX)\1:| dl' = — / Wt[E]"yt |: VX/\1:| dr’
Ho for Hotr

Prup Trvp

als auch fiir die sechste Zeile

1 1
/ ’)/t[E] - Tt |: V x )\1:| dl' = — / TI't[E] * Yt |: V x A1:| dI’
o o Lo o

Ipy Tpy

mit 1 <[ < K4 angewendet haben. Fiir ein optimales elektrisches Feld E des formalen
Optimalsteuerungsproblems

min L(ps, E, M]p™)

verschwindet die erste Variation, also

a6 - - Ka+3y ~ Ka+3
0 = lim — (L(ps, B+ hE, IMJIAT) = Lips, B, IMIAT))

fiir beliebiges E € H(curl; Q). Aus der Summeneigenschaft der Real- und Imaginérteil-
Operatoren, der Linearitdt der verschiedenen Operatoren und dem Satz von Lebesgue
erhalten wir daher

O:;I/E-(E—Ev)+(E—EV)-EdQ (5.34)

J
- 1 S
+ Re —/E- <v X < V x >\1> —w25057«(w))\1> dQ
o Hofr

+ / o Lolﬂrv x E} -\ dT — / Bl (AQ o Lolmv x A1D dT
Akt
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- / m[E] - (mY(w)Ag—%[ L v« )\1D dr’
o fr
Tivp
Ka 1 i
- Z / Yt [ V x E] “(Azy1 — m[M]) dT
llepl oy

+§: / m[E] - <wz’Y(w)A3+l—% [Mlu V x )\1D dF).

_ (01224
l_ler

Nach [32] liegt [C5°(Q))® dicht in Hy(curl; ), weswegen wir zuniichst E € [C3°(Q))®
wéhlen. Dadurch fallen in (5.34) alle Randterme weg und wir erhalten

11

-~ | E-(E—-E E—Ey)-E dQ
21V ( v) + ( V)
Vv

- 1 -
=Re /E (v X < V x )\1> —oﬂeoe,(w)Al) dQ
. Hofr

Als niichstes wihlen wir £ € H(curl; Q) beliebig aber fest, mit den zusitzlichen Eigen-

schaften y[E] = m[E] = 0 auf Tppc U T 1pp U (U{i“i FPJ), sowie [ﬁv X E? =0

auf Trpyrp U (U{i“i FpJ), und erhalten damit

1 _
0= / %[ VxE]-m[Al] dr.
Holr

pECc

Dies ist aufgrund der beliebigen Wahl von E nach dem Fundamentalsatz der Variations-
rechnung dquivalent zu

WﬂAl]ZZO,

bzw.

Ye[M] =0

auf T ppe. Wihlen wir nun F € H (curl; Q) mit my [E] =0auf I'yppU (U{i“i FPJ), sowie

1 ~
Vt[ V x Eﬂ =0
Holr
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

auf ppc Ul p U (Ulfiﬁ Fp,l), dann ergibt sich gerade

1
Holr

)\2:7Tt|: VX)\1:|.

Analog verfahren wir fiir die anderen Terme und erhalten die Gleichungen

1
)\3 = Wt[)\l], in(w))\g =M [ V x )\1:| s
Holr

1
)‘3+l = 7Tt[)\1], in(w))\3+l =t |:'u 7 V X )\1:| 5 1 < l < KA.
Oy

Fiir den ersten Term in (5.34) erhalten wir zudem

11
2|V

V/E.(E—Ev)+(E—EV)-EdQ:Hl/'V/Re(E.(E—Ev)) aQ,  (5.35)

aufgrund des komplexen Skalarproduktes. Wenden wir nun die Greensche Integrations-
formel (2.55) in (5.34) an und verwenden die hergeleiteten Erkenntnisse, so ldsst sich
das adjungierte Problem zum Steuerungsproblem [O;]k ableiten und die korrekte Dar-

stellung der Lagrange-Funktion angeben:

e Bestimme zu den Optimierungsgrofien pg € Pg und E € X, des Optimierungspro-

blems [O1]k die adjungierte Losung A € X, sodass

[Dl]K Q(QO,)\,])S) = fDl(SouEwE'vaS)a ® € X67

gilt mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk] und

1
Ip, (¢, E, Ev,ps) :M/QD' (E — Ey) dQ.
14

Zudem koénnen wir die Lagrange-Funktion zu dem Optimierungsproblem [O1]k mit An-

wendung von (5.33) entsprechend umschreiben.
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Definition 5.23. Die Lagrange-Funktion zu dem Optimierungsproblem [O1]k ist gege-
ben durch

Li(ps, E, ) (5.37)

1
E — Ey|” dQ+ Re / VX E)-(Vx\) dQ
2|V|/‘ ’ ( MOMT( ) )

+ / w?eoer(w) E -\ dQ + / iwY (W) m[E] - m[A] dT

Q INSYe

+Z/sz m[E] - m[A] dT

1= 1sz
—ZZ / iwY (w)—F/—— ( ) e Oy [Eo g - mi[ N dF),
1= 1F ml

wobei pg € Pg, E, By, A € Xe.

Um die rechte Seite (5.36) aus (5.34) herzuleiten, verwenden wir die rechte Seite von
(5.35) ohne den Realteil-Operator. Der Operator wird dabei nicht fallen gelassen, son-
dern im Satz 5.25 verwendet, um die adjungierte Losung mit der ersten Variation des
Zielfunktionals in Verbindung zu bringen. Die Existenz einer Losung zu [D1]k erhalten
wir dabei wieder vollig analog zu Abschnitt 3.1. Die Lagrange-Funktion in (5.37) ist da-
mit wohldefiniert. Verwenden wir die formale Lagrangetechnik fiir das Optimierungspro-
blem [Oq9]k, erhalten wir das folgende adjungierte Problem und die Lagrange-Funktion
zum zweiten Zielfunktional.

e Bestimme zu den Optimierungsgréfien pg € Pg und E € X, des Optimierungspro-
blems [Oz]k die adjungierte Losung A € X, sodass

[D2]K a((p,)\,ps) = fDQ((PaE>EV>pS)a RS Xe,

gilt mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk| und

Ip, (0, E,Ey, ps) zllw/;wao Im(g,(w)) ¢ - (E — Ey) dS. (5.38)
1%
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Definition 5.24. Die Lagrange-Funktion zu dem Optimierungsproblem [O2]k ist gege-
ben durch

La(ps, E,N) (5.39)
11

1 2
—§m 5&)50 Im(€T(W)) |E — EV| df)
\%

+Re<—Q/M01MT (V x E)-(V x \) d

+ /w2€0€r(u}) E-\dQ+ / iwY (w) m[E] - m[A] dT

Q Crvp
Ky
Y / WY () m[B] - mA] dr
lleP,l
2% / WY () Y2 =0 B T ] dF>
- s 7S ,
= Pra@) ¢ [Eoy] - m

wobei pg € Pg, E, By, A € X..

Mit Verwendung der adjungierten Losungen koénnen wir die erste Variation der Ziel-
funktionale der Optimierungsprobleme [O1]k und [O2]k iiber die rechte Seite (5.21) des
Variationsproblems (5.20) darstellen.

Satz 5.25. Gilt Voraussetzung 5.15 und ps € Qg, dann folgt:

1. Die erste Variation 0 2Z1[ps,ps] des Kostenfunktionals Zi[pg] in (5.15) ist gegeben
durch

(521[]95’,]55] = Re (f?()\lag[pSLpSvﬁS)) ;

wobei A1 € X, Lisung zu [Di]k.

2. Die erste Variation 6 Z2[ps, ps] des Kostenfunktionals Z3[ps| in (5.16) ist gegeben
durch

2alps.s] =7 [ oo (b . 61) + & Tm(e, () (@) [Elps] — B a0
1%

+ Re (f2(>\27g[p5]7p5a135)) 5

wobei Ao € X, Losung zu [Dak.
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Beweis. Wir beweisen hier nur die erste Aussage, da die zweite Aussage analog folgt.
Ziehen wir den Realteil-Operator in (5.28) aus dem Integral und wenden [D;]k an, dann
gilt

1

6Z1[ps,ps] = Re |V‘V/55[Ps,ﬁs] (€lps] — BEv) dQ

= Re (fp, (0€[ps, ps), Elps], Ev,ps))
= Re (a(6€[ps, Ps, M1, ps))

Verwenden wir nun die Losungseigenschaft der Funktion 6€[ps,ps| zu E[ps] und der
Variationsgleichung (5.20), so erhalten wir

6Z1[ps, ps] = Re (fa(A1, E[ps], ps, Ps)) -
O

Ebenso dazu erhalten wir die folgende Aussage fiir die Gateaux-Ableitung mit Korol-
lar 5.20.

Satz 5.26. Gilt Voraussetzung 5.16 und pg € Qg, dann folgt fiir k = 1,2 die Gleichung
6Zk[ps, psl = V Zk[pslps,
mit
_ Ka Ka
V2ilps] = (VuZelps), [Vr,. Zulpsl] 4 (Vo Zelps]) i)

wobei [Vp,, , Z[ps]] IIZ und [V@lZ[pS]]{iq Matrizen mit Spalteneintragen Vp,,  Z[ps] bzw.

Vo, Z[ps]| sind. Sei A\, die entsprechende adjungierte Losung von [Dilk, k = 1,2, dann
gelten die folgenden Gleichungen:

1. Fiir den Gradienten V,2Z1[ps| gilt

VwZi[ps] = Re (fa, (A1, Eps], ps))

und fir den Gradienten V,,Zs[pg] gilt
11
VuZa[ps] =4M/60(w1m(V€r[w]) +1Im(e,(w))) |Elps] — Bv[* dQ
v

+ Re (fa, (A2, Eps]. ps))

mit fa, wie in Korollar 5.20.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

2. Fir den Gradienten Vp, Zi[ps], 1 <1< Ka und k = 1,2, gilt

1

\/ f)in,l Pm,l(w)

e*w’ Tt [E(]}l] © T [)\k] dar’

Vp,. . Zklps] = —Re / ipowY (w)

U'pi

3. Fir den Gradienten Vg, Zi[ps]), 1 <1< K und k= 1,2, gilt

Pin,l

—i6;
VT oy [Boy) - m [Ak] dT
PmJ(w)

Vo, Zk[ps) = —2Re / powY (w)

Ui

Beweis. Der Beweis dieses Satzes folgt ziemlich analog zu dem des Satzes 5.25. Wir
beweisen zun#chst die Aussagen nur fiir £k = 1, denn fiir & = 2 kann der Beweis komplett
analog gefiithrt werden. Wir betrachten demnach (5.29) mit pg und ziehen den Realteil-
Operator aus dem Integral, also

V21 [pslis = Re |é‘ V/ VElps] - (Elps) — By) d | ps.

Verwenden wir nun die Definition von VE&|[pg] in Korollar 5.20 und die Summeneigen-
schaft des Realteil-Operators, so erhalten wir

V2, [pslps = Re ,;| V/ V.Elps] - (Elps] - Ev) d | (5.40)

Ka

1 -
+3 ke | oo / Y, Elps) - (Elps] — Bv) | Py
Vv

=1
+Y Re "%/Vglg[ps]-(g[ps]—Ev) i | .
1%

Wir definieren den ersten Faktor des ersten Terms in (5.40) als
1
VoZilps) = Re | o / V.Elps]- (Elps] - Ev) do
\%4

Verwenden wir nun wie in Satz 5.25 die Definition [D;]k fiir die Lagrange-Losung Ap,
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

dann ergibt sich gerade

vWZl[pS] = Re (fD1 (vwg[ps],g[ps],Ev,pS»
= Re (a(Vu€]ps], M1, ps)) -

Mit der Losungseigenschaft (5.27) des Gradienten V,E[pg]| erhalten wir

VuwZilps] = Re (fa, (M1, E[ps]; ps))

und damit den ersten Teil unserer Aussage. Analog definieren wir nun
melzl[ps Re ‘V’ /V ml (Eps] — Ev) dQ |, 1<I< Ky,

und erhalten wiederum

Ve, 21ps] = Re (fp, (VP Elps], Eps], Ev, ps))
= Re (a(Vp,, ,E[ps], M1, ps)) ,

fir 1 <1 < K4, mit der Definition [D;]k des Lagrange-Problems. Verwenden wir nun
die zweite Aussage von Korollar 5.20 zu Vp, E[ps], dann erfolgt

Vp,..2ilps] = Re (a(E[ps], M1, ps))

1
2Pz'n,l
wobei der Parametervektor pg gegeben ist als

O=w, 0 =0, Ppni=Pn,
sowie ék = ]Smk =0 fir 1 <k < K4 mit k # [. Wird nun noch die Lésungseigenschaft

von &[ps] zu [Vk] verwendet, ergibt sich abschliefend

-Pin,l

—1i0;
— "~ _ ¢ e [Eoy) - m [M] dl
P i(w)

Vp,..21lps] = Re —Q/i,uowY(w)

Tp

2Pin,l

und damit die zu zeigende Aussage fiir Vp, 2, [ps]. Analog kann nun auch die Aussage
zu Vg, Z1[ps] gezeigt werden. Der Beweis fiir k = 2 folgt ziemlich analog, indem lediglich
die Gleichung (5.31) des Satzes 5.22 und die Definition des Lagrange-Problems [Da]k
benutzt wird. ]

189



5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Wie wir bereits mit Definition 5.11 wissen, gilt fiir die Probleme [Ox]k, £ = 1,2, die
indirekte Abhéngigkeit der elektrischen Felder £[pg] von den Steuerparametern. Dies
bedeutet, dass das Optimum durch den Steuerparametervektor pg beschrieben wird,
weshalb wir mit der Betrachtung der Lagrange-Funktionen (5.37) und (5.39) in Bezug
auf den Steuerparametervektor pg abschlieflend die folgenden Optimalitdtsbedingungen
herleiten kénnen.

Satz 5.27. Gelte Voraussetzung 5.15. Ist das Tupel (pg, ) € O C Pg x X, lokales
Minimum der Funktion Li(ps,E,\x), k = 1,2, definiert durch (5.37) und (5.39) zu
gegebenem Ey € X., wobei E nach Definition 5.11 definiert ist als der Zustand E[pg],
sowie

ps =ps — s € Pg,
fir beliebiges ps € Pg, dann existiert eine eindeutige adjungierte Losung A\, € X, von
[Dilk, k= 1,2, zu (ps, E), sodass die folgenden Variationsungleichungen erfillt sind

k=1:

Re <f2()‘1a E?ﬁSaﬁS)) > 0. (541)

»Jk\)—‘

/ (WIm(de,[w,@]) + @ Im(e, (@) ‘E Ev’ dQ—i—Re(fg()\g,EpS,pS)) 0.
V

(5.42)
Dabei ist fa gegeben durch (5.21). Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann lassen sich die
Bedingungen (5.41) und (5.42) auch folgendermafen ausdricken

VZ(ps)(ps —ps) 20 k=1,2. (5.43)

Beweis. Wir beweisen wiederum nur die Aussage fiir £ = 1, denn die Aussage fiir k = 2
folgt analog. Wie zuvor bereits erwdhnt, erhalten wir die Elndeutlgkelt der adjungier-
ten Losung A\ des adjungierten Problems [Dq]k zu dem Tupel (ps, E) analog zu Ab-
schnitt 3.1. Aus der Minimaleigenschaft des Tupels (pg, E') und der Definition des Zu-
standes E = E[pg] erhalten wir zudem

L1(ps, EPs); A1) < L1(ps + hps, E[Ps + hps), A1)

fiir h € [0, 1] klein genug. Bringen wir den linken Term auf die andere Seite, multiplizieren
mit dem Faktor + 5 und betrachten den Grenzwert h — 0, so ergibt sich

0< hm L (51(195 + hps, E[ps + hps), M) — Li(ps, E[Ps], M) -
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Wir erhalten somit die Bedingung an die erste Variation der Lagrange-Funktion
0 < 6L1[ps, Ps]

an der Stelle pg € Qg in Richtung des Parametervektors pg. Leiten wir analog zu
Satz 5.19 die Darstellung der ersten Variation der Lagrange-Funktion her und verwenden
die Losungseigenschaften von £[pg] und A;, dann ergibt sich mit denselben Argumenten
wie im Beweis von Satz 5.25 gerade

0L1[ps, ps] = Re (fo(1, E[ps], bs, Ps)) (5.44)

und damit die erste Aussage. Der zweite Teil des Satzes ergibt sich dann aus Satz 5.25
und Satz 5.26. O
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5.1.5. Getrennte Systeme

Bei der Theorie der getrennten Systeme spielt die in der Physik bekannte kohérente
Uberlagerung von Wellen eine Rolle. Dabei bedeutet kohirente Uberlagerung, dass das
gesamte Wellenfeld, welches durch verschiedene Einspeisepunkte bei gleicher Frequenz
erzeugt wird, als Summe der Wellenfelder der einzelnen Ports dargestellt werden kann.
Ist das betrachtete System geschlossen, das heifit die Felderzeugung ergibt sich nur in den
Ports, dann kann das elektromagnetische Feld als Summe iiber die elektromagnetischen
Felder der einzelnen Ports dargestellt werden. Wird hingegen ein nicht geschlossenes Sys-
tem betrachtet, muss noch der verbleibende Anteil in der Summe mitbetrachtet werden.
In unserem Fall des Variationsproblems [Vi] erhalten wir das folgende Resultat iiber
getrennte Systeme.

Satz 5.28. Das zur Lésung E € X, zu [Vk| dquivalente getrennte System ist gegeben
durch die Darstellung

K
E = Z VPinie By, (5.45)
=1

wobei By, 1 <1 < Kyu, Losung des folgenden Variationsproblems ist:

e Bestimme E; € X, sodass

[Vk.Div,] a(Ey, p;w) = filpiw), ¢ € Xe,
gilt mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk] und

filp;w) = =2 / iWY(W)MOW 7 [Eoy] - me @] dT. (5.46)

Ip

Beweis. Betrachten wir das Variationsproblem [Vk| und verwenden dann die Darstellung
(5.45), dann erhalten wir mit der Linearitét der Sesquilinearform a die Variationsglei-
chung

Ka Ka

i : VPni
Z\/ Pinye “a( By, piw) = —22 / WY (W)po—re—m= e my [Eo.] - e [] dl,
I=1 =17, VIEn (W)l

mit ¢ € X,. Ziehen wir den Faktor /P, e~ auf der rechten Seite aus dem Integral
und definieren die Losungen Ej iiber die Variationsgleichungen [Vk piy,], dann erhalten
wir damit gerade unsere Aussage. O
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Die Besonderheit der getrennten Systeme [Vk piy,| ist, dass die einzelnen Variations-
probleme nur noch von der Frequenz und nicht mehr von den Leistungen und Phasen
abhéngig sind. Verwenden wir nun Satz 5.28 in den Optimalsteuerungsproblemen von
Abschnitt 5.1.2, dann erhalten wir die zu [Oglk, k = 1,2, dquivalenten Optimalsteue-
rungsprobleme:

e Finde zu Ey € X, jenes pg € Pg, wobei E; € X, 1 <[ < K4 und F; Loésung von
[VK Div,] zum Parameter w ist, sodass diese Losung des folgenden Optimierungs-
problems sind:

[O1]Kk,Div

min  Z(ps, [Bl]}4 Pipe B — Ey| dQ

pg€Pg, I= 2 |V‘
K
[El]z:? €Xe

unter CL(EZ,QD,(U) = fl(@?w)a Y e Xe, 1< I < Ka.

e Finde zu Ey € X, jenes pg € Pg, wobei E; € X, 1 <[ < K4 und F; Losung von
[VK Div,] zum Parameter w ist, sodass diese Losung des folgenden Optimierungs-
problems sind:

[O2]Kk Div
2
. 1 weg —if
Z E)Eay = 2220 Pie P E, — Ey| dQ
pgélﬂg 2(1?5,[ 1]1:1) 1 |V| in,l € l \%
v

K
[El}z;i €Xe

unter CL(Eh(,O,LL)) :fl(%w), SOEXB) 1 SZSKA

Entsprechend der Theorie in Abschnitt 5.1.3 bené6tigen wir fiir die Herleitung der ers-
ten Variation und der Géateaux-Ableitung den folgenden Satz, welcher als Analogon zu
Satz 5.19 und Korollar 5.20 verstanden werden kann.

Satz 5.29. Sei 1 < I < K4. Gilt Voraussetzung 5.15, dann ist die erste Variation
& (w, @) € Xe, W € [Wimin, Wmax) und @ € R, Lisung des folgenden Variationsproblems

a(dgl[w7a)]7 (;O?w) = f2,l(@7gl[w]awvw)a (S Xea
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mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk| und

f2,1(p, &w], w, @) :/so,uo (wzés,«[w,(b] + 2wwe, (w)) Elps] - ¢ dQ
Q
4 / 0 (WOY [, @] + OY (w)) ¢ [Exlps]] - w2 ] dT

Crvp

Ky
+3 [ o @oY T, @]+ @Y (@) @ leips]) 7o) dr

n:1FP,n

B ; wdY [w, @] QY (w)
> J o (\/Pm,z(w) P

Tp,

—EY(w) 0P 1w, @]

5 5 za))?’) i [Eog] - m [sp] dl.

Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann ist die Abbildung w — &|w| Gateauz-differenzierbar,
also

(55[ [w, (.:J] = ngl [w]d),

wobei V,&|w] das folgende Varaitionsproblem ldst

a(vwgl[w]a cp,w) = fG,l(907gl [w]vw)’ P e Xea

mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk] und

ﬂm%M@mz/@m@wam+m@w»amy@m

Q

+ / ipo (WVYw] +Y(w)) m [&lps]] - me[e] dT
F;(A:p

+) / ipo (WYY [w] + Y (w)) m [Elps]] - 7 [¢] dT
n*lFPn

B ; wVY[w] Y (w)
> f o (wpmz(w) T Pi@)

w VP, w]
_§Y(W) Pm,l((“‘})3

Tp,

) Tt [E(]’l] s Tt [QO] dP
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Weiterhin erhalten wir mit denselben Beweisschritten wie in Satz 5.21 und Satz 5.22
auch fiir [Og)k piv, k£ = 1,2, entsprechende Aussagen.

Satz 5.30. Gilt Voraussetzung 5.15, dann existiert die erste Variation 02Z1[ps,ps] an
der Stelle ps € Qg in Richtung pg € R1T2K4 ynd ist gegeben durch

1

Ka
1 . . .
021[ps,ps) == / Re <<§ VP e P58 w, 0] + ——=—=Pin e % §w]
\4 J — 2\/Pin.i

—in/Pin e 6,8 ) (Z VPmie " Ew )) dq,

wobei §&|w, @] durch Satz 5.29 gegeben ist. Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann ist
6Z1[ps, ps] = VZi[ps]ps,
mit
VZilps] = (VwZ1 [ps], [V, 21 [ps]]fiq ,[Vo, 21 [ps]]l]i‘}) 7

wobei [Vp,, 21 [pg]]l ) und [V, 2, [ps]] 1 Matrizen mit Spalteneintrigen Vp,,  Z1[ps]

bzw. Vg, Z1]ps] sind, und es gelten die folgenden Gleichungen:

1. Fir den Gradienten V,21[ps] und V,&w] gegeben durch Satz 5.29 gilt

1 oA i
Vo Zilps] = W V/ Re ((;\/Pm’le 0 Vwé’l[w]>
Ky
' (Z VP e g w] — Ev)) ds.
=1

2. Fir den Gradienten Vp,, 2 ps], 1 <1< Ky, gilt

e B
Pt L \/ in, i ds.

3. Fir den Gradienten Vg, Z1[ps], 1 <1 < Ky, gilt

Vo Z1lps] = W‘ Re((\/sze ")) (Z\/ i€ Ellw )) d2.
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Satz 5.31. Gilt Voraussetzung 5.15, dann existiert die erste Variation 0Z2[ps,ps] an
der Stelle ps € Qg in Richtung ps € R1T2K4 und ist gegeben durch

d23[ps, s)

Ka 2

Z V/Ping e &w] — By

=1

1 N -
7 / (wIm(0e, [w, @]) + & Im(e, (w))) ded

"2 /P
i/ Prge ™ 08 M) - (Z Prre &) - Ev>> 0,

=1

1 . A
i0; . —it;
2|V\ /wEOIm er(w <<E / Pinje 1 68w Py e & [w]

wobei §&|w, @] durch Satz 5.29 gegeben ist. Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann ist
022[ps, ps] = V Z2[pslps,
mit
VZlps] = (VoZalps], [Vr, Zlps]] [ Vo Zalps])(S)

wobei [Vp,, 2> [pg]]lli‘“ und [VQLZQ[pSH Matrizen mit Spalteneintrdgen Vp,, ,Za[ps]
bzw. Vg, Z2[ps] sind, und es gelten die folgenden Gleichungen:

1. Fir den Gradienten V,Z2[ps| und V& w] gegeben durch Satz 5.29 gilt

V ZQ[pS] 4|V‘/ WIm ngr( ))+Im 57" znle 0 lgl

2’V’/w601m er(w ((Z«/ in,l € —ib g wEl|w )
. (ZA \/Pm’l e_iel 5[[&)] — Ev>> df).
=1
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

2. Fiir den Gradienten Vp, 2Zs[ps], 1 <1< Ka, gilt

1 1
Ve, 2a2lps] = V] /wz-:o Im(e,(w)) Re ((2 T e~ 0 51[‘*”])
0 in,

Ka
. <Z w/PmJ e_iel 51 [w} — Ev)) dQQ.
1=1
3. Fir den Gradienten Vg, Z1[ps], 1 <1 < Ky, gilt

Vo, 21[ps| = —2’1‘/| /wso Im(e,(w)) Re((i\/PmJ e g [w])
\%4

Ka
' (Z v Ping e &lw] — EV)) df2.
=1

Verwenden wir, wie in Abschnitt 5.1.4, die formale Lagrangetechnik zur Herleitung der
adjungierten Probleme, dann ergeben sich folgende Probleme und die dazugehoérigen
Lagrange-Funktionen.

e Bestimme zu den Optimierungsgréfien pg € Pg und E,,, € Xe, 1 < m < Kg4, des
Optimierungsproblems [O1]k piv die adjungierten Losungen \; € X, 1 <1 < Ky,
sodass

[DI]K,DiVl a(‘pu )‘lvw) = fDl,l((pa [Em]gil,ps), 2 € X€7

gilt, mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk] und

Ky
1 —i —i
FDu1(, [Emlmiy ps) = v / (VPimie " o) <Z VPinm e By, — Ev> ds.
v m=1
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Definition 5.32. Die Lagrange-Funktion zu dem Optimierungsproblem [O1]k piv, ist
gegeben durch

L1.0wv(ps, [El]{%, NS

Z\/ Pnie” E, — Ey

o — ZRe (B, M, w))

2 |V|

KA
~2Y Re (r / W(M)P:Ll(w) 70 [Fou] - 7o\ dr>,

)

Pl

wobei ps € Pg und [EjJfA, [N]F4, By € X..

Zudem erhalten wir auch noch die Variationsprobleme der adjungierten Loésungen des
Optimierungsproblems [O2]k piy:

e Bestimme zu den Optimierungsgréfien pg € Pg und E,,, € Xe, 1 < m < Kg4, des
Optimierungsproblems [O2]k piv die adjungierten Losungen A, € X, 1 <1 < Ky,
sodass

[DQ]K,DiVZ a(@? )‘lvw) = ng,l((Pu [Em]f;ippS)a 2 € X67

gilt, mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vk] und

sz,l(Soa [Em]iilaps)

Ka
1 , |
=3 /w5o Im(e, (W) (v/Pins e ) (Z VP e B, — Ev) 0.
\%4 m=1

Definition 5.33. Die Lagrange-Funktion zu dem Optimierungsproblem [Og2]k piy, ist
gegeben durch

Lopiv(ps, [E]EA, [AI]KA)

1
AV

1
- QZRe (/ iwY (w )m 7 [Eoy) - [N dF),

’
Pyl

Pnie " E — By

weo Im(e, (w dQ — ZRG (B, A\, w))

wobei pg € Pg und [El] [)\l]l 1, Ev e Xe.
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5.1. Kontinuierliche Optimalsteuerung

Mit den Variationsproblemen [Dg|k piv,, ¥ = 1,2 und 1 < [ < Ky, erhalten wir wie
in Abschnitt 5.1.4 abschliefflend eine andere Darstellung der ersten Variation und der
Gateaux-Ableitungen der Zielfunktionale.

Satz 5.34. Gilt Voraussetzung 5.15, ps € Qg und pg € R1T2K4 dann folgt:

1. Die erste Variation 6Z1[ps,ps] ist gegeben durch

Pyt
dZ1[ps, Ds] ZRG foi (A, Elw],w V!/Re<< ZP &lw
1nl

—in/Ping e 0,6 [w] ) (Z\/ ma e Eifw V)) ds?,

wobei [)\l]{i“} € X, die adjungierten Lisungen zu [Dilk piv,, 1 <1< Ky, sind.

2. Die erste Variation § Z2[pg, ps]| ist gegeben durch
522 [p57ﬁ5’]

Pinie 0 &w ie)

4|V| / (wIm(dep|w,@]) + @ Im(e, (w

Ka 7

- 1 ]Dznle iel
+ZR€ (fQ,Z()‘lagl[w]vwaw))+2|w/WEOIm(eT(w)) Re <<Z 2\/7l

=1 =1
—i/Ping e 016wl ) (Z\/ ing €' Erfw] V)) ds,

wobei [)\l]{i“i € X, die adjungierten Lisungen zu [Da]k piv,, 1 <1< Ky, sind.
Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann gilt fiir k = 1,2 die Gleichung
6Zk[ps, psl = V Zk[psps,
mit
VZlps) = (VuZklps), [V e Zelpsl] 4 Vo Zelps]lS )

wobei [me’le[pg]]lIz und [Vngk[pS]]lIi‘i Matrizen mit Spalteneintrigen Vp,, , Zy[ps]
bzw. Vo, Zk[ps] sind. Dabei ist Vp,, ,Zi[ps], Vo, Zkps], k =1,2 und 1 <1 < Ka, wie in

Satz 5.30 und Satz 5.31, sowie

199



5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

3. Die Gateauz-Ableitung V,21[ps| ist gegeben durch

Ky
VwZilps] =Y Re(fau(h, &lw],w)),
=1

wobet [)\l]{iﬁ € X, die adjungierten Lisungen zu [Di]k piv,, 1 <1< Ky, sind.

4. Die Gateauz-Ableitung V,,Z2[pg] ist gegeben durch

V.. Zalps) 4|V|/ (wIn(Vae (w)) + Im(e, (@ Z By £ 0

KA

+ Z Re (fau(N, &lw],w)),

=1

wobed [)\l] 2 € Xe die adjungierten Losungen zu [Da]k piv,, 1 <1 < Ky, sind.
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5.2. Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

5.2. Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

Um [Og]k, k = 1,2, numerisch zu 16sen, diskretisieren wir das Problem und verwenden
als Nebenbedingung das Variationsproblem [Vp y]:

e Finde zu Ey € X jenes ps € Pg und Ex € X, wobei Exr Losung von [Vp 7| zum
Parametervektor pg ist, sodass diese Losung des folgenden Optimierungsproblems

sind:
. 1 2
Pnélwp Z1(ps, Ex) = WHEN o EV||[L2(V)]3
[O1]pA Exein

unter  a(En, ¢,ps) = f(e,ps), ¢ € Xn.

e Finde zu Ey € X, jenes ps € Pg und Ex € Xy, wobei Epr Losung von [Vp a7| zum
Parametervektor pg ist, sodass diese Losung des folgenden Optimierungsproblems

sind:
. 1 2
_min Z2(ps, Ex) = WHEN — Evipwps)
[OQ]DJ\/ E/\Sfe)%v

unter  a(En, ¢,ps) = f(p,ps), ¢ € Xn-

Neben der optimalen Steuerung zu dem Vektorfeld Fy € X, kénnen wir dieselben Pro-
bleme auch mit diskretisiertem Feld Eyn € Xn C X, betrachten, was vor allem fiir
Abschnitt 5.4 von Interesse ist. Analog zu Definition 5.11 fithren wir den Steuerungs-
Zustands-Operator

En : Pg — Xy,
ps — En[ps)s

fir die Losung der diskreten Variationsformulierung [Vp ar] ein. Mithilfe von Satz 3.20
iiber die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung Ear[ps]| erhalten wir dann folgende
Bemerkung.

Bemerkung 5.35. Alle Aussagen aus den Abschnitten 5.1.1 bis 5.1.5 sind ebenfalls giiltig
fiir die Steuerungsprobleme [Ox]p s, £ = 1,2, wenn jede Funktion in X, durch ihre
Diskretisierung in X ersetzt wird.

201



5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

5.2.1. Fehlertheorie

Wir betrachten zunéchst den Fehler zwischen kontinuierlicher und diskreter Losung des
Optimierungsproblems [O1|k zu Ey € X, und erhalten hierfiir die folgende Aussage.

Satz 5.36. 1. Seipg € Pg globale Lisung von [O1]p nr zum konformen Gitter Tp,(€2)

und dazugehirigem Raum Xy C X, sowie pg € Pg globale Lisung von [O1]k,
dann ist der Fehler in der Zielfunktion beziiglich ps und ps fir [O1]k gegeben
durch

A 11 _ 41 Co . .
Z 2 — Z 2| < nf ||€ —-U 5.47
| 1[}95] 1[}95] | < TV, <UA}EXN|| [ps] NHXe ( )

I
+, LGS - Uxlx, ).

mit Z1 aus (5.15) und Co aus Satz 3.20.

Sei Tr, () eine regulire Folge konformer Gitter, wobei hy, T gilt, und N,
die dazugehdorige Anzahl an Freiheitsgraden, fiir die N, 0 gilt. Gibt es einen
Parameter § € (%, 1], sodass fiir alle Losungen

Elps] € Ho(curl; ), m[E[ps]] € H (curlp; T)

mit ps € Pg gilt, dann existiert eine konvergente Teilfolge (psn,,)n.. 2u den glo-
balen Lisungen (psn)n € Ps von [O1]p n;, und diese konvergiert gegen die globale
Lésung ps von [O1]k.

Beweis. Da pg globale Losung von [O1]k ist, erhalten wir mit der normalen und umge-
kehrten Dreiecksungleichung

SIS
(SIS

0 < Z1[ps]? — Z1[ps]

1 ~ ~
1 A A ) i

< v <||5[ps] — EnIBs 2y + IENTPS]) = Bv iz — IEBs] - EV||[L2(VH3)
1 A A N i

< v (||5[ps] — EnIBs 2y + IENPS]) = Bv iz — IEBs] — EV||[L2(V)}3)
1 A ) N N

SQM@W%%mMmmwww—wwmwﬂ
1 A ) i i

< (I€[ps] — Enxlps]lix. + I€[Bs] — Enlps]lx.) ,
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5.2. Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

wobei wir die Minimierungseigenschaft der globalen Losung pg des diskreten Optimie-
rungsproblems [O1]p xr in der Ungleichung von Zeile drei auf Zeile vier ausgenutzt haben.
Verwenden wir nun die Approximationseigenschaft (3.67) aus Satz 3.20, so erhalten wir
die erste Aussage.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage betrachten wir die Folge an globalen Losungen
(psn)n € Pg, fiir die aufgrund der Kompaktheit von Pg eine konvergente Teilfolge
(PS.1m ) Mit Grenzwert pg € Pg existiert. Um die Notation zu vereinfachen bezeichnen
wir die konvergente Teilfolge wieder mit (pg,)n. Nach Satz 5.3 fiir den diskretisierten
Fall gilt fiir die Folge an Losungen (s, [ps.n])n € X, zu einem festen konformen Gitter
Th, (Q2) gerade

€N 5] — En [Bs]llx. = 0.

Des Weiteren haben wir fiir einen festen Parametervektor pg € Pg nach Voraussetzung
und Satz 3.20

n—oo

1€ [ps] = Elps]lx. < Cshn(€psIll s euroy + 7 EPsII i eurtpry) = 0.

Kombinieren wir die beiden Konvergenzaussagen, dann erhalten wir mit einem Diago-

nalfolgenargument
n—oo

€N, [Psn] — ElPs]llx. — 0.
Daraus folgt direkt

1 ~
|Z1[psn)? — 2 Bslllx. =50

1 1
pelz| < ——||& nl — €&
1[ps]2] < 2|V|H N [PS,n]

und mit der Stetigkeit der Wurzelfunktion

n—,oo

Z1lpsn] — 21[ps].

Als Letztes zeigen wir noch die globale Losungseigenschaft des Steuerparametervektors
ps. Diese folgt durch die eben hergeleitete Konvergenz und der Losungseigenschaft der
Folge pg,p, denn

Zilps] = Um Zi(psn, En,[psal) < lim Zi(ps,En,[ps]) = Z1ps]

gilt fiir alle pg € Pg, was wiederum die globale Losungseigenschaft ist. O

Mit demselben Beweis und unter Beachtung der Stetigkeit der Abbildung Im(e,(w)),
sowie Lemma 5.7 erhalten wir analog zu Satz 5.36 die Aussage iiber den Fehler fiir das
Optimierungsproblem [O2]k.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Satz 5.37. 1. Seipg € Pg globale Lisung von [Oz]p or zum konformen Gitter Tp,(§2)
und dazugehirigem Raum Xy C X, sowie ps € Pg globale Lisung von [Oslk,
dann ist der Fehler in der Zielfunktion beziiglich ps und ps fir [Oz]lk gegeben
durch

|Z2lps]} — Zalps]}] < —22 (w (maxam(er[ov])))Q inf_[[€ps] ~ Un |,
(5.48)

1
+is7ed (max (Im(&[@}))) inf lI€ps] = UN||Xe> :
N
mit 23 aus (5.16) und Cy aus Satz 3.20.

2. Sei Tn, () eine reguldre Folge konformer Gitter, wobei hy, 0 gilt, und Ny,
die dazugehdorige Anzahl an Freiheitsgraden, fiir die N, o gilt. Gibt es einen
Parameter § € (%, 1], sodass fiir alle Losungen

Elps] € H(curl; ), m[E[ps]] € H (curlp;T)

mit ps € Pg gilt, dann existiert eine konvergente Teilfolge (psn,,)n,. 2u den glo-
balen Losungen (psn)n € Ps von [Og]p s, und diese konvergiert gegen die globale
Lésung ps von [O2)k

Als néchstes betrachten wir den Fehler in der Approximation des Zielfeldes Ey durch
das diskretisierte Feld Ey xr.

Satz 5.38. Firk=1,2 gilt:

1. Sei ﬁgV’N € Pg globale Losung von [Oglp n zu Ev s zum konformen Gitter Ty, ()
und dazugehorigem Raum Xy C X, sowie ps € Pg globale Lisung von [Og|k
zu By, dann ist der Fehler in der Zielfunktion beziiglich ﬁgV’N und pg fir [Oglk
gegeben durch

NI

Byl _
|Z1[pg" ]2 — Z1[ps]
1

S R
V2V

| (5.49)

(C’ UNGX ||5[ YN~ Uyllx, + Ca UAig(NHg[pS] — Unlx.

+2/|By - Byl gy
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1 - 1
| Za2[ps"N ]2 — Zalps, Bva]?] (5.50)

VI

1 1
< (@w%eé (max (Im(e, [a}))) it [1€55™] - Uxlx.

1 1 2
Iy NP
+Caited (mas (e la) )t [1€lfs) ~ Unlx,

1=

N R 2
rarted (s (e ) 1By — Bualysg
1
.11 - 2
+wzed (rglea&( (Im(eT[w]))> |Ev — EMNH[LQ(VW) ,

mit Coy aus Satz 3.20.

2. Sei Tp, () eine requlire Folge konformer Gitter, wobei hy, "0 gilt, und Ny,
die dazugehdorige Anzahl an Freiheitsgraden, fiir die N, 0 gilt. Gibt es einen
Parameter § € (%, 1] , sodass By € H®(curl; Q), sowie Ey n = lx[Ey] mit Inter-
polationsoperator (3.60) und fir alle Losungen

Elps] € Ho(curl; ), m[E[ps]] € H (curlp;T)

mit ps € Pg gilt, dann existiert eine konvergente Teilfolge (psn,,)n.. 2u den glo-
balen Lisungen (ps.n)n € Pg von [Oglp.n;, und diese konvergiert gegen die globale
Lésung ps von [Oglk.

Beweis. Die erste Aussage folgt mit denselben Argumenten wie im Beweis von Satz 5.36,
indem neben EN[ﬁgv’N | auch Ey s als Zwischenterm eingefiigt wird. Wir erhalten dem-
nach nach der Anwendung der Dreiecksungleichung anstatt

N
||5N[pSV’N] - EVH[L2(V)]3’

den Anteil .
1En DS ]~ Eynlipzanp + 1Bvy = Evil g2 y-
Fiir den ersten Term lisst sich dann die Losungseigenschaft fiir eine weitere Abschitzung

ausnutzen, wobei dann ﬁgv’N durch pg ersetzt wird. Daraufhin wird wieder Ey s als Zwi-
schenterm eingefiigt und die Dreiecksungleichung angewandt. Danach folgt die Aussage
wieder analog zu Satz 5.36. Auf dieselbe Art folgt auch die Behauptung fiir kK = 2. Der
zweite Teil des Satzes ergibt sich wiederum analog zu Satz 5.36, nur dass zusétzlich
Satz 3.20 fiir die starke Konvergenz von Ey x gegen Ey verwendet wird. O
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Wir sehen damit, dass der Fehler, den wir in unseren Zielfunktionalen generieren, di-
rekt abhéingig von der Approximationseigenschaft der FEM-Diskretisierung ist, weshalb
wir bei der Diskretisierung entsprechend feine Gitter 73 (£2) verwenden. Wir erhalten
analog ahnliche Aussagen wie eben auch fiir die diskretisierten getrennten Systeme
[Ok]K Div,s k = 1, 2. Hierzu bezeichnen wir mit [Vp piy, a;] die diskretisierte Formulierung
von [VK piv,] zu den jeweiligen Gittern 73, (£2), wobei N die Anzahl an Freiheitsgraden
bezeichnet. In den einzelnen Séitzen ergibt sich dann eine Summe der Approximations-
eigenschaften

inf ||§Q] — U
UNlHelXNl” @] = Unillx,

der einzelnen getrennten Probleme [Vp piv, A7), 1 <1< Kg.

5.2.2. L?-Feldoptimierung

Die in Abschnitt 5.1.2 hergeleiteten Optimierungsprobleme [Og]k, k = 1,2, suchen das
optimale elektromagnetische Feld E zu einem gegeben Vektorfeld Ey . Betrachten wir
jedoch die aus dem Poynting-Satz in Abschnitt 2.3 hergeleitete Definition 5.6 nicht im
Integral sondern in jedem Punkt im Gebiet V' C €2, also den Integranden, dann kénnen
zwel komplett unterschiedliche Vektorfelder E dieselbe Verlustleistung in jedem Punkt
in V erzeugen. Beispielsweise liefern die Vektorfelder 1 = (1,0,0)” und E; = (0,1,0)7
denselben Betrag, damit dieselbe Verlustleistung und somit auch dasselbe iiber das Ge-
biet betrachtete Erwérmungsmuster. Dabei sollte darauf hingewiesen werden, dass dieses
Beispiel lediglich fiir den Fall linearer isotroper Materialien richtig ist, denn bei aniso-
tropen Materialien ist die relative Permittivitdt matrixwertig, siehe Definition 2.4. Je-
doch lassen sich auch fiir anisotrope Materialien entsprechende Vektorfelder mit gleicher
Verlustleistung herleiten. Dies bedeutet, dass fiir die Erwadrmung das exakte elektroma-
gnetische Feld in jeder Komponente eine untergeordnete Rolle spielt und wir deshalb ein
Zielfunktional herleiten, welches die Verlustleistungsfunktion beinhaltet.

Definition 5.39. Der Operator
Py :Ry x X, — LYV, R), (5.51)

(w, E) = Pglw, E] = %wso Im (g, (w)) ]E\Q,

heifit punktuelle Verlustleistung oder auch punktuelles Leistungsmuster. Die physikalische
Einheit von Pglw, E] ist [25].

Wie in (5.51) werden wir auch im weiteren Verlauf auf die reellwertigkeit der Funktionen
Pgw, E] hinweisen, indem wir explizit L'(V,R) schreiben. Mit Voraussetzung 2.10 und
der Definition des Raumes X, ist die Wohldefiniertheit des Operators Py klar. Der
limitierende Faktor fiir die Regularitit Pglw, E] € LY(V,R) liegt an E € X, und die
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5.2. Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

Ermittlung hoherer Regularititseigenschaften fiir |E| ist derzeitiges Forschungsgebiet.
In der Hyperthermie, siehe [52, 53|, wird fiir die Steuerung die gesamte Verlustleistung
P(V) im Gebiet V' in Zusammenhang mit den getrennten Systemen betrachtet, denn
das ergibt

Ky Ky

o 1
P(V) = / Polw, B} d2 = > \/Pini/Pinie ™ e / sweolm (e(w)) Er- By d2

v =1 k=1 v

Die elektromagnetischen Felder E;, 1 < | < K4, sind damit nur von der Frequenz
abhingig und werden dadurch ermittelt, dass jeder Port einzeln mit einem Watt und
der Phase Null angeregt wird. Da die Verlustleistung direkt in Warme umgewandelt wird,
kann bei Beobachtung der Warmeentwicklung, beispielsweise durch eine Wérmebildka-
mera, das Integral ohne Wissen der Felder E; und der Absorbtionsrate Im (g, (w)) ermit-
telt werden. Diesen Umstand macht sich die Hyperthermie zu nutze, um das Integral
durch eine gebietsbezogene Matrix Q(V') mit Eintrigen

(Q(V))kl = / %Wﬁo Im (e,(w)) Ej- Ex d2
14

zu beschreiben, die sogenannte Q-Matrix. Mithilfe der QQ-Matrix lésst sich damit
P(V)=d"Q(V)a (5.52)

mit a = [\/ P e_iel}fiﬁ € CK4 definieren. Damit lassen sich bei fester Frequenz die
Phase und Leistung iiber Matrixgleichungen optimal steuern. Hierzu gibt es bereits seit
Anfang der Neunziger Jahre einiges an Theorie, siehe dazu [52, 53, 54]. Wir werden im
weiteren Verlauf keine Q)-Matrizen verwenden und wollen hingegen das Leistungsmuster

(5.51) in der entsprechenden L'(V)-Norm betrachten, also

1
[ Polw, E] — QvlLivr) = /’PQ[W,E] — Qv dQ = / ’2%0 Im (g, (w)) |E|* = Qv| d©2
v i

mit gegebenem Leistungsmuster Qy € L?(V,R). Um diesen Ausdruck nach der Diskre-
tisierung berechnen zu kénnen, benttigen wir eine Quadraturformel, welche wiederum
die genaue Definition der FE-Ansatzfunktionen beinhaltet. Diese wollen wir hingegen
vermeiden, weshalb wir obigen Ausdruck im L?(V)-Sinne

1 2
1ol B1 = Qv v = [ | osotin (e 1B~ Qv | a
174
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betrachten wollen. Wie bereits in der Diskussion zur Definition 5.39 genannt, ist diese
Betrachtung nicht wohldefiniert. Um diese Betrachtung dennoch zu verwenden und den
Vorteil auszunutzen, dass wir in L?(V') ein Skalarprodukt zur Definition der Norm haben,
betrachten wir den Ausdruck nur fiir die diskretisierten elektrischen Felder E .

Satz 5.40. Die Einschrinkung des Operators Pglw, ] von X, auf Xy C Xe zum Gitter
Tn(Q) bildet nach L*(V,R) ab, das heifit der Operator ist gegeben durch

Po: Ry x Xy — LAV, R), (5.53)

1
(w,En) — Pgolw, Ex] = §w50 Im (e, (w)) |EN\2.

Beweis. Fir Ex € X zu dem konformen Gitter 7 (12) gilt
Exlg € [C*(E)P,

fiir jeden Tetraeder K € T,(Q2) des Gitters, da nach Einschrinkung auf den Tetraeder
Ey|j durch eine Summe von lokal definierten Polynomen beschrieben wird. Damit ist
E) ein stiickweise stetiges Vektorfeld und daher gilt auch Ex € [L4(Q)]3. Wir erhalten
damit

1
| Pgw, E/\/]HL?(V,]R) < *Wmax505maX,ImH|EN|2”L2(Q,R)

2
-3 IExl
= 2Wmax505max,lm Nll[La Q)3

< 00

O]

Dieser Satz und die Betrachtung des Operators (5.53) sind gute Approximationen an die
echten Leistungsmuster, insofern die Approximationseigenschaft des Raumes X zu X,
nach Satz 3.20 gut genug ist, also die Diskretisierungsfehler |Ey — E||x, zu dem Gitter
Tn(€2) in der Norm (3.67) sehr klein werden.

Bemerkung 5.41. Seien K1, Ky € Tp(Q2) mit KN Ky # 0, dann wissen wir aus dem
Beweis von Satz 5.40, dass EN|71’ E/\/|[72 € OF (K1 U K»), also stiickweise stetige C>°
Funktionen sind. Diese Regularitidt kann noch weiter verbessert werden, indem die Rand-
bedingung (2.62) auf der gemeinsamen Randfliiche K7 N K betrachtet wird. Nehmen
wir an, dass die Oberflichenladungsdichte pg Null ist, dann ist

Enlgor, € [CKIUK))? (5.54)

genau dann, wenn &, 1(w) = &.2(w) auf K3 N Ky gilt.
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5.2. Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

Das heiit, mit der Stetigkeit der relativen Permittivitdtsabbildung e,(w) : V' — C er-
halten wir Ex € [C(V,C)]? und somit die Erweiterung von Satz 5.40 durch die Raum-
zugehorigkeit Pglw, Ex] € C(V,R). Wir definieren das dritte Optimierungsproblem:

e Finde zu Qy € L?(V,R) jenes ps € Pg und Eyx € Xy, wobei Ey Losung von
[Vbn] zum Parametervektor pg ist, sodass diese Losung des folgenden Optimie-
rungsproblems sind:

1
min Z3(ps, Ex) = ——
, 21V
03]k 25Ee Vi

unter a(En, ¢,ps) = f(p,ps), ¢ € X

|Polw, Ex] = Qvll72(vg

Eine direkte Folgerung aus der Definition des Zielfunktionals Z3 ist deren Stetigkeit in
Bezug auf deren zwei Komponenten.

Lemma 5.42. Das Zielfunktional Z3 : Pg x L*(V,R) — Ry ist stetig in jeder Kompo-
nente.

Beweis. Wegen Bemerkung 5.35, Satz 5.3 und Satz 5.40 erhalten wir die Stetigkeit der
Abbildung (5.53) in beiden Komponenten und mit der Normstetigkeit die obige Aussage.
O

Aufgrund der L?(V)-Norm ist Z3 schwach unterhalbstetig in Exr und mit entsprechender
Definition 5.9 der optimalen Steuerungen fiir [O3]k erhalten wir analog zu Satz 5.10 die
folgende Aussage.

Satz 5.43. FEs existiert mindestens ein Ldsungs-Tupel (ﬁg,EN) € O in der zuldssigen
Menge O C Pg x Xn zu dem Optimalsteuerungsproblem [Os]k.

Um [O3)k numerisch zu 16sen, fithren wir folgendes Variationsproblem ein:

e Bestimme Pplw, Ex] € L?(V,R), sodass

[VK,Q] GQ(PQ[W,EN],¢) :fQ(¢7ENapS)a ¢€L2(‘/7R)a
gilt mit
ag(Polw, Exl, 6) = / Polw, Ex] 6 dS, (5.55)
1%
1 2
ol Exps) = [ ot () [ExP 6 a9 (5.56)
1%
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Dieses Variationsproblem werden wir in der numerischen Betrachtung verwenden, doch
zuvor bendtigen wir die Wohldefiniertheit, also die Existenz und Eindeutigkeit.

Satz 5.44. Es existiert eine eindeutige Losung Pglw, Ex] € L*(V,R) des Variations-
problems [V q).

Beweis. Nach Definition (5.55) der Bilinearform ag, ist ag koerziv und stetig. Mit
Satz A.17 existiert damit eine eindeutige Losung Pglw, Exr] € L*(V,R) genau dann,
wenn die Abbildung ¢ — fol¢] = fo(¢, En,ps) ein Element des Dualraums darstellt.
Wir miissen deshalb zeigen, dass fg linear und in der Dualraumnorm beschrinkt ist.
Die Linearitét folgt direkt aus (5.56), wihrend fiir die Beschréanktheit

LweoIm (e,(w)) |Ex|?¢ dQ
lfell2qvry = sup s |
$cL2(VR) 9l 22vr)

1
< 5wmaxeoemam,lmHENH[2L4(V)}3

durch Anwendung der Holder-Ungleichung folgt. Der Beweis von Satz 5.40 liefert uns
Ey € [L4(Q)]3, wodurch wir die Aussage erhalten. O

Korollar 5.45. Die eindeutige Lésung Pglw, Ex] € L?(V,R) von [Vk g| 2u w und Exr
ist gegeben durch die Abbildung Pglw, Ex] in (5.53).

Satz 5.46. Sei psi = (ps)r Folge in Pg und ps € Pg mit

A k—oo
Ipsk — Dsllgitexa — 0,

sowie En = (En )y Folge in Xy und Exn mit

k—o0

1Enrk = Exllx. =3 0.

Zu der Folge an Losungen Pg k[psk, En k] von [Vk ] zu den Parametervektoren pgy,
und FEp i existiert eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert Py, mit anderen Worten

~ l
1Pg 1, [ps ks En ] = Pallzey == 0, (5.57)
und ]5Q ist die Losung Pg[ps, EN] von [VK,Q| zu ps und EN.

Beweis. Da Pg kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge pg r,, mit Grenzwert pg.
Des Weiteren ist Xy C X, als Unterraum reflexiv, weshalb eine schwach konvergente
Teilfolge Epsf,, mit Grenzwert EN existiert. Da X zudem endlich dimensional ist,
konvergiert K y,, sogar stark gegen E). Fiir eine Teilfolge k,,, m € N, erhalten wir mit
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5.2. Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

der Stetigkeit des Operators (5.53) in beiden Komponenten die Konvergenz

m—00

1P o (Wi s EN o) — PQHL?(V) — 0.
Zusammen mit Korollar 5.45 ergibt dies gerade die zu beweisende Aussage. O

Mit Korollar 5.45 kénnen wir [Os]k auch folgendermafien umschreiben:

e Finde zu Qv € L*(V,R) jenes ps € Py, Pglw, Ex] € L*(V,R) und Ex € Xy, wo-
bei Pglw, Exn] und Ey die Losungen von [V ] bzw. [Vp y] zum Parametervektor
pg sind, sodass diese Losung des folgenden Optimierungsproblems sind:

. 11
min Z3(ps, Polw, Ex]) = =z || Polw, En] — QVH%?(V,R)
Polo EnIe L2 (VR) 21V
(O3] @ e

ag(Polw, Ex], ¢) = fo(é, En,ps), ¢ € L*(V,R),

unter
a(Epn, ¢, ps) = f(e,ps), v e Xy

Analog zu Definition 5.11 definieren wir zu dem Steuerungs-Zustands-Operator Ey fiir
[Vk] auch den Zustands-Operator

P [Wmin, Wmax] X Xnr — LAV, R),
(w, Ex) = Pglw, Ex],

der gegeben ist als Losung des Variationsproblems [Vk g]. Nach Korollar 5.45 entspricht
dieser gerade der Definition (5.53). Wir kombinieren die beiden Operatoren und erhalten
den Steuerungs-Leistungs-Operator

Po : Ps — L*(V,R),
ps — Pqlps] = Polw, E[ps]]-

Damit haben wir die notwendigen Definitionen eingefiihrt, um die entsprechenden Séitze
aus den vorherigen Abschnitten herzuleiten. Da die Beweise zu diesen analog gefiihrt
werden konnen, werden im folgenden keine Beweise angegeben. Als erstes geben wir
den Satz zur Existenz der ersten Variation des Steuerungs-Leistungs-Operators und der
damit einhergehenden Existenz der ersten Variation des umdefinierten Optimierungs-
problems

p]énelgs 3 [ps] 3(1?5; PQ [ps]) (5-58)

fiir das Optimierungsproblem [Oz]k an.
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Satz 5.47. Gilt Voraussetzung 5.15, dann ist die erste Variation 6Pg[ps,ps| € L?(V,R)
an der Stelle ps € Qg in Richtung ps € R1T2K4 Lisung des folgenden Variationspro-
blems

ag(6Pqlps. Psl, &) = fo2(¢, 0En s, bs, Ex[ps], ps: Bs), ¢ € L*(V,R), (5.59)

mit Sesquilinearform ag gegeben durch (5.55) des Variationsproblems [V q] und

f0.2(0,0EN[ps, Ps): Exlps], ps, Ps) (5.60)

:% /5o(w1m(55r[w,®]) + @ Im(e, (W) [Enlps]® ¢ dQ
v

+ /eow Im(e,(w)) Re (6En[ps, Ps] - Enps]) @ dQ,
v

wobei die erste Variation 5Ex|ps, Ps] an der Stelle ps € Qg in Richtung ps € RI+2Ka
die diskretisierte Version der Gleichungen in Satz 5.19 list.

Korollar 5.48. Gilt Voraussetzung 5.16, dann ist die Abbildung ps — Pglps] Gateauz-
differenzierbar, also

§Pqlps, sl = VPqlpslps, (5.61)
mit

VPqlps] = (VwPQ s, [V Palps]] 4, Ve, Po [ps]]fiﬁ) ,

wobei [Vpiml'PQ [pg]]lli‘i und [V, Pg [pg]]l[iq Matrizen mit Spalteneintrigen Vp,, Pq[ps]
bzw. Vg, Pglps] sind, und die einzelnen Gradienten folgende Variationsprobleme losen:

1. Der Gradient V,Pglps] lost das Variationsproblem

00(VuPalps): 8) = [ ol m(Ve, o) + (e, () [Extps]* @ do
\%4

+ /aow Im(e,(w)) Re (Vuénps] - Exlps]) ¢ dQ, ¢ € L*(V,R).
v

2. Der Gradient Vp, Pqlps], 1 <1 < Ka, lost das Variationsproblem

aQ(Vep,,, Polps], ¢) = / eowIm(e, (w)) Re (Vp,, Enxlps] - Enxlps]) ¢ dQ, ¢ € L*(V,R).
1%
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5.2. Diskrete Optimalsteuerungsprobleme

3. Der Gradient Vo, Pgps], 1 <1< Ka, lost das Variationsproblem

a0(Vo Polps], ¢) = / cowIm(er (w)) Re (Vo Exlps] - Exlps)) 6 dQ 6 € LX(V,R).
1%

Dabei lost die Gateaux-Ableitung VEnr|ps| an der Stelle ps die diskretisierte Version der
Gleichungen in Korollar 5.20.

Mit Satz 5.47 und dem daraus ableitbarem Korollar 5.48 erhalten wir dann die Existenz
der ersten Variation und der Gateaux-Ableitung des Zielfunktionals von [O3]k.

Satz 5.49. Gilt Voraussetzung 5.15, dann existiert die erste Variation 6Z3[ps,ps] an
der Stelle ps € Qg in Richtung ps € R1T2EA ynd ist definiert durch

523[ps. ps] :|é| | 5Palps.s) (Polps] - Qv) s (5.62)
1%

wobei §Pg[ps, ps| durch Satz 5.47 gegeben ist. Gilt zudem Voraussetzung 5.16, dann ist

d23[ps, ps, Qv] = VZ3[ps, Qv]ps,
mat

v Zs[ps) :|V1| / VPalps] (Polps] — Qv) de, (5.63)
Vv

wobei VPg[ps| durch Korollar 5.48 gegeben ist.

Wie in Abschnitt 5.1.4 ldsst sich mit der formalen Lagrange-Technik die Lagrange-
Funktion und das adjungierte Problem zu [Os]k herleiten:

e Bestimme zu den Optimierungsgréfien ps € Pg und Py € L?(V,R) des Optimie-
rungsproblems [O3]k die adjungierte Losung A\; € L?(V, R), sodass

[Ds]k ag(é, A1) = fo.ps (6, Po,Qv,ps), ¢ € L*(V,R),

gilt mit Bilinearform ag gegeben durch (5.55) des Variationsproblems [Vk o] und

Jo.0(6, Pos Qv ps) =|é‘ / 6 (Po— Qy) dO. (5.64)
1%

Bestimme zu den Optimierungsgrofien pg € Pg, Ex € X und der adjungierten
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Losung A\; € L%(V,R) zu [D3]k die adjungierte Losung Ay € X, sodass
a(907>\27p5’):ng(SanN?)\lypS)a ()DGXN7 (565)

gilt mit Sesquilinearform a gegeben durch (3.3) des Variationsproblems [Vp ] und

fps (@, Exr, A1, ps) Z/weo Im (e, (w)) (¢ Ex) A1 d9. (5.66)
v

Definition 5.50. Die Lagrange-Funktion zu dem Optimierungsproblem [Os]k ist gege-
ben durch

E (p57EN7PQ[ EN] )‘11)\2) (567)
2|V! /|PQ En]— Qul® do— / ol Ex] A d9
1%
1
+/2w50 Im (g,(w)) |Ex|* A1 dQ + Re (—/ (VX Epx) - (V x A2) dQ
3 5 Hofr
+ / wlepe, (W) En - g dQ + / iwY (w) m[En] - m[Ao] dT
Q Frvp
—|—Z/sz i [En] - m[A2] dT°
1= 1sz
_22 / WY (w m(l) ey [Eog] - milAo] dF);
I=1r,, P i(w

wobei ps € Pg, Pg, M\, Qv € L2(V,R) und Ex, A2 € Xy

Die Existenz einer Losung zu [D3]k erhalten wir dabei wieder vollig analog zu Satz 5.44
und Kapitel 3. Mit der Aussage in Korollar 5.45 ergibt sich fiir [Ds]x die Darstellung
der adjungierten Losung

A1 = (PQ["‘)?EN]_QV)'

1
V]
Kombinieren wir Satz 5.19 und Satz 5.49 mit [D3]k, ergibt sich die verédnderte Darstellung
der ersten Variation (5.62) und eine Bedingung fiir die lokale Minimierungseigenschaft.
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Satz 5.51. Seien A1, A2 Liosungen zu [Ds|k. Gilt Voraussetzung 5.15, dann folgt

023[ps, ps] =fq.2(A1,0Eps, ps], E[ps], ps, Ps)

:é/so(wlm(ésr[w,@]) + o Im(e, (w))) |5N[ps]|2 A dQ

174
+ Re (f2(X2, Exlps], ps, Ps))

mit fo gegeben durch (5.21). Gilt Voraussetzung 5.16, dann folgt

0Z3[ps, ps] = VZslpslps,
mit
— Ka Ka
VZ;lps] = (VWZ:; ps], [Vp,,,2slps]] ;.  [Va 23 [ps]]l:1> ;
wobei [va,zZi”[pSHl[z und [V9123[p5]]£fi Matrizen mit Spalteneintrigen Vp,, Z3[ps]

bzw. Vg, Z3[ps] sind. Seien i, Xy die adjungierten Lisungen zu D3]k, dann gelten die
folgenden Gleichungen:

1. Der Gradient V,23[ps]| ist gegeben durch

2
1%

+ Re (fa, (A2, Enlps]ips)) ,

VwZslps] =1/€o(wlm(v€r[w]) +Im(er () [Enlps]® A1 dQ

mit fa, wie in Korollar 5.20.

2. Der Gradient Vp,,  Z3[ps,Qv], 1 <1 < Ka, ist gegeben durch

1
2F)in,l

Ve, 23ps, Qv] Zv/éow Im(g,(w)) Re << 5N[ﬁs]> '5N[ps]> A1 dS

o it

\/ -Pin,l Pm,l(w)

=—Re / ipowY (w)
Up

¢ [E()J] * Tt [)\2] dF s

wobei E[pg] Losung von [Vk| zu dem Parametervektor ps definiert als
w=w, 0="0,, Py =Py,

sowieék:ﬁ’myk:OfdrlngKA mit k # 1.
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3. Der Gradient Vg, Z3[ps]|, 1 <1< Ka, ist gegeben durch

Vo Zalps] = / cow I, (w)) Re (—i€lps]) - Exlps]) M d2
1%

]Din,l

—i0;
—— € Tt [E()’l] © T [)\2] dl’ s
Pri(w)

=—2Re /MowY(w>

e

wobei E[pg| Lisung von [Vk| zu dem Parametervektor ps definiert als
O=w, 0p="0,, Pp;= Py,

sowie ék :Pm,k =0 firl<k<KgqgmitkI.

Bemerkung 5.52. In Satz 5.51 existieren zur Bestimmung der Gradienten me’133 [ps]
und Vg, Z3[ps], 1 <1 < K4, jeweils zwei unterschiedliche Darstellungen. Die erste Dar-
stellung bezieht sich auf die Anwendung der Losungseigenschaft der adjungierten Losung
A1 des ersten Teils des adjungierten Problems [D3]kx und der Anwendung der Gradienten-
darstellungen Vp, ,E[ps] und Vg, E[ps], 1 <1 < Ka, in Korollar 5.20. Dabei besitzt die
erste Darstellung einen Vorteil bei der Betrachtung der getrennten Systeme, bei denen die
Teillosungen &[pg] bereits in den einzelnen Subsystemen [V piv,| bestimmt werden. Die
zweite Darstellung ergibt sich aus der erweiterten Andwendung der Losungseigenschaft
der adjungierten Losung Ao des zweiten Teils des adjungierten Problems [D3]x und der
Losungseigenschaften £[pg] zu [Vi], wie in Satz 5.26, und liefert eine Darstellung fiir die
Betrachtung der vollen Systeme.

Satz 5.53. Gelte Voraussetzung 5.15 und sei das Tripel
(s, Enr, Pol, Ex]) € Ps x Xy x L2(V,R)

ein lokales Minimum der Lagrange-Funktion L3(ps, En, Polw, Ex], A1, A2) zu gegebenem
Qv € L?(V) definiert durch (5.67), sowie

ps = ps — ps € Pg,

fiir beliebiges ps € Ps. Dann existieren eindeutige adjungierte Losungen A1 € L?(V,R)
und Ay € Xy von [Dslk, sodass die folgenden Variationsungleichungen erfiillt sind

1 .2 .

2/50(@1111(5&[@7@]) + wIm(e, (@))) ‘EN’ A1 d2+ Re (fz(/\2,EN,ﬁs,ﬁs)> >0,
\%

(5.68)

wobei fo gegeben durch (5.21) aus Satz 5.19 ist. Gilt zudem Voraussetzung 5.16 und
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definieren wir den optimalen Zustand EN nach Definition 5.11 als Ex[ps], dann ldsst
sich die Bedingung (5.68) auch folgendermaflen ausdriicken

V Z3[ps](ps — ps) > 0. (5.69)

Wir widmen uns nun der Fehlerrechnung, indem wir [O3]x diskretisieren. Die Diskre-
tisierung der Felder Exr € X haben wir bereits vorausgesetzt und deshalb bedarf es
der Diskretisierung von Pglw, Exr] € L?*(V,R). Betrachten wir die Definition (5.55) der
Bilinearform aq, dann ist klar, dass aq stetig und koerziv ist, mit Stetigkeitskonstante
C = 1 und Koerzivitiatskonstante @ = 1. Nach dem Lemma von Céa erhalten wir hierfiir
die Bestapproximationseigenschaft

| Polw, Ex] — Pong [w, ExllL2(vir) = » irelg |Polw, Exn] —uny lL2vry,  (5.70)

L SENL

wenn Py n, [w, Exnr] Losung des folgenden diskretisierten Variationsproblems ist:

e Bestimme Py v, [w, Ex] € Ly, C L?(V,R), sodass

[VD,Q,NL] aQ(PQ,NL[vaN]a¢NL):fQ(¢NLaEN7pS)7 ¢NL GLNLv
gilt mit
aQ(PQ,NL [WaEN],QbNL) :/PQJ\/L [W’EN] ¢NL dsl, (5-71)
1%
1
foléxi Exps) = [ Goeotin (@) [ExP oxg d0 (572
1%

Fiir die Aussage (5.70) ist die Darstellung des diskretisierten Unterraumes Lys, belie-
big. Wir diskretisieren hier unsere Funktion wieder mit der FE-Methode, indem wir
Lagrange-Elemente als Ansatzfunktionen verwenden. Hierzu sei nun Ly, C L?(V,R)
der durch das Gitter 7y, (V) erzeugte und mit Lagrange-Elementen versehene Unter-
raum. Dabei sei N, die Anzahl an Freiheitsgraden zur Beschreibung von Lys, . Wegen
Korollar 5.45, der stiickweise stetigen relativen Permittivitit e,(w) € Cg(f2), Voraus-
setzung 2.10 und Ex € [CP ()], wobei [CZ(Q)]? der Raum der stiickweise unend-
lich oft differenzierbaren Vektorfelder, folgt fiir die Losung des Problems [Vk ] gerade
Py € Cs(V,R). Fiir Ly, kann damit ein Interpolationsoperator

My, : L2(V,R) € H'(V,R) = Ly,

definiert werden, fiir den wir folgendes erhalten.
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Lemma 5.54. Sei Ty, (V) regulire Folge konformer Gitter, wobei hy,p, =0 gilt,
Ly, der zu Ty, (V) diskretisierte Lagrange-Raum und Nin die dazugehorige Anzahl

an Freiheitsgraden mit N, "% 50. Dann gilt

lim |[Polw, Ex] — Iy, [Polw, Exllll2(vir) = 0.
hL,n — 0
Diese Approximationseigenschaft der Interpolationsfunktion IIy;, kann in [55] nachgele-

sen werden. Damit erhalten wir das diskrete Optimierungsproblem:

e Finde zu Qv € L*(V,R) jenes pg € Pg, Py, [w, Ex] € Ly, und Ex € Xy, wobei
Po n, |w, Ex] und Ep Losung von [Vp g A, | bzw. [Vp ar] zum Parametervektor pg
sind, sodass diese Losung des folgenden Optimierungsproblems sind:

[03]D7NL
1

: - o 2
pgglpr;, Z3(pSaPQ,NLaQV) - 2’V’||PQ,NL[UJ7EN] QVHLZ(V,R)

Ponpw, B €LN,
aQ(Po.n,, 0N ) = fo(dar, Enps), on, € L,

unter
a(En,¢,ps) = f(e,ps), p € Xy

Kombinieren wir nun Lemma 5.54 mit (5.70) dann erhalten wir folgenden Fehler.

Satz 5.55. 1. Seipg € Pg globale Lisung von [O3|p ar, zu den Gittern Tp(2), T, (V)
und dazugehorigen Rdumen X, Ly, C L3(V), sowie ps € Pg globale Lisung von
[Os]k, dann ist der Fehler in der Zielfunktion beziiglich ps und pgs fiir [Os]k gegeben

durch
Zpslt  Zipslt < e (e 1Pl —wilio 579
# 0 Polis] = uxi )
2. Sei Ty, () regulire Folge konformer Gitter, wobei hy %0 gilt, und Ny,

die dazugehorige Anzahl an Freiheitsgraden ist, fir die N, 2 gilt. Dann
existiert eine konvergente Teilfolge (psn,, )n., 2t den globalen Steuerungslosungen
(Psn)n € Ps von [Os]p.ay,,, welche gegen die globale Lisung ps von [Oslk kon-
vergiert.

Der Beweis zu diesem Satz folgt analog zum Beweis von Satz 5.36. Des Weiteren ldsst
sich eine #quivalente Aussage wie in (5.38) auch fiir die Probleme [O3]k herleiten, wobei
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wiederum der zusitzliche Summand

2(1Qv — Qv ll2(vr)

zu (5.73) hinzugefiigt wird. In Abschnitt 5.1.5 haben wir die getrennten Systeme [V piv,],
1 <1 < K4, betrachtet. Indem wir nun diese als Nebenbedingungen verwenden, erhalten
wir:

e Finde zu Qy € L?(V,R) jenes ps € Pg, Polw, Ex] € L*(V,R) und Ey, € Xy,
1 <1< Ku, wobei Pglw, Ex] Losung von [Vi gl zu

Ka
Ex =Y /Pnie ™ Ey;,
=1

und Ep; Losung zu [Vp piv,A;] ist, sodass diese Losung des folgenden Optimie-
rungsproblems sind

(O3], Div
1
i Z Pp) = ——||Polw, Ex] — 2
pseeeitobiz S 1) = gpialer Enl = Qvliae
uter aQ(Pg, 9) = fo(é, Ex.ps), ¢ € L*(V,R),
a(En;, on;ps) = flensps), on; € X, 1 <I< Ky,

Wie bereits in Abschnitt 5.1.5 fir die beiden Probleme [Oglk piv, & = 1,2, gezeigt,
konnen &hnliche Aussagen wie in Satz 5.47 und Korollar 5.48 auch fiir [Os]k piv her-
geleitet werden. Ebenso lassen sich mehrere adjungierte Probleme definieren, welche in
Bezug zu den einzelnen Feldern Ej; zu setzen sind. Diese Sétze mochten wir hier nicht
formulieren, da die Herangehensweise dieselbe bleibt. Wir haben damit die Betrachtung
der drei verschiedenen Optimierungsprobleme [Ox]k, & = 1,2,3, und ihrer Diskretisie-
rung abgeschlossen und widmen uns nun den durch die RBM reduzierten Optimalsteue-
rungsprobleme.
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5.3. RB Optimalsteuerungsprobleme

Die Berechnung der elektrischen Felder Fs fiir die in Abschnitt 5.2 hergeleiteten diskre-
ten Optimierungsprobleme [O1]p a7, [O2]p o und [O3]p A, kann je nach Dimension des
Problems sehr rechenintensiv sein und viel Zeit benttigen. Nachdem in der Optimierung
eine Vielzahl an Losungen Exr[ps] bestimmt werden miissen, ergeben sich fiir den Opti-
mierungsprozess sehr lange Rechenzeiten. Dies ist in einem System, welches in Echtzeit
fungieren soll, nicht praktikabel, weshalb zunéchst die Variationsgleichung [Vp a7] mit
der in Kapitel 4 eingefithrten RBM reduziert und daraufthin eine Optimierung auf Ba-
sis des reduzierten Systems durchgefiihrt wird. Dabei betrachten wir innerhalb dieses
Kapitels den reduzierten Formalismus zu einem allgemein formulierten Optimalsteue-
rungsproblem:

e Finde jene Steuerung pg € Pg C R™ und Zustand up € Xy, sodass diese Losung
des folgenden Optimierungsproblems sind:

min Z(ps, p, un’)
ps€Pg,
[O]DJ\/ un EXN

unter  a(un, ¢, ps,p) = f(p,ps,p), ¢ € Xy

Um die RBM zur Reduktion der Nebenbedingung sinnvoll anwenden zu kénnen, benotigen
wir entsprechende Voraussetzungen an die Sesquilinear- und Linearformen beziiglich der
Steuerparametervektoren.

Voraussetzung 5.56. Sei (pg,p) € Pg x P die in der RBM betrachtete Parametermen-
ge, wobei pg die Steuerungsparameter darstellt. Die Sesquilinearform a(upr, ¢, ps, p), die
Linearform f(p, ps,p) und die Zielfunktion Z(pg, p, uns) besitzen die affinen Darstellun-
gen

Qa Qy
a(uy, ¢, ps,p) = Y OF(ps, p)ar(uy, ¢), fle.psip) =Y Ol (ps,p) fr(9),
k=1 k=1
Qz
Z(ps’p, U_/\/’) = Z 65(p57p)zk‘(u/\/')7
k=1

wobei 7 : Pg x P — Rund Z;, : Xy = R, 1 <k < Qy gilt.

Wir haben bereits in Abschnitt 4.1 iiber die Ritz-Galerkin- und Petrov-Galerkin-Projek-
tion gesprochen. Nun geben wir die zu den beiden Projektionen gehérenden Optimal-
steuerungsprobleme unter Voraussetzung 5.56 an:
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5.3. RB Optimalsteuerungsprobleme

e Finde jene Steuerung pg € Pg und Zustand u G e X , sodass diese Losung des
folgenden Optimierungsproblems sind:

OB%
Qz
min  Z(ps,un”) =Y 67 (ps, p) Zr(ui)
pg€Pg,
Wi xhe k=1
Qa Qf
unter Y Of(ps, p)ar(un’, ) = > Of(ps,p) fuly), @€ XK.
=1 k=1

e Finde jene Steuerung pg € Pg und Zustand u G e X G sodass diese Losung des
folgenden Optimierungsproblems sind:

0155
Qz
HgPH Z(ps, uﬁG) = Z @f(ps,p)zk(uﬁ(;)
u;ége;ﬁc k=1
N N

Qa Qa
unter Zzek (ps,p P&P)ak(uN S T[]

k=11=1
Qr Qa
_ZZG) bs,p pSv )fk(TN[ ])7 @eXﬁG

k=11=1

wobei Tj{[, 1 <1< Qq, die durch (4.43) definierten Supremumsoperatoren sind.

Bemerkung 5.57. Gilt ¢ € Yo mit Y # X in [O]p s, dann kann lediglich das redu-
zierte Problem [O]S’Cfv betrachtet werden.

Wie bereits zuvor in Abschnitt 5.1.1 bendtigen wir die Konvergenz der Steuerungspro-
bleme [O]gﬁv, [O]gg\, beziiglich des Steuerparametervektors ps. Bereits in der Definition
der beiden reduzierten Probleme ist zu erkennen, dass diese Konvergenz lediglich von
den Konvergenzeigenschaften der Parameterfunktionen ©¢, @g und G),? abhingt.

Voraussetzung 5.58. Die Parameterfunktionen ©¢, 1 < k < @, und @g, 1<k <Qy,
sind beziiglich des Steuerparametervektors pg stetig.

Satz 5.59. Sei ps = (ps)x Folge in Pg und ps € Pg mit

~ k—oo
HPS,k —pSHR1+2KA — 0.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Gilt Voraussetzung 5.58, dann konvergieren die Ldsungen uﬁ(;; und uﬁ(;; der Variations-

-~ RG

probleme in [O]ES, und [O]EG zu sk gegen die Losungen 4RC und a8¢ der Variations-

probleme in [O]gﬁv und [O]SS’Y\, zu ps. Gilt zudem die Stetigkeit der Parameterfunktionen
@f, 1 <k <Qyz, beziiglich des Steuerparametervektors ps und die stetige Abhdingigkeit
der affinen Komponenten Z, 1 < k < @z, von der Lisungskomponente uy, d(mn kon-

vergieren auch die Zielfunktionale Z(pg,uNk) bzw. Z(pg,uNk) gegen Z(pg, 0¥Y) baw.
Z(ps,an")-

Die Existenz einer Losung zu den reduzierten Problemen [O]gcjv und [O]gfj\, hangt direkt
mit der Existenz einer Losung u G bzw. u G des entsprechenden Variationsproblems
zusammen. Hierzu miissen wir nun zwei unterschiedliche Falle betrachten, welche wir
bereits in Abschnitt 4.1 diskutiert haben. Setzen wir in die Variationsprobleme die ent-
sprechenden Basisdarstellungen der reduzierten Raume X ]@G und X ﬁG ein, so ergeben
sich die zu l6senden linearen Gleichungssysteme

Qa Qf
<Z @%(psvp)Ak> U = Z@i(psvp)fk

k=1 k=1
bzw.
Qa a Qf Qa
(ZZ@k bs,Pp pS7 )Akl> uPG_ZZ@ bs,p pSv )fklv
k=1 1=1 k=1 1=1

wobei Ay, Ay € CN*N und fy, frg € CY durch die Basisdarstellung in den reduzierten
Réaumen generiert wird und ugG, ugG € CV die Koeffizientenvektoren der entsprechen-
den Losungen sind. Damit hiangt die Losbarkeit von der Matrix des linearen Gleichungs-
systems ab. Wie bereits in Abschnitt 4.1.1 diskutiert, kann fiir stetige koerzive Sesqui-
linearformen a die Existenz der reduzierten Losung uRG aus der Existenz der Losung
u) des diskreten Systems gefolgert werden, denn fiir d1e Ritz-Galerkin-Projektion einer
stetigen koerziven Sesquilinearform gilt fiir die Koerzivitédtskonstante

o la(ul¥, ¢, ps, p)| o lalun @.ps,p)l
uBCeXEG\ {0} [uRC | Tuvexp oy [Jlun]?

= an(ps,p).

(5.74)
Aus dieser Unglelchung heraus folgt a G(pg,p) > 0 und mit Satz A.17 die Existenz
der Losung u & und die Stabilitit des reduz1erten Systems. Fiir inf-sup-stabile Sesqui-
linearformen a erhalten wir die Existenz einer Losung und die Stabilitdt der Petrov-
Galerking-Projektion uﬁG aus Lemma 4.1 und (A.4). Auch wenn keine Existenz- und
Stabilitdtsaussagen fiir die Ritz-Galerkin-Projektion einer inf-sup-stabilen Sesquilinear-
formen a gezeigt werden koénnen, gibt es aus numerischer Sicht einige Vorteile, denn

aﬁG(pSa p) =
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5.3. RB Optimalsteuerungsprobleme

die Verwendung der Ritz-Galerkin-Projektion erhélt bei einer symmetrischen Sesquili-
nearform die Symmetrie und es wird deutlich weniger Speicherplatz benétigt, da weniger
Teilmatrizen gespeichert werden miissen. Deshalb definieren wir folgende Voraussetzung,
damit die Ritz-Galerkin-Projektionen fiir inf-sup-stabile Sesquilinearformen wohldefi-
niert ist.

Voraussetzung 5.60. Fiir eine stetige und inf-sup-stabile Sesquilinearform a existiert
eine von der Parametermenge Pg x P unabhéngige untere Schranke Srp > 0 an die
inf-sup-Konstante des reduzierten Systems

RG ,.RG
. a(ulC vk pe,p
ps,p) = inf sup laluy”, oy, ps, p)| > Br, (ps,p) € Pg x P.

RG
N (
WBOeXTO\(0} yrGex RO 03 [|un Ilx. [lvRClx.

Mit Voraussetzung 5.60 und (A.4) erhélt man dann wiederum die Existenz einer Losung
der Ritz-Galerkin-Projektion, aber keine Stabilitdt, denn es ist nicht klar in welchem
Verhiltnis die inf-sup-Konstante 3% (pg, p) zu der diskreten inf-sup-Konstante S (ps, p)
steht. Wie in Abschnitt 5.1.2 definieren wir wieder die Steuerungs-Zustands-Operatoren
ENS SﬁG und £ ﬁG der einzelnen Variationsformulierungen. Je nach Eigenschaft der Ses-
quilinearform ergibt sich somit das folgende Fehlerresultat.

Satz 5.61. 1. Ist die Sesquilinearform koerziv oder gilt Voraussetzung 5.60 fir eine

inf-sup-stabile Sesquilinearform, dann existieren Ldsungen zu [O]gﬁv.

2. Ist die Sesquilinearform inf-sup-stabil, dann existieren Lésungen zu [O]SC]'\,.

3. Sei ps € Pg globale Losung von [0S v mit X C Xy, wobei G fiir RG oder PG
steht. Weiterhin sei pg € Pg globalé Losung von [Olp nr zum Gitter Tp(Q) und
dazugehorigem Raum Xp C Xe. Dann ist der Fehler in der Zielfunktion beziglich
ps und pg fir [Olp - gegeben durch

|Z(ps. £ [bs)) — Z (s, Exlbs))] (5.75)

Qz
< 167 (bs,p) — OF (s, )| Zk(Exlbs])
k=1

Qz

+ Y OF (9s. )| Ze(Enlps]) — Zu(EK[ps))]
k=1
Qz

+ > OF (Bs,p)| Zu(Enlps]) — Zk(EX[Bs))].
k=1

wobei Zy. die affinen Komponenten von Z wie in Voraussetzung 5.56 sind.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

Der Beweis folgt mit denselben Schritten wie im Beweis von Satz 5.36, indem wir
Zwischenterme einfiigen und die Losungseigenschaft ausnutzen. Wenn (5.75) betrachtet
wird, dann ist der Fehler direkt von dem Verhalten der Parameterfunktionen ©7 (ps, p),
1 <k < @z, und der Approximationseigenschaft des reduzierten Problems abhingig.
Fiir den Fall einer koerziven Sesquilinearform erhalten wir mit [14, Proposition 4.2] eine
explizite Fehlerdarstellung

IEnlps] — ERC[ps]lx, < IEps:Plixe
QLB

zwischen der hochdimensionalen Losung Ex[ps] und der reduzierten Losung EX%[ps],
wobei 7(pg,p) der Riesz-Représentant des Residuums, wie in Abschnitt 4.1.4, und arp
eine untere Schranke an die Koerzivitéitskonstante ist. Mit Proposition 4.3 erhalten wir
die Fehlerdarstellung (4.29) fiir Petrov-Galerkin-Projektionen uA¢ einer inf-sup-stabilen
Sesquilinearform a. Mit (5.74) und Lemma 4.1 koénnen die unteren Schranken arp
und Brp unabhingig von der Wahl des Unterraums X ﬁG bzw. X ﬁG bestimmt wer-
den, weshalb der Fehler nur von dem Residuum abhéngig ist. Wahlen wir den Greedy-
Algorithmus zur Bestimmung der Basis des reduzierten Raumes, dann hiangt die Ap-
proximationseigenschaft nach Abschnitt 4.1.3 von der Kolmogorov-N-Breite (4.23) ab.
Bewiesen wird diese Aussage in [50]. Das bedeutet, dass der Fehler (5.75) fiir einen re-
duzierten Raum mit guten Approximationseigenschaften sehr klein wird. Betrachten wir
eine Ritz-Galerkin-Projektion einer inf-sup-stabilen Sesquilinearform in Zusammenhang
mit Voraussetzung 5.60, dann ldsst sich keine Aussage in Bezug auf die Approximati-
onseigenschaft und den Fehler zeigen. In diesem Fall kénnen wir nicht sagen ob eine
Dimensionsvergréflerung des RB-Raumes eine Verbesserung darstellt oder nicht.

Die Herleitung der ersten Variation und der Gateaux-Ableitung funktioniert analog zu
Abschnitt 5.1.3, weswegen wir fiir deren Existenz eine Regularitits-Voraussetzung an
die Parameterfunktionen bendttigen.

Voraussetzung 5.62. Es existieren die ersten Variationen d0¢[pg,ps], 1 < k < Qq,

und 6@£[p5,ﬁ5], 1 < k < Qy, der Parameterfunktionen an der Stelle pg € Og C Pg in
Richtung ps € R™.

Voraussetzung 5.63. Es existieren die Gateaux-Ableitungen VO¢[ps], 1 < k < Qq,
und V@i[pg], 1 <k < Qy, der Parameterfunktionen an der Stelle pg.

Satz 5.64. Gilt Voraussetzung 5.62, dann existiert die erste Variation der Ritz-Galerkin-
Projektion 55]1\:}(;[1)5,]35] € XﬁG und die erste Variation der Petrov-Galerkin-Projektion
6E8C ps, ps] € XEC an der Stelle ps € Og C Pg in Richtung ps € R™. Diese erfiillen
die folgenden Gleichungen:
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5.3. RB Optimalsteuerungsprobleme

RG: Fualls die Sesquilinearform a koerziv ist oder Voraussetzung 5.60 erfillt, dann gilt:

Qa Qu
> O04ps, P)ar(OER  ps. bsl, ) = — Y 664 [ps, Pslar(EF°[ps], #) (5.76)
k=1 k=1

f
+> 60 [ps, pslfrle), @€ XFC.

PG: Fulls die Sesquilinearform a inf-sup-stabil ist, dann gilt:

Z Z t(ps,p)O (ps, p)ar(0ER [ps, Ps], T [¢]) (5.77)

Qa Qa
=~ 3" 61ps. 0)307 s, Bslar (€5  ps), Thle)

k=1 1=1

—iié@ [ps, 5510 (ps, p)ar (EN ps], T )

k=1 =1
Qf Qa .
+ZZ@{:(ps,p)(?@?[ps,ﬁs]fk(T/i/[SD])

k=1 =1
Qf Qa
+225@fp5ap5 “(ps, ) fe(Trrle]), @ € XRE.

k=11=1

Gilt zudem Voraussetzung 5.63, dann sind auch SEEC [ps, bs] und SE5%[ps, bs] Gdteaus-
differenzierbar. Es gilt

5EK [ps: Bs] = VES [ps]ps,
mat Vgﬁ[pg], wobei G entweder fiir RG oder fiir PG steht, gegeben durch die Variati-

onsprobleme (5.76) und (5.77), indem die ersten Variationen der Parameterfunktionen
durch deren Gateauz-Ableitungen ersetzt werden.

Der Beweis von Satz 5.64 folgt mit denselben Schritten wie in Satz 5.19 und dem daraus
folgenden Korollar 5.20. Weiterfithrend erhalten wir mit weiteren Bedingungen an die
affinen Komponenten Zj, 1 < k < )z, auch die Differenzierbarkeitseigenschaften fiir die
Zielfunktion Z.

Satz 5.65. Euxistieren die ersten Variationen 6@,{[])5,;55], 1 <k < Qgz, und sind die
affinen Komponenten Zi, 1 < k < Qz, stetig abhingig von der Lisungskomponente uﬁ,
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

dann existiert die erste Variation des Zielfunktionals ZC[pg] = Z(ps,é'ﬁ[ps]) und ist
gegeben durch

VA b G 5c) — 7 G
52C1pg. ps] = }EL% ( (ps + hps, E5lps +:ps]) (ps,gN[pS])) |

wobei G entweder fiir RG oder fiir PG steht, an der Stelle ps € Qg in Richtung ps € R™
genau dann, wenn zudem die ersten Variationen

G ~ _ G
62,?[735,135] = flbl_% (Zk(gN[PS + hpb];]) Zk(&v[PS])) 1<k<Qy

der affinen Komponenten ezistieren. Existieren zudem die Gateauz-Ableitungen V@f [ps],
1 <k <Qg, dann existiert die Gateauz-Ableitung V Z%[pg] mit

62%[ps, ps) = VZ%[pslps

genau dann, wenn die affinen Komponenten Z; Gdteauz-differenzierbar beziiglich des
Steuerparametervektors pg sind.

Beweis. Wir betrachten die Differenz des Kostenfunktionals zu den beiden Parametern

Qz
Z%[ps + hps) — 2%ps] = _ OF (ps + hs, p) Zr(EKi[ps + his]) — OF (ps, p) Zk(E [ps))
k=1
Qz
=2 (6% (ps + hps,p) = OF (ps,p)) Zr(ER[ps + hps])
k=1

Qz
+ 3 0F(0s.p) (Zu(ESlps + his)) — Zu(€SIps) .
k=1

wobei h klein genug, sodass pg + hps € Og. Multiplizieren wir die Gleichung mit h~!
und bilden den Grenzwert h — 0, dann erhalten wir mit den Voraussetzungen des Satzes
und Satz 5.59

. (ZG[ps + hps] — Z%pg]
11m

Qz
h—0 h ) :Z(S@g[pS’ﬁS]Zk(gﬁ[pS])

k=1
Qz

+Y 07 (ps,p)dZ{ Ips, ps]
k=1

und damit die erste Aussage. Die zweite Aussage folgt dann direkt aus der obigen Glei-
chung durch das ersetzen der ersten Variationen mit den Gateaux-Ableitungen. O
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5.3. RB Optimalsteuerungsprobleme

Um das adjungierte Problem herzuleiten, betrachten wir eine besondere Klasse an Ziel-
funktionalen, welche dadurch gekennzeichnet ist, dass die ersten Variationen der affinen
Komponenten folgende Form besitzen

628 ps, Ps) = Zklps, bs, ESps], €5 s, bs]]. (5.78)

Sie konnen also durch weitere Abbildungen Ze, 1 < k < Qg, dargestellt werden, die
wiederum von der ersten Variation §€$[ps, ps| abhiingig sind. Die explizite Abhiingigkeit
von 65%[]95,]55] hilft uns im spéteren Verlauf die ersten Variationen und die Gateaux-
Ableitungen aus dem Satz 5.65 mithilfe der noch zu definierenden adjungierten Probleme
zu beschreiben.

Bemerkung 5.66. Die Optimalsteuerungsprobleme der Abschnitte 5.1 und 5.2 besitzen
die eben genannte Abbildungseigenschaft.

Indem wir als Lagrange-Multiplikatoren )\ﬁG eX ﬁG verwenden, wenn wir Ritz-Galerkin
Optimierungsprobleme [O]RG betrachten, und A € TH¥P[XEC] bei Petrov-Galerkin

Optimierungsproblemen [O]D A+ lassen sich die adjungierten Probleme und die Lagrange-
Funktionen leicht herleiten:

e Bestimme zu den Optimierungsgréfien ps € Pg und uffG e X ]@G des Optimie-
rungsproblems [O]gﬁv die adjungierte Losung AX¢ € XRY sodass

Qa QZ
DIEG D O%ps. plar(e. X)) = 07 (ps,p) Zelps. ps. ERC[psl, €], v € XRC.
k=1 k=1

e Bestimme zu den Optimierungsgroflen pg € Pg und uﬁG e X ﬁG des Optimie-
rungsproblems [O]FD)% die adjungierte Losung AEC € TU5P[XEC], sodass

Qa

DIFG D Oips, p)ar(e, ARE) Z@k ps,p) Zilps, bs, Ex°Ips) o), @ € X{C.
k=1

Definition 5.67. Die Lagrange-Funktion zu dem Optimierungsproblem [O]S N> Wobei
G entweder fiir RG oder PG steht, ist gegeben durch

QZ Qa
LY (ps,uf, AF) =Y OF (ps, p) Zk (u) + Re(— > Of(ps, p)ar(uf, AY)  (5.79)
k=1 k=1

Qr
+ Z@i(ps,p)fk()\%))

k=1
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

wobei pg € Pg, u]GV € X]C\’; und )\]I\%,G IS X]@G bzw. )\ﬁG € ms’p[XﬁG].

Im Folgenden betrachten wir das Variationsproblem [D]S’Cj\, nédher. Die adjungierte Losung

AR e TP XK Y] wird nach Definition des Supremumsoperators 7" eindeutig durch
eine Funktion U]F\;G eX ﬁG dargestellt, d.h.

)\ﬁG — m&p I:/UEG:I.

Mit der affinen Darstellung des Supremumsoperators 7}(}5 P durch die affinen Kompo-
nenten 7;\]?, 1 <k <@, analog zu (4.42), lisst sich die adjungierte Losung auch iiber

Qa

ARG = 0f(ps, p) TR
=1

darstellen, wobei ’U]]\D,G eX ﬁG dann Losung des Variationsproblems

Qa Qa QZ
YD 6ips,p)6f (s, p)ar(e, THRD) = D OF (ps,p) Zklps, bs, EXIps), ¢] (5.80)
k=11=1 k=1

mit ¢ € X ﬁc ist. Wie bereits in Abschnitt 5.1.4 gesehen, kénnen wir mit den adjun-
gierten Losungen die Berechnung der ersten Variation und der Gateaux-Ableitung der
Zielfunktion in Bezug auf die Steuerparametervektorten anpassen.

Satz 5.68. Sei )\% € Xﬁ die adjungierte Lésung zu [D]SN, wobei G entweder fiir
RG oder PG steht. Gelten Voraussetzung 5.62, die Voraussetzungen von Satz 5.65 und
existieren die ersten Variationen der affinen Komponenten 5ZkG[ps,;55], 1<k <Qyz,
wobei diese die Darstellungen (5.78) besitzen, dann ist die erste Variation §Z%[pg, ps]
gegeben durch

Qz

62%ps.ps) =Y 06f Ips. Bl Zu(ERiIps) + Re (% (ps. ps. EFlps] AT) )
k=1

wobei fC die rechte Seite von (5.76) im Falle einer Ritz-Galerkin-Projektion und (5.77)
im Falle der Petrov-Galerkin-Projektion ist.

Betrachten wir die Diskretisierungen von [D]gg\, und (5.80), dann ergeben sich dieselben

Matrizen wie in der Diskretisierung der Variationsprobleme in [O]E% und [O]5%;, nur

dass wir die liegenden Koeffizientenvektoren (ng) und (Uﬁg) suchen. Beispielsweise
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5.3. RB Optimalsteuerungsprobleme

erhalten wir zu ng das lineare Gleichungssystem

a a QZ
(vie) (Zz@k ps,p)OF (ps,p )Akl> =Y 0{(ps,p) My,
k=1 1=1 k=1

~ H -
mit (Mk> € CV gegeben durch die Eintrige Zi[ps, ps, Eﬁ[ps], En,1) beziiglich der Ba-

sisfunktionen (En ) f\i | des Raumes X {C.

Zum Abschluss betrachten wir noch den Fall der getrennten Systeme, das heifit die Pa-
rameterfunktionen der Variationsformulierung in [O]p ar erfiillen die Voraussetzung 4.25
aus dem Abschnitt 4.2.5. Damit ldsst sich das allgemeine Optimalsteuerungsproblem
[O]p,a entsprechend der Theorie fiir getrennte Systeme auch folgendermafien schreiben:

. . T T 1T “ £1]%7
e Finde jene Steuerung ps = [pg1,Pg0]’ € Ps und Zusténde [uN} € Xy, sodass

diese fiir p = [p?,pl]T € P Losung des folgenden Optimierungsproblems sind:

[O]D,N,Div
Qy
: l
min 7 | ps,p, ) 0] (psz,pa)uly
fzz)sgf& =1
(4] 2 e xn
Qa 1
unter Y O%(ps1,p1)ak(ull, @) = O (ps1.p1) file),
k=1

Wie zuvor in Abschnitt 5.1.5 gezeigt, lédsst sich die komplette Theorie beziiglich der
adjungierten Probleme und der Differentationstheorie auf dieselbe Weise auch auf die
getrennten Systeme anwenden, weswegen wir dies nicht im Detail besprechen werden.
Wollen wir fiir [O]p 7 piv ein reduziertes Optimierungsproblem betrachten, dann miissen
Q¢ viele RB-Systeme der verschiedenen Nebenbedingungen bestimmt werden. Der Vor-
teil hierbei ist die Moglichkeit der Parallelisierung, indem die RB-Systeme simultan geldst
werden. Da zudem der betrachtete Parameterraum eines jeden RB-Systems kleiner ist,
benétigen wir weniger Basisvektoren in den einzelnen RB-Systemen im Vergleich zur Be-
trachtung des RB-Systems zum nicht getrennten System. Dies resultiert moglicherweise
in einer schnelleren Berechnung im Online-Phase und eines hoheren Speicheraufwandes,
welcher durch die Anzahl der RB-Systeme entsteht. Eine Betrachtung dieser Thema-
tik widmen wir uns in Abschnitt 5.5 iiber die numerischen Ergebnisse zu den in Ab-
schnitt 4.3.1 definierten Testproblemen.
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

5.4. Steuerungsprobleme fiir den Erwdrmungsprozess

Fiir ein optimales Aushértungsresultat ist in erster Linie eine gleichméfiige Erwéarmung
des Gebietes notwendig, welche wir durch Verwendung elektromagnetischer Wellen er-
reichen wollen. Wie wir jedoch bereits in den numerischen Ergebnissen zur RBM in Ab-
bildung 4.25 gesehen haben, ist das durch eine Steuerung pgs € Pg generierte elektrische
Feld E nicht unbedingt gleichméfig. Dies ist bei grofleren Objekten aus physikalischer
Sicht auch nicht zu erwarten. Das bedeutet, dass mehrere optimale Steuerungen ver-
wendet werden und diese zudem zueinander kontréire Leistungsmuster liefern miissen.
Neben der gleichméfigen Erwidrmung wollen wir zudem viel Energie in das Objekt ein-
bringen um den Aushértungseffekt zu beschleunigen und den Wirkungsgrad zu erhéhen.
Wir beschreiben deshalb den Prozess des Findens K,,; € N komplementérer optimaler
Steuerungen [pS,m]f;:fi als iterativen Prozess und definieren zu einem einzelnen Steuer-
parameter pg die folgenden Benchmark-Werte.

Definition 5.69. Sei V C (). Sei zudem Vi C V gegeben als das Gebiet, welches aus
dem heiflesten 1% des Gebietes V' besteht. Die Benchmark-Kriterien sind gegeben als:

e MP (Mean Power), durchschnittlich eingebrachte Leistung (physikalische Einheit
von MP ist [%])

2
1
wp = | o / P, lps]? do
\%

e RSDHR (Relative Standard Deviation in Heated Region), GleichméBigkeit:

1
2
1
M/IPQ,NL[ps] — MP|* dQ

RSDHR = v

MP

e HTQ (Hotspot to Target Quotient), relativer Wert zwischen Hotspot und zu erwér-
menden Gebiet:

2

1

— [ |P 2 d0
’VH‘ /’ QvNL[pS”

HTQ = Vi

MP

Das Ziel bei diesen Benchmark-Werten ist es, dass der Wert MP so grofl wie moglich ist,
wihrend die Werte RSDHR und HTQ so klein wie moglich sein sollen. Dabei korrellie-
ren die Werte RSDHR und HTQ sehr stark miteinander, was wir im spéteren Verlauf in
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5.4. Steuerungsprobleme fiir den Erwidrmungsprozess

Kapitel 5.5.3 noch sehen werden. Wir beschrinken uns deshalb zunéchst auf die Wer-
te RSDHR und MP. Die Betrachtung des HTQ-Wertes ist vor allem bei kleinen zu
erwirmenden Gebieten sehr interessant und wird deshalb im Bereich der Hyperther-
mie, wobei hier HT'Q fiir Hotspot Tumor Quotient steht, anstatt des RSDHR-Wertes
verwendet, siehe [53, 56]. Bevor wir aus den Kostenfunktionalen der Kapitel 5.1 und
5.2 die zur Erwdrmung benétigten iterativen Kostenfunktionale definieren, gehen wir
im Folgenden auf ein Problem bei der Transformation in den Frequenzbereich ein. Diese
Probleme treten dabei nur bei der Betrachtung von Kostenfunktionalen wie in [O;]x und
[O2]k auf, welche nur vom elektrischen Feld E aber nicht von der Leistungsverteilung
Py abhingig sind, auf. Fiir die Erklarung der Frequenzbereichsproblematik betrachten
wir die stehende eindimensionale Welle im Frequenzbereich

§(0,2) = sin(x) e ",

wobei hier § = wt fiir die Phase zur Frequenz w und dem Zeitpunkt ¢ wie in Kapitel 2
steht. Diese stehende Welle ist grafisch in Abbildung 5.1 im Zeitbereich zu verschiede-
nen Phasenzeitpunkten dargestellt. Verwenden wir fiir die Frequenztransformation die
Pointer-Arithmetik mit dem Faktor e~ anstatt von ¢, dann ist

j(t, ) = Re(sin(x) e =) = Re(sin(z) e ")

die Wellenfunktion im Zeitbereich. Um das Problem zu verdeutlichen, betrachten wir
nun das folgende Minimierungsproblem im Frequenzbereich

2
min /’y SR )— ~(0,:1;)’ dQ, (5.81)
6027\'

ek]k 1
vkl A eC(o, o))

mit der Integration iiber die Raum-Komponente  und der kohirenten Uberlagerung

y (i 0 o) = Zyk e it

der Wellenfunktionen [yy] kK - zu den Phasenzeitpunkten 6. Das Problem bei dieser Op-

timierung ist der Phasenversatz moglicher Losungen y, denn betrachten wir die um 7 in
der Phase verschobene Funktion

_ ~ K K
j(m, x) = sin(z Z — Sln =yl 72 @)
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Abbildung 5.1: Stehende Welle (¢, x) zu verschiedenen Phasenzeitpunkten.

als mogliche Losung, dann ergibt sich

27
/lﬂ(ﬂ, r) — ?](O,ZU)F dQ) = 4.
0

Damit ist g(m, x) keine optimale Losung des Problems (5.81), denn die optimale Losung

Ka Ka
7 <[K1 sin] , [0]/,5:*‘1 ,x) = Z KlA sin(x) e = (0, z)

4 k=1 k=1
2

[([f]? oe) o]
(RN

Wihrend wir bei der Optimierung von (5.81) den genauen Phasenzeitpunkt finden wol-
len, ist es fiir den Erwédrmungsprozess eines Objektes unerheblich, ob die zu approximie-
rende Funktion § zum Zeitpunkt § = 0 oder 8 = 7 betrachtet wird, da beide Funktionen
dasselbe Leistungsmuster liefern. Dies bedeutet, dass fiir den Erwarmungsprozess §(m, x)

liefert

dQ) = 0.
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5.4. Steuerungsprobleme fiir den Erwidrmungsprozess

und g(0,x) als dquivalent gelten. Hierzu betrachten wir die Phasenverschiebung
Ka <154 . Ka Ka —if
y | lliy s |0k +0 L [klily > [0kl ) e (5.82)

einer Uberlagerung stehender Wellen um die Phase 6. Diese einfache Multiplikation
kénnen wir uns zu Nutze machen, um erstens eine Art Aquivalenzbetrachtung durch-
zufithren und zweitens die Rechenzeit des Optimierungsprozesses von (5.81) zu reduzie-
ren. Im Beispiel (5.81) ermoglichen wir dies, indem wir

2T
= 2
min min / v (i 182 2) e —g0,0)| e (5.83)
0

[Qk]?:AlG[OQW], 56[07271-]
[yl €C([0,27])

betrachten. Die Verringerung der Rechenzeit ergibt sich dabei aus der Multiplikation
einer in der Phase 0 verschobenen Uberlagerung y in (5.82), denn die Rechenzeit der
Multiplikation und Evaluierung des Zielfunktionals in (5.83) ist meist deutlich gerin-
ger als die Rechenzeit des zur Optimierung verwendeten Algorithmus. Auch wenn der
exakte Phasenwert damit kein echter Steuerparameter fiir den Erwarmungsprozess ist,
sind vor allem die Phasendifferenzen zwischen den zu iiberlagernden Wellen entschei-
dend. Beispielsweise 16schen sich die beiden stehenden Wellen g(m, ) und (0, ) bei der
Uberlagerung aus, withrend die Uberlagerung von (0, 2) und §(0, x) zu einer Verdopp-
lung der Amplitude fiithrt. Als Darstellung fiir die Verschiebung der Phasenwerte des
Steuerparametervektors pg fithren wir deshalb die Phasenversatzfunktion p(pg,#) ein,
welche alle Phasenparameter in pg um die Phase 6 verschiebt. Zudem verwenden wir an-
statt der Minimierung iiber das komplette Interval [0, 27| im Folgenden eine dquidistante
Zerlegung des Intervalls [0, 27] und bezeichnen die Menge der Stiitzstellen mit Iy. Wie
bereits zum Anfang des Kapitels erklart, benodtigen wir fiir die gleichméfige Erwéarmung
mehrere zueinander komplementére Steuerungen. Eine erste Moglichkeit diesbeziiglich
wére die Verwendung von mehreren lokalen Minima. Das Problem hierbei ist, dass da-
durch nicht gewéhrleistet werden kann, dass die Felder zueinander ergédnzend sind. Das
heifit unterschiedliche Steuerungen konnten ein vergleichbares elektrisches Feld im zu
erwiirmenden Gebiet erzeugen. Das Suchen von optimalen Steuerungen [pg, lt ]lfi"ft be-
schreiben wir deshalb als iterative Optimierungsprobleme und definieren hierfiir den
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Strafterm zum [-ten Iterationsschritt als

-1 Z opt ;0
Rimax <p5,l, [EN[pgpﬁn]} ) = max [pSm ] _ fiir b — 1’ 2’
M =1 me{l,...1—1} géiln Zi(p (pSJ,Q),gN[pSme

-1 ) Z. [pgpfn; 0]

fir k = 3,

= max

Runax | P55 | Pa [0
<pS,l |: NL[pSm]:| me{l, - 1} Zk(pSl,PQNL pt ])

m=1
(5.84)

wobei Zk[psm, 0] das Kostenfunktional Zk(posp;,c‘f/\/[posp;]) zu Eyn = 0 darstellt. An-

statt der Verwendung des Maximums kénnten wir als Strafterm auch die Summe der
Werte

-1 opt
ZiPgm: 0
[ Sm ] o fﬁrk:1727
mln Zi(p pS,lag)agN[pSm])

Ry~ <p517 [5N[p5m} )
(5.85)

I M
’_'n—l

= pt fir k = 3,
—~ Zk(ps1, Pon, P2r,))

m=

-1 — Zi[p,; 0]
RZ <p517 [PNL [pSm]:| 1) 2

betrachten, jedoch ergibt sich dann bei der Betrachtung der Ableitungen ein erhShter Re-
chenaufwand. Neben den beiden Straftermen (5.84) und (5.85) gibt es noch viele weitere
Moglichkeiten, die wir aber nicht genauer untersuchen werden. Die Idee der Strafterme
(5.84) und (5.85) ist es den Abstand des aktuellen Zustands Enr[ps;] zu allen vorhe-
rigen Zustanden [EN[pOP ' J--1, zu maximieren. Zudem werden die Abstéinde mit dem
Zielfunktionswert der Vorherlgen Zusténde zu Ey n = 0 skaliert. Dabei kann die Evalu-
ierung der Kostenfunktionale Zj,, k = 1,2, 3, zu dem elektromagnetischen Feld Ey » = 0
oder dem Leistungsmuster Qv n;, = 0 als Aquivalent zur eingebrachten Energie in das zu
erwirmende Gebiet betrachtet werden. Diesen Umstand werden wir auch spéter bei der
endgiiltigen Definition der Zielfunktionale fiir den Erwédrmungsprozess verwenden. Im
Folgenden schreiben wir fiir die Strafterme kurz RII%QX mit £ = 1,2,3. Um die iterativen
Optimierungsprobleme und deren Kostenfunktionale zu definieren betrachten wir zwei
unterschiedliche Falle:

1. EV,N 7é 07 QV,NL 7& 07

2. Byny =0, Quay, =0.

Dabei beschreibt der erste Fall die Approximation eines explizit vorgegebenen Feldes,
wéahrend wir beim zweiten Fall Zielfunktionale definieren wollen, die ohne vorgegebenes
Feld Ey a die Benchmark-Werte RSDHR und MP optimieren. Wir definieren nun die
iterativen Optimalsteuerungsprobleme fiir die oben genannten Fille:
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5.4. Steuerungsprobleme fiir den Erwidrmungsprozess

Definition 5.70. Sei Ey n # 0, Qv # 0 gegeben. Die [-ten Optimalsteuerungspro-
bleme des iterativen Prozesses fiir die gleichméfige Erwarmung sind:

L)L k=1,2:
min [mm [Z1lp(ps, 0); Byl + anéx}
ps€Ps [0€lp
k=3:
min [Zk [ps; Qua] + Rﬁléx}
ps€Ps
et k=1,2
gélln [Zk[0(ps, 0); Eval] + R
min
psePg Zy[ps; 0]
k= 3: .
i | ZH [ps; Qv | + Ruax
ps€ePs Z[ps; 0]
o)l k=12
opt k,l
i gy s = 3 o] i
k=3:
. ) t kil
pglel%s Zy, ps; QV,NL Z PNL pgpm + Rmax]
)l k=1,2
min {Zk [,O(ps,@) Byn — Sms [pg”;]ﬂ + Rt
min 0
ps€Ps Zy, [pS; O]
k= 3:
2 [ps; QAL = Y1 Py [pgpfn]} + Riiox
min
ps€Ps Zy, [pS§ O]

Bei den eben definierten Kostenfunktionalen in Definition 5.70 betrachten wir im Gegen-
satz zu (5.15), (5.16) und (5.58) die expliziten Abhéngigkeit hinsichtlich der Zielfunk-
tionen Ey n und Qv . Wir betrachten nun die eben definierten Steuerungsprobleme
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

hinsichtlich der Benchmark-Werte RSDHR und MP. Die GleichméBigkeit erhalten wir
zum einen durch die Wahl von Ey n und Qv als gleichméBige Feldverteilungen und
durch den Strafterm Rﬁ;gx, der gleiche Felder stark bestraft. Der Unterschied zwischen
den Steuerungsproblemen [I;]} und [Io]} ist, dass wir den Zielwert im ersten Summan-
den aktualisieren. Durch die Aktualisierung versuchen wir das zu den vorher angeregten
Feldern komplementére Feldbild zu approximieren, was wiederum die GleichméBigkeit
erhohen soll. Um zudem die mittlere Leistung MP zu erhéhen, teilen wir in den relativen
Fallen durch den aktuellen Wert Zj[ps; 0] des verwendeten Kostenfunktionals, der als
Aquivalent zur eingebrachten Leistung gesehen werden kann. Der Grund fiir die Verwen-
dung dieser Kostenfunktionale anstatt der direkten Verwendung der Benchmark-Werte
RSDHR und MP ist deren sehr aufwéndige Berechnung, was wir in Abschnitt 5.5 noch
genauer betrachten werden. Als néichstes widmen wir uns der Herleitung einer moglichen
Wahl gleichméBiger Steuerungsfelder Ey o und Qv n;, . Die Herleitung funktioniert da-
bei in zwei Schritten. Fiir die Herleitung des elektrischen Feldes Ey, zr betrachten wir im
ersten Schritt die diskrete Integralgleichung:

1.Schritt: Seien €, €y, €, € C beliebig aber fest. Bestimme
EV,N € {UN €Yy : nlUnx] = [éz,éy,éz]T auf FT} C Yy,

sodass
/ (EV,./\/'_ [éxyéyaéz]T> ' d2 =0, P € Yy,
Q

gilt.

Durch Losen dieser Integralgleichung erhalten wir ein gleichméfiges Feld in der FEM-
Darstellung. Da wir die maximal mogliche Energie jeder Antenne auf 1 Watt beschrénkt
haben, miissen wir das Feld EV7 ~ noch entsprechend der Anzahl an Antennen K4 und
beziiglich des zu erwédrmenden Gebiets V' C ) normalisieren. Hierzu 16sen wir in einem
zweiten Schritt die Integralgleichung;:

2.Schritt: Sei V' C ) das zu erwdrmende Gebiet. Seien e, ey, e, € C gegeben durch
. Ky

em = €m =

fv|%wmax505max,1m|EV,N|2| dQ’

mit m € {z,y, z}. Bestimme

Eyy € {UN €Yy : nlUnx] = [em,ey,eZ]T auf I‘T} C Yy,

sodass

/ (EV,N - [ex,ey,ez]T) o dQ=0, ¢€eYy,
Q
gilt.
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Damit erhalten wir das Feld Ey xr, welches zum einen gleichméfig beziiglich jeder Raum-
komponente ist und deren absorbierte Leistung im betrachteten Gebiet V' genau K4
Watt entspricht. Analog erhalten wir so auch die gleichméfliige und normierte Leistungs-
verteilung Qv,;, durch die beiden Schritte:

1.Schritt: Seien ¢ € R fest aber beliebig. Bestimme
Qv € Ly, € L*(V,R)

sodass

/(QV,NL —Qon, dQA=0, ¢n, € Ly,
J
gilt.

2.Schritt: Sei ¢ € R gegeben durch

L EKa
Qv A
Bestimme
Qv € Ly, € L*(V,R)
sodass
[ @i~ on, d2=0. 6 € L,
0
gilt.

Wie wir noch in Abschnitt 5.5 sehen werden, ist die Wahl der Funktionen Ey s und
Qv ein kritischer Faktor bei der Betrachtung der in Definition 5.70 beschriebenen
Steuerungsprobleme. Wir beschreiben deshalb im Folgenden weitere von der Wahl der
Funktionen Ey » und Qv z;, unabhéngige Steuerungsprobleme.

Definition 5.71. Sei Eyn = 0, Qva;, = 0 gegeben. Die [-ten Optimalsteuerungspro-
bleme des iterativen Prozesses fiir die gleichméflige Erwéarmung sind:

5L k=1,2:
1
min . + Rﬁ{lx
ps€Ps | min [Z[p(ps, 0);0]] *
0cly
k= 3:
min | ———— + Rﬁ;gx

ps€Ps | 2k [pS; 0]
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[ k=1,2: Kl
1 5
min
ps€Pg Zy, [pS; O]
k=3: k.l
1 9
min m + Rmax
ps€Pg Zk: [pS: 0]
L)L k=12
1
min + Rfﬂé‘x
ps€Ps min [Zk [P(Psa 0); 301 5N[pgp;]”
€lg ’
k=3:
. 1 k,l
min Y - + Rpax
Ps€ls Zk |:pS; Zmzl PNL [pS,m]}
Irel l k=1.2
[4 ]k - k,l
]_ k]
er%if; [Zk [P(Psﬁ);Zi;:ll 5N[pgz,7:n]]] R
min
ps€Pg Zk [pSa O]
k=3 k,l
1 )
min Z1e[psi Yt Pay, ]  Roiax
ps€Ps 2y [ps; 0]

Waéhrend wir in den angegeben Steuerungsproblemen in Definition 5.70 den Abstand
zu den gleichméfig definierten Funktionen Ey s, Qv minimieren wollen, versuchen
wir bei den angegebenen Steuerungsproblemen in Definition 5.71 zunéchst viel Energie
einzubringen und daraufhin iiber den Strafterm die GleichméBigkeit herzustellen. Die
Existenz von Loésungen der in diesem Abschnitt definierten iterativen Steuerungsproble-
me erhalten wir aufgrund der Stetigkeit der Zielfunktionale Zy, k = 1,2, 3, in Lemma 5.5,
5.8 und 5.42. Durch die Existenzaussagen in Abschnitt 5.1 und 5.2 erhalten wir ebenso
die Existenz der ersten Variation und der Gateaux-Ableitung der Steuerungsfunktionen
aus Definition 5.70 und 5.71 unter den Voraussetzungen 5.15 und 5.16. Die Darstel-
lungen der ersten Variation und der Gateaux-Ableitung ergeben sich dabei wiederum
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iiber die Zielfunktionale Zx, k = 1,2, 3, und den Differentiationsregeln. Um nun die ite-
rativen Steuerungsprobleme miteinander zu vergleichen und die iterative Verbesserung
bei Uberlagerung von Leistungsmustern zu beschreiben, betrachten wir in den nume-
rischen Ergebnissen anstatt der Benchmark-Werte in Definition 5.69 die nachfolgenden
kumulativ-iterativen Summenwerte.

Definition 5.72. Sei 1 <1 < K, und V' C Q. Sei zudem Vi C V gegeben als das
Gebiet, welches aus dem heiflesten 1% des Gebietes V' besteht. Die Benchmark-Kriterien
sind gegeben als:

e MP Summe (Mean Power), kumulativ-iterative durchschnittlich eingebrachte Leis-
tung (physikalische Einheit von MP Summe ist [%])

2 3
dQ (5.86)

l
1
MP Summe = ‘V’/ g Po.N, [PSm)
m=1

\%4

e RSDHR (Relative Standard Deviation in Heated Region), kumulativ-iterative Gleich-

_ /
’ |

RSDHR Summe = v

2 3
d§)

!
Z Po.N [Psm) — MP Summe
m=1

MP Summe (5-87)

e HTQ Summe (Hotspot to Target Quotient), kumulativ-iterativer relativer Wert
zwischen Hotspot und zu erwidrmenden Gebiet:

vt
V|

Vy

N

2
d)

l
Z Po.n [pS,m]
m=1

HTQ Summe =

MP Summe (5-88)

Der Wert [ in Definition 5.72 beschreibt dabei entweder die Betrachtung von [ beliebi-
gen Steuerparametern oder die nach [ Iterationen erhaltenen optimalen Steuerparameter
[PS,m]lm:1 fiir die Uberlagerung der Leistungsmuster und die Auswertung der Benchmark-
Kriterien. Wir haben damit verschiedene Optimalsteuerungsprobleme fiir den optimalen
Erwarmungsprozess und die fiir den Benchmark notwendigen Kriterien definiert. Die un-
terschiedlichen Optimalsteuerungsprobleme werden wir im néchsten Kapitel anhand der
reduzierten Modelle aus Abschnitt 4.3.1 auf ihre Funktionsweise beziiglich verschiedener
existierender Optimierungsalgorithmen testen.
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5.5. Numerische Ergebnisse

Um die Steuerungsprobleme und deren Losungen beziiglich der Benchmark-Werte in
Definition 5.72 bewerten zu koénnen, bendtigen wir zum einen Vergleichsalgorithmen
und zum anderen die gleichen Ziele. Als Ziel setzen wir uns deshalb die Bestimmung
von Koy = 11 Steuerungen [pg ! ]{i"f *, die wir daraufhin beziiglich der Benchmark-Werte

RSDHR und MP vergleichen werden. Zudem betrachten wir zwei unterschiedliche Fille:
a) Pipm €10,1], 1 <m < Kg4.
b) Bn,mzla 1<m< Ky

In dem ersten Fall lassen wir die Variation der Leistung an den einzelnen Antennen
zu, wihrend wir diese im zweiten Fall auf 1 Watt beschrinken. Wie wir noch im Lau-
fe dieses Abschnitts sehen werden, kénnen wir eine bessere Gleichméfligkeit erreichen,
indem wir die Leistungen variieren. Beispielsweise ist das konstante elektrische Feld
Exn = 0 beziiglich dem Gleichméfigkeitswert RSDHR, optimal. Da aber in vielen An-
wendungsfillen die volle Leistungskapazitit der Antennen ausgenutzt werden soll, be-
trachten wir auch den zweiten Fall mit der Einschréinkung auf einen Watt pro Antenne.
Als Vergleichsalgorithmen fiir die beiden Félle werden wir die folgenden Algorithmen
verwenden:

a) e Random: Tendenz bei zufélliger Auswahl an Steuerparametervektoren (Mit-
telwerte iiber 10 Durchléufe)

e SVD: Singulérwertzerlegung der S-Parametermatrix an festgelegten Frequenz-
punkten fr = 2.4+ 0.01k, 1 < k£ < 11, und Verwendung des Singuldrvektors
zum kleinsten Eigenwert

b) e Random: Tendenz bei zufélliger Auswahl an Steuerparametervektoren (Mit-
telwerte iiber 10 Durchléufe)

e RSDHR-Opt: Optimierung beziiglich des Benchmark-Wertes RSDHR Summe

Bis auf den Vergleichsalgorithmus SVD ist die Funktionsweise der verwendeten Algorith-

men aus dem Kontext heraus klar, weshalb wir die Idee hinter dem SVD-Algorithmus

noch genauer betrachten werden. Wie bereits in Abschnitt 4.3 erwahnt, stellen die in

dieser Arbeit betrachteten Modelle sogenannte N-Port Netzwerke dar, deren Eingang-
Ausgangsverhalten iiber die S-Parametermatrizen dargestellt werden kénnen

s = Se,

wobei e € CV den Eingang, s € CV den Ausgang und S € CV*¥ die S-Parametermatrix
darstellt. Dabei werden die einzelnen S-Parameter definiert iiber den relativen Wert aus
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reflektierter, bzw. transmittierter, Leistung und der eingespeisten Leistung. Betrachtet
man demnach zu festen Frequenzen die Minimierung des Quotienten

sl o ellgHge
min —— = mn ——p——
s,ecCN €7 € ecCN e
s=Se

e

der reflektierten und eingespeisten Leistungen, wobei die reflektierten Leistungen mit der
S-Parametermatrix iiber die Eingangsleistungen definiert werden kénnen, dann soll die-
ser Quotient minimiert werden. Das entstehende Optimierungsproblem zur Bestimmung
der Phasen und Leistungen an den Antennen, gegeben durch den komplexen Eingangs-
vektor e € CV, wird gelost durch Wahl des Singuldrvektors zum kleinsten Singuldrwert
der S-Parametermatrix. Dies entspricht also der Minimierung der Reflektion und damit
auch der Maximierung der Energie innerhalb der Kavitét relativ zur eingespeisten Leis-
tung. Fiir die weitere Theorie der S-Parameter eines N-Port Netzwerks verweisen wir
wieder auf [37]. Die Betrachtung des RSDHR-Optimierung-Algorithmus fiir den Fall a)
wurde aufgrund des zu grofien Suchraums Pg im Fall a) und der sehr langen Laufzeit,
wie wir noch im spéteren Verlauf sehen werden, nicht durchgefiihrt. Ebenso wurde der
SVD-Algortihmus nicht fiir den Fall b) angewandt, da der SVD-Algorithmus fiir die
Optimierung beziiglich der Reflexion die Leistungen variiert. Fiir die Vergleichbarkeit
zwischen den verschiedensten Auswertungen wurden alle Optimalsteuerungsauswertun-
gen mit der folgenden CPU und folgendem Arbeitsspeicher durchgefiihrt:

CPU: Intel® Xeon® CPU E5-1630 v4 @ 3.70 GHz
RAM: 128 GB

Zudem wurde die Parallel Computing Toolbox von MATLAB verwendet um die Berech-
nungen zu beschleunigen.
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5.5.1. Modell I: Zwei Antennen, ein Objekt

Im Folgenden betrachten wir verschiedene Aspekte der Optimalsteuerung beziiglich des
ersten Modells in Abschnitt 4.3.1. Dabei ist das zu erwdrmende Objekt V C €, welches
in Abbildung 4.5 dargestellt wird, gegeben als das Epoxidharz Rapid. Als reduzierte
Modelle fiir die Steuerungsprobleme aus Abschnitt 5.4 wurde die Reduktionsvariante
PG-ONJ-MR-EVN sowohl fiir das volle System (VS) als auch fiir die getrennten Systeme
(GS) betrachtet. Die einzelnen RB-Dimensionen sind:

RB-Variante RB-Dimension
PG-ONJ-MR-EVN-VS 180
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 91
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 113

Tabelle 7: RB-Dimensionen des vollen und der getrennten Systeme fiir die Verwendung
in der Optimalsteuerung.

Bevor die verschiedenen Aspekte der Optimalsteuerung hinsichtlich der Benchmark-
Werte in Definition 5.72 beurteilt werden, wollen wir zunéchst die Rechenzeit der ein-
zelnen Bausteine fiir die Berechnung der Kostenfunktionale betrachten.

RB-Variante EN Pn, 2 Zy Z3
VS ~ 0.869 ~23.761 ~ 0.017 ~0.032 ~ 0.005
GS ~ 20.107 ~ 24.013 ~0.024 ~ 0.032 ~ 0.004

Tabelle 8: Durchschnittliche Rechenzeit der einzelnen Bausteine fiir die Berechnung der
Kostenfunktionale Zi, k = 1,2, 3, in Sekunden.

RB-Variante VEN VPn, VZ VZ, VZ;3
VS ~42.209 ~ 200.224 ~ 0.050 ~ 0.095 ~ 0.010
GS ~ 19.825 ~ 201.595 ~ 0.053 ~ 0.086 ~ 0.009

Tabelle 9: Durchschnittliche Rechenzeit der einzelnen Bausteine fiir die Berechnung der
Ableitung der Kostenfunktionale VZi, k = 1,2, 3, bei Verwendung der Ablei-
tungen VEN und VP, in Sekunden.
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RB-Variante /\17]\[ )\27]\[ )‘il’),N’ /\%NL V21 VZQ VZg

VS ~ 0.945 ~ 1.828 ~ 1017 ~0.032 ~0.038 ~0.115
GS ~ 1.261 ~ 2.380 ~ 2.602 ~ 0.079 ~0.113 ~ 0484

Tabelle 10: Durchschnittliche Rechenzeit der einzelnen Bausteine fiir die Berechnung
der Ableitung der Kostenfunktionale VZ;, k = 1,2,3, bei Verwendung der
adjungierten Losungen A in Sekunden.

Zunichst einmal sei darauf hingewiesen, dass die Berechnungen der Zielfunktionale Zj
abhéngig sind von den Zustédnden £y und Py, . Das heifit zu einer Steuerung pg muss
beispielsweise zunichst Ex[ps| bestimmt werden, um daraufhin

Zi[ps] = Z1(ps, Enlps])

zu berechnen. Damit ergibt sich dann die kumulative Rechenzeit von
0.869 4+ 0.017 = 0.886

aus der Tabelle 8. Analog verhélt es sich bei den Tabellen 9 und 10. Beziiglich der Tabel-
le 10 sei darauf hingewiesen, dass zur Berechnung der Ableitung des Kostenfunktionals
VZ;, die jeweilige adjungierte Losung Ay ny, bzw. bei k = 3 die adjungierten Losungen
)\:1,)’ N )\:237 A, » bendtigt werden. Vergleichen wir die Rechenzeiten fiir das volle System und
fiir die getrennten Systeme in Tabelle 8, dann bendtigen wir zur Berechnung des Zu-
standes €y bei den getrennten Systemen deutlich ldnger. Dies liegt an der Auslastung
des Prozessors und der damit verbundenen Einschriankung fiir eine gute Parallelisierung.
Die Rechenzeit zur Bestimmung des Zustandes Py, und der Zielfunktionale weisen dabei
keine nennenswerten Unterschiede auf. Betrachten wir die Berechnung der Ableitungen
in Tabelle 9, dann ergibt sich eine schnellere Berechnung der Gateaux-Ableitung VEN
bei Verwendung der getrennten Systeme. Der Grund hierfiir ist, dass wir durch die Ver-
wendung der getrennten Systeme bereits Teillosungen bestimmt haben, mit denen die
Berechnung der Ableitungen in den Leistungen und Phasen schnell durchgefiihrt wer-
den kann, siehe Korollar 5.20. Dabei entspricht der Unterschied in der Berechnung VEN
zwischen VS und GS ungefihr dem Zeitunterschied aus Tabelle 8. Berechnen wir dem-
nach in der Optimierung sowohl den Zielfunktionswert als auch die Ableitung, dann ist
die Rechenzeit des vollen Systems vergleichbar mit der der getrennten Systeme. Au-
Berdem koénnen wir aus Tabelle 8 ablesen, dass die Berechnung der Leistungsverteilung
Ppn;, zu dem elektrischen Feld En sehr zeitintensiv ist. Dies ist auch die Begriindung
in Abschnitt 5.4, weshalb wir die Benchmark-Werte RSDHR und MPHR nicht als Ziel-
funktionen verwenden wollen. Zudem sehen wir den in Abschnitt 5.4 erwdhnten Vorteil
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

in der Rechenzeit bei Phasenverschiebungen des Zustandes

Enlp(ps, )] = Enlpsle™™

bei der Betrachtung der Steuerungsprobleme in den Definitionen 5.70 und 5.71, denn
die Berechnung der Kostenfunktionale Zj, k = 1, 2, betrigt nur wenige Millisekunden.
Vergleichen wir nun noch die Art der Ableitungsberechnungen aus den Tabellen 9 und
10, dann kénnen wir festhalten, dass die Berechnung mit der adjungierten Losung deut-
lich schneller als die Berechnungen mithilfe der Gateaux-Ableitungen der Zusténde ist.
Wenn jedoch eine grofie Anzahl an Zielfunktionsauswertungen zu verschiedenen Zielwer-
ten Ey r betrachtet wird, kann die Verwendung der Gateaux-Ableitung der Zusténde
sinnvoll sein. Wahrend fiir jeden neuen Zielwert Ey a eine eigenstdndige adjungierte
Losung berechnet werden muss, wird bei der Verwendung der Gateaux-Ableitung der
Zustéinde die Auswertung nur einmal durchgefiihrt und die Evaluierung der von den
Zielwerten Ey nr abhéngigen Zielfunktion V Zj benotigt kaum Rechenzeit. Aufgrund der
kiirzeren Rechenzeiten, wurden in den folgenden Abschnitten die adjungierten Losungen
zur Berechnung der Gateaux-Ableitungen verwendet.

Vergleich lokaler und globaler Optimierungsalgorithmen in MATLAB

Bevor wir uns den Aspekten der einzelnen Steuerungsprobleme in Abschnitt 5.4 und
der Vergleichsalgorithmen widmen, wollen wir zunéichst die von MATLAB bereitgestell-
ten Optimierungsalgorithmen miteinander vergleichen. Da die Kostenfunktionale zu den
Steuerungsproblemen in Abschnitt 5.4 Abbildungen von R'*254 nach R darstellen, ver-
wenden wir die in der Optimization Toolbox und Global Optimization Toolbox imple-
mentierten Algorithmen. Als lokale Optimierungsalgorithmen fiir die Funktion fmincon
konnen wir innerhalb von MATLAB die folgenden Algorithmen wéhlen:

Interior-Point (IPO),

Trust-Region-Reflective (TRR),

SQP (SQP),
SQP-Legacy (SPL),

Active-Set (ASE).

Als globale Optimierungsalgorithmen kénnen wir innerhalb von MATLAB die folgenden
Algorithmen wéhlen:

e Pattern-Search (PSE),
e Genetic (GEN),
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e Particle-Swarm (PAS),
e Surrogate-Optimization (SUO),
e Simulated-Annealing (SAN).

Die Akronyme der Algorithmen in den Klammern werden bei bestimmten nachfolgenden
Abbildungen verwendet. Die ausfiihrliche Beschreibung der lokalen Algorithmen ist in
[57, 58] gegeben und die Beschreibung der globalen Algorithmen ist in [59, 60, 61, 62] zu
finden. Eine genauere Beschreibung der Algorithmen kann zudem auch in der MATLAB
Dokumentation? nachgelesen werden. Um die Algorithmen miteinander zu vergleichen,
wurden die iterativen Probleme [Ig]l1 fir Ko = 11 und jeweils fiir die beiden Fille
P € 10,1], m = 1,2, und Py, = 1, m = 1,2, betrachtet. Bis auf die Verwendung
der Gradienten in den lokalen Optimierungsvarianten wurden die verwendeten Optimie-
rungsalgorithmen mit den default-Einstellung ausgefiihrt.
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Kummulative Rechendauer (h)
N >
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Abbildung 5.2: Kumulativ-iterative Rechenzeit der lokalen und globalen Optimierungs-
algorithmen unter Verwendung der Probleme [I3]} fiir K, = 11 und fiir
den Fall Py, ,, € [0,1], m =1, 2.

Es wird darauf hingewiesen, dass fiir die beiden Abbildungen in Abbildung 5.2 aus Dar-
stellungsgriinden jeweils eine unterschiedliche Zeit-Skalierung gewé#hlt wurde. Verglei-
chen wir zunéichst die Rechenzeit zwischen lokalen und globalen Algorithmen, dann er-
kennen wir sofort, dass die globalen Algorithmen eine deutlich gréfiere Rechenzeit aufwei-
sen. Lediglich der Surrogate-Optimization-Algorithmus benétigt fiir elf Iterationen die
anndhernd gleiche Rechenzeit wie der Interior-Point- und der Trust-Region-Reflective-
Algorithmus. Die geringere Rechenzeit der lokalen Algorithmen basiert dabei auf der
Information der Ableitungen, wodurch deutlich weniger Zielfunktionsauswertungen Z;

“https://de.mathworks.com/help/matlab/
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und Berechnungen des elektromagnetischen Feldes £ durchgefiirt werden miissen. Auch
innerhalb der einzelnen Abbildungen weisen die unterschiedlichen lokalen und globalen
Algorithmen deutlichere Zeitunterschiede auf. Bei den globalen Optimierungsalgorith-
men sind die Rechenzeit des Genetic- und des Simulated-Annealing-Algorithmus bis
zur dritten Iteration recht &hnlich, wobei der Simulated-Annealing-Algorithmus ten-
dentiell lingere Rechenzeiten besitzt. Auch die beiden globalen Algorithmen Surrogate-
Optimization und Pattern-Search weisen eine annahernd gleiche Rechenzeit auf. Betrach-
ten wir nun die Rechenzeit der lokalen Algorithmen, dann sind sich der Interior-Point-
und der Trust-Region-Reflective- Algorithmus hinsichtlich der Rechenzeiten &hnlich, denn
in bestimmten Iterationen ist eine hohe Rechenzeit zu verzeichnen und in anderen wieder-
um ergeben sich auch kiirzere Rechenzeiten. Die anderen drei lokalen Algorithmen besit-
zen ebenfalls wieder annéhernd gleiche Rechenzeiten, wobei diese deutlich geringer sind
als die Rechenzeiten des Interior-Point- und des Trust-Region-Reflective-Algorithmus.
Die Nachfolgenden Abbildungen geben die Ergebnisse der lokalen und globalen Algo-
rithmen beziiglich der Benchmark-Werte RSDHR Summe und MP Summe nach Defi-
nition 5.72 an, wobei fiir die Vergleichbarkeit zwischen den unterschiedlichen Modellen,
welche noch spéter diskutiert werden, und deren Anzahl an Antennen der MP-Wert pro
Antenne betrachtet wird. Hierbei wird noch einmal darauf hingewiesen, dass der MP-
Wert die physikalische Einheit [%] besitzt. Bei Betrachtung der kumulativ-iterativen
Ergebnisse der lokalen Optimierungsalgorithmen in Abbildung 5.3, ldsst sich der ite-
rative Prozess sowohl bei dem RSDHR Summe Wert als auch bei dem MP Summe
Wert sehr gut erkennen. Wir sehen dabei, dass die GleichmiBigkeit bei Uberlagerung
der Leistungsmuster mit zunehmender Iteration tendentiell besser wird. Auffillig hier-
bei sind die Ergebnisse des Active-Set-Algorithmus der ab der vierten Iteration kaum
noch Energie einbringt. Dies fithrt auch zu den geringeren Rechenzeiten im Vergleich
zum SQP- oder zum SQP-Legacy-Algorithmus. Bei htherem Energieeintrag ist die Aus-
wirkung bei Verénderungen der Leistungsmuster Pg a7, [ps]| durch eine Verdnderung des
Steuerparametervektors pg deutlich grofier, wodurch wiederum das Optimierungspro-
blem schwieriger zu l6sen ist.
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Abbildung 5.3: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte der lokalen Optimierungs-
algorithmen unter Verwendung der Probleme [I3]} fiir K, = 11 und fiir
den Fall Py, ., € [0,1], m =1, 2.
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Abbildung 5.4: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte der globalen Optimierungs-
algorithmen unter Verwendung der Probleme [I3]} fiir K, = 11 und fiir
den Fall Py, ., € [0,1], m =1, 2.
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Abbildung 5.5: Kumulativ-iterative Vergleichswerte der lokalen und globalen Optimie-
rungsalgorithmen der elften Iteration fiir den Fall P, ., € [0,1], m = 1, 2.

Auch bei der Betrachtung der globalen Ergebnisse in Abbildung 5.4 sehen wir den Effekt
der iterativen Verbesserung bei Uberlagerung mehrerer Leistungsmuster. Dabei kénnen
wir zudem gut erkennen, dass nach einer anfinglichen Verbesserung des RSDHR Summe-
Wertes sich eine Art Grenzwert einstellt. Diesen Effekt und seine Griinde werden wir
innerhalb dieses Abschnittes 5.5 immer wieder aufgreifen und genauer analysieren. Bei
der vergleichenden Betrachtung der beiden Abbildungen 5.3 und 5.4 lasst sich zudem
kein Vorteil in der Gleichméfiigkeit oder dem Energieeintrag bei Verwendung globaler
Algorithmen erkennen. Neben den kumulativ-iterativen Werten zu jeder Iteration geben
wir noch die kumulativ-iterativen RSDHR Summe und MP Summe Werte zu der elften
Iteration in einer vergleichenden Darstellung in Abbildung 5.5 an. In den Subgrafiken
wurde anstatt dem direkten MP Summe Wert sein Inverses verwendet. Dies hat den
Vorteil, dass bei Betrachtung der einzelnen Subgrafiken jener Algorithmus am besten
abgeschnitten hat dessen Werte am weitesten links beziiglich der x-Achse und am wei-
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testen unten beziiglich der y-Achse liegen. Vergleichen wir die Benchmark-Werte der
lokalen Optimierungsalgorithmen und deren Rechenzeit im Fall Py, ., € [0,1], m = 1,2,
dann liefert der SQP-Algorithmus die besten Ergebnisse. Die kurze Rechenzeit und der
relativ gute RSDHR-Wert beim Active-Set-Algorithmus entsteht dadurch, dass ab der
vierten Iteration kaum Energie eingespeist wird. Da dieser also kaum Energie einbringt,
wird dieser fiir den Fall Py, »,, € [0,1], 1 < m < K4, nicht weiter betrachtet.
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Abbildung 5.6: RTM-Werte der lokalen und globalen Optimierungsalgorithmen fiir den
Fall Py, € [0,1], m = 1,2.

Fiir den Vergleich der verschiedenen lokalen und globalen Algorithmen betrachten wir
in Abbildung 5.6 fiir die kumulativ-iterativen Werte der elften Iteration noch den kom-
binierten Vergleichswert

RSDHR Summe - TIME
™ =
R MP Summe ’

wobei TIME die benétigte Rechenzeit der Optimierungsalgorithmen zur Bestimmung
von K, = 11 optimalen Steuerungen in Stunden darstellt. Werden die beiden Algo-
rithmen SQP und SQP-Legacy mit den anderen beiden lokalen Optimierungsalgorith-
men verglichen, dann kann festgehalten werden, dass die SQP-Algorithmen bei kiirzerer
Rechenzeit bessere GleichméBigkeit liefern und im Fall des Trust-Region-Reflective-
Algorithmus auch mehr Leistung einbringen. Vergleichen wir zudem die Ergebnisse in
Abbildung 5.4 fiir die globalen Optimierungsalgorithmen, dann erhalten wir zum Teil
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Unterschiede in den Verldufen. Dies bedeutet wiederum, dass die globalen Algorithmen
in der ersten Iteration aufgrund ihrer Rechenvorschriften unterschiedliche globale Opti-
ma errrechnen. Die Suche nach einem globalen Optimum erweist sich demnach als sehr
schwierig, was zum einen auf den groflien Suchraum Pg zuriickzufiihren ist und zum ande-
ren mit der Komplexitit der Losungsmannigfaltigkeit zusammenhéngt. Vergleichen wir
die kumulativ-iterativen Werte in Abbildung 5.5, dann ergeben sich relativ vergleichba-
re Leistungswerte MP Summe und GleichméfBigkeitswerte RSDHR Summe, weswegen
lediglich die Rechenzeit als Auswahlkriterium verwendet werden kann. Die schnellste
Rechenzeit aller Optimierungsalgorithmen liefert hierbei der Surrogate-Optimization-
Algorithmus. Aufgrund der guten Benchmark-Werte und der vergleichsweise kurzen Re-
chenzeit verwenden wir ab sofort den SQP-Algorithmus als Algorithmus fiir den Fall
Pim €10,1],1 <m < Kg.

Wir widmen uns nun dem Benchmark der lokalen und global Optimierungsalgorithmen
fiir den Fall Py, ,, =1, m =1,2.
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Abbildung 5.7: Kumulativ-iterative Rechenzeit der lokalen und globalen Optimierungs-
algorithmen unter Verwendung der Probleme [I3]! fiir K,y = 11 und fiir
den Fall Py, , =1, m=1,2.
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algorithmen unter Verwendung der Probleme [I3]} fiir K, = 11 und fiir
den Fall Py, ., =1, m =1,2.
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Vergleichen wir zuerst die Rechenzeit in Abbildung 5.7 mit denen in Abbildung 5.2,
dann ergibt sich zum Teil eine sehr deutliche Verkiirzung der Rechenzeit bei den einzel-
nen Algorithmen. Wie bereits zur Beschreibung von Abbildung 5.2 erklart wurde, gilt
auch fiir den Fall P, ,, = 1, m = 1,2, dass bei den globalen Algorithmen der Simulated-
Annealing- und bei den lokalen Algorithmen der Interior-Point-Algorithmus die jewei-
ligen lingsten Rechenzeiten vorweisen. Auch die weitere Rangfolge bleibt annidhernd
gleich. Betrachten wir nun die Ergebnisse der kumulativ-iterativen Benchmark-Werte
RSDHR Summe und MP Summe in den Abbildungen 5.8 und 5.9, so ergibt sich wie
zuvor fiir jeden betrachteten Algorithmus eine Verbesserung in der Gleichméfligkeit. Im
Gegensatz zum ersten Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2, erhalten wir hier jedoch deutlich
grofere Leistungseintrdge MP Summe, was jedoch hinsichtlich der Wahl P, ,, = 1,
m = 1,2, verstandlich ist.
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Abbildung 5.10: Kumulativ-iterative Vergleichswerte der lokalen und globalen Optimie-
rungsalgorithmen der elften Iteration fiir den Fall P, ., =1, m =1, 2.
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Abbildung 5.11: RTM-Werte der lokalen und globalen Optimierungsalgorithmen fiir den
Fall Py, =1, m = 1,2.

In Abbildung 5.10 geben wir wieder die zuvor diskutierten kumulativ-iterativen Auswer-
tungen zur elften Iteration auch fiir den Fall P, ,, = 1, m = 1,2, an. Im Gegensatz zu
Fall Py, € [0,1], m = 1,2, kann fir den Fall Py, ,, =1, m = 1,2, auch der Active-Set-
Algorithmus fiir den Vergleich herangezogen werden, da er im Fall P, ,, = 1, m = 1,2,
ebenso viel Energie einbringt wie die anderen Algorithmen. Vergleichen wir die globa-
len Algorithmen fiir den Fall P, ,, = 1, m = 1,2, dann liefern diese wie bereits im
Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2, anndhernd vergleichbare Benchmark-Werte. Des Weiteren
besitzen die globalen Algorithmen eine deutlich hohere Rechenzeit als die lokalen Algo-
rithmen. Fiir die Wahl des Algorithmus fiir den Fall P, ,, = 1, m = 1,2, betrachten
wir wiederum die RTM-Werte in Abbildung 5.11. Nach Betrachtung der RTM-Werte
und der Ergebnisse in Abbildung 5.10 liefert der Active-Set die besten Ergebnisse in
kiirzester Zeit, aber auch die SQP-Algorithmen liefern bei geringfiigig lingerer Rechen-
zeit gute Ergebnisse, weswegen diese ebenso gewéhlt werden konnen. Um die beiden
Félle Py, ., € [0,1], m = 1,2, und Pi,,, = 1, m = 1,2, vergleichen zu kénnen, verwen-
den wir auch im Fall P, ,,, = 1, m = 1,2, den SQP-Algoithmus. Eine genaue Analyse
der Verldufe wie in den Abbildungen 5.8 und 5.9 fiihren wir nun in den nachfolgenden
Abschnitten durch.
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Vergleich der Steuerungsprobleme beziiglich Fall P, ,, € [0,1], m = 1,2
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Abbildung 5.12: Kumulativ-iterative RSDHR~ und MP-Werte der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. (Modell I)

Sowohl die RSDHR-Kurve des Random-Algorithmus, als auch die des SVD-Algorithmus,
in Abbildung 5.12 fillt stetig ab und fithrt somit zu einer stetigen Verbesserung der
GleichméBigkeit. Des Weiteren ldsst sich bei der Betrachtung festhalten, dass der SVD-
Algorithmus trotz eines leicht grofleren Leistungseintrags denselben Gleichméfigkeitswert
liefert und damit nur geringfiigig besser als der Random-Algorithmus ist. Neben den
Benchmark-Werten des SVD-Algorithmus geben wir in Abbildung 5.13 noch eine grafi-
sche Darstellung der Werte der S-Parametermatrix des ersten Modells beziiglich der in
der Hochfrequenz weit verbreiteten dB-Darstellung (4.92) an. Aus der Darstellung der
S11- und Sao-Werte in Abbildung 5.13 kénnen wir sehen, dass eine sehr gute Einspeisung
der Energie bei ungefihr 2.465 GHz vorliegt und zudem im hoheren Frequenzbereich
tendentiell mehr Energie eingespeist werden kann. Des Weiteren kénnen wir aus den
Darstellungen der Transmissionswerte Sio und So; ableiten, dass im Bereich von 2.42
bis 2.44 GHz eine erhohte Verkopplung der beiden Antennen auftritt. Weitere Interpre-
tationen der in Abbildung 5.13 dargestellten S-Parameter kénnen in der Fachliteratur
der Hochfrequenztechnik, wie [37], nachgelesen werden.
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Abbildung 5.13: Darstellung der S-Parametermatrix in dB. (Modell I)

Wir widmen uns nachfolgend den Ergebnissen der optimalen Steuerungsfunktionen aus
Abschnitt 5.4 fiir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. Neben den kumulativ-iterativen Er-
gebnissen fiir die Benchmark-Werte, wie beispielsweise in Abbildung 5.14, geben wir in
den Ergebnistabellen fiir die verschiedenen Steuerungsfunktionen, wie Tabelle 11, auch
die Anzahl der optimalen Steuerungen und die dafiir benttigte Zeit an. Fiir die Subgra-
fiken der Abbildungen wie beispielsweise Abbildung 5.14 gilt, wie bereits im vorherigen
Abschnitt erklért, je ndher der Marker am Ursprung, bzw. der linken unteren Ecke,
ist, desto besser ist das Ergebnis. In Abbildung 5.14 wurde auf die Darstellung der
Steuerungsprobleme [I1]; und [Io]x, & = 1,2, 3, verzichtet, denn nach Betrachtung der
Ergebnisse in den Tabellen 11 und 12 werden nur wenige optimale Steuerungen gefun-
den und die Steuerungsprobleme eignen sich demnach nicht fiir die weitere Betrachtung
im Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. Die Terminierung des iterativen Optimierungsprozesses
erfolgt dabei durch das Abbruchkriterium beziiglich der optimalen Leistungsparameter
P;Z’j, 1 <1 < Ky, falls diese nahe an Null sind. Sind die Leistungsparameter P;ﬁ klein,
dann ist die Feldlosung nahe an der Null-Lésung und es wird kaum Energie eingebracht.
Dies fiithrt wiederum zu den annihernd vergleichbaren optimalen Steuerparameter im
néchsten Iterationsschritt. Lassen wir demnach die Optimierung laufen, dann stellen wir
damit unnétige Berechnungen an, bei denen keine Verbesserung zu erwarten ist.
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Abbildung 5.14: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I7%], [I5¢']x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. (Modell I)

SP #p%"  TIME  RSDHR Summe MP Summe
M]: 1 ~ 1.02 min 0.8479 1.7325-10713
]2 1 ~ 1.43 min 0.7100 1.4163-10713
]3 11 ~16.11 h 0.7543 6.4179 - 103
e, 11 ~1.92h 0.7641 9.5393 - 103
[17¢] 11 ~3.12h 0.7487 9.4822 - 10°
ey 11 ~2.85h 0.7545 9.4268 - 103

Tabelle 11: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [Ii] fiir den Fall P, , € [0,1], m = 1,2. (Modell I)
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SP # p¥' TIME RSDHR Summe MP Summe
o)1 1 ~ 0.98 min 0.8479 1.7325-10713
[To]o 1 ~ 1.37 min 0.7100 1.4163-10~13
[T2)3 4 ~ 153 h 0.7524 6.1900 - 102
e, 11 ~1.88h 0.7880 9.9278 - 10
[, 11 ~28lh 0.7839 9.8550 - 10
ey 11 ~317h 0.7656 9.9277 - 103

Tabelle 12: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beztiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [Iy] fiir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. (Modell I)

Betrachten wir im Gegenzug die relativen optimalen Steuerungsprobleme [I7¢];, und
¢, k = 1,2,3, in Abbildung 5.14, dann bringen diese mehr Leistung als die Ver-
gleichsalgorithmen ein, aber generieren schlechte Gleichméfigkeitswerte. Dieser Effekt
und das Finden von elf optimalen Steuerungen kann dabei direkt mit der relativen Be-
trachtung korreliert werden. Durch den zusitzlichen Divisor Z(pg) mit Ey = 0 wird
nach Steuerungen mit hohem Energieeintrag gesucht.
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Abbildung 5.15: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte der Steuerungsprobleme
[y und [15¢]; fiir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. (Modell T)
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SP f Pni1 Pipe 01 02
(el 25000 1 1 6.1384 3.5691
[ 25000 1 1 0.2920 3.0382
[7e3 2.5000 1 1 5.8496 4.0119
4 2.5000 1 1 0.0138 3.2436
[ 2.4670 1 1 5.0940 1.6604
[5e6 24671 1 1 47160 1.9132
7 2.4675 1 1 4.9400 1.7855
[e$ 24670 1 1 4.3452 2.0853
e 24651 1 1 4.6890 1.5292
[0 24662 1 1 5.2880 1.2254
[t 24650 1 1 5.4962 0.9258

Tabelle 13: Optimale Steuerparameter des iterativen Steuerungsproblems (SP) [I7¢]},
1 <1< 11, fiir den Fall P, , € [0,1], m = 1,2. (Modell I)

SP f Pn1 Pinp 01 02
[ 2.5000 1 1 6.1384 3.5691
[¢? 25000 1 1 0.0445 3.4824
[¥3 25000 1 1 6.1011 3.7503
4 2.5000 1 1 6.1247 3.8582
[ 2.5000 1 1 6.0416 3.5463
[5e6 2.5000 1 1 6.1135 3.4614
[T 2.5000 1 1 5.9458 3.5226
[5eh$ 2.5000 1 1 6.0739 3.3712
[ 2.5000 1 1 6.0845 3.5881
[0 2.5000 1 1 5.9879 3.5647
[t 2.5000 1 1 5.9630 3.9984

Tabelle 14: Optimale Steuerparameter des iterativen Steuerungsproblems (SP) [I5¢]},
1 <1 <11, fiir den Fall P, ,, € [0,1], m = 1,2. (Modell I)

Beziehen wir nun noch die Verldufe der Steuerungsprobleme [I;¢]; und [I5¢]; aus Abbil-
dung 5.15 und die dazugehérigen optimalen Steuerparameter in den Tabellen 13 und 14
bei der Erkldrung mit ein, dann werden trotz des Fehlerterms Rl in jeder Iteration
anndhernd vergleichbare Steuerparameter gewihlt. Dabei entsprechen die verwendeten
optimalen Frequenzen gerade denen aus Abbildung 5.13, bei denen die Antennen viel
Energie in die Kavitdt einspeisen. Die Ursache fiir die schlechten RSDHR-Werte ist

260



5.5. Numerische Ergebnisse

wie schon bei den Steuerungsproblemen [I1]; und [I2]x, ¥ = 1,2,3, der dominierende
erste Summand im Zéhler. Dies liegt wiederum an dem grofien Abstand zwischen den
Feldlosungen Ex[ps] und Pg v, [ps], ps € Pg, und des Vergleichfeldes Ey s, bzw. der
Leistungsverteilung Qv a7, , nach Abschnitt 5.4. Aufgrund der eben dargestellten Griinde
und den obigen Ergebnissen eignen sich die Steuerungsprobleme [Iy]g, [To]x, [I5¢]x und
[15¢1, k = 1,2,3, nicht fiir den Fall P, ,, € [0,1], m = 1,2, und werden bei den noch
folgenden numerischen Ergebnissen der anderen Modelle nicht mehr betrachtet. Wir
widmen uns nun den Steuerungsproblemen (I3, [Ia]x, [15%]x und [I3¢), k = 1,2,3, die
ohne vorgegebene Vergleichsfelder Ey »r und Qv n;, auskommen.

Wir widmen uns zunéchst der Betrachtung der Rechenzeiten der verschiedenen Steue-
rungsprobleme fiir verschiedene Indizes k, welcher sich auf die entsprechende Kosten-
funktion Zj bezieht. Sowohl in Abbildung 5.16 als auch in Abbildung 5.17 weisen die
Steuerungsprobleme fiir £ = 1 kiirzere Rechenzeiten auf als fiir & = 2. Da zudem die
Benchmark-Werte anndhernd gleich sind, bringt demnach die Verwendung der skalierten
Funktionen Z5 keine nennenswerten Vorteile mit sich. Anders verhéilt es sich hierbei bei
dem Vergleich mit k = 3, denn withrend die Rechenzeit fiir [I3]3, [I5¢]3 deutlich hoher
ausfillt, erhalten wir relativ kurze Rechenzeiten bei [I4]3, [I}¢]3. Dabei ergibt sich die
erhohte Rechenzeit bei [I3]3, [I5¢]3 aufgrund der Berechnung von Pg y, , siche Tabelle 8.
Der gute Zeitwert von [I4]3 wiederum liegt an der geringen Anzahl an optimalen Steue-
rungen. Vergleichen wir die Steuerungsprobleme [I3]x, [I4]x mit deren relativen Varianten
5%, 15, k = 1,2,3, dann speisen die relativen Varianten immer mehr Energie in
das zu erwdrmende Gebiet ein als ihr Pendant, was wiederum den Gedanken der re-
lativen Betrachtung der Steuerungsprobleme unterstiitzt. Mochte man demnach mehr
Energie einspeisen, dann sollten die relativen Steuerungsprobleme verwendet werden.
Eine weitere Gemeinsamkeit der Abbildungen 5.16 und 5.17 sind die beiden Ausreifler
[Is]s und [I4]3, die auf den Leistungsverteilungen Pg p;, basieren. Dabei erhalten wir
bei k = 3 eine Verbesserung der Benchmark-Werte, indem wir das relative Pendant zu
diesen verwenden.

Zum Abschluss betrachten wir noch die kumulativ-iterativen Darstellungen der Werte
RSDHR Summe und MP Summe von [I3]; und den Vergleichsalgorithmen. Wie wir in
Abbildung 5.18 sehen konnen, besitzt das Steuerungsproblem [I3]; neben der besseren
GleichméBigkeit auch einen hoheren Leistungseintrag. Dass dies kein Zufall ist, sondern
an der Definition des Steuerungsproblems liegt, ergibt sich bei der Betrachtung der Ab-
bildungen 5.3 und 5.4, die alle vergleichbare Benchmark-Werte generieren.
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Abbildung 5.16: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I3]g, (15, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. (Modell I)

SP #p¥" TIME  RSDHR Summe MP Summe

[13]1 11 ~2.32h 0.6862 5.6897 - 103
[I3]2 11 ~ 4.01 h 0.6888 6.1572 - 103
[13]3 11 ~1142h 0.7058 1.7735 - 103
[, 11 ~ 2.65 h 0.7251 6.0207 - 10°
[, 11 ~5.07h 0.6964 6.7771 - 103
[l 11 ~9.02h 0.7208 8.2372 - 10°

Tabelle 15: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I3] fiir den Fall P, , € [0,1], m = 1,2. (Modell I)
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Abbildung 5.17: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I4]g, [I}]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall P, , € [0,1], m = 1,2. (Modell I)

SP #pZ" TIME RSDHR Summe MP Summe
[L4)1 9 ~1.12h 0.6859 4.6786 - 103
[14]2 11 ~591h 0.6906 4.9242 - 10°
[L4]3 2 ~0.34 h 0.7743 8.6782 - 10?
), 11 ~294h 0.7168 6.2164 - 10
[15¢] 11 ~4.99h 0.7003 6.5099 - 10
s 11 ~3.26h 0.6854 7.2562 - 103

Tabelle 16: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I4] fiir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2. (Modell I)
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Abbildung 5.19: Kumulativ-iterative RSDHR~ und MP-Werte der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall P, ,, =1, m = 1,2. (Modell I)

Vergleichen wir die Grafiken der Abbildung 5.19, dann erhalten wir beim RSDHR-
Optimierung-Algorithmus eine deutlich bessere GleichmaBigkeit bei nur geringem Unter-

264



5.5. Numerische Ergebnisse

schied in der gemittelten Leistung. Der RSDHR-Optimierung-Algorithmus ist demnach
ein sehr guter Vergleichsalgorithmus, bei dem jedoch die Rechenzeit im realen Anwen-
dungsfall sehr hoch und damit nicht praktikabel ist. Vergréflert sich zudem der Parame-
terraum Pg durch die Verwendung weiterer Antennen, dann ergibt sich ein exorbitanter
Anstieg in der Rechenzeit. Bevor wir die Benchmark-Werte RSDHR Summe und MP
Summe zu den Optimalsteuerungsproblemen aus Abschnitt 5.4 mit denen der Vergleich-
salgorithmen aus Abbildung 5.19 vergleichen, betrachten wir zunéchst die Hyperflichen
der Benchmark-Werte RSDHR und MP nach Definition 5.69 zu den Steuerparameter-
vektoren pg € Pg unter Beriicksichtigung des Falles P, ,, = 1, m = 1,2.
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Abbildung 5.20: RSDHR- und MP-Werte des Steuerparametervektors pg € Pg fiir den
Fall Py, =1, m =1,2. (Modell I)

Vergleichen wir die beiden Hyperflichen der Abbildung 5.20, dann kénnen wir festhal-
ten, dass zum Teil eine annéhernd indirekte Korrelation zwischen RSDHR- und MP-
Wert existiert. Das heifit, dass bei geringerem Leistungseintrag tendentiell auch die
GleichméBigkeit besser ist, also der RSDHR-Wert klein ist. Dass dies aber nicht im-
mer der Fall sein muss, sehen wir beispielsweise bei f = 2.5, denn zum einen wird viel
Leistung eingebracht und zum anderen haben wir einen vergleichsméfig kleinen und
damit guten RSDHR-Wert.
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Abbildung 5.21: Hyperfliche des steuerungsabhingigen kumulativ-iterativen RSDHR-
Wertes fiir den Vergleichsalgorithmus RSDHR-Optimierung. (Modell I)
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In den Abbildungen 5.19 und 5.21 konnen wir sehr gut erkennen, dass die Verwen-
dung unterschiedlicher Steuerungen den Gleichméfigkeitswert RSDHR, iterativ verbes-
sert. Auflerdem lésst sich aufgrund der immer gleichméfBiger werdenden Hyperfldche in
Abbildung 5.21 eine untere Schranke an den RSDHR-Wert feststellen. Diese Schranke
ergibt sich aufgrund der beschrinkenden Variation von zu iiberlagernder Felder zweier
Antennen und den in der Kavitéit ausbreitungsfihigen elektromagnetischen Feldern. Des
Weiteren hat die Phasendifferenz |#3 — 01 je nach Frequenz f grofien Einfluss sowohl auf
die GleichméBigkeit als auch auf den Energieeintrag. Beispielsweise erhalten wir bei einer
Frequenz von f = 2.42, dass in der ersten Iteration bei einer Phasendifferenz von 7 ein
hoher Energieeintrag und schlechte Gleichméfigkeit erhalten wird. Wahlen wir jedoch
die Phasendifferenz 7, dann erhalten wir eine sehr gute Gleichméfigkeit bei geringerem
Energieeintrag. Zudem koénnen wir in der ersten Iteration gut erkennen, dass zum Teil
kleine Frequenzédnderungen grofie Auswirkungen auf die Gleichméfligkeit und den Ener-
gieeintrag haben.

Wir widmen uns nun den numerischen Ergebnissen der Steuerungsprobleme [I1]x, [I2],
[ und (15, k = 1,2,3, fiir den Fall Py, ,,, = 1, m = 1,2, in den Abbildungen
5.22 und 5.23, sowie den Tabellen 17 und 18, und wollen sehen, ob auch nach der Ein-
schrankung des Parameterraumes die Werte weiterhin schlecht bleiben. Zu Beginn fallt
auf, dass anders als bei Py, ,, € [0,1], m = 1,2, alle Steuerungsprobleme elf optimale
Steuerungen generiert haben, was lediglich an der Wahl P, ,, = 1, m = 1,2, liegt. Wie
schon im Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2, erhalten wir auch fiir P, ,, = 1, m = 1,2, keine
guten RSDHR-Werte. Auch hier liegt dies wiederum am dominierenden ersten Summan-
den im Z#hler, der dafiir sorgt, dass der Strafterm nicht ins Gewicht fillt. Damit sind
die iterativen Steuerungsprobleme [I1]g, [Ia]x, [I[¢]x und [15¢]y, k = 1,2, 3, fiir die herge-
leiteten Vergleichsfelder Ey o und Qv n;, aus Abschnitt 5.4 auch fiir den Fall P, ., = 1,
m = 1,2, nicht geeignet. Um dennoch mehr iiber die Effekte bei den Steuerungspro-
blemen [I1]x, [T2]k, [[5¢)x und [15%%, k& = 1,2,3, zu erfahren, untersuchen wir diese im
néchsten Abschnitt fir Felder Ev = En[ps], bzw. Qv = Po.n, [Ps], wobei pg € Pg
eine beliebige Steuerung darstellt.

Wir betrachten als néchstes die Abbildungen 5.24 und 5.25, sowie die Tabellen 19 und
20, zu den Optimalsteuerungsproblemen [Is]g, [L4], [Ig“"l]k und [I3%), k = 1,2,3, die
ohne vorgegebene Vergleichsfelder Ey » und Qv n, auskommen. Wie bereits im Fall
Pinm € 10,1], m = 1,2, zu sehen war, erkennen wir in den Tabellen 17, 18, 19 und
20 sofort, dass die relativen Steuerungsprobleme wieder mehr Leistung in das Gebiet
einspeisen als die jeweiligen Pendants. Des Weiteren besitzt in jeder Gruppe von Steue-
rungsproblemen [I3]y, [L]x, [15%]x und [I;%], das jeweilige Problem fiir & = 3 die héchste
Rechenzeit, ohne dabei bessere Ergebnisse zu liefern.
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Abbildung 5.22: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I1]g, [I5¥]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, =1, m = 1,2. (Modell I)

SP #pZ" TIME RSDHR Summe MP Summe

)1 11 ~286h 0.7338 4.0597 - 103
]2 11 ~392h 0.7185 4.1884 - 10°
)3 11 ~6.74h 0.6935 6.0749 - 103
[17¢] 11 ~170h 0.7847 1.0071 - 10*
My 11 ~257h 0.7553 9.5379 - 10
] 11 ~2.62h 0.7563 9.5957 - 103

Tabelle 17: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [Ii] fiir den Fall Py, ,, =1, m = 1,2. (Modell I)
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Abbildung 5.23: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [Ip]g, [I5¢]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, », = 1, m = 1,2. (Modell I)

Tabelle 18: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-

SP #pZ" TIME RSDHR Summe MP Summe
[T2)1 11 ~157h 0.7373 5.2829 - 103
[To]o 11 ~4.02h 0.7621 5.3630 - 103
[To]3 11 ~694h 0.7010 4.1961 - 103
), 11 ~1.66h 0.7861 9.7718 - 10°
[15¢] 11 ~259h 0.7777 9.6909 - 10
s 11 ~2.86h 0.7692 9.9840 - 103

probleme (SP) [Ip] fiir den Fall P, ,, =1, m = 1,2. (Modell I)
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Abbildung 5.24: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I3]g, (15, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, =1, m = 1,2. (Modell I)

SP #pZ" TIME RSDHR Summe MP Summe

[T3)1 11 ~230h 0.6654 7.0471-103
[13]2 11 ~259h 0.6512 6.1921 - 10°
T3]3 11 ~6.72h 0.6643 6.8022 - 10°
[15¢] 11 ~315h 0.7043 6.8855 - 10
Y, 11 ~5.66h 0.6852 7.1903 - 10°
)3 11 ~5.71h 0.6846 7.9736 - 10°

Tabelle 19: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I3] fiir den Fall Py, ., =1, m = 1,2. (Modell I)
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Abbildung 5.25: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I4]g, [I}]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, », = 1, m = 1,2. (Modell I)

SP #pZ" TIME RSDHR Summe MP Summe
[L4)1 11 ~188h 0.6645 6.7500 - 103
[14]2 11 ~39h 0.6648 7.0274 - 10
[L4]3 11 ~794h 0.6686 6.8470 - 103
), 11 ~3.24h 0.6978 7.0404 - 10°
[15¢] 11 ~542h 0.6849 7.1826 - 10°
s 11 ~6.27h 0.7161 8.2745 - 10°

Tabelle 20: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-

probleme (SP) [I4] fiir den Fall P, ,, =1, m = 1,2. (Modell I)
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Wir betrachten wieder die kumulativ-iterativen Darstellungen der Werte RSDHR Sum-
me und MP Summe von [I3]; und den Vergleichsalgorithmen und wollen daraus Unter-
schiede zwischen den beiden Féllen Py, ,, € [0,1], m = 1,2, und Py, ,, = 1, m = 1,2,
herausarbeiten.

[Is), —RSDHR Summe
1 15000 |~=-RSDHR Summe RSDHR-Opt.
—*-RSDHR Summe Random
14500  |=--MP Summe
0.9 #-MP Summe RSDHR-Opt.

14000 |-e- MP Summe Random

MP / #Antennen

0.4 0

Iteration

Abbildung 5.26: Kumulativ-iterative RSDHR~ und MP-Werte des Steuerungsproblems
[I3]1 und der Vergleichsalgorithmen fiir den Fall Py, ., = 1, m = 1,2,
(Modell T)

Vergleichen wir das Steuerungsproblem [I3]; mit dem Random-Algorithmus, dann erhal-
ten wir eine bessere Gleichméfligkeit bei gleichem Energieeintrag. Im Gegensatz dazu
erhalten wir mit dem RSDHR-Optimierung-Algorithmus die zu erwartenden besseren
RSDHR-Werte, aber speisen zeitgleich auch weniger Energie ein. Damit ist das Steue-
rungsproblem [I3]; eine Kombination aus Energieeintrag und GleichméBigkeit, so wie
wir es bei der Definition in Abschnitt 5.4 auch beschrieben haben. Weitere sehr in-
teressante Ergebnisse erhalten wir bei dem Vergleich der Abbildungen 5.18 und 5.26.
Betrachten wir dazu die Benchmark-Werte in den Tabellen 15 und 19, dann erhalten wir
fir den Fall Py, ., = 1, m = 1,2, einen héheren Energiceintrag und zudem eine bessere
Gleichmafigkeit. Dies korrelliert wieder mit der Einschrankung P, ,, = 1, m = 1,2, die
den Suchraum Pg deutlich verkleinert. Durch die Fixierung auf ein Watt pro Antenne
legen wir schon fest, dass mehr Energie eingespeist werden soll. Dies wiederum verbessert
die Wirkung des Strafterms, denn bei der Wahl Py, ,,, € [0,1], m = 1,2, ldsst sich der
Abstand zweier Felder im Strafterm vergrofern indem die Leistungen [Pm,m]?n:l skaliert
werden. Dies ist bei P, ,, = 1, m = 1,2, nicht mdglich, weshalb der Strafterm damit
mehr ins Gewicht fillt.
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Vergleich der Steuerungsprobleme bei Wahl von Ey \r = Ex[ps], ps € Ps

Betrachten wir Abbildung 5.15, welches sinnbildlich fiir die Probleme der Steuerungs-
probleme Ik, [I1¥x, [La]k, 15k, k& = 1,2,3, steht, dann lisst sich sowohl fiir den Fall
Pim € [0,1], m = 1,2, als auch fiir den Fall Py, ., = 1, m = 1,2, feststellen, dass
sich trotz des Fehlerterms Rﬁléx keine iterative Verbesserung des RSDHR-Wertes er-
gibt. Wird zudem die Wahl der optimalen Steuerparameter betrachtet, kann festgestellt
werden, dass entweder keine Energie eingespeist wird, siehe Tabellen 11 und 12, oder
in den einzelnen Iterationen immer annidhernd vergleichbare Steuerparameter verwendet
werden, siche Tabellen 13 und 14. Dies liegt an der Wahl des Referenzfeldes Ey s, bzw.
der Leistungsverteilung Qv s, , und dem damit verbundenen dominierenden ersten Sum-
manden im Z&hler. Innerhalb dieses Abschnitts betrachten wir deshalb die erwdhnten
Steuerungsprobleme beziiglich der Zielwerte Ev - = Ex[ps], bzw. Qv = Pon, [Ps]s
wobei pg € Pg eine beliebige Steuerung darstellt. Hierbei beschranken wir uns nur auf die
Suche nach einem optimalen Steuerparametervektor K, = 1 fiir den Fall Py, ,,, € [0,1],
m = 1,2, und verwenden wiederum den SQP-Algorithmus. Es wird darauf hingewie-
sen, dass bei der Betrachtung von lediglich einem optimalen Steuerparametervektor die
Steuerungsprobleme [I;] und [I] identisch sind. Wir geben in der nachfolgenden Tabelle
sowohl die erhaltenen Steuerparameter der einzelnen Steuerungsprobleme als auch den
Steuerparameter des Referenzfeldes und den Startparameter an.

SP / Py 1 P2 01 0o
Bva,Qua, 24326 0.8048 04105  4.4465 3.4205
psstart 2.4968 0.0117 0.2121 2.2816 6.1078

L]1,[l)1 24000 2.22-10716 2.22.10716 0.7540 0.7540
L]2,[Ia]2 2.4305 0.9133 2.22-10716 0.2914 2.4764

J2,]

M1]3,[Ia)s  2.4302 1 2.22-10716  3.3572 0
17 ,[15¢)1 2.5000 1 1 4.2165 1.0100
[17¢2,[15¢2  2.5000 1 1 4.4678 1.2614
[153,[15¢)]3 2.4953 0.5613 0.8525 2.7432 5.5348

Tabelle 21: Optimale Steuerparameter der iterativen Steuerungsprobleme (SP) bei Ver-
wendung von Referenzfeld Eyv - = En[ps], bzw. Qvn, = Pon, [Ds], mit
ps € Pg, fiir den Fall Py, ,, € [0,1], m = 1,2 (Modell I)

Betrachten wir zunéchst die Ergebnisse der relativen Steuerungsprobleme in Tabelle 21.
In den beiden ersten Féllen wird die Leistung beider Antennen auf eins gesetzt, was
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5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

mit der Definition aus Abschnitt 5.4 und der Uberlegung der Erhohung der mittleren
Leistung MP einhergeht. Der dritte Fall fiihrt dabei, aufgrund der Verwendung der
Leistungsverteilungen, zu einem anderen Ergebnis und variiert hierbei auch noch die
Leistungen. Die Griinde fiir dieses Verhalten kénnen nicht einwandfrei gekldrt werden.
Bei Betrachtung der Ergebnisse fiir die Steuerungsprobleme [I1], [I2]x, £ = 1,2, 3, er-
halten wir im ersten Fall als beste Losung die Null-Losung, wihrend wir in den anderen
beiden Fallen schon recht nahe an die richtige Frequenz kommen. Dabei unterschei-
den sich die verschiedenen Steuerungsprobleme lediglich um die Frequenzinformation
im Zielfunktional, welche auch ausschlaggebend fiir die bessere Frequenzapproximation
ist. Die Ergebnisse der Tabelle 21 unterstiitzten damit die in Abschnitt 5.4 diskutierten
Ideen hinter den Kostenfunktionalen der verschiedenen Steuerungsprobleme. Bei einer
besseren Wahl der Vergleichsfelder Ey, a7, bzw. Qv , im Vergleich zu der Herleitung in
Abschnitt 5.4 konnen die Steuerungsprobleme [I1]; und [Io]x, k& = 1,2, 3, moglicherweise
doch verwendet werden um mehrere optimale Steuerungen zu generieren, welche wieder-
um gute Benchmark-Werte aufweisen.

5.5.2. Modell II: Vier Antennen, ein Objekt

Vergleich der Steuerungsprobleme beziiglich Fall P, ,, € [0,1], 1 <m <4

Random SVD (2.4:0.01:2.5[GHz]); Minimale Singuladrwerte
1 T 5000 1 T 5000
—RSDHR Summe —RSDHR Summe
—--MP Summe 4500 —--MP Summe 4500
0.9 0.9
4000 4000
3500 3500
0.8 c 0.8 c
3000 g 3000 g
0.7 2500 £ 0.7 2500 £
[7) < a0 g
[\ - f o f
’’’’’’ 2000 2000
o6r e = 0.6
“““““ 1500 1500
—————— 1000 ee—==11000
05f o5f e
_______ 500 T 500
0.4 I — ‘ 0 045
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Iteration Iteration

Abbildung 5.27: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell II)

Bei Betrachtung der Abbildung 5.27 fillt sofort auf, dass der SVD-Algorithmus dies-

mal deutlich weniger Leistung pro Antenne einspeist. Dies liegt an der Art des SVD-
Algorithmus, der die Summe der Leistungen der zu der S-Parametermatrix zugehorigen
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Singulérvektoren auf ein Watt normiert. Da sich aber die Gleichmé&figkeit bei Erhohung
der Leistungen mit gleichbleibenden Leistungsunterschieden zwischen den Antennen
nicht veréndert, kann durch Skalierung der Singulédrvektoren eine Variation des SVD-
Algorithmus bestimmt werden, der wiederum mehr Leistung einspeist. Des Weiteren
sehen wir im Vergleich mit Abbildung 5.12, dass wir bei Verwendung von vier Anten-
nen sowohl mit dem Random- als auch mit dem SVD-Algorithmus keine nennenswerte
Verbesserung in der Gleichméfigkeit erreichen. Wie beim ersten Modell geben wir nach-
folgend wieder die zur SVD zugehorige S-Parametermatrix in der dB-Darstellung an.

24 242 244 246 248 2. 242 .44 246 248 25 24 242 204 246 248 25 24 242 24 246 248 25
Frequenz Frequenz Frequenz Frequenz

s34

s31 s32

60 60 60 50
24 242 244 248 248 24 242 248 248 25 24 242 204 248 248 25 24 242 24 245 248 25

y a4 y
Frequenz Frequenz Frequenz Frequenz

Abbildung 5.28: Darstellung der S-Parametermatrix in dB. (Modell II)

Im Folgenden betrachten wir vergleichend die Ergebnisse zu den Steuerungsproblemen
T3]k, 150k, [I3]x und [I5¢]), mit k& = 1,2,3 fiir den Fall Py, ,, € [0,1], 1 <m < 4.

275



5. Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder

25 0.9
20 0.85
15| W Z 0.8
8
" 10 & 0.75
5 ¢ 0.7 ’. A
% 1. 2 A 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 & 7
1/MP 1074 1/MP x107*
25 ‘ [13]1
207 ’ [13]2
o [13]3
15 el
= L = [15],
- .
10 u [Igd]2
N 1],
® Random
065 # 075 08 085 09 A SVD
RSDHR

Abbildung 5.29: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I3]g, (15, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, , € [0,1], 1 < m < 4. (Modell II)

SP #p¥" TIME  RSDHR Summe MP Summe

[13]1 11 ~ 6.25 h 0.7031 1.6404 - 10*
[13]2 11 ~13.11h 0.7082 1.6899 - 104
153 11 ~13.18h 0.7831 6.7390 - 10°
[, 11 ~1247h 0.7389 1.6430 - 104
[, 11 ~1562h 0.7278 1.6801 - 104
[l 11 ~ 5.70 h 0.7226 1.4968 - 104

Tabelle 22: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I4] fiir den Fall P;, ,, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell II)
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Abbildung 5.30: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I4]g, [I}]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, , € [0,1], 1 <m < 4. (Modell II)

SP #p¥" TIME  RSDHR Summe MP Summe
[L4)1 11 ~ 8.62 h 0.7080 1.6785 - 10*
142 11 ~9.94h 0.7406 1.6839 - 10
[L4]3 3 ~ 0.94 h 0.8719 1.5996 - 103
ey, 11 ~12.18h 0.7236 1.6861 - 104
¢, 11 ~20.05h 0.7046 1.7260 - 104
s 11 ~ 940 h 0.7716 1.7757 - 104

Tabelle 23: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I4] fir den Fall Py, ,, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell II)
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Bei der Betrachtung der Abbildungen 5.29 und 5.30 fillt auf, dass die Steuerungsproble-
me [I3]s und [I4]3 im Vergleich zu den anderen Steuerungsproblemen schlechtere Ergeb-
nisse liefern. Dies haben wir auch schon im ersten Modell bei den Abbildungen 5.16 und
5.17 ableiten kénnen, weshalb wir [I3]3 und [I4]3 aus der folgenden Diskussion ausnehmen.
Vergleichen wir demnach die anderen Steuerungsprobleme mit den Vergleichsalgorith-
men, dann liefern alle Steuerungsprobleme einen gréfleren und annéhernd vergleichbaren
Leistungseintrag. Wir speisen damit wiederum mehr Energie ein als die Vergleichsalgo-
rithmen, was, wie bereits bei der Diskussion im ersten Modell erwdhnt, an der Definition
der Kostenfunktionale festzumachen ist. Wahrend wir einen fast doppelt so hohen Ener-
gieeintrag wie der Random-Algorithmus generieren, bekommen wir anders als im ersten
Modell keine bessere GleichméBigkeit. Diesen Vergleich stellen wir wieder mit dem Steue-
rungsproblem [I3]; in Abbildung 5.31 beziiglich der kumulativ-iterativen Darstellung der
Benchmark-Werte RSDHR, Summe und MP Summe dar. Vergleichen wir die beiden Ab-
bildungen 5.18 und 5.31 des ersten und zweiten Modells, dann haben wir fiur [I3]; im
zweiten Modell deutlich mehr Energie pro Antenne eingebracht als im ersten Modell. Im
Gegensatz dazu speist der SVD diesmal kaum Energie ein und der Random-Algorithmus
kommt wiederum auf annéhern denselben MP-Wert. Bei der Gleichméfigkeit hingegen
liefern alle drei Algorithmen fast den gleichen Wert. Da in der Definition der Steuerungs-
probleme der erste Term den Energieeintrag maximiert und dieser Term aufgrund des
deutlich grofleren Suchraums dominiert, wirkt der Strafterm Ryax, der fiir eine besse-
re Gleichméfigkeit sorgt, nicht mehr so stark wie im ersten Modell. Eine Verbesserung
im RSDHR-Wert koénnen wir aber auch im zweiten Modell erkennen. Zusammengefasst
erhalten wir im Fall P, ,,, € [0,1], 1 < m < 4, des zweiten Modells mit [I3]; die besten
Ergebnisse.

[13]1 ——RSDHR Summe
1 5000 —=-RSDHR Summe SVD
—¢ -RSDHR Summe Random
—--MP Summe
--=- MP Summe SVD
e MP

N
o
(=]
o
MP / #Antennen

Iteration

Abbildung 5.31: Kumulativ-iterative RSDHR~ und MP-Werte des Steuerungsproblems
[Is]; und der Vergleichsalgorithmen fiir den Fall P;, ,,, € [0,1],
1 <m < 4. (Modell II)
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Vergleich der Steuerungsprobleme beziiglich Fall 7, ,, =1, 1 <m <4

Random RSDHR-Opt.
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Abbildung 5.32: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, =1, 1 <m < 4. (Modell II)

Vergleichen wir die Abbildungen 5.19 und 5.32 miteinander, dann sehen wir zum einen
die geringe Verbesserung der GleichméBigkeit durch Verwendung von vier Antennen und
den deutlich hoheren Energieeintrag pro Antenne. Wahrend die verbesserten RSDHR-
Werte mit der Anzahl an Antennen und der damit variableren Uberlagerung von elektro-
magnetischen Feldern korreliert werden kann, erhalten wir die deutlich besseren Ener-
gieeintrage wohl durch die verdnderte Positionierung der Antennen in der Kavitét. Diese
Abhéngigkeit beziiglich der Einkoppelposition ist in der Hochfrequenztechnik bekannt
und wir kénnen damit durch Betrachtung der Energie pro Antenne die Qualitéit der Ein-
koppelposition auch fiir andere Modelle verifizieren. Auch wenn wir bei vier Antennen
eine verbesserte Gleichméfigkeit erreichen kénnen, sind wir durch die Geometrie des zu
erwarmenden Gebiets und der Kavitdt in den RSDHR-Werten aufgrund der ausbrei-
tungsfiahigen elektromagnetischen Felder beschrankt.

Wir widmen uns nun den Ergebnissen zu den Steuerungsproblemen [Is]r, [La]x, [15%]x
und [Izel]k, k = 1,2,3, und vergleichen diese mit denen aus Kapitel 5.5.1. Bei Verwen-
dung von vier Antennen und der Betrachtung des Falles P, ,, =1, 1 < m < 4, erhalten
wir in Abbildung 5.33 und Abbildung 5.34 durchwegs eine schlechtere Gleichméafigkeit
als bei Verwendung des Random-Algorithmus, aber andererseits speisen wir dafiir mehr
Energie ein.
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Abbildung 5.33: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I3]g, (15, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, =1, 1 <m < 4. (Modell II)

SP #p¥" TIME  RSDHR Summe MP Summe

[13]1 11 ~ 748 h 0.7211 1.8860 - 10*
[13]2 11 ~1229h 0.7044 1.7915 - 104
[I3]3 11 ~ 1463 h 0.7217 1.7545 - 10*
), 11 ~11.57h 0.7302 1.9070 - 104
[, 11 ~1511h 0.7575 1.9518 - 104
53 11 ~10.02h 0.7750 1.8943 - 104

Tabelle 24: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I3] fiir den Fall Py, ., =1, 1 < m < 4. (Modell II)
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Abbildung 5.34: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I4]g, [I}]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, = 1, 1 < m < 4. (Modell II)

SP #p¥" TIME  RSDHR Summe MP Summe
[L4)1 11 ~ 8.86 h 0.7199 1.8478 - 10*
[14]2 11 ~14.14h 0.7143 1.8615 - 104
143 11 ~14.07h 0.7260 1.7413 - 10*
e, 11 ~ 9.75 h 0.7377 1.9234 - 104
[, 11 ~1544h 0.7419 1.9176 - 104
s 11 ~ 6.01 h 0.7780 1.9611 - 10*

Tabelle 25: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I4] fiir den Fall P, ,, =1, 1 < m < 4. (Modell II)
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Abbildung 5.35: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte des Steuerungsproblems
[I3]1 und der Vergleichsalgorithmen fiir den Fall Py, ,, =1, 1 <m < 4.
(Modell 1)

FEine mogliche Ursache fiir die schlechten RSDHR-Werte ist der héhere Leistungseintrag
pro Antenne. Wie zuvor bereits beschrieben, ist der Leistungseintrag pro Antenne bei
dem zweiten Modell mit vier Antennen hoher als beim dem des ersten Modells. Da die
Steuerungsprobleme so definiert sind, dass viel Energie eingebracht werden soll, domi-
niert hier der Effekt der Leistungsmaximierung gegeniiber dem der Gleichmé&Bigkeit. Der
im Vergleich zum ersten Modell gréflere Suchraum, wegen der Verwendung von vier An-
tennen, fithrt dabei zu einer Mehrzahl an Steuerungen mit hohem Leistungseintrag, die
meist eine schlechtere Gleichméfigkeit aufweisen. Es kann jedoch auch an dem Strafterm
liegen, denn dieser bestraft zueinander #hnliche elektromagnetische Felder. Wenn sich
beispielsweise zwei Felder dhneln, wobei eines eine gute Gleichméfigkeit aufweist und
das andere nicht, und zunéchst das Feld mit schlechterem RSDHR-Wert gewihlt wird,
dann wiirde das Feld mit einer guten GleichméBigkeit nicht mehr gewéhlt werden, da
der Strafterm hierfiir einen grofleren Wert ausgibt. Die Ergebnisse zu den Abbildun-
gen 5.33, 5.34 und 5.35 zeigen bereits auf, dass noch weitere Forschung bei der Wahl der
Steuerungsfunktionen fiir eine bessere Gleichméfigkeit notwendig ist. Bestimmte Effekte
koénnen wir jedoch sowohl fiir das erste Modell als auch fiir das zweite Modell herausar-
beiten. Zum einen speisen die relativen Varianten mehr Leistung in das zu erwérmende
Objekt ein und zum anderen bené6tigen wir fiir £ = 1,2 tendentiell mehr Rechenzeit bei
der Berechnung der relativen Varianten als bei deren Pendants. Dies konnte in beiden
Féllen P, € [0,1], 1 < m < 4, und Py = 1, 1 < m < 4, festgestellt werden.
Eine Ausnahme hierzu stellt wiederum die Betrachtung von k = 3 dar, bei der keine
Tendenzen erkennbar sind und deren Verhalten bisher nicht endgiiltig geklédrt werden
kann.
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5.5.3. Modell Ill: Vier Antennen, zwei Objekte

Vergleich der Steuerungsprobleme beziiglich Fall P, ,, € [0,1], 1 <m <4
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Abbildung 5.36: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell III)

Im Gegensatz zum zweiten Modell erhalten wir bei dem dritten Modell wieder einen
annihernd vergleichbaren Leistungseintrag bei Random- und SVD-Algorithmus. Da in
beiden Modellen jeweils vier Antennen derselben Art und Position verwendet wur-
den, kann die Verbesserung des Leistungseintrages pro Antenne eindeutig auf die Geo-
metrien der zu erwidrmenden Epoxidharze zuriickgefithrt werden. Das bedeutet also,
dass der SVD-Algorithmus und somit die S-Parameter, sowie die dazugehorigen SVD-
Vektoren, Informationen iiber die Geometrie innerhalb der Kavitdt besitzen. Damit
kann moglicherweise ein Zusammenhang aus den optimalen Steuerungen und den S-
Parametern abgeleitet werden, die wiederum als Heuristik in Echtzeit fiir jegliche Art
von Kavitidt verwendet werden kann. Wir geben nachfolgend wieder die zur SVD zu-
gehorige S-Parametermatrix in der dB-Darstellung an.
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Abbildung 5.37: Darstellung der S-Parametermatrix in dB. (Modell III)

Im Folgenden betrachten wir vergleichend die Ergebnisse zu den Steuerungsproblemen
3]k, 5%k, [Ta]x und [15%x, mit k = 1,2, 3, fiir den Fall Py, ,, € [0,1], 1 < m < 4. Dabei
werden wir die Rechenzeit der Steuerungsprobleme nicht mehr mit angeben, da keine
neuen Informationen hieraus abgeleitet werden konnen. Als erstes bleibt auch fiir das
dritte Modell festzuhalten, dass die Steuerungsprobleme mit £ = 3 wiederum die schlech-
testen Ergebnisse liefern und sich komplett anders verhalten als der Rest. Fiir die Werte
k = 1,2 erhalten wir zudem wieder eine bessere Gleichméfigkeit bei h6herem Energie-
eintrag, was wiederum an den Geometrien der Epoxidharze liegt. Demnach wirkt der
Strafterm aufgrund der verdnderten Geometie innerhalb der Kavitédt wiederum deutlich
besser. Moglicherweise fithrt eine adaptive und von der Geometrie abhéngige Skalierung
des Strafterms zu deutlich besseren Steuerungsproblemen, die dann auch im zweiten
Modell sehr gute Ergebnisse liefern.
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Abbildung 5.38: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I3], [Igel] L, k = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell III)

SP  # pgpt RSDHR Summe MP Summe

[13]; 11 0.5962 1.7122 - 10*
[13]2 11 0.5720 1.6191 - 104
T3]3 11 0.6378 5.6488 - 103
[15¢] 11 0.5817 1.8710 - 104
[, 11 0.5921 1.9909 - 104
[l 11 0.7028 1.9721 - 104

Tabelle 26: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I4] fiir den Fall P, ,, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell III)
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Abbildung 5.39: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I4]g, [I}]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell III)

SP  # p?" RSDHR Summe MP Summe

[T4]1 11 0.5421 1.7005 - 104
NP 11 0.5766 1.6338 - 10*
[L4]3 2 0.7320 1.1412 - 103
e, 11 0.6149 1.9432 - 10*
e, 11 0.5979 2.0239 - 10*
el 11 0.7110 1.9876 - 104

Tabelle 27: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [14] fiir den Fall Py, ,, € [0,1], 1 < m < 4. (Modell III)

Betrachten wir wieder die vergleichende Darstellung in Abbildung 5.40 der verscheidenen
Algorithmen, dann erhalten wir wie schon im zweiten Modell einen deutlich héheren
Leistungseintrag pro Antenne im Vergleich zum Random- und SVD-Algorithmus und
zudem diesmal auch noch eine bessere GleichméBigkeit. Dabei ist der RSDHR-Wert bei
allen drei Algorithmen deutlich geringer als noch beim zweiten Modell, was wiederum
auf die Geometrie innerhalb der Kavitéit zuriickgefithrt werden kann. Die Geometrie ist
also mafigeblich fiir die maximal moégliche Gleichmé&fBigkeit und auch fiir den maximal
moglichen Leistungseintrag verantwortlich.
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Abbildung 5.40: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte des Steuerungsproblems
[I3]1 und der Vergleichsalgorithmen fiir den Fall a) P, ,, € [0, 1],
1 <m < 4. (Modell IIT)
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Abbildung 5.41: Kumulativ-iterative RSDHR~ und MP-Werte der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, = 1, 1 < m < 4. (Modell III)

Wie bereits am Ende des letzten Abschnitts genannt, erhalten wir auch fiir den Fall
Py = 1,1 < m < 4, wiederum deutlich bessere RSDHR-Werte aufgrund der Geometrie
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der zu erwidrmenden Objekte. Zudem sehen wir in Abbildung 5.41, dass der Random-
Algorithmus bei schlechterer Gleichméfiigkeit mehr Energie pro Antenne einspeist.
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Abbildung 5.42: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I3k, (15, k = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, =1, 1 <m < 4. (Modell III)

SP  # pgpt RSDHR Summe MP Summe

[I3]1 11 0.5877 1.9790 - 10*
[13]2 11 0.5884 1.9617 - 104
153 11 0.6274 1.8912 - 10*
e, 11 0.6090 2.0047 - 10*
[15¢] 11 0.5763 2.0434 - 10*
[l 11 0.6999 2.0550 - 10*

Tabelle 28: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I3] fiir den Fall Py, ,, =1, 1 < m < 4. (Modell III)
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Abbildung 5.43: Kumulativ-iterative Vergleichswerte beziiglich der iterativen Steue-
rungsprobleme [I4]g, [I}]x, & = 1,2,3, und der Vergleichsalgorithmen
fir den Fall Py, ,, =1, 1 <m < 4. (Modell III)

SP # pf’gp * RSDHR Summe MP Summe
[L4]1 11 0.6090 1.9887 - 104
Inp 11 0.5899 1.9384 - 10*
[L4]3 11 0.7177 2.0276 - 10*
e, 11 0.6233 2.0566 - 10
e, 11 0.5926 1.9870 - 104
el 11 0.6445 2.0258 - 10%

Tabelle 29: Kumulativ-iterative Benchmark-Werte beziiglich der iterativen Steuerungs-
probleme (SP) [I4] fiir den Fall Py, ,, =1, 1 <m < 4. (Modell III)

Fiir jedes Steuerungsproblem [I3p, [I5¢]x, [I4]x und [I5¢], mit & = 1,2 erhalten wir
annihernd denselben RSDHR-Wert wie der Random-Algorithmus, speisen dafiir aber
mehr Leistung ein.
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Abbildung 5.44: Kumulativ-iterative RSDHR- und MP-Werte des Steuerungsproblems
[I3]1 und der Vergleichsalgorithmen fiir den Fall Py, ,, =1, 1 <m < 4.
(Modell III)

In Abbildung 5.44 kénnen wir wiederum gut den Effekt des Strafterms erkennen, der zur
iterativen Verbesserung des RSDHR-Wertes fiihrt. Des Weiteren kénnen wir festhalten,
dass wir auch hier wiederum mehr Energie als die Vergleichsalgorithmen einspeisen. Da-
mit liefert [I3]; auch im dritten Modell wieder sehr gute Ergebnisse.

Vergleich der Steuerungsprobleme beziiglich gezielter Erwdrmung

In diesem letzten Abschnitt der numerischen Ergebnisse wollen wir noch einen weite-
ren letzten Punkt ansprechen, der von regem Interesse fiir die aktuelle Forschung und
die Industrie ist und die Starke der Optimalsteuerung zeigen wird. In unserem dritten
Modell haben wir zwei zu erwirmende Epoxidharze unterschiedlicher Grofie. Falls bei-
de Objekte zum selben Zeitpunkt ausgehértet sein sollen, muss mehr Energie in das
grofiere Gebiet eingebracht werden, um die Aushértungszeit im Vergleich zum kleineren
Gebiet zu verkiirzen. Diesen Vorgang bezeichnen wir folgend als gezielte Erwadrmung.
Hierbei kann fiir die Verteilung der eingespeisten Energie auch gemeint sein, dass keine
Energie in einen der Bereiche eingebracht werden soll. Um Algorithmen fiir eine geziel-
te Erwdrmung beziiglich ihres Verhaltens zu vergleichen, benétigen wir einen weiteren
Benchmark-Wert.
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Definition 5.73. Sei V C Q und Vg, Vi C V. Das Gebiet Vg symbolisert jenes Gebiet
welchem mehr Energie zugefiihrt werden soll, wihrend Vi fiir das kéltere mit weniger
FEnergie bedachte Gebiet steht. Das Benchmark-Kriterium fiir eine gezielte Erwédrmung
zwischen zwei Gebieten ist gegeben als:

e MPDR (Mean Power Density Ratio), Relation der durchschnittlich eingebrachten
Leistungen:

1
(7 S 1P lps)P d2)®

MPDR = ;
(ﬁ v, [P [ps])? dQ) 2

(5.89)

Definition 5.74. Seil <1 < Koy, V C Qund Vg, Vg C V. Das Gebiet V symbolisert
jenes Gebiet welchem mehr Energie zugefithrt werden soll, wihrend Vi fiir das kéltere
mit weniger Energie bedachte Gebiet steht. Das Benchmark-Kriterium fiir eine gezielte
Erwidrmung zwischen zwei Gebieten ist gegeben als:

e MPDR Summe (Mean Power Density Ratio), kumulativ-iterative Relation der
durchschnittlich eingebrachten Leistungen:

D=

1 2
(|V1K| fVK ‘Zm:l PQ,NL [pS,m] ‘ dQ)
MPDR Summe = i (5.90)

2 3
<|le| fVH )Zlmzl Po.y [ps,m]‘ dQ)

Um die bisher betrachteten Algorithmen hinsichtlich ihrer MPDR-Werte zu vergleichen,
definieren wir Vi = Vg 1, Vi = Vg 2 beziiglich der in Abschnitt 4.3.3 definierten Gebiete
VE 1, VE2 und wollen lediglich den oben genannten Fall betrachten, in dem viel Energie
in Vi und wenig Energie in Vi eingebracht werden soll. Um hierzu einen Vergleichsalgo-
rithmus fiir den minimal erreichbaren MPDR-Wert zu erhalten, betrachten wir fiir den
Fall Py m =1, 1 <m < 4, den zusétzlichen Optimierungsalgorithmus:

e MPDR-Opt: Optimierung beziiglich des Benchmark-Wertes MPDR Summe

Wir geben nachfolgend zum einen die kumulativ-iterative Entwicklung der Werte MPDR
Summe und RSDHR Summe der beiden zu erwidrmenden Gebiete und zum anderen noch
die schlussendlich erhaltenen Werte HT(Q Summe, RSDHR Summe und MP Summe
bezogen auf die einzelnen Gebiete Vi und Vi an.
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Abbildung 5.45: Kumulativ-iterative RSDHR~ und MPDR-Werte der Vergleichsalgorith-
men fiir den Fall P, ,,, =1, 1 <m < 4.

Wiéhrend der RSDHR-Optimierung-Algorithmus eine Verbesserung der Gleichméafigkeit
durch Anregung mehrerer verschiedener elektromagnetischer Felder generiert, ergeben
sich beim MPDR-Optimierung-Algorithmus in Abbildung 5.45 kaum Verénderungen in
den Benchmark-Werten. Dies liegt an der Wahl der Steuerungen, die selbst bei der
kumulativ-iterativen Betrachtung der Benchmark-Werte nur zwei verschiedene Felder
anregt. Dies bedeutet wiederum, dass keine Verbesserung der Werte MPDR Summe
durch Verwendung vieler verschiedener Steuerungen erhalten werden kann. In Abbil-
dung 5.46 lédsst sich der deutliche Unterschied des Energieeintrags bei dem MPDR-
Optimierung-Algorithmus feststellen. Sehr gut zu erkennen ist dabei auch die Korre-
lation zwischen RSDHR-, HTQ- und MP-Werten. Wie bereits am Anfang des Kapitels
erwihnt, gibt es eine starke Korrelation zwischen RSDHR- und HTQ-Werten, denn eine
gute Gleichméfigkeit in der Erwirmung erzeugt auch weniger starke Hotspots. Des Wei-
teren fithrt die Verbesserung des MPDR-~Wertes zu einer schlechteren GleichméBigkeit
in der Erwarmung.
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Abbildung 5.46: Kumulativ-iterative RSDHR-~, HTQ und MP-Werte der Vergleichsal-
gorithmen im warmen und kalten Gebiet fiir den Fall Pj,,, = 1,
1 <m <4,

Wir wollen diese nun mit einem weiteren Steuerungsproblem vergleichen und geben
hierzu folgende Definition.

Definition 5.75. Sei Eyn = 0 gegeben und V. C Q und Vy,Vx C V. Die [l-ten
Optimalsteuerungsprobleme des iterativen Prozesses fiir die gezielte Erwidrmung sind:

min [Z1[p(ps, 0)]]] vy

. el
(T3 mpar]t min | =~

ps€Pg Igrélfgl [Z1[p(ps, O)]]|lvy

+ RL

max

Wir geben ein weiteres Mal die kumulativ-iterative Entwicklung der Werte MPDR, Sum-
me und RSDHR Summe und der auf die einzelnen Volumina bezogenen kumulativ-
iterativen Benchmark-Werte zu bestimmten Iterationen an und diskutieren diese im
Anschluss.
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Abbildung 5.47: Kumulativ-iterative RSDHR- und MPDR-Werte des Steuerungspro-
blems [I3 mpd:|; fiir den Fall Py, = 1,1 <m < 4.
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Abbildung 5.48: Kumulativ-iterative RSDHR~, HTQ und MP-Werte des Steuerungspro-
blems [I3 mpdr]; im warmen und kalten Gebiet fiir den Fall Py, = 1,
1 <m <4,

Vergleichen wir die Abbildungen 5.45 und 5.47, dann sehen wir sofort, dass das Steue-
rungsproblem [Igvmpdr]ll sowohl eine sehr gute Gleichméfigkeit als auch einen relativ
guten MPDR Summe Wert erreicht. Damit ist [13,mpd'r]l1 gerade eine Mischung aus
RSDHR-Optimierung- und MPDR-Optimierung-Algorithmus und optimiert auf beide
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Benchmark-Werte. Zudem sehen wir wieder sehr gut, dass die Verbesserung der Gleich-
miéBigkeit eine Verschlechterung bei der gezielten Erwarmung generiert. Betrachten wir
dazu auch noch Abbildung 5.48, dann erkennen wir gut wie die Benchmark-Werte ite-
rativ verbessert werden. Im Vergleich mit Abbildung 5.46 zeigt dies sehr gut auf, dass
[13,mpd7"]l1 den anderen Algorithmen iiberlegen ist.

5.5.4. Zusammenfassung

Wir fassen die Ergebnisse aus Abschnitt 5.5 zusammen. Die ersten wichtigen Erkennt-
nisse aus Abschnitt 5.5.1 zeigen den Vorteil in der Rechenzeit bei Verwendung der ad-
jungierten Probleme zur Berechnung der Gateaux-Ableitung. Zudem konnte herausge-
arbeitet werden, dass wegen der Berechnung der Gateaux-Ableitungen die lokalen Op-
timierungsalgorithmen bei gleichwertigen Ergebnissen schneller als globale Algorithmen
sind, wobei hierbei der SQP-Algorithmus die beste Performance zeigt. Bei dem Vergleich
der iterativen Optimalsteuerungsprobleme [I,,]x, 1 <m < 4 und 1 < k < 3, und [I'%]y,
1<m<4und1 < k < 3, konnten wir feststellen, dass die in Abschnitt 5.4 hergeleiteten
Vergleichsfelder Ey s, Qv fiir die Steuerungsprobleme [I3]g, [17%k, [Talk, [15¢]x, mit
1 < k < 3, keine guten Ergebnisse liefern. Bei der Wahl Ey nr = 0, Qvn, = 0 und der
Betrachtung der Steuerungsprobleme [I3]k, [15%k, [La]g, [13%], mit 1 < k < 3, konnten
wir jedoch einige interessante Ergebnisse herausarbeiten. Zum einen konnten wir sehen,
dass durch Anregung von verschiedenen optimalen Steuerungen die Gleichméfigkeit ite-
rativ verbessert werden kann und damit eine Steuerung der elektromagnetischen Felder
auch in der Anwendung Sinn macht, und zum anderen, dass die Geometrie und die An-
zahl an Antennen eine untere Grenze an die Gleichmaissigkeit definieren. Diese Grenze
hingt von den unterschiedlich anregbaren Moden innerhalb der Kavitdt und der Po-
sition des zu erwdrmenden Objektes ab. Zudem wurde gezeigt, dass die hergeleiteten
iterativen Steuerungsprobleme tendentiell eine bessere Gleichméfigkeit bei mehr Ener-
gieeintrag liefert als die Vergleichsalgorithmen Random und SVD. Die Einschrinkung
auf Py, =1, 1 <m < Ky, lieferte zum Teil bessere Ergebnisse als bei variabler Am-
plitude, was an dem kleineren Suchraum und der damit besseren Vergleichbarkeit der
elektromagnetischen Felder liegt. Zum Abschluss des numerischen Kapitels haben wir
noch einen Ausblick beziiglich der gezielten Erwidrmung eines Objektes gemacht, falls
mehrere Objekte innerhalb der Kavitdt vorhanden sind. Dabei konnten wir den Vorteil
bei der Betrachtung von Optimalsteuerungsproblemen im Gegensatz zu den Vergleichsal-
gorithmen sehen, denn das Optimalsteuerungsproblem optimiert sowohl auf die Relation
der durchschnittlich eingebrachten Leistung als auch auf die Gleichmé&fBigkeit.
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6. Zusammenfassung und Ausblick

6.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die optimale Steuerung elektromagnetischer geschlossener Syste-
me mit koaxialer Anregung betrachtet. Hierfiir wurden zunéichst die benttigten partiellen
Differentialgleichungen hergeleitet und die Existenz und Eindeutigkeit der dazugehotrigen
variationellen Formulierung bewiesen. Fiir die Evaluierung der optimalen Steuerungspro-
bleme wurde das diskretisierte System zudem zunéchst mit der RBM reduziert, wobei die
Diskretisierung mithilfe der Simulationssoftware COMSOL Multiphysics durchgefiihrt
wurde.

Fiir die Reduktion der Lagrange-Systeme wurde die Theorie der RBM entsprechend er-
weitert. Dabei konnte numerisch gezeigt werden, dass die RBM bei Verwendung eines
Greedy-Algorithmus eine exponentielle Konvergenz aufweist. Aufgrund der Betrachtung
groffdimensionaler Systeme und der damit einhergehenden Approximation der inf-sup-
Konstante wurden verschiedene Approximationsvarianten getestet. Dabei konnte fest-
gestellt werden, dass die Verwendung von Eigenwertinformationen zur Berechnung der
approximativen inf-sup-Konstante, trotz einer besseren Konvergenz in der Approxima-
tionsgiite, keinen Vorteil im Reduktionsprozess der RBM fiir die in der Arbeit betrach-
teten Probleme liefert. Des Weiteren wurden unterschiedliche Projektionsvarianten im
Reduktionsprozess betrachtet. Beim Vergleich des Fehlerschéitzers und des echten rela-
tiven Fehlers beziiglich der Ritz-Galerkin- und der Petrov-Galerkin-Projektion konnte
festgestellt werden, dass trotz eines schlechteren Fehlerschitzer-Wertes der echte relative
Fehler einer Ritz-Galerkin-Projektion kleiner ist als der Fehler bei einer Petrov-Galerkin-
Projektion.

Fiir die optimale Steuerung der elektromagnetischen Prozesse wurden als erstes ver-
schiedene Kostenfunktionen hergeleitet und diskutiert. Neben dem Beweis der Existenz
optimaler Steuerungen fiir die einzelnen Kostenfunktionale wurde fiir die Funktionale
und das elektromagnetische Feld die starke Konvergenz beziiglich der Steuerparameter
gezeigt. Aus der starken Konvergenz konnte daraufhin die Existenz der ersten Variation
und der Gateaux-Ableitung bewiesen werden. Zudem wurden die adjungierten Proble-
me hergeleitet, deren Losung wiederum fiir die Berechnung der Gateaux-Ableitungen
der Kostenfunktionale verwendet werden kann. Erweitert wurde die Theorie noch durch
die Fehlertheorie beziiglich der diskretisierten und reduzierten Steuerungsprobleme. Nu-
merisch konnte dabei gezeigt werden, dass ein deutlicher Zeitvorteil in der Evaluierung
der Gateaux-Ableitung der Kostenfunktionale bei Verwendung adjungierter Losungen
erreicht werden kann. Die in der Theorie hergeleiteten Kostenfunktionale wurden dar-
aufhin verwendet um Steuerungsprobleme fiir einen Erwirmungsprozess zu definieren.
Diese Steuerungsprobleme wurden dann numerisch gegeniiber entsprechenden Vergleich-
salgorithmen und eigens dafiir hergeleitete Benchmark-Werten getestet und miteinander
verglichen. Hierbei wurde festgestellt, dass die Verwendung von Steuerungsproblemen
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auf Basis vordefinierter elektromagnetische Felder Ey und Leistungsverteilungen Qv
stark von der Wahl dieser abhéngig sind und keine guten Ergebnisse liefern. Die anderen
Steuerungsprobleme, die hingegen den Energieeintrag maximieren, liefern meist bessere
Ergebnisse gegeniiber den in der Praxis verwendeten Algorithmen. Besonders bei der
Betrachtung der gezielten Erwérmung in Abschnitt 5.5.3 ist der enorme Vorteil bei der
Verwendung der optimalen Steuerungsprobleme erkennbar.

6.2. Ausblick

Neben den in dieser Arbeit verwendeten Modellen und den betrachteten numerischen
Aspekten der Modellreduktion und Optimalsteuerung ergeben sich noch viele weitere
Probleme und interessante Aufgaben basierend auf dieser Arbeit. Nachfolgend sind einige
von diesen angegeben:

e Stabilitédt der Ritz-Galerkin-Projektion elektromagnetischer Systeme:

Wie in Abschnitt 4.3 erldutert, ist es fiir die in dieser Arbeit betrachteten Mo-
delle aus numerischer Sicht moglich eine Ritz-Galerkin-Projektion durchzufiihren.
Fiir diese kann aber bisher keine Stabilitdt garantiert werden. Jedoch weist die
Ritz-Galerkin-Projektion nach Abbildung 4.22 eine bessere Konvergenz im Reduk-
tionsprozess und in der Approximationsgiite auf. Insofern die Stabilitdt der Ritz-
Galerkin-Projektion gezeigt werden kann, wird demnach die Verwendung dieser
préferiert.

e RB-Reduktion der Lagrange-Systeme mit upr,(p) # O:

Mit der in Abschnitt 4.2 hergeleiteten Theorie, konnen partielle Differentialglei-
chungen mit parameterabhéngigen Nebenbedingungen betrachtet werden. In den
Modellen dieser Arbeit gilt stets uy»(p) = 0, weswegen die Betrachtung der RB-
Reduktion der Lagrange-Systeme mit

Qg
UN,r<p) = Z @Z(p)uj\f,r,k 7& 0
k=1

und die damit einhergehende Fehlertheorie in Abschnitt 4.2.2 hinsichtlich ihrer
Funktionalitit erst noch weiter betrachtet werden muss.

o Numerische Parameter- und Fehleranalyse der RBM:

Fiir den Greedy-Algorithmus 1 ist die Wahl der Parametermenge Py, hinsichtlich
der Approximationsgiite des resultierenden Systems und der Rechendauer des Re-
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duktionsprozesses von enormer Bedeutung. Um den Reduktionsprozess bei gleich-
bleibender Approximationsgiite fiir neue Modelle zu beschleunigen, muss die Test-
parametermenge Py, klein und die in der Menge enthaltenen Parameter gut
gewihlt sein. Hierfiir kann eine Parameteranalyse durchgefiihrt werden, um den
Diskretisierungsgrad eines jeden einzelnen Parameters aus der Analyse abzulei-
ten. Eine weitere zu betrachtende Moglichkeit ist die adaptive Verfeinerung und
Erweiterung der Parametermenge Py, ;.

Herleitung optimaler Vergleichsfunktionen Fy nr und Qv :

Im Abschnitt 5.5 wurde aufgezeigt, dass die Steuerungsprobleme [I;)L, [I7¢]L, [To]L
und [I3¥%, k = 1,2,3, stark abhingig von der Wahl der Vergleichsfunktionen
Eyv n und Qv sind. Moglicherweise bieten diese bei der gezielten Erwérmung
Vorteile, weshalb die Herleitung sinnvoller Vergleichsfunktionen Ey n und Qv .,
von Interesse sein kann.

Detailierte Betrachtung der Optimierungsalgorithmen und derer Einstellungsop-
tionen zur Rechenzeitoptimierung:

Die Rechenzeiten der Steuerungsprobleme in Abschnitt 5.5.1 hinsichtlich der Op-
timierungsalgorithmen sind zum Teil sehr lang. Eine Analyse der Einstellmoglich-
keiten bietet demnach eine Moglichkeit die Rechendauer bei gleichbleibenden Er-
gebnissen zu verbessern.

Herleitung von besseren Steuerungsproblemen:

Werden die Rechenzeiten und die erhaltenen Benchmark-Werte der einzelnen Steue-
rungsprobleme aus Abschnitt 5.4 fiir die in der Arbeit betrachteten Modelle mitein-
ander verglichen, dann ergeben sich zum Teil lange Rechenlaufzeiten. Diese entste-
hen aufgrund der komplexen Darstellungen der Kostenfunktionale der Steuerungs-
probleme aus Abschnitt 5.4 und der damit einhergehenden aufwéindigen Berech-
nung der Ableitungen. Hierbei kann jedoch nicht ausgeschlossen werden, dass bes-
sere Steuerungsfunktionen existieren, die kiirzere Rechenlaufzeiten bei vergleich-
baren Ergebnissen in den Benchmark-Werten aufweisen.

Betrachtung der geometrischen Abhéngigkeit elektromagnetischer Felder, der re-
duzierten Modelle und der optimalen Steuerungen:

In der Realitdt konnen selbst kleine geometrische Verédnderungen zum Teil grofien
FEinfluss auf die elektromagnetischen Felder innerhalb einer Kavitédt haben. Um
den Effekt der geometrischen Einfliisse auf die optimalen Steuerungen und den
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dazugehorigen elektromagnetischen Felder zu untersuchen, bedarf es dabei ebenso
der Betrachtung von geometrischen Parametern in den Modellen selbst und der
Auswirkung auf die RBM.

Analyse des Zusammenhangs optimaler Steuerungen und der S-Parameter:

Hinsichtlich der im vorherigen Punkt genannten starken Abh#ngigkeit gegeniiber
geometrischen Verdnderungen ist vor allem die Analyse zwischen den optimalen
Steuerungen und den S-Parametern von groffem Interesse. Der Grund hierfiir ist,
dass die Messung der S-Parameter relativ einfach ist und in der Praxis lediglich ein
paar Millisekunden benotigt. Wire es also moglich einen Zusammenhang zwischen
den optimalen Steuerungen, die die besten Benchmark-Werte erreichen, und den
Werten der S-Parameter, oder daraus abgeleiteten Eigenschaften, herzuleiten, dann
liele sich ein duflerst effektiver und schneller Auswahlalgorithmus entwickeln, der
in Echtzeit die optimalen Steuerungen bestimmt.
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A. Anhang

A.1. Funktionenraume und Operatoren

Die nachfolgenden Definitionen und Beweise finden sich in Biichern der Analysis, wie
beispielsweise [39]. Im Folgenden sei 2 C R? und die Funktionenriume bilden nach C
ab, weswegen dies nicht explizit angegeben wird.

Definition A.1. Wir definieren die normierten Raume:

300

(C°(Q), ||I-lco) der Raum der stetigen Funktionen mit || f||co = maxzeq|f(z)|.

(Ck(Q), ||-||c+) der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen bis zum Grad k
mit || f[|or = max;s<[|0° f (x) | co-

(C*(Q), ||| ck.e) der Raum der C*(Q)-Funktionen, deren Ableitungen der Ord-
nung k& Holderstetig sind. In diesem Raum liegen alle Funktionen f € C*(Q) mit

fllcra =D 10" fllco + Y [0°fleoa < C,

s <k |sl=k

mit der Holder-Halbnorm

[asﬂ C0e =  SUp
z,y€Q,xFfy

LACELION

|z — y|*

(LP(Q), ||llz») der Raum der Lebesgue-integrierbaren Funktionen mit p € [1,00)
und || f HZ[)/F(Q) = [olf(x)[Pdx. Es gilt die Aquivalenzrelation, dass zwei Funktionen

u,v € LP(Q) gleich sind, falls u = v fiir alle K’ C Q mit £"(Q\K) = 0 beziiglich
des Lebesguemafes. Fiir lokal integrierbare Funktionen f € L? () soll

loc

/ @) < Cx
K

fiir alle kompakten Teilmengen K C € gelten. Auf dem Raum L?(Q) kann zudem
das Skalarprodukt

(u,v)r2(0) = /u-v dQ
Q

definiert werden.

(L>°(Q), |I||zee) der Raum der essentiell beschrankten Funktionen mit

£l () = ess supl /()| Ncﬂ,ILI}I(N):Ogl\l]I\),V(m”
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Wie bei den LP(2)-Funktionen ist auch auf L>(€2) eine analoge Aquivalenzrelation
definiert.

Jeder dieser Réume ist mit seiner Norm ein Banachraum. Der Raum L?(f2) mit seinem
Skalarprodukt ist sogar ein Hilbertraum. In Hilbertrdumen kann wegen der Existenz
eines Skalarproduktes zudem das orthogonale Komplement definiert werden.

Definition A.2. Sei (X, (-,-)x) Hilbertraum und M C X. Das orthogonale Komplement
M+~ von M wird definiert durch

M+ ={ueX : (u,v)x =0 fiir alle v € M} .

Bei der Betrachtung der variationellen Formulierung partieller Differentialgleichungen
spielt der folgende Raum eine entscheidende Rolle.

Definition A.3. Die Menge D(£2) = C5°(£2) der unendlich oft stetig differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Triger in 2 wird als die Menge der Testfunktionen bezeich-
net.

In der Literatur wird fir C§°(€2) auch oft CZ°(2) verwendet.

Definition A.4. Seien u,v € L (), a Multiindex mit |a| < k. Die Funktion v heifit

loc
a-te schwache Ableitung von u, wenn gilt

/u L9% dQ = (—1)le /v ~p dQ, @ e G5 ().
Q Q

Definition A.5 (Sobolev-Raum W*P(Q)). Eine Funktion u € LP(f) liegt im Raum
WHP(Q), falls alle schwachen Ableitungen d%u fiir |s| < k existieren und 9%u € LP(Q)
fiir alle Multiindizes mit |s| < k. Die Norm ist gegeben durch

1
_ ) (Selosullg) " 1<p <o,

[wllwep )
> 1si<k 10l Lo (), p = 00.

Fiir p = 2 schreibt man auch W*?2(Q) = H¥(Q). Fiir diesen Raum existiert das Skalar-
produkt

(w,v) gy = D (0°u,0°0) 20,

Is|<k

Der Sobolev-Raum W#P?(Q) ist mit seiner Norm ein Banachraum und H¥(2) mit dem
Skalarpodukt ein Hilbertraum. Fiir Abbildungen zwischen den Funktionenrdumen defi-
nieren wir Operatoren.
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Definition A.6. Seien X,Y normierte Ridume. Sei V C X. Abbildungen 7' : V — Y
heiflen Operatoren. Ein Operator heifit linearer Operator, wenn

Tu+ M| = T[u] + N\T'[v]

fir alle A € K und alle u,v € V gilt. Ein Operator heifit stetig in v € V, wenn fiir alle
konvergenten Folgen (vy,), vn, € V, mit lim,,_,o v, = v gerade

lim T(v,] = T'[v]

n—oo

gilt. Die Menge aller linearen Operatoren wird mit L(X,Y") bezeichnet. Ist Y = K der
zugrundeliegende Zahlenkorper K € {R, C}, so spricht man vom Dualraum

X' = L(X,K).

Elemente im Dualraum werden Funktionale genannt.

Mit der Operatornorm
1T} = inf {C > 0 | [T[ullly < Cllullx},
oder der dquivalenten Formulierung

T u] |y
|T|| = sup ,
vex  ullx
u7£0
werden L(X,Y) und der Dualraum X’ zu normierten Riumen. Es ist weiterhin bekannt,
dass fiir lineare Operatoren die Stetigkeit dquivalent zur Beschrianktheit

3C > 0mit ||T]|ly <Clv|x, veLX,

ist. Des Weiteren wird ein Operator T' € L(X,Y) Isomorphismus genannt, wenn T’
invertierbar und T~ ! stetig ist. Gilt zusétzlich ||T[v]|ly = ||v||x wird der Isomorphismus
isometrisch genannt. Fiir die Existenz von optimalen Lésungen geben wir die Definition
der Unterhalbstetigkeit an

Definition A.7. Sei S C X Teilmenge eines normierten Raumes X und f: S — R
ein Funktional. Das Funktional f heifit schwach unterhalbstetig wenn fiir jede schwach
konvergente Folge (zy,)nen in S mit Grenzwert & gilt, dass

liminf f(x,) > f(2).

n—o0

Die Funktionenrdume aus Definition A.1 und Definition A.5 lassen sich ebenso auch
fir Gebiete I' € R? niedriger Dimension, beispielsweise Flichen im dreidimensionalen
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Raum, definieren. Wihrend fiir v € C°(Q) Auswertungen auf Oberflichen ohne Pro-
bleme moglich ist, ist dies fiir v € LP(Q) nicht klar, denn fiir das Lebesque-Mafl von
niederdimensionalen Objekten gilt

LMT) =0.
Fiir Sobolev-Raume bestimmter Ordnung kénnen wir hingegen Spuroperatoren von Ge-

bieten auf dessen Rand definieren, insofern das Gebiet bestimmte Eigenschaften besitzt.

Satz A.8. Sei Q C R%, d > 2, mit Lipschitz-Rand T'. Dann besitzen die Funktionen
u € WHP(Q), p € [1,00), Randwerte in folgendem Sinne. Es gibt genau einen linearen
stetigen Operator v : WYP(Q) — LP(T), der fir Funktionen u € C(Q) N WLP(Q) die
klassischen Randwerte y[u](x) = w(x)|zer liefert.

Fiir weitere Eigenschaften des Spuroperators <, fithren wir die Sobolev-Slobodeckij-
R&ume ein.

Definition A.9 (Sobolev-Slobodeckij-Raum H#(2)). Sei s > 0 mit s = k + ¢, k € N,
0 <t < 1. Der Raum

H5(Q) = {v € HMQ) © [0 u() < o0, |al = k}

besitzt die Halbnorm

[w]Ht(Q) = //( H(x)y||d(+y21) dQ) dS2.
Q Q

Mit Definition A.9 erhalten wir folgenden Spursatz.

Satz A.10. Sei Q C R%, d > 2, mit Lipschitz-Rand T'. Dann besitzen die Funktionen
u € HY(Q) Randwerte in folgendem Sinne. Es gibt genau einen linearen stetigen Operator

v HY Q) — H%(F), der fiir Funktionen u € C(Q) U HY(Q) die klassischen Randwerte

y[ul(x) = w(z)|zer liefert. Zudem gilt, dass der Spuroperator 7y surjektiv ist und damit

existiert eine rechtsinverse v~ !,

Auch fiir s > % kann die Existenz eines linearen stetigen Spuroperators
~ s HY(Q) — H* 2 ()
nachgewiesen werden.

A.2. Einbettungssitze

Zunichst geben wir die Definition der Einbettung und einige allgemeine Resultate zu
Sobolev-Einbettungen an, siehe [39].
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Definition A.11. Seien (X, ||-||x) und (Y,]:||y) Banachrdume. Existiert eine lineare
injektive Abbildung j : X — Y, so heifit X in Y eingebettet. Ist die Abbildung j
zudem stetig, so heifit X in Y stetig eingebettet und wir schreiben X <« Y. Ist die
Abbildung zudem kompakt, d.h. sie ist stetig und beschrankte Teilmengen von X werden
auf relativ kompakte Teilmengen von Y abgebildet, so heifit X in Y kompakt eingebettet.
Wir schreiben dafiir X «—¢ Y.

Zwei wichtige Einbettungsresultate beziehen sich auf die Sobolev-Riume W ?(Q) und
deren Abhéngigkeiten zueinander fiir unterschiedliche Werte k, p und kénnen im Detail
in [39] nachgelesen werden.

Satz A.12. Sei Q C R? beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand T'. Seien k,l € N und
p € R, 1< p < oco. Des Weiteren bezeichne Q™ den Schnitt einer m-dimensionalen
Hyperfiiche mit Q. Dann gibt es die folgenden Einbettungen:

1. Seilp <dundd—Ip<m<d, dann gilt

WHP(Q) < WRIQ™), p<g< T
—p

2. Seilp=dund 1 <m <d, dann gilt firp <gqg < oo

WHEHLP(Q) s Wha(Q™).

3. Seilp>d>(l—1)p, dann gilt

WEHP(Q) — C*(Q).

Satz A.13. Sei Q C R? ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand T und Qo C €.
Seien k,l e Nmit k > 0,1 > 1undp € R, 1 < p < oco. Des Weiteren bezeichne
Q' den Schnitt einer m-dimensionalen Hyperfliche mit €)g. Dann sind die folgenden
FEinbettungen kompakt:

1. Seilp<dund0<d—Ip<m<d, dann gilt

WHP(Q) e WHIQF), 1<q < 770
—p

2. Seilp=dund 1 <m <d, dann gilt

WHP(Q) <o WRIHQF), 1< g < oo.

3. Seilp > d, dann gilt
WrHP(Q) o CF(Qo).
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Auch fiir die in Abschnitt 2.2 hergeleiteten Rédume Hy(curl; Q) existieren wichtige Ein-
bettungsresultate deren Beweise in [32, 38] nachzulesen sind.

Lemma A.14. Sei Q C R? ein polyedrisches Gebiet mit Lipschitz-Rand T', dann ist
{u e Hy(curl;?) : V-u=0} — [LQ(Q)}B
stetig und kompakt.

Lemma A.15. SeiQ C R? ein polyedrisches Gebiet mit Lipschitz-Rand T, dann existiert
em s > %, sodass
{u € Hy(curl; Q) : V-u =0} [H(Q)]

stetig ist.

A.3. Existenztheorie

Wir geben hier wichtige Resultate fiir die Existenz von Losungen an, welche im Detail
in [32, 39] nachgelesen werden konnen.

Satz A.16 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei (X, (-,-)x) ein Hilbertraum iber C. Dann
gibt es zu jedem Funktional u' € X' genau ein u € X mit

u'(v) = (v,u)x, veEX.

Zusdtzlich gilt ||ul|x = [|u/||x/. Mit anderen Worten bedeutet dies, dass die Abbildung
¢: X = X' ur (-,u)x bijektiv, isometrisch und isomorph ist.

Sei u € X und wir betrachten die Variationsformulierung
a(u,v) = f(v), velxX, (A1)

mit Sesquilinearform a und Linearform f € X’. Die Sesquilinearform a ist stetig, wenn
eine Konstante v > 0 existiert, sodass

la(u, v)| < Allullx[lv]lx, w,veX,
gilt. Existiert eine Konstante o > 0, die Koerzivitédtskonstante, sodass
allullk < la(u,w)], ueX,

gilt, dann ist die Sesquilinearform a koerziv. Ist X ein Hilbertraum, dann ldsst sich
folgendes Satz beweisen.
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Satz A.17 (Lax-Milgram). Sei (X, (-,-)x) ein Hilbertraum, a : X x X — C eine stetige
koerzive Sesquilinearform und f € X'. Dann existiert genau ein u € X, sodass

a(u,v) = f(v), veX, (A.2)

gilt. Des Weiteren folgt
v
Jullx < —[[fllx,
e}

mit Stetigkeitskonstante v und Koerzivitdtskonstante c.

Mit Satz A.17 erhalten wir die Existenz und Eindeutigkeit von (A.1) fiir stetige koerzive
Sesquilinearformen. Eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram ist durch die
Babuska-Brezzi-Theorie gegeben. Hierfiir wird eine Konstante

: |a(u, v)|
6= inf sup ————— >0 A3
weX pex [lullx|lvl[x -

definiert, welche als inf-sup-Konstante bezeichnet wird. Fiir die numerische Betrachtung
partieller Differentialgleichungen werden Ansatzraume X und Testrdume Y verwendet,
fiir die nicht notwendigerweise X =Y gilt. Deswegen definieren wir die inf-sup-Konstante
auch fiir Sesquilinearformen a : X x Y — C

8= inf sup 14V

— > (. A4
weX ey |lullx||vlly (A4

Falls so eine Konstante existiert, dann heifit die Sesquilinearform a inf-sup-stabil. Wir
geben nun die verallgemeinerte Form von Satz A.17 an.

Satz A.18 (Verallgemeinerter Lax-Milgram-Satz). Sei a: X x Y — C eine stetige und
inf-sup-stabile Sesquilinearform. Dann existiert fiir jedes f € Y' eine eindeutige Lésung
u € X, sodass gilt

a(u,v) = f(v), wvey,

mit ~
Jullx < I flly

Wir geben noch einen Spezialfall fiir zwei Sesquilinearformen an. Hierfiir seien (X, (-, ) x)
und (Y, (+,-)y) zwei Hilbertraume und

a: X xX —=C, b: X xY —=>C
beschrankte Sesquilinearformen, also

|au, )| < Cllullxlvllx, wveX,
[b(u, v)] < Cllullx|jolly, weX, veY.
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A.3. Existenztheorie

Definition A.19. Sei
Z={ueX : blu,v)=0, veY}.
Die Sesquilinearform a heifit Z-koerziv, falls eine Konstante o > 0 existiert, sodass
la(u,u)| > allul%, e Z (A.5)

Definition A.20. Die Sesquilinearform b erfiillt die Babuska-Brezzi-Bedingung, falls
eine Konstante § > 0 existiert, sodass

b
Bllally < sup LA oy (A.6)
ueX ”u‘
wobei S unabhéngig von z ist.

Mit diesen beiden Definitionen ist der néichste Satz eine Folgerung aus Satz A.18, siehe
[32].

Satz A.21. Seien (X, (-,-)x) und (Y,(-,-)y) Hilbertriume und a : X x X — C und
b: X xY — C beschrinkte Sesquilinearformen. Des Weiteren ist a Z-koerziv und b
erfillt die Babuska-Brezzi-Bedingung. Sei f € X' und g € Y'. Dann besitzt das Variati-
onsproblem

a(u,v) +b(v,2) = f(v), veX,
b(u,w) = g(w), weY,

eine eindeutige Lisung (u,z) € X XY und es gilt

[ullx +[zlly < C(fllx + llglly)- (A7)
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