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.

� e �

/



� ���3��� .,W �����P�����0����L���	���*�	�L�*-�%�&����
0� . �?>9
0�O�&/9�%����/0�?����*��%������
 � e � �����>3GL��:#��%*���
$���&�

3(a + b)

2 a2 b2
I2(Rab) = f(

a

a + b
) + f(

b

a + b
) ≥ 2 f(

1

2
) ,

. /������

f(x) =
3

x
log

x +
√

1 − 2 x (1 − x)

1 − x
− 1

1 − x +
√

1 − 2 x (1 − x)

WY���
0 < x < 1 .

�2
3W ��	�� ; ���
	5��
B\F�V�&/�� . 
3��/9�_� f ′′(x) > 0
WY���

0 < x < 1 ; � H ��H ; f(·) ���E�Q���&��	��&*�1 	���
$#�� @B�&���/9�_�
( f(x) + f(1 − x) )/2 ≥ f(1/2) = 2 ( 3 log( 1 +

√
2 ) + 1 −

√
2 )

� @!/���\��:���
�]�&7F��	��-��*
	5�����J��W2E���
��&��
3� �
��
0�>3GL9��*����21�H

2

.T��
���*�*:1 ;�. �C	���
0�&���0���U��
 ���&\��:���&����1+�&�&�-�%
�6�*�� ∆abc .
�:��/4�������  2*���
�6��&/��

a, b ; ��
�� c
��
��3�������: 

7<���&���=�A�����
s = (a + b + c)/2

�&L�	D/B��/��%�J�5��	D/M�&�����V���
�&/����Q�����E��/9��
3�&/��a�&L�� ��WX�&/��V���&/����
� . �3����������H4�S�8L����]��/0�8\<��*�� . WY�����CL�*-� � + � ��� ��� . ������� I2(K3)

��
��&���&�����%W���/��]WYL0
�	��&����

� / � ��
�� � @!7��&���&�C��/0�]������6���
0���=�A������	CWYL�
�	A������
��C��W[��/��+�%
�6�*�����\$1M��/��=�&���0���

a, b, c ; ��
0� s
H

�!L����]�%�&������
�6���*�*`�A@!7<���&������
��,*��������������&��	���*:1]�&�a�&/��J	�����79���&�%���:#���*�18������7�*��,WY���&��L�*-�

I2(∆abc)

A2(∆abc)
=

4

3

[

1

a
log
( s

s − a

)

+
1

b
log
( s

s − b

)

+
1

c
log
( s

s − c

)

]

,
� + �

. /�������I,������
3� ��WY���&�CL�*��C6���#���� A(∆abc) =
√

s (s − a) (s − b) (s − c)
H

�	� � � ���� � � 	 ���8" %$&�& �)& %$�)%$�  <�:�<%$�8"$&7��9 �2�� � �������
	 �� !���
2 s = a + b + c �  ���� ��%$ ��#�

I2(∆abc)/A
2(∆abc)

%$ < %$��� 9 �� 9*	 �����
	 =�	 ? ���  ���� ���>=8��& %$ !��� %$&) <���<%$�8"$&7� � �"!<� ! WY��� a = b = c =
2 s/3

H

� ���3����� �&��
�6V��/�� � �Q������	�� � 	���
$#��A@!���21���W ��/0�JWYL0
�	��&����


g(x) =
1

x
log
( s

s − x

)

=
1

s

∞
∑

k=1

1

k

(x

s

)k−1 WY���
0 < x < s ,

. �J�=�51���7�7�*:1 E���
��&��
3� �K��
��(3GL9��*��:�21=1R����*��0��
�6

I2(∆abc)

A2(∆abc)
=

4

3

(

g(a) + g(b) + g(c)
)

≥ 4 g
( a + b + c

3

)

=
12 log 3

L(∂∆abc)

. ���&/O�(3GL9��*��:�218��� a = b = c = 2s/3
H
2

e
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.9��*�*�� . ��
�6V��/������������K�%W .�H<'(*���������* � jIH e + � �%
����JH	��H�.K�C\9���Q� ��L0�=����
 � jIHKJ$L  J / � ; �&�����&��WY���Q ��
�	����)��
�d0/%g ; . �X	5��
?�A@!7�������� In(K)
��� ����L�\�*��(��
G�&��6��&��*$�h#���� �&/��(\<��L0
��9���Q1

∂K
H N[���C\���
0��
�6

� . �aWY�����CL�*-�%�[WY��� In(K)
6���#���
���
Md0/%g ; �&���CN[/9�%70�5H �DH b0H e ; 7 H(b J ;�. �?��\0�D�%��


In(K) = − n

2 (n − 1)

∫

∂K

∫

∂K

‖s1 − s2‖n−1 cos(θ1 + θ2) ds1 ∧ ds2

WY���
n ≥ 1 ;G. /0���&� θ1 = θ1(s1)

� �&���&7 H
θ2 = θ2(s2)

� �0��
����&���[�&/��K��
�6�*��,\F��� . ����
8��/����D�%
�6���
$��%�
s1

� �&���&7 H
s2
� ��


∂K
��
�����/0�?	D/0���&�
������
0��
�6

s1

��
��
s2

H
1K� .J; *��A� K = KN

\F�?��	���
$#�� @47F��*:1!6���
�/9�5#!��
�6
N

#����Q����	����
A1, . . . , AN

� �%
G�&�: "	�*��R	D^ . ����� �
. ���&/ ��
�
0���U��
06�*�� αi

�_�
Ai

�%
��3����6����
Li = Ai Ai+1 ;<.

/������
AN+i = Ai ; LN+i = Li

��
��
αN+i = αi

WY���
i = 1, . . . , N

H �E\G#R����L��&*:1 ; ∂KN = L1 ∪ · · · ∪ LN

H2�"W
s1 ∈ Li \ {Ai+1}

��
0�
s2 ∈ Li+j \ {Ai+j} ;

��/���
 . �?6����K� (j + 2)− 6���
 . �:��/+#������&��	���� s1, Ai+1, . . . , Ai+j, s2

�&L0	D/
��/9�_�

θ1+θ2+αi+1+ · · ·+αi+j = j π
���=7�*:1R��
�6

cos(θ1+θ2) = (−1)j cos(αi+1+ · · ·+αi+j)
H

.KW �&�����&���=�J�&���=70*��E���5��������
�6�������
$� . �J>9
�����/��%� n
�&/! 2���������KNP'2�

In(KN)
�>3GL9��*��

N
∑

i=1

N−1
∑

j=1

(−1)j+1 cos
(

j
∑

k=1

αi+k

)

In(Li, Li+j) −
1

n2 − 1

N
∑

i=1

|Li|n+1

= 2

bN−1

2
c

∑

j=1

(−1)j+1

N
∑

i=1

cos
(

j
∑

k=1

αi+k

)

In(Li, Li+j) −
1

n2 − 1

N
∑

i=1

|Li|n+1

−
(

1 + (−1)N
)

(−1)N/2

N/2
∑

i=1

cos
(

N/2
∑

k=1

αi+k

)

In(Li, Li+ N
2

) ,
� J �

. /������ |Li| = ‖Ai − Ai+1‖
��
0�

In(Li, Li+j) =
n

2 (n − 1)

∫

Li

∫

Li+j

‖s1 − s2‖n−1 ds1 ∧ ds2 .

��� . ��*�* ��707�*�1���/0��7�����#R����L0�
WY���&��L�*-����
�*�1+WY��� n = 2
�&�8��/��%�E�:�
�����=����
��,���8	�����7�L0���?��/��

��
$����6����%*
I2(AB, CD)

WY�����V	���
$#��A@ 3GL9�����&��
�6�*��
2ABCD

�

Jε1,ε2
(a, c, e) =

a
∫

0

c
∫

0

‖A − C +
s

a
(B − A) − t

c
(D − C) ‖ dt ds

=

a
∫

0

c
∫

0

√

s2 + t2 + e2 − 2 s e cos ε1 − 2 t e cos ε2 + 2 s t cos(ε2 − ε1) dt ds ,

+



. /������ a = ‖A − B‖ , c = ‖C − D‖ , e = ‖A − C‖ , ε1 = ∠(CAB) ; ��
�� ε2 = ∠(ACD)�����&�����=��
��
2ABCD

H �����=����^%�%\�*�1 ; �&/�������L�\�*��=��
$����6�����* Jε1,ε2
(a, c, e)

	5��
S\<���A@!7������&�����
���O	�*����&��� WY���&��L�*-� ��
 �����&������W��&/��SWYL�
0	�������
 � / � H ��/��M����������*��O�%W���/0�S�&�%��/���� *���
�6%��/$1
	�����7�L0���%������
������U���=�:�&�&��� HT�S�J��\0������
+��/��%� ; WY��� ε1 6= ε2 ;

Jε1,ε2
(a, c, e) =

e3 sin3 ε1

3 sin(ε2 − ε1)

[

I
( e cos ε1 − a

e sin ε1

)

−I
(

cot ε1

)

]

− e3 sin3 ε2

3 sin(ε2 − ε1)

[

I
( e cos ε2 − c

e sin ε2

)

−I
(

cot ε2

)

]

+
( e1 sin ε1 + c sin(ε2 − ε1) )3

3 sin(ε2 − ε1)

[

I
( e cos ε1 − c cos(ε2 − ε1)

e sin ε1 + c sin(ε2 − ε1)

)

−I
( e cos ε1 − c cos(ε2 − ε1) − a

e sin ε1 + c sin(ε2 − ε1)

) ]

− (e2 sin ε2 − a sin(ε2 − ε1))
3

3 sin(ε2 − ε1)

[

I
( e cos ε2 − a cos(ε2 − ε1)

e sin ε2 − a sin(ε2 − ε1)

)

− I
( e cos ε2 − a cos(ε2 − ε1) − c

e sin ε2 − a sin(ε2 − ε1)

) ]

��
��

Jε,ε(a, c, e) =
e3 sin3 ε

3

[

J
(a + c − e cos ε

e sin ε

)

− J
(c − e cos ε

e sin ε

)

− J
(a − e cos ε

e sin ε

)

+ J
(

cot ε
)

]

WY���
ε = ε1 = ε2 . ����/ J(x) = 3 x I(x) − (

√
x2 + 1)3 H

�"W
ε1 = 0 ; � H �%H e = a

��
��
C ≡ B ; �&/���


J0,ε(a, c, a) =
a3 sin2 ε

3

[

I
(c − a cos ε

a sin ε

)

+ I
(

cot ε
)

]

+
c3 sin2 ε

3

[

I
(a − c cos ε

c sin ε

)

+ I
(

cot ε
)

]

.

�2
��&�����&��
�6
Jε,ε(a, a, e)

������7 H
J0,ε(a, c, a)

��
 � J � WY���
N = 4

�&����7 H
N = 3 . ���&/B�����>3GL9�_����*:1	D/�������
 ��
�6�*����?�A@!7������&����� ��
M�������=� ��W���/0�8�&������� *��5�%��� �&�4��/��=WY���&�CL0*-���UWY���

I2(Rab)
�&���&7 H

I2(∆abc)
6��:#���
O��
 �!��	���H 
 H

�2
 7������&��	�L0*-���cWY�����a�&�&����
�6�*��
∆abc .

����/���
�
������%
�6�*����
α, β, γ

��
0� �������: 27F�����������&���
s = (a + b + c)/2 . � L0�&�U��/��J����*-�_������
��

tan
α

2
=

A(∆abc)

s (s − a)
, tan

β

2
=

A(∆abc)

s (s − b)
, tan

γ

2
=

A(∆abc)

s (s − c)
,

�%
��4I,������
3� ��WY���&�CL�*��
A(∆abc) =

√

s (s − a) (s − b), (s − c)
�&�=��\0�D����
 � + � H

J
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���]	���
����������C�4����6�L0*-���
N− 6���
 PN . ���&/�#������&��	����

A1, ..., AN ;
����6��]*���
06���/

a
6���#R��
�6O��/��

	����&	�L0�=�&������L0�
rN = a/2 sin ϕN . ���&/ ϕN = π/N

H ��/��?#����Q����	����
A1, ..., AN (= A0)

	5��
 \<�
������
$����>���� . �:��/S�CL�*��&��7�*����U��W[��/��=L�
���� �&�R���&�

Ak = rN ( cos(2kϕN), sin(2kϕN) )
H�IK��
0	�� ;WY���

k = 0, 1, ..., N − 1 ;0. �?/9�5#��

‖A0 Ak‖ = 2 rN sin(kϕN) = a
sin(k ϕN)

sin(ϕN)
.

.
7�70*�1R��
�6+WY�����CL�*�� � + � WY���
I2(KN)

��
S	����&�=��W����&��6�L�*����
N− 6���
 PN

	�����\���
���� . �:��/B��/����
$����6����%*)� @070�&�����&����
��U��
 �!��	A�5H?b8��
��
A(PN) = N a2/4 tan ϕN

��
��
L(∂PN ) = N a

*��5���0�
���V��/0�JWY��*�*�� . ��
�6C	�*����&���! "�&����� �A@!7��������&����
4��W

I2(PN)
�

�	� � � ���� � 
 ��� %$�
�
N = 3, 4, 5, ...

��� � % �$�

I2(PN) =
A2(PN)

L(∂PN )
cN =

a3 N cN

16 tan2 ϕN

�2�� ��
cN = bN − aN ,

� ����� �

aN =
16

3 cos ϕN

bN−3

2
c

∑

k=1

sin2(k ϕN) sin2((k + 1) ϕN)

cos(k ϕN) cos((k + 1) ϕN)
log
( tan (k+1) ϕN

2

tan k ϕN

2

)

%$�)�

bN =
16
(

1 + cos ϕN

)3

3 sin ϕN sin( 2 ϕN )
log
( 1 + sin ϕN

2

cos ϕN

2

) ? ��� �>�K�
N ≥ 3 ,

bN =
16

3

[ 1 + sin2 ϕN

sin2 ϕN

log
( 1 + sin ϕN

cos ϕN

)

− tan
ϕN

2

] ? ��� � �$���
N ≥ 4 .

.9���
N ∈ {3, 4, 5, 6} . ���&/ cos ϕN

�A@!7��&���&����\�*�� \$1+��3RL����&�?�&�R���P�&���&��� . �J6��A� �

c3 = 12 log 3 , c5 =
10 (2 +

√
5)

3

[

2 log(2 +
√

5) − (8 − 3
√

5) log 5
]

c4 =
16

3

[

3 log( 1 +
√

2 ) + 1 −
√

2
]

, c6 =
4

3

[

11 log 3 − 2 log(2 +
√

3) − 4(2 −
√

3)
]

c8 =
16

3

[

(5 + 2
√

2) log
(

1 +

√

4 + 2
√

2
)

− (8 +
√

2) log(1 +
√

2) − (1 +
√

2)(

√

4 − 2
√

2 − 1)
]

+
8

3

[

(2 +
√

2) log
(√

2 − 1 +

√

4 − 2
√

2
)

− (3
√

2 − 4) log
(

1 +
√

2 +

√

4 + 2
√

2
) ]

)



� �  ����� � !����#!�� � ������� � � ����! �	� �
cN = L(∂PN ) I2(PN)/A2(PN)

N cN N cN N cN N cN N cNb j b0H j )�b�b$/ J j�j jIL H,) j 
 e jIJ jIH jIL H J!j e 
 H / 
 J jIL H,+ H L J b L / L jIL H,+ J J + 
 H
/ j�j H-) H 
 )�b ) j 
 jIL H J ) H L b�+ 
 L jIL H J!jIL e�/Ge 
 ) jIL H,+ ) H$L / j e L jIL H,+ J b +�)�b
e j�j HC/ j 
 L /$b j b jIL H J J$L ) 
 j 
 j jIL H J$L +$/ + L 
 H jIL H,+ ) J e 
 / + L jIL H,+ J!j e%b H
+ j�j H jIJ 
 L b L j / jIL H J e�+$/ L!j 
 
 jIL H J$L 
 H 
 j b L jIL H,+ ) + j e�+ J$L jIL H,+ J$L 
 / J
J j�j H L b�b 
 j�j j e jIL H J / / J )�) 
 b jIL H,+ H H )�b$/ b j jIL H,+ )$/ H0jIH ) L jIL H,+ + H / L )
) j L H H /Ge j ) ) j + jIL H J b$e 
 H J 
 / jIL H,+ HKJ!j 
 + b 
 jIL H,+ )�b J$H + H L jIL H,+ + ) )�b 

H j L H-)�)$e�+ H 
 j�J jIL H J 
 J /$b H 
 e jIL H,+ H / J b + b�b jIL H,+ ) 
 J J b jIL L jIL H,+ + )$/ 
 j
jIL j L H-) /$b$e 
 b j ) jIL H J 
 L )$e H 
 + jIL H,+ H 
 + j�J b / jIL H,+ ) j )$/ L jIL L L jIL H,+ + + +�)$/

���J	���
 70�&�h#��U��/��%�
cN > 32/3

WY���
N ≥ 3

��
��
cN ↓ 32/3

���
N → ∞ H

�T�%^R��
�63��
$�&�B��	�	���L�
$�V��/�� � �����&	������&�+���&��7<���&�������&�&��	=��
��>3GL9��*����21 �)WY���
N− 6���
0� KN ; 
9������*:1

4 N tanϕN A(KN ) ≤ L2(∂KN ) ; ����� d 
 gVWY���B� �&L��Q#��A1 ; ��
��Z��/�� ��\F�h#�� WY�����CL�*-�%�4WY���
I2(Rab), I2(∆abc), I2(PN)

� �%
��+��*��&�C�%�[	���
��&�(3RL0��
�	��U��Wi
GL������&��	5��* � @07F����������
$��� � . �E/9�5#����
���L�6�/O�&�5�%�&��
���WY���

������������������� � � .K�=��
�6+��*�*)	���
$#��A@
N
 "6���
��

KN . ���&/ >0@!���B7<���&���=�A����� L(∂KN )
��/��C�&�_ 

�����
I2(KN )/A2(KN )

�%�&������
��U�:���J����
����CL�� WY���U��/��a�&��6�L�*����
N
 "6���


PN . ���&/S����6���*���
06���/
L(∂KN )/N

H DO���&�J7�����	����&��*�1 ; �&/�� �f�0���&	��&�A������#%�����-��
$����W � b �

cN

L(∂KN )
≤ I2(KN)

A2(KN)
≤ cN
√

4 N tan ϕN A(KN)

� ) �

�&/���L�*���\F�?7F�����&��\0*��
�&��70�&�h#�� . ���&/8��/��J	���
�������
$��� cN

�0��>9
����4��
 ��/���������� /�H �23GL9��*��:�218��

�5��	D/O�&�����J/���*������ �

KN

��������6�L0*-���
N− 6���
�� PN

H

� �� "!#��$ � ��/��=�&��6�/$�� 2/���
��M��
��(3RL���*��:�213���J��/�� � ������	��&�A��� �)	���L�
$�����&79���Q�C��W�NP���&*����=��
3� � ��
! 
�>3GL9��*����21�H �)�M��/��O\F�����]��W
�&/�� �%L0��/������ �=^G
�� . *�����6��4�M����6�������L��a7����!��W
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