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Abstract

This thesis analyses the asymptotic behaviour of two variants of the iterative proportional fitting
procedure (IPF procedure), the two-dimensional IPF procedure and the multidimensional IPF
procedure.

The two-dimensional IPF procedure takes as input a non-negative matrix and positive row and
column marginals. It then generates a sequence of matrices, called the IPF sequence, by alternately
scaling rows and columns. Three approaches to an analysis of convergence are discussed. The
first approach is based on information divergence, the second on an inverted geometric mean and
the third on an L;-error function. By using the information divergence approach, necessary and
sufficient conditions for convergence of the IPF sequence are shown. For the case of convergence,
continuous dependence of the limit of the IPF sequence on the input matrix is proven. Under
certain restrictions, continuous dependence of the limit on the marginals is also shown. For the case
of divergence, convergence of the IPF subsequence along the row scaling steps and convergence of
the IPF subsequence along the column scaling steps are proven. The two limit points of the IPF
sequence are characterised using information divergence. Under certain restrictions, continuous
dependence of the limit points on the input matrix and the marginals is shown. For both cases, the
connectedness structure of the input matrix and the limit points of the IPF sequence is analysed.
Original results of this thesis regarding the two-dimensional IPF procedure include convergence of
the IPF subsequences as well as the characterisation of the limit points and the analysis of their
connectedness structure in the case of divergence. The continuity statements for both cases are
original as well.

The multidimensional IPF procedure takes as input a non-negative table and several positive
marginal tables. It then generates a sequence of tables, called the IPF sequence, by cyclical scaling.
By using the information divergence approach, necessary and sufficient conditions for convergence
of the IPF sequence are shown. For the case of convergence, continuous dependence of the limit of
the IPF sequence on the input table is proven. For the case of divergence, numerical simulations
suggest convergence of each IPF subsequence along which the same marginal table is fitted. This
conjecture is proven for two special cases. For the general case, non-existence of a universal
variational characterisation of the limits of these IPF subsequences is shown. Original results of this
thesis regarding the multidimensional IPF procedure include convergence of the IPF subsequences
in one of the special cases and the non-existence of a universal variational characterisation of the
limits of these IPF subsequences in the general case of divergence. The continuity statement for
the case of convergence is original as well.



Zusammenfassung

Diese Dissertation analysiert das asymptotische Verhalten von zwei Varianten des iterativen
proportionalen Anpassungsverfahrens (IPF-Verfahrens, iterative proportional fitting procedure),
dem zweidimensionalen IPF-Verfahren und dem mehrdimensionalen IPF-Verfahren.

Das zweidimensionale IPF-Verfahren verlangt als Eingabe eine nichtnegative Ausgangsmatrix so-
wie positive Zeilen- und Spaltenmarginalien. Davon ausgehend wird durch abwechselnde Skalierung
der Zeilen und der Spalten eine Matrizenfolge errechnet, die sogenannte IPF-Folge. Drei Ansétze
zur Konvergenzanalyse werden diskutiert. Der erste Ansatz basiert auf der Informationsdivergenz,
der zweite auf einem invertierten geometrischen Mittel und der dritte auf einem L -Fehlerfunktional.
Mithilfe des informationstheoretischen Ansatzes werden notwendige und hinreichende Bedingungen
fiir die Konvergenz der IPF-Folge gezeigt. Fiir den Konvergenzfall wird die stetige Abhédngigkeit des
Grenzwerts der IPF-Folge von der Ausgangsmatrix bewiesen. Unter gewissen Einschrinkungen wird
auch die stetige Abhingigkeit des Grenzwerts von den Marginalien gezeigt. Fiir den Divergenzfall
werden die Konvergenz der IPF-Teilfolge entlang der Zeilenskalierungsschritte und die Konvergenz
der IPF-Teilfolge entlang der Spaltenskalierungsschritte bewiesen. Die beiden Haufungspunkte der
IPF-Folge werden informationstheoretisch charakterisiert. Unter gewissen Einschrinkungen wird
die stetige Abhingigkeit der Hiufungspunkte von der Ausgangsmatrix und den Marginalien gezeigt.
Fiir beide Fille wird die Zusammenhangsstruktur der Ausgangsmatrix und der Hiufungspunkte der
IPF-Folge untersucht. Neue Resultate dieser Dissertation zum zweidimensionalen IPF-Verfahren
sind die Konvergenz der IPF-Teilfolgen sowie die informationstheoretische Charakterisierung der
Héaufungspunkte und die Analyse ihrer Zusammenhangsstruktur im Divergenzfall. Ebenfalls neu
sind die Stetigkeitsaussagen in beiden Féllen.

Das mehrdimensionale IPF-Verfahren verlangt als Eingabe eine nichtnegative Ausgangstafel und
mehrere positive Marginaltafeln. Davon ausgehend wird durch zyklische Skalierung eine Tafelfolge
errechnet, die sogenannte IPF-Folge. Mithilfe des informationstheoretischen Ansatzes werden
notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz der IPF-Folge gezeigt. Fiir den
Konvergenzfall wird die stetige Abhéngigkeit des Grenzwerts der IPF-Folge von der Ausgangstafel
bewiesen. Fiir den Divergenzfall legen numerische Simulationen die Konvergenz jeder IPF-
Teilfolge nahe, entlang welcher an dieselbe Marginaltafel angepasst wird. Diese Hypothese
wird in zwei Spezialfillen bewiesen. Fiir den allgemeinen Fall wird die Nichtexistenz einer
universellen variationellen Charakterisierung der Grenzwerte dieser IPF-Teilfolgen gezeigt. Neue
Resultate dieser Dissertation zum mehrdimensionalen IPF-Verfahren sind die Konvergenz der IPF-
Teilfolgen in einem der beiden Spezialfille sowie die Nichtexistenz einer universellen variationellen
Charakterisierung der Grenzwerte dieser IPF-Teilfolgen im allgemeinen Divergenzfall. Ebenfalls
neu ist die Stetigkeitsaussage im Konvergenzfall.
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Einleitung

Das iterative proportionale Anpassungsverfahren (IPF-Verfahren, iterative proportional fitting
procedure) ist ein Algorithmus zur Anpassung von Matrizen oder hoherdimensionalen Tafeln
an vorgegebene Marginalien. Er wurde von Kruithof (1937, S. E20 ff.) eingefiihrt und von
Deming und Stephan (1940) bekannt gemacht. Ausgehend von einer vorgegebenen Ausgangstafel
errechnet das IPF-Verfahren durch zyklische Skalierung eine Tafelfolge, die sogenannte IPF-
Folge. Die zentrale Anwendung des IPF-Verfahrens ist die Berechnung der Maximum-Likelihood-
Schiitzer in loglinearen Kontingenztafelmodellen in der Statistik (vgl. Agresti|1990, Abschnitt 6.5).
Weitere Anwendungen sind das Ranking von Webseiten in der Informatik (vgl. Knight 2008,
Abschnitt 5) und die Schitzung von Passagierfliissen in Verkehrsnetzen im Operations Research
(vgl. McCord u. a.[2010). Erneute Aktualitit erfahrt das IPF-Verfahren durch die Einfiihrung von
biproportionalen Sitzzuteilungsmethoden bei Parlamentswahlen (vgl. Balinski und Pukelsheim
2006). Die mathematische Analyse des IPF-Verfahrens konzentriert sich bisher auf die Untersuchung
der Konvergenz der IPF-Folge. Diese Dissertation erweitert den Fokus dieser Analyse und untersucht
die asymptotischen Struktureigenschaften des IPF-Verhaltens. Dies schlieft neben der Analyse der
Konvergenz der IPF-Folge auch die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der IPF-Folge im
Divergenzfall ein. AuBlerdem werden im Konvergenzfall der Grenzwert und im Divergenzfall die
Héaufungspunkte der IPF-Folge analysiert.

Dabei werden zwei Varianten des IPF-Verfahrens unterschieden: Das zweidimensionale IPF-
Verfahren passt eine vorgegebene Ausgangsmatrix an vorgegebene Zeilen- und Spaltenmarginalien
an. Das mehrdimensionale IPF-Verfahren passt eine vorgegebene Ausgangstafel an vorgegebene
eindimensionale und auch hoherdimensionale Marginaltafeln an. Die vorliegende Dissertation ist
dementsprechend in zwei Teile gegliedert. Teil [ besteht aus den Kapiteln[T] bis[5]und befasst sich
mit dem zweidimensionalen IPF-Verfahren. Teil [l besteht aus den Kapiteln [6]bis[TT]und befasst
sich mit dem mehrdimensionalen IPF-Verfahren. Am Ende eines jeden Kapitels steht ein Abschnitt
mit dem Titel ,,Kommentare und Referenzen®. Dort werden alternative Bezeichnungen, Notationen,
Definitionen und Beweisansitze diskutiert und die Quellen der verwendeten Begriffe, Beweise
und Resultate erortert. Bereits an dieser Stelle sei angemerkt, dass die Unterscheidung zwischen
dem zweidimensionalen IPF-Verfahren und dem mehrdimensionalen IPF-Verfahren nicht disjunkt
ist. Stattdessen ist das zweidimensionale IPF-Verfahren als niedrigdimensionaler Spezialfall
in der Formulierung des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens enthalten. Die Ausgangsmatrix
ibernimmt dabei die Rolle einer zweidimensionalen Ausgangstafel, die Zeilenmarginalien die
Rolle einer eindimensionalen Marginaltafel und die Spaltenmarginalien die Rolle einer weiteren
eindimensionalen Marginaltafel. Wie in der Mathematik iiblich ist der niedrigdimensionale
Spezialfall anschaulicher und leichter zuginglich als der Allgemeinfall. Au3erdem konnen fiir den
Spezialfall zahlreiche Aussagen gezeigt werden, die nicht auf den Allgemeinfall verallgemeinert
werden konnen. Aus diesem Grund bietet es sich an, das zweidimensionale IPF-Verfahren vorab
in Teil[]zu diskutieren und alle interessanten Fragestellungen zunichst fiir diesen Spezialfall zu
unersuchen. Das mehrdimensionale IPF-Verfahren wird dann in Teil [T als Verallgemeinerung
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des zweidimensionalen IPF-Verfahrens eingefiihrt und es wird analysiert, welche der fiir das
zweidimensionale IPF-Verfahren gezeigten Aussagen verallgemeinert werden konnen.

In Kapitel[T|werden das zweidimensionale IPF-Verfahren sowie die zugehorigen biproportionalen
Anpassungsprobleme vorgestellt und ihre grundlegenden Eigenschaften diskutiert. Diese Diskussi-
on erfolgt anhand der vom IPF-Verfahren errechneten Matrizenfolge sowie der ebenfalls vom IPF-
Verfahren errechneten Multiplikatorfolge und verzichtet auf aufwendigere Ansitze. In Kapitel 2]
werden die drei in der einschldgigen Literatur vorherrschenden Ansitze zur Konvergenzanalyse des
zweidimensionalen IPF-Verfahrens erortert. Der erste Ansatz basiert auf der Informationsdivergenz
(I-Divergenz). Die I-Divergenz und die darauf aufbauenden I-Projektionen werden vorgestellt.
Mit der Stetigkeit von I;-Projektionen wird das erste neue Resultat dieser Dissertation bewiesen.
Anschliefend werden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Konvergenz des IPF-
Verfahrens gezeigt und mithilfe der sogenannten Flussungleichungen konkretisiert. Der zweite
Ansatz basiert auf einem invertierten geometrischen Mittel. Es wird gezeigt, dass dieser Ansatz
dquivalent ist zum ersten Ansatz. Der dritte Ansatz basiert auf einem L{-Fehlerfunktional und
dient der Messung des Fortschritts des IPF-Verfahrens bei der Anpassung an die Zeilen- und
Spaltenmarginalien. In Kapitel 3] wird das asymptotische Verhalten des IPF-Verfahrens im Diver-
genzfall untersucht. Als zweites neues Resultat dieser Dissertation werden die Konvergenz der
IPF-Teilfolge entlang der Zeilenskalierungsschritte und die Konvergenz der IPF-Teilfolge entlang
der Spaltenskalierungsschritte bewiesen. In Kapitel [ werden die Haufungspunkte der IPF-Folge
analysiert. Als neues Resultat dieser Dissertation wird die gemeinsame Zerlegung der Haufungs-
punkte und der Ausgangsmatrix gezeigt. Ebenfalls als neues Resultat werden die Hiaufungspunkte
informationstheoretisch charakterisiert. AnschlieBend wird die Abhingigkeit der Limesmatrix
beziehungsweise der Haufungspunkte von der Ausgangsmatrix und den Marginalien untersucht. Fiir
den Konvergenzfall wird die stetige Abhingigkeit der Limesmatrix von der Ausgangsmatrix gezeigt.
Fiir den Divergenzfall folgt daraus unter gewissen Regularitiitsbedingungen die stetige Abhingigkeit
der Haufungspunkte von der Ausgangsmatrix. Unter Beschrinkung auf sogenannte biproportionale
Direktanpassungsprobleme wird die stetige Abhingigkeit der Limesmatrix von der Ausgangsmatrix
und den Marginalien bewiesen. Ebenfalls unter gewissen Regularititsbedingungen folgt daraus
fiir den Divergenzfall die stetige Abhédngigkeit der Hiufungspunkte von der Ausgangsmatrix und
den Marginalien. Diese Stetigkeitsaussagen stellen ebenfalls neue Resultate dar. Kapitel 5] fasst die
Ergebnisse zum zweidimensionalen IPF-Verfahren zusammen und benennt offene Probleme.

In Kapitel [6] wird das mehrdimensionalen IPF-Verfahren vorgestellt. AnschlieBend wird in
Kapitel [7]der informationstheoretische Ansatz zur Konvergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens angewendet. Als neues Resultat dieser Dissertation wird gezeigt, dass der L|-Ansatz zur
Konvergenzanalyse nicht auf das mehrdimensionale IPF-Verfahren mit mehr als zwei Marginaltafeln
iibertragen werden kann. Fiir den Konvergenzfall wird in Kapitel [§] gezeigt, dass die Limestafel
stetig von der Ausgangstafel abhingt. Dies stellt ebenfalls ein neues Resultat dieser Dissertation
dar. In Kapitel 0] wird das asymptotische Verhalten des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens im
Divergenzfall anhand von zwei Klassen von Beispielen erortert. Neben den bereits bekannten
Beispielen von Asci und Piccioni (2003) mit zweidimensionalen Marginaltafeln wird eine neue
Klasse von Beispielen mit eindimensionalen Marginaltafeln diskutiert. Fiir beide Beispielklassen
wird die Konvergenz der IPF-Teilfolgen bewiesen, entlang welcher an dieselbe Marginaltafel
angepasst wird. In Kapitel [I0] wird die Hypothese aufgestellt, dass diese Konvergenzaussage
allgemein fiir das mehrdimensionale IPF-Verfahren gilt. Die Konvergenz dieser IPF-Teilfolgen
impliziert die Aussage, dass ihre Grenzwerte einen Zyklus beziiglich des mehrdimensionalen IPF-
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Verfahrens bilden. Es wird gezeigt, dass eine variationelle Charakterisierung dieser Grenzwerte
nicht moglich ist. Dies stellt das zentrale Resultat dieses Teils der Dissertation dar. AnschlieSend
werden weitere Ansitze zum Beweis der Hypothese diskutiert. Kapitel[TT] fasst die Ergebnisse zum
mehrdimensionalen IPF-Verfahren zusammen und benennt offene Probleme.

Mit Ausnahme von Abschnitt sind alle in dieser Dissertation auftretenden Vektoren,
Matrizen und Tafeln nichtnegativ. Der Tréger eines Vektors x = (x1, ..., xx) € [0; 00)¥ wird mit
supp (x) :={i € {1,...,k}|x; > 0} bezeichnet. Der Trdger einer Matrix S oder einer Tafel S wird
in analoger Weise mit supp (S) bezeichnet. Das Symbol ,,<* steht fiir mafitheoretische Dominanz.
Das heif3t, fiir zwei Vektoren x,y € [0; o0)¥ ist die Schreibweise x < y gleichbedeutend mit
supp (x) C supp (y). Das Symbol ,,.=* steht fiir maBtheoretische Aquivalenz. Das heift, fiir zwei
Vektoren x, y € [0; 00)K ist die Schreibweise x = y gleichbedeutend mit supp (x) = supp (y). Fiir
Matrizen und Tafeln sind die Symbole ,,<* und ,,=* in analoger Weise definiert. Die Unterscheidung
zwischen Nulleintrdgen und positiven Eintragen ist fiir die Analyse des IPF-Verfahrens von zentraler
Bedeutung, da Nulleintrége starr sind und durch Skalierung nicht veréndert werden kdnnen. Positive
Eintrdge hingegen konnen durch Skalierung jeden positiven Wert annehmen und im Grenzwert auch
gegen 0 konvergieren. Steht ein ,,+* anstelle eines Index eines Vektors, einer Matrix oder einer Tafel,
so ist damit die Summe iiber alle infrage kommenden Indizes gemeint. Fiir einen Vektor r € (0; 00)¥
gilt beispielsweise r; = Zle r;. Genauso bezeichnet eine Menge anstelle eines Index die Summe
tiber alle in dieser Menge enthaltenen Indizes, 77 = ;< r;. Folgen von Vektoren, Matrizen oder
Tafeln werden entweder in Funktionenschreibweise, (A(t)), oder mit hochgestelltem Index, (A™),
dargestellt. Konvexititsparameter o € [0; 1] werden ebenfalls hochgestellt, x? = (1 — a)x? + ax!.
Hochgestellte und abgeklammerte Mengen bezeichnen den Teilvektor bestehend aus den Eintriigen,
deren Indizes in der jeweiligen Menge enthalten sind, rd) = (ri)ier, - Potenzen von Vektoren,
Matrizen oder Tafeln treten in dieser Dissertation nicht auf. Das Produktzeichen ,,[ ]“ steht je nach
Kontext entweder fiir das Produkt reeller Zahlen oder fiir das kartesische Produkt von Mengen.
Mit Ausnahme von Kapitel [I0] wird nicht zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren unterschieden.
Das Symbol ,,7* bezeichnet je nach Kontext entweder einen Zeitparameter oder die Transposition
eines Vektors oder einer Matrix. Werden die Funktionen exp und In auf einen Vektor angewendet,
so ist diese Abbildung komponentenweise zu verstehen. Dies wird durch die Schreibweise
mit geschweiften Klammern verdeutlicht, exp{(xy, ..., x:)T} = (exp(x}), ..., exp(x,))T . Die
Schreibweise 4(x, y, z) bezeichnet den gerichteten Winkel aus dem Intervall [0; 27), den die
Halbgeraden [yx und [yz einschliefen.
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1. Zweidimensionales IPF-Verfahren

In diesem Kapitel wird das zweidimensionale iterative proportionale Anpassungsverfahren (IPF-
Verfahren, iterative proportional fitting procedure) préasentiert. Dazu wird im ersten Abschnitt
das IPF-Verfahren beschrieben. Der zweite Abschnitt stellt die Begriffe der biproportionalen
Limesanpassung und der biproportionalen Direktanpassung vor. Im dritten Abschnitt wird der
Zusammenhangsbegriff fiir Matrizen definiert. Darauf aufbauend werden notwendige und hinrei-
chende Bedingungen dafiir gezeigt, dass eine Limesanpassung eine Direktanpassung ist. Der vierte
Abschnitt beschreibt, wie biproportionale Anpassungsprobleme mit diinn besetzter Ausgangsmatrix
in kleinere biproportionale Anpassungsprobleme zerlegt werden konnen. Der fiinfte Abschnitt zeigt
eine Moglichkeit zur Normierung biproportionaler Anpassungsprobleme.

1.1. Definition des Verfahrens

Das zweidimensionale IPF-Verfahren benotigt als Eingabe eine nichtnegative Matrix A € [0; oco)kxt
mit positiven Zeilensummen, @;+ > 0, und positiven Spaltensummen, a. ; > 0, sowie zwei positive
Vektorenr € (0; o) undc € 0; w)f. Die Matrix A wird im Folgenden die Ausgangsmatrix genannt,
wihrend r = (rq,...,r) als Zeilenmarginalien und ¢ = (cy,...,c¢) als Spaltenmarginalien
bezeichnet werden.

Zur Initialisierung des IPF-Verfahrens wird A(0) := A gewihlt. Davon ausgehend wird durch
abwechselnde Ausfithrung der folgenden beiden Schritte die IPF-Folge (A(t)) berechnet:

Zeilenanpassung: Ungerade Schritte 7 + 1 passen die Zeilensummen an die Zeilenmarginalien an.
Zu diesem Zweck werden alle Eintriige derselben Zeile mit demselben Zeilenmultiplikator
multipliziert gemif der Formel

ajjt+1):= LA a;;(¢) fiir alle Eintrége (i, j). (1.1.1)
a;j+(t)
Spaltenanpassung: Gerade Schritte 742 passen die Spaltensummen an die Spaltenmarginalien an.
Zu diesem Zweck werden alle Eintrage derselben Spalte mit demselben Spaltenmultiplikator
multipliziert gemif der Formel

a;j(t+2):= - ajj(t + 1) fiir alle Eintrége (i, j). (1.1.2)

v
aﬂ-(t + 1)

Per Induktion kann man zeigen, dass fiir alle Schritte # > 0 die Ungleichung a; () > 0 genau dann
gilt, wenn a;; > 0 gilt. Folglich bleiben alle Zeilensummen a; () und alle Spaltensummen a, ;(7)
stets positiv. Das IPF-Verfahren ist somit wohldefiniert. Aulerdem sind alle Matrizen der IPF-
Folge mafBtheoretisch dquivalent zur Ausgangsmatrix,

A(t) = A fiir alle Schritte ¢ > 0. (1.1.3)
Das IPF-Verfahren konvergiert, wenn die IPF-Folge (A(t)) konvergiert.
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1.2. Biproportionale Anpassungsprobleme

Im Konvergenzfall hat die Limesmatrix B* := lim;_,, A(#) drei entscheidende Eigenschaften:
Erstens erfiillt sie die Spaltenmarginalien. Das heif3t, bij = ¢; giltfiir alle Spalten j. Zweitens erfiillt
sie die Zeilenmarginalien. Das heiBt, b7, = r; gilt fiir alle Zeilen i. Drittens ist sie biproportional
zur Ausgangsmatrix A. Das heiBt, es existieren Multiplikatorfolgen p;(t) > 0 und o (z) > 0,
sodass b;; = lim; . p;(t)a;jo j(¢) fiir alle Eintréige (i, j) gilt. Diese Multiplikatorfolgen kdnnen
berechnet werden als die Produkte der in den Gleichungen (T.T.1) und (T.1.2) auftretenden Multi-
plikatoren. Alle Matrizen B, die die drei genannten Eigenschaften erfiillen, werden im Folgenden
als biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r bezeichnet. Gemaf der dritten Eigenschaft
gilt B << A. Pukelsheim (2014, Theorem 1) zeigt, dass die biproportionale Limesanpassung von A
an ¢ und r eindeutig ist.

Satz 1.2.1 (Eindeutigkeit biproportionaler Limesanpassungen, vgl. Pukelsheim 2014, Theorem 1).
Sei A € [0; oo)kx{ eine Ausgangsmatrix, seien r € (0; OO)k Zeilenmarginalien und seien ¢ €
(0; 00)¢ Spaltenmarginalien im Sinne von Abschnitt Weiter seien B und B biproportionale
Limesanpassungen von A an ¢ und r. Dann gilt B = B.

Beweis. Wir nehmen an, es gilt B # B. Dann gilt B — B # 0. Die Zeilensummen von B — B und die
Spaltensummen von B — B sind jeweils gleich 0. Dies erlaubt uns die Konstruktion eines Zyklus
von Eintrigen

(1,71, (015 2), (2, j2), (12, 3), - - - (ig=15 Jg—1): (ig=15 g ). (igs Jg ) (igs J1)s (1.2.1)

entlang welchem die Matrix B — B ein alternierendes Vorzeichen hat. Dazu wihlen wir als erstes
einen Eintrag (i1, j1), fiir den b;, j, > b; 1j1 gilt. Da die Zeilensummen von B — B gleich 0 sind,
existiert in der Zeile iy ein Eintrag (i1, jo), fiir den b;,;, < b, j, gilt. Da auch die Spalten~summen
von B — B gleich 0 sind, existiert in der Spalte j ein Eintrag (i, j»), fiir den b;,;, > b;,;, gilt.
Diese Suche setzen wir fort, bis wir auf eine Spalte jg treffen, die bereits zuvor aufgetreten ist.
Das heilt, es existiert ein P < Q, sodass jp = jo gilt. Dann verwerfen wir die Eintrége (i1, j;)
bis (ip_1, jp), nummerieren die verbleibenden Eintriige neu und erhalten so den Zyklus (T.2.T).
Da aus a;; = 0 die Gleichung b;; = Eij = 0 folgt, sind alle Eintrige der Matrix A entlang dieses
Zyklus positiv.

Seien nun (p;(¢)) und (o;(¢)) die zur Limesanpassung B gehdrenden Multiplikatorfolgen und
seien (p;(¢)) und (5;(2)) die zur Limesanpassung B gehdrenden Multiplikatorfolgen. Dann gilt fiir
alle Schritte > 0 die Gleichungskette

a a —<'§”P DR —?fm ©
Aipjy 0o, (@ Pip 05,0
U l_[ ’1’7p+l l_[ ’I’Jp+l ’ (1'2'2)

l J +1 — —
R T () R O B el T O S O]

wobei wir jg11 = j; wihlen. Mit dem Grenziibergang 1 — oo folgt

q .o q4 b o
[ Dty Livde (1.2.3)
p:l ai])jp+l P:] bipjp+l P:] bipij

ipjp




1. Zweidimensionales IPF-Verfahren 14

Nach Konstruktion des Zyklus (TZT) gilt aber b;,;, > b;,j, und b;,j ., < b;,j,., fir alli:
p =1,...,q. Dies steht im Widerspruch zur Gleichung (T.2.3). Folglich ist die Annahme B # B
falsch und es gilt B = B. O

Wenn die zur biproportionalen Limesanpassung B von A an ¢ und r gehorenden Multiplika-
torfolgen (p;(¢)) und (o-;(t)) durch konstante Multiplikatoren p; > O und o; > 0 ersetzt werden
konnen, dann heilit B die biproportionale Direktanpassung von A an ¢ und r.

Die im vorangegangen Abschnitt definierte Eingabe (A, ¢, r) des IPF-Verfahrens wird im Folgen-
den als biproportionales Anpassungsproblem bezeichnet. Wenn die biproportionale Limesanpassung
von A an ¢ und r existiert, dann heiBt (A, ¢, r) ein biproportionales Limesanpassungsproblem.
Wenn die biproportionale Direktanpassung von A an ¢ und r existiert, dann heiflit (A, ¢, r) ein
biproportionales Direktanpassungsproblem.

1.3. Direktheit biproportionaler Limesanpassungsprobleme

Bei Vorliegen eines biproportionalen Limesanpassungsproblems (4, ¢, r) mit zugehorender bipro-
portionaler Limesanpassung B liegt die Frage nahe, ob B eine Direktanpassung von A ist. Fiir
die Beantwortung dieser Frage ist es hilfreich, sich entlang der positiven Eintrdge von B durch
die Zeilen und Spalten bewegen zu konnen, dhnlich wie bei der Konstruktion des Zyklus (T.2.1).
Dieser Bewegung sind allerdings Grenzen gesetzt, falls B unzusammenhingend ist im Sinne der
folgenden Definition.

Definition 1.3.1 (Zusammenhang von Matrizen, vgl. Pukelsheim 2014, Abschnitt 2). Sei S €
[0; c0)**{ eine beliebige nichtnegative Matrix. Dann heiBt S zusammenhiingend, wenn S nicht
unzusammenhingend ist. Die Matrix S heif3t unzusammenhdingend, wenn eine Zeilenpermutation
und eine Spaltenpermutation existieren, sodass S Blockdiagonalform annimmit,

J J
1 (s o
S=p ( 0 s<1’,J'>)’ (1.3.1)
wobei mindestens eine der beiden Teilmengen I C {1,...,k} oder J C {1,...,{} eine nichtleere

und echte Teilmenge ist. Der Strich bezeichnet dabei das Komplement der jeweiligen Teilmenge.

Falls die Limesanpassung B jedoch zusammenhingend ist, so kdnnen wir uns entlang der
positiven Eintridge von B durch alle Zeilen und durch alle Spalten bewegen. Dies ermoglicht den
Beweis des folgenden Satzes.

Satz 1.3.2 (Direktheit biproportionaler Limesanpassungen bei zusammenhingender Ausgangsma-
trix, vgl. Pukelsheim|2014} Theorem 2). Sei (A, c, r) ein biproportionales Limesanpassungsproblem,
dessen Ausgangsmatrix A zusammenhdngend ist. Weiter sei B die biproportionale Limesanpassung
von A an ¢ und r. Dann sind die folgenden drei Aussagen dquivalent:

(i) Die Limesanpassung B ist die Direktanpassung von A an c und r.
(ii) Die Limesanpassung B ist mafitheoretisch diquivalent zu A, B = A.

(iii) Die Limesanpassung B ist zusammenhdngend.
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Beweis. = : Sei B die biproportionale Direktanpassung von A an ¢ und r. Dann existieren
Zeilenmultiplikatoren p; > 0 und Spaltenmultiplikatoren o; > 0, sodass b;; = p;a;;0;
fiir alle Eintrige (i, j) gilt. Folglich gilt b;; = 0 genau dann, wenn a;; = 0 gilt, und B ist
maftheoretisch dquivalent zu A.

= : Sei B maBtheoretisch dquivalent zu A. Dann gilt b;; = 0 genau dann, wenn a;; = 0
gilt. Also folgt aus dem Zusammenhang von A der Zusammenhang von B.

= (i) : Sei B zusammenhingend. Dann kénnen wir durch einen Scan-Algorithmus Zeilen-
multiplikatoren p; > 0 und Spaltenmultiplikatoren o-; > 0 ermitteln, sodass b;; = p;a;;0
fiir alle Eintrdge (i, j) gilt. Dazu normieren wir als erstes die Multiplikatorfolgen (p;(t))
und (o (t)), indem wir g;(t) := p;(t)/p1(t) und &;(t) := o j(t) - p1(t) wihlen. Folglich
gilt 51(r) = 1 fiir alle Schritte r > 0. Dementsprechend wihlen wir p; := 1. Als nichstes
betrachten wir alle Spalten j, fiir die by; > 0 gilt, und setzen

by; ay; lim; 00 P1(2)0 (8
oj= o2l f_) p1(~) i® = lim & (7). (1.3.2)
p1ai; ayjlimyeo P1(2) 1—e0

Folglich gilt by = pya;jo; fiir alle bereits gescannten Spalten j. Als néchstes betrachten
wir alle noch nicht gescannten Zeilen i, fiir die b;; > O fiir eine bereits gescannte Spalte j
gilt, und setzen

bij a;jlimy 0 p; (1) (1)

;= = = lim g;(¢). 1.3.3
pi ajjo;j ajj limy 00 57(1) tholopl( ) ( )

Folglich gilt b;; = p;a;jo; fiir alle bereits gescannten Zeilen i und alle bereits gescannten
Spalten j. AnschlieBend wenden wir uns wieder den noch nicht gescannten Spalten zu,
danach den noch nicht gescannten Zeilen. Der Scan-Algorithmus terminiert nach maximal
k + ¢ Schritten. Sei nun / die Menge der gescannten Zeilen und J die Menge der gescannten
Spalten. Aufgrund der Terminierung des Scan-Algorithmus gilt bis auf Zeilen- und Spalten-

permutation
BU7) 0
B= ( 0 JRA0IE (1.3.4)
Da B nach Voraussetzung zusammenhingend ist, miissen / = {1,...,k}und J = {1, ..., ¢}
gelten. Folglich gilt b;; = p;a;jo; fiir alle Eintrédge (i, j). Damit ist B die biproportionale
Direktanpassung von A an ¢ und r. O

Der soeben gezeigte Satz[T.3.2nennt zwei jeweils notwendige und hinreichende Kriterien dafiir,
dass die biproportionale Limesanpassung B der Ausgangsmatrix A eine Direktanpassung ist. Diese
Kriterien gelten jedoch nur unter der Bedingung, dass A zusammenhéngend ist.

Nach Deﬁnitionkann aber jede unzusammenhédngende Matrix S in zwei Blocke sU-7) ynd
s zerlegt werden. Ist einer dieser Blocke unzusammenhiingend, so kann er weiter zerlegt
werden. Auf diese Weise erhalten wir schrittweise bis auf Zeilen- und Spaltenpermutation eine
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Zerlegung
sduJ) o ... 0
s=| © R S (13.5)
: L 0
0 o0 SUmIm)
deren Blocke SUIJI), S(IZ’JZ), ce, SUntJnr) jeweils zusammenhidngend sind. Diese Blocke werden

daher im Folgenden als die Zusammenhangskomponenten der Matrix S bezeichnet.
Die Zerlegung der Ausgangsmatrix A in ihre Zusammenhangskomponenten ermoglicht den
Beweis der folgenden Verallgemeinerung von Satz[1.3.2]

Satz 1.3.3 (Direktheit biproportionaler Limesanpassungen). Sei (A, c,r) ein biproportionales
Limesanpassungsproblem. Weiter sei B die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

(i) Die Limesanpassung B ist die Direktanpassung von A an c und r.
(ii) Die Limesanpassung B ist mafitheoretisch dquivalent zu A, B = A.

Beweis. Sei (A, c,r) ein biproportionales Limesanpassungsproblem und sei B die zugehdrige
biproportionale Limesanpassung. Weiter seien AT A D) - AUM-IM) die Zusammen-
hangskomponenten von A. Da B < A gilt, konnen wir B in die Blocke B(I'JI), B(IZ’JZ), e,
BUm-Im) zerlegen und erhalten so die gemeinsame Zerlegung

Adedy o L. 0 By o ... 0
a=| © R : mdg=| ° R | asze
: R 0 : 0
0 .. 0 AUm.Im) 0 . 0 BUm.JIm)

Die Marginalien ¢ und r kdnnen wir entsprechend der Zerlegung von A in die Komponenten ),
c(h), A M) ynd r(’l), r(’2), e, r{In) zerlegen. Folglich ist BUmsIm) fiir alle m = 1,....M
die biproportionale Limesanpassung von Am-Tm) an ¢Jm) und rIm). Des Weiteren ist B genau
dann eine Direktanpassung von A, wenn BUm:Jm) fijr allem = 1,..., M eine Direktanpassung
von AUm:Jm) ist. Dies ist nach Satzgenau dann der Fall, wenn BUm:JIm) = AUm-Im) fir alle
m =1,..., M gilt. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn B = A gilt. O

1.4. Zerlegung biproportionaler Anpassungsprobleme

Bei vielen in der Praxis auftretenden biproportionalen Anpassungsproblemen (4, c,r) ist die
Ausgangsmatrix A diinn besetzt. Das heilit, A enthilt nur wenige positive Eintrdge. In diesen
Fillen bietet sich eine Uberpriifung des Zusammenhangs von A an. Ist A unzusammenhingend,
so kann A in ihre Zusammenhangskomponenten ATLT) AU D) AU T ) zerlegt werden.
Wie im Beweis von Satz[I.3.3]konnen die Marginalien ¢ und r in die entsprechenden Komponenten
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c(]l), c(]Z), R cUm) und r(ll), r<12), R rIn) zerlegt werden. Auf diese Weise erhalten wir
die biproportionalen Anpassungsprobleme (A(’ moSm) o Jm), r(lm)), m =1,..., M. Die separate
Ausfiithrung des IPF-Verfahrens auf diesen Anpassungsproblemen liefert dasselbe Resultat wie die
Ausfiihrung des IPF-Verfahrens auf dem urspriinglichen Anpassungsproblem (A4, ¢, r). AuBerdem
ist die Existenz der biproportionalen Limesanpassung von A an ¢ und r dquivalent zur Existenz

der biproportionalen Limesanpassungen von AUmTm) an ¢Um) ynd rUm) fiirallem = 1,..., M.
Ebenso ist die Direktheit der biproportionalen Limesanpassung von A dquivalent zur Direktheit der
biproportionalen Limesanpassungen von AUmdm) firallem = 1,..., M.

Bei biproportionalen Limesanpassungsproblemen (A4, ¢, r) mit unzusammenhingender Ausgangs-
matrix A konnen wir, wie im Beweis von Satz[I.3.3] neben den Marginalien ¢ und r auch die
Limesanpassung B entsprechend der Ausgangsmatrix A zerlegen. Auf diese Weise erhalten die
gemeinsame Zerlegung

Adedy) o ... 0 BUJ1) o ... 0
a=| © R : mdB=| ° R o |oaan
: - - 0 : - - 0
0 o0 AUMIM) 0 ... 0 BUMIM)
Dabei gilt es jedoch zu beachten, dass die einzelnen Blocke BU"J’), B<12’12), R BUM.IM) jm

Allgemeinen nicht zusammenhéngend sind. Mdchten wir stattdessen eine gemeinsame Zerlegung
der Ausgangsmatrix A und der biproportionalen Limesanpassung B bestimmen, bei der B in seine
Zusammenhangskomponenten zerfillt, so bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.4.1 (Gemeinsame Zerlegung, vgl. Gietl 2009, Lemma 3.6). Sei (A, ¢, r) ein bipropor-
tionales Limesanpassungsproblem mit einer zusammenhdngenden Ausgangsmatrix A und einer
unzusammenhdngenden biproportionalen Limesanpassung B. Dann existieren eine nichtleere und

echte Zeilenteilmenge I C {1,...,k}, I # 0, sowie eine nichtleere und echte Spaltenteilmenge
Jc{l,...,t}, J # 0, sodass die Matrizen A und B die Form
ALT) 0 B7) 0
A= (A("’J) A(”’J’)) und B = ( 0 B(I,’J’)) (1.4.2)

annehmen.

Beweis. Der Beweis erfolgt in vier Schritten. In Schritt[l|wihlen wir die Teilmengen / und J. Dass
die so gewihlten Teilmengen / und J sowie ihre Komplemente /” und J’ nichtleer sind, zeigen wir
in Schritt In Schrittbeweisen wir die Aussagen BY") = 0 und BY-/) = 0. Die Aussage
ALT) = zeigen wir schlieBlich in Schritt

L. Seien (p;(t)) und (c7;(¢)) die zur Limesanpassung B gehorenden Multiplikatorfolgen. Wir
normieren diese Multiplikatorfolgen, indem wir ppin(f) := min; p;(#) > 0 und damit
pi(t) == pi(®)/ pmin(t) 2 1 sowie &;(t) := 0 ;(t) - pmin(t) > 0 wihlen. Folglich gilt

bjj = tlerolo pi(t) - ajj - &;(¢) fiir alle Eintrége (i, /). (1.4.3)

Von den normierten Multiplikatorfolgen ausgehend wihlen wir J := {j | lim;—e & (¢) = 0}
und 7 :={i|3j € J : b;j > 0}.
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II. Fiir die biproportionale Limesanpassung B gilt B << A. Da B jedoch unzusammenhéngend
und A zusammenhéngend ist, existiert ein Eintrag (i, jo) mit a;,j, > 0 und b;,;, = 0. Folglich
gilt

tll)llolo Pig(t) - 7, (1) = 0. (1.4.4)

Mit p;,(t) > 1 fiir alle Schritte ¢ folgt

limsup &, (t) < limsup g;,(¢) - 57,(t) =0 (1.4.5)
t—o00 t—o00

und somit J # (. Nach Wahl von 7 gilt aulerdem BU"Y) = 0 und somit bry=byy=ry>0.
Daraus folgt I # 0.

Sei nun iy € I beliebig. Dann existiert eine Spalte j; € J mit b; ;, > 0 und damit auch
aj, j; > 0. Folglich gilt

o b

thm pi () - 7j,(t) = —= € (0; ). (1.4.6)
- iy ji

Weil lim;—c0 & j, () = 0 nach Wahl von J gilt, folgt lim; e §;, (£) = c0. Also gilt

tlim pi(t) = oo fiir alle Zeilen i € 1. (1.4.7)
—00

Da pmin(t) = 1 fiir alle Schritte 7 gilt, ist die Menge I’ nichtleer. Wegen BU">/) = 0 gilt
auBerdem by j: = by = rpy > 0und somit J’ # 0.

III. Wie bereits im vorangegangenen Schritt erwéhnt, gilt BUI"-) = 0.

Wir nehmen an, es existiert ein Eintrag (i, jp) € I x J’ mit b;,;, > 0. Dann gilt a;,;, > 0
und damit
L. - _ biyj, .
lim p;,(t) - 0j,(t) = —— € (0;00). (1.4.8)
t—00 aizjz
Da iy € [ und somit lim; e §i, () = oo nach Gleichung (T:47) gilt, folgt die Gleichung
lim¢ —c0 &, (t) = 0 und schlieBlich j, € Jim Widerspruch zur Annahme. Also gilt B = .

IV. Wir nehmen an, es existiert ein Eintrag (i3, j3) € I X J’ mit a;,;, > 0. Dann gilt

tli)ngo pis(H) -0, =0 (1.4.9)
und somit
lim sup &, (¢) < limsup §;;(t) - 5, () = 0. (1.4.10)
t—o00 t—o00
Folglich gilt j3 € J im Widerspruch zur Annahme. Also gilt ALY — g, O

Das soeben gezeigte Lemma [T.4.1] und die in Gleichung (T.4.1) beschriebene Zerlegung
ermoglichen den Beweis des folgenden Satzes.
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Satz 1.4.2 (Gemeinsame Zerlegung, vgl. Gietl|2009, Satz 3.7). Sei (A, ¢, r) ein biproportionales
Limesanpassungsproblem. Weiter sei B die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r. Dann
existieren disjunkte Zerlegungen L Wl W- - - Wiy = {1,... .k} und T whw---wipy ={1,...,¢},
sodass die Matrizen A und B die Form

AdLJy o L. 0 BUnLJy) o ... 0
; E o . ;
A= und B = (L4.11)
: 0 : 0
AUm ) oo L0 AUmeIM) 0 . 0 BUM.IMm)

annehmen. Dabei sind fiir alle m = 1, ..., M die Diagonalbliocke Amdm) yng B(Im’J'")jeweils
zusammenhdngend.

Beweis. Der Beweis erfolgt per vollstindiger Induktion iiber die Grofle g := max{k,{} des
biproportionalen Limesanpassungsproblems (A4, ¢, r). In trivialer Weise gilt die Behauptung fiir
alle biproportionalen Limesanpassungsprobleme der Grofle 1. Die Behauptung gelte nun fiir
alle biproportionalen Limesanpassungsprobleme der GroBen 1 bis y. Sei (A, c,r) daher ein
biproportionales Limesanpassungsproblem der Grofe y + 1 = max{k, ¢} und sei B die zugehorige
biproportionale Limesanpassung. Wir zeigen im Folgenden, dass die Matrizen A und B in
der Form mit zusammenhingenden Diagonalblocken zerlegt werden konnen. Dabei
unterscheiden wir drei Fille. Die Behauptung folgt dann induktiv.

I. Sei B zusammenhingend. Dann ist auch A zusammenhéngend. Folglich erfiillen die uneigent-
lichen Zerlegungen I7 := {1,...,k} und J; := {1, ..., ¢} die Anforderungen.

II. Sei B unzusammenhingend und A unzusammenhéngend. Dann existieren nichtleere und
echte Teilmengen I C {1,...,k},I #0,und J C {1,...,¢}, J # 0, sodass die Matrizen A

und B die Form
AL g B 0
A= ( 0 A(I/",/)) und B = ( 0 B(I/’j/)) (1412)

annehmen. Dabei ist die Matrix B4/ die biproportionale Limesanpassung des Anpas-
sungsproblems A ), rd )). Folglich zerfallen die Matrizen AL ynd BU-Y) nach
Induktionsvoraussetzung entsprechend der Form , wobei deren Diagonalblécke zusam-
menhéngend sind. Die Matrizen AT und BU-T) gerfallen in analoger Weise. Einsetzen
der beiden Zerfallsstrukturen in die Form (T.4.12) fiihrt zum gewiinschten Ergebnis.

III. Sei schlieBlich B unzusammenhéngend und A zusammenhidngend. Dann existieren nach
Lemma [1.4.1| nichtleere und echte Teilmengen I C {1,...,k}, I # 0,und J C {1,...,¢},
J # 0, sodass die Matrizen A und B die Form (L.4.2) annechmen. Dabei ist die Matrix BU-T)
die biproportionale Limesanpassung des Anpassungsproblems AdD) ), )). Folglich
zerfallen die Matrizen AY>Y) und BY-Y) nach Induktionsvoraussetzung entsprechend der
Form , wobei deren Diagonalbldcke zusammenhiingend sind. Die Matrizen A/ W)
und B/ zerfallen in analoger Weise. Einsetzen der beiden Zerfallsstrukturen in die
Form ([.4.2) fiihrt zum gewiinschten Ergebnis. |
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1.5. Normierung biproportionaler Anpassungsprobleme

Bei der Analyse des IPF-Verfahrens ist es hdufig von Vorteil, die Ausgangsmatrix A und die
Marginalien ¢ und r zu normieren,

A::L-A, 5::L»c, F::i'r. (1.5.1)
a4+ C+ ry
Die ausgehend von dem normierten biproportionalen Anpassungsproblem (A, ¢, 7) errechnete IPF-
Folge (A(t)) entspricht dann einer gliedweisen Normierung der ausgehend von dem urspriinglichen
biproportionalen Anpassungsproblem (A, c, r) errechneten IPF-Folge (A(?)).

Satz 1.5.1 (Normierung biproportionaler Anpassungsprobleme). Sei (A, ¢, r) ein biproportionales
Anpassungsproblem und sei (A, ¢, F) das zugehorige normierte biproportionale Anpassungsproblem.
Weiter sei (A(t)) die ausgehend von (A, ¢, r) errechnete IPF-Folge und sei (A(t)) die ausgehend von
(A, ¢, 7) errechnete IPF-Folge. Dann gelten fiir alle geraden Schritte t > 0 die Gleichungen

A+ =ry - A +1) und At +2) =cy - At +2). (1.5.2)
Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die geraden Schritte > 0. Nach Voraussetzung

giltA=a4y- A sowie ¢ = ¢4 - ¢und r = r - 7. GemiB Definition des IPE-Verfahrens folgt daraus
fiir alle Eintrége (i, j) die Aussage

ri ry T -
ajj(1) = — -a;j = ———— - (a++ - d;j
Y aij+ Y A+ - diy ( U)
ool N
=ry - —— <dij =ry - dij(l). (1.5.3)
di+

Daraus folgt wiederum fiir alle Eintrige (i, j) die Aussage

alj(z)_ a+j(1)~ at](l) r+-d+j(1) (r+ alj(l))
=cy- Fj(l) “aij(1) = ey - d@(2). (1.5.4)

Somit sind die Gleichungen (.3.2)) fiir den Schritt ¢ = 0 gezeigt.
Gelten die Gleichungen (T.5.2) nun fiir einen beliebigen geraden Schritt £. Mit der Definition des
IPF-Verfahrens folgt daraus fiir alle Eintréige (i, j) die Aussage

Ti r+ T -
it +3) = —— (1 +2) = ———— (cy - a(t+2
az]( +3) 4 (i +2) al]( +2) Cr At +2) (C+ alj( + ))
7 . .
=ry- m aij(t+2) =ry - ag(r+3). (1.5.5)

Daraus folgt wiederum fiir alle Eintrage (i, j) die Aussage
Cy * 51

(4 4) = — 7
aU( * ) r+'d+j(t+3)

ci
m~a[j(t+3)= -(r+~d,~j(t+3))
5.

J ~ ~
- 4 = - 4). 1.5.
cy a0+ aij(t+3)=cy-a;;t+4) (1.5.6)

Somit sind die Gleichungen (T:3.2) fiir den Schritt 7 + 2 gezeigt. Die Behauptung folgt induktiv. O
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1.6. Kommentare und Referenzen

Die in Abschnitt [T.T] gegebene Definition des zweidimensionalen IPF-Verfahrens sowie die
Bezeichnung ,,IPF-Verfahren* orientieren sich an Pukelsheim (2014}, Abschnitt 3). Anstelle
von Zeilen- und von Spaltenmultiplikatoren verwendet Pukelsheim jedoch Zeilen- und Spalten-
divisoren. Zugunsten der besseren Vergleichbarkeit mit den Werken anderer Autoren und einer
iibersichtlicheren Notation wird hier den Multiplikatoren der Vorzug gegeben. Das zweidimensionale
IPF-Verfahren wurde von Kruithof (1937} S. E20 ff.) eingefiihrt und von Deming und Stephan
(1940) bekannt gemacht. Wihrend Kruithof das IPF-Verfahren als ,,methode der dubbele factoren*
bezeichnet, sprechen Deming und Stephan von der ,,method of iterative proportions*. Dariiber
hinaus sind laut Pukelsheim (2014, Abschnitt 1.1) die Bezeichnungen ,,matrix raking®, ,,matrix
scaling® und ,,RAS method* gebréuchlich.

Die in Abschnitt[T.2] gegebenen Definitionen von biproportionalen Limesanpassungen und von
biproportionalen Direktanpassungen sowie der Beweis des Eindeutigkeitssatzes [I.2.T] wurden
von Pukelsheim (2014, Abschnitt 2) iibernommen. Die Existenz biproportionaler Limesanpas-
sungen wurde von zahlreichen Autoren untersucht. Ein Uberblick findet sich bei Rothblum und
Schneider (1989, Abschnitte 1 und 3). In diesem Kapitel wurde auf derartige Existenzaussagen
verzichtet. Stattdessen wird die Existenz biproportionaler Limesanpassungen im Anschluss an die
Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-Verfahrens diskutiert (siche Satz[2.3.3(i), S.[34).

Definition [I.3.1] und der Beweis des Satzes [I.3.2] wurden ebenfalls von Pukelsheim (2014}
Abschnitt 2) iibernommen.

Lemma|[T.4.T|und Satz[T.4.2) wurden bereits in Gietl (2009} Abschnitt 3.4) gezeigt. Die sowohl in
Abschnitt[T.4]als auch in Gietl (2009, Abschnitt 3.4) angegebenen Beweise folgen der Idee des
Beweises von Theorem 2 bei Bacharach (1970). Durch die Normierung der Multiplikatoren und
die Verwendung des Limes superior werden jedoch die bei Bacharach auftretenden Probleme mit
nicht existierenden Haufungspunkten umgangen. Eine mit Lemma[I.4.1] vergleichbare Aussage
findet sich auBlerdem bei Balinski und Demange (1989, Lemma 4).

Satz[T.5.1] wurde in dhnlicher Form bereits in Gietl (2009} Abschnitt 3.1) gezeigt. Die Idee, die
Analyse des IPF-Verfahrens auf normierte Ausgangsmatrizen sowie normierte Marginalien zu
beschrinken, geht mindestens auf Csiszér (1975| Korollar 3.3) zuriick. Csiszdr verzichtet jedoch
auf eine Diskussion dieser Einschrinkung.
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2. Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-
Verfahrens

In diesem Kapitel werden drei Ansitze zur Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-
Verfahrens vorgestellt. Der erste und fiir diese Dissertation zentrale Ansatz basiert auf der
Informationsdivergenz (I-Divergenz). Die I-Divergenz wird im ersten Abschnitt diskutiert. Darauf
aufbauend werden im zweiten Abschnitt I;-Projektionen und I,-Projektionen untersucht. Der
dritte Abschnitt prisentiert den informationstheoretischen Ansatz zur Konvergenzanalyse. Die dort
gezeigten notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Konvergenz des IPF-Verfahrens
werden anschlieBend im vierten Abschnitt mithilfe der Flussungleichungen konkretisiert. Der
zweite Ansatz basiert auf einem invertierten geometrischen Mittel und wird im fiinften Abschnitt
vorgestellt. Es wird gezeigt, dass dieser Ansatz dquivalent ist zum [-Divergenz-Ansatz. Der dritte
Ansatz basiert auf einem L;-Fehlerfunktional und wird im sechsten Abschnitt diskutiert. Er
dient der Messung des Fortschritts des IPF-Verfahrens bei der Anpassung an die Zeilen- und
Spaltenmarginalien.

2.1. Informationsdivergenz (I-Divergenz)

Die Informationsdivergenz spielt eine entscheidende Rolle in der Analyse des IPF-Verfahrens. Ihre
formale Definition erfordert ein wenig Vorarbeit. Die Funktion ¢ : (0; 00)2 = (—o00; o) sei definiert
gemil

o(x, y) 1= xlng. 2.1.1)

Aus der Konvexitit der Abbildung z — —In z folgt fiir alle (x, y), (%, 7) € (0; c0)? und fiir alle
a € [0; 1] die Ungleichung

(1 = a)x + ax, (1 - a)y + ay)

(1-a)x+ax

(1-a)y +ay

=((1 - a)x + aX) (—ln( (-a)r y ax %))

(l—a/)x+cw?; (1-a)x +ax

=((1-a)x+aX)ln

<(l-a)x (—1n§)+ai (—lng)

= (1 - a)p(x,y) + ap(%, §). (2.1.2)
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Folglich ist die Funktion ¢ konvex. Weiter sei ¢ : [0; )2 = (—c0; co] der Abschluss von ¢ im
Sinne von Rockafellar (1972, Abschnitt 7). Dann ist g konvex und halbstetig von unten und es gilt

xln% falls x > Ound y > 0,
o0 fallsx > OQund y =0,
0 falls x =0Ound y > 0,
0 fallsx =0und y = 0.

(x,y):= liminf @& §) = (2.1.3)
(&)= (x.y)

Fiir festes x > 0 ist die Funktion @(x, -) strikt konvex auf [0; c0), denn y + —In y ist strikt konvex.
Fiir festes y > 0 ist die Funktion ¢(:, y) strikt konvex auf [0; c0), denn x + x In x ist strikt konvex
und x — xIny ist linear. Des Weiteren ist die Funktion @(x, y) fiir festes x > 0 stetig in y € [0; o0).
Im Fall x = 0 ist die Funktion @(x, y) konstant und im Fall x > 0 folgt die Behauptung aus der
Stetigkeit von y = —Iny.

Definition 2.1.1 (I-Divergenz, vgl. Kullback und Leibler|1951, Abschnitt 2). Seien x € [0; co)¥
und y € [0; o)k beliebig. Dann ist die Informationsdivergenz (I-Divergenz) von x relativ zu y
definiert als
_ x>0 XiIn 3t falls x <y,
I(xly) = D @, yg) = { 707 (2.1.4)
- o0 sonst.

Fiir Matrizen ist die [-Divergenz in analoger Weise definiert. Die Summation erfolgt in diesem Fall
iiber alle Eintrige beziehungsweise iiber alle positiven Eintrige.

Streng genommen miisste man zwischen den einzelnen I-Divergenzen Iy, : [0; c0)% X [0; o)k —
(—o0; 0], k € N, sowie Iwp : [0; 00)k*C % [0; o)k > — (—c0; 0], k, £ € N, unterscheiden, da es
sich bei ihnen um Funktionen mit verschiedenen Definitionsbereichen handelt. Im Folgenden wird
jedoch auf diese Unterscheidung verzichtet. Stattdessen werden alle I-Divergenzen mit I bezeichnet.
Welche Funkion I oder Iy «, gemeint ist, kann an den Argumenten der I-Divergenz abgelesen
werden.

Aus Gleichung (Z.T.4) geht hervor, dass die I-Divergenz I(x|y) genau dann endlich ist, wenn
x < y gilt. Die oben diskutierten Konvexitdts- und Stetigkeitseigenschaften der Funktion @
iibertragen sich wie folgt auf die I-Divergenz.

Satz 2.1.2 (Konvexitét und Stetigkeit der [-Divergenz, vgl. Gietl und Reffel|2013a, Theorem 2.1).
Fiir die oben definierte I-Divergenz 1 : [0; oo)k x [0; oo)k — (—o0; 00] gilt:

(i) Die Abbildung (x,y)  I(x|y) ist konvex auf [0; co)K x [0; co)K.
(ii) Fiir festes x € [0; 00)K ist die Abbildung y > 1(x|y) strikt konvex auf {y € [0; c0)¥ | x = y}.
(iii) Fiir festes y € [0; 00)¥ ist die Abbildung x +— 1(x|y) strikt konvex auf {x € [0;00)F | x < y}.
(iv) Die Abbildung (x,y) > I(x|y) ist halbstetig von unten in allen (x, y) € [0; c0)K x [0; co)K.
(v) Fiir festes x € [0; o)X ist die Abbildung y — I(x|y) stetig in allen y € [0; o).

Fiir die I-Divergenz zwischen Matrizen gelten die Aussagen (i) bis (V) in analoger Weise.
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Beweis. Die Aussagen (i) bis (v) folgen aus der obigen Diskussion der Funktion . Die Einschréin-
kung x < y in den Aussagen ({ii) und schliefit alle Fille aus, in denen die I-Divergenz I(x|y)
unendlich ist. Die zusitzliche Einschrinkung x > y in Aussage (ii) schlieBt alle Flle aus, in denen
sich zwei Vektoren y und  nur auBerhalb des Trédgers von x unterscheiden. O

Der folgende Satz impliziert mehrere hilfreiche Ungleichungen zur I-Divergenz. Er besagt, dass
die I-Divergenz nicht zunimmt, wenn Eintrige aggregiert werden.

Satz 2.1.3 (Aggregationsungleichung fiir Vektoren, vgl. Gietl und Reffel2013al Lemma 2.2). Fiir
alle Vektoren x, y € [0; o)X gilt die Ungleichung

I(x]y) = ©(x4, y+) = 1(x+|y+). (2.1.5)

Im Fall x < y gilt Gleichheit genau dann, wenn x;[y; = x4/y4 fiir alle i € supp (y) gilt. Im Fall
x <&y gilt Gleichheit genau dann, wenn y+ = 0 gilt.

Beweis. Gilt x; = 0, so sind beide Seiten gleich 0. Gilt x4 > O und x < y, so ist die linke Seite
gleich co. Gilt x4 > 0 und x < y, so folgt y+ > 0. Mit der Konvexitit und der Monotonie der
Abbildung z — —In z gilt dann

I(x]y) = Z xiln§=x+ Z ?(—ln%)
+ i

iix;>0 ! iix;>0
>xc (-t Y s T =G yy). (2.1.6)
i:x;>0 X+ Xi Y+

Die Gleichheitsaussage fiir den Fall x < y folgt aus der strikten Konvexitit der Abbildung
z— —Inz. O

Korollar 2.1.4 (Nichtnegativitit der I-Divergenz zwischen Vektoren). Fiir alle Vektoren x,y €
[0; c0)% mit iibereinstimmenden Summen x, = v, ist die I-Divergenz I(x|y) nach unten durch 0
beschrdnkt,

I(x|y) > 0. (2.1.7)

Gleichheit gilt genau dann, wenn x =y gilt.

Aus der in Satz m gezeigten Aggregationsungleichung fiir Vektoren konnen die folgenden
Aggregationsungleichungen fiir Matrizen abgeleitet werden.

Satz 2.1.5 (Aggregationsungleichungen fiir Matrizen, vgl. Gietl und Reffel 2013a, Theorem 2.3).
Fiir alle Matrizen S,T € [0; OO)kX€ gelten die folgenden drei Ungleichungen:

(i) Es gilt die Summenungleichung
I(SlT) > I(S++|t++). (218)

Im Fall S < T gilt Gleichheit genau dann, wenn s;j[t;j = s++[t++ fiir alle (i, j) € supp (T)
gilt. Im Fall S <« T gilt Gleichheit genau dann, wenn t1 = 0 gilt.
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(ii) Es gilt die Zeilensummenungleichung

I(SIT) = T((S14s -« os Sk (F1gs « + 5 Liet))- (2.1.9)

Im Fall S < T gilt Gleichheit genau dann, wenn s;j/[ti; = siy/t;y fiir alle (i, j) € supp (T)
gilt. Im Fall S <« T gilt Gleichheit genau dann, wenn (Si4, . . ., Sg4+) K (t14s - - > tr ) gilt.

(iii) Es gilt die Spaltensummenungleichung

ISIT) 2 (St -+ o S2)|(Tats - - o 120)). (2.1.10)

Im Fall S < T gilt Gleichheit genau dann, wenn s;j[t;j = sy /ty; fiir alle (i, j) € supp (T)
gilt. Im Fall S « T gilt Gleichheit genau dann, wenn (s41, ..., S4¢) K (t41,....t4p) gilt.

Beweis. (i) Die Summenungleichung und die dazugehorige Gleichheitsaussage folgen unmittel-

bar aus Satz[2Z. 1.3

(i) Nach Definition ist die I-Divergenz I(S|T) gleich der Summe aller I-Divergenzen

I((s;15--.»8i0)ti1, ..., t;¢)) der einzelnen Zeilen i. Die einzelnen Summanden kénnen
gemil Satz jeweils nach unten durch I(s;|t;+) abgeschitzt werden. Insgesamt erhalten
wir also

i

(SIT) = )" 3" Bsigti) = D M(sits o sio)l(t1s - ic))
J i
> Z Isieltie) = (145 - o s Sk 1t - - o Tkt))- (2.1.11)

Gleichheit gilt genau dann, wenn in allen Abschitzungen Gleichheit gilt.

(iii) Die Spaltensummenungleichung und die dazugehorige Gleichheitsaussage folgen in analoger
Weise. O

Korollar 2.1.6 (Nichtnegativitit der I-Divergenz zwischen Matrizen). Fiir alle Matrizen S,T €
[0; 00)**C mit iibereinstimmenden Summen s+ =t ist die I-Divergenz I(S|T) nach unten durch 0
beschrdnkt,

I(S|T) > 0. (2.1.12)
Gleichheit gilt genau dann, wenn S =T gilt.

Fiir Wahrscheinlichkeitsvektoren, das heifit fiir nichtnegative Vektoren p mit p, = 1, und fiir
Wahrscheinlichkeitsmatrizen, das heif3t fiir nichtnegative Matrizen P mit p;, = 1, kann eine
weitere untere Schranke fiir die I-Divergenz gezeigt werden.

Satz 2.1.7 (Pinsker-Ungleichung, vgl. Cover und Thomas 2006, Lemma 11.6.1). Fiir alle Wahr-
scheinlichkeitsvektoren p, q € [0; 11¥ gilt die Ungleichung

1
1plg) = 5 llp - 4l (2.1.13)

wobei ||p — qll; := i |pi — qi| den Lj-Abstand von p und q bezeichnet. Ungleichung Z1.13) gilt
in analoger Weise fiir die I-Divergenz und den Lj-Abstand zwischen Matrizen.
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Beweis. Gilt p = g, so sind beide Seiten gleich 0. Gilt p # g und p <« ¢, so ist die linke
Seite gleich co. Gilt p # g und p < ¢, so wihlen wir wihlen wir I := {i|p; < g; }. Dann gilt
0cIcA{l,....,k}und 0 < p; < g7 < 1. Den Vektor p zerlegen wir dementsprechend in die
Komponenten p(I ) und p(] ") und den Vektor q in die Komponenten q(l ) und q(l 0. Folglich gilt
nach Definition2.T.TJund Satz[2.1.3]die Ungleichung

1(plg) = 10 1gD) + 160"14") 2 @(p1, ar) + Bprr ar). 2.1.14)
AuBerdem gilt
lp—qlly = Z lpi = qil + Z \pi = qil = pr —qr —pr +qr = 2(pr = q). (2.1.15)
iel iel’
Daraus folgt
1 _ _
1(plg) = 5 lp = qlit 2 %(pr.an) +@(prr-qrr) = 2p1 - q1)*. (2.1.16)

Der verbleibende Beweis unterscheidet zwei Fille.

I ImFall0 = py < gy < 1gilt

1 _ _
1(plg) -5 lIp = qll? > @(pr. q1) +eprar) = 2(pr — q1)* = —In(1 - q) - 2¢3. (2.1.17)

Fiir g7 = 0 nimmt die rechte Seite den Wert O an. Da fiir uns jedoch nur die Werte gy € (0; 1)
interessant sind, betrachten wir die Ableitung der rechten Seite. Fiir diese Ableitung gilt

9 2 1 1—4q1(1-q1)
—(-In(1-¢q;)-2¢%) = —— —4q; = — " 5 (2.1.18)
541( (1-4 q,) 1—gq 1 lL-gqi
Folglich ist die rechte Seite stets nichtnegativ und es gilt
1
1plg) = 5 llp - gl (2.1.19)
1L Im Fall 0 < py < g7 < 1 gilt
1 _ _
1plg) = 5 P =4I} = e ar) + i ar) = 21 - ar)?
I 1 —pr
=prmn 2L (1 - pyn——LL _2(p; — 1) (2.1.20)
q1 1 -qr

Fiir g7 = py nimmt die rechte Seite den Wert 0 an. Da fiir uns jedoch nur die Werte gy € (py; 1)
interessant sind, betrachten wir die Ableitung der rechten Seite nach ¢; . Fiir diese Ableitung

gilt
0 I 1-pr
— mlnp—+(l—l71)1n P -2(pr - q1)?
dq1 qi L—qr
1_
=P TP A —qr) 2 0. (2.121)
qr  1-gq1

Folglich ist die rechte Seite stets nichtnegativ und es gilt

1
1(plg) 2 5 Ip =gl (2.1.22)
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Damit ist die Ungleichung (Z.1.13) gezeigt. i

Die soeben gezeigte Pinsker-Ungleichung erlaubt den Schluss von der Konvergenzaussage
I(p"|q) — O fiir n — oo auf die Konvergenzaussage ||p" — ¢ll; — 0 und somit auf die Konvergenz
der Vektorenfolge (p™) gegen den Vektor ¢. Diese Eigenschaft spielt eine entscheidende Rolle bei
der informationstheoretischen Analyse des IPF-Verfahrens.

2.2. I-Projektionen

Im Mittelpunkt der informationstheoretischen Analyse des IPF-Verfahrens steht die Minimierung
der I-Divergenz. Diese Minimierung kann auf zwei Arten erfolgen. Bei den I;-Projektionen wird
die I-Divergenz im ersten Argument minimiert.

Definition 2.2.1 (I;-Projektion, vgl. Csiszar|1975| S. 147). Sei € eine beliebige Teilmenge von
[0; 00)¥ und sei y € [0; 00)¥ ein beliebiger Vektor. Dann heiBt x € & eine I;-Projektion von y auf &,
wenn gilt
I(x|y) = inf I(X|y) < oo. (2.2.1)
xek

Fiir Matrizen ist die I;-Projektion in analoger Weise definiert.

Im Folgenden werden einige Eigenschaften von I;-Projektionen von Vektoren diskutiert. Diese
Eigenschaften gelten in analoger Weise fiir I1-Projektionen von Matrizen. Fiir die Existenz einer I} -
Projektion auf eine kompakte Menge gilt das folgende notwendige und hinreichende Kriterium.

Satz 2.2.2 (Existenz von I|-Projektionen auf kompakte Mengen). Sei € eine kompakte Teilmenge
von [0; 00)¥ und sei y € [0; 0)¥ ein beliebiger Vektor. Dann existiert eine I;-Projektion von y auf &
genau dann, wenn ein Vektor X € & mit ¥ < y existiert.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Menge £ kompakt. Da die Abbildung % + I(%|y) halbstetig
von unten ist (siche Satz 2.1.2|(iv)), wird das Infimum in Gleichung angenommen (vgl.
Bauschke und Combettes 2011, Theorem 1.28). Dieses Infimum ist genau dann endlich, wenn ein
Vektor X € € existiert, sodass I(%|y) < oo gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn ¥ <« y gilt. O

Fiir konvexe Mengen ist die Eindeutigkeit der I -Projektion sichergestellt, wie der folgende Satz
zeigt.

Satz 2.2.3 (Eindeutigkeit von I;-Projektionen auf konvexe Mengen, vgl. Csiszdr|{1975} S. 147).
Sei € eine konvexe Teilmenge von [0; 00)* und sei y € [0; o) ein beliebiger Vektor. Dann ist die
I;-Projektion von y auf € eindeutig.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Menge € konvex. Da die Abbildung ¥ +— I(%|y) strikt konvex
in allen ¥ € [0;00)K mit ¥ < y ist (siche Satz [2.1.2|(ff)), ist die I;-Projektion von y auf &
eindeutig. O

Wie die beiden vorangegangenen Sétze zeigen, existiert fiir kompakte und konvexe Mengen stets
eine eindeutige I;-Projektion, sofern diese Mengen einen Vektor enthalten, der den Ausgangsvektor
dominiert. In diesem Fall kann aulerdem gezeigt werden, dass die I;-Projektion stetig ist.
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Satz 2.2.4 (Stetigkeit von I} -Projektionen auf kompakte und konvexe Mengen, vgl. Gietl und Reffel
2013cl Theorem 2). Sei & eine kompakte und konvexe Teilmenge von |0; o)k, Weiter sei (y™) eine
konvergente Folge von Vektoren in [0; o)X mit dem Grenzwert y € [0; ). AuBerdem seien x" die
I;-Projektionen von y™ auf & fiir alle n € N und x die I;-Projektion von y auf €. Dann konvergiert
die Folge (x") gegen x,

nlglgo X" =x (2.2.2)
Beweis. Sei x* 1= lim;; 00 x"™ € & ein beliebiger Haufungspunkt der Folge (x). Dann gilt mit
der unteren Halbstetigkeit der I-Divergenz (siehe Satz 2.1.2)(iv))

I(x*|y) = I(W%i_r)noo x"m |n}1i)noo y'tm) < l’i11111_)igof I(x™m | y"m), (2.2.3)

Da der Vektor x" nach Voraussetzung die I;-Projektion von y"m auf € ist, gilt auBerdem
I(x"m |y"m) < I(x|y"™m) fir alle m € N und somit

lim inf I(x™|y™™) < liminf I(x|y"™™). (2.2.4)
nm—oo nm—oo
Mit der Stetigkeit der I-Divergenz im zweiten Argument (siehe Satz[2.1.2)()) folgt

liminf I(x|y™™) = I(x| lim y"m) = I(x|y). (2.2.5)
m-—-—-0oo m-—-—-0oo

Damit gilt I(x*|y) < I(x|y). Da der Vektor x nach Voraussetzung die I-Projektion von y auf € ist,
folgt I(x*|y) = I(x|y) und x* = x. Also konvergiert die Folge (x"*) gegen x. O

Wihrend bei den I -Projektionen die I-Divergenz im ersten Argument minimiert wird, wird bei
den I,-Projektionen die I-Divergenz im zweiten Argument minimiert.

Definition 2.2.5 (I,-Projektion). Sei x € [0; o)X ein beliebiger Vektor und sei F eine beliebige
Teilmenge von [0; 00)k. Dann heiBt y € F eine I,-Projektion von x auf F, wenn gilt

Kx|y) = inf I(x|§) < 0. (2.2.6)
yeF

Fiir Matrizen ist die I;-Projektion in analoger Weise definiert.

Wie der folgende Satz zeigt, sind die Bedingungen fiir die Existenz einer I,-Projektion sym-
metrisch zu den Bedingungen fiir die Existenz einer I;-Projektion. Die Bedingungen gelten in
analoger Weise fiir I-Projektionen von Matrizen.

Satz 2.2.6 (Existenz von Ip-Projektionen auf kompakte Mengen). Sei x € [0; o)X ein beliebiger
Vektor und sei F eine beliebige Teilmenge von [0; OO)k . Dann existiert eine I>-Projektion von x
auf F genau dann, wenn ein Vektor € F mit x < y existiert.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Menge J kompakt. Da die Abbildung ¥ + I(x|y) halbstetig
von unten ist (siche Satz 2.1.2)(iv)), wird das Infimum in Gleichung (Z.2.6) angenommen (vgl.
Bauschke und Combettes 2011} Theorem 1.28). Dieses Infimum ist genau dann endlich, wenn ein
Vektor § € F existiert, sodass I(x|j) < co gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn x < j gilt. O
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Im Gegensatz zu den Existenzbedingungen sind die Bedingungen fiir die Eindeutigkeit von I»-
Projektionen nicht symmetrisch zu den Bedingungen fiir die Eindeutigkeit von I;-Projektionen.
Wie Matds (1997, Abschnitt 4) zeigt, treten stattdessen bei den I,-Projektionen sogenannte log-
konvexe Mengen an die Stelle konvexer Mengen. Die in diesem Abschnitt gezeigte Stetigkeit von
I;-Projektionen kann ebenfalls nicht auf I,-Projektionen iibertragen werden, da die I-Divergenz im
Allgemeinen nur im zweiten Argument stetig ist.

2.3. Informationstheoretische Konvergenzanalyse

Im Folgenden wird die [-Divergenz zur Analyse der Konvergenz des IPF-Verfahrens angewendet.
Durch Skalierung passt jeder Schritt des IPF-Verfahrens entweder die Zeilen an, um die Zeilen-
marginalien zu erfiillen, oder die Spalten, um die Spaltenmarginalien zu erfiillen. Mithilfe der I-
Divergenz wird untersucht, wie sich die angepassten Matrizen zu allen anderen Matrizen verhalten,
die die Nulleintrige der Ausgangsmatrix iibernehmen und die jeweiligen Marginalien erfiillen.

Sei daher C die Menge aller Matrizen, die die Spaltenmarginalien c erfiillen, und sei R die
Menge aller Matrizen, die die Zeilenmarginalien r erfiillen,

Ci={C e [0;00)|Vj: ey = )}, (2.3.1)
R = {R € [0;00) | Vi s riy = ri} (2.3.2)

AuBlerdem sei € die Schnittmenge von € und R,
&:=CnAR. (2.3.3)

Des Weiteren bezeichne €<4 die Menge aller Matrizen in C, die von der Ausgangsmatrix A
dominiert werden, und R<4 die Menge aller Matrizen in R, die von der Ausgangsmatrix A
dominiert werden,

e<4 .= {Cel|C < A}, (2.3.4)
R4 :={ReR|R < A}. (2.3.5)

SchlieBlich sei &€ <4 die Schnittmenge von € <4 und R<4,

EA = e<A N R=A, (2.3.6)

Die so definierten Mengen €, R und & sowie <4, R<4 und &< sind kompakt und konvex.

AuBerdem ist die ungeradzahlige IPF-Teilfolge (A(f + 1));=0,2,4,... in R<A C R und die geradzah-
lige IPF-Teilfolge (A(f + 2));=0,2,4,... in C <A C @ enthalten. Konvergiert das IPE-Verfahren, so
ist die Limesmatrix B* := lim; o A(f) in £<4 C & enthalten. Die Bedingung & <4 # 0 ist also
notwendig fiir die Konvergenz des IPF-Verfahrens.

Fiir die weiteren Untersuchungen zur Konvergenz des IPF-Verfahrens legen die in den Ko-
rollaren [2.1.4] und 2.1.6] gezeigten Nichtnegativititseigenschaften sowie der Satz [[.3.1] (siche
S. eine Beschrinkung auf normierte biproportionale Anpassungsprobleme (A4, ¢, ) nahe. Diese
Anpassungsprobleme bestehen aus einer Wahrscheinlichkeitsmatrix A € [0; l]k XC mit ar+ =1
und zwei Wahrscheinlichkeitsvektoren ¢ € (0;1)f und r € (0; 1)* mitcy = ry = 1.
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Lemma 2.3.1 (Zeilen- und Spaltenanpassungen, vgl. Cramer 2000, Theoreme 3.4 (i) und 3.8 (i)).
Sei (A, ¢, r) ein normiertes biproportionales Anpassungsproblem, (A(t)) die zugehorige IPF-Folge
und C<4 sowie R<4A die zugehorigen Mengen von Wahrscheinlichkeitsmatrizen. Dann gelten fiir
alle geraden Schritte t > 0 die folgenden vier Aussagen:

(i) Fiir alle Matrizen R € R<4 gilt

I(RIA®)) = I(RIA( + 1)) + I(Ar + DIA®)) und 2.3.7)
WAD)IR) = HAD)|AG + 1)). 2.3.8)

Gleichheit gilt in Ungleichung 23.8) genau dann, wenn R = A(r + 1) gilt.
(ii) Die Zeilenanpassung A(t + 1) ist die I;-Projektion und die I>-Projektion von A(t) auf R<4.
(iii) Fiir alle Matrizen C € C<4 gilr

I(C)A(t + 1)) = I(C|A@t + 2)) + I(A(z + 2)|A(t + 1)) und (2.3.9)
(At + D|C) > I(A(t + 1)|A( + 2)). (2.3.10)

Gleichheit gilt in Ungleichung 2.3.10) genau dann, wenn C = A(t + 2) gilt.

(iv) Die Spaltenanpassung A(t + 2) ist die I;-Projektion und die I,-Projektion von A(t + 1)
auf @4,

Beweis. Im Folgenden werden nur die Aussagen (i) und (i) gezeigt. Der Beweis der Aussagen
und (iv)) erfolgt in analoger Weise.

(i) Gemiif Definition der Menge R <4 wird die Matrix R von der Ausgangsmatrix A dominiert.
Die Matrizen A(f) und A(f + 1) sind, wie in Abschnitt(siehe S. gezeigt, mafitheoretisch
dquivalent zu A. Folglich gilt R < A(t) = A(t + 1). Daraus folgt nach Definition des IPF-
Verfahrens

I(R|A(1))

Il
=
<
i
=]
Q
&
Rl
|~
=
N

g

"ij ri
g —L g n—
TG Z @

i,jirij>0 i,jirij>0

I(RIA(t + 1)) + Z riIn

; ai.(t)

ri

i +1
SIRAG+ D)+ Y ai,~(z+1)1nM
il : a;jj(t)
Jjrapj(t+1)>0

= I(R|A(t + 1)) + I(A(t + D|A()). (2.3.11)
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GemiB der Zeilensummenungleichung (siche Satz Z.T.5|({i)) und der Definition des IPF-

Verfahrens gilt
I(A(l)'R) > I((a1+(t), e ey ak+(t))|r) = Z ai+(t) ln ai+.([)
a;jj(t)
= Z a;j(t)In Tt D I(A@)|A@ + 1)). (2.3.12)
i,jraij(t)>0 all(t +1)

(i) Nach Aussage () gilt fir alle R € R<4 die Gleichung (2:3.7). Daraus folgt mit der
Nichtnegativitit der I-Divergenz (siehe Korollar([2.1.6) fiir alle R € R<4 die Ungleichung
I(R|A(t)) = I(A(t + 1)|A(¢)). Folglich ist A(z + 1) die I;-Projektion von A(z) auf R<4.
Nach Aussage (i) gilt auBerdem fiir alle R € R <4 die Ungleichung (2:3.8). Folglich ist A(z+1)
die I,-Projektion von A(t) auf R<A, m|

Mithilfe der im vorangegangenen Lemma gezeigten Gleichungen (2.3.7) und 2.3.9) wird im
Folgenden bewiesen, dass die Bedingung &< # ( nicht nur notwendig sondern auch hinreichend
ist fiir die Konvergenz des IPF-Verfahrens.

Satz 2.3.2 (Konvergenz des zweidimensionalen IPF-Verfahrens, vgl. Brown, Chase und Pittenger
1993, Theorem 3.1). Sei (A, c, r) ein normiertes biproportionales Anpassungsproblem, (A(t)) die
zugehorige IPF-Folge und &<4 die zugehdrige Menge von Wahrscheinlichkeitsmatrizen. Dann
gilt:

(i) Die IPF-Folge (A(1)) konvergiert genau dann, wenn die Menge &< nichtleer ist.

Im Konvergenzfall gelten fiir die Limesmatrix B* := lim; oo A(t) die folgenden vier Aussagen:

(ii) Fiir alle P € £<4 gilt P < B* < A.
(iii) Fiir alle P € €<4 gilt die Gleichung
I(P|A) = I(P|B*) + I(B*|A). (2.3.13)

(iv) Die Limesmatrix B* ist die I;-Projektion von A auf & <.

(v) Es gilt B* = A genau dann, wenn eine Matrix P € €<4 existiert, fiir die P = A gilt.
Beweis. (i) Sei zunidchst die IPF-Folge (A(t)) konvergent und sei B* := lim;_q A() ihre
Limesmatrix. Dann ist B* in &< enthalten.
Sei nun die Menge €<4 = €<4 N R<4 nichtleer. Aus den in Lemma gezeigten
Gleichungen 2.3.7) und (2.3.9) folgt

VP e &4V >0: 1(PIA®R) = [(P|A( + 1)) + I(A(r + 1)|A()). (2.3.14)

Wiederholte Anwendung dieser Aussage liefert

t
VP e ESAVE2 01 I(PIA) = (PG + 1)+ ) I(A(r + DIA(T)). (2.3.15)
=0
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(i)

Sei P € &< beliebig. Nach Definition der Menge & <4 wird P von der Ausgangsmatrix A
dominiert und es gilt I(P|A) < oo und somit

I(A(r + 1)|A(r)) — O fiir t — oo. (2.3.16)
Mit der Pinsker-Ungleichung (siehe Satz[2.1.7) folgt

IA(t + 1) = A@®)ll; — O fiir £ — oo. (2.3.17)

Da die IPF-Folge (A(r)) in der kompakten Menge [0; 118 enthalten ist, besitzt sie mindestens
einen Hiaufungspunkt. Sei B* ein solcher Hiufungspunkt. Dann existiert eine Schrittfolge (z,,),
sodass gilt

A(tn) — B* fiir n — oo. (2.3.18)

Mit der Konvergenzaussage (2.3.17) folgt daraus
Aty +1) = B* fiirn — oo. (2.3.19)

Mindestens eine der beiden Schrittfolgen (7,,) und (¢, + 1) enthilt unendlich viele gerade
Schritte. Folglich gilt B* € @<4. Analog gilt B* € R<4 und somit B* € £<A4,

Nach Gleichung (2:3.14) gilt damit
Vi>0: I(BYAG)) = I(B*|A( + 1)) + (A + D]A()). (2.3.20)

Somit ist die Folge (I(B*|A(¢))) monoton fallend. Mit der Stetigkeit der I-Divergenz im
zweiten Argument (siche Satz[2.T.2](v]) folgt

lim I(B*|A() = lim 1(B"|A(tn)) = I(B|B") = 0. (2.3.21)

Daraus folgt mit der Pinsker-Ungleichung (sieche Satz Z.1.7) die Konvergenz der IPF-
Folge (A(t)) gegen B*.

Sei die IPE-Folge (A(z)) konvergent und sei B* := lim;_c0o A(f) € &< jhre Limesmatrix.
Weiter sei P € & <4 beliebig. Dann gilt gem:iB Definition der Menge € <4 die Ungleichung
I(P|A(0)) = I(P|A) < co.Nach Gleichung (2:3.14) ist die Folge (I(P|A(r))) auBerdem monoton
fallend. Mit der Stetigkeit der I-Divergenz im zweiten Argument (siehe Satz [2.1.2](v)) folgt
daraus

I(PIB") = Jim I(PIA(®)) < I(PIA(D)) < . (2.3.22)

Dies impliziert die Aussage P < B* < A.
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(iii) Die Aussage P < B* < A erlaubt die Rechnung

I(P|B*) + [(B*|A)

£

b,
= )L pylgte )L by

i.jipi>0 b Jbr,>0 ij
b*
= 1 —+ 1 by, In -
Z pijn Z Pij n . Z ai;
i,jipij>0 i,jipij>0 J z]:h;fj>0 -
b?j
=IPIA+ D (5 i) (2.3.23)
i,j:b:.‘j>0 L

Da B* die Limesmatrix der IPF-Folge (A(r)) ist, gilt

%

b¥. a;i(f)
J . ij
2, (B-pip)n—=t=lim > (b - pij) 0
i,j1b};>0 dij i,jib};>0 1
-1
. aij(t+1)
= lim Z (b5 = pij) In laT (2.3.24)
=0 i,j:b};>0 Y

Nach Definition des IPF-Verfahrens ist der Term In(a;;(r + 1)/a;;(7)) fiir alle geraden
Schritte 7 > 0 innerhalb der Zeilen i und fiir alle ungeraden Schritte 7 > 1 innerhalb der
Spalten j konstant. Da die Matrizen B* und P jedoch beide in €<4 enthalten sind, gilt
b}, = piy fiir alle Zeilen i sowie bjj = py; fiir alle Spalten j und damit

. a;i(t+1)
Vex0: > (b} - pij)n ’;T = 0. (2.3.25)
i,ji1b7;>0 1

Daraus folgt Gleichung (2.3.13).

(iv) Nach Aussage (i) gilt fiir alle P € <4 die Gleichung (2.3.13). Daraus folgt mit der
Nichtnegativitit derI -Divergenz (siehe Korollaru 2.1.6) fiir alle P € £<4 die Ungleichung
I(P|A) > I(B*|A). Folglich ist B* die I;-Projektion von A auf &<4.

(v) Sei die IPF-Folge (A(t)) konvergent und sei B* := lim; 0 A(f) € &< ihr Grenzwert. Gilt
= A, so erfiillt B* die Voraussetzungen an P. Existiert eine Matrix P € £ <A mitP = A,
so folgt mit Aussage (ii) die Aussage P = B* = A. O

Die Limesmatrix der IPF-Folge (A(z)) ist die biproportionale Limesanpassung der Ausgangs-
matrix A an die Marginalien ¢ und r (siehe Abschnitt[T.2] S.[T3). Somit folgt aus der Konvergenz
des IPF-Verfahrens die Existenz der biproportionalen Limesanpassung. Umgekehrt ist die bi-
proportionale Limesanpassung stets in der Menge & <4 enthalten. Also impliziert die Existenz
der biproportionalen Limesanpassung auch die Konvergenz des IPF-Verfahrens. Die Existenz
biproportionaler Limes- und Direktanpassungen kann damit wie folgt charakterisiert werden.
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Satz 2.3.3 (Existenz biproportionaler Limes- und Direktanpassungen). Sei (A, c, r) ein normiertes
biproportionales Anpassungsproblem und &< die zugehirige Menge von Wahrscheinlichkeitsma-
trizen. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Die biproportionale Limesanpassung B von A an ¢ und r existiert genau dann, wenn die
Menge &< nichtleer ist.

(ii) Die biproportionale Direktanpassung B von A an ¢ und r existiert genau dann, wenn eine
Matrix P € &< existiert, fiir die P = A gilt.

Beweis. (i) Existiert die biproportionale Limesanpassung B von A an ¢ und r, so ist diese in der
Menge & <4 enthalten. Ist die Menge & < nichtleer, so konvergiert nach Satz die IPF-
Folge (A(t)) und ihre Limesmatrix B := lim;_,« A(t) ist die biproportionale Limesanpassung
von A an c und r.

(ii) Existiert die biproportionale Direktanpassung B von A an ¢ und r, so ist diese in der
Menge &< enthalten und es gilt B = A. Existiert eine Matrix P € &<, fiir die P = A gilt,
so konvergiert nach Satz (E[) die TPF-Folge (A(#)) und ihr Grenzwert B := lim;_,o A(t)
ist die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und . AuBerdem gilt mit Satz [2.3.2](fi)
die Aussage B = A. GemiB Satz [[.33] (siehe S. [I6) ist B damit die biproportionale
Direktanpassung von A an c und r. O

Der folgende Satz zeigt, dass biproportionale Limesanpassungen an ¢ und r und I;-Projektionen
auf &<4 Gquivalent sind.

Satz 2.3.4 (Aquivalenz von biproportionalen Limesanpassungen und I -Projektionen). Sei (A, c, )
ein normiertes biproportionales Limesanpassungsproblem und E<A die zugehorige Menge von
Wahrscheinlichkeitsmatrizen. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r existiert genau dann, wenn die I ;-
Projektion von A auf &<4 existiert.

(ii) Im Existenzfall ist die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r gleich der 1;-
Projektion von A auf &<4.

Beweis. (i) Sei B die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r. Dann gilt B € £<4,
Daraus folgt nach Satz die Existenz der I;-Projektion von A auf & <4,

Sei nun B die I;-Projektion von A auf €<A. Dann gilt B € £€<4. Daraus folgt nach
Satz[2.3.3|(i) die Existenz der biproportionalen Limesanpassung von A an ¢ und r.

(ii) Sei B die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r. Dann konvergiert das IPF-
Verfahren nach Satz[2.3.2](i) gegen B. Folglich ist die Limesanpassung B nach Satz[2.3.2](iv)
die I;-Projektion von A auf &<4. m|
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2.4. Flussungleichungen

In Satz[2.32](i) wurde gezeigt, dass das IPF-Verfahren genau dann konvergiert, wenn die Menge
& <4 nichtleer ist. Das heiBt, wenn eine Matrix P existiert, die von der Ausgangsmatrix A dominiert
wird und die Marginalien ¢ und r erfiillt. Dieses Existenzkriterium kann mithilfe der sog. Fluss-
ungleichungen iiberpriift werden. Dabei bezeichnet Jo (1) := {j € {1,...,{}[3i € I : a;; > 0}
die Menge der in A mit den Zeilen I verbundenen Spalten. Eine Normierung des biproportionalen
Anpassungsproblems (A4, ¢, ) ist nicht erforderlich. Die Frage, ob die Menge & <4 leer ist, kann
wie folgt entschieden werden.

Satz 2.4.1 (Flussungleichungen, vgl. Hershkowitz, Hoffman und Schneider[1997, Theorem 3.2 und
Bemerkung 3.5). Sei (A, ¢, r) ein biproportionales Anpassungsproblem und <A die zugehérige
Menge von Matrizen. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Die Menge &<4 ist genau dann nichtleer, wenn die Gleichung cy = ry gilt und fiir alle
Zeilenteilmengen I C {1,. .., k} die Flussungleichungen ry < ¢y, (1 gelten.

(ii) Falls die Ausgangsmatrix A zusammenhdngend ist, existiert eine Matrix S € <4, fiir die
S = A gilt, genau dann, wenn die Gleichung c+ = ry gilt und fiir alle nichtleeren und echten
Zeilenteilmengen I C {1,...,k}, I # 0, die strikten Flussungleichungen r; < ¢, (1) gelten.

Beweis. Siehe Hershkowitz, Hoffman und Schneider (1997, Theorem 3.2 und Bemerkung 3.5). O

Die Flussungleichungen sind somit ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die
Konvergenz des zweidimensionalen IPF-Verfahrens. Die strikten Flussungleichungen sind hingegen
ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Direktheit der errechneten biproportionalen
Limesanpassung.

2.5. Konvergenzanalyse mithilfe des geometrischen Mittels

Neben dem in Abschnitt[2.3]diskutierten informationstheoretischen Ansatz zur Konvergenzanalyse
existieren noch weitere Ansétze. Der im Folgenden présentierte Ansatz basiert auf einem invertierten
geometrischen Mittel und geht auf Pretzel (1980) zuriick. Bei ndherer Betrachtung erweist er sich
allerdings als dquivalent zum informationstheoretischen Ansatz. Mithilfe der Ungleichung vom
arithmetischen und geometrischen Mittel zeigt Pretzel das folgende Lemma.

Lemma 2.5.1 (Geometrisches Mittel, vgl. Pretzel 1980, Lemma 1). Sei a € (0; oo)k und sei die
Funktion f : (0; 00)% — (0; 00) definiert gemdif3

=] (%) B 2.5.1)

12
Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:
(i) Fiir alle x € (0;00)% mit x4 = ay gilt f(x) > 1.

(ii) Fiir alle Folgen (x™) in (0; 00)¥ mit X = ay gilt limp 0 f(x™) = 1 genau dann, wenn
limy, 00 X7 = a; fiir alle Eintrége i gilt.
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Beweis. Siehe Pretzel (1980, Lemma 1).

Lemmalﬂ_Tl ermoglicht Pretzel einen kurzen und eleganten Beweis des folgenden Satzes.

Satz 2.5.2 (Randsummen der Haufungspunkte, vgl. Pretzel |1980, Proposition 2). Sei (A, ¢, r) ein
biproportionales Anpassungsproblem und &<4 die zugehorige Menge von Matrizen. Weiter sei B
ein beliebiger Hiufungspunkt der zugehorigen IPF-Folge (A(t)). Dann sind die Randsummen von B

gleich den Marginalien ¢ und r,
Vi: b[+ =ri, Vj : b+j = Cj.

Beweis. Sei S € €<% beliebig. Davon ausgehend wihlen wir

a;j(2n+1)\%u
Yn>0: fn:= M) und
i,jisij>0 al]
=0t go= [ (aij(2n+2>)“ff
2 . n = _— .
i,jisi;>0 aij
Nach Lemma[2-51]{i) gelten dann die Ungleichungen
gn aij(Zn +2)\%i cj €j
Vn>0: == _ = _ > 1und
" n a2+ ) H 4 2nt 1) un
>0 W J
20+ 3)\ 5 NG
vnzo: Lo T (M) :1—[(’_1) -
&n iy jisi>0 a;j(2n +2) ; ai+(2n +2)

Damit sind die Folgen (f;;) und (g, ) monoton steigend,

fosg=<fisgi<fasg=<--.

Wir wihlen nun

max; r;
L:= T SE——
min;, j: a;;>0 4ij

Somit gilt

a;ij(2n+ 1)\
Vn>0: fu= n (M) < ﬂ L% < L™ < co.

a;:
i,jISij>0 1 i,jisij>0

Also sind die Folgen (f,;) und (g,,) monoton steigend und nach oben beschrinkt,
fo<g<fisgi<fa<g < <L <o

Infolgedessen gilt

. ri
lim (’—’) = im Il

el a;+(2n +2)

(2.5.2)

(2.5.3)

(2.5.4)

(25.5)

(2.5.6)

(2.5.7)

(2.5.8)

(2.5.9)

(2.5.10)

(2.5.11)

(2.5.12)
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Nach Lemma [Z.5.1] (i) folgt daraus

Vj:  lim ay;j(2n+1) = ¢j und (2.5.13)
n—oo

Vi: lim a;+(2n+2)=r;. (2.5.14)
n—oo

Da alle Matrizen A(2n + 1) die Zeilenmarginalien r und alle Matrizen A(2n + 2) die Spaltenmargi-
nalien c erfiillen, folgt die Behauptung. O

Gemif dem soeben gezeigten Satz ist jeder Haufungspunkt B* = lim,_ A(t) der
IPF-Folge (A(t)) eine biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r. Mit der Eindeutigkeit
biproportionaler Limesanpassungen (siehe Satz[[.2.1] S.[T3) folgt daraus die Konvergenz der IPF-
Folge (A(z)). Da Pretzel aber anscheinend nur die Eindeutigkeit biproportionaler Direktanpassungen
kannte (vgl. Pretzel|1980l Proposition 1), bendtigt dieser noch weitere Aussagen, um die Konvergenz
der IPF-Folge zu zeigen (vgl. Pretzel|1980, Proposition 3 und 4).

Hinter dem kurzen und eleganten Konvergenzbeweis von Pretzel verbirgt sich der in Abschnitt[2.3]
diskutierte informationstheoretische Ansatz. Die in Lemma m behandelte Funktion f ist die
Exponentialfunktion der I-Divergenz relativ zu a,

f(x) =exp (Z a; In jlc_i) = exp (I(alx)) . (2.5.15)

1

Die untere Schranke f(x) > 1 ist somit dquivalent zu der in Korollar [2.1.4] gezeigten unteren
Schranke I(a|x) > 0. Die in Lemma gezeigte Aquivalenz folgt aus der Stetigkeit der
I-Divergenz im zweiten Argument (siehe Satz [2.1.2](v)) sowie der Pinsker-Ungleichung (siehe
Satz [2.1.7). Fiir die im Beweis von Satz verwendeten Folgen (f5;) und (g,) gelten die
Gleichungen
Vn>0: fn=exp(I(S|A) - I(S|A(2n + 1)) und (2.5.16)
Vn>0: g, =exp(S|A) - I(S|AQ2n + 2))). (2.5.17)

Dementsprechend gelten

Vn>0: §—" = exp (I(S]AQ2n + 1)) — I(S]AQ2n + 2)))

=exp((cl(az12n+1),...,a:¢(2n+1)))) > 1 und (2.5.18)
Vn>0: % = exp (I(S|A(2n + 2)) — I(S|A(2n + 3))
= exp(I(r|(ay . (2n +2), . .., ags (20 +2))) > 1. (2.5.19)

Im Fall normierter biproportionaler Anpassungsprobleme (A, ¢, ) kann als obere Schranke fiir die
Folgen (f5,) und (g,,) anstelle von L™+ = L auch exp (I(S|A)) verwendet werden,

f1<81<fa<g <f3<g3<-- <exp(I(S]A)) < oo. (2.5.20)

Unabhiingig von der Wahl der oberen Schranke impliziert die resultierende Konvergenz der Folgen
(gn/fn)und (fn+1/8n) gegen 1 die Konvergenz der Folgen (I(c|(a;1(2n + 1),...,a+¢(2n + 1))))
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und (I(r|(a1+(2n +2), ..., ar+(2n + 2)))) gegen 0. Mit der Pinsker-Ungleichung (siehe Satz[2.1.7)
folgen daraus die Gleichungen (2.5.13) und (2.5.74) und damit die Behauptung von Satz[2.5.2]
Durch Nachrechnen erhalten wir aulerdem

Vn >0: I(AQ2n + 2)|AQ2n + 1)) = I(c|(ay12n + 1),. .., ar¢(2n + 1)) und (2.5.21)
Vi 2 0: I(AQn +3)|AQ2n +2)) = Ir|(age2n +2), . .., ap, (2n + 2)). (2.5.22)

Damit sind auch die im informationstheoretischen Ansatz verwendeten Gleichungen (2.3.14) in
abgeschwichter Form in den Ungleichungen (2.5.18) und (2.3.19) enthalten.

2.6. L{-Ansatz zur Konvergenzanalyse

Zur Messung des Fortschritts des zweidimensionalen IPF-Verfahrens bei der Anpassung an die
Zeilen- und Spaltenmarginalien schligt Pukelsheim (2014) den L{-Ansatz zur Konvergenzanalyse
vor. Der L;-Ansatz verzichtet auf die Normierung des biproportionalen Anpassungsproblems
(A, ¢, r). Er basiert auf dem fiir alle Matrizen S € [0; 00)¥*€ definierten L 1-Fehler

F8) =D [siw = ri] + D 5wy = 2.6.1)
i 7

Fiir alle Matrizen S € [0; 00)¥*¢ gilt f(S) > 0. Gleichheit gilt genau dann, wenn die Matrix $ die
Zeilenmarginalien r und die Spaltenmarginalien c erfiillt. Die Anpassungsgiite der IPF-Folge (A(?))
wird im Li-Ansatz mithilfe der L;-Fehlerfolge (f(A(t))) untersucht. Wie das folgende Lemma
zeigt, ist die L -Fehlerfolge (f(A(7))) monoton fallend und beschrénkt.

Lemma 2.6.1 (Monotonie und untere Schranken der L;-Fehlerfolge, vgl. Pukelsheim 2014,
Lemma 2). Sei (A, ¢, r) ein biproportionales Anpassungsproblem und (A(t)) die zugehorige IPF-
Folge. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Die Lj-Fehlerfolge (f(A(t))) fdllt monoton,
Ve>1: f(A@®) = f(A( + 1)). (2.6.2)
(ii) Die L;-Fehlerfolge (f(A(t))) ist nach unten beschrdinkt,
Vi>1: f(AQ@) > Ig{mlf.i?(.,k} (r1 = Cra (D) T CTATY —rp). (2.6.3)

Beweis. (i) Seit > 2 ein beliebiger gerader Schritt. Dann gilt fiir den L-Fehler f(A(z)) die
Aussage

FAW) = Y Jais@) = ri = Y| Y (aij(®) = aije + D) |- (264)
i i J

Da die Matrix A(f + 1) nach Definition des IPF-Verfahrens durch Zeilenskalierung aus A(z)
hervorgeht, hat die Differenz a; j(¢)—a; ; (t+1) ein innerhalb einer jeden Zeile i gleichbleibendes
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(i)

Vorzeichen. Daraus folgt

ZlZ(aij(l)—aij(f+1))|=ZZ|aij(t)—aij(t+1)|
R T
ZZ'Z((IU(Z)—LIU(Z+1))|
7
= Z|¢, —ayj(t+ )| = f(AG+1). 2.6.5)
J

Somit gilt fiir alle geraden Schritte ¢ > 2 die Ungleichung f(A(¢)) > f(A(t + 1)). Fiir alle
ungeraden Schritte ¢ > 1 folgt die Ungleichung in analoger Weise.

Sei t > 2 ein beliebiger gerader Schritt und sei I € {1,. .., k} eine beliebige Zeilenteilmenge.
Dann gilt
2@ =ri)+ ) (@is(0) = ri) = avit) = re = ¢y =1 (2:6.6)
iel iel’
und damit
D @is) =) = e —ri+ ) (ri = ais(0). (267)
iel’ iel
Daraus folgt
FA) = Y |ais@ = ri] 2 Y (i —air@) + ) (@iv(t) = 1)
i iel iel’
=cy—ry+2 Z (ri — ai+(t)). (2.6.8)

i€l

Fiir die Summe gilt

Z (ri—ais@) =rr —ap+() =ry —agz, 1)t

iel
=ry— a+JA(1)(t) + aI’JA(I)(t) 271 = Cla(l) (2.6.9)
Also gilt insgesamt
f(A(l)) >cy—ry+2 (r, - CJA(I)) ST =Cy) T Y Cyay- (2.6.10)

Da diese Abschitzung fiir alle Zeilenteilmengen I C {1,...,k} gilt und der L;-Fehler
f(A(t + 1)) fiir jeden ungeraden Schritt  + 1 gemiB Aussage (i}) nach unten durch f(A(t + 2))
abgeschitzt werden kann, ist somit Aussage (ii) gezeigt. O

Aus dem soeben bewiesenen Lemma[2.6.1]folgt die Konvergenz der L -Fehlerfolge (f(A(t))). Der
folgende Satz fasst die aus der informationstheoretischen Analyse bekannten Konvergenzkriterien fiir
das zweidimensionale IPF-Verfahren zusammen und zeigt, dass der Grenzwert der L -Fehlerfolge
genau dann gleich 0 ist, wenn die IPF-Folge konvergiert.
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Satz 2.6.2 (Konvergenz des zweidimensionalen IPF-Verfahrens, vgl. Pukelsheim|2014} Theorem 3).
Sei (A, ¢, r) ein biproportionales Anpassungsproblem, (A(t)) die zugehirige IPF-Folge und &<4
die zugehorige Menge von Matrizen. Dann sind die folgenden fiinf Aussagen dquivalent:

(i) Die IPF-Folge (A(t)) konvergiert.
(ii) Die biproportionale Limesanpassung B von A an c und r existiert.
(iii) Die Menge &<4 ist nichtleer.
(iv) Es gilt ry = cy und fiir alle Zeilenteilmengen I C {1, ..., k} gelten die Flussungleichungen
TS Cyu)
(v) Die Lj-Fehlerfolge (f(A(t))) konvergiert gegen 0.
Beweis. () : Diese Aquivalenz wurde in Satz[2.3.2)f) gezeigt.
i = : Diese Aquivalenz wurde in Satz[2.3.3|@) gezeigt.
© (iv) : Diese Aquivalenz wurde in Satz gezeigt.

@) = ) : Sei die IPF-Folge (A(r)) konvergent. Dann ist die Limesmatrix B := lim; 00 A(7) die
biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r und es gilt

Jim f(A@) = f(tli)rgo A() = f(B) =0. (2.6.11)

= (i) : Die Li-Fehlerfolge (f(A(¢))) konvergiere gegen 0. Da die Matrizen A(z) fiir alle
Schritte # > 1 in der kompakten Menge [0; max(cy, r1)]¥*¢ enthalten sind, besitzt die
IPF-Folge (A(r)) mindestens einen Haufungspunkt. Sei B* = lim,—c A(f,) ein solcher
Héufungspunkt. Dann gilt mit der Stetigkeit des L -Fehlerfunktionals und der Monotonie
der L;-Fehlerfolge (siche Lemma[2.6.1](i)) die Gleichung

1(B*) = £( Jlim_ Alt)) = Jlim_ f(A@) = Jlim f(A@) =o. (2.6.12)

Der Héaufungspunkt B* erfiillt somit die Zeilenmarginalien r und die Spaltenmarginalien ¢
und ist folglich eine biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r. Da die biproportionale
Limesanpassung nach Satz[T.2.1] (siehe S.[I3) eindeutig ist, hat die IPF-Folge (A(f)) genau
einen Hiaufungspunkt und ist damit konvergent. O

Der L;-Ansatz zur Konvergenzanalyse ermdglicht es also, die Konvergenz der IPF-Folge an der
L-Fehlerfolge abzulesen. Konvergiert die L-Fehlerfolge gegen 0, so konvergiert auch die IPF-
Folge. Konvergiert die L -Fehlerfolge gegen einen positiven Wert, so divergiert die IPF-Folge.
Um die Konvergenz des IPF-Verfahrens zu entscheiden ohne die IPF-Folge zu errechnen, sind
jedoch weiterhin die aus der informationstheoretischen Analyse bekannten Konvergenzkriterien
erforderlich.
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2.7. Kommentare und Referenzen

Die Diskussion der I-Divergenz in Abschnitt [2.1] findet sich in verkiirzter Darstellung bei Gietl
und Reffel (2013a, Abschnitt 2). Die I-Divergenz geht auf Kullback und Leibler (1951) zuriick
und wurde nicht zuletzt durch Kullback (1959) populér. Sie ist unter anderem auch unter den
Bezeichnungen ,,Kullback-Leibler information®, ,,information for discrimination®, ,,information
gain“ und , relative entropy* bekannt (vgl. Csiszdr|1975| S. 146). Die einschligige Literatur definiert
die I-Divergenz entweder nur fiir WahrscheinlichkeitsmaBe (vgl. Csiszar|[1975) oder fiigt einen
Korrekturterm fiir endliche Mal3e hinzu (vgl. Csiszar und Tusnddy|1984). Selbstverstindlich konnten
die hier untersuchten nichtnegativen Vektoren und Matrizen als endliche MaBle auf endlichen
Riumen betrachtet werden. Aus Griinden der Einfachheit verzichtet Definition 2.1.1]jedoch auf
den Korrekturterm. Infolgedessen gilt es zu beachten, dass die Nichtnegativitit der [-Divergenz
nur fiir Vektoren und Matrizen mit iibereinstimmenden Summen gilt (siche Korollare 2.1.4]
und 2.T.6). Fiir letztere Vektoren und Matrizen ist die I-Divergenz genau dann gleich 0, wenn
beide Vektoren beziehungsweise beide Matrizen iibereinstimmen. Somit kann die I-Divergenz
als ,,Abstand“ dienen. Sie ist jedoch keine Metrik und kann auch durch keine sinnvolle Funktion
in eine solche transformiert werden (vgl. Csiszér |1964, Satz 2). Eine ausfiihrliche Diskussion
der I-Divergenz zwischen Wahrscheinlichkeitsmaflen auf beliebigen Messrdumen sowie ihrer
statistischen Interpretationen findet sich bei Gietl (2011, Kapitel 2). Der Beweis der Pinsker-
Ungleichung (siehe Satz[2.1.7) wurde von Cover und Thomas (2006, Lemma 11.6.1) iibernommen.
Die Bezeichnung ,,Pinsker-Ungleichung* bezieht sich auf Pinsker (1963, Kapitel I, Abschnitt 2.3),
der eine schwichere Ungleichung zeigen konnte. Die Ungleichung in ihrer heutigen Form wurde
unabhingig voneinander von Kullback (1967), Csiszér (1967, Theorem 4.1) und Kemperman (1969,
Theorem 6.1) bewiesen. Laut Tsybakov (2009, S. 132) ist daher auch die Bezeichnung ,,Kullback-
Csiszar-Kemperman inequality* iiblich.

Die in Abschnitt 2.2 untersuchten I;-Projektionen wurden von Csiszdr (1975} S. 147) eingefiihrt.
Csiszar bezeichnet sie als ,,/-projections®. Die hier verwendeten Bezeichnungen ,,I; -Projektion*
und ,I-Projektion* richten sich nach Cramer (2000, Definition 2.1). Die in Satz[2.2.4]untersuchte
Stetigkeit von I} -Projektionen wurde erstmals von Gietl und Reffel (2013c, Theorem 2) gezeigt.
Dieses Resultat wurde auflerdem in Gietl und Reffel (2013b, Theorem 2.4) veroffentlicht. Sowohl
in Gietl und Reffel (2013b) als auch in Gietl und Reftel (2013c) werden jedoch anstelle der I;-
Projektionen sogenannte f-Projektionen untersucht. Dabei handelt es sich um eine Familie von
Projektionen, die die I1-Projektionen enthilt und die auf den sogenannten f-Divergenzen basiert.
Bei den f-Divergenzen handelt es sich wiederum um eine Familie von Divergenzen, die die I-
Divergenz enthilt.

Die in Abschnitt[2.3] vorgestellte informationstheoretische Konvergenzanalyse basiert auf der
Arbeit mehrerer Autoren. Als erstes haben Ireland und Kullback (1968) die I-Divergenz zur Analyse
des IPF-Verfahrens verwendet. Wie Csiszar (1975] S. 155) anmerkt, ist ihr Konvergenzbeweis
jedoch unvollstindig. Der erste vollstindige Konvergenzbeweis findet sich ebenfalls bei Csiszar
(1975, Theorem 3.2). In Lemmakénnte man die Menge € <A durch € und die Menge R<A
durch R ersetzen. Allerdings konnten dann in den Gleichungen und jeweils beide
Seiten unendlich sein. Die Sétze [2.3.2] und [2.3.3] kénnten ebenfalls angepasst werden. Die in
Lemma[2.3.T] gezeigten Gleichungen und (2.3.9) gehen auf Csiszér (1975] Theorem 2.2)
zuriick. Sie sind ein informationstheoretisches Analogon zum Satz des Pythagoras und werden daher
auch als ,,Pythagorean identit[ies]* (Brown, Chase und Pittenger|1993| S. 6) oder als ,,three points



2. Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-Verfahrens 42

propert[ies]“ (Csiszdr und Tusnddy [I984] S. 215) bezeichnet. Die ebenfalls in Lemma [2.3.1] gezeig-
ten Ungleichungen (2.3.8) und (2.3.10) wurden von Cramer (2000, Theorem 3.8 (i)) iibernommen.
Die in Satz@]zusammengefassten Resultate wurden erstmals von Csiszar (1975, Theorem 3.2)
gezeigt. Fiir seinen Beweis entwickelt Csiszar vorab eine Informationsgeometrie (Abschnitt 2). Da-
bei beweist er eine mit den Gleichungen und vergleichbare Pythagoras-Ungleichung
fiir beliebige I;-Projektionen (Theorem 2.2) und zeigt eine hinreichende Bedingung dafiir, dass
die Konkatenation der I;-Projektion auf eine beliebige Menge € und der I; -Projektion auf eine
Teilmenge €; C € der alleinigen I;-Projektion auf die Teilmenge €; entspricht (Theorem 2.3).
Der Beweis selbst nutzt dann die Existenz der I;-Projektion B von A auf die Menge <A um die
Konvergenzaussage (2.3.17) zu zeigen und daraus die Zugehorigkeit aller Haufungspunkte B* der
IPE-Folge (A(t)) zur Menge & <4 zu folgern. Die Konkatenationseigenschaft und die Pythagoras-
Ungleichung ermdglichen anschlieBend den Beweis, dass jeder Hiufungspunkt B* gleich der
I;-Projektion B ist, und somit den Beweis der Konvergenz der IPF-Folge. Der in Abschnitt[2.3]
angegebene Beweis von Satz [2.3.7] folgt allerdings der Argumentation von Brown, Chase und
Pittenger (1993| Theorem 3.1). Brown, Chase und Pittenger verzichten zunichst auf eine Diskussion
der Existenz der I;-Projektion. Stattdessen folgern sie aus der Existenz einer Matrix P € £ <4
die Konvergenz der IPF-Folge. Fiir deren Grenzwert B* zeigen sie dann die Pythagoras-Glei-
chung 23.13). Aus dieser Gleichung folgt, dass B* die I;-Projektion von A auf & <4 ist. Satz[2.3.3|
wurde unter anderem bereits von Pukelsheim (2014, Theorem 2 und Theorem 3) gezeigt. Der in
Abschnitt[2.3]angegebene Beweis basiert jedoch im Gegensatz zu den Beweisen von Pukelsheim
auf den Ergebnissen der informationstheoretischen Konvergenzanalyse.

Die in Abschnitt @] eingefiihrte Notation orientiert sich an Pukelsheim (2014). Ein Beweis
von Satz 2.4.1] findet sich bei Hershkowitz, Hoffman und Schneider (1997, Theorem 3.2 und
Bemerkung 3.5). Dabei geht Aussage (i) auf Rothblum und Schneider (1989| Theorem 3) zuriick.
Aussage (ii) kann ebenfalls bei Rothblum und Schneider (1989, Theorem 2) gefunden werden, geht
aber auf Brualdi (1968l Theorem 2.1) und auf Menon und Schneider (1969} Korollar 4.2) zuriick.
Das zentrale Hilfsmittel in den genannten Aufsitzen von Brualdi und von Hershkowitz, Hoffman
und Schneider ist das aus der Netzwerktheorie bekannte Zirkulationstheorem von Hoffman. Aus
dieser Tatsache resultiert die Bezeichnung ,,Flussungleichungen®.

Die in Abschnitt[2.5]vorgestellte Konvergenzanalyse mithilfe des geometrischen Mittels geht, wie
bereits erwihnt, auf Pretzel (1980) zuriick. Dementsprechend orientiert sich die in Lemma[2.5.1]
und Satz [2.5.2 neu hinzugekommene Notation an Pretzel (I980). Einige kleine Anpassungen
sind der Tatsache geschuldet, dass Pretzel in seiner Definition des IPF-Verfahrens nicht mit einer
Zeilenanpassung sondern mit einer Spaltenanpassung beginnt.

Der in Abschnitt @] vorgestellte L|-Ansatz wurde, wie bereits erwihnt, von Pukelsheim
(2014)) vorgeschlagen. Dementsprechend orientiert sich die durch das L-Fehlerfunktional neu
hinzugekommene Notation an Pukelsheim (2014). Der Beweis von Lemma@] und der Schritt
»[¥) = () im Beweis von Satz[2.6.2] wurden ebenfalls von Pukelsheim (2014) iibernommen. In
friiheren Fassungen von Pukelsheim (2014) schlug Pukelsheim einen Beweisansatz fiir Satz[2.6.2]
vor, der ausschlieBlich auf dem L{-Fehlerfunktional basiert und keinerlei Gebrauch von der
[-Divergenz oder dhnlichen Funktionalen macht. Dieser Ansatz erwies sich jedoch als nicht
zielfiihrend, da die Konvergenz der L -Fehlerfolge gegen die in Lemma@] gezeigte untere
Schranke nicht ohne Riickgriff auf die I-Divergenz gezeigt werden konnte. In der finalen Fassung
beweist Pukelsheim Satz [2.6.2] stattdessen mithilfe der von Gietl und Reffel (2013a) fiir alle
biproportionalen Anpassungsprobleme (A, ¢, r) gezeigten Konvergenz der geradzahligen IPF-
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Teilfolge (A(t));=0,2,4,... und der ungeradzahligen IPF-Teilfolge (A(f + 1));=0,2.4,.... Der Beweis
dieser Konvergenzaussagen basiert allerdings ebenfalls auf der I-Divergenz und wird im néchsten
Kapitel vorgestellt.
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3. Divergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-
Verfahrens

Nachdem im vorangegangenen Kapitel notwendige und hinreichende Kriterien fiir die Konvergenz
des IPF-Verfahrens gezeigt wurden, wird in diesem Kapitel das asymptotische Verhalten des
IPF-Verfahrens im Divergenzfall untersucht. Der erste Abschnitt stellt das IPF-Verfahren als
eine abwechselnde Minimierung der I-Divergenz dar. Im zweiten Abschnitt werden eine Drei-
Punkte-Gleichung und eine Vier-Punkte-Ungleichung gezeigt. Im dritten Abschnitt wird schlielich
bewiesen, dass die IPF-Teilfolge entlang der geraden Schritte und die IPF-Teilfolge entlang der
ungeraden Schritte jeweils konvergieren und dass die IPF-Folge somit maximal zwei Haufungspunkte
hat.

3.1. Abwechselnde Minimierung der I-Divergenz

In Lemma2.3.T] (siche S. wurde gezeigt, dass jede Zeilenanpassung zugleich der I;-Projektion
und der Ip-Projektion auf R<4 entspricht und dass jede Spaltenanpassung zugleich der I;-
Projektion und der I,-Projektion auf <4 entspricht. Die Konvergenzanalyse in Abschnitt
(siehe S. 29) macht jedoch nur von der Charakterisierung als I;-Projektion Gebrauch. Bei
der Analyse des asymptotischen Verhaltens des IPF-Verfahrens im Divergenzfall nutzen wir
zusitzlich die Charakterisierung als I-Projektion und betrachten das IPF-Verfahren als ein
Verfahren abwechselnder I;-Projektionen und I,-Projektionen. Das heifit, wir betrachten jede
Spaltenanpassung A(z+2) als die I1-Projektion von A(+1) auf @ <4 und jede Zeilenanpassung A(f+
1) als die I,-Projektion von A(z) auf R<4.

Zur Vereinfachung der Darstellung erlauben wir neben Matrizen auch die beiden Mengen G <4
und R <4 als Argumente der I-Divergenz. Fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsmatrizen P mit P < A
definieren wir

(C<A|P) = Ceiréf<<A I(C|P), (3.1.1)
[(P|R<A) = . Eing@ I(P|R) und (3.1.2)
(ESARSAY = inf I(C|R). (3.1.3)

(C,R)EG«A X:R<<A

Aufgrund der Kompaktheit der Mengen C<4, R<4 sowie €<4 x R<4 und der unteren Halb-
stetigkeit der Abbildungen I(:|P), I(P|) sowie I(:|-) (siche Satz R.1.2){iv), S. werden die
drei Infima angenommen (vgl. Bauschke und Combettes|2011} Theorem 1.28). Die I-Divergenz
I(C<4|P) ist genau dann endlich, wenn alle Spaltensummen von P positiv sind. In diesem Fall
gilt I(C|P) = I(€<A|P) genau dann, wenn C die Spaltenanpassung von P ist. Die I-Divergenz
I(P|R<A) ist fiir alle Wahrscheinlichkeitsmatrizen P mit P < A endlich. Falls die Zeilensummen
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von P positiv sind, gilt I[(P|R) = I(P|R<4) genau dann, wenn R die Zeilenanpassung von P ist.
Die I-Divergenz [(C<4|R<A4) ist stets endlich. Im Allgemeinen existieren jedoch mehrere Paare
(C,R) € €A x R4 fiir die I(C|R) = [(C<A|R<A) gilt.

Satz3.1.1. Sei (C, R) € C<AXR<A ein Matrizenpaar, das die Gleichung I(C|R) = [(C<A|R<A)
erfiillt. Dann gelten die folgenden vier Aussagen:

(i) Die Matrix C ist die Spaltenanpassung von R an die Spaltenmarginalien c.
(ii) Die Matrix R ist die Zeilenanpassung von C an die Zeilenmarginalien r.
(iii) Die Matrizen C und R sind mafitheoretisch dquivalent.
(iv) Es gilt c;y > O fiir alle Zeilen i und r..j > 0 fiir alle Spalten j.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt I(C|R) = I(€<4|R<4) < co und somit I(C|R) = I(C|R<A) =
[(C<A|R) = [(E<A|R<A) < 0. Die Aussagen (i) bis folgen aus der obigen Diskussion der I-
Divergenzen I(C|R<4) und I(C<4|R).

(i) Aus der Endlichkeit der I-Divergenz I(C<4|R) folgt die Positivitit der Spaltensummen r.. j

von R. Da auBerdem I(C|R) = I(@<4|R) gilt, ist C die Spaltenanpassung von R an die
Spaltenmarginalien c.

(i) Nachdem C die Spaltenanpassung von R an die Spaltenmarginalien c ist, sind die Zeilensum-
men c¢;; von C positiv. Da auBerdem I(C|R) = I(C|R<4) gilt, ist R ist die Zeilenanpassung
von C an die Zeilenmarginalien r.

(iii) Nachdem C die Spaltenanpassung von R an die Spaltenmarginalien c ist, sind C und R
mabBtheoretisch dquivalent.

(iv) Die Positivitit der Randsummen wurde bereits in den Beweisen der Aussagen (i) und
gezeigt. O

3.2. Mehr-Punkte-Eigenschaften

Fiir die Divergenzanalyse werden neben der Charakterisierung von Zeilenanpassungen und Spal-
tenanpassungen als I1-Projektionen und I, -Projektionen die folgenden Mehr-Punkte-Eigenschaften
bendtigt.

Satz 3.2.1 (Mehr-Punkte-Eigenschaften, vgl. Gietl und Reffel 2013al Theorem 4.1). Sei (A, c,r)
ein normiertes biproportionales Anpassungsproblem, (A(t)) die zugehdrige IPF-Folge und G <4
sowie R4 die zugehorigen Mengen von Wahrscheinlichkeitsmatrizen. AuSerdem seien C € <4
und R € R4 50 gewdihlt, dass I(C|R) = I(C<A|R<A) gilt. Dann gelten fiir alle geraden Schritte
t > 0 die folgenden beiden Mehr-Punkte-Eigenschaften:

(a) die Drei-Punkte-Gleichung

I(C|A(t +2)) + I(A(t + 2)|A( + 1)) = (C|A(t + 1)) und (3.2.1)
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(b) die Vier-Punkte-Ungleichung
I(C|A(r + 3)) < I(C|A( + 2)) + I(C|R). (3.2.2)

Beweis. Nach Definition des IPF-Verfahrens sowie der Menge € <4 gilt
C<A=Alt+1)= At +2) = A(t + 3). (3.2.3)
(a) Die Drei-Punkte-Gleichung ist ein Spezialfall der in Lemma[2.3.1] (i) (siehe S.[30) gezeigten
Gleichung (2:3.9).

(b) Nach Definition des IPF-Verfahrens gilt
ri
aj+(t+2)
Daraus folgt mit der Positivitit von c;, r; und a; (¢ + 2) fiir alle Zeilen i und mit der Zeilen-

summenungleichung (siche Satz[Z.T3| (), S.24) sowie der Nichtnegativitiit der I-Divergenz
(siehe Korollar[2.T-4] S.[24) die Ungleichung

ajj(t+3)= - ajj(t +2) fiir alle Eintrége (i, j). (3.2.4)

Cij
~al~j(t +2)

I(C|A(t +3)) = Z cijIn —

i,jicij>0 a;+(t+2)

N Cij aj(t +2)
= Z cljlnm+ch+lnr—i

ij‘cij>0

= I(C|A(r +2)) + Z Cis ln A Z Cigln —F

al+(t +2)
<I(C|A(t +2)) + I(C|R). (3.2.5)
Damit ist die Vier-Punkte-Ungleichung gezeigt. O

Wenn wir die I-Divergenz als einen ,,Abstand* betrachten, konnen wir die beiden Mehr-Punkte-
Eigenschaften wie folgt interpretieren: Die Matrix A(¢ + 1) € R<4 wird an die Spaltenmarginalien
angepasst. Dadurch fillt ihr ,,Abstand* zur Matrix C € C<4 um den Wert I(A(¢ + 2)|A( + 1)).
AnschlieBend wird die resultierende Matrix A(f + 2) € C<4 wieder an die Zeilenmarginalien
angepasst. Infolgedessen steigt der ,,Abstand* zur Matrix C im Allgemeinen wieder, jedoch maximal
um den ,,Mindestabstand* I(C|R) = I(€<4|R<4) der beiden Mengen € <4 und R<4.

3.3. Haufungspunkte der IPF-Folge

Satz 3.3.1 (Haufungspunkte der IPF-Folge, vgl. Gietl und Reffel 2013a, Theorem 5.3). Sei (4, ¢, r)
ein normiertes biproportionales Anpassungsproblem, (A(t)) die zugehdrige IPF-Folge und @ <4
sowie R<A die zugehdrigen Mengen von Wahrscheinlichkeitsmatrizen. Dann gelten die folgenden
vier Aussagen:

(i) Die geradzahlige IPF-Teilfolge (A(t));=0,2,4,... konvergiert.

(ii) Die ungeradzahlige IPF-Teilfolge (A(t + 1));=0,2,4,... konvergiert.
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(iii) Die IPF-Folge (A(t)) hat maximal zwei Hdufungspunkte.

(iv) Die Grenzwerte C* = lim;_g 4 . A(t) und R* := lims— 24 . A(t + 1) erfiillen die
Gleichung
I(C¥|R*) = I(CA|R<A), (3.3.1)

Beweis. Der Beweis erfolgt in drei Schritten.

L. Seien C € @<4 und R € R4 50 gewihlt, dass I(C|R) = I(€<4|R<4) gilt. Nach Definition
des IPF-Verfahrens sowie der Mengen € <4 und R <4 gilt

Vi>20: C<A=A()und R < A= A(). (3.3.2)
Aus der Vier-Punkte-Ungleichung und der Drei-Punkte-Gleichung (siehe Satz@ folgt die
Ungleichung
Vi=24,6...: I(C|A®) > I(C|A( + 1)) — I(CFAIR<A)

=I(C|A(t + 2)) + I(A(t + 2)|A(t + 1)) — I(C<AIR<A).  (3.3.3)

Wiederholte Anwendung dieser Ungleichung liefert

Vt=2,4,6,...:

(ClAQ) = TClAM) + Y. (IA@IAT - 1) ~IECFAR=A)). (334)
7=4,6,8,...,t

Fiir die unendliche Reihe folgt daraus

I(C|AQ2)) > Z (I(A(T)|A(T—1))—I(e<<A|fR<<A)). (3.3.5)
7=4,6,8, ...

Da I(C|A(2)) jedoch endlich ist und fiir alle geraden Schritte 7 > 2 die Ungleichung
I(A(T)|A(T = 1)) = [(C<A|R<A) gilt, folgt

im HAMD)| A = 1)) = (CAIR<A). (3.3.6)

II. Wir wihlen eine geradzahlige Schrittfolge (¢,,), sodass die IPF-Teilfolgen (A(z,, — 1)) und
(A(tn)) konvergieren. AuBerdem setzen wir R* := limy 00 A(fy — 1) € R4 und C* =
limy,—c0 A(ty) € €4, Daraus folgt mit der unteren Halbstetigkeit der I-Divergenz (siche

Satz[2Z.T.2(v), S.[23) und mit der Gleichung (3.3:6) die Ungleichung
I(CHRY) = I( lim A(tn)| lim A(tn — 1))
n—oo n—oo

< liminf I(A(tp)|A(ty — 1)) = (CA|R<A). (3.3.7)
n—00

Somit gilt I(C*|R*) = I(E<A|R<A).
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III. Diese Gleichheit erlaubt die Anwendung von Ungleichung (3:33) auf die in Schritt [II]
gewihlten Matrizen C* € €<4 und R* € R<A. Damit ist die Folge (I(C*|A(t)));=2.4.6. ...
monoton fallend. Mit der Stetigkeit der I-Divergenz im zweiten Argument (siche Satz[Z.T2](v),

S.[23) folgt

Jim I(C*|A®t)) = lim I(C*|A(ty)) = I(C*| lim A(tn)) = (C*|C*) =0.  (3.3.8)
1=2,4,0,... n—oo n—oo

=4 J

Daraus folgt mit der Pinsker-Ungleichung (siehe Satz[2.1.7} S.[23) die Aussage

lim A(t)=C". 3.3.9

o () (3.3.9)
Somit ist Aussage (i) gezeigt. Mit der Stetigkeit der Zeilenanpassung folgt daraus Aussage ().
Aussage folgt unmittelbar aus den Aussagen () und (i). Aussage wurde bereits in
Schritt [T gezeigt. i

3.4. Kommentare und Referenzen

Im Gegensatz zum Konvergenzfall wurde dem Fall der Divergenz des IPF-Verfahrens in der
einschldgigen Literatur bisher nur wenig Beachtung zuteil. Die in diesem Kapitel prisentierte
Divergenzanalyse wurde erstmals in Gietl und Reffel (2013a) vorgestellt. Die sowohl hier als auch
dort angegebenen Beweise basieren auf den Ergebnissen von Csiszar und Tusnady (1984) zur
alternierenden Minimierung der I-Divergenz. Wihrend Gietl und Reffel beliebige biproportio-
nale Anpassungsprobleme erlauben, beschrinkt sich die Darstellung in diesem Kapitel auf die
Untersuchung normierter biproportionaler Anpassungsprobleme. Diese Beschrinkung ist, wie
in Satz[[.51](siehe S.[20) gezeigt wurde, keine echte Einschriinkung. Sie vereinfacht jedoch die
Argumentation, da die I-Divergenz fiir Wahrscheinlichkeitsmatrizen nach unten durch 0 beschréankt
ist (siehe Korollar2.1.6] S.[23).

Die zu Beginn von Abschnitt@ getroffene Entscheidung, Spaltenanpassungen als I;-Projektio-
nen und Zeilenanpassungen als I-Projektion zu betrachten, ist willkiirlich. Genauso kénnte man
Zeilenanpassungen als I} -Projektionen und Spaltenanpassungen als I,-Projektion betrachten. Die
restliche Argumentation miisste dann allerdings angepasst werden. Die Aussage von Satz [3.1.1]
wurde von Fabian P. Reffel in einem unverdffentlichten Manuskript fiir den Spezialfall der beiden
Hiufungspunkte C* und R* der IPF-Folge bewiesen. Die Beweisidee konnte jedoch unverindert
fiir den allgemeineren Fall der hier betrachteten Matrizenpaare {ibernommen werden.

Auf die Voraussetzung I(C|R) = I(C<4|R<4) in Satz wurde in dem entsprechenden
Theorem 4.1 in Gietl und Reffel (2013a)) verzichtet. Stattdessen werden die beiden Mehr-Punkte-
Eigenschaften dort fiir beliebige Matrizen C € C und R € R gezeigt. Die Forderung I(C|R) =
[(C<A|R<A) erméglicht jedoch die in Abschnitt beschriebene anschauliche Interpretation der
Mehr-Punkte-Eigenschaften.

Die im Beweis von Satz [3.3.1] gezeigte Aussage (3:3.6) wird auch als ,,convergence lemma“
bezeichnet (vgl. Gietl und Reffel 2013a, Lemma 5.2). Streng genommen zeigen Gietl und Reffel
(2013a) jedoch nicht die Aussage (3:3.6) sondern die Gleichung lim,—p 4.6 ... I(A(t)|A(t + 1)) =
[(C<A|R<4). Dafiir wird die Fiinf-Punkte-Eigenschaft benétigt. Diese Eigenschaft folgt aber
aus der Summation der Drei-Punkte-Gleichung und der Vier-Punkte-Ungleichung sowie einer
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zusitzlichen Abschitzung. Die ebenfalls im Beweis von Satz [3.3.1] gezeigte Aussage iiber die
Monotonie der Folge (I(C*|A(t)));=2,4.6,... wird auch als ,,monotonicity lemma* bezeichnet (vgl.
Gietl und Reffel 2013al Lemma 5.1).
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4. Strukturanalyse der Haufungspunkte des
zweidimensionalen IPF-Verfahrens

Auf die Untersuchung der IPF-Folge in den vorangegangenen Kapiteln folgt in diesem Kapitel die
Analyse ihrer Haufungspunkte. Dazu werden im ersten Abschnitt die Zusammenhangsstruktur und
die Randsummen der Hiufungspunkte untersucht. Im zweiten Abschnitt werden die Haufungspunkte
mittels der I-Divergenz charakterisiert. Der dritte Abschnitt zeigt fiir den Konvergenzfall die
stetige Abhédngigkeit der Limesmatrix von der Ausgangsmatrix mithilfe der Stetigkeit der I;-
Projektion. Fiir den Divergenzfall folgt daraus unter gewissen Regularititsbedingungen die stetige
Abhingigkeit der Haufungspunkte von der Ausgangsmatrix. Im vierten Abschnitt wird mithilfe
eines optimierungstheoretischen Ansatzes und unter Beschrinkung auf Direktanpassungsprobleme
die stetige Abhéngigkeit der Limesmatrix von der Ausgangsmatrix und den Marginalien bewiesen.
Ebenfalls unter gewissen Regularititsbedingungen folgt daraus fiir den Divergenzfall die stetige
Abhingigkeit der Hiufungspunkte von der Ausgangsmatrix und den Marginalien.

4.1. Zusammenhangsstruktur und Randsummen der Haufungspunkte

In Satz (siehe S.[46) wurde gezeigt, dass die beiden Haufungspunkte C* und R* der IPF-
Folge die Gleichung I(C*|R*) = I[(C<4|R<A) erfiillen. Somit sind C* und R* maBtheoretisch
dquivalent (siehe Satz B.1.1|({), S. [#3). Darauf aufbauend zeigt der folgende Satz, dass C*
und R* dieselbe blockdiagonale Zusammenhangsstruktur besitzen und dass von dieser auf eine
Blockdreiecksform der Ausgangsmatrix A geschlossen werden kann.

Satz 4.1.1 (Zusammenhangsstruktur der Hiufungspunkte). Sei (A, c, r) ein normiertes bipropor-
tionales Anpassungsproblem und seien C* :=limy—q 2 4, A(t) und R* :=lim;—g 2.4, At +1)
die Hdufungspunkte der zugehorigen IPF-Folge (A(t)). Dann existieren disjunkte Zerlegungen
LybLW---wily={1,....k}und 1 & LbW---& Jpy ={1,...,¢}, sodass die Matrizen A, C*
und R* die Form

Adudy) o L. 0
A= - R " | sowie @.1.1)
: 0
AU o L0 AUmIM)
cJ) o L. 0 rUILJD) o ... 0
co| 0 R S I B R : (4.1.2)
. .v ° O . .. .- 0

0 o 0 c*UmIm) 0 . 0 RUMmJIM)
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annehmen. Dabei sind fiir alle m = 1,..., M die Diagonalblicke A(Im’Jm), c*Im>Im) ynd
R*Um-Im) Jeweils zusammenhdngend.

Beweis. Der Haufungspunkt C* ist die biproportionale Limesanpassung der Ausgangsmatrix A
an die Zeilenmarginalien (¢} ,...,c} +) und an die Spaltenmarginalien c. Folglich existieren
nach Satz |1.4.2] (siehe S. disjunkte Zerlegungen I; W b, W --- W Ipy = {1,...,k} und
Jiwh Wy ={1,..., €}, sodass die Matrizen A und C* die in den Gleichungen (@.1.1)
und @I.2) dargestellte Form annehmen. Da die Haufungspunkte C* und R* nach Satz
(siehe S. IZEI) maBtheoretisch dquivalent sind, hat auch R* die in Gleichung @.1.2) dargestellte
Form. O

Die soeben gezeigte Zusammenhangsstruktur der Hiufungspunkte erméglicht den Beweis des
folgenden Satzes iiber die Randsummen der Hiufungspunkte.

Satz 4.1.2 (Randsummen der Hiufungspunkte, vgl. Reffel 2014, Lemma 9.3). Sei (A, c,r)
ein normiertes biproportionales Anpassungsproblem und seien C* := lim;—g 4, . A(t) und
R* :=limy—q 2,4, .. At +1) die Hiufungspunkte der zugehorigen IPF-Folge (A(t)). Auferdem seien
Lywhw---wiy={1,...  ktund J W ---wJpy ={l,...,£} Zerlegungen im Sinne von
Satz[@-I1| Dann gelten fiir alle Zusammenhangskomponenten m = 1, ..., M die beiden Aussagen

C.
Vieln: ¢, =ri 2" und (4.13)
rlm
. * I
Vjednm: r+j:cj~;. 4.1.4)

Beweis. Da C* die Spaltenanpassung von R* an c ist und da R* die Zeilenanpassung von C* an r
ist (siehe Satz[3.1.1] S.[3), gilt

ri

c;‘j = — ~r;f‘j == — ~c;‘j fiir alle Eintrige (i, j). (4.1.5)
Tyj Tyj Cis
Folglich gilt
C?Jr Cj o5 . o .. . *
— = —— fiir alle Eintrége (7, j) mit > 0. (4.1.6)
ri h

r,.
+j
Aufgrund der Zusammenhangsstruktur der Matrix C* ist der Quotient c;/ rfrj somit iiber alle
Spalten j € J,, derselben Zusammenhangskomponente m konstant. Also gilt
C:+ CJ,
Vm=1,.... MViel,: —=—"—". 4.1.7)

*
Ti .

Nach Satz gilt r;, = ry, und somit Gleichung @T3). Die Gleichung @T.4) folgt in
analoger Weise. O
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4.2. Informationstheoretische Charakterisierung der Haufungspunkte

Wenn das IPF-Verfahren konvergiert, dann minimiert die Limesmatrix der IPF-Folge die I-
Divergenz I(P|A) unter allen Matrizen P € £<4 = <4 N R<A (siehe Satz , S,. Im
Divergenzfall dagegen ist die Schnittmenge € <4 NR<4 leer. Nichtsdestotrotz sollen im Folgenden
die Hdufungspunkte C* und R* der IPF-Folge mittels der I-Divergenz charakterisiert werden. Nach
Satz (siehe S. gilt I(C*|R*) = [(C<A|R<A). Das heiBt, das Hiufungspunktepaar
(C*, R*) minimiert die I-Divergenz I(C|R) unter allen Matrizenpaaren (C, R) € C<4 x R<4 _ Dies
ist jedoch keine eindeutige Charakterisierung der Hiufungspunkte, da die I-Divergenz I(C|R) auch
fiir andere Matrizenpaare (C, R) € <4 x R<4 den Wert I(C<4|R<4) annehmen kann. Der
folgende Satz zeigt zunichst, wie der Wert I(C<4|R <4) bestimmt werden kann.

Satz 4.2.1 (Minimale I-Divergenz). Sei (A, ¢, r) ein normiertes biproportionales Anpassungspro-
blem, seien @<A und R<A die zugehérigen Mengen von Wahrscheinlichkeitsmatrizen und seien
C* :=lim;— 24, A(t)und R* :=lim;_q 2 4, .. A(t+1) die Hiufungspunkte der zugehorigen IPF-
Folge (A(t)). Auferdem seien L W L W--- Wiy ={1,...,ktund JJWhHhW--- Wiy ={1,...,{}
Zerlegungen im Sinne von Satz[@#.1.1) Dann gilt

M
..
(ESAREY) = 1CIRY = Y il = " ¢y, n Z—m “2.1)

J +j m=1

Beweis. Nach Satz (siehe S. ist C* die Spaltenanpassung von R* an c. Folglich gilt
C b

M
<A|p<Ay _ £ pE\ * _ ) <j — . C_j
(CAR<A) = [(C*|RY) = Z cjin - —Zc] In - = Z Z ¢jin—=. (42.2)

i,jic;; >0 g +j m=ljeln +]

Gemih Satz[F.1.2|folgt auBerdem

M ¢ M cr. M cr..
> > ¢ . > ¢jln 2 = > e, In e (4.2.3)

m=1jeJ,, m=1jeJy, m m=1

Damit ist die Gleichungskette [@.2.1) gezeigt. m

Als niichstes werden die Matrizenpaare (C, R) € C<4 x R<A charakterisiert, die die Gleichung
I(C|R) = (C<A|R<4) erfiillen. Aufgrund von Satz (siehe S.[45) kénnen wir uns dabei
auf die Matrizen R € R<4 konzentrieren. Gilt I(€<4|R) = [(C<4|R<4) fiir eine Matrix
R € R<4A 50 folgt I(C|R) = I(Q<A|R<A) fiir eine Matrix C € €<4 genau dann, wenn C die
Spaltenanpassung von R an die Spaltenmarginalien c ist. Das folgende Lemma ermdglicht es,
die entscheidende Gleichung I(€<4|R) = I(€<A|R<A) zu iiberpriifen, ohne die beiden Minima
[(C<A|R) und [(C<A|R<4) zu bestimmen.

Lemma 4.2.2 (Spaltensummen). Sei (A, ¢, r) ein normiertes biproportionales Anpassungsproblem
und seien C<A und R<4 die zugehérigen Mengen von Wahrscheinlichkeitsmatrizen. Auferdem
sei W Wiy ={1,...,} eine Zerlegung im Sinne von Satz[#.1.1] Dann gilt fiir alle
R € R<A die Aquivalenzaussage

(CFAIR) = I(CFAIRA) & Vm=1,....MVj€Jn: r+]':Cj'rI_m~ (4.2.4)
: o

m
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Beweis. Der Beweis unterscheidet zwei Fille.

L

1L

Falls r, ; = O fiir eine der Spalten j gilt, gelten [(€<4|R) = co > I(C<A|R<4) und
r
Imef{l,..,M}3jeln: ry=0<cj —m. (4.2.5)
CJm
Damit ist die Aquivalenzaussage [@.2.4) fiir diesen Fall gezeigt.

Falls ry; > O fiir alle Spalten j gilt, gilt I(@<4|R) = I(C|R), wobei C die Spaltenanpassung
von R an c ist. Daraus folgt die Gleichung

c; cj

I(C<A|R) = I(C|R) = Z cijln—L = Z cin =L =1(c|(ry1,. .. r4e). (4.2.6)

;= T+j ; T+j
i,jicij>0 J

Des Weiteren gilt nach Satz[F.2.1] gilt die Gleichung

A Ay _ Cj _ * %
[(CAR<A) = Z ¢jIn == =1l oy 4.2.7)
J +J
Aus diesen beiden Gleichungen folgt die Ungleichung
cl(rats - .o ree)) = LCFAIR) > (CSAIR=A) = X(c|(rF . ... 1)) (4.2.8)

Dariiber hinaus folgt die Aquivalenzaussage

IEFAR) = ICAREY) & Ml rae) =Hel(L - oryp) (429)

Wir betrachten nun die konvexe Menge

U= {1 o Frp) | R € REAY (4.2.10)
Fiir alle y € I' mit y; = O fiir einen Eintrag j gilt
I(cly) = 00 > I(c|(ry s> 7)) (4.2.11)
Fiir alle anderen y € I folgt aus Ungleichung (#.2:8) die Ungleichung
Icly) = Kel(ry - - r5 ) (4.2.12)
Aufgrund der strikten Konvexitiit der I-Divergenz im zweiten Argument (siehe Satz [Z.T.2|(),
S.[23) ist (r},...,r},) € I' somit das eindeutige Minimum der Funktion I(c|y) iiber alle
y € I'. Daraus folgt die Aquivalenzaussage
elrets o nree) =10 rhp) © 0 (Pt ntie) = (7). (4213)
Nach Satz[F-1.2] gilt
(ritseearse) = (s )
rIm

& Vm=1,.. . MVj€dn: ryj=cj- (4.2.14)

i

Die Aquivalenzaussagen (#.2.9), @.2.13) und @#2.14) implizieren die Aquivalenzaussage
#@Z4). Damit ist die Aquivalenzaussage [@#.2.4) auch fiir diesen Fall gezeigt. m
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Das soeben gezeigte Lemma [4.2.2] ermoglicht gemeinsam mit Satz [3.1.1] (siehe S. @) die
folgende Charakterisierung der Matrizenpaare (C, R) € @<4 x R<4 | die die Gleichung I(C|R) =
[(C<A|R<A) erfiillen.

Satz 4.2.3 (Minimierende Matrizenpaare). Sei (A, ¢, r) ein normiertes biproportionales Anpas-
sungsproblem und seien C<4 und R<A die zugehirigen Mengen von Wahrscheinlichkeitsmatrizen.
Aupferdem seien L Wb W--- Wiy ={1,....,k}und JJ W W--- &y ={1,...,£} Zerlegungen
im Sinne von Satz Des Weiteren sei (C, R) € C<A x R<A beliebig. Dann sind die folgenden
drei Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt I(C|R) = I(QA|R<A),

(it) Die Matrix C ist die Spaltenanpassung von R an die Spaltenmarginalien c und fiir die Spalten
der Matrix R gilt

Vm=1,...,MVj€Jm: ryj=cj-— (4.2.15)

(iii) Die Matrix R ist die Zeilenanpassung von C an die Zeilenmarginalien r und fiir die Zeilen

der Matrix C gilt
c
Vm=1,.. ,MVi€ly: cis=ri 2m. (4.2.16)
r,
Dariiber hinaus impliziert jede dieser drei Aussagen die folgende Aussage:
(iv) Bis auf geeignete Zeilen- und Spaltenvertauschungen gilt
cth.Ji) o ... 0 RILJY) o ... 0
C= 0 : R= 0
: e 0 : P 0
0 e 0 cUmImM) 0 .. 0 RUMIM)
4.2.17)

Beweis. Seien [ W W---Wipy ={1,...,k}und W JHhW--- Wy ={1,...,{} Zerlegungen
im Sinne von Satzund sei (C, R) € @A x R<4 beliebig. Dann hat die Ausgangsmatrix A
nach Satz Blockdreiecksform. Diese Blockdreiecksform iibertrégt sich nach Definition der
Mengen C<4 und R<4 auf die Matrizen C und R, sodass gilt

cduJ) o ... 0 RILID o ... 0
c=| - R - |Lr=| - R | @218)
: B 0 ; 0
cUm.Jv) ... ... cUmIm) RUm.JD) ... ... RUm.Im)

@ = (@ : Gelte Aussage (). Somit gilt I(C|R) = [(C<A|R<4). Folglich ist nach Satz
(siehe S. @3) die Matrix C die Spaltenanpassung von R an die Spaltenmarginalien c.
AuBerdem gilt die Gleichung I(€ <4 |R) = [(C<A|R<4). Daraus folgt mit Lemmadie

Gleichung @.2.13). Damit gilt Aussage ().
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i@ = : Gelte Aussage (i). Somit ist C ist die Spaltenanpassung von R an die Spaltenmargi-
nalien ¢ und es gilt die Gleichung :2:13). Aus Gleichung @:2:13) folgt

,
Vm=1,....M: ry =cj -~ =r 4.2.19)
cr,,
Nach Definition der Menge R <4 gilt auBerdem
Vm=1,...M: ry . =rp. (4.2.20)
Daraus folgt mit Gleichung [@:2:18) die Aussage
RILJD 0
r=| © (4.2.21)
. 0
0 ... 0 RUMIM)
Da C die Spaltenanpassung von R an die Spaltenmarginalien c ist, folgt auBerdem
cdud) g 0
c=| © (4.2.22)
: . 0
0 e 0 cUmIm)
Des Weiteren folgt mit Gleichung @2:13) die Aussage
, . Cj Cm
Vm:l,.,.,MVIGImV]EJmZ Cij =rij - —— =Tij- (4.2.23)
r+j L
Folglich gilt
. . Clm
Ym=1,...,.MViel,: Ci+=_z cij:_z rij.Tz
J€Im Jj€Im m
c c c
=rig, = s S 4004
I I, i,

Somit ist die Gleichung [#.2:16) gezeigt. AuBerdem folgt aus den Gleichungen (#:2.23)
und [#2:24) die Aussage

r .
Vm= 1, MYi€lnVj€dn: rij=cj - =yt (4.2.25)

m Ci+

Also ist R die Zeilenanpassung von C an die Zeilenmarginalien r. Damit gilt Aussage .
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= () : Gelte Aussage (ii). Somit ist R die Zeilenanpassung von C an die Zeilenmarginalien r
und es gilt die Gleichung ([#:2.16). Daraus folgt

M
0= 3 amEe Y P
1 13

i,jicij>0 m=1i€l,,
< cJ, cJ, & cJ
= Z Z (ri : —"‘) n -2 = Z ¢y, In =", (4.2.26)
m=1i€ly Tl ) Tl 52 "l
Mit Satz[@d.2-1] folgt weiter
M ¢
I(C|R) = Z ¢y, In = = [(CSA|R<A), (4.2.27)
m=1 T
Damit gilt Aussage (i).
= (iv) : Diese Folgerung wurde bereits im Beweisschritt ,,(ii) = ({i)“ gezeigt. O

Im Gegensatz zu den Blocken C*Um>Jm) und R*Im-Im) in Satzsind die Blocke CIm-7m)
und RUm-Jm) in Satz nicht notwendig zusammenhingend. Sie konnen stattdessen weiter
zerfallen. Dies zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel 4.2.4 (Weiterer Zerfall). Gegeben seien die Zeilenmarginalien r = (0.3,0.3,0.4) und die
Spaltenmarginalien ¢ = (0.4, 0.4, 0.2) sowie die Ausgangsmatrix

0.1 01 O
A=101 0.1 0. (4.2.28)
0 0 06
Die daraus resultierende IPF-Folge (A(¢)) hat die beiden Haufungspunkte
02 02 0 0.15 0.15 0
C*=102 02 O |undR*=[0.15 0.15 0 |. (4.2.29)
0 0 02 0 0 04
Daraus folgt
0.2 0.2 4 1
(AR = (C*|R") =4-02In —— +0.2In — = 0.8In~ +0.21In ~. 4.2.
(G ) =I(C*|R") 0 n0.15+0 nO.4 08n3+0 n2 (4.2.30)
Wir wihlen nun
04 0 0 03 0 0
C:=l0 04 0 |ecC%undR:=[0 03 0 |eR<A (4.2.31)
0 0 02 0 0 04
Fiir das so gewihlte Matrizenpaar (C, R) gilt
0.4 0.2 4 1
I(CIR) =2-041n = +0.2In 2 = 0.81n = +0.21n 5 = L(ESAIRSA), (4.2.32)

Das Matrizenpaar (C, R) erfiillt die Gleichung I(C|R) = I(C<A|R<4) und iibernimmt folglich die
Nullblocke von (C*, R*). Der linke obere Block zerfillt allerdings weiter.
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Wihrend der vorangegangene Satz[.2.3|die gemeinsamen Eigenschaften aller die Gleichung
I(C|R) = I(C<A|R<A) erfiillenden Matrizenpaare (C, R) € <4 x R<4 beschreibt, zeigt der
folgende Satz die charakteristischen Eigenschaften des Haufungspunktepaares (C*, R*).

Satz 4.2.5 (Charakterisierung). Sei (A, c, r) ein normiertes biproportionales Anpassungsproblem,
seien C<A und R<A die zugehorigen Mengen von Wahrscheinlichkeitsmatrizen und seien C* :=
limy—g 04, . A(t) und R* := lims=g 4, . A(t + 1) die Haufungspunkte der zugehérigen IPF-
Folge (A(1)). Auferdem sei (C, R) € C<A x R<A ein Matrizenpaar, das die Gleichung I(C|R) =
I(C<A|R<A) erfiillt. Dann gilt

I(C|A) > I(C*|A). (4.2.33)

Gleichheit gilt genau dann, wenn C = C* gilt.

Beweis. Der Haufungspunkt C* € €<4 ist die biproportionale Limesanpassung der Ausgangsma-

trix A an die Zeilenmarginalien (c7,, . . ., CZ ) und die Spaltenmarginalien c. Nach Satz
(siehe S. ist C* somit die I} -Projektion von A auf die Menge

e = {PeC™|Viipy =c},}. (4.2.34)

Nach Satz ist die Matrix C € @<4 ebenfalls in der Menge & <4 enthalten. Folglich gilt
Ungleichung #.2:33). Wegen der Eindeutigkeit der I;-Projektion (siche Satz[22.3] S.[27) gilt
Gleichheit genau dann, wenn C = C* gilt. O

Mit den Sitzen[d.2.3|und [£.2.5] ist die angestrebte informationstheoretische Charakterisierung
der Haufungspunkte erreicht: Zwei Matrizen C € C<4 und R € R< sind genau dann die
Hzufungspunkte der IPF-Folge, wenn sie erstens die Gleichung I(C|R) = (<A |R<4) erfiillen
und zweitens unter allen diese Gleichung erfiillenden Matrizenpaaren die minimale [-Divergenz
I(C|A) aufweisen. Das folgende Beispiel unterstreicht die Bedeutung von Satz
Beispiel 4.2.6 (Charakterisierung). Wir betrachten erneut die Ausgangsmatrix A sowie die
Marginalien ¢ und r aus Beispiel Neben den dort betrachteten Matrizenpaaren (C*, R*)
und (C, R) existieren noch weitere Matrizenpaare, die die I-Divergenz minimieren. Die I-Divergenz
[: C<A x R<A - [0; co] wird von allen Paaren (Cq, Ry), @ € [0; 1], minimiert, fiir die gilt

0.4(1 - a) 0.4 0 03(1-a) 0.3 0
Co =| 0.4« 04(l1-a) O |undRy:=| 0.3« 03(l-a) 0 ]. (4235
0 0 0.2 0 0 0.4
Allerdings gilt fiir alle @ € [0; 1] die Gleichung
I(ColA) = 0.81n4 +0.21n % +0.8((1-a)In(l —a)+alna). (4.2.36)

Diese I-Divergenz wird eindeutig minimiert von Cy 5 = C*.
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4.3. Stetige Abhéngigkeit der Haufungspunkte von der Ausgangsmatrix

Bei den Eintrigen der Ausgangsmatrix handelt es sich in vielen Anwendungen des IPF-Verfahrens
um beobachtete Werte, die gewisse Fehler beinhalten kénnen. Dementsprechend stellt sich die
Frage, ob die biproportionale Limesanpassung stetig von der Ausgangsmatrix abhéngt. Der folgende
Satz nutzt die Aquivalenz von biproportionalen Limesanpassungen und I;-Projektionen (siehe
Satz[2.3.4] S.[34) sowie die Stetigkeit von I;-Projektionen (sieche Satz[2.2.4] S.[28), um diese
Abhiingigkeit zu zeigen.

Satz 4.3.1 (Stetige Abhingigkeit der biproportionalen Limesanpassung von der Ausgangsmatrix).
Sei (A, ¢, r) ein biproportionales Anpassungsproblem und sei B die zugehdrige biproportionale
Limesanpassung gemdf3 Abschnitt(siehe S. . Weiter sei (A™) eine Folge von Matrizen in
[0; 00)**¢ | die gegen A konvergiert. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Fiir hinreichend grofle n € N hat das biproportionale Anpassungsproblem (A", c, r) eine
biproportionale Limesanpassung B".

(ii) Die Folge (B") der biproportionalen Limesanpassungen konvergiert gegen B,

lim B" = B. 4.3.1)
n—oo

Beweis. (i) Wir betrachten die zu den biproportionalen Anpassungsproblemen (A4, ¢, r) und
(A", ¢,r), n € N, gehorenden Matrizenmengen

E5A = {Se[0:00)!|S < AundVi: sy =riundVj: sy =cj}und  (432)
EXA" = {5 €[0;00)) |S < A" und Vi : spp =riund Vj sy = cj} 4.3.3)

Nach Voraussetzung ist B die biproportionale Limesanpassung von A an ¢ und r. Dementspre-
chend ist B in der Menge & <4 enthalten. Fiir hinreichend groBe n € N gilt weiter A < A"
und damit € <4 ¢ €<A" Folglich ist B ein Element der Menge &<A" . Nach Satz
(siehe S. existiert somit eine biproportionale Limesanpassung B von A" an ¢ und r.

(ii) Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien die Anpassungsprobleme (A4, ¢, r) und (A", c, r),
n € N, normiert. Dann ist die Limesanpassung B nach Satz[2.3.4](i) (siehe S.[34) die I;-
Projektion von A auf <A Da die I-Divergenz I(S|A) fiir alle nicht von A dominierten
Matrizen S unendlich ist, ist B auerdem die I1-Projektion von A auf die Menge

€={S €[00 |Visiy =rjundVj: s, =c;}. (4.3.4)

In analoger Weise sind die Limesanpassungen B" die I;-Projektionen von A" auf €. Aus
der Stetigkeit der I;-Projektion auf & (siehe Satz [2.2.4] S. folgt die Konvergenz der
Matrizenfolge (B") gegen die Matrix B. O

Im Divergenzfall stellt sich die Frage nach der stetigen Abhéngigkeit der Hiufungspunkte der
IPF-Folge von der Ausgangsmatrix. Wie der folgende Satz zeigt, kann diese Frage unter gewissen
Regularititsbedingungen mit Ja beantwortet werden.
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Satz 4.3.2 (Stetige Abhingigkeit der Haufungspunkte der IPF-Folge von der Ausgangsmatrix).
Sei (A, c,r) ein biproportionales Anpassungsproblem und seien C* := limy—g 2 4 . A(t) und
R* :=limy—q 2,4, At +1) die Hiufungspunkte der zugehorigen IPF-Folge (A(t)). Weiter sei (A™)
eine Folge von Matrizen in [0; OO)kX('; mit positiven Zeilensummen, a:‘+ > 0, und positiven Spal-
tensummen, aﬁj > 0, die gegen A konvergiert. Aufierdem bezeichnen C™* :=lim;— 2.4, . A™(1)
und R™* = limy—q 2,4, A™(t + 1) die Hiufungspunkte der zu dem biproportionalen Anpas-
sungsproblem (A", c,r) gehorenden IPF-Folgen (A" (t)). Dann gilt: Wenn die Matrizen C™*
und R™* dieselbe Zusammenhangsstruktur haben wie die Matrizen C* und R*, dann konvergiert
die Hiufungspunktefolge (C™*) gegen C* und die Hiufungspunktefolge (R™*) gegen R*.

Beweis. Dadie Hiaufungspunkte C"* und R™* nach Voraussetzung dieselbe Zusammenhangsstruk-
tur haben wie die Haufungspunkte C* und R*, existieren gemeinsame Zerlegungen [} WhW- - -Wips =
{1,....k}Yund JwJpw---wJp = {1,...,€} im Sinne von Satz[.1.1] Damit gelten nach Satz[.1.2]

fiir alle n € N und fiir alle Zusammenhangskomponenten m = 1, ..., M die beiden Aussagen
. * s Clm
Vieln: ¢ =cj =r;i e und (4.3.5)
Vie g, + ot o m (4.3.6)
J m + 4+ 'j o7 . 3.

Folglich ist der Haufungspunkt C* die biproportionale Limesanpassung der Ausgangsmatrix A an
die Zeilenmarginalien (cj ., ..., c; , ) und die Spaltenmarginalien ¢ und die Hdufungspunkte C"*
sind die biproportionalen Limesanpassungen der Ausgangsmatrizen A” an dieselben Marginalien.
Also konvergiert nach Satz[4.3.1]die Hiufungspunktefolge (C™*) gegen C*. Die Konvergenz der

Héufungspunktefolge (R™*) gegen R* folgt analog. O

4.4. Stetige Abhangigkeit der Haufungspunkte von der Ausgangsmatrix
und den Marginalien

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die stetige Abhingigkeit der biproportionalen Limesan-
passung B von der Ausgangsmatrix A untersucht. Genau wie die Matrix A konnen auch die
Marginalien ¢ und r Fehler enthalten. Der im vorangegangenen Abschnitt verwendete Ansatz
lasst allerdings keine Verdnderung der Marginalien ¢ und r zu, da die Menge € von diesen
Marginalien abhéngt und die fiir den Beweis der Stetigkeit der I; -Projektion benétigte Ungleichung
I(x™m|y"m) < I(x|y"m) (beziehungsweise I(B"m |A"m) < I(B"m|A) in Matrizenschreibweise) fiir
verdnderliches € nicht garantiert werden kann. Um die Abhingigkeit der biproportionalen Limes-
anpassung B von dem gesamten Anpassungsproblem (A, ¢, ) zu untersuchen, wird daher in diesem
Abschnitt ein neuer Ansatz vorgestellt. Die Aquivalenz von biproportionalen Limesanpassungen
und I} -Projektionen (siehe Satz[2.3.4] S. erlaubt die Interpretation jedes Limesanpassungspro-
blems (A, ¢, r) als ein Minimierungsproblem, dessen Zielfunktion und dessen Nebenbedingungen
von den Parametern A, ¢ und r abhéngen. Diese Interpretation motiviert die Betrachtung sogenannter
verallgemeinerter konvexer Optimierungsprobleme. Diese Probleme werden von Rockafellar (1972}
Abschnitt 29) untersucht. Dabei verwendet Rockafellar das Konzept der Bifunktion. Dieses Konzept
hat urspriinglich nichts mit biproportionalen Anpassungsproblemen zu tun. Bei Beschrinkung
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auf Direktanpassungsprobleme ermoglicht es jedoch den Beweis der stetigen Abhingigkeit der
Limesmatrix der IPF-Folge von der Ausgangsmatrix und den Marginalien.

Definition 4.4.1 (Bifunktion, vgl. Rockafellar|1972, Abschnitt 29). Eine Bifunktion von RP nach
RY ist eine Abbildung F, die jedem Vektor u € RP eine Funktion Fu : R? — [—o0; +00] zuweist.
Diese Funktion Fu bildet wiederum jeden Vektor x € R auf einen Wert (Fu)(x) € [—co; +00] ab.
Die Bifunktion F' heit konvex, wenn die Funktion (&, x) — (Fu)(x) konvex ist. Der eigentliche
Definitionsbereich der Bifunktion F, dom F, ist die Menge aller Vektoren u € RP, fiir die die
Funktion Fu nicht konstant unendlich ist,

domF :={u € R?|3x € R? : (Fu)(x) < oo}. 4.4.1)

Die Funktion (inf F) : RP — [—o0;+00], u > inf,cRra (Fu)(x), die jeden Parameter u € RP
auf den zugehorigen Optimalwert inf y era (Fu)(x) € [—o0; +0c0] abbildet, wird als Perturbations-
funktion bezeichnet. Des Weiteren beschreibt der Operator int das Innere einer Menge. Fiir jede
beliebige Teilmenge M eines euklidischen Vektorraums gilt

intM:={meM|Je>0:m+ B(,e) CM}. (4.4.2)
Dabei bezeichnet B(0, €) := {x | ||x|| < €} die e-Kugel um den Nullpunkt.

Die entscheidende Rolle bei der Analyse der Abhéngigkeit der biproportionalen Limesanpassung
vom gesamten Anpassungsproblem wird der Perturbationsfunktion inf F zuteil. Deren Stetigkeit
wird von Rockafellar (1972)) untersucht.

Satz 4.4.2 (Stetigkeit der Perturbationsfunktion, vgl. Rockafellar[1972] Korollar 29.1.5). Sei F eine
konvexe Bifunktion von RP nach R9 und gelte 0 € int(dom F) C RP. Dann existiert eine offene,
konvexe Umgebung U von 0 € RP, auf der die Perturbationsfunktion (inf F) : RP — [—o0; +00]
stetig ist.

Beweis. Siehe Rockafellar (1972| Korollar 29.1.5). O

Um Satz anwenden zu konnen, beschrinken wir uns auf Folgen ((A",c",r™)) von
Anpassungsproblemen, die gegen ein Direktanpassungsproblem (A4, ¢, ) konvergieren. Des Weiteren
nehmen wir an, dass A = A" und ¢!} = r¥ fiiralle n € IN gilt. Somit verlieren wir einen Freiheitsgrad
und variieren nur ¢” und (r, ..., r]';_l), wihrend wir rZ e GRS rZ_l) setzen. Das
Hauptresultat dieses Abschnitts lautet dann wie folgt.

Satz 4.4.3 (Stetige Abhingigkeit der biproportionalen Direktanpassung von der Ausgangsmatrix
und den Marginalien). Sei (A, c,r) ein biproportionales Direktanpassungsproblem und sei B
die zugehorige biproportionale Direktanpassung gemdf3 Abschnitt [I.2] (siehe S. [I3). Weiter
sei (A", c",r™)) eine Folge von biproportionalen Anpassungsproblemen, die gegen (A, c,r)
konvergiert. Auflerdem gelte A" = A und 'l = rl} fiir alle n € N. Dann gelten die folgenden beiden
Aussagen:

(i) Fiir hinreichend grofe n € N hat das biproportionale Anpassungsproblem (A", c",r™) eine
g prop. passungsp

biproportionale Direktanpassung B".
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(ii) Die Folge (B'") der biproportionalen Direktanpassungen konvergiert gegen B,

lim B" = B. (4.4.3)

n—oo

Beweis. Der Beweis erfolgt in sechs Schritten. Schritt[l] zeigt Aussage (). In Schritt[[I] definieren
wir eine Bifunktion F. Schritt[lTl] zeigt, dass diese Bifunktion konvex ist, und Schritt[[V]zeigt, dass
0 € int(dom F') gilt. Diese beiden Eigenschaften ermdglichen die Anwendung von Satz |4.4.2in
Schritt[V] Schritt[VI] zeigt schlieBlich Aussage (if). Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit nehmen
wir fiir diesen Beweis an, dass die Matrizen A und A", n € N, zusammenhingend sind. Die
Kurzschreibweise RSPP(4) bezeichnet im Folgenden den Untervektorraum der von A dominierten
Matrizen,

L

IL.

RSUPP(A) .~ {S e RF¥¢ | supp (S) C supp (A)} = {S € RkX¢ | S < A} . (4.4.4)

Da (A, ¢, r) ein biproportionales Direktanpassungsproblem ist, gelten nach Satz
(siehe S.[33) die Gleichung ¢4 = ry sowie die strikten Flussungleichungen

VIC{L... .k} I#0: rp<cpp. 4.4.5)

Nachdem auferdem die Folge (c*) gegen ¢ konvergiert und die Folge (r'*) gegen r konvergiert,
folgen daraus fiir hinreichend grofe n € IN die Ungleichungen

VIC{l.. k}120: M <c (4.4.6)

n — .n
Ja(l) = Uan(y
Die Gleichheit gilt, da nach Voraussetzung A" = A fiir alle n € N gilt. Weil nach Voraus-
setzung auBerdem ¢ = r" fiir alle n € N gilt, folgt mit Satz (siche S.[33)) und
Satz[233|({ (siehe S.[34) fiir hinreichend groBe n € N die Existenz der biproportionalen
Direktanpassung B" von A" an ¢" und r”. Damit ist Aussage () gezeigt.

Seiu = (AA, Ac, Ar) € RUWPP(AI+C+(k=1) Weiter sei die Bifunktion F von RSUPP(A)+{+(k=1)
nach RF*¢ definiert gemif

I(x|A + AA) + 6(x|€ falls A+ AA > Ound x > 0,
(Fur) o= {<x| +AA) + 8(x€xc,ar) falls A+ und x S
(o) sonst,
wobei
0 fall Erc Ars
5(X|8A0,Ar)3:{ A X E Cac,ar (4.4.8)
oo sonst,

und
o kXt |\ oy — .
EAc.Ar = {xe]RZO |Vz e{l,....,k—=1}: xjy =r; +Ar;

und Vj € {1,....0} 1 xyj = cj +Acj}. (4.4.9)
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111

Iv.

Nach Satz[ZT2) @) (siehe S.[23) ist die I-Divergenz auf ihrem gesamten Definitionsbereich
konvex. Folglich ist I(x|A + AA) als Funktion von u = (AA, Ac, Ar) und x konvex.

Seien 10, u! € RSUPP(A)+E+(k=1) ypg 0, x1 e R¥*C sowie a € (0;1) beliebig. AuBerdem sei
u® = (1 - a)u® + au' und x® := (1 — @)x% + ax!. Falls x° ¢ Epco ap0 Oder xl¢ Epct Ar!
gilt, folgt

S(x|Epca pre) < 00 = (1= @)0(x°|E 5 po pap0) + @O(x|E et pp1)- (4.4.10)
Falls x¥ € Epc0 A0 und xle Epct apt gilt, folgt
: . y 0 1
Vie{l,...,k—=1}: x¥ =(-a)x; +ax;,
=1 -a)r; + Ar?) +a(r; + Ar?)
=ri + AP, (4.4.11)

In analoger Weise folgt
Vie{l.. b x% =cj+Act. (4.4.12)
Also gilt x¥ € Epca ppe und damit auch
S(xEpca pre) = 0= (1= @)8(x°1€ 500 pp0) + @S(x [Epe1 pp1). (4.4.13)

Folglich ist 6(x|Ea¢,Ar) als Funktion von u = (AA, Ac, Ar) und x konvex.

Somit ist die Funktion (u, x) — (Fu)(x) als Summe konvexer Funktionen konvex und F ist
eine konvexe Bifunktion.

Sei m die minimale Differenz der strikten Flussungleichungen @4.3),
m:=min {cy, = rr |1 €{L,....k},1#0}>0. (4.4.14)
Weiter sei u = (AA, Ac, Ar) ein beliebiges Element der Menge

~ aijj supp(A) m m 1¢
U:= ( - min —_— 00) [ ]
(i,j)esupp(A) 2

T 4kC Bke
m m k-1
X | — ; . 4.4.15
[ 4(k—1)k’4(k—l)k] ( )
AuBerdem sei
k-1
Ary = Acy — Z Ar;. (4.4.16)

i=1

Daraus folgt A + AA > 0 und supp (A + AA) = supp (A) sowie

k—1
m m m
Aril < |Acel+ Y |AF| <t —+(k=1) ——— = —. 4.4.17
Argl < [Ac] + Y7 1Ari] < € 2+ ( ) 3E=TE " 2% (4.4.17)

i=1
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VL

Somit gilt Ar; < m/(2k) fiir alle Zeilen i € {1,...,k} und Ac; < m/(2¢) fiir alle Spalten
j €{1,...,¢}. Daraus folgt

m m
Vlg{l,...,k},li(bz ArI_ACJA(I)S(k_l)'ﬁ"'f'ﬁ
m
:m—ﬂ <cCy ) —TI- (4.4.18)

Dies impliziert
VIC{l,.. kL IT#0: rp+Ar;< Cra(n T Ay (1
= Clasaa(l) T ACT pa ) (4.4.19)
Da nach Wahl von Ary auBerdem ¢y + Acy = ry + Ary gilt, folgt mit Satz 24| (i) (siehe
S. die Existenz einer Matrix x € Exc Ay C R**¢ mit x = A + AA. Fiir diese Matrix x gilt
(Fu)(x) = I(x|A + AA) + 6(x|Eac,Ar) < 0. (4.4.20)

Damit ist der Vektor u = (AA, Ac, Ar) im ei~gentlichen Definitionsbereich dgr Bifunktion F
enthalten. Es gilt also u € dom F. Da u € U beliebig gewéhlt wurde, folgt U € dom F und
damit insbesondere O € int(dom F).

. In den vorangegangenen beiden Schritten wurde gezeigt, dass die Bifunktion F' konvex ist und

dass 0 € int(dom F) gilt. Nach Satzexistiert folglich eine offene, konvexe Umgebung U
von 0 € RSUPP(A)+E+(k=1) auf der die Perturbationsfunktion

(AA,Ac,Ar) =u v inf (Fu)(x)= inf I(x]A+ AA) 4.4.21)
x €RkxL xeé

€CAc,Ar

stetig ist.

Fiir alle n € N wihlen wir

Aa?j = l"J — a; fiir alle Eintrige (i, j) € supp (A), (4.4.22)
Ac]r.‘ = c]'.’ - ¢; fiir alle Spalten j € {1,...,£} und (4.4.23)
Arl i=r] —r; fiir alle Zeileni € {1,...,k - 1}. (4.4.24)

Nach Satz (siche S.[34) ist die Direktanpassung B die 1;-Projektion von A auf &g o
und die Direktanpassungen B sind die I -Projektionen von A™ auf Epen apn. Somit gilt

I(BA) = inf I(x]A)und (B"[A")= _inf I(x|A+AA™). (4.4.25)
0,0

XEEAc",Ar”

Mit der im vorangegangenen Schritt gezeigten Stetigkeit der Perturbationsfunktion folgt die
Gleichung

lim I(B"|A") = lim  inf  I(x|A+AA™)
n—o00

n_“x’xeeAcn’Arn

= inf I(x|A) = I(B|A). (4.4.26)
x€&,0
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Nach Voraussetzung konvergiert b}, = ¢! fiir n — oo gegen c,. Also ist die Folge (B™) in

einer kompakten Teilmenge von [0; 0)¥*¢ enthalten. Sei nun B* := lim,,_c0o B"™ € €0,0
ein beliebiger Hiaufungspunkt dieser Folge. Dann gilt mit der unteren Halbstetigkeit der I-

Divergenz (siche Satz[Z.T.2|(v), S.23) und Gleichung #4:26) die Ungleichung
I(B*|A) = I( lim B™| lim A"™) < liminf I(B""|A"™) = I(B|A). (4.4.27)
m-—-oo m-—-oo m-—-0oo

Da B die I;-Projektion von A auf &g g ist, folgt I(B*|A) = I(B|A) und B* = B. Folglich gilt

lim B" = B. (4.4.28)

n—oo

Damit ist Aussage (i) gezeigt. O

Wie im vorangegangenen Abschnitt stellt sich auch hier die Frage nach der Ubertragbarkeit der
soeben fiir die Limesmatrix im Konvergenzfall gezeigten Ergebnisse auf die Haufungspunkte im
Divergenzfall. Der folgende Satz zeigt, dass dies unter gewissen Regularititsbedingungen moglich
ist.

Satz 4.4.4 (Stetige Abhingigkeit der Haufungspunkte der IPF-Folge von der Ausgangsmatrix
und den Marginalien). Sei (A, c,r) ein biproportionales Anpassungsproblem und seien C* :=
limy—g 24, A(t) und R* :=limy—q 2 4, A(t + 1) die Hiufungspunkte der zugehorigen IPF-Folge
(A(2)). Weiter sei (A", c", r™)) eine Folge von biproportionalen Anpassungsproblemen, die gegen
(A, ¢, r) konvergiert und fiir die A™ = A gilt. Auflerdem bezeichnen C'™* :=lim;—g 2.4, .. A™(t) und
R™* :=1limy—q 2,4, .. A"(t + 1) die Hiufungspunkte der zu dem Anpassungsproblem (A", c",r")
gehorenden IPF-Folgen (A" (t)). Dann gilt: Wenn die Matrizen C™* und R™* dieselbe Zusammen-
hangsstruktur haben wie die Matrizen C* und R*, dann konvergiert die Haufungspunktefolge (C"™*)
gegen C* und die Hdiufungspunktefolge (R™*) gegen R*.

Beweis. Da die Matrizen C™* und R™* dieselbe Zusammenhangsstruktur haben wie die Ma-
trizen C* und R*, existieren gemeinsame Zerlegungen I} W I W --- W I3y = {1,...,k} und
JIWhW-- Wy ={1,...,f} im Sinne von Satz Die resultierenden Blécke C*(/m»Jm),
m=1,...,Mund C"*Um:Im) m =1, .. M, sind gemiB Satzzusammenhéingend. Nach
Satz(siehe S. sind sie somit Direktanpassungen der entsprechenden Blocke von (A4, ¢, ) be-
ziehungsweise von (A", ¢, r™*) bei skalierten Marginalien. Folglich konvergieren nach Satz[&-.4.3| (&)
fiir alle m = 1, ..., M die Zusammenhangskomponenten cr*UmaIm) gegen die Zusammenhangs-
komponente C*(/m-/m) Dementsprechend konvergiert die Haufungspunktefolge (C™*) gegen C*.
Die Konvergenz der Haufungspunktefolge (R™*) gegen R* folgt analog. O

4.5. Kommentare und Referenzen

Satz[ET.T]ist bisher unverdffentlicht, basiert jedoch auf Satz[T.4.2)(siehe S.[I9). Man beachte daher
auch die Kommentare und Referenzen in Abschnitt[T.6] (siche S.[2T). Satz[E.T.1]trifft keine Aussage
dariiber, wie die Zerlegungen [} WL W---Wip ={1,...,k}und Sy W Hhw---wJpr ={1,..., L}
bestimmt werden konnen. Liegt einer der beiden Hiaufungspunkte C* oder R* vor, so kdnnen
wir dessen Zusammenhangskomponenten ermitteln und erhalten somit Zerlegungen I; & I, W
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Wy ={1,..k}und ; Whw---w iy = {l,...,£}. Durch geschicktes Permutieren
der Mengen I, I, . . ., Iy und der Mengen Ji, Js, . . ., Jys erhalten wir daraus die Zerlegungen
Lwh---wiy ={1,... . k}und il - Wiy = {1,..., €} gemiB Satz[d.1.1] Zur Bestimmung
der Hiaufungspunkte C* oder R* ist es jedoch im Allgemeinen erforderlich, das IPF-Verfahren
anzuwenden und die Limesmatrizen lim;—g 2 4, . A(f) und lim;—¢ 24 . A(f + 1) zu ermitteln.
Dabei ist es wichtig und zugleich schwierig, zwischen echten Nulleintrdgen und ,,numerischen
Nulleintrdgen®, also sehr kleinen Werten, in diesen Limesmatrizen zu unterscheiden. Als Alternative
schldgt Aas (2014) einen Algorithmus vor, der es erlaubt, ausgehend von einem Anpassungsproblem
(A, ¢, r) die gemeinsame Zerlegung der Ausgangsmatrix und der Haufungspunkte zu bestimmen,
ohne das IPF-Verfahren anzuwenden. Satz [.1.2] wurde bereits von Reffel (2014, Lemma 9.3)
gezeigt. Eine vergleichbare Aussage wurde in einer fritheren Fassung von Pukelsheim (2014)
gezeigt.

Die in Abschnitt .2 prisentierten Ergebnisse sind bisher unverdffentlicht.

Die Ergebnisse der Abschnitte f.3]und .4 wurden im Wesentlichen bereits in Gietl und Reffel
(2013b) vorgestellt. Abschnitt@] wurde auBerdem vorab in Gietl und Reffel (2013c) veroffentlicht.
Man beachte daher auch die Kommentare zu Gietl und Reffel (2013b) und Gietl und Reffel (2013c) in
Abschnitt[2.7](siche S.[1)). Die Sitze[d.3.2Jund[d.4.4]sind im Gegensatz zu den anderen Ergebnissen
bisher unverdffentlicht, basieren aber ebenfalls auf gemeinsamer Arbeit mit Fabian P. Reffel. Fiir den
Spezialfall biproportionaler Limesanpassungsprobleme (A, ¢, r) mit quadratischer Ausgangsmatrix
A € [0; )k sowie Einheitsmarginalien ¢ = r = (1,...,1) € (0; 00)* wurde die in SatZ
bewiesene stetige Abhingigkeit der biproportionalen Limesanpassung B von der Ausgangsmatrix A
bereits von Sinkhorn (1972, Korollar 3) gezeigt. Sinkhorns Beweis basiert jedoch auf Resultaten
zu doppelt stochastischen Matrizen und deren Permanenten. Aus diesem Grund erscheint eine
Verallgemeinerung dieses Beweises auf beliebige biproportionale Limesanpassungsprobleme
nicht méglich. Fiir Folgen von biproportionalen Direktanpassungsproblemen ((A”, ¢, r™)) mit
positiven Ausgangsmatrizen A" € (0;0)**¢ und c!! = r7, die gegen ein biproportionales
Direktanpassungsproblem (A, ¢, r) mit positiver Ausgangsmatrix A € (0; c0)**¢ konvergieren,
zeigen Balinski und Demange (1989, Korollar zu Theorem 3) die Konvergenz der Limesanpassungen
(B™) gegen die Limesanpassung B. Dieser Fall ist in Satzenthalten. AulBerdem zeigen Balinski
und Demange (1989, Theorem 3), dass bei Verzicht auf die Einschrinkung A € (0; o0)kxt zugunsten
von A € [0; oo)kX€ die Limesanpassungen (B") weiterhin gegen eine Matrix B konvergieren, die
von der Ausgangsmatrix A dominiert wird und die Marginalien ¢ und r erfiillt. Balinski und
Demange lassen jedoch die Frage unbeantwortet, ob es sich bei diesem Grenzwert B um die
Limesanpassung von A an ¢ und r handelt.
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5. Zusammenfassung der Ergebnisse zum
zweidimensionalen IPF-Verfahren

In Teil [[l dieser Dissertation konnte ein umfassender Uberblick iiber das zweidimensionale IPF-
Verfahren und seine asymptotischen Struktureigenschaften gegeben werden. Zu diesem Zweck
wurden in Kapitel [T|das zweidimensionale IPF-Verfahren und die biproportionalen Anpassungs-
probleme eingefiihrt und einige grundlegende Eigenschaften diskutiert. Diese Diskussion erfolgte
nur anhand der Matrizenfolge und der Multiplikatorfolge und ohne Riickgriff auf aufwendigere
Ansitze, wie zum Beispiel den informationstheoretischen Ansatz. In Kapitel 2] wurden die drei in
der einschlédgigen Literatur vorherrschenden Ansitze zur Konvergenzanalyse des zweidimensiona-
len IPF-Verfahrens diskutiert. Als Hinflihrung zum informationstheoretischen Ansatz wurden I-
Divergenzen und, darauf aufbauend, I-Projektionen von Vektoren und von Matrizen eingefiihrt und
ihre wichtigsten Eigenschaften diskutiert. Dort wurde mit der Stetigkeit von I;-Projektionen das
erste neue Resultat dieser Dissertation bewiesen. Anschlieend wurde in kompakter Darstellung die
Grundidee des informationstheoretischen Ansatzes zur Konvergenzanalyse herausgearbeitet und
die wichtigsten Implikationen fiir biproportionale Anpassungsprobleme gezeigt. Als zweites neues
Resultat dieser Dissertation wurde die Aquivalenz des auf dem geometrischen Mittel basierenden
Ansatzes zum informationstheoretischen Ansatz gezeigt. Der informationstheoretische Ansatz
kristallisierte sich damit als der zentrale Ansatz fiir die Untersuchung des IPF-Verfahrens heraus. In
Kapitel 3] wurde mit der Konvergenz der IPF-Teilfolgen im Divergenzfall ein weiteres neues Resultat
dieser Dissertation bewiesen. Darauf aufbauend konnten in Kapitel [] weitere neue Resultate
gezeigt werden, ndmlich die gemeinsame Zerlegung der Hiufungspunkte und der Ausgangsmatrix
des IPF-Verfahrens und die informationstheoretische Charakterisierung der Haufungspunkte. Als
letztes neues Resultat zum zweidimensionalen IPF-Verfahren wurde die stetige Abhingigkeit der
Limesmatrix beziehungsweise der Haufungspunkte von der Ausgangsmatrix und den Marginalien
gezeigt.

Als offenes Problem beziiglich des zweidimensionalen IPF-Verfahrens verbleibt die Frage nach
der Verallgemeinerbarkeit einiger Stetigkeitsaussagen. So stellt sich die Frage, unter welchen
Bedingungen in Satz[{.3.2] (siche S.[59) auf die Forderung nach der Direktheit des biproportionalen
Anpassungsproblems (A4, c, r) verzichtet werden kann. Des Weiteren stellt sich die Frage, ob auf
die in Satz[4.4.3|(siehe S.[60) und in Satz[f.4.4](siehe S.[64) geforderten Regularititsbedingungen
verzichtet werden kann.

In Teil [ll|dieser Dissertation werden die asymptotischen Struktureigenschaften des mehrdimen-
sionalen IPF-Verfahrens untersucht. Wihrend beim zweidimensionalen IPF-Verfahren Matrizen,
also zweidimensionale Tafeln, durch zyklische Skalierung an zwei eindimensionale Marginaltafeln
angepasst werden, passt das mehrdimensionale IPF-Verfahren Tafeln der Dimension d > 2 an
n > 2 eindimensionale oder hoherdimensionale Marginaltafeln an. Ziel der Analyse ist es, mog-
lichst viele der in Teil [ gezeigten Aussagen iiber das zweidimensionale IPF-Verfahren auf das
mehrdimensionale IPF-Verfahren zu iibertragen.



67

Teil Il

Asymptotische Struktureigenschaften des
mehrdimensionalen iterativen proportionalen
Anpassungsverfahrens (IPF-Verfahrens)
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6. Mehrdimensionales IPF-Verfahren

In diesem Kapitel wird das mehrdimensionale iterative proportionale Anpassungsverfahren (IPF-
Verfahren, iterative proportional fitting procedure) vorgestellt. Dazu wird im ersten Abschnitt das
Verfahren beschrieben. Im zweiten Abschnitt wird eine Moglichkeit zur Normierung der Eingabe
und der Ausgabe des Verfahrens gezeigt.

6.1. Definition des Verfahrens und mehrdimensionaler
Anpassungsprobleme

Das in Teil Mluntersuchte zweidimensionale IPF-Verfahren kann zu einem mehrdimensionalen Ver-
fahren verallgemeinert werden. An die Stelle der zweidimensionalen Matrizen S € [0; oo)k Xt treten
dabei Tafeln S € [0; c0)K1%""*ka der Dimension d > 2 mit der Indexmenge Q := ]_[(‘Sl:l {1,...,ks}.
Diese Tafeln verlangen nach einer platzsparenden und von der Wahl der Dimension d unabhéngigen
Notation. Die Menge [0; o0)k1XXkd wird daher im Folgenden mit [O; 00)® bezeichnet. An die
Stelle der Indexpaare (i, j) bei Matrizen treten bei Tafeln S € [0; 00)®? die Indexvektoren w € Q.
Folglich gilt S = (sw)weq. Des Weiteren muss der Begriff des Randes formalisiert werden.
Wihrend die Randsummen einer Matrix nur aus den Zeilensummen und den Spaltensummen
bestehen, verfiigt jede Tafel der Dimension d > 2 iiber eine Vielzahl von Rindern. Jede nichtleere
und echte Teilmenge D € {1,...,d}, D # 0, ist ein Rand der Tafel S € [0; ). Die Menge
Qp = [lsep{l,..., ks} wird als die Indexmenge des Randes D bezeichnet. Zu jedem Rand D
gehort auBerdem der Komplementirrand D’ = {1,...,d} \ D. Dementsprechend kann jeder
Indexvektor w € Q in die beiden Komponenten wP e p und wP) e p zerlegt werden. Um-
gekehrt konnen zwei beliebige Indexvektoren w* € Qp und w** € Qpy stets zu einem Indexvektor
& € Qmit @P) = w* und @P") = w** zusammengefasst werden. Dieser Indexvektor & wird im
Folgenden unter Vernachlissigung der Reihenfolge mit (w*, w**) bezeichnet. Die zum Rand D
der Tafel S gehorenden Randsummen werden in der Randtafel SD) ¢ [0; )20 zusammengefasst.

Die Eintréige sig) dieser Randtafel S(P) sind definiert gemil
D
Vo'eQp: s = 3 s, 6.1.1)
w** EQD/

An die Stelle der eindimensionalen Zeilenmarginalien r € (0; oo)k und der eindimensionalen
Spaltenmarginalien ¢ € (0; 00)! treten Tafeln MP) e (0; )20 der Dimension |D| € {1,...,d—1}.

Das mehrdimensionale IPF-Verfahren benétigt als Eingabe eine nichtnegative Tafel A € [0; 00)2,
wobei Q = TT4_ {1,...,ks} und d > 2 gelten, sowie y > 2 Réinder D; < {1,...,d}, D; # 0,
i = 1,...,n. Fir die zugehtrigen Randtafeln AD = AD) mysg AW ¢ (0; 00)< gelten. Dabei
bezeichnet Q; := Qp, = [sep,;{L.. .., ks} die Indexmenge des Randes D;. AuBerdem benétigt
das mehrdimensionale IPF-Verfahren als Eingabe zu jedem Rand D; eine positive Tafel M @) ¢
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0; OO)Q" . Die Tafel A wird im Folgenden die Ausgangstafel genannt, wihrend die Tafeln M ®,
i =1,...,n,als Marginaltafeln bezeichnet werden.

Zur Initialisierung des IPF-Verfahrens wird A(0) := A gewihlt. Davon ausgehend wird durch
iterative Ausfiihrung der folgenden n Schritte die IPF-Folge (A(t)) berechnet:

Der Schritt s;7 + 1 passt die Randtafel A(l)(sn) an die Marginaltafel M (1) an. Zu diesem Zweck
werden alle Eintrige a,,(sn), die dieselbe Indexkomponente PV besitzen, mit demselben
Multiplikator multipliziert gemifl der Formel

mD

w®P1)

YoeQ: ay(sn+1):= - agp(sn). (6.1.2)

1)
aw(Dl) sn

Der Schritt sp + 2 passt die Randtafel A(z)(sr] + 1) an die Marginaltafel M @ an. Zu diesem
Zweck werden alle Eintrdge a.,(sn + 1), die dieselbe Indexkomponente wP?) besitzen, mit
demselben Multiplikator multipliziert gemifl der Formel

@

wP2)

e

YoeQ: ay(n+2)i=——"—""—
w(Dz)(SU + 1)

-ae(sy + 1). (6.1.3)

Die Schritte si + 3 bis sp + n — 1 erfolgen in analoger Weise.

Der Schritt s5y + 57 passt die Randtafel A’ (sy + 7 — 1) an die Marginaltafel M) an. Zu diesem
Zweck werden alle Eintrige a,,(sn + n — 1), die dieselbe Indexkomponente wPn) besitzen,
mit demselben Multiplikator multipliziert gemif3 der Formel

u)

w(Dn)

YweQ: ap(sn+n):= sap(sm+n—1). (6.1.4)

aiz](),)n)(sn +n-1)

Per Induktion kann man zeigen, dass fiir alle Schritte # > 0 die Ungleichung a,,(¢) > 0 genau
dann gilt, wenn a,, > 0 gilt. Folglich bleiben alle Randsummen beziiglich der Rénder Dy, . .., Dy
stets positiv,

V0 Vi=l...n Vo'eQ: a’l@)>o. 6.1.5)

Das IPF-Verfahren ist somit wohldefiniert. AuBerdem sind alle Tafeln der IPF-Folge maf3theoretisch

dquivalent zur Ausgangstafel,
Vi>0: A=A (6.1.6)

Die in diesem Abschnitt definierte Eingabe (A, MO, .,M(’7)) des IPF-Verfahrens wird im
Folgenden als mehrdimensionales Anpassungsproblem bezeichnet. Das IPF-Verfahren konvergiert,
wenn die IPF-Folge (A(r)) konvergiert.
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Beispiel 6.1.1 (Zweidimensionales IPF-Verfahren als Spezialfall des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens). Sei (A4, ¢, r) ein biproportionales Anpassungsproblem und (A(t)) die zugehorige IPF-
Folge im Sinne von Kapitel E] (siehe S. . Dann ist die Ausgangsmatrix A € [0; oo)kX[ eine
Ausgangstafel A € [0; 00)? der Dimension d = 2 mit der Indexmenge Q = {1,...,k} x{1,...,¢}.
Der Zeilenrand von A ist gleich dem Rand D := {1} und die Zeilensummen von A sind gleich der
Randtafel A1V € (0; 00)t mit der Indexmenge Q) = {1,..., k}. Der Spaltenrand A ist gleich dem
Rand D, := {2} und die Spaltensummen von A sind gleich der Randtafel AD ¢ (0; 00)22 mit der
Indexmenge Qy = {1, ..., }. Weitersei (A, M M, M@ das mehrdimensionale Anpassungsproblem
mit den Réndern Dy und D, sowie den Marginaltafeln M M :=  und M@ := . Dann ist die
vom mehrdimensionalen IPF-Verfahren ausgehend von (A, M M pm ) errechnete Tafelfolge (Z(t))
gleich der vom zweidimensionalen IPF-Verfahren errechneten Matrizenfolge (A(¢)). Somit ist das
zweidimensionale IPF-Verfahren ein niedrigdimensionaler Spezialfall des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens. Fiir diesen Spezialfall gelten d = 2 und = 2 sowie D| = {1} und D, = {2}.

6.2. Normierung mehrdimensionaler Anpassungsprobleme

Wie beim zweidimensionalen IPF-Verfahren ist es auch bei der Analyse des mehrdimensionalen
IPF-Verfahrens héufig von Vorteil, die Ausgangstafel A und die Marginaltafeln M (’), i=1...,n,
ZU normieren,

! und  Vi=1,...,p: M®:= L m® 621

Y (@)
Loeo dow Zw*EQ[ m, s

A

Die ausgehend von dem normierten mehrdimensionalen Anpassungsproblem (Av, MO, M ))
errechnete IPF-Folge (A(r)) entspricht dann einer gliedweisen Normierung der ausgehend von
dem urspriinglichen mehrdimensionalen Anpassungsproblem (A, M W ..M ('7)) errechneten IPF-
Folge (A(?)).

Satz 6.2.1 (Normierung mehrdimensionaler Anpassungsprobleme). Sei (A, M M., M) ein
mehrdimensionales Anpassungsproblem und sei (Z MY, M (’7)) das zugehorige normierte
mehrdimensionale Anpassungsproblem. Weiter sei (A(t)) die ausgehend von (A, M M .., M)
errechnete IPF-Folge und (Z(t)) die ausgehend von (Z, MW, ..., M) errechnete IPF-Folge.
Dann gilt

VseNg Vi=1,...,n: A(sn+i)= ( Z m((f))) . A~(sr] +10). (6.2.2)
w*e;
Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion iiber s € Ny sowie i € {1,...,n} und ist in drei

Schritte gegliedert. In Schritt [I] zeigen wir, dass Gleichung (6.2.2) fiir s = O und i = 1 gilt. In
Schritt [l nehmen wir an, dass Gleichung (6.2.2) fiir ein beliebiges s € Ny und ein beliebiges
i € {1,...,n -1} gilt. Daraus folgern wir die Giiltigkeit von Gleichung (6.2.2) fiir s und i + 1.
In Schritt [T nehmen wir schlieBlich an, dass Gleichung fiir ein beliebiges s € N und
i = n gilt. Daraus folgern wir die Giiltigkeit von Gleichung (6.2.2) fiir s + 1 und i = 1. Damit ist
Gleichung (6.2.2) fiir alle s € N und fiir alle i € {1,...,7} gezeigt.



6. Mehrdimensionales IPF-Verfahren 71

I. Nach Voraussetzung gelten

A:(Zaw)-/? und  Vi=1,...7: M“'):(mejl)ﬂ“). (6.2.3)

we w*e;

Daraus folgt gemif Definition des IPF-Verfahrens fiir alle w € Q die Aussage

1 _(1
m(l(),)l) (Zw*eﬁl mi,z) -m( ()Dl) _
ap(l) = (1) “dy = ~(1) . Z ay |- dew
(D]) (ZO.)EQ aw) (Dl) weQ

il
:( > mSZ)-ﬁw?w:( > ()) (D). (6.2.4)
a

w* e o@D w*eQ)
Damit ist Gleichung (6:22)) fiir s = O und i = 1 gezeigt.

II. Gleichung (6.2.2) gelte fiir ein beliebiges s € Ng und ein beliebigesi € {1,. .., —1}. Daraus
folgt gemif Definition des IPF-Verfahrens fiir alle w € Q die Aussage

(i+1)
w(Di+l)

(Hl) )(ST]+l)
1 - 1
(Zw *eQ M (H )) (ITD,)H) 0
= : . m |- de(sn +1i)
@)Y . ~+1) . @
Zw re; My, ) aw(DM)(sn +i) \w*eQ;

m(H—l)
1 (Dyy1) ~ .
( (l+ )) Mw—+ .aw(sn-'_l)
w*e€Q;i aw(DHl)(STI + l)

ap(sn+i+1)= ~ag(sn +i)

=( > mgjl)).aw(mnﬂ). (6.2.5)

W*€Q; 41
Somit gilt Gleichung (6-2.2) fiir s und i + 1.

III. Gleichung (6:2.2) gelte fiir ein beliebiges s € N und i = . Daraus folgt gemiB Definition
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des IPF-Verfahrens fiir alle w € Q die Aussage

au((s+1n+1)
D

w®P1)

“3D (s + D)
1 (1
(Zm *eQ M ( )) : m( ()D]) o) -
) ). 40 Mgy |- Gol(s + 1)
(Z“) EQI} m ! ) -a (D])((S + 1)’7) w*eQ,,

_(1)
_ (1) M) N |
= Z m,. m—'aw((s‘i' m)
w* e

“aw((s + 1)

a i, ((s+1hn)
:( > mfj)) (s + Dy + 1). (6.2.6)
w* e
Somit gilt Gleichung (6:2.2) fiir s + 1 und i = 1. m

6.3. Kommentare und Referenzen

Die in Abschnitt[p.T|eingefiihrte Notation ermdglicht die formale Diskussion des mehrdimensionalen
IPF-Verfahrens ohne Festlegung der Dimension d der Ausgangstafel. Dies wird erreicht durch
die Verwendung von flexiblen Indexvektoren w € Q = Hd 1{L,...,ks} in Anlehnung an
Gokhale und Kullback (1978alb) und Kullback und Keegel (1984) anstelle von unflexiblen
Indextupeln, wie zum Beispiel (i, j, k, £). Der Begriff ,,Tafel“ wurde von Bishop, Fienberg und
Holland (1975), Agresti (1990) und Christensen (1990) iibernommen. Er ermdéglicht eine klare
Abgrenzung von den in Teil ] diskutierten , Matrizen“. Andere Autoren verwenden stattdessen
den Begriff ,,multidimensional matrices* (Bapat|1982). Wie in Beispiel m gezeigt wurde, ist
das in Teil luntersuchte zweidimensionale IPF-Verfahren ein niedrigdimensionaler Spezialfall
des in Abschnitt [6.1] definierten mehrdimensionalen IPF-Verfahrens, fiir den d = 2 und n =
2 gilt. Dementsprechend sind alle ,,positiven* Aussagen, die in den folgenden Kapiteln iiber
das mehrdimensionale IPF-Verfahren gezeigt werden, Verallgemeinerungen der entsprechenden
Aussagen in Teil[l] ,Negative* Aussagen oder Gegenbeispiele, nach denen bestimmte Eigenschaften
des zweidimensionalen IPF-Verfahrens nicht auf das mehrdimensionale IPF-Verfahren iibertragen
werden konnen, bediirfen dagegen immer der Einschrinkung d > 2 oder np > 2.

Die in Abschnitt[6.2]diskutierte Normierung mehrdimensionaler Anpassungsprobleme ist eine
Verallgemeinerung der in Abschnitt@(siehe S. @[) eingefiihrten Normierung biproportionaler
Anpassungsprobleme. Man beachte daher die Kommentare und Referenzen in Abschnitt[T-6](siche
S.2I).

Im Gegensatz zu Kapitel [T] (siehe S.[I2) wurde in diesem Kapitel keine Unterscheidung zwischen
Limesanpassungen und Direktanpassungen eingefiihrt. Wahrend die Definitionen der Limesan-
passung und der Direktanpassung leicht auf mehrdimensionale Anpassungsprobleme iibertragen
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werden konnten, gestaltet sich die Charakterisierung von mehrdimensionalen Limesanpassungen
und Direktanpassungen schwierig. Dies liegt daran, dass unklar ist, wie der in Definition [[.31]
(siehe S.[T4) eingefiihrte Zusammenhangsbegriff fiir Matrizen auf mehrdimensionale Tafeln
verallgemeinert werden soll. Dementsprechend unklar bleibt auch, wie eine Verallgemeinerung
der in Abschnitt[T.4](siehe S.[I6) beschriebenen Zerlegung biproportionaler Anpassungsprobleme
aussehen konnte.
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7. Konvergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens

In diesem Kapitel werden zwei Ansitze zur Konvergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens diskutiert. Der erste Ansatz basiert erneut auf der Informationsdivergenz (I-Divergenz).
Dementsprechend werden in den ersten beiden Abschnitten die I-Divergenz und die darauf
aufbauenden I-Projektionen auf beliebige Tafeln verallgemeinert. Im dritten Abschnitt wird
die informationstheoretische Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-Verfahrens auf das
mehrdimensionale IPF-Verfahren verallgemeinert. Der vierte Abschnitt zeigt, dass der L;-Ansatz
zur Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-Verfahrens nicht auf das mehrdimensionale
IPF-Verfahren mit n > 2 Marginaltafeln iibertragen werden kann.

7.1. Informationsdivergenz (I-Divergenz)

Die Definition der Informationsdivergenz zwischen Vektoren und zwischen Matrizen (siehe Defini-
tion[2.1.1] S.[23) kann ohne Probleme auf beliebige Tafeln der Dimension d > 2 verallgemeinert
werden.

Definition 7.1.1 (I-Divergenz, vgl. Kullback und Leibler|1951, Abschnitt 2). SeiQ eine Indexmenge
im Sinne von Abschnitt(siehe S. und seien S € [0; 0)2 und T € [0; c0)® beliebig. Dann ist
die Informationsdivergenz (I-Divergenz) von S relativ zu T definiert als

: In3e falls S < T,
I(S|T) = Z E(Sw,tw) — {OZOwEQ.sm>() Sw 1IN T, alls

weQ

(7.1.1)
sonst.

Die in Satz [2.1.2] (siche S.[23) gezeigten Konvexitits- und Stetigkeitseigenschaften gelten in
analoger Weise fiir die I-Divergenz zwischen hoherdimensionalen Tafeln; ebenso die in Satz
(siehe S.[23) gezeigte Pinsker-Ungleichung. Die Aggregationsungleichungen fiir Matrizen (siehe
Satz[2.1.5] S.[24) iibertragen sich wie folgt auf héherdimensionale Tafeln.

Satz 7.1.2 (Aggregationsungleichungen fiir Tafeln). Fiir alle Tafeln S,T € [0;00)? mir Q =
]_[g:l {1,....ks}, d = 2, gelten die folgenden Ungleichungen:

(i) Es gilt die Summenungleichung

I(S'T) ZI(Z sol zw). (7.1.2)

weQ weQ

Im Fall S < T gilt Gleichheit genau dann, wenn sq, [t = (Xoen S6)! Caea te) fiir alle
w € supp (T) gilt. Im Fall S <« T gilt Gleichheit genau dann, wenn Y., cq to = 0 gilt.
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(it) Fiir alle Rinder D € {1,...,d}, D # 0, gilt die Randsummenungleichung
I (s ‘ T) >1 (S(D)‘T(D)). (7.1.3)
Im Fall S < T gilt Gleichheit genau dann, wenn gilt

S(whw™) Lo eQp Sw',a™)

Y(w*, w*™) € supp (T) :

(7.1.4)

Hotw™) D™ eQp Hw' o)
Im Fall S « T gilt Gleichheit genau dann, wenn §P) & 1(D) gilt.

Beweis. (i) Die Summenungleichung (7.1.2) und die dazugehdrige Gleichheitsaussage folgen
unmittelbar aus Satz[2.1.3(siehe S.[24).

(ii) Nach Definition|7.1.1|ist die I-Divergenz I(S|T) gleich der Summe sédmtlicher I-Divergenzen
I((5(w*, )™ e p (tw*,w)w=eqpy ) ©° € Qp. GemiB Aussage (i) konnen die Sum-
manden nach unten jeweils durch I(2 e, cq ) S(w*,w™) | Zw* )y (w*,w)) abgeschitzt
werden. Insgesamt erhalten wir also

sfr)= 3% 3 Bl )

w*eQp Ww*eQp,

> () ey,

w* EQD

(tw0) e ey, )

> A swen| D twwn) =1(SPFP). @)
W €Qp w*eQp W*EQpr
Gleichheit gilt genau dann, wenn in allen Abschitzungen Gleichheit gilt. O

Korollar 7.1.3 (Nichtnegativitit der I-Divergenz zwischen mehrdimensionalen Tafeln). Fiir alle
Tafeln S, T € [0; o) mit iibereinstimmenden Summen Y, cq Sw = Siweq lew ist die I-Divergenz
1(S|T) nach unten durch O beschrdnkt,

1(S|T) > 0. (7.1.6)

Gleichheit gilt genau dann, wenn S =T gilt.

7.2. I-Projektionen

Wie die Definition der I-Divergenz zwischen Vektoren und zwischen Matrizen kénnen auch die
Definitionen der I;-Projektionen und der I,-Projektionen von Vektoren und von Matrizen (siehe
Abschnitt[2.2] S.[27) ohne Probleme auf hoherdimensionale Tafeln iibertragen werden.

Definition 7.2.1 (I; -Projektion, vgl. Csiszar[1975] S. 147). Sei Q eine Indexmenge im Sinne von
Abschnitt (siehe S. . Weiter sei € eine beliebige Teilmenge von [0; )2 und T € [0; 00)
eine beliebige Tafel. Dann heifit S € € eine I;-Projektion von T auf €, wenn gilt

I(S|T) = inf I(S|T) < co. (7.2.1)
Se&
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Definition 7.2.2 (I,-Projektion). Sei Q eine Indexmenge im Sinne von Abschnitt[6.] (siehe S. [68).
Weiter sei S € [0; 00)® eine beliebige Tafel und F eine beliebige Teilmenge von [0; 00)?. Dann
heifit T € F eine I,-Projektion von S auf F, wenn gilt

I(S|T) = inf I(S|T) < co. (7.2.2)
TeF

Die in Abschnitt[2.2](siche S.[27) diskutierten Eigenschaften von I-Projektionen von Vektoren
gelten in analoger Weise fiir I-Projektionen von hoherdimensionalen Tafeln.

7.3. Informationstheoretische Konvergenzanalyse

Wie bereits in Abschnitt2.3|(siche S.[29) wird im Folgenden die I-Divergenz zur Analyse der Konver-
genz des IPF-Verfahrens angewendet. Durch Skalierung passt jeder Schritt des mehrdimensionalen
IPF-Verfahrens die Eintrige der aktuellen Tafel an, um die durch eine Marginaltafel vorgegebenen
Randsummen zu erfiillen. Mithilfe der I-Divergenz wird untersucht, wie sich die angepassten Tafeln
zu allen anderen Kandidatentafeln verhalten, die die Nulleintrage der Ausgangstafel iibernehmen
und die durch die jeweilige Marginaltafel vorgegebenen Randsummen erfiillen.

Firallei = 1,...,n sei daher £; die Menge aller Tafeln, die die durch die Marginaltafel M (@)
vorgegebenen Randsummen erfiillen,

Vi=1....n: & :={Se[000)?| s =m0} (7.3.1)
AuBerdem sei € die Schnittmenge von €1, .. ., &y,
E=¢&Nn---N&, (7.3.2)
Des Weiteren bezeichne Sl.<<A fir alle i = 1,...,n die Menge aller Tafeln in &;, die von der
Ausgangstafel A dominiert werden,
Vi=1,....n: &4 :={Se&|S<A}. (7.3.3)
SchlieBlich sei &< die Schnittmenge von El«A, e, 8,7<A,
et =g in.nesh (7.3.4)
Die so definierten Mengen &1, . . ., &, und & sowie 8]<<A, e €;<A und € <4 sind kompakt und

konvex. AuBerdem ist fiiralle i = 1, .. ., n die IPF-Teilfolge (A(sn +1))s e, in €i<<A C &; enthalten.
Konvergiert das IPF-Verfahren, so ist die Limestafel B* := lim; 0 A(7) in €4 C & enthalten.
Die Bedingung & <4 # 0 ist also notwendig fiir die Konvergenz des IPF-Verfahrens.

Fiir die weiteren Untersuchungen zur Konvergenz des IPF-Verfahrens legen die in Korol-
lar 2.1.4] (siehe S. [24) und Korollar [7.1.3] gezeigten Nichtnegativititseigenschaften sowie der
Satz (siehe S. eine Beschrinkung auf normierte mehrdimensionale Anpassungsprobleme
(A, MO M) nahe. Diese Anpassungsprobleme bestehen aus einer Wahrscheinlichkeits-
tafel A € [0;1]2 mit 3o aw = 1 und 5 > 2 Wahrscheinlichkeitstafeln M @ € (0; 1)% mit

Yrea; M) = 1.
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Lemma 7.3.1 (Randanpassungen, vgl. Cramer 2000, Theoreme 3.4 (i) und 3.8 (i)). Bezeichne
(A, MO, . MDY ein normiertes mehrdimensionales Anpassungsproblem, (A(t)) die zugehorige
IPF-Folge und €1<<A, R 8,7<A die zugehorigen Mengen von Wahrscheinlichkeitstafeln. Dann
gelten fiir alle s € Ng und fiir alle i = 1, . . ., n die folgenden beiden Aussagen:

(i) Fiir alle Tafeln P € Ei«A gilt

I(P|A(sn +i — 1)) = I(P|A(sn +0)) + I(A(snp + i)|A(sn + i — 1)) und (7.3.5)
I(A(sn +i— 1)|P) > I(A(snp + i — 1)|A(sn + i)). (7.3.6)

Gleichheit gilt in Ungleichung (T.3.6) genau dann, wenn P = A(sn + i) gilt.

(ii) Die Randanpassung A(sn + i) ist die I-Projektion und die I,-Projektion von A(sn +i — 1)
auf Ei<<A.

Beweis. (i) Gemal Definition der Menge 8<<A wird die Tafel P von der Ausgangstafel A
dominiert. Die Tafeln A(snp +i — 1) und A(sn + i) sind, wie in Abschmtt- (siehe S. |68 .
gezeigt, mafitheoretisch dquivalent zu A. Folglich gilt P < A(snp +i — 1) = A(sn +i). Daraus
folgt nach Definition des IPF-Verfahrens

. Pw
I(P|A(sp +i-1)) = n—7—m—-—
(PIA(sy +i = 1)) w%:pw PR ESESY

Pw>0
n®
(D)
= In 1 w d
pr a (sn+z) prn

weQ: D )(577 +i-1)
Pw>0 pw>0

(@)
. m
=I(PlAGn +i)+ Y. mO)In %
W e, s +i—1)
SIPIAGn+ )+ Y aw(n +iin et D
B! ap(snp+i-1)
ae(sn+i)>0

=1(P|A(snp + 1)) + I(A(sp + D)|A(sn +i = 1)). (7.3.7)

GemiB der Randsummenungleichung (siche Satz [7.1.2)(i)) und der Definition des IPF-
Verfahrens gilt

I(A(sy +i— DIP) > (AD(sy +i - D|MD)

(i) .
(i) a,.(sm+i—1)
Z (S)]+l 1)1 T

w*

w*eN;
ap(snp+i-1)
ap(sn +i)

Z ap(sn+i—1)In
weQ:

ay(sn+i—-1)>0

=1(A(sn +i — D|A(sn +©)). (7.3.8)
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(ii) Nach Aussage (i) gilt fiir alle P € 8i<<A die Gleichung (7.3.3). Daraus folgt mit der Nichtne-
gativitdt der I-Divergenz (siche Korollar ) fiir alle Tafeln P € 8i<<A die Ungleichung
I(P|A(sn +i—1)) > I(A(sn +i)|A(snp +1 — 1)). Folglich ist A(snp + i) die I;-Projektion
von A(sp +i — 1) auf St.<<A.

Nach Aussage (i) gilt auBerdem fiir alle P € €i<<A die Ungleichung (7.3.6). Folglich ist
A(sm + i) die I-Projektion von A(sn + i — 1) auf 8i<<A. ]

Mithilfe der im vorangegangenen Lemmal[7.3.1] gezeigten Gleichung (7.3:3) wird im Folgenden
bewiesen, dass die Bedingung & <4 # @ nicht nur notwendig sondern auch hinreichend ist fiir die
Konvergenz des IPF-Verfahrens.

Satz 7.3.2 (Konvergenz des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens, vgl. Brown, Chase und Pittenger
1993} Theorem 3.1). Sei (A, M(l), .. .,M(”)) ein normiertes mehrdimensionales Anpassungspro-
blem, (A(r)) die zugehorige IPF-Folge und &< die zugehirige Menge von Wahrscheinlichkeitsta-
feln. Dann gilt:

(i) Die IPF-Folge (A(t)) konvergiert genau dann, wenn die Menge E<A nichileer ist.
Im Konvergenzfall gelten fiir die Limestafel B* := lim; oo A(t) die folgenden vier Aussagen:

(ii) Fiir alle P € £<4 gilt P < B* < A.
(iii) Fiir alle P € &<4 gilt die Gleichung

I(P|A) = I(P|B*) + I(B*|A). (7.3.9)

(iv) Die Limestafel B* ist die I;-Projektion von A auf &<4.
(v) Es gilt B* = A genau dann, wenn eine Matrix P € gxA existiert, fiir die P = A gilt.
8 & 8

Beweis. (i) Sei zunichst die IPF-Folge (A(f)) konvergent und sei B* := lim;_, A(t) ihre
Limestafel. Dann ist B* in &< enthalten.

Sei nun die Menge € <4 = 81<<A N---N 8;<A nichtleer. Aus der in Lemma gezeigten
Gleichung (7:333) folgt

VP € €54 V1 > 0: I(P|A()) = I(P|A(1 + 1)) + I(A(z + D]A(1)). (7.3.10)
Wiederholte Anwendung dieser Aussage liefert

t
VP e E<AVr 2 01 I(P|A) = I(PIAG + 1) + ) I(A(r + D]A(T)). (7.3.11)
7=0

Sei P € &<4 beliebig. Nach Definition der Menge & <4 wird P von der Ausgangstafel A
dominiert und es gilt I(P|A) < oo und somit

(At + 1)]A(r)) — O fiir 1 — oo, (1.3.12)
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(i)

Mit der Pinsker-Ungleichung (siehe Satz[2.1.7] S.[23) folgt

JA(t + 1) — A(®)|l; — O fiir t — oco. (7.3.13)

Da die IPF-Folge (A(7)) in der kompakten Menge [0; 1]** enthalten ist, besitzt sie mindestens
einen Haufungspunkt. Sei B* ein solcher Haufungspunkt. Dann existiert eine Schrittfolge (¢, ),
sodass gilt

A(ty) — B fiirm — oo. (7.3.14)

Mit der Konvergenzaussage (7.3.13) folgen daraus die Aussagen

Aty + 1) > B fiir m — oo,

A(tm +2) — B* firm — oo,

Altm +1 — 1) = B* fiir m — oo, (7.3.15)

Mindestens eine der Schrittfolgen (¢,,), .. ., (t; + 1 — 1) enthélt unendlich viele Vielfache
von 7. Folglich gilt B* € 8,7<A. Analog gelten B* € 81<<A,...,B* € E;i‘? und somit

B* c 8<<A.
Nach Gleichung (7:3:10) gilt damit
Vi >0 I(B*AG) = IB*|AG + 1) + I(A(t + DIA()). (7.3.16)

Somiit ist die Folge (I(B*|A(t))) monoton fallend. Mit der Stetigkeit der I-Divergenz im
zweiten Argument (siehe Satz[2.T.2](), S.[23) folgt

lim I(B*|A(0) = lim_1(B"|A(tm)) = 1(B*|B") = 0. (7.3.17)

Daraus folgt mit der Pinsker-Ungleichung (siehe Satz[2.1.7] S.[23) die Konvergenz der IPF-
Folge (A(t)) gegen B*.

Sei die IPF-Folge (A(t)) konvergent und sei B* := lim;_,co A(f) € <4 ihre Limestafel.
Weiter sei P € & <4 beliebig. Dann gilt gemif Definition der Menge & <4 die Ungleichung
I(P|A(0)) = I(P|A) < oo. Nach Gleichung (7.3:10) ist die Folge (I(P|A(f))) auBerdem monoton
fallend. Mit der Stetigkeit der I-Divergenz im zweiten Argument (siehe Satz[Z.T.2J(¥), S.[23)
folgt daraus

I(PIB") = lim 1(PIA()) < 1(PIA(D)) < co. (73.18)

Dies impliziert die Aussage P < B* < A.
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(iii) Die Aussage P < B* < A erlaubt die Rechnung

*

* * _ Pw * ba)
I(P|B*) + I(B*|A) = Z pwlnE+ Z bwlnZ

weQ: weQ:
Pew>0 b2, >0
b*
= Z pwlnla)—w+ Z pwan—*w+ Z bz)lna—w
WweQ: @ el @ e e
Pw>0 Pw>0 b;,>0
b*
=1(P|A) + Z (b%, = pe) In =2, (7.3.19)
Aw
we:
b >0
Da B* die Limestafel der IPF-Folge (A(z)) ist, gilt
b*
> (b - pw)In =2 = lim (B2, = pey)In S5
we: 4w s we: Gw
b >0 b7,>0
S aw(on +1n)
= Jim D 0 (b= po)n =TT
’ =0 weQ: wlomn
b2, >0
s—1 n-1 .
+i+1
= lim (57, = po)in 2 TEIED 300
§—00
STUEZ0 120 wet: aw (o +1i)
b}, >0

Fiir alle o € Ng und fiir alle i = 0, ..., — 1 ist nach Definition des IPF-Verfahrens der
Term In(ay, (on +i + 1)/a,(on + 1)) liber alle w € Q mit derselben Komponente wPi+1)
konstant. Da die Tafeln B* und P jedoch beide in & <4 C Sffr‘f enthalten sind, gilt

Vo' € Qi1 =Qp,., Z o aomm) = Z oo™ (7.3.21)
(:.)**EQD{ . a)**EQD{ .
Damit gilt
+i+1
VseNg Vi=0...p-1 (bZ—pw)lnM:O. (1.3.22)
ap(on +1i)

Daraus folgt Gleichung (7.3:9).

(iv) Nach Aussage gilt fir alle P € £<4 die Gleichung (73.9). Daraus folgt mit der
Nichtnegativitit der I-Divergenz (siche Korollar[7.1.3) fiir alle P € <A die Ungleichung
I(P|A) > I(B*|A). Folglich ist B* die I;-Projektion von A auf &<4.

(v) Sei die IPF-Folge (A(t)) konvergent und sei B* := lim; c0 A(f) € &< ihr Grenzwert. Gilt
B* = A, so erfiillt B* die Voraussetzungen an P. Existiert eine Tafel P € E<AmitP = A, so
folgt mit Aussage (i) die Aussage P = B* = A. |



7. Konvergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens 81

7.4. L{-Ansatz zur Konvergenzanalyse

Zur Messung des Fortschritts des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens bei der Anpassung an die
Marginaltafeln bietet sich eine Verallgemeinerung des in Abschnitt[2.6] (siehe S.[38) beschriebenen
L-Ansatzes an. Wieder wird auf die Normierung des Anpassungsproblems (A, M M, M)y
verzichtet. Der zugehérige L;-Fehler wird fiir alle Tafeln S € [0; 00)* definiert gemiif

Ui
£8):= " s - M) . (7.4.1)
i=1

Dabei bezeichnet ||S¢) — M|, den L;-Abstand der Randtafel S¢) und der Marginaltafel M ®,
Fiir alle Tafeln S € [0; c0)®? gilt £(S) > 0. Gleichheit gilt genau dann, wenn die Tafel S alle durch
die Marginaltafeln M D i=1....n vorgegebenen Randsummen erfiillt. Die Anpassungsgiite der
IPF-Folge (A(t)) wird mithilfe der L;-Fehlerfolge (f(A(t))) untersucht. Wie das folgende Lemma
zeigt, ist die Lj-Fehlerfolge (f(A(¢))) im Fall = 2 monoton fallend und beschrénkt.

Satz 7.4.1 (Monotonie der L;-Fehlerfolge bei Anpassungsproblemen mit = 2 Marginaltafeln).
Sei (A, M M, pm (2)) ein mehrdimensionales Anpassungsproblem mit zwei Marginaltafeln und (A(t))
die zugehorige IPF-Folge. Dann fillt die L;-Fehlerfolge (f(A(t))) monoton,

Ve>1: f(AQ@®) = f(A@r +1)). (74.2)

Beweis. Seien D und D, die zu M M ynd M@ gehorenden Rinder. Dann wihlen wir
Doy :={1,...,d}\ Dy \ Dy, Dy := D1\ Da, (7.4.3)
Dy :=D; N Dy, Dy := Dy \ Dj. (7.4.4)

Folglich gilt Doy W D11 W Do W Dyy = {1,...,d}. Weiter bezeichnen wir die zu D, D11, D12
und Dy, gehdrenden Indexmengen mit Qqg, Q11, Q12 und Qy>. AuBerdem sei ¢ > 2 ein beliebiger
gerader Schritt. Dann gilt fiir den L{-Fehler f(A(z)) die Aussage

FAO) = AV =MV = 3 3l @ =mD

(w (w',
u)IZEQIZ w!! €Qqy

= Z Z | Z Z a(woo,wn’wlz’wzz)(t)—a(woo’wn,wlz’wzz)(l+l)|. (7.4.5)

wl2€Q]2 a)”EQ]] u)ZZE.sz wOOEQOQ

Da die Tafel A(r + 1) nach Definition des IPF-Verfahrens durch Skalierung entlang des Randes
D = Dy W Dy aus A(t) hervorgeht, hingt das Vorzeichen der Differenz A0, )11 12, m22)(’) -

A(x00, 511, 12, y22)(¢ + 1) nur von o' und w'? ab. Daraus folgt

Z Z | Z Z A0, y11,012,0p22) (1) = Q)00 11 412 (y22)(E + 1)|

wIZEQIZ w”EQ” w226922 a)OOEQ()O
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Z Z Z Z |a(woo’w11’w12,w22)(t) - a(woo,wu’wlz’wzz)(t + 1)|

w126912 a)“E.Q]] w226Q22 w()()GQOO

Z Z | Z Z Q00,11 0012,0522) () = Q00 (11 12 22y (F + l)|

w]ZEQIZ (uzzégzz w“EQ]I a)”OGQoo

Z Z |m8})12’wzz) - aEi))IZ’wﬁ)(t + 1)|

w126912 w226922

||M(2> —AD( + 1)||1 = FA(t +1)). (7.4.6)

v

Somit gilt fiir alle geraden Schritte # > 2 die Ungleichung f(A(z)) > f(A(z + 1)). Fiir alle ungeraden
Schritte ¢ > 1 folgt die Ungleichung in analoger Weise. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass die L -Fehlerfolge fiir mehrdimensionale Anpassungsprobleme
(A, MWD, ..., M) mit 5 = 3 Marginaltafeln im Allgemeinen nicht monoton fallend ist. Der L1 -
Ansatz kann daher nicht auf das mehrdimensionale IPF-Verfahren mit einer beliebigen Anzahl
n > 2 von Marginaltafeln verallgemeinert werden.

Beispiel 7.4.2 (Nichtmonotones Verhalten der L -Fehlerfolge bei Anpassungsproblemen mitn = 3

Marginaltafeln). Sei Q := {1, 2}3 und sei die dreidimensionale Tafel A € [0; oo)Q definiert gemaf
1 fallsw) =wy =w3 =1,

ap =13 falsw) =wy =w3 =2, (7.4.7)

0 sonst.

Weiter seien die Rinder Dy := {1}, Dy := {2} und D3 := {3} gegeben. Die zugehorigen
eindimensionalen Marginaltafeln seien definiert gemifls M M= 9,1), M@ := (5,5) und M® :=
(6,4). Der zu dem Anpassungsproblem (A, M Mm@ O gehorende L -Fehler berechnet sich
dann fiir alle Tafeln S € [0; 00) gemil der Formel

7 =50 MO 5, + 50~ ),
= |s111 + 5112+ 8121 + 5122 — 9| + |Sz11 + 5212 + 85201 + 5222 — ll
+ |S111 + 5112 + 8211 + 5212 = 5| + |S121 + 5122 + 8201 + 5222 - 5|
+ |311| + 8121 + 5211 + 5221 — 6| + |Sl 12+ 5122 + 5212 + 5220 — 4|- (7.4.8)

Aufgrund der Diagonalstruktur der Ausgangstafel A sind die IPF-Teilfolgen (A(3s + 1)), (A(3s +2))
und (A(3s + 3)) konstant. Fiir alle s € N gilt

9 fallsw; =wr)=w3 =1,

awBs+1)=11 fallsw| =w; = w3 =2, (7.4.9)
0 sonst;
5 fallsw) =wy) =w3 =1,

awBs+2)=15 fallsw| =wy =w3 =2, (7.4.10)
0 sonst;
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6 fallsw1=w2=w3=1,
aw(Bs+3) =14 fallsw| =wy = w3 =2, (7.4.11)
0 sonst.

Die Teilfolgen (f(A(3s + 1))), (f(A(3s + 2))) und (f(A(3s + 3))) der L-Fehlerfolge sind dement-
sprechend ebenfalls konstant. Fiir alle s € INq gilt

FAGs+ 1) =19=9+ |1 = 1|+ |95 +]|1 =5|+]9— 6] + |1 —4] = 14, (7.4.12)
FABs+2)=15=9|+|5—1|+|5-5|+]5-5|+|5-6|+|5—4/ = 10und  (7.4.13)
FABs +3)=16=9]+]4—1|+[6 =5 +[4=5]+]6— 6] + |4 — 4] = 8. (7.4.14)

Die L-Fehlerfolge (f(A(t))) springt also zwischen den Werten 14, 10 und 8 und ist somit nicht
monoton fallend.

7.5. Kommentare und Referenzen

Die in den Abschnitten und vorgestellten I-Divergenzen und I-Projektionen von Tafeln
sind Verallgemeinerungen der in Abschnitt2.] (siehe S.[22) und in Abschnitt [2.2] (siche S.
diskutierten I-Divergenzen und I-Projektionen von Matrizen.

Die in Abschnitt [7.3] beschriebene informationstheoretische Konvergenzanalyse des mehrdi-
mensionalen IPF-Verfahrens basiert, wie bereits die informationstheoretische Konvergenzanalyse
des zweidimensionalen IPF-Verfahrens, auf der Arbeit von Csiszar (1975, Theorem 3.2) und
Brown, Chase und Pittenger (1993 Theorem 3.1). In Lemma [7.3.1| kénnte man die Mengen
8i<<A, i=1,...,n,durch &; ersetzen. Allerdings konnten dann in Gleichung beide Seiten
unendlich sein. Satz[7.3.2]konnte ebenfalls angepasst werden. Die in Satz[7.3.2]zusammengefassten
Resultate wurden erstmals von Csiszér (1975) Theorem 3.2) gezeigt. Fiir die Unterschiede zwischen
Csiszérs Beweis und dem Beweis in Abschnitt[7.3] der der Argumentation von Brown, Chase und
Pittenger (1993| Theorem 3.1) folgt, sei auf die Kommentare und Referenzen in Abschnitt
(siehe S. verwiesen. Das Theorem 3.1 von Brown, Chase und Pittenger ist jedoch allge-
meiner als Satz[7.3.2](i), da Brown, Chase und Pittenger nicht nur zyklische Skalierungsfolgen
oc=01,2,...,n-1,n12,...,7—1,7,...) betrachten. Stattdessen erlaubt die von ihnen unter-
suchte Variante des IPF-Verfahrens beliebige Skalierungsfolgen oo C {1, ..., n}. Fiir den Fall, dass
jedes Element der Menge {1,...,7} unendlich oft in der Skalierungsfolge o auftritt und dass
&<A £ gilt, zeigen Brown, Chase und Pittenger die Konvergenz der resultierenden IPF-Folge.
Da der Fokus dieser Dissertation auf dem Divergenzfall £<4 = @ liegt und Simulationen bei
nichtzyklischer Skalierungsfolge im Divergenzfall keinerlei RegelméBigkeit der IPF-Folge erkennen
lassen, wird diese Verallgemeinerung des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens hier nicht néher
behandelt. Im Gegensatz zu den Konvergenzbedingungen des zweidimensionalen IPF-Verfahrens
(siehe Satz[2.3.2)(@, S.[3I) kann fiir die Konvergenzbedingungen des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens (siehe Satz[7.3.2](i)) kein einfacheres Kriterium angegeben werden. Dies liegt daran,
dass kein mehrdimensionales Analogon der Flussungleichungen (siche Abschnitt2.4] S.[33) bekannt
ist. Die in Abschnitt[2.5](siehe S.[35) beschriebene Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-
Verfahrens mithilfe des geometrischen Mittels kann dagegen auf das mehrdimensionale IPF-Verfah-
ren iibertragen werden. Aufgrund der Aquivalenz dieses Ansatzes zum informationstheoretischen
Ansatz wurde hier jedoch auf eine ausfiihrliche Beschreibung dieser Verallgemeinerung verzichtet.
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Die in Abschnittprﬁsentierten Uberlegungen zur Verallgemeinerbarkeit des in Abschnitt[2.6
(siehe S.[38) diskutierten L;-Ansatzes zur Konvergenzanalyse des zweidimensionalen IPF-Verfah-
rens sind bisher unverdffentlicht.
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8. Strukturanalyse der Grenzwerte des
mehrdimensionalen IPF-Verfahrens

Auf die Konvergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens im vorangegangenen Kapitel
folgt in diesem Kapitel die Strukturanalyse der Limestafel. Dazu wird im ersten Abschnitt die
stetige Abhédngigkeit der Limestafel von der Ausgangstafel gezeigt. Der zweite Abschnitt diskutiert
die Verallgemeinerbarkeit der weiteren die Limesmatrix betreffenden Aussagen von Kapitel ]

(siehe S.[50).

8.1. Stetige Abhéngigkeit der Limestafel von der Ausgangstafel

Wie beim zweidimensionalen IPF-Verfahren stellt sich auch beim mehrdimensionalen IPF-Verfahren
die Frage nach der stetigen Abhéngigkeit der Limestafel von der Ausgangstafel. Der folgende Satz
nutzt die Stetigkeit von I} -Projektionen (siehe Satz[2.2.4] S.[28), um diese Abhingigkeit zu zeigen.

Satz 8.1.1 (Stetige Abhiingigkeit der Limestafel von der Ausgangstafel). Sei (A, M1, ... M)
ein mehrdimensionales Anpassungsproblem, fiir das das IPF-Verfahren konvergiert, und sei
B :=lim;_,« A(t) die Limestafel der zugehorigen IPF-Folge (A(t)). Weiter sei (A™) eine Folge von
Tafeln in [0, OO)Q, die gegen A konvergiert. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Fiir hinreichend groPe n € N konvergiert die zum Anpassungsproblem (A", M, ... M)
gehorende IPF-Folge (A" (t)) gegen eine Tafel B™.

(it) Die Folge (B™) der Limestafeln konvergiert gegen die Limestafel B,
lim B" = B. (8.1.1)

n—oo
Beweis. Die Anpassungsprobleme (A, MO, M(”)) und (A", MO, M(”)), n € N, seien
ohne Beschriinkung der Allgemeinheit normiert. AuSerdem seien & sowie & <4 und €<4" n € N,
die zugehorigen Mengen von Wahrscheinlichkeitstafeln.

(i) Nach Voraussetzung ist B die Limestafel der IPF-Folge (A(z)). Dementsprechend ist B in
der Menge &<A enthalten. Fiir hinreichend groBe n € N gilt weiter A < A" und damit
<A ¢ ¢<A" Folglich gilt B € €<A" . Nach Satz (ﬁ]) (siehe S.[78) konvergiert somit
die IPF-Folge (A" (t)). Die Limestafel der IPF-Folge (A" (¢)) bezeichnen wir im Folgenden
mit B".

(i) Nach Satz (siehe S. ist die Limestafel B die I;-Projektion von A auf € <4, Da
die I-Divergenz I(S|A) fiir alle nicht von A dominierten Tafeln S unendlich ist, ist B aulerdem
die I;-Projektion von A auf die Menge E. In analoger Weise sind die Limestafeln B" die I;-
Projektionen von A" auf €. Aus der Stetigkeit der 1} -Projektion auf € (siche Satz[2.2.4] S.
folgt die Konvergenz der Tafelfolge (B™) gegen die Tafel B. O
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8.2. Weitere Struktureigenschaften der Limestafel

Im vorangegangenen Abschnitt wurde die stetige Abhidngigkeit der Limestafel B des mehrdi-
mensionalen IPF-Verfahrens von der Ausgangstafel A untersucht. Genau wie A kdnnen auch die
Marginaltafeln M’ i=1,..., 7, Fehler enthalten. Fiir die Untersuchung der stetigen Abhingigkeit
der Limestafel des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens von den Marginaltafeln ist jedoch kein ziel-
fithrender Ansatz bekannt. Der in Abschnitt[f.4] (siche S.[59) verwendete Ansatz zur Untersuchung
der stetigen Abhéngigkeit der Limesmatrix von der Ausgangsmatrix und den Marginalien basiert
auf den Flussungleichungen. Da fiir die Flussungleichungen kein mehrdimensionales Analogon
bekannt ist, kann dieser Ansatz nicht verallgemeinert werden.

Die in Abschnitt [4.1] (siehe S.[50) beschriebene Analyse der Zusammenhangsstruktur der
Limesmatrix basiert auf dem Zusammenhangsbegriff fiir Matrizen. Eine Verallgemeinerung auf
das mehrdimensionale IPF-Verfahren wiirde einen Zusammenhangsbegriff fiir mehrdimensionale
Tafeln voraussetzen. Wie bereits in Abschnitt@] (siehe S. erwihnt wurde, ist jedoch unklar,
wie die Definition dieses Zusammenhangsbegriffs aussehen sollte.

8.3. Kommentare und Referenzen

Satz [8.1.1] ist eine Verallgemeinerung von Satz [£.3.1] (siehe S. [58). Beide Sitze basieren auf
der in Satz[2.2.4] (siche S.[28) gezeigten Stetigkeit von I;-Projektionen. Man beachte daher die
Kommentare und Referenzen in Abschnitt[2.7] (siche S.[T) und in Abschnitt[d.3](siehe S.[64).
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9. Divergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens

Nachdem in den letzten beiden Kapiteln die Konvergenz des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens
analysiert wurde, wird in diesem Kapitel das asymptotische Verhalten des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens im Divergenzfall untersucht. Diese Untersuchung erfolgt anhand von zwei anschaulichen
2 X 2 x 2-Beispielen. Fiir mehrdimensionale Anpassungsprobleme mit einer positiven 2 X 2 X 2-
Ausgangstafel und drei identischen, doppelt symmetrischen 2 x 2-Marginaltafeln zeigt der erste
Abschnitt, dass die zugehorige IPF-Folge maximal drei Hiufungspunkte hat. Der zweite Abschnitt
zeigt dieselbe Aussage fiir mehrdimensionale Anpassungsprobleme mit einer 2x2 x2-Ausgangstafel
mit maximal drei positiven Eintrdgen und drei eindimensionalen Marginaltafeln.

9.1. Mehrdimensionale Anpassungsprobleme mit positiver 2 x 2 x 2-
Ausgangstafel und identischen, doppelt symmetrischen 2 x 2-
Marginaltafeln

In diesem Kapitel werden, wie bereits in Beispiel [7.4.2] (siehe S.[82), mehrdimensionale Anpas-
sungsprobleme mit 2 x 2 x 2-Ausgangstafeln untersucht. Nach der in Abschnitt[6.1](siehe S.[68)
eingefiihrten Notation gilt somit Q = {1,2} x {1,2} x {1, 2}. Statt S € [0; ) wird jedoch der
Einfachheit halber ab jetzt fiir alle Tafeln die Schreibweise S € [0; c>o)2X2><2 verwendet. Die acht
Eintrdge einer jeden Tafel S € [0; oo)2><2><2 werden mit 5111 bis 507 bezeichnet und angeordnet
gemal der Vorschrift
g= (Sl 1 Si21
$211 8221

S12 “22). ©.1.1)
212 $222
Die Eintréige s;;;x mit gemeinsamem Index i werden als Zeile bezeichnet; die Eintrdge s, jx mit
gemeinsamem Index j als Spalte und die Eintréige s; j; mit gemeinsamem Index k als Lage.
Speziell in diesem Abschnitt werden Anpassungsprobleme (A, M O, M, m (3)) untersucht,
die aus einer beliebigen positiven Ausgangstafel A € (0; 00)2*2X2 ynd drei identischen, doppelt
symmetrischen zweidimensionalen Marginaltafeln MO M@ und M3 bestehen. Die Marginal-
tafeln MV, M@ und M® beziehen sich dabei auf die Rénder Dy := {1,2}, D, := {2,3} und
D3 := {1,3}. Sie sind definiert gemaf

1 _
MD = M@ = O =y = (1 € 2 6) € (0; 00)>%2, 9.1.2)
5= €

2

wobei € € (0; 1/2) gilt. Diese Klasse von mehrdimensionalen Anpassungsproblemen geht auf Asci
und Piccioni (2003)) zuriick.
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Die zugehorige Menge <4 = 81<<A n €2<<A n 83<<A ist gleich der Menge aller Tafeln S €
[0; 00)2¥2X2 fiir die gilt

1
K €E—S €—s S111 —2€ + 5
111 111 111 111 ) (913)

€— 5111 S||1—26+% s]11—26+% 3e-s111— 3 '
Der Eintrag s11; kann dabei frei gew#hlt werden. Jedoch muss die Bedingung S € [0; 00)2X2X2
beriicksichtigt werden. Deshalb gilt

si11 2 0, €e—s111 20, si1—2€+% >0, 3e—si1— % 20. (9.1.4)
Aquivalent gilt
0<s111s s111 < €, 26—%S5111, S111 S3E—%. 9.1.5)

Diese vier Ungleichungen konnen zu einer Ungleichungskette zusammengefasst werden,
max{0,2¢€ — 1/2} < 511 < min{e, 3¢ — 1/2}. (9.1.6)

Fiir € € (0; 1/6) ist die Menge & <4 folglich leer. Fiir € = 1/6 enthilt die Menge & <4 als einziges
Element die Tafel
o 111 1
SZ(] g 6)_ 9.1.7)
g 0

Fiir € € (1/6; 1/2) enthilt die Menge & <4 iiberabziihlbar viele Tafeln.

Bei Anwendung auf das mehrdimensionale Anpassungsproblem (A, M M, M@, M) berechnet
das in Abschnitt (siehe S. definierte IPF-Verfahren ausgehend von A(0) := A die IPF-Folge
(A(#)) durch die iterative Ausfithrung der Schritte

ON—an|

a;jk(3s+1): - a;jk(3s) fiir alle Eintrége (i, j, k), (9.1.8)

ij
a;j+(3s)

mjk
apjx(3s+1)

a;j(3s+2): - a;jx(3s + 1) fiir alle Eintrége (i, j, k) und 9.1.9)

a;jr(3s +3) = m - a;ji(3s + 2) fiir alle Eintrége (i, j, k). (9.1.10)

Fiir die Analyse des IPF-Verfahrens empfiehlt sich folglich die Betrachtung der Operatoren

s
Ty(S) := S*, wobei s}, = s.f" - s;jx fiir alle Eintrége (i, j, k), (9.1.11)
lj+
e
T»(S) := S*, wobei s:.‘jk L s;jk fir alle Eintréige (i, j, k), und 9.1.12)
S+jk
T5(S) = 5%, wobei 7, = & - s, fir alle Eintrige (i, j, k). (9.1.13)
Si+k

Die so definierten Operatoren 77, 7> und 73 sind auf der gesamten Menge [0; oo)2><2><2 wohldefiniert
mit Ausnahme der Rénder, fiir die mindestens eine der jeweiligen Randsummen s+, 54 oder
s;+k den Wert 0 annimmt. Auf diesen Definitionsmengen sind die Operatoren 77, T, und 73 stetig.

Fiir den Fall € € [1/6; 1/2) zeigen Asci und Piccioni (2003) die Konvergenz des IPF-Verfahrens.
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Satz 9.1.1 (Konvergenz der IPF-Folge, vgl. Asci und Piccioni [2003| Proposition 1). Bezeichne
(A, MDD, M@ M3 das oben beschriebene mehrdimensionale Anpassungsproblem und sei € €
[1/6;1/2). Dann konvergiert die zugehorige IPF-Folge (A(t)).

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei die Ausgangstafel A normiert. Gemil der obigen
Diskussion ist die zu dem Anpassungsproblem (A, MO, py@ pB)y gehorende Menge & <4 =
EI<<A n 82<<A n 83<<A nichtleer. Daraus folgt nach Satz (i) (siehe S.|78) die Konvergenz der
IPF-Folge (A(t)). O

Fiir den Fall € € (0; 1/6] zeigen Asci und Piccioni (2003) die Konvergenz der IPF-Teilfolgen
(A(35)), (A(3s + 1)) und (A(3s + 2)).

Satz 9.1.2 (Konvergenz der IPF-Teilfolgen, vgl. Asci und Piccioni 2003 Theorem 2). Be-
zeichne (A, M W, M M (3)) das oben beschriebene mehrdimensionale Anpassungsproblem und
sei € € (0;1/6]. Weiter sei (A(t)) die zugehirige IPF-Folge. Dann sind die IPF-Teilfolgen
(A(3s)), (A(3s + 1)) und (A(3s + 2)) konvergent. Fiir die Hdaufungspunkte B(0) := limg_0 A(35),
B(1) := limg—c0 A(3s + 1) und B(2) := limg— 00 A(3s + 2) gilt

0 € —e+1-V-3€2+2e  —e+V-3€*+2¢€

B(0) = —e+V-3e2+2e —e+1-V-3e+2€ i (2) ’ (9.1.14)
2 2
0 —€e+ *2362+2€ € 76+]7V27352+25

B =\ o1 vzee .| cevam 0 und  (9.1.15)
2 2
0 —e+1-V-32+2¢ | —e+V-3€2+2¢ €

— 2 2
B2) = . e3P | eV 3 0 (9-1.16)

Beweis. Im Fall € = 1/6 konvergiert die IPF-Folge (A(z)) gemil Satz Da die Menge & <4 in
diesem Fall nur ein einziges Element S enthilt, gilt § = lim;_,c, A(¢). AuBerdem gilt S = B(0) =
B(1) = B(2).

Im Fall € € (0; 1/6) nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit an, dass die Ausgangsta-
fel A normiert ist. Der Beweis erfolgt dann in sechs Schritten. In Schritt[[definieren wir eine Funktion
A 1 (0;0)2%2%2 5 (0; 00) und zeigen, dass die resultierende Folge (A(A(1)));en monoton steigend
ist. Daraus folgern wir in Schrittdie Aussagen lim; 0 ag11(t) = 0 und lims— . ap2(t) = 0. In
Schrittdeﬁnieren wir eine Funktion f : [0; 1/2 — €] — [0; 1/2 — €] und beweisen, dass fiir jeden
Haufungspunkt b der Folge (a1 (6s)) auch der Punkt f' (6)(b) ein Haufungspunkt derselben Folge
ist, wobei f ) die sechsfache Hintereinanderausfiihrung der Funktion f bezeichnet. Schritt
zeigt, dass die Folge (/") (b)) gegen den eindeutigen Fixpunkt x* der Funktion f konvergiert.
Das Verhalten der Funktion f in der Néhe von x* wird in Schrittm untersucht. Daraus folgern
wir in Schrittdie Konvergenz der Folge (a»11(6s)) und somit schlieBlich die Konvergenz der
verbleibenden Eintréige der Tafeln der IPF-Teilfolgen.

I. Die Funktion A : (0; c0)®*2*2 — (0; c0) sei definiert gemif

3e-1 1_
A(S) =577, 2 - (S11281215211)2 € - (s12252125221)°%. (9.1.17)
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Fiir alle Wahrscheinlichkeitstafeln P € (0; 1)2%2%2 gilt folglich
_1 1
AT(P) _ (mn )36 2 (mn mip my )2 26_("112 my ma)
A(P) Pli+ Pl1+ P12+ P21+ P12+ P21+ P22+
m € %—E %—E €
Pil+ P12+ P21+ P2+
myg \"(ma \™(mgy "™ (mgp \ T
- (P11+) . (P12+) . (P21+) . (P22+)
= exp(I(M|(pij+)) = 1. (9.1.18)
Analog gilt
A(T>(P))
W = exp(l(M|(p4jx))) = 1 und 9.1.19)
A(T3(P)) _
AP exp(I(M|(pi+x)) = 1. (9.1.20)
Somit ist die Folge (A(A(?)));ew monoton steigend und es gilt
0 < A(A(1)) < A(AQ2)) < A(AB)) < - -. (9.1.21)
AuBerdem gelten die Aquivalenzaussagen
AT(P) =AP) e 1M|(pij+) =0 o  M=(pij+), (9.1.22)
AD(P)=AP) & IMl(pyjx)=0 & M=(p,jz)und 9.1.23)
AT3(P) =AP) & IMIpi+k) =0 o M= (pig) (9.1.24)
Daraus folgt
A(Ti(P))=A(P) & Ty(P)=P, (9.1.25)
A(T(P)=A(P) & Ty(P)=Pund (9.1.26)
A(T3(P) = A(P) & Ts(P)=P. 9.1.27)

II. Wir nehmen an, es existieren eine Konstante y > 0 und eine IPF-Teilfolge (A(z¢)), sodass gilt

VEeN: ajp(te) =y.

(9.1.28)

Des Weiteren nehmen wir an, dass ein Indexvektor (i, j, k) € {1, 2}3 V{(1,1,1),(2,2,2)}
existiert, fiir den eine Teilfolge von (a; j (t¢)) gegen 0 geht. Dann geht auch die entsprechende
Teilfolge von (A(A(t7))) gegen 0. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Ungleichungsket-
te (O-1.21). Somit ist die zweite Annahme falsch und es existiert ein & € (0; ], sodass fiir alle

Indexvektoren (i, j, k) € {1,233\ {(1, 1, 1), (2,2,2)} gilt

VleNN: aijk(tg) > 0.

(9.1.29)
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III.

Folglich ist die IPF-Teilfolge (A(z¢)) in der kompakten Menge [6; 1]7 x [0; 1] enthalten. Sei
(A(ty)) eine konvergente Teilfolge von (A(f¢)) und sei B* := limy_, o, A(7y) ihre Limestafel.
Falls die Folge (77) unendlich viele Vielfache von 3 enthilt, ersetzen wir (A(7¢)) durch
eine gemeinsame Teilfolge von (A(t¢)) und (A(3s)) und wihlen F := T3 o T> o T}. Mit der
Stetigkeit der Funktionen T}, T», T3 und A auf [8; 1]7 x [0; 1] und der Monotonie der Folge
(A(A(2)))sen folgt dann

A(F(B") = AF(lim A(x)) = lim A(F(A(re))) = Jim A(A(re +3)

= flim A(A(1p)) = A(}im A(ty)) = A(BY). (9.1.30)
Also gilt
A(T3 0Tp 0 Ty (BY)) = A(Tp o T1(B")) = A(T1(B")) = A(B"). (9.1.31)

Daraus folgt mit Schritt[|die Aussage T3 o T, o T} (B*) = T o T\ (B*) = T{(B*) = B*. Somit
erfiillt die Tafel B* € [6;1]7 x [0;1] die durch die Marginaltafeln M M, M@ und MG
vorgegebenen Randsummen und ist folglich in der Menge € enthalten. Falls die Folge (1)
dagegen nur endlich viele Vielfache von 3 enthilt, enthélt (7,) unendlich viele Elemente der
Folge (3s + 1) oder unendlich viele Elemente der Folge (35 + 2). In beiden Fillen erfolgt der
Beweis der Aussage B* € & analog zum oben diskutierten Fall. Die Aussage B* € € = £ <4
steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung, da die Menge € = &<4 nach Voraussetzung
leer ist. Also ist auch die erste Annahme falsch und es gilt

tlim aj(t) =0. (9.1.32)

Durch Wiederholung der Schritte[[und [ bei Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhalten wir
auflerdem die Aussage
lim 61222(1‘) =0. (9.1.33)
t—o00

Aus den soeben gezeigten Grenzwerten der Folgen (aj11(¢)) und (ap,(t)) folgt aufgrund der
durch die Marginaltafeln M' O, M@ ynd M3 vorgegebenen Randsummen die Grenzwertaus-
sage

lim a2]2(6s) = lim a]]2(6s + 1) = lim a122(6s + 2)) = lim a121(6s + 3))

§—00 §—00 §—00 §—00

= lim apy1(6s +4)) = lim ar;1(6s +5)) = €. (9.1.34)
§—00 §—00

Als nichstes untersuchen wir die Folge (a»;1(6s)). Dazu definieren wir die Funktion g :
[0;1/2 — €] x (0; 00) — [0;1/2 — €] gemidR

t
X+t

gx1) = (3 - ¢ (9.1.35)

Fiir alle s € Ny gilt folglich

az12(6s + 1) = g(az11(6s), az12(6s)), (9.1.36)
app(6s +2) = g(az p(6s + 1), ay2(6s + 1)), (9.1.37)
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Iv.

aj(6s +3) = g(ay12(6s + 2), ajp(6s + 2)), (9.1.38)
a121(6s + 4) = g(0122(6s + 3), a121(6s + 3)), (9.1.39)
a221(6s + 5) = g(0121(6s + 4), 11221(65 + 4)) und (9.1 .40)
a211(6s + 6) = g(a221(6s + 5), a211(6s + 5)) (9.1.41)

Da die Folge (ay11(6s)) in der kompakten Menge [0; 1/2 — €] enthalten ist, existiert eine
konvergente Teilfolge (ay11(6s¢)) mit dem Grenzwert

b=l 6s7) e [0;1 — €. 9.1.42
Jm azy1(6se) [0:3 -] ( )

Mit der Gleichung (9-1.36), der Stetigkeit der Funktion g sowie der Grenzwertaussage (9-1.34)
folgt daraus

fllﬂgo az12(6sg + 1) = fllﬂgo g(a11(6s¢), az12(6s¢)) = g(b, €). (9.1.43)

Wir definieren daher die Funktion f : [0; 1/2 — €] — [0; 1/2 — €] gemiB

e(1-2e)

=80 = 5005

(9.1.44)

Die h-fache Anwendung der Funktion f bezeichnen wir mit f (1) Auf diese Weise erhalten
wir die Aussagen

Jim ax12(6sp + 1) = f(b), Jim a112(6s¢ +2) = fA(b), (9.1.45)
ymammw+$=f©wx Jim a1 (650 +4) = fHb), (9.1.46)
Jim ax) (650 +5) = FO)(b) und Jim 311657 +6) = FOp). (9.1.47)

Folglich ist f (6)(19) ebenfalls ein Haufungspunkt der Folge (a1 (6s)). Durch Wiederholung
dieser Argumentation erhalten wir schlieBlich die Aussage, dass alle Werte f (6h) (b), h € Ny,
Haufungspunkte der Folge (ap11(6s)) sind.

Als néchstes analysieren wir die Folge (f (6h)(p)). Die Funktion f:[0;1/2—€] —» [0;1/2—¢€]

ist stetig und streng monoton fallend. AuBerdem gilt f(0) = 1/2 — € > 0 sowie f(1/2 —€) =

€(1 —2¢€) < 1/2 — €. Somit hat die Funktion f genau einen Fixpunkt x*. Fiir diesen Fixpunkt

gilt

. —€+V-3e2+2¢ 1
— € ( 55— e) .

= : (9.1.48)
AuBerdem gilt
veelodl—el: @ =(d-e) XX und (9.1.49
3= P = (- Ty )
(1-¢
F@(x) = = <(- 2e)? < 1. (9.1.50)

X+

B—
~—
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VL

Folglich ist die Funktion f OF [0; 1/2—€] — [0; 1/2—¢€] eine Kontraktion mit x* als einzigem
Fixpunkt. Die Folge (f")(b)) konvergiert somit nach dem Banachschen Fixpunktsatz
gegen x*. Da alle Folgenglieder f(Gh)(b) Héufungspunkte der Folge (a11(6s)) sind, ist x*
ebenfalls ein Hiufungspunkt der Folge (a»;1(6s)).

. Wir untersuchen nun die Funktionen f und g(-,¢) in der Nédhe des Punktes x*. Fiir die

Ableitung von f im Punkt x* gilt
e(l1-2¢) 1-2¢ <1
2x*+€)?  1-e+V2e-3€e2 .

Da f stetig differenzierbar und streng monoton fallend ist, existiert ein A > 0, sodass gilt

/() = (9.1.51)

Vo€ (0;A]: x*—6< f(x"+6) < f(x"=6) <x"+6. (9.1.52)
Da auflerdem lim;,¢ g(x, 1) = g(x, €) = f(x) fur alle x € [0; 1/2 — €] gilt, folgt
V6 e (0;A] Jy>0 Vie(e—vy;e+vy):
X —6<g(x*+0,1)<g(x*=6,t)<x"+6. (9.1.53)
Fiir alle ¢ € (0; o) ist die Funktion g(-, t) streng monoton fallend. Somit gilt

Vo€ (0;A] Fy>0 Vxe(x —6;x"+6) Vie(e—y;e+y):
glx,t) e (x* = 6;x* +06). (9.1.54)
Die soeben gezeigte Aussage iiber das Verhalten der Funktion g in der Nihe des Punktes
(x*, €) ermoglicht uns den Beweis der Konvergenz der Folge (ay11(6s)). Sei dazu (az1; (6s}))
eine Teilfolge, die gegen x* konvergiert. Weiter sei ® > 0 beliebig. Dann wihlen wir
6’ := min{A, @}. Daraus folgt
Fy>0 Vxe(x—6;x"+68") Vie(e—y;e+y):
glx,) e (x* =6";x"+6’). (9.1.55)
AnschlieBend wihlen wir ein s” € Ny, sodass gilt
Vs 25" axa(6s),a12(6s + 1), aga(6s +2)),

ai21(6s + 3)), ar1(6s +4)),a211(6s +5)) € (e —y; € +y). (9.1.56)

AuBerdem wihlen wir ein ¢’ € Ny, sodass s7, > s” und a11(6s,) € (x* —6"; x" +§') gelten.
Des Weiteren wihlen wir s’/ := s > s’. Dann gilt

a212(6s” + 1) = g(az11(65”), az2(65”)) € (x* = §";x" + &), (9.1.57)
ar2(6s” +2) = g(ay12(6s” + 1), ay12(6s” +1)) € (x* = 6"; x* +6'), (9.1.58)
a122(65” +3) = g(a112(65” +2),aj2(6s” +2)) € (x* - 6";x" +67), (9.1.59)
a121(65” +4) = g(ayp(65” +3),aj21(6s” +3)) € (x* = 6";x" +67), (9.1.60)

a1(65” +5) = g(a11(6s” +4), ax1(6s” +4)) € (x* = 6";x" + ") und (9.1.61)
a11(6s” +6) = g(ax1(6s” +5),ar11(6s” +5)) € (x* = 6";x" +5'). (9.1.62)
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Daraus folgt induktiv die Aussage
Vs >s": ap(6s) e (x* —¢";x" +6") € (x* - 0;x" +0). (9.1.63)
Zusammenfassend gilt somit
VO >0 3s”"eNg Vs=>s": api(6s) e (x*—0;x" +0). (9.1.64)

Daraus folgt
—€+V-3€2 +2¢

Jim a1 (6) = x* = T (9.1.65)

Mit den Gleichungen (9.1.36) bis (9.1.40) und der Gleichungskette (9.1.34) folgt daraus
Jim az;p(6s +1) = lim g(az11(65), a212(65)) = g(x", €) = x7, (9.1.66)
qli_)ngo ayjp(6s+2) = qli_)ngc g(az12(6s + 1), a112(6s + 1)) = g(x*, €) = x*, (9.1.67)
qli_)ngo ayn(6s +3) = qli_)ngc g(aj12(6s +2),a1p(6s +2)) = g(x*, €) = x*, (9.1.68)

lim ajp1(6s +4) = lim g(aja2(6s +3),a121(6s +3)) = g(x*,€) = x*und  (9.1.69)
§—00 §—00

lim apy1(6s +5) = lim g(aja1(6s +4),ax1(6s +4)) = g(x*, €) = x™. (9.1.70)
§—00 §—00

Aufgrund der durch die Marginaltafeln M M, M@ ynd MO vorgegebenen Randsummen
folgen aulerdem die Aussagen

lim apy1(6s) = %—e—x*, lim ap1(6s+1) = %—e—x*, (9.1.71)
§—00 §—00
lim ajyp(6s +2) = 1 — e - x*, lim ajp(6s +3) =1 -e-x*,  (9.1.72)
§—00 §—00
lim apy1(6s +4) = % —€e—x"und lim ajp1(6s +5) = % —e—x". (9.1.73)
§—00 §—00

Durch Wiederholung der Schritte [T bis[VI bei Vertauschung der Indizes 1 und 2 erhalten
wir schlieBlich die Konvergenzaussagen fiir die verbleibenden Eintrdge der Tafeln der IPF-
Teilfolgen (A(6s)), (A(6s + 1)), (A(6s + 2)), (A(6s + 3)), (A(6s + 4)) und (A(6s + 5)). o

9.2. Mehrdimensionale Anpassungsprobleme mit diinn besetzter
2 x 2 x 2-Ausgangstafel und eindimensionalen Marginaltafeln

In diesem Abschnitt werden mehrdimensionale Anpassungsprobleme untersucht, die aus einer
2 x2x2-Ausgangstafel und eindimensionalen Marginaltafeln bestehen. Diese Anpassungsprobleme
sind nur interessant, wenn drei Marginaltafeln gegeben sind. Sind dagegen beispielsweise nur die zu
den Rindern Dy := {1}, D, := {2} gehorenden Marginaltafeln M M ynd M@ gegeben, so bleiben
alle Verhiltnisse a;;1(¢)/a;j2(t), i, j € {1;2}, iiber alle Schritte ¢ konstant. Das mehrdimensionale
Anpassungsproblem kann dann zu einem biproportionalen Anpassungsproblem mit der 2 X 2-
Ausgangsmatrix (a; ;4 ) reduziert werden.
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Des Weiteren sind die oben genannten mehrdimensionalen Anpassungsprobleme nur dann
interessant, wenn die Ausgangstafel Nulleintrdge enthilt. Ansonsten ist die Konvergenz des IPF-
Verfahrens durch Satz (siehe S. sichergestellt, da die Menge € <4 = ¢ die Tafel
S € [0; 1]2%2*2 enthilt, die definiert ist gemf

O fiir alle Eintriige (i, j, k). 9.2.1)

Sijk = ml. i

Alle 2 x 2 x 2-Ausgangstafeln mit genau zwei positiven Eintrdgen konnen bis auf Symmetrie

zum Fall
_fain O
A‘( 0 0

0 0
9.2.2
0 azzz) ( )

zusammengefasst werden. Diese Ausgangstafeln resultieren gemaf Definition des mehrdimensio-
nalen IPF-Verfahrens in konstanten IPF-Teilfolgen (A(3s)), (A(3s + 1)) und (A(3s + 2)) und sind
daher ebenfalls wenig interessant.

Bei 2 X 2 x 2-Ausgangstafeln mit genau drei positiven Eintrdgen miissen zwei Fille unterschieden
werden. Die Fille, in denen zwei positive Eintrige in zwei Réndern iibereinstimmen, konnen bis
auf Symmetrie zum Fall

A= (01 im0

0 ax

a2 0
0 0) (9.2.3)

zusammengefasst werden. In diesem Fall sind die Zeilenskalierungen iiberfliissig, da Zeilenskalie-
rung und anschlieBende Spaltenskalierung dasselbe Ergebnis liefern wie direkte Spaltenskalierung.
Das nur aus Spaltenanpassungen und Lagenanpassungen bestehende IPF-Verfahren kann auf das
zweidimensionale IPF-Verfahren zuriickgefiihrt werden. Die Fille, in denen alle Paare von positiven
Eintrigen in hochstens einem Rand iibereinstimmen, konnen bis auf Symmetrie zum Fall

a0
A=
( 0 axm

0 a»
0 0) (9.2.4)

zusammengefasst werden.

Fiir den Rest dieses Abschnitts betrachten wir daher ausschlieBlich mehrdimensionale Anpas-
sungsprobleme (A, M M, M@, M) bestehend aus einer Ausgangstafel A € [0; 00)2X2x2 gemil
der obigen Gleichung (9.2.4) sowie eindimensionalen Marginaltafeln M M M@, O e (0; )2
Um die Konvergenz der zugehorigen IPF-Teilfolgen zu zeigen, erweist sich die Betrachtung der
reellen Mobiustransformationen als hilfreich. Diese Mobiustransformationen sind auf R U {co}
definiert, der Einpunktkompaktifizierung der reellen Zahlen. Diese Einpunktkompaktifizierung
ist vergleichbar mit der Erweiterung der komplexen Zahlen C zur Riemannschen Zahlenkugel
C U {co}. Im Gegensatz zur erweiterten reellen Achse R U {—o0; +c0} werden die reellen Zahlen R
bei der Einpunktkompaktifizierung nur um einen einzigen Punkt im Unendlichen erweitert.

Definition 9.2.1 (Reelle Mobiustransformationen, vgl. Beardon [1991] Abschnitt 1.2). Gegeben
seien die reellen Zahlen «, 8,7, 6 € R mit aé — By # 0. Im Fall y = 0 ist die zugehorige reelle
Mobiustransformation f : RU {00} — RU {oo} definiert gemif

yx+6 (9.2.5)
o0

ax+ff _ %x+§eIR falls x € R,
f(x) =
falls x = co.
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Im Fall y # 0 ist die zugehorige reelle Mobiustransformation f : RU {00} — R U {oo} definiert
gemil

ax+p eR\ {%} falls x € R\ {_g}’

yx+o
F(x) =400 falls x = —g, (9.2.6)
% falls x = co.

Die Werte @, B3, y und ¢ heiBlen die Parameter der reellen Mobiustransformation f.

Im Fall y = O stellt die Bedingung @6 — By # O sicher, dass der Nenner yx +§ = ¢ ungleich O ist.
AuBerdem stellt diese Bedingung in beiden Fillen sicher, dass die Funktion x — (ax + §8)/(yx + §)
nicht konstant ist.

Satz 9.2.2 (Bijektivitit, Stetigkeit und Differenzierbarkeit reeller Mobiustransformationen). Seien
a, 3,7, 0 € Rreelle Zahlen mit «d — By # 0. Dann ist die zugehorige reelle Mobiustransformation
f i RU{co} - RU {0} bijektiv und stetig. Im Fall v = 0 ist f aufSerdem differenzierbar auf R
mit der Ableitung f'(x) = a/§ # 0. Im Fall y # 0 ist f differenzierbar auf R\ {-6/y} mit der
Ableitung f'(x) = (a6 — By)/(yx + 6)% # 0.

Beweis. Im Fall y = 0 gilt f(x) = (@/d)x + (B/0) fiir alle x € R, wobei @/é # 0 gilt. Folglich
bildet f die reellen Zahlen R bijektiv und stetig auf sich selbst ab. Fiir alle reellen Folgen (x) mit
limg 00 xg = oo gilt auBerdem

Jim fx) = Jim S+ £ = o = fieo) ©27)

Somit ist f auch im Punkt x = oo stetig.
Im Fall y # 0 gilt fiir alle x € R\ {-6/y} und fiir alle y € R\ {@/y} die Aquivalenzaussage

ax+,8=y S ax+ B =yxy+0oy
yx+0
e (a-yy)x=0y-8
6 —
o =B (9.2.8)
—7y+(¥

Somitist f : RU {oo} — R U {oo} bijektiv. Als Komposition stetiger Funktionen ist f aufierdem
stetig auf R\ {—6/vy}. Fiir alle Folgen (x5) in R\ {=d/y} mit limg_,o x5 = —6/y gilt auBerdem

0 0 —
lim axs + f= -2+ g=_20"BY ., (9.2.9)
§—00 ’y ’y
. Yo .
lim yxs + 6 = —— + ¢ = 0 und somit (9.2.10)
§—00 ’y
¢ + -0
lim f(xg) = lim &8 _ :f(—). 9.2.11)
§—00 s yxg + ) y

Fiir alle Folgen (x4) in R\ {-6/y} mit limg_,c x5 = oo gilt
+
lim f(x) = lim 2558 2@ peo. 9.2.12)
§—00 s yxg + ) y

Somit ist f auch in den Punkten x = —¢/y und x = oo stetig. O



9. Divergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens 97

Der folgende Satz zeigt, dass jede Komposition von reellen Mobiustransformationen wieder eine
reelle Mobiustransformation ist.

Satz 9.2.3 (Komposition reeller Mobiustransformationen, vgl. Needham [1997] Abschnitt 3.V.3).
Seien «a;, Bi, vi,6; € R i = 1,2, reelle Zahlen mit a;5; — B;iy; # 0 und seien f; : RU {0} —
R U {0} die zugehorigen reellen Mobiustransformationen. AufSerdem sei f := fr o f| die
Komposition von f| und f,. Dann ist f die reelle Mobiustransformation mit den Parametern
@ = aray + Boy1, Bi=agBr+ Bl v = arya +y162 und 6 1= Brys + 6162

Beweis. Seien «;, Bi,vi,0; € R, i = 1,2, reelle Zahlen mit «;6; — B;y; # 0 und seien f; :
R U {0} - RU {0} die zugehorigen reellen Mobiustransformationen. AuBerdem sei f :=
f2 o f1 die Komposition von f] und f,. Des Weiteren sei g : RU {oo} — R U {oo} die reelle
Mobiustransformation mit den Parametern « := ajar+ Boyy, B := a2 81+ 6201,y = a1y2+y102
und ¢ := By + 6197. Die reelle Mobiustransformation g ist wohldefiniert, da

a@d = By = (@1az + Boy1)(B1y2 + 6162) — (@281 + Bad1)(a1y2 + ¥162)
= 120162 + B1B2y1y2 — @2B17162 — a1 B2y201
= (@161 — fry1)@262 — Bay2) # 0 gilt. (9.2.13)

Im Folgenden zeigen wir, dass die Funktionen f und g in fast allen Punkten x € R U {oo}
ibereinstimmen. Dazu wihlen wir zunédchst M := R. Falls y; # 0 gilt, entfernen wir den Punkt
—81/y1 € Raus der Menge M. Falls y, # 0 gilt, entfernen wir den Punkt fl’] (=62/y2) € RU {0}
aus der Menge M. Dann gilt fiir alle x € M die Aussage

a1 x+f ﬁ2

F(x) = fofi(x) = 25 %56, _ @ +apB1 + Bry1x + Bro

yzg’:i’;g: +6,  @1y2xX+ B1y2+y102x + 6162

_ (araa + Byy)x + (@aB1 + fady) _ax+ B
(@172 +y102)x + (B1y2 +6162)  yx+6

= g(x). (9.2.14)

Also stimmen die Funktionen f und g in fast allen Punkten x € R U {co} iiberein. Da beide
Funktionen stetig sind, folgt f = g. O

Fiir die Untersuchung des IPF-Verfahrens im Fall mehrdimensionaler Anpassungsprobleme mit
einer Ausgangstafel gemiB Gleichung (9:2.4) und drei eindimensionalen Marginaltafeln erweisen
sich insbesondere diejenigen reellen Mobiustransformationen als hilfreich, deren Parameter neben
ad — By # 0 auch die Bedingungen y # 0 und (o — 6)2 + 4By > 0 erfiillen. Der folgende Satz
zeigt, dass jede Mobiustransformation dieser Art genau zwei Fixpunkte besitzt.

Satz 9.2.4 (Reelle Mobiustransformationen mit zwei Fixpunkten, vgl. Beardon|1991| Abschnitt 1.2).
Seien a, B, 7,6 € R reelle Zahlen mit a6 — By # 0, y # 0 und (a — 6)*> + 4By > 0. Auferdem sei
f :RU{co} - RU {0} die zugehorige reelle Mobiustransformation. Dann gilt:

(i) f hat genau zwei Fixpunkte x1, x> € R, x1 # xp, mit

(@ = 6) £ /(@ — )2 +48y

X2 = 2 und Ffl(x)-f(x)=1 (9.2.15)
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Aufserdem gilt genau eine der folgenden drei Aussagen:
(i) f'(x1) = f'(x2) = —lund f o f =id.

(iii) |f'(x))| < Lund ¥x € RU {oo} \ {x3} : limg oo fO)(x) = x1.
(iv) |f"(x2)] < 1und Vx € RU {oo} \ {x1} : limyyeo f&)(x) = x2.

Beweis. Day # 0 gilt, ist f : RU {c0} — RU {co} definiert gemiB Gleichung (9:2:6). Folglich
gilt
ax+
=x
yx+6

f)=x o xeR\{—g} und

undax+,8=yx2+5x

(@ = 6) £ +f(@ - 6)% +48y
. (9.2.16)

2y

}undOzyx2+(5—a)x—ﬁ

AuBerdem gilt

—&) tJ(@-6)2+4
@9 (20;/ St IBY: % (@ =08) /(@ =62 +4By =26
@+ =Fqy(@-8)%+4By

(a +06)% = (a—6)% +4By
4ad = 4By
& ad-py=0. (9.2.17)

)

Tt ¢

Da nach Voraussetzung ad — By # 0 gilt, folgt

—6) (@62 +4
=(a Sy )+ﬁ7. (9.2.18)

fx)=x & «x

2y
Nach Satz[9:2.2] gilt auBerdem
ad — ad —
P f(x) = by - by .
(o) NaoF 5y (e-oy\a—oF =5y
Y%, — *t9¢ Y%, — *t9¢
_ 4a6 —4py 4a6 — 4By
B 2 2
((a+6)— (@ - 6)? +4ﬁy) ((a+6)+‘/(a—6)2+4ﬁy)
— 2 _ 2
(4ad —4By) _ (4ad —4pBy) -1 9.2.19)

- ((a + 6)% = (@ - 8)2 - 48y)? N (4ad - 4,8)/)2
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Damit ist Aussage (i) gezeigt.
Wir wihlen nun g : RU {oo} —» RU {co} gemiB

XL e R\ {1} fallsx € R\ {x;},

X—X2

g(x) =400 falls x = x», (9.2.20)
1 falls x = oo.

Somit ist g eine reelle Mobiustransformation. Fiir die Umkehrabbildung g~! : RU{oo} — RU {0}
gilt
L e R\ {x2} fallsx € R\ {1},
g () =40 falls x = 1, 9.2.21)

X2 falls x = oo.

Somit ist die Umkehrabbildung g~ ! ebenfalls eine reelle Mobiustransformation. Nach Satz ist
auch die Komposition / := g o f o g~ ! eine reelle Mbiustransformation. Fiir & gilt

h(0) = g(f(g7'(0)) = g(f(x1)) = g(x1) = O und (9.2.22)
h(c0) = g(f(g7 () = g(f(x2)) = g(x2) = 0. (9.2.23)
Folglich existiert ein @ € R\ {0}, sodass gilt

ixeR falls x € R
h(x) = {‘”e s el (9.2.24)

00 falls x = co.
AuBerdem gilt nach der Kettenregel und der Umkehrregel die Gleichungskette
@=h0) =g (g™ O (7' O)(g7)(0) = g'(x) f'(x1)(71)(0) = f(xp). (9:2.25)
Fiir den Rest des Beweises unterscheiden wir vier Fille.

I Im Fall & = 1 gilt f/(x;) = f’(x2) = 1 und h = id. Daraus folgt f = g~' o h o g = id. Dies
ist jedoch nicht moglich, da nach Voraussetzung y # 0 gilt. Folglich kann dieser Fall nicht
eintreten.

L. Im Fall @ = —1 gilt f(x1) = f'(x2) = —1 und 4% = id. Daraus folgt f2 = g~! o h2 0 g = id.
M. Im Fall || < 1 gilt [f’(x1)| < 1 und
VxeRU{eob\ {xgh s Jim £ = Jim 7" (1(e(x))
e (Yli_)ngo & -g(x)) — o 0)=x,. (9.2.26)
IV. Im Fall || > 1 gilt | f’(x5)] < 1 und
VxeRU{eob\ {ri}: Jim £ = lim g7 (1)(g(x)))

=& (slinéo @ 'g(x)) =g (c0) = x3. (9227)
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Damit ist gezeigt, dass genau eine der drei Aussagen (i), (i) oder (V) gilt. m
Der soeben gezeigte Satz[0.2.4 ermdglicht den Beweis des folgenden Satzes.

Satz 9.2.5 (Konvergenz der IPF-Teilfolgen). Sei (A, M(l), M M (3)) ein mehrdimensionales
Anpassungsproblem bestehend aus einer Ausgangstafel

aip 0
A=
( 0 axm

8 alozz) € [0 00) 222 (9.2.28)

und eindimensionalen Marginaltafeln MWD, M G e (0; 00)2. Auferdem sei (A(t)) die zugehd-
rige IPF-Folge. Dann sind die IPF-Teilfolgen (A(3s)), (A(3s + 1)) und (A(3s + 2)) konvergent.

Beweis. Der Beweis erfolgt in vier Schritten. In Schrittmzeigen wir, dass der Eintrag aj1(1) durch
eine Funktion vom Typ x — (ax + 8)/(yx + ¢) auf den Eintrag a;(4) abgebildet wird. Deren
Parameter «, 8, y und ¢ hingen nur von den Marginaltafeln M (1)’ M@ und M3 ab. Schritt
zeigt, dass es sich bei dieser Abbildung um eine reelle Mobiustransformation handelt, die die
Voraussetzungen von Satz[9.2.4]erfiillt. AnschlieBend zeigen wir in Schritt[[TI] dass nur einer der
beiden Fixpunkte dieser Mobiustransformation als Wert fiir die Eintridge aj11(3s + 1), s € Ny,
infrage kommt. In Schrittzeigen wir schliellich, dass die Folge (aj11(3s + 1)) gegen diesen
Fixpunkt konvergiert.

I. Das Anpassungsproblem (A, M W, M pm (3)) sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
normiert. Folglich existieren Parameter p, o, 7 € (0; 1), sodass gilt

u - (] fp), M@ - (1 ;‘T) M = (1 T ) (9.2.29)

Nach Definition des IPF-Verfahrens existiert auerdem ein x € (0; p), sodass gilt

(9.2.30)

A(l):(g 0 ‘0 —x+p).

—p+1[0 0

Fiir die nichsten Tafeln der IPF-Folge gilt dann gemil Definition des IPF-Verfahrens

o+ 1 0 0 Zgxtpo
A(2):( Uo poic | =), (9.2.31)
—x+
(cT—T)x+(—0T+T)
=~ - et 0 _
ag) = @ w00 T g 9.2.32)
(c-Dx+(—po+1)
(poT—pT)x+(-poT+pT) 0 |o Grortpaipropix+(plor—p’o-prip)
A(4) = | (c-D)x+(poT—po—-o7+1) (oc-Dx+(poTt—po—-oT+1)
0 -p+1]0

(9.2.33)

Der Eintrag a;11(1) = x wird also durch die drei darauffolgenden Schritte des IPF-Ver-
fahrens auf a1;1(4) = (oot — p7)x + (—po7+ p7))/((0c = Dx + (poT — po — o1+ 1))
abgebildet.
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II. Um zu zeigen, dass es sich bei dieser Abbildung um eine reelle Mobiustransformation handelt,
die die Voraussetzungen von Satz[0.2. 4 erfiillt, wihlen wir

= poT— pT und B = —poT + pT sowie (9.2.34)
yi=0c-1 und 0= poT—po—oT+1. (9.2.35)

Dann gilt
ad— By =p(1-pod-o)r(l-1)>0, (9.2.36)
y=0-1<0und (9.2.37)

(a - 6)2+4,By p o? +p 2+ 0272 —2p 0'T—2p0' T—2p0"1‘
+8pot—2p0 —2p7 —207T+ 1. (9.2.38)

Um zu beweisen, dass (@ — 5)% + 486 fiir jede Wahl von p, o, 7 € (0; 1) positiv ist, betrachten
wir diesen Term als Funktion von p, o, 7 € [0; 1]. Wir wihlen also

glp,o,71): —p o? +p 2+ o272 —2p O'T—chr T—2p0"1‘
+8pot—2po —2pt —207T+ 1. (9.2.39)

Auf dem Rand des Definitionsbereichs [0; 1] von g gilt folglich

80,0, )=(t-12>0 und g(lo7)=(c-1)>(r-172>0, (9.2.40)
200,7)=(pr—1)%>0 und g(p1,7)=(p- 1)1 —-1)7?>0sowie (9.2.41)
g(p,0,0) = (po — 1)>>0 und glp,o, 1) =(p- )%(c-1)* > 0. (9.2.42)

Somit ist g auf dem Rand von [0; 1]? nichtnegativ. Als niichstes suchen wir alle lokalen Extrema
von g im Inneren von [0; 1]3. Dazu betrachten wir die Ableitung h(p, o, 7) := (8/8p)g(p, &, T).
Fiir diese Ableitung gilt

0
h(p,o,7) = —g(p, o,T) = 2p0’2+2pT2—4pO'T—20'2T—20'T2+80’T—20’—27’. (9.2.43)

Um herauszufinden, welche Werte £ im Inneren von [0; 1]3 annimmt, betrachten wir zuerst
den Rand von [0; 1]3. Dort gilt

h0,0,7) = 2027 = 2072 + 807 — 20 — 21, (9.2.44)
Wl,o,1)= 2 +7)(oc-1)(r-1)<0, (9.2.45)
h(p,0,7) =2(pt—1)T <0, (9.2.46)
hp,1,7)=2(p- D(x - 12 <0, (9.2.47)
h(p,0,0) = 2(po — 1)o < 0 und (9.2.48)

h(p.o, 1) =2(p— 1) - 1)> < 0. (9.2.49)
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I1I.

Die Einschriankung m(o, 7) := h(0, o, 7) der Funktion 4 auf den Rand p = 0 bedarf niherer
Betrachtung. Auf dem Rand ihres Definitionsbereichs [0; 1]? gilt wiederum

m(0,7) =271 <0 und m(1,7) = =2(t — 1)> < 0 sowie (9.2.50)
m(co,0) = 20 <0 und m(e, 1) = =2(c - 1)> < 0. (9.2.51)

Somit ist m auf dem Rand von [0; 1]? nichtnegativ. Als nichstes suchen wir alle lokalen
Extrema der Funktion m im Inneren von [0; 1]. Eine notwendige Voraussetzung hierfiir ist

0= im(o’, T)— im(o-, 7)=2(0c +7—-4)(0o - 7). (9.2.52)
oo ot

Diese Voraussetzung ist in [0; 1] genau dann erfiillt, wenn o= = 7 gilt. In diesem Fall gilt
m(o, 1) = m(o, o) = 4o (o — 1)% (9.2.53)

Folglich sind alle lokalen Extrema der Funktion m im Inneren von [0; 1]? negativ. Da die
Funktion m auch auf dem Rand von [0; 1]? iiberall nichtpositiv ist, gilt auf ihrem gesamten
Definitionsbereich

h(0,0,7) = m(o, 1) < 0. (9.2.54)

Somit ist die Funktion / iiberall auf dem Rand von [0; 1]3 nichtpositiv.

Als niichstes suchen wir alle lokalen Extrema der Funktion / im Inneren von [0; 1]3. Eine
notwendige Voraussetzung hierfiir ist

0= aa_ph(P, 0, 7) =202 + 212 — 4ot = 20 - T)%. ©.2.55)

Diese Voraussetzung ist genau dann erfiillt, wenn o = 7 gilt. In diesem Fall gilt
hp,o,7) = h(p,0,0) = —403 + 802 — 4o = —4o (o - 1)2. (9.2.56)

Somit sind alle lokalen Extrema von A im Inneren von [0;1]3 negativ. Folglich ist die
Funktion & = dg/dp im gesamten Inneren von [0; 1]3 negativ.

Also verfiigt die Funktion g iiber keinerlei lokale Extrema im Inneren von [0; 1]3. Damit ist
(@ =062 +4B6 = g(p,o,7) fiiralle p, o, 7 € (0; 1) positiv.

Sei f: RU {co} - RU {0} die reelle Mobiustransformation mit den in den Gleichun-
gen (9:2.34) und (9:2.35) definierten Parametern @, S, y und 6. Dann gilt

VseNo: ajjiGBs+1)= ). (9.2.57)
Nach Satz[D.24]hat f genau zwei Fixpunkte x1, x, € R. Fiir diese Fixpunkte gilt

(o = 8) + (e — 6)% + 4By (@=06)—+/(@-06)2+4By

und xp =
2y 2y

x1 (9.2.58)
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Iv.

Da nach Schrittdie Ungleichungen 2y = 2(0-— 1) < Ound (@ - 52 +4By >0 gelten, folgt
X1 < xp. Als ndchstes betrachten wir die Terme

a-0=po—-pr+or—-1<p—-pr+o-1=—(p-1)(oc-1)<0und (9.2.59)
4By = —4p(o — 1)1 < 0. (9.2.60)

Folglich gilt x; > 0 und damit 0 < x; < x3. Um zu entscheiden, welche Fixpunkte im
Intervall (0; p) liegen, untersuchen wir die Differenzen

-6-2 -2 +4
(a yp) + /(@ —06)" + ﬁvu

X|1—p= nd (9.2.61)

2y

(@ =6 —=2yp) —J(a —6)> +4By

Xp—p= ) (9.2.62)

2y

Dazu betrachten wir die Differenz
(@=06-2yp)* - (@ - 6> +4By) = 4y(p(yp — @ + 8) - )

=4p(p-1)(o - 1)(r-1)<0. (9.2.63)

Folglich gilt x| — p < O und xo — p > 0 und somit schlieBlich 0 < x| < p < x5.

Nach Satz [0.2.4] gilt genau eine der drei dort genannten Aussagen (i), oder (iv). Um
herauszufinden, welche der drei Aussagen gilt, betrachten wir die beiden Ableitungen f/(x1)
und f’(x;). Nach Satz gilt

fl(xp) = (aj _fgz = ad - Ay) > und (9.2.64)
T ((a'+6)+ ,/(a-5)2+4ﬁ7)
- Aas —
)= o +ﬂ5§2 = @é - A7) - 9.2.65)
((a +6) = J(@—6)% + 4ﬁ7)

Da nach Schrittdie Ungleichungen 6 — By > 0 und (o — 6)% + 48y > 0 gelten, gilt
f'(x1) = f’(x3) genau dann, wenn a + ¢ = 0 gilt. Fiir die Summe @ + ¢ gilt jedoch
a+d6=2p0T—poc—pr—oT+1
= p(l-o)l-7)+(1 - p)o(l-7)
+(1-pl-o)r+1-p)(l-0)l-1)

> 0. (9.2.66)
Somit gilt f’(x1) # f’(x2). Folglich kann Aussage (ii) von Satz nicht gelten. Da nach
Definition des IPF-Verfahrens fiir alle s € N die Aussage f )(x) = ay1;(3s+1) € (0; p) gilt

und nach Schritt[[T| die Ungleichung p < x; gilt, kann Aussage (iv) von Satz[9.2.4]ebenfalls
nicht gelten. Somit muss Aussage gelten. Also gilt

lim ajy;3s+ 1) = lim f®)(x) = x;. (9.2.67)
§—00 §—00
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Aus der Konvergenz der Folge (aj11(3s + 1)) folgt die Konvergenz der Folge (A(3s + 1)) und
damit auch die Konvergenz der Folgen (A(3s + 2)) und (A(35s)). O

9.3. Kommentare und Referenzen

Die in Abschnitt[0.T[vorgestellte Analyse des IPF-Verfahrens bei positiver 2x2x2-Ausgangstafel und
identischen, doppelt symmetrischen 2 x 2-Marginaltafeln geht auf Asci und Piccioni (2003) zuriick.
Die Notation wurde jedoch an die vorangegangenen Kapitel angepasst. Fiir den Beweis von Satz0.1.1]
verweisen Asci und Piccioni auf Lauritzen (1996, Theorem 4.13). Der hier angegebene Beweis basiert
stattdessen auf der in Abschnitt[7.3] vorgestellten informationstheoretischen Konvergenzanalyse.
Der Beweis von Satz[9.1.2) wurde von Asci und Piccioni iibernommen. Dabei hiingt insbesondere
der Beweisschritt[[l] stark von der Struktur der Marginaltafeln ab. Eine Verallgemeinerung ist daher
nicht ohne Weiteres moglich.

Die in Abschnitt [9.2] prisentierten Ergebnisse zum IPF-Verfahren bei diinn besetzter 2 x
2 x 2-Ausgangstafel und eindimensionalen Marginaltafeln sind bisher unveréffentlicht. Die in
Definition[9.2.T] eingefiihrten Mobiustransformationen werden iiblicherweise fiir komplexe Zahlen
definiert und untersucht (vgl. Beardon [1991} Abschnitt 1.2; Needham 1997, Abschnitt 3.1.1).
Dabei werden sowohl die reellen Parameter «, 3, y und ¢ als auch die reelle Variable x durch
komplexe Zahlen ersetzt. Die hier getroffene Einschrinkung auf reelle Zahlen vereinfacht jedoch
die Aussagen und Beweise der Sitze[9.2.21[9.2.3|und[0.2.4] Eine Verallgemeinerung von Satz
auf Ausgangstafeln mit vier oder mehr Eintrdgen erscheint schwierig, da in diesem Fall rationale
Funktionen hoheren Grades an die Stelle der Mobiustransformationen treten. Deren Iteration ist
deutlich schwerer zu handhaben.
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10. Unmoglichkeit der variationellen Charakterisierung
der Limeszyklen des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens

In diesem Kapitel wird die Moglichkeit einer variationellen Charakterisierung der Hiufungspunkte
des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens diskutiert, die vergleichbar ist mit der in Abschnitt[4.2]
eingefiihrten informationstheoretischen Charakterisierung der Haufungspunkte des zweidimensio-
nalen IPF-Verfahrens. Dazu wird im ersten Abschnitt erortert, wie eine derartige Charakterisierung
aussehen kann. Im zweiten Abschnitt werden die geometrischen Eigenschaften der I-Divergenz
auf dem Wahrscheinlichkeitssimplex diskutiert. Darauf aufbauend wird im dritten Abschnitt die
Nichtexistenz der gewiinschten Charakterisierung bewiesen. Im vierten Abschnitt werden weitere
Ansitze zur Divergenzanalyse des mehrdimensionalen IPF-Verfahrens diskutiert.

10.1. Variationelle Charakterisierung der Limeszyklen

In Kapitel |3| (siehe S. wurde fiir alle biproportionalen Anpassungsprobleme (A, c,r) die
Konvergenz der zugehorigen IPF-Teilfolgen (A(2s + 1)) und (A(2s + 2)) bewiesen. Des Weiteren
wurde in Kapitelg] (siehe S. fiir einige spezielle dreidimensionale Anpassungsprobleme
(A, MO M@ MOy die Konvergenz der zugehorigen IPF-Teilfolgen (A(3s + 1)), (A(3s + 2)) und
(A(3s + 3)) gezeigt. Fiir allgemeine mehrdimensionale Anpassungsprobleme (A, M, ..., M)
legen umfangreiche Simulationen ebenfalls die Konvergenz der zugehorigen IPF-Teilfolgen
(A(sp +1i)),i=1,...,n, nahe.

Hypothese 10.1.1 (Konvergenz der IPF-Teilfolgen). Sei (A, MY, ..., MUD) ein mehrdimensio-
nales Anpassungsproblem und sei (A(t)) die zugehorige IPF-Folge. Dann konvergieren die IPF-
Teilfolgen (A(sn +10)), i =1,...,7.

Wenn die IPF-Teilfolgen im Sinne von Hypothese [10.1.1| konvergieren, dann bilden ihre
Grenzwerte einen Zyklus beziiglich der I, -Projektionen auf die zu (A, M(D, ..., M) gehdrenden
Mengen 8i<<A, i =1,...,n. Dies zeigt der folgende Satz.

Satz 10.1.2 (Zykluseigenschaft der Hiufungspunkte). Sei (A, M), ..., M) ein normiertes
mehrdimensionales Anpassungsproblem, (A(t)) die zugehdrige IPF-Folge und 8l.<<A, i=1,...,n,
die zugehorigen Mengen von Wahrscheinlichkeitstafeln. Auf3erdem seien die IPF-Teilfolgen (A(sn +
i),i=1,...,n, konvergent und B*(i) := limg_,co A(sn7 +1i) € 8i<<A, i=1,...,n, ihre Grenzwerte.
Dann ist B*(1) die I;-Projektion von B*(n) auf81<<A. Des Weiteren ist B*(i) fiirallei = 2,...,n
die I;-Projektion von B*(i — 1) auf€i<<A.

Beweis. Fiir alle s € Ny ist die Tafel A(sp + 1) nach Lemma (siehe S.[T7) gleich der
I;-Projektion von A(sn) auf 81<<A. Aufgrund der Stetigkeit der 1;-Projektion auf 81<<A (siehe
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Satz[2:2.4} S.[28) ist folglich der Grenzwert B*(1) = limg—e A(sn + 1) gleich der I;-Projektion
von B*(n) = limg— 00 A(sn) auf 8]<<A. In analoger Weise konnen wir fiir alle i = 2, ..., n zeigen,

dass der Grenzwert B*(i) gleich der I} -Projektion von B*(i — 1) auf 8i<<A ist. |

Aufgrund der soeben gezeigten Zykluseigenschaft liegt es nahe, die zu den Mengen Si«A,
i =1,...,7n, gehdrende Menge von Zyklen zu untersuchen. Seien daher £;,i = 1, .. ., 7, beliebige
nichtleere, konvexe, abgeschlossene Mengen von Wahrscheinlichkeitstafeln. Dann ist die zu den
Mengen &;,i = 1,...,n, gehdrende Menge cyc(Ey, . . ., &;) von Zyklen definiert gemil

cyc(€q, ..., Ep)
p ist I -Projektion von p auf &,
p(z) ist I{-Projektion von p(l) auf &,

=W, pMyeg; x-x &n p® ist 1} -Projektion von p® auf &3, . (10.1.1)

U st 1, -Projektion von p"~1 auf &y

Fiir alle Zyklen (pY,.. ., p™) € cyc(&y, ..., &p) € &1 x -+ X & gilt aufgrund der in Glei-
chung (T0.1.T)) geforderten I -Projektionseigenschaften die Aussage

PV <« pl) « pi17D) « o« pO®) « p@ « pD), (10.1.2)
Daraus folgt
p(l) = [7(2) = ]J(3) =...= p(ﬂ—l) = p(ﬂ). (10.1.3)
Also ist die Existenz eines Tupels (pD,...,p) € & x -+ x &y mit pD = ... = p ejne
notwendige Voraussetzung fiir die Existenz eines Zyklus zu den Mengen &;,i = 1,...,7.

Fiir das zweidimensionale IPF-Verfahren und die zugehorigen Mengen € <4 und R<4 wurde
in Satz[£.23|(siche S.[54) gezeigt, dass gilt

cye (€4 R=A) = argmin  I(C|R). (10.1.4)
CecC<A RecR<A

Folglich bietet es sich an, fiir das mehrdimensionale IPF-Verfahren eine vergleichbare variationelle
Charakterisierung der Zyklen zu suchen, das heif3it eine Funktion @ : i]-(ﬂ - R, sodeis fiir

alle geordneten Familien (&1,. .., ;) von abgeschlossenen, konvexen Teilmengen von J mit
mindestens einem Tupel (p(l), oL piyeg X% &y, das pD == plD) erfiillt, gilt
cyc(€y,..., &) = arg min d)(p(l),...,p(")). (10.1.5)

pWe&,...peeE,

Dabei bezeichnet H die Men ge aller Wahrscheinlichkeitstafeln.
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10.2. Informationsdivergenz auf dem Wahrscheinlichkeitssimplex

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen spielt die kartesische Struktur der Wahrscheinlichkeitstafeln
keine Rolle. Daher empfiehlt es sich, die Wahrscheinlichkeitstafeln als Wahrscheinlichkeitsvektoren
im IR¥ zu betrachten, wobei k > 3 gilt. Dann ist die Menge der Wahrscheinlichkeitstafeln gleich
dem abgeschlossenen Wahrscheinlichkeitssimplex H := {p € [0;00)K | p| +--- + px = 1}. Die
Menge der positiven Wahrscheinlichkeitstafeln ist gleich dem offenen Wahrscheinlichkeitssimplex
H := {p € (0;00)% | p; + - - - + py = 1}. Fiir die Untersuchung der I -Projektionen ist die Funktion
I(-|g) : H — [0; o] bei gegebenem g € H von besonderem Interesse. Fiir den Fall ¢ € K zeigt das
folgende Lemma einige Eigenschaften der Funktion I(-|g) : H - [0; 00).

Lemma 10.2.1 (Strikte Konvexitt, Stetigkeit und Differenzierbarkeit der I-Divergenz im ersten
Argument). Sei g € H. Dann gelten fiir die Funktion 1(-|q) : H — [0; o0) die folgenden vier
Aussagen:

(i) Die Funktion 1(-|q) ist strikt konvex.
(ii) Die Funktion 1(-|q) ist stetig.
(iii) Die Funktion 1(-|q) ist auf H beliebig oft differenzierbar.
(iv) Die Funktion I(-|q) nimmt ihr eindeutiges Minimum im Punkt q an.

Beweis. (i) Da nach Voraussetzung g € H und damit supp(q) = {1,...,k} gilt, folgt aus
Satz (siehe S.[23)) die strikte Konvexitiit der Funktion I(-|g).

(i)) GemiB Definition 2.T.1](siche S.[23) gilt
Vp e T 1pla) = 3 @i a0 (102.1)
i

Da nach Voraussetzung g € H und damit ¢; > O fiir alle i = 1,..., k gilt, folgt fiir alle
Summanden ¢(p;, g;) die Gleichung

N e, 1022
Damit ist @(p;, ;) stetig in p;. Folglich ist I(p|q) stetig in p.
(iii) Gemif Definition [2.1.1] (siche S.[23) gilt
VpeH: liplg) = Zm ln% = Zpi Inp; - Zpi Ing;. (10.2.3)
i i i

Folglich ist I(+|q) auf I beliebig oft differenzierbar.

(iv) GemiB Korollar (siehe S. ist I(p|g) nach unten durch 0 beschrinkt. Das Minimum
wird genau dann angenommen, wenn p = ¢ gilt. O
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Ebenfalls von Interesse ist im folgenden Abschnitt die Einschrinkung der Funktion I(-|¢) auf
eine Strecke durch g € H.

Lemma 10.2.2 (I-Divergenz auf Strecken). Sei g € H und sei h ein Richtungsvektor in H, das
heifit, gelte h € RF \ {0} mit hy + - - - + hg = 0. Dann gilt die Aussage:

(i) Die Gerade q + Rh schneidet das abgeschlossene Wahrscheinlichkeitssimplex K in einer
Strecke,

Jmin <0 Famax >0:  (¢+RA)NH =g+ [@min; @max] b (10.2.4)

Fiir die Funktion a — 1(q + ah|q) gelten die folgenden sechs Aussagen:

(ii) Die Funktion @ — I(q + ah|q) ist strikt konvex auf [@min; ¥max |-
(iii) Die Funktion a v 1(q + ah|q) ist stetig auf [@min; @max |-
(iv) Die Funktion a v~ 1(q + ah|q) ist beliebig oft differenzierbar auf (¢min; ¥max)-
(v) Die Funktion @ — I(q + ah|q) nimmt ihr eindeutiges Minimum im Punkt @ = 0 an.
(vi) Die Funktion a — I(q + ah|q) ist streng monoton fallend auf [@min; 0].
(vii) Die Funktion a +— 1(q + ah|q) ist streng monoton steigend auf [0; @max |-

Beweis. Aussage (i) folgt aus der Konvexitit und der Kompaktheit der Menge H sowie der Wahl
der Vektoren g und h. Die Aussagen (fi) bis () folgen aus Lemma [T0.2.1] Die Aussagen
und folgen aus den Aussagen (i) bis (v). m

Ein interessanter Spezialfall der Funktion I(-|g) : H - [0; o) ist die I-Divergenz I(-| ) relativ
zur Gleichverteilung u := (%, ce %)T e H.

Lemma 10.2.3 (I-Divergenz relativ zur Gleichverteilung). Sei u € H die Gleichverteilung. Dann
gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Die Funktion 1(-|u) nimmt auf dem abgeschlossenen Wahrscheinlichkeitssimplex H nur Werte
von 0 bis In k an, o

VpeH: I(plp) €[0;Ink]. (10.2.5)

Das Maximum In k wird nur in den Eckpunkten e = (1,0,..., 0)T bis k) .= ©,....,o,»DT

von H angenomimen.

(ii) Die Funktion 1(-|u) nimmt auf dem Rand 0 des Wahrscheinlichkeitssimplex nur Werte von
In % bis Ink an,

;Ink|. (10.2.6)

N | |
Vp e dH (p|,u)e[nk_1

—_

Das Minimum In ﬁ wird nur in den Punkten (0, lel e L)T bis (+ e 0"
angenommen.
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Beweis. (i) Fiir die Eckpunkte D, . e gilt
HeWjp) = -+ =1(e®|y) = Ink. (10.2.7)

Fiir alle anderen Punkte p € H\A{eD, ..., ek} folgt aufgrund der strikten Konvexitét der
Funktion I(-|g) (siehe Lemma[10.2.1]{)) die Ungleichung

I(plp) = I(ple(l) R +Pk€(k)|ﬂ)
<pr 1Dy + -+ pp Le® ) = (py + -+ pr)Ink = Ink. (10.2.8)

(ii) Sei p € 0J. Dann gilt ohne Beschriankung der Allgemeinheit p; = 0. Daraus folgt mit der
Aggregationsungleichung fiir Vektoren (siehe Satz[Z.13] S.[24) die Ungleichung

I(p|,u)=1(p1'%) +I(@2,...,pk)‘(%,...,%)) =I((p2,...,pk)‘(%,...,%))

1 1 k-1 k
= (”” +pk|k+ +k) (‘ k ) e (102.9)
Gleichheit gilt genau dann, wenn p; /(1/k) = 1/((k — 1)/k) fur allei = 2, ..., k gilt. Dies ist
genau dann der Fall, wenn p; = lel firallei =2,...,k gilt. O

Das soeben gezeigte Lemma [10.2.3|ist fiir die Diskussion der Funktion I(:|i) von zentraler
Bedeutung. Da I(-| u) auf dem Rand 07 nach unten durch In % beschrénkt ist, nimmt die Funktion
a — I(u + ah|y) bei gegebenem Richtungsvektor 4 im Sinne von Lemma jeden Wert im
Intervall [0; In %] an. Die Interpretation der I-Divergenz I(p|u) als ,,Abstand* des Vektors p zur
Gleichverteilung u erlaubt die Definition von I1-Kugeln und I -Sphéren um p.

Definition 10.2.4 (I;-Kugel und I, -Sphiire, vgl. Csiszdr|1975, S. 146 .). Sei u € H die Gleichver-
teilung und sei p € [0; c0). Dann heift die Menge B(y, p) := {p € H| I(p|p) < p} die I;-Kugel
um p mit Radius p. Die Menge 8(u, p) := {p € H| I(p|n) = p} heibt die I;-Sphdire um p mit
Radius p.

Aus den zuvor diskutierten Eigenschaften der Funktion I(-| ) folgen einige wichtige Eigenschaften
der I;-Kugeln B(y, p).

Lemma 10.2.5 (Abgeschlossenheit, Konvexitit und Lage von I;-Kugeln). Sei u € H die Gleich-
verteilung. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Fiir alle Radien p € |0; o) ist die I;-Kugel B(u, p) abgeschlossen und konvex.

(ii) Fiir alle Radien p € [0;1n %) ist die I1-Kugel B(p, p) eine echte Teilmenge des offenen
Wahrscheinlichkeitssimplex,

Vpe [o;m ) © Bk p) S H. (10.2.10)

k
k-1

Beweis. (i) Aus der Stetigkeit und der Konvexitit der Funktion I(-| ) (siehe Lemma|10.2.1) folgt
die Abgeschlossenheit und die Konvexitit der I;-Kugel B(y, p).
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(i) Sei p € [0;In ﬁ) beliebig. Nach Definition der I;-Kugel gilt B(y, p) C H. Da gemih
Lemma fiir alle p € AH die Ungleichung I(p|u) > In kkj und damit p ¢ B(y, p)
gilt, folgt B(u, p) € H. GemiB Lemma gilt auBerdem I(eV|y) = Ink > In %
Aufgrund der Stetigkeit der Funktion I(:[u) (siche Lemma ) existiert folglich
ein p € X, fiir das I(p|u) > In % und damit p ¢ B(u, p) gilt. Somit gilt schlieBlich
B(w, p) & H. O

Von besonderem Interesse ist im folgenden Abschnitt die Schnittmenge einer beliebigen I -Sphére
8(u, p) mit Radius p € (0;1n %) mit einem beliebigen zweidimensionalen affinen Unterraum A
der affinen Hiille aff () = {x € R¥ | x| +---+x; = 1} des Wahrscheinlichkeitssimplex #, der den
Punkt p enthilt. Sei daher {c(l), c(z)} eine Orthonormalbasis des zugehorigen linearen Unterraums

A — p. Dann kann {c(l), c(z)} zu einer Orthonormalbasis {c(l), .. .,c(k)} des R¥ erweitert werden,
fiir die gilt
1 1 r
® _ \ﬁ \ﬁ 102,11
c ( ARRE k) . (10.2.11)
Dariiber hinaus sei
OO LI _ T
C:= ; e R und Gy i= ; e RE-2xk  (10.2.12)
_ T _ T
Dann gilt
A=p+ReD+Re® = {x € RF | Capx = Cp i} (10.2.13)

Das folgende Lemma zeigt, dass die Schnittmenge A N S(u, p) als geschlossene und stetig
differenzierbare Kurve parametrisiert werden kann.

Lemma 10.2.6 (Schnitt von I;-Sphéren und Ebenen). Sei A ein zweidimensionaler affiner Unter-
raum von aff (), der den Punkt p enthdilt, und sei {cW, ..., ¢®} die zugehdrige Orthonormalbasis
des R sowie C und Cx.j, die zugehorigen Matrizen. Weiter sei S(u, p) eine beliebige I;-Sphdire
um y mit Radius p € (0;1n %) Dann gilt:

(i) Es existiert eine geschlossene, stetig differenzierbare und nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve z : [0;T] — (0; o)k mit

Bildz = AN 8(w p). (10.2.14)

(ii) Fiir die Ableitung 7'(t) der Kurve z : [0;T] = (0; o0)* gilt

-1
Vi e[0;T]: () = |[CTRCIn {z(r)}”2 .CTRCIn{z(1)}. (10.2.15)
Dabei gilt
0 1
-1 0
R:= 0 e Rk, (10.2.16)
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Beweis. (i) Nach Voraussetzung gilt
A= {p +r (cos(a))c(]) + sin(w)c(z)) |r € [0; ), w € [0; 271)} . (10.2.17)

Anstelle der Schnittmenge A N 8(u, p) betrachten wir zunéchst die Schnittmenge A N
B(, Pmax) Mit pmax = In % > p. AuBerdem sei

K = {(r, w) € [0; 00) X [0;27) | u+r (cos(w)c(l) + sin(w)c(z)) € B(u, pmax)} .
(10.2.18)
GemiB der Lemmata[10.2.2]und existiert zu jedem Winkel w € [0; 27) ein Radius
R(w) > 0, sodass gilt

I(p + R() (cos(@)c + sin(w)c(z))‘p) =In =" = pmax. (10.2.19)
Aufgrund von Lemma [T0.2.2] gilt auBerdem
K = U [0; R(w)] X {w}. (10.2.20)
wel0;27)
Sei F : K — [0; pmax] X [0; 27) definiert gemif
Flr.w) = (1 (u +r (cos(w)c(l) + sin(w)c(2))|lu)) . (10221
w

Weiter sei w € [0; 27) beliebig. Dann ist die Funktion Fj (-, w) nach Lemma|10.2.2]stetig und
streng monoton steigend. AuBerdem gilt (0, w) = 0 und F}(R(w), w) = pmax- Folglich ist
die Funktion F bijektiv. Sei daher G : [0; pmax] X [0; 27) — K die Umkehrfunktion von F.

Fiir die Ableitung der Funktion F gilt

o o
Dr(r,w) = (WFIO(” ) 6_wF‘](r’ “')) . (10.2.22)

Somit ist die Funktion F in allen Punkten (r, w) € K mit u + r(cos(w)c(l) + sin(w)c(z)) €
int B(y, pmax) & H stetig differenzierbar. Falls r > 0 gilt, gilt auerdem

2 Fi(r,w) > 0. (10.2.23)

In diesem Fall ist die Matrix D (r, w) invertierbar. Nach dem Satz von der Umkehrabbildung
ist die Funktion G somit in allen Punkten (5, w) € (0; pmax) X [0; 27) stetig differenzierbar.

Als nichstes betrachten wir die Kurve % : [0;27] — (0; o)X, wobei
Z(w) = p+ Gi(p.w) (cos(@)c!) + sin(w)c?) . (10.2.24)

Wegen der Periodizitit der Winkelfunktionen ist die Kurve Z geschlossen. Aufgrund der
obigen Diskussion der Funktionen F und G ist Z aulerdem stetig differenzierbar und es gilt

Bildz = A N 8w p) S (0; ). (10.2.25)
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Die Inklusion A N 8y, p) € (0; o)k folgt mit Lemma [10.2.5|({ii) aus der Voraussetzung
p € (0;1n %) Da «4(Z(0), y, Z2(w)) = w fiir alle w € [0;2r) gilt, folgt 7/(w) # O fiir
alle w € [0;2r]. Folglich kann 7 : [0;27] — (0; oo)k nach Bogenlidnge reparametrisiert
werden und wir erhalten eine geschlossene, stetig differenzierbare und nach Bogenlidnge

parametrisierte Kurve z : [0; 7] — (0; 00)k mit

Bildz = AN 8(w, p). (10.2.26)

(i) Die Abbildung ¢ : (0; c0)¥ — R sei definiert gemiB

(x) = Zl: xiInx; =1(x|p) + (Zl: xi)ln % (10.2.27)
Fiir die Ableitung von ¢ gilt dann
Vx € (0;00)K : Dg(x)=(1+1Inxy,...,1+Inxg). (10.2.28)
AuBlerdem gilt
Ve e [0;T]:  £(z(t)) = £(z(0)). (10.2.29)

Daraus folgt mit der Kettenregel

¥t € [0;T]: 0 =Dyoy(r) = De(z(t)) - D (2)

23 ()
=(I+Inzi(@),.... 1 +Inz@)| © | (10.2.30)
A
Somit gilt
1+1nz(z)
Vee[0;T]: Z/(t) L : ) (10.2.31)
1 +1nzz(t)

Daz(f) € A = u+Re) + Re@ fiir alle 1 € [0;T] gilt, folgt auBerdem
Vie[0;T]:  z'(t) € span{cV, ¢®} und damit (10.2.32)
Vie[0;T] Vi=3,...k: 2(t)LcD. (10.2.33)
Sei R := diag(1, 1,0,...,0) € R**k und sei R* := diag(0,0,1,...,1) € R¥*k Dann gilt
vxeRF: x=CTRCx+CTR*Cx, wobei (10.2.34)
vx e Rk :  CTRCx € span{cV, ¢®} und (10.2.35)
vxeRE: CTR*Cx e span{c®,...,c®)}. (10.2.36)
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Aus den Gleichungen (T0.2.33)) und (10.2.36) folgt die Aussage
1+1Inz (l‘)
Vie[0;T]: Z'(t)LCTRC : . (10.2.37)
1+1In Zk(l‘)

Daraus folgt mit den Gleichungen (10.2.31)) und (10.2.34) schlieBlich

1+1Inz; (I)
vie[0;T]: z'(t) LCTRC : =CTRCIn{z(1)}. (10.2.38)
1 +1nzx(t)
Als niichstes zeigen wir, dass der Vektor CT RC1In{z(f)} stets ungleich 0 ist. Dazu nehmen
wir an, dass ein ¢ € [0; T] existiert, sodass gilt
cTRCIn{z()} =0. (10.2.39)
Dann folgt daraus mit den Gleichungen (10.2.34) und (10.2.36) die Aussage

In{z()} = CTR*CIn{z(t)} € span{c®,...,c")}. (10.2.40)
Daraus folgt wiederum die Existenz eines Vektors A = (13,..., 1x)Y € RK=2 fiir den gilt
In{z(0)} = 13¢¥ + -+ W = L L. (10.2.41)
Folglich gilt
2(t) = exp {CL, A} . (10.2.42)
Zugleich gilt aber
2(t) € A ={x € RF|Cypx = Cyp ). (10.2.43)

Wir definieren die Funktion f : R¥=2 — Rk—2 gemal
fQ2) = Caexp {CT A} . (10.2.44)
Dann folgt aus den Gleichungen (10.2.42) und (10.2.43)) die Aussage
f(/i) = C3.1 exp {Cg?ki}
= C32(t) = Gy pr = Gy exp {C1, A} = £( 1), wobei (10.2.45)
A:=(0,...,0,—VkInk)T € RF2 gilt. (10.2.46)

AuBlerdem ist die Funktion f iiberall stetig differenzierbar und es gilt
VA e RN Dp(A) = Cay diag (exp {CT A}) CL,. (10.2.47)
Da die Jacobi-Matrix Dy (1) fiir alle A € Rk-2 positiv definit ist, ist die Funktion f : RK-2
RK-2 injektiv. Daraus folgt mit Gleichung (T0.2.43) die Aussage A = A und somit schlieBlich
2(t) = exp {CL, A} = exp {CT, A} = . (10.2.48)
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Dies steht im Widerspruch zu

I(z()|u) = p > 0. (10.2.49)
Also gilt _
vt e[0;T]: CTRCIn{z(®)} 0. (10.2.50)
Zusammenfassend gilt also
Vi€ [0;T]:  2() L CTRCIn{z(t)} € span{cV, c®} \ {0}. (10.2.51)

Da nach Gleichung (T0.2.32) auBerdem z’(z) € span{c(!), ¢®} fiir alle ¢ € [0;T] gilt, folgt
die Aussage
Vee[0;T]: Z(H)eR-CTRCIn{z()}. (10.2.52)

Dabei ist die Matrix R € R¥*K gemiiB Gleichung (T0.2.16) definiert. Da die Kurve z :
[0;T] — (0; )k nach Bogenlinge parametrisiert ist, gilt ||z’ (¢)||, = 1 fiir alle t € [0;T].
Das Vorzeichen von z’(z) folgt aus der Umlaufrichtung von z um den Punkt y. Folglich gilt

Gleichung (10.2.13). |

Ebenfalls von Interesse ist die Minimierung der I-Divergenz auf den Tangenten der Kurve
z:[0;T] = (0; )k,
Lemma 10.2.7 (I-Divergenz auf Tangenten von I;-Sphiren). Sei z : [0;T] — (0; o)k die Kurve
aus Lemma und sei t € [0;T] beliebig. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

(i) Die Tangente z(t) + Rz/(t) schneidet das abgeschlossene Wahrscheinlichkeitssimplex K in

einer Strecke,

Jamin <0 Famax >0:  (2(t) + Rz (1)) N H = 2(¢) + [@min: @max] (1), (10.2.53)

(ii) Auf der Strecke z(t) + [@min; @max 1z’ (¢) nimmt die Funktion 1(-|u) ihr Minimum im Punkt z(t)
an,

Ya € [@min; @max] \ {0} 1 1(z() + @z’ (0)|w) > L(z(1)| ). (10.2.54)

Beweis. (i) Die Gerade z(t) + Rz’(¢) erfiillt die Voraussetzungen von Lemma|10.2.2| Somit folgt

Aussage (i) aus Lemma[T0.2:2|(@).

(i) Die Abbildung ¢ : (0; )% — R sei definiert gemiB

13

0(x) = in Inx; = I(x|p)+<z xl-)ln%. (10.2.55)

i
Fiir den Gradienten von ¢ gilt dann
1 +1Inxg
Vx € (0;00)% : Ve(x) = : . (10.2.56)

1 +1Inxg
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Aufgrund der strikten Konvexitit von ¢ folgt daraus
Vy € (0500 \ {20} : () > €(z(0)) + (VE(z(0)), y = 2(1)). (10.2.57)
Daraus folgt wiederum

Va € (amin; @max) \ {0} 1 £(z(0) + a2'(1)) > £(z(2)) + a(VE(z(D)), 2" (1))
= {(z(1)). (10.2.58)

Die letzte Gleichheitsaussage in der Ungleichungskette (10.2:38) folgt aus der Tatsache,
dass die beiden Vektoren z’(¢) und VE(z(¢)) = (1 +Inzy(z),...,1 +Inzg ()T, wie in Glei-
chung (T0:2.3T) gezeigt, senkrecht aufeinander stehen. Aus der Ungleichung (T0.2:38) folgt
schlieBlich die zu zeigende Ungleichung (10.2.54). m

10.3. Unmdoglichkeitssatz

In der Definition der variationellen Charakterisierungen ® : 77 - R der Zyklen (siehe Ab-
schnitt [10.1) tritt die I-Divergenz nur indirekt auf in Gestalt der Menge cyc(€y, ..., ;). Die
Definition dieser Menge basiert wiederum auf den I -Projektionen. Nichtsdestotrotz besteht ein
enger Zusammenhang zwischen der Funktion @ und der I-Divergenz. So miissen alle Funktionen
o(pW, ..., pr=D ymit pM) = ... = p@-1 iiber jeder abgeschlossenen, konvexen Menge €, C H
mit mindestens einem Element p(” ), das p(’7) = p(l) erfiillt, ihr Minimum in der I;-Projektion
von p=1 auf &y annehmen, um die Menge cye({pM1, ..., {p=D3, &y) korrekt zu charak-
terisieren. Fiir den Fall p(”_l) = u zeigt das folgende Lemma, dass der Wert der Funktion
o(pD, ..., p7=D ) im Punkt p im Wesentlichen von der I-Divergenz I(p| ) abhingt.

Lemma 10.3.1. Sei K das abgeschlossene Wahrscheinlichkeitssimplex im R¥, wobei k > 3
gilt, und sei pu € H die Gleichverteilung. Weiter sei ¢ : H > R eine Funktion, die tiber jeder
abgeschlossenen, konvexen Menge & C I, die € NI # O erfiillt, ihr Infimum im Punkt Pg p
annimmt. Dabei bezeichne Pg u die 1;-Projektion von u auf €. Dann gelten die folgenden drei
Aussagen:

(i) Die Funktion ¢ ist auf der I;-Kugel B(u, In ﬁ) entropisch wachsend,

k
Vx,y €B (IL In = 1) I < Il = e(x) < @(y). (10.3.1)
(it) Falls Pg  fiir alle abgeschlossenen, konvexen Mengen & C H, dieENH£0 erfiillen, der
einzige Punkt ist, in dem die Funktion ¢ ihr Minimum annimmt, dann ist ¢ auf B(y, In %)
streng entropisch wachsend,

k
Vx,y e B (;1, In o 1) o I(x|p) < I(y|p) = e(x) < @(y). (10.3.2)

(iii) Die Funktion ¢ ist auf fast allen I;-Sphdren 8(u, p), p € [0;1In ﬁ] konstant.
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Beweis.

(i) Seien x,y € B(y, In ﬁ) und gelte I(x|u) < I(y|w). Nach Voraussetzung nimmt

die Funktion ¢ : H — R ihr Infimum im Punkt Parp = pan. Im Fall x = p gilt folglich
w(x) = o(u) < @(y). Fiir den Fall x # p erfolgt der Beweis der Aussage ¢(x) < ¢(y) in fiinf
Schritten.

I

IL.

Sei A ein zweidimensionaler affiner Unterraum von aff(J), der die Punkte g, x und y
enthilt, und sei C € REF*K die zugehorige Matrix im Sinne von Abschnitt Weiter
k

sei p :=1(x|) € (0;1n £Z7). Dann existiert nach Lemma|10.2.6|eine geschlossene und

nach Bogenldnge parametrisierte Kurve z : [0; 7] — (0; 00)% mit z(0) = z(T) = x und
Bildz = AN 8(y, p). (10.3.3)

Die Kurve z : [0;T] — (0; 00)¥ ist auBerdem stetig differenzierbar mit
-1
Vie[0;T]: 2'() = |[c"RCI {z}|, - €T RCIn{z(0)}. (10.3.4)

Dabei ist die Matrix R € R¥*K gemif Gleichung (T0.2.16) definiert.

Folglich 16st die Kurve z : [0;T] — (0; o0)¥ das autonome Anfangswertproblem
Z'(t) = f(z(t)) und z(0) = x, wobei
-1
£(2):=|CRCT {2}, - CRCT In{z} gilt (10.3.5)

Die so definierte Funktion f ist eine Verkettung der Funktionen g(z) := CRCT In {z}
und A(z) = ||z||£1 - z. Wie im Beweis von Lemma gezeigt, gilt g(z) =
CRCT In{z} # Ofiiralle z € HN.A\ {u}. Folglich ist f(z) = h(g(z)) fiir alle z € H N
AN\{u} wohldefiniert. Da die Funktionen g und % auf ihrem gesamten Definitionsbereich
stetig differenzierbar sind, ist nach der Kettenregel auch die Funktion f : H N A \
{u} —» A — u stetig differenzierbar. Folglich ist f lokal Lipschitz-stetig. Nach dem
globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz (vgl. Aulbach 2004, Satz 2.4.1) ist die Kurve
z:[0;T] — (0; 0)k damit die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (10.3.5).

Als eindeutige Lsung des Anfangswertproblems (T0.3.3) kann die Kurve z : [0;7] —
(0; 00)* mithilfe des expliziten Euler-Verfahrens beliebig genau durch einen Polygonzug
angenihert werden (vgl. Strehmel, Weiner und Podhaisky 2012, Kapitel 2). Zuvor
Lverlingern® wir jedoch die Kurve z : [0;T] — (0; )X, indem wir jedem Zeitpunkt
t € (T;2T] den Punkt z(¢) := z(t = T) € (0; o)k zuordnen. Auf diese Weise erhalten wir
eine geschlossene, regulidre Kurve z : [0; 2T] — (0; oo)k mit z(0) = z(T) = z(2T) = x,
die den Punkt u mit konstanter Geschwindigkeit genau zweimal umlduft.

Nun wenden wir das explizite Euler-Verfahren an. Dazu zerlegen wir das Intervall
[0;2T7] in die Teilintervalle [t5,;t,41],n =0,..., N — 1, wobei gilt

O=tg<ty1<tp<---<ty=2T. (10.3.6)

Die Werte h;, :=t,+1 —th,n =0,..., N — 1, bezeichnen wir im Folgenden als die
Schrittweiten, den Wert hmax ‘= max,—q, .. N-1 hn als die maximale Schrittweite. Fiir
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II1.

Iv.

jeden Zeitpunkt t,, n = 0, ..., N, bestimmen wir eine Ndherungslosung u, ~ z(t,)
gemil der Vorschrift

up = x und (10.3.7)
Upsl =Up + hp f(uy) firallen=0,...,N - 1. (10.3.8)
Indem wir die resultierenden Punkte uq, . . ., un durch Strecken verbinden, erhalten wir

einen Polygonzug z* : [0;2T] — (0; c0)* mit den Eckpunkten z*(1,) = un ~ z(tn),
n=0,...,N.

Dieser Polygonzug z* : [0;2T] — (0; c0)* konvergiert in dem folgenden Sinn gegen
die Kurve z : [0;2T] — (0; 00)¥: Geht die maximale Schrittweite fmax gegen 0, so
geht auch der maximale Fehler max, o n 12" (tn) — 2(tx)ll; gegen 0. (Vgl. Strehmel,
Weiner und Podhaisky [2012, Folgerung 2.2.2)

Nach der im vorangegangen Schritt gewihlten Konstruktion gilt ug = x = z(0)
unduy = ug+ho f(ug) = z(0)+hyz’(0). Somit gilt gemiB Lemmadie Ungleichung
I(ug|p) < I(up|p). Diese Argumentation kann analog fortgesetzt werden. Auf diese
Weise erhalten wir die Ungleichungskette

I0x[p) = Wuglp) < Wuylp) < -+ < Wuy—1lp) < un|p). (10.3.9)

Der Abstand |lup — x||, ist jedoch nach oben durch den maximalen Fehler beschrinkt,

lun = xllz = Ml2°0n) = 2wl < max [l25n) = 2@l (10.3.10)
Aufgrund der Stetigkeit der Funktion I(-|) (siehe Lemma[10.2.1]({i)) kénnen wir folglich
die maximale Schrittweite imax und damit auch die Schrittzahl N so wihlen, dass gilt

Ixlp) = Wuglp) <My lp) < -+ <Muy-1lp) < Wunlp) <Lylp.  (10.3.11)

Da die Kurve z : [0;2T] — (0; 00)* den Punkt u genau zweimal vollstdndig umlduft,
umlduft der so konstruierte Polygonzug z* : [0;2T] — (0; 00)¥ den Punkt 4 mindestens
einmal vollstindig. Also existiert ein minimales 7 € [0; 277, sodass 4(x, u, z*(7)) =
4(x, w, y) gilt. Des Weiteren existiert ein n € {1,..., N}, sodass t,_1 < 7 < t; gilt.
Falls T < t, gilt, ersetzen wir den Wert ¢, durch 7 und den Punkt u,, durch z*(7). Auf
diese Weise erhalten wir einen Polygonzug z* : [0;7] — (0; o)X, fiir dessen Eckpunkte
ug, . . ., up die Gleichungen ug = x und £(x, p, un) = 4(x, u, y) gelten. Aulerdem gilt
die Ungleichungskette

I(x|p) = Wuplp) < Wuplp) < - < 1(up-11p) < Lunlw) < 1y|w). (10.3.12)

. Nach Voraussetzung nimmt die Funktion ¢ : H — R iiber jeder abgeschlossenen,

konvexen Menge € C H, die & N K # 0 erfiillt, ihr Infimum im Punkt Pg w an. Die I;-
Projektion Pg p von u auf die Strecke € := [up; u1] = {z(0) + @z’ (0) | @ € [0; ho]}
ist nach Lemma gleich dem Punkt z(0) = ug. Da die Strecke &( auBlerdem
eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von Histund & N H # O gilt, nimmt
die Funktion ¢ : 3 — R ihr Infimum iber der Strecke €y im Punkt Pg, u = ug
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an. Somit gilt p(x) = @(ug) < @(uq). Durch analoge Argumentation erhalten wir die
Ungleichungskette

o(x) = e(ug) < o(uy) < -+ < o(uy). (10.3.13)

Als letztes betrachten wir die Strecke &, := [uy; y] € [i; y]. Da die I-Divergenz I(-| )
auf &, gemih Lemma|T0.2.2)(vii) streng monoton steigend ist, gilt Pg , 1 = uy. Folglich
gilt (1) < ¢(y) und somit schlieBlich

@(x) = @) < p(ur) < -+ < @un) < (). (10.3.14)
Damit ist Aussage () gezeigt.

(i) Falls Pg p fiir alle abgeschlossenen, konvexen Mengen & C K, die &€ N K # 0 erfiillen, der
einzige Punkt ist, in dem die Funktion ¢ ihr Minimum annimmt, dann folgt

o(x) = @(ug) < pur) < -+ < lun) < (y). (10.3.15)

(iii) Nach Voraussetzung nimmt die Funktion ¢ : H > R ihr Infimum im Punkt Poru=p
an. Folglich ist ¢ nach unten durch ¢(u) € R beschrinkt. Um zu zeigen, dass ¢ auf fast
allen I} -Sphiren S(, p), p € [0;1n %], konstant ist, definieren wir die beiden Funktionen

a:[0;Iln %] — Rund b: [0;In %] — RU {+0c0} gemiB

a(p):= inf  ¢(z) und b(p):= sup ¢(2). (10.3.16)
z€8(u,p) z€8(u,p)
Nach Aussage (i) gilt dann

Vp,o € [O; In 3 k 1] 1 p<o=alp) <blp) <alo) < bo). (10.3.17)
Also sind die Funktionen @ und » monoton steigend. Folglich besitzt @ nach dem Satz
von Froda in jedem Punkt p € (0;1In %) einen linksseitigen Grenzwert a(p~) und einen
rechtsseitigen Grenzwert a(p*), fiir die a(p™) < a(p) < a(p™) gilt. Ebenso besitzt b in
jedem Punkt p € (0;1n %) einen linksseitigen Grenzwert b(p~) und einen rechtsseitigen
Grenzwert b(p*), fiir die b(p~) < b(p) < b(p*) gilt. Aus der Ungleichungskette (T0.3:17)
folgt auBerdem a(p™) = b(p~) sowie a(pt) = b(p*) fiir alle p € (0;1n %) und damit die
Aussage

k _ _
Vpe (O; In . 1) :alpT) =b(p7) < alp) < b(p) < a(p™) = b(p™). (10.3.18)
Der Satz von Froda besagt auerdem, dass die Menge aller Punkte p € (0;1In ﬁ) mit
a(p~) < a(p*) hochstens abzihlbar ist. Folglich gilt die Gleichung a(p) = b(p) fiir fast alle
p € [0;In kle] Also ist die Funktion ¢ auf fast allen I;-Sphéren S(y, p), p € [0;1n kle]

konstant. |

Das soeben gezeigte Lemma [0.3.1]ermdglicht den Beweis der Aussage, dass die Zyklen von I} -
Projektionen auf mehr als zwei konvexe Mengen nicht in der gewiinschten Weise charakterisiert
werden konnen.
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Satz 10.3.2 (Unmdglichkeit der variationellen Charakterisierung der Limeszyklen des mehrdimen-
sionalen IPF-Verfahrens). Sei H das abgeschlossene Wahrscheinlichkeitssimplex im R¥, wobei
k > 3 gilt. Weiter sein > 3. Dann existiert keine Funktion ® : 7 - R, sodass fiir alle geordneten

Familien (€1, ..., &;) von abgeschlossenen, konvexen Teilmengen von J mit mindestens einem
Tupel (P, ..., p) € €1 x -+ x &, das pV = - - = pOD erfiills, gilt
cyc(€y,..., &) = arg min d)(p(l),...,p(”)). (10.3.19)

pWe&y,...pneg,

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Funktion @ : 77 - R mit der gewiinschten Eigenschaft
existiert. Diese Annahme fithren wir in zwei Schritten zum Widerspruch. Dazu zeigen wir
in Schritt [l dass die Funktionen ®(z, 4, ..., 4,-), z € H, auf fast allen Iy-Sphéren S(y, p),
p € [0;1n £=7], konstant sind. AnschlieBend wéhlen wir in Schrlttdle Punkte x(@), x(Bi) €
i = 1,2, entlang einer Geraden durch den Punkt u und folgern schlieflich die Ungleichung
<I>(x(‘1’1), ey 1 x(ﬁl)) < (I)(x(‘“), JTARTA x(ﬁl)).

L. Sei z € H beliebig. Dann withlen wir €1 := {z} und &3 :=--- := &, := {u}. Folglich gilt

fiir jede abgeschlossene, konvexe Menge &€, C C K, die En NI # 0 erfiillt, die Aussage

arg min (I)(p(l),...,p(”)) =cyc(€y,..., &)
pWeg,,..,pmeE,

={p....mPe, )} (10.3.20)

Also nimmt die Funktion ¢ := ®(z, i, . . ., i -) auf allen abgeschlossenen, konvexen Mengen
& C X ihr Infimum im Punkt Pe ¢ an. Nach Lemma h ) ist die Funktion ¢ =
D(z, i, . - -, 4, ) somit auf fast allen I} -Sphiren S(y, p), p € [0; ln 77> konstant.

II. Als néchstes betrachten wir die Strecke {x(“) | @ € [@min; @max ] }. Dabei wihlen wir
Va € [amin; @max] ©  x® = p+an-1,-1,...,-D7T. (10.3.21)

AuBerdem wihlen wir amin < 0 und @max > 0 so, dass gilt

I(x(@min) | 1) = 1(x(@ma)| ) = In - f (10.3.22)

T
GemaB Lemmaist die Funktion a — I(x(" ) |10) auf dem Intervall [@min; @max ] stetig und
auBerdem streng monoton fallend auf dem Teilintervall [@min; 0] und streng monoton steigend
auf dem Teilintervall [0; amax |. Als néchstes wihlen wir @ € (@min; 0) und @y € (0; @max)
s0, dass gilt

1(x(@)| ) = 1(x(@2)| ). (10.3.23)

Nach Schrlttlsmd die Funktlonen O, .., ) und (x4, ,-) auf fast allen
I1-Sphéren S(u, p), p € [0;1n £= 1] konstant. Wir wihlen daher ein p € (I(x("‘)|u) In _1),
sodass diese beiden Funktionen auf S(y, p) konstant sind. AnschlieBend wihlen wir 8 €
(@min; @) und By € (a2; @max), sodass gilt

1PV = 1P| = . (10.3.24)
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Folglich gilt
amin < B1 < a1 <0< @y < By < ¥max- (10.3.25)

AuBerdem gelten nach Lemma [0.2.2]die beiden Gleichungen
cyc ([x(“‘); x(‘”)] Aud, o {ud, {x(ﬁl)}) = {(x(a‘), JTTA x(ﬁl))} und  (10.3.26)
cyc ([x(a‘); x(‘”)] Ak, {ud, {x(BZ)}) = {(x((“), JTTA x(ﬁz))} . (10.3.27)

Daraus folgt mit der Annahme und der Konstanz der Funktionen CD(x(‘”), ...y i) und
O(x@2) ., -) auf S(u, §) der Widerspruch

() (x(‘”), .. .,/J,x(ﬁ‘)) <® (x(‘”), .. .,/J,x('B‘))
(x(az)’ Loy x(ﬁz))
( )

=

< @ (xl@), .. .,,u,x(ﬁZ)

=@ (x@) o xBY) (10.3.28)
Also existiert keine Funktion ® : 7 — R mit der gewiinschten Eigenschaft. O

10.4. Weitere Ansétze zur Divergenzanalyse

Die soeben gezeigte Unmdglichkeit der variationellen Charakterisierung der Limeszyklen des
mehrdimensionalen IPF-Verfahrens schlieft einen einfachen Beweis fiir Hypothese [I0.1.1] aus,
welcher auf der schrittweisen Minimierung eines universellen, fiir alle Anpassungsprobleme
A,MD, . M) giiltigen Funktionals basiert. Auch andere naheliegende Ansitze scheiden aus.
So erfiillen die I;-Projektionen im Allgemeinen keine Kontraktionseigenschaft. Dies zeigt das
folgende Beispiel.

Beispiel 10.4.1 (Nichtkontrahierende I;-Projektionen). Gegeben seien die Zeilenmarginalien
r =(0.9,0.1) sowie die Wahrscheinlichkeitsmatrizen

0.09 0.01
P= (0.45 0.45) und

al

_ (0.01 0.09)_ (104.1)

~ 1045 045

Des Weiteren sei R die zugehorige Menge von Wahrscheinlichkeitsmatrizen R € [0; 1]12%2, die die
Zeilenmarginalien r erfiillen. Dann ist die 1;-Projektion auf R dquivalent zur Zeilenanpassung an r
(siehe Lemma2.3.T| i), S.[30). Dementsprechend gelten fiir die I} -Projektion P(1) von P auf R
und fiir die I1-Projektion P(1) von P auf R die Gleichungen

(10.4.2)

0.81 0.09
0.05 0.05

..\ ._(0.09 0.81
P(1) = (0‘05 0.05 und P(1) := ( )

Folglich gilt fiir alle L,-Normen ||-|| , mit p € [1; o] die Ungleichung

P - ﬂ|p <[l - 13(1)||p . (10.4.3)
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Der Abstand der Matrizen P und P ist also unabhiingig von der Wahl der L,-Norm kleiner
als der Abstand ihrer I;-Projektionen P(1) und P(1). Also sind I;-Projektionen im Allgemei-
nen nichtkontrahierend. Beispiele fiir nichtkontrahierende I;-Projektionen mehrdimensionaler
Wabhrscheinlichkeitstafeln konnen in analoger Weise konstruiert werden.

Auch die beiden in Kapitel 0] (siche S. vorgestellten Ansitze konnen nicht ohne Weiteres auf
beliebige Anpassungsprobleme (A, M O 7} (77)) verallgemeinert werden. Die Probleme, die
diese Verallgemeinerungen verhindern, wurden in Abschnitt[9.3](siehe S.[104) diskutiert. Folglich
bleibt Hypothese[T0.1.1] bis auf Weiteres unbewiesen.

10.5. Kommentare und Referenzen

Hypothesewurde fiir mehrdimensionale Anpassungsprobleme (4, MY, . . ., M) bestehend
aus einer Gleichverteilung A und bestimmten Marginaltafeln M @ =1, n, bereits von
Vomlel (1999, Hypothese 3.1) aufgestellt. Umfangreiche Simulationen legen jedoch nahe, dass
diese Hypothese fiir beliebige mehrdimensionale Anpassungsprobleme gilt. Satz[T0.1.2]ist bisher
unverdffentlicht, basiert jedoch auf Satz@], (siehe S.@. Man beachte daher auch die Kommentare
und Referenzen in Abschnitt [2.7] (siehe S.[&T). Die in Abschnitt[T0.1] eingefiihrte Bezeichnung
,.variationelle Charakterisierung* orientiert sich an Baillon, Combettes und Cominetti (2012).
Streng genommen miisste man von einer ,,universellen variationellen Charakterisierung* sprechen,
da die zugehorige Menge der Zyklen fiir alle Familien von Teilmengen durch dieselbe Funktion
charakterisiert werden soll.

Die Einschriinkung k > 3 zu Beginn von Abschnitt[T0.2]ist keine wirkliche Einschrinkung,
da bereits die kleinstmoglichen dreidimensionalen Anpassungsprobleme iiber eine 2 X 2 X 2-
Ausgangstafel und somit iiber acht Eintridge in der Ausgangstafel verfiigen. Selbst wenn wir
uns bei der Vektorisierung der Ausgangstafel auf ihre positiven Eintrige beschréinken, ist die
Forderung k > 3 sinnvoll, da Ausgangstafeln mit nur zwei positiven Eintréigen nur von geringem
Interesse sind, wie in Abschnitt[0.2](siche S.[94) gezeigt wurde. Die in den Lemmata[T0.2.1] [T0.2.2]
und [10.2.3] gezeigten Eigenschaften der I-Divergenz bei festem zweiten Argument folgen aus den
in Abschnitt [2.1] (siehe S.[22) diskutierten grundlegenden Eigenschaften der I-Divergenz. Der
in Definition[T0.2.4] eingefiihrte Begriff der Ij-Sphire geht auf Csiszar (1975} S. 146 f.) zuriick.
Im Gegensatz zu der hier gewihlten Sprechweise definiert Csiszar jedoch die ,,/-sphere® als das
Innere der I;-Kugel. Die in Lemma[@;] gezeigte Abgeschlossenheit der I;-Kugeln gilt sowohl
beziiglich der Standardtopologie des R* als auch beziiglich der Standardtopologie des affinen
Unterraums aff(3).

Die in Abschnitt [I0.3] vorgestellten Ergebnisse sind bisher unveréffentlicht, basieren jedoch
auf der Argumentation von Baillon, Combettes und Cominetti (2012)). Baillon, Combettes und
Cominetti zeigen die Unmdoglichkeit der variationellen Charakterisierung der Zyklen orthogonaler
Projektionen auf mehr als zwei nichtleere, abgeschlossene, konvexe Mengen in einem beliebigen
reellen Hilbertraum. Das hier gezeigte Lemma([T0.3.T]ist ein Analogon zu Theorem 2.1 von Baillon,
Combettes und Cominetti. Bei diesem Analogon treten die 1;-Projektionen an die Stelle von
orthogonalen Projektionen. Der Beweis von Aussage (i) ist hier jedoch deutlich aufwendiger als
bei Baillon, Combettes und Cominetti, da die Approximation der hier betrachteten Schnittmengen
von I;-Sphéren und Ebenen durch Polygonziige entschieden miihsamer ist als die Approximation
der dort betrachteten Kreise. Die in den Aussagen (i) und (ii) verwendeten Begriffe ,,entropisch
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wachsend und ,,streng entropisch wachsend* beziehen sich auf die ,relative entropy®, eine
alternative Bezeichnung fiir die I-Divergenz (siehe Abschnitt[2.7] S. @I)). Die im Beweis von
Aussage verwendete Bezeichnung ,,Satz von Froda® orientiert sich an Baillon, Combettes und
Cominetti. In vielen Standardwerken zur Analysis wird dieser Satz ohne Angabe eines Namens
aufgefiihrt. Der hier gezeigte Satz[T0.3.2]ist ein Analogon zu Theorem 2.3 von Baillon, Combettes
und Cominetti. Der zugehdrige Beweis erfolgt ebenfalls analog zum Beweis von Baillon, Combettes
und Cominetti. Die Geometrie des Wahrscheinlichkeitssimplex und der I;-Sphiren erfordert jedoch
einige Anpassungen.



123

11. Zusammenfassung der Ergebnisse zum
mehrdimensionalen IPF-Verfahren

Das in Kapitel [5] ausgerufene Ziel, moglichst viele der in Teil [| bewiesenen Aussagen iiber das
zweidimensionale IPF-Verfahren auf das mehrdimensionale IPF-Verfahren zu verallgemeinern,
wurde teilweise erreicht. Fiir manche Aussagen wurde stattdessen jedoch gezeigt, dass ihre Verallge-
meinerung auf das mehrdimensionale IPF-Verfahren unméglich oder zumindest schwierig ist. Die
in Kapitel || eingefiihrte flexible Notation erlaubt die formale Diskussion des mehrdimensionalen
IPF-Verfahrens ohne Festlegung der Dimensionen der Ausgangstafel und der Marginaltafeln.
Danach wurde in Kapitel[7]der informationstheoretische Ansatz zur Konvergenzanalyse auf das
mehrdimensionale IPF-Verfahren angewendet. Als neues Resultat dieser Dissertation wurde ge-
zeigt, dass der L -Ansatz zur Konvergenzanalyse nicht auf das mehrdimensionale IPF-Verfahren
verallgemeinert werden kann. Fiir den Konvergenzfall wurde in Kapitel [§] bewiesen, dass die
Limestafel stetig von der Ausgangstafel abhingt. Dieses Resultat ist ebenfalls ein neues Resultat
dieser Dissertation. In Kapitel [0] wurde das asymptotische Verhalten des mehrdimensionalen IPF-
Verfahrens im Divergenzfall anhand von zwei Klassen von Beispielen mit dreidimensionalen
Ausgangstafeln untersucht. Neben den bereits bekannten Beispielen von Asci und Piccioni (2003))
mit zweidimensionalen Marginaltafeln wurde eine neue Klasse von Beispielen mit eindimensionalen
Marginaltafeln diskutiert und fiir diese die Konvergenz der IPF-Teilfolgen gezeigt. In Kapitel[_lli]
wurde die Hypothese aufgestellt, dass jede IPF-Teilfolge, entlang welcher an dieselbe Marginaltafel
angepasst wird, konvergiert. Anschliefend wurde gezeigt, dass eine variationelle Charakterisierung
der Grenzwerte dieser IPF-Teilfolgen nicht moglich ist. Dies stellt das zentrale Resultat dieses Teils
der Dissertation dar.

Der Beweis der Hypothese iiber die Konvergenz der IPF-Teilfolgen im Divergenzfall bleibt daher
ein offenes Problem. Weitere oftene Probleme sind im Konvergenzfall die Analyse der Abhingigkeit
der Limestafel von den Marginaltafeln und die Analyse der Zusammenhangsstruktur der Limestafel.
Dabei stellt sich allerdings zuerst die Frage nach der Definition des Zusammenhangsbegriffs fiir
Tafeln der Dimension d > 2. Im Divergenzfall bleibt die Frage nach einer andersartigen niitzlichen
Charakterisierung der Haufungspunkte ein offenes Problem. Auch die Frage nach der stetigen
Abhingigkeit der Hiufungspunkte von der Ausgangstafel und von den Marginaltafeln sowie die
Frage nach der Zusammenhangsstruktur der Haufungspunkte bleiben offen.
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