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Teil I

EINLEITUNG






1

MOTIVATION

Die Fertigung von mikroskopischen elektromechanischen Systemen, soge-
nannter MEMS, ist in Bereiche vorgedrungen, in denen die ordnungsgema-
e Funktion der Maschinen nicht mehr allein auf Basis von Aussagen der
klassischen Mechanik und Elektrotechnik gewihrleistet werden kann. Ein
Effekt, der fiir MEMS unter anderem beriicksichtigt werden muss, beruht
auf einer Kraft, die von Hendrik Casimir 1948 vorhergesagt [1] wurde:
2
Feas = _2h4C(;24 . (1.1)
Die Casimir-Kraft (1.1) wirkt am absoluten Temperaturnullpunkt zwischen
perfekt leitenden parallelen Metallplatten mit der Oberfldche A, die sich im
Abstand L voneinander befinden. Sie ist so gerichtet, dass sich die Metall-
platten gegenseitig anziehen. Das Planck’sche Wirkungsquantum 7 und die
Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ verdeutlichen, dass es sich um einen quan-
tenmechanischen Effekt handelt, der durch das elektromagnetische Feld ver-
mittelt wird. Auf Grund des starken Wachstums mit der inversen vierten
Potenz des Abstands dominiert die Casimir-Kraft typischerweise bei Abstan-
den im Submikrometerbereich andere Krafte, wie z. B. die Gravitation und
elektrostatische Erscheinungen. Bei der Konstruktion von immer kleineren
MEMS muss der Casimir-Effekt daher ebenso berticksichtigt werden [2], wie
bei Messungen, die die Giiltigkeit der bekannten Gesetze der Physik bei klei-
nen Abstidnden untersuchen. Dazu zidhlen Versuche, die im Submikrometer-
bereich nach Abweichungen von bekannten physikalischen Effekten suchen,
um entweder Hinweise auf eine fiinfte fundamentale Wechselwirkung' zu
finden, oder diese in bestimmten Parameterbereichen auszuschlieSen [3-15].
Die Casimir-Kraft (1.1) kann zu den Dispersionswechselwirkungen im
weiteren Sinne gezdhlt werden, zu denen u. a. die van-der-Waals’sche [16],
London’sche [17, 18] und die Casimir-Polder-Wechselwirkung [19] z&dhlen.
Robert Jaffe vom Massachusetts Institute of Technology fasst den Zusam-
menhang zwischen der van-der-Waals- und der Casimir-Wechselwirkung
durch die Aussage , Die Casimir-Kraft ist eine relativistische, retardierte van-
der-Waals-Kraft zwischen den Metallplatten” zusammen [20]>.
Jaffes Interpretation folgend, kann die Casimir-Wechselwirkung zweier
makroskopischer Objekte bei Temperatur Null dadurch verstanden werden,

1 Die vier bislang bekannten fundamentalen Wechselwirkungen sind die Gravitation, die elek-
tromagnetische Wechselwirkung, die schwache Wechselwirkung und die starke Wechselwir-
kung.

2 Durch den Verfasser dieser Arbeit aus dem Englischen tibersetzt.
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dass quantenmechanische Fluktuationen innerhalb der Objekte durch den
Austausch elektromagnetischer Felder miteinander korreliert sind. Wird von
einem Objekt ein Feld ausgesandyt, so fiihrt dieses in einem zweiten Objekt
dazu, dass eine makroskopische Anzahl an Atomen auf das einfallende Feld
reagiert. Im Rahmen der Streutheorie [21] kann dann die klassische Elektro-
dynamik dazu benutzt werden diejenigen Felder zu beschreiben, die zwi-
schen den beiden Objekten hin und her reflektiert werden und dabei die
Casimir-Wechselwirkung vermitteln.

Fiir Metallplatten ldsst sich deren materialabhédngige Plasmafrequenz als
maximale Frequenz interpretieren, bis zu der die Elektronen im Metall an
das elektromagnetische Feld koppeln. Es ist bemerkenswert, dass Casimirs
Resultat (1.1) selbst dann eine endliche Kraft vorhersagt, wenn im Grenz-
fall perfekt leitfahiger Platten alle Frequenzen von Null bis Unendlich zum
Casimir-Effekt beitragen.

Vom oben beschriebenen Casimir-Effekt sind der namensverwandte ,,dy-
namische” und der , kritische” Casimir-Effekt zu unterscheiden. Der 1970
vorhergesagte [22] ,,dynamische Casimir-Effekt” [23, 24] besagt, dass im Rah-
men der Quantenmechanik von beschleunigten Spiegeln Photonen erzeugt
werden konnen. Der Effekt wurde im Jahr 2011 experimentell nachgewiesen
[25] und unterscheidet sich vor allem durch die dynamischen Randbedin-
gungen vom hier behandelten Casimir-Effekt.

Weiterhin muss der , kritische Casimir-Effekt” abgegrenzt werden. Er tritt
in bindren Fliissigkeiten nahe des kritischen Punktes — d. h. nahe eines Pha-
seniibergangs — auf, wurde 1978 vohergesagt [26] und 2008 gemessen [27].
Der Effekt entspringt im Gegensatz zum hier behandelten und zum dyna-
mischen Casimir-Effekt rein klassischer Physik und ist verantwortlich fiir
Krifte zwischen Oberflachen, die sich bei Abstinden im Mikrometerbereich
in einer Fliissigkeit befinden.

Erste Experimente zur Messung des Casimir-Effekts, der Gegenstand die-
ser Arbeit ist, fanden bereits in den 50er Jahren statt. Sie gehen auf Over-
beek [28], Derjaguin [29] und Sparnaay [30] zuriick. In diesen frithen Ex-
perimenten stellte sich jedoch heraus, dass die Messung der Casimir-Kraft
sehr diffizil ist. So konstatierte beispielsweise Sparnaay seinem Experiment
nur eine ,qualitative Ubereinstimmung” mit der Theorie und deutete seine
Messergebnisse in Folge von Messunsicherheiten zuriickhaltend als ,nicht
im Widerspruch mit Casimirs Vorhersage”.

Kritischen Einfluss auf die Messgenauigkeit in Casimir-Experimenten ha-
ben beispielsweise elektrostatische Kréfte, die von Oberflachenladungen her-
vorgerufen werden [31, 32]. Auflerdem ist die Messung von Kréften zwi-
schen Objekten im Submikrometerbereich anspruchsvoll. Das hdngt unter
anderem damit zusammen, dass die entsprechenden Experimente von Vi-
brationen abgeschirmt werden miissen, die beispielsweise durch Fahrstiihle
oder den StrafSenverkehr erzeugt werden.

Der experimentelle Nachweis des Casimir-Effekts wird erst spateren Mes-
sungen von Lamoreaux [33] und Mohideen [34] in den Jahren 1997 und 1998
zugeschrieben [35, Kapitel 9, Seite 530]. Lamoreaux und Mohideen verwen-
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deten anstatt zweier Platten eine Platte und eine Kugel. Dadurch ldsst sich
das Problem vermeiden, mikroskopische Platten parallel auszurichten. Prak-
tisch alle heutigen Hochprézisionsexperimente verwenden eine Platte und
eine Kugel bzw. ein Kugelsegment und benutzen dabei Torsionspendel [33],
Rasterkraftmikroskopie [34] und Mikrooszillatoren [36] zur Kraftmessung.
Typischerweise decken obige Experimente eine Messung der Casimir-Kraft
tiir Oberflichenabstidnde L ab, die viel kleiner sind als der Kriimmungsradi-
us R der Kugel. Da die Casimir-Kraft zwischen einer Kugel und einer Platte
mit dem Kugelradius wéchst, kann fiir L/R < 103 bei Mikrometerabstin-
den ein messbares Kraftsignal erreicht werden. Eine Einfithrung in die expe-
rimentell verwendeten Techniken zur Messung der Casimir-Kraft geben z. B.
[37, Kapitel 8-10] und [35, Teil III].

Kontinuierliche Verbesserungen der Versuchsaufbauten haben dazu ge-
fithrt, dass derzeit Messgenauigkeiten im Bereich einiger Prozent erreicht
werden. Damit ist es unter anderem moglich zu studieren, wie der Casimir-
Effekt von den Leitfahigkeitseigenschaften der verwendeten Oberfldchen ab-
héangt. Auch ist es moglich, den Einfluss thermischer Photonen zu untersu-
chen. Diese verursachen den Casimir-Effekt, wenn der Oberflichenabstand
L die thermische Wellenldnge At = fic/27tkgT {iibersteigt [38]. kg und T ste-
hen dabei fiir die Boltzmann’sche Konstante und die absolute Temperatur
in Kelvin.

Fiir den Vergleich von Theorie und Experiment wird fiir kleine L/R meist
die Derjaguin-Ndherung [39] verwendet, welche im Zusammenhang mit
dem Casimir-Effekt besser bekannt ist als Proximity Force Approximation
(PFA) [40—42]. Die PFA baut auf der Annahme auf, dass sich die Casimir-
Energie zweier beliebig geformter Objekte als Integral {iber die Platte-Platte-
Energie paarweise paralleler Oberflachenelemente berechnen lésst. Sie ver-
nachléssigt Beugungseffekte, Randeffekte und die Tatsache, dass die Casimir-
Wechselwirkung prinzipiell nicht additiv ist. Die zu erwartenden Fehler der
PFA wurden in verschiedenen Geometrien diskutiert [43—55] und sind bis
dato Gegenstand der Forschung. Denn sowohl Rechnungen, die fiir Objek-
te hoher Symmetrie addquat sind [21, 56, 57], als auch Methoden der nu-
merischen Elektrodynamik [58-65], die Vorhersagen in beliebigen Geome-
trien erlauben, werden auf Grund von langen Rechenzeiten und enormem
Speicherbedarf bei kleinen Abstianden problematisch.

Besonders unbefriedigend ist jedoch, dass es eine Uneinigkeit gibt, was die
Beschreibung der Permittivitdt von Metallen bei tiefen Frequenzen betrifft.
Wiéhrend die in [66, 67] beschriebenen Experimente darauf hindeuten, dass
die Permittivitdt bei tiefen Frequenzen nach dem dissipationslosen Plasma-
Modell beschrieben werden muss, werden die Experimente [38, 68] zu Guns-
ten des dissipativen Drude-Modells interpretiert. Diese Diskrepanz wiegt
sehr schwer, da sich die Verwendung des Drude- bzw. Plasma-Modells stark
auf die Casimir-Wechselwirkung bei hohen Temperaturen auswirkt. Das
Hochtemperaturregime wird bei Raumtemperatur T = 293 K fiir Abstinde
oberhalb von etwa einem Mikrometer erreicht. Fiir sehr gut leitende Plasma-
Metallplatten im Vakuum folgt bei hohen Temperaturen eine doppelt so
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Glasplatte

Piezo

Abb. 1: Verwendeter Versuchsaufbau zur Messung von Casimir-Kréften in
der Kugel-Kugel-Geometrie. Eine Kugel mit dem Radius R; wird im
Laserstrahl einer optischen Pinzette eingefangen. Eine grofse Kugel
mit dem Radius R, wird auf einem Glassubstrat fixiert. Die Casimir-
Kraft zwischen den beiden Kugeln kann berechnet werden, indem
mit Hilfe eines optischen Mikroskops die Auslenkung der eingefan-
genen Kugel aus dem Fokus des Laserstrahls bestimmt wird. (nach
Abb. 1 aus [76])

grofie Casimir-Kraft wie fiir entsprechende Drude-Platten [69]. Der Faktor
zwei zwischen den beiden Kraftvorhersagen begriindet sich darin, dass im
Drude-Modell nur quasistatische Felder transversal-magnetischer Polarisati-
on eine Rolle spielen, wohingegen in einem entsprechenden Plasma-Modell
zusétzlich auch transversal-elektrisch polarisierte Felder berticksichtigt wer-
den miissen.

Befiirworter des Plasma-Modells argumentieren, dass die Verwendung
des Drude-Modells fiir Metalle in Kombination mit perfekten Kristallgittern
auf negative Casimir-Entropie am absoluten Nullpunkt fithrt und damit den
dritten Hauptsatz der Thermodynamik verletzt [70]. Diesem Argument fiir
das Plasma-Modell steht jedoch gegeniiber, dass Metalle iiber eine endli-
che Gleichstromleitfdhigkeit verfiigen, welche nicht durch ein Plasma-, je-
doch durch ein Drude-Modell beschrieben werden kann. Weiterhin wird bei
der Herleitung der Lifshitz-Formel [71, 72], welche die Grundlage fiir die
Berechnung von Casimir-Wechselwirkungen darstellt, Dissipation vorausge-
setzt [73, 74]. Einen Einblick in die Entropie-Kontroverse verschaffen z. B.
[75] und [37, S. 299 ff.].

Im Jahr 2015 wurde an der Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFR])
ein neuartiges Experiment vorgeschlagen [76], welches erstmals die Mes-
sung von Casimir-Wechselwirkungen zwischen zwei Kugeln ermdoglicht. Der
Versuchsaufbau ist in Abb. 1 skizziert. Er verwendet eine optische Pinzette
und zwei Kugeln, deren Radien R; und R, im Mikrometerbereich liegen.
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Beide Kugeln befinden sich zwischen Glasplatten in einer wassrigen Losung
mit dem Brechungsindex 4. Eine der beiden Kugeln ist dielektrisch, hat
den Brechungsindex n; und besteht im Experiment aus Polystyren. Die Po-
lystyrenkugel kann im Laserstrahl einer optischen Pinzette eingefangen und
in die Ndhe der zweiten Kugel gebracht werden. Diese ist auf einer Glas-
oberflache fixiert und ihr Material kann im Prinzip beliebig gewdhlt werden.
Kriéfte zwischen den beiden Kugeln kdnnen berechnet werden, indem die
Auslenkung der dielektrischen Kugel aus dem Fokus des Laserstrahls mit
Hilfe eines optischen Mikroskops erfasst wird. Da die effektive Federkon-
stante der Laserfalle bei nur wenigen Milliwatt Laserleistung sehr gering ist,
lassen sich Femto-Newton (10~'° N) Krifte zwischen den Kugeln detektie-
ren [77].

Neben der Flexibilitidt, das Material einer Kugel und das des fliissigen
Mediums zwischen den Kugeln praktisch beliebig wahlen zu koénnen, er-
gibt sich die Moglichkeit von Messungen bei Werten von L/ R, die einerseits
auflerhalb des Giiltigkeitsbereichs der PFA liegen und fiir die andererseits
thermische Beitrdge zur Casimir-Kraft eine wichtige Rolle spielen.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit der Berechnung der Casimir-
Wechselwirkung zweier Kugeln im Rahmen der Streutheorie. Es wurde eine
Software entwickelt, welche es fiir beliebige Materialeigenschaften erlaubt
Casimir-Wechselwirkungen zwischen radialsymmetrischen Objekten zu be-
stimmen. Auf Grund der Variierbarkeit zweier Kugelradien R;, R, und des
Abstands L ist es in der Kugel-Kugel-Geometrie moglich das Dipol-Dipol-
Regime (L > Ry, R;) ebenso studieren, wie das Dipol-Platte-artige Casimir-
Polder (R, > L > Rj) und das durch die PFA beschriebene Platte-Platte-
Regime (L < Rj,Rp). Auf Grund dieser Flexibilitit konnen die Ursachen
fiir negative Casimir-Entropie in den drei Geometrien Kugel-Kugel, Kugel-
Platte und Platte-Platte diskutiert werden [78, 79].

Neben diesen theoretischen Fragestellungen besteht ein Bedarf an theo-
retischen Kraftvorhersagen fiir Materialkombinationen, die im Experiment
der UFR]J eingesetzt werden. Die Verwendung eines wissrigen Mediums
zwischen einer metallischen und einer dielektrischen Kugel ermoglicht es,
in ein und derselben Geometrie zwischen Casimir-Anziehung und Casimir-
AbstofSung ,,umzuschalten”, indem der Salzgehalt des Wassers variiert wird.
Ein theoretisches Verstandnis dieses Effekts ist daher nicht nur fiir das Expe-
riment, sondern auch im Hinblick auf die Anwendung in kiinftigen Mikro-
maschinen von grofSem Interesse.

Diese Arbeit besteht aus fiinf Teilen. Teil II liefert eine Einfithrung in die
Elektrodynamik in Kugelkoordinaten. In den Kapiteln 2.1-2.5 werden einige
wichtige Eigenschaften sphérischer Multipolfelder ebenso besprochen, wie
die Streuung elektromagnetischer Wellen an sphéirischen Objekten und die
Modellierung dielektrischer Materialeigenschaften. Eine Ubersetzung auf
imagindre Frequenzen in Kapitel 2.6 schliefit den Grundlagenteil ab und er-
moglicht den Anschluss an Kapitel 3, welches den Matsubara-Formalismus
zur Bestimmung der Casimir-Wechselwirkung zweier Objekte bei rein imagi-
ndren Matsubara-Frequenzen einfiihrt. Die im Grundlagenteil eingefiihrten

11
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Multipolfelder werden hier benutzt, um die Casimir-Wechselwirkung zweier
Kugeln im Rahmen der Streutheorie zu bestimmen und einige Schliisselele-
mente der numerischen Implementierung zu erkldren. AnschliefSend wird
die Platte-Platte-Geometrie aufgegriffen und die PFA fiir zwei Kugeln be-
schrieben.

In Teil III werden die Ergebnisse dieser Arbeit prasentiert. Kapitel 4 be-
schiftigt sich mit der Casimir-Wechselwirkung zweier rdumlich getrenn-
ter Kugeln. Bei grofien Abstinden zwischen den Kugeln wird die Casimir-
Energie in die Beitrdge unterschiedlicher Polarisationen des elektromagneti-
schen Felds zerlegt. In Kapitel 4.1 wird die Polarisationsanalyse benutzt, um
der Ursache negativer Casimir-Entropie auf den Grund zu gehen. Wahrend
fiir zwei Metallplatten negative Casimir-Entropie auf Dissipation in den Plat-
ten [80, 81] zurlickgefiihrt werden kann, tritt in der Platte-Kugel- [82] und
in der Kugel-Kugel-Geometrie [83] negative Casimir-Entropie schon fiir per-
fekt leitfahige Objekte auf. Damit ist fiir zwei Kugeln bzw. eine Kugel und
eine Platte bereits allein die Geometrie fiir negative Casimir-Entropie ver-
antwortlich. Eine Diskussion negativer Casimir-Entropie geometrischen [78]
und zusétzlich dissipativen Ursprungs [79] ermdglicht es zu verstehen, wie
in den drei genannten Geometrien negative Entropie entstehen kann.

Fiir zwei Kugeln mit sehr unterschiedlichen Kugelradien wird im Ab-
schnitt 4.2 auflerdem der Kugel-Platte-Grenzfall studiert und fiir geringe
Oberflachenabstinde die Giiltigkeit der PFA untersucht. Kapitel 4.3 widmet
sich der freien Casimir-Energie und der Casimir-Kraft in Bezug auf Experi-
mente an der UFR], die Polystyren- und Quecksilberkugeln in Wasser ver-
wenden.

In Kapitel 5 wird die interne Kugel-Kugel-Geometrie behandelt. Sie be-
steht aus einer sphérischen Kavitdt und einer darin enthaltenen Kugel. Bei
hohen Temperaturen wird analytisch der Platte-Platte- und der Dipol-Platte-
Grenzfall untersucht und es wird gezeigt, dass ein Goldpartikel in einem
sphérischen Wassertropfen auf Grund der Casimir-Kraft schweben kann,
wenn sich der Tropfen an Luft befindet.

Eine Zusammenfassung aller Resultate erfolgt in Teil IV. Rechnungen, die
selbst fiir den Theorieteil zu formal erscheinen, befinden sich in Teil V, dem
Anhang.

12
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2

DIE MAXWELL-GLEICHUNGEN IN
KUGELKOORDINATEN

Um den Casimir-Effekt fiir zwei Kugeln verstehen zu kénnen, muss ein elek-
tromagnetisches Zweikorper-Streuproblem gelost werden. Da sich die Streu-
ung an einer Kugel am einfachsten in Kugelkoordinaten beschreiben ldsst,
liefert dieses Kapitel eine kompakte Einfithrung in Losungen der Maxwell-
Gleichungen in Kugelkoordinaten. Anschlieffend wird die Multipolentwick-
lung besprochen, wie sich Multipollosungen bei Translationen des Koordina-
tensystems entlang der z-Achse verhalten und wie sich die Streuung elektro-
magnetischer Wellen an Kugeln beschreiben ldsst. Da die Streuung an einer
Kugel von den Materialeigenschaften des Kugelmaterials abhéngt, wird das
Drude-Lorentz-Modell fiir die relative Permittivitat kurz erlautert.

Der Matsubara-Formalismus zur Beschreibung der Casimir-Wechselwir-
kung erfordert Rechnungen bei rein imagindren Frequenzen w = i — mit
der imaginiren Einheit i = v/—1 und & € R. Daher schlieit der Theorieteil
damit ab, die genannten Ausdriicke auf imagindre Frequenzen zu tiberset-
zen.

2.1 DIVERGENZFREIE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER

Die Grundlage fiir jedes Problem des Elektromagnetismus sind die Maxwell-
Gleichungen, welche unter Beriicksichtigung geeigneter Randbedingungen
die elektrischen und magnetischen Felder' E und H bzw. die elektrische und
die magnetische Flussdichte D und B beschreiben, wenn eine Ladungsdichte
p und eine Stromdichte j vorhanden sind:

V-D=p, (2.12)
V-B=0, (2.1b)
V XE = —EB (2.1¢)
ot ‘
. 0
VxH=j+ ED' (2.1d)

1 Vektoren und Vektorfelder sind durchweg fett gesetzt und ihre Abhangigkeit von der Zeit ¢
und dem Ort r wird bis auf einige Ausnahmen nicht explizit ausgeschrieben. Einheitsvekto-
ren sind durch das Tragen eines Dachs gekennzeichnet (z. B. ).

15
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Abb. 2: Die verwendete Konvention der Kugelkoordinaten. Der Ortsvektor

16

r eines Punktes P wird in Kugelkoordinaten durch die Lange r des
Pfeils und durch Angabe des Polarwinkels 6 und Azimutwinkels ¢
angegeben. Diese beschreiben den Winkel zwischen r und der posi-
tiven z-Achse, 6 € [0, 7t], bzw. den Winkel zwischen der Projektion
von r in die xy-Ebene und der positiven x-Achse, ¢ € [0,27).



2.1 DIVERGENZFREIE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER

Wihrend die erste und die zweite Maxwell-Gleichung die Divergenz der
Flussdichten festlegen, beschreiben die dritte und die vierte Maxwell-Glei-
chung die Rotation der Feldstdrken. Die Flussdichten hdngen dabei iiber die
Beziehungen

D =¢E+ P, (2.2a)

B=pu (H+M) (2.2b)

mit der makroskopischen Polarisation P und der Magnetisierung M zusam-
men, die in Materie auftreten konnen. €y und po bezeichnen die Permittivitat
bzw. Permeabilitit des Vakuums.

Unter Benutzung der Fourier-Zerlegung lasst sich jedes zeitliche Signal
in Frequenzanteile mit der Kreisfrequenz w zerlegen. Dies ermdglicht eine
getrennte Bestimmung der Ortsabhéngigkeit der Felder aus (2.1) fiir jede
Frequenz w

E(r,t) =e “E(r). (2.3)

Die Wahl des negativen Vorzeichens fiir die harmonische Zeitabhangigkeit
ist eine gangige Konvention in der theoretischen Physik.

Um die Maxwell-Gleichungen in Materie 16sen zu kénnen, muss ein Zu-
sammenhang zwischen den Flussdichten und Feldstdrken spezifiziert wer-
den. Lineare und isotrope Materialien zeichen sich dadurch aus, dass die
Flussdichten D und B linear von den Feldstiarken E und H abhdngen

D = ¢E = ¢p¢,E, (2.4a)

B = pH = pop H. (2.4b)

Die relative Permittivitdt €, und die relative Permeabilitdt . sind dann orts-
unabhédngige Skalare, welche beschreiben, wie das jeweilige Material auf du-
3ere elektrische und magnetische Felder reagiert. Sie nehmen fiir Luft anna-
hernd ihren Vakuumwert €, = p, =1 an.

Alternativ ist eine Beschreibung {iber die elektrischen und magnetischen
Suszeptibilititen x. bzw. xm moglich, die im Rahmen der linearen Response
Theorie beschreiben, welche Polarisation P bzw. Magnetisierung M

P(w) = egxe(w)E(w) (2.5a)

M(w) = xm(w)H(w) (2.5b)

von den Fourierkomponenten zur Frequenz w des elektrischen bzw. ma-
gnetischen Felds E bzw. H in einem Medium hervorgerufen werden. Da in
dieser Arbeit nur isotrope Materialien betrachtet werden, hingen die Gln.
(2.5a) und (2.5b) nicht explizit vom Ort r ab.

Fiir €, und x. bzw. y, und xm ergibt sich mit Hilfe der GIn. (2.4a,2.4b) und
(2.2a,2.2b) der Zusammenhang

€ =1+ Xe, (2.6a)

17
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Maxwells Wirbelgleichungen (2.1c, 2.1d) fithren unter Benutzung von (2.4)
im ladungs- und stromfreien Raum (p = 0, j = 0) nach Anwendung der
Rotation sowohl fiir das elektrische, als auch fiir das magnetische Feld auf
die homogene vektorielle Helmholtzgleichung (s. Anhang A.2)

(A + wzye) {I]—EI} = 0. (2.7)

Divergenzfreie Vektorfelder F, welche (2.7) erfiillen und auseinander durch
Anwendung der Rotation hervorgehen, konnen in Kugelkoordinaten auf
Grund der Beziehung V - V x F = 0 leicht konstruiert werden.

Die Hansen-Multipole [84]

V x rzy(kr) Yy, 6 o . 0 zo(kr)
= = Y — b Yy | 22 (2.8a
tm ((0+1) [smﬁacp fm d’ae Em] 0(0+1) (282)
1 1 0(+1)
Ny = -V XMy, = t
Tk Y e w+1)< kr (25b)
2.

~d .~ 1 0 d
6@ + (bsinH 847] a(kr) ) krzo(kr)Yom,

sind auf Grund ihrer Divergenzfreiheit und der Eigenschaften M, = V x
Ny /k, Noy = V X My, /k ideal, um elektromagnetische Felder im quellen-
freien Raum in Kugelkoordinaten (s. Abb. 2) zu beschreiben. M, und Ny,
sind nur fiir £ > 1 normierbar und fiir ¢ = 0 gleich Null zu wéahlen.

Die Wellenzahl k = wn/c gibt an, wie stark sich die Vektorfelder M, und
Ny, mit dem Ort d&ndern, wenn sich ein Feld der Frequenz w im Medium mit
dem Brechungsindex n ausbreitet. Sie hdangen tiber die Kugelfldchenfunktio-
nen Yy, [85] vom Azimutwinkel ¢ und dem Polarwinkel 6§ ab. Sphérische
Besselfunktionen [86] z;, bzw. die Funktion

() = o ez ()] @9)

+

beschreiben die Abhédngigkeit von der Radialkoordinate r. Mit Hilfe von (2.9)
lasst sich das Vektorfeld Ny, noch etwas kompakter schreiben:

1
Ny = ———— | 0L+ 1)zp(kr) +
= = (f( )z (kr)

~0 .~ 1 0
= —=—| Z Yim-
936 " Psine a(p] ZE(kr)) fm
(2.10)
Die Beziehung V x rp = —r x V¢ zeigt, dass das Vektorfeld My, keine
radiale Komponente besitzt und nur transversal zur Ausbreitungsrichtung
schwingt.
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2.1 DIVERGENZFREIE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER

Sowohl My, als auch Ny, sind Eigenfunktionen des Quadrats des Dre-

himpulsoperators L = —ir x V bzw. seiner z-Komponente L|.:
M, M,
LZ{ m}z—ﬁﬁ—kl { m}, 2.11a
Ny, C+DIN,, (2.11a)
I\ } {Mlm }
L =m . 2.11b
‘Z { N Nym ( )

Die Parameter ¢ und m konnen daher als Drehimpuls bzw. z-Komponente
des Drehimpulses der Vektorfelder (2.8a) und (2.8b) bezeichnet werden.

Wird My, verwendet um das elektrische Feld zu beschreiben, so spricht
man von transversal-elektrisch- bzw. TE-polarisierten Feldern. Analog steht
der Begriff des transversal-magnetisch bzw. TM-polarisierten Felds fiir die
Situation H o« My,,,.

Die Abhingigkeit von der radialen Koordinate r erfolgt nur {iber die spha-
rischen Besselfunktionen z;, welche so gewdhlt werden konnen, dass die
Vektorfelder My,, und Ny, entweder reguldr im Ursprung sind, z, = j,,

oder auslaufende Felder beschreiben
) i(kr—wt)
lim e R (kr) = i 112

lim . (2.12)

deren Wellenfronten, d. h. Oberflichen konstanter Phase kr — wt, sich in
weiter Entfernung vom Koordinatenursprung radial nach auflen ausbreiten.
Gl (2.12) zeigt, dass die Interpretation der hél) als auslaufende Felder an
die weiter oben vereinbarte Konvention fiir die Zeitabhdngigkeit exp (—iwt)
gebunden ist.

Die gewdhlte Schreibweise [87, S. 697] des Vektorfelds Ny, in Gl. (2.8b)
macht deutlich, dass der Betrag der Radialkomponente N, - & gegeniiber
den Winkelanteilen Ny, - & und Ny, - ¢ fiir kr > 1 unterdriickt ist:

1

Ny - Ny - T
3 1o o (2.13)

X
Ném : (b me

> >

Somit besitzen sowohl My, als auch Ny, einige Wellenlingen vom Ur-
sprung entfernt in guter Ndherung keine radiale Komponente mehr.

Die eingefiihrten Hansen-Multipole erfiillen fiir z, = hél) daher die Som-
merfeld’sche Ausstrahlungsbedingung und der Poynting-Vektor

S=ExH", (2.14)

welcher die vom Feld transportierte Leistung pro Flache angibt, zeigt in wei-
ter Entfernung vom Ursprung radial nach aufien. * steht dabei fiir die kom-
plexe Konjugation.

Weitere Details zu den verwendeten Konventionen bzgl. der speziellen
Funktionen finden sich im Anhang A.
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DIE MAXWELL-GLEICHUNGEN IN KUGELKOORDINATEN

2.2 DIE SPHARISCHE MULTIPOLENTWICKLUNG

Mit Hilfe der Vektorfelder My,, und Ny, lassen sich divergenzfreie Vektor-
felder darstellen. Um auch beliebe elektrische Felder in Anwesenheit von
Feldquellen beschreiben zu konnen muss zu den Hansen-Multipolen das
divergenzbehaftete longitudinale Vektorfeld Ly, = #Yy,,z¢(kr) hinzugenom-
men werden (s. Anhang B.3). Ein allgemeines elektrisches Feld E kann dann
als Linearkombination von Ly, My, und Ny, dargestellt werden:

1
Z Z QongL/m ) + Q Mﬁm( )+ Qﬁ Nﬁm( )- (2.15)
=0m=—1
Die Multipol-Koeffizienten Q,, lassen sich auf Grund der Orthogonali-
tatseigenschaften der Vektor-Kugelflachenfunktionen (siehe Anhang B.3) be-
rechnen zu:

long 1 *
Qu’ = dQE-Lj , (2.16a)
el Jas1) o
1
QI —__~ _ dQE-M; , 2.16b
= [ Mgl o) & (2160
1
oM_ __ - _ dQE-N; . (2.16¢)
o [Nyl [ o) o

dB(1) bezeichnet die Oberfldche der Einheitskugel B(1) und dQ) = sin(0)dod¢
ist das Oberflichenelement in Kugelkoordinaten. Die Normierungen betra-
gen:

||L€m|| = / dQ |L€m|2 =1, (2.17a)
9B(1)

M| = [ dQ M = 2H(0r), (2.17b)
aB(1)

L [€(£ +1)23 (kr) + (akrerg(kr))z} .

(kr)?
(2.17¢)
Sind keine elektrostatischen Feldquellen vorhanden, so verschwinden die

Nl = [ dO N =
3aB(1)

longitudinalen Koeffizienten Qlong = 0. Die Summe tiber / startet dann erst
bei ¢ =1, da Mgy und Ny gleich Null sind.

Mochte man das Feld E innerhalb eines quellenfreien Volumens beschrei-
ben, welches den Koordinatenursprung enthailt, so darf die Radialabhdngig-
keit nur durch sphérische Besselfunktionen erster Art j, beschrieben werden,
da andernfalls eine unphysikalische Divergenz im Koordinatenursprung vor-
liegen wiirde. Bei Streuproblemen kann das Gesamtfeld E auflerhalb des
Streuzentrums geschrieben werden als

E= Eein + Estreu, (2.18)
mit dem im Ursprung regulédren einfallenden Feld

ESM o jy(kr), (2.19a)
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2.2 DIE SPHARISCHE MULTIPOLENTWICKLUNG

und dem gestreuten auslaufenden Feld
BT hgl) (kr), (2.19b)

welches sich radial nach aufsen ausbreitet.

Als Beispiel fiir die spharische Multipolentwicklung soll nun eine x-pola-
risierte ebene Welle durch die Hansen-Multipole ausgedriickt werden. Die
Propagation der Welle erfolge in z-Richtung, womit sich der elektrische Feld-
vektor der Welle schreiben lasst als:

E= Eoﬁefiwtﬂkrcos 9. (2.20)

Eo bezeichnet die Amplitude der elektrischen Feldstirke und das zu (2.20)

gehorende Magnetfeld berechnet sich gemafs H = —}%wv x E zu:
1 —_
H = — E,{e lwitikrcost )
LoFove (2.21)
Der {iber eine Schwingungsperiode gemittelte Poynting-Vektor
1
(S) = E?R(EXH*), (2.22)

definiert die Richtung des Energieflusses obiger ebener Welle. & bedeutet
dabei, dass der Realteil des Kreuzprodukts zu nehmen ist. (S) zeigt fiir die
ebene Welle (2.20,2.21) in die Richtung der positiven 2-Achse, wie dies bei
einer Propagation in z-Richtung erwartet wird:

(S)

LN
= ZTLCE%Z' (2.23)

Es gilt nun, nach Gl (2.15) die Multipolkoeffizienten Q}E und Q}% aus
den GIn. (2.16¢, 2.16b) zu finden. Da die ebene Welle divergenzfrei ist ver-
schwindet der longitudninale Koeffizient ng;g . Am einfachsten gelingt die
Berechnung der TE- und TM-Multipolkoeffizienten, indem der Einheitsvek-
tor x in Kugelkoordinaten dargestellt wird (siehe Gl. (C.6)). Die relevanten
Integrationsschritte befinden sich im Anhang B.2 und enden in

Q" = Eoi' ™'/ (20 + 1) 76y 1, (2.24a)
Qem " = +£Qp, " (2.24b)

wobei das Superskript x explizit die Polarisation der Welle notiert. Die Mul-
tipoldarstellung einer y-polarisierten ebenen Welle erhélt man sehr einfach
durch Anwendung der Rotation auf (2.15):

TE, . ~TM,
Q(Zmy = lQém : (2'25a)

QMY = _iQIEx (2.25b)

Im Im
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b
>

01 62

Abb. 3: In zwei Koordinatensystemen O; bzw. O, die gegeneinander ent-
lang der gemeinsamen z-Achse verschoben sind, besitzt der Punkt P
verschiedene Ortsvektoren r; bzw. r,. Wiahrend in kartesischen Ko-
ordinaten nur die z-Koordinate des Punktes P in beiden Koordina-
tensystemen verschieden ist, weichen in Kugelkoordinaten sowohl
der Winkel 6, als auch der Abstand vom jeweiligen Koordinatenur-
sprung |r| in beiden Koordinatensystemen voneinander ab. Erhalten
ist jedoch der Azimutwinkel ¢.

2.3 TRANSLATION DER MULTIPOL-LOSUNGEN

Die Multipolentwicklung des vorangegangen Abschnitts eignet sich beson-
ders gut fiir die Beschreibung von elektromagnetischen Feldern, welche von
lokalisierten Strahlungsquellen ausgesandt werden. Als Quellen fungieren
in diesem Sinne auch Objekte, die sich in einem &dufieren Feld befinden
und dieses streuen. Sind mehrere solcher Streuer vorhanden, so macht die
Beschreibung wechselseitiger Streuvorgénge einen Wechsel des Koordina-
tensystems erforderlich. Das Feld, welches in einem Koordinatensystem O,
ausgesandt wird, soll dabei in einem verschobenen Koordinatensystem O,
ausgedriickt werden. Abb. 3 zeigt den Wechsel des Koordinatensystems fiir
Verschiebungen entlang der z-Achse. Bei derartigen Translationen ist die
Drehimpulszahl m der Hansen-Multipole erhalten.

Im quellenfreien Raum lassen sich elektromagnetische Felder allein aus
den Vektorfeldern My,, und Ny,, zusammensetzen. Die Translationskoeffizi-
enten 7 sind dann Losungen der Gleichungen

My (t1) = Y T ()M (12) + Tk g () Np (12),  (2.26)

O'm’

Now(r1) = Y TE i ()N (12) + ThE i (Mg (1), (2.27)

O'm!

Sie beschreiben, welche Gestalt ein Multipolfeld mit den Drehimpulseigen-
werten (¢,m) im Koordinatensystem O; im verschobenen Koordinatensys-
tem O, besitzt.
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Die Koeffizienten wurden auf unterschiedliche Weise und in sehr verschie-
denen Darstellungen berechnet [88-93] und konnen fiir Translationen ent-
lang der z-Achse geschrieben werden als:

r =1
Thom @1 (CD"AE)TE &
e I N ACES W ACES Yo it im
l1,02;m 1( 1+ ) 2( 2+ )lewlféz‘

(2.28)

- i (kd
v {160 .

K (kd)

Da sich der Winkel ¢ bei Translationen in z-Richtung nicht dndert ist die Dre-
himpulszahl m bei derartigen Translationen erhalten. Die geschweifte Klam-
mer ldsst Translationen der Hansen-Multipole zu, bei denen ihr Charakter

entweder erhalten bleibt (j;, — j bzw. hgl) — hé,l)) oder sich verandert

(h((f) — jor). Der Koeffizient

/ QU +1)+ 0L+ 1) -0 +1)| .. |[P=P
PP _ 1\*1
Chtatim = { —2im(+1)kd fir vy psp [ (229

sieht fiir Polarisationserhaltung P = P’ und fiir Polarisationsmischung P # P’
unterschiedlich aus. Die sechsfach indizierten Koeffizienten Y in (2.28) sind
Gaunt-Koeffizienten [94], welche im Anhang A.4 genauer beschrieben wer-
den. Im Vorzeichenfaktor £ steht (+) fiir eine Translation entlang der positi-
ven z-Achse und (-) fiir eine Translation in die entgegengesetzte Richtung.

Eine wichtige Eigenschaft der Translationskoeffizienten (2.28) ist, dass bei
Verschiebungen entlang der z-Achse die Projektion m des Drehimpulses ¢
auf die z-Achse erhalten ist, wohl aber die Polarisationen bei einem Wechsel
des Koordinatensystems mischen.

2.4 STREUUNG AN KUGELN

Die Streuung elektromagnetischer Strahlung an Kugeln wurde bereits von
Ludvig Lorenz um 1890 beschrieben [95]. Sie ist heute besser bekannt unter
dem Begriff Mie-Streuung, benannt nach ihrem Neuentdecker Gustav Mie
[96].

Die Streuung von elektromagnetischen Wellen an einem makroskopischen
Objekt kommt dadurch zu Stande, dass im Kugelmaterial negativ geladene
Elektronen und positiv geladene Atomriimpfe auf das einfallende elektro-
magnetische Feld reagieren. Diese Reaktion duflert sich in Form eines ge-
streuten elektrischen Felds ES"®Y, welches sich im AufSenraum des Streuers
mit dem einfallenden Feld E®" zum Gesamtfeld

Ee — Eein + Estreu (2‘30)

iiberlagert. Die zugehorigen Magnetfelder ergeben sich mit Hilfe der drit-
ten Maxwell-Gleichung (2.1c) aus dem elektrischen Feld. Das gestreute Feld
muss die Sommerfeld’sche Ausstrahlungsbedingung erfiillen [87, S. 724], da
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es Energie vom Streuzentrum radial nach aufien transportiert, wahrend das
einfallende Feld aufierhalb seines Quellbereichs reguldr sein muss.

Wiéhrend in einem guten Leiter freie Ladungstridger so weit verschoben
werden, dass sein Innenbereich feldfrei wird, E; = 0, sind Dielektrika nicht
in der Lage, Felder vollstindig aus ihrem Inneren zu verdrangen. Ganz allge-
mein lassen sich die Randbedingungen des elektrischen und magnetischen
Felds durch die Gleichungen [97, S. 18 ff.]

(Ei - Ee)

=0, (2.31a)

tan

(Hi - He)

=0 (2.31b)

tan

erfassen, welche aussagen, dass die tangentialen Feldkomponenten auf bei-
den Seiten einer stromfreien Grenzfldche stetig sind. Im Falle der Streuung
an einer Kugel bezeichnen E; und H; das elektrische Feld bzw. magnetische
Feld im Kugelinneren und E. bzw. H, selbige im Aufienraum.

Nachfolgend werden die obigen Randbedingungen fiir Multipolfelder ge-
16st und dabei zwei sehr unterschiedliche Streusituationen betrachtet. Zu-
néchst wird die gewohnliche Mie-Streuung behandelt, bei der Strahlung von
einer Quelle auflerhalb einer Kugel ausgeht und anschlieffend auf die Kugel
trifft. Dort angekommen dringt die Strahlung zum Teil in die Kugel ein und
wird reflektiert (s. Abb. 4a)).

Im Anschluss wird die ,inverse” Situation betrachtet (s. Abb. 4b)). Hier
befindet sich eine Strahlungsquelle im Inneren einer Kugel und es sind die
in das Kugelinnere zuriick gestreuten, sowie die in den Aufienraum trans-
mittierten Felder gesucht. Abgeschlossen wird dieses Kapitel durch die For-
mulierung der Streuung an beschichteten Kugeln und einer Anwendung
mehrfach beschichteter Kugeln, der plasmonischen Tarnung.

2.4.1  Mie-Streuung

Der Ausgangspunkt fiir die Beschreibung der Mie-Streuung ist die Darstel-
lung des von einer Strahlungsquelle emittierten Felds E®™ in der Basis der
transversal-elektrischen und transversal-magnetischen Hansen-Multipole. Da
das einfallende Feld im Auflenbereich seiner jeweiligen Quelle beschrieben
wird, kommen nur reguldre Besselfunktionen fiir seine Radialabhéngigkeit
in Frage.

Auf Grund der Orthogonalitdt von My, und Ny, beziiglich der Integra-
tion tiber die Oberfliche der Einheitskugel ist die Streuung an einer isotro-
pen Kugel mit skalarer Permittivitidt ¢; und Permeabilitdt y; in der Multi-
polbasis diagonal. Es vermischen demnach weder die Polarisationen, noch
die Drehimpulse bei der Streuung. Daher lassen sich die Randbedingun-
gen fiir elektromagnetische Felder, deren elektrischer Feldvektor durch M,
bzw. Ny, beschrieben wird, unabhidngig voneinander formulieren. Wie sich
zeigen wird, hangen die Streueigenschaften einer Kugel stark von dem di-
mensionslosen Parameter p = 2tnR/A ab, der den Kugelradius R zur Wel-
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transmittiertes Feld
gestreutes Feld

gestreutes Feld
P m’ P )))’ “N
Strahlungsquelle Strahlungsquelle

Abb. 4: a) Bei der gewdhnlichen Mie-Streuung befindet sich eine Strahlungs-
quelle auflerhalb einer Kugel. Elektromagnetische Wellen, die von
der Quelle erzeugt werden und auf die Kugeloberfldche treffen wer-
den einerseits ins Kugelinnere transmittiert und andererseits reflek-
tiert. b) Die ,inverse” Mie-Streuung beschreibt die Situation einer
Strahlungsquelle, welche im Inneren einer kugelférmigen Kavitit
platziert ist. Beim Auftreffen von Strahlung auf der Kugelinnensei-
te kommt es zu einer Reflexion zuriick in das Kugelinnere und zu
einer Transmission in den Auflenraum.

b)

lenldnge A/n mit dem Brechungsindex n des Mediums (0 = p.) bzw. der
Kugel (p = p;) ins Verhiltnis setzt.

Die Stetigkeitsbedingungen (2.31) lassen sich auf einer Kugeloberfldche
mit Radius » = R anschreiben, indem jeweils entweder das elektrische oder
das magnetische Feld proportional zum rein transversalen Vektorfeld M an-
gesetzt wird. Fiir den TE-polarisierten Anteil einer einfallenden elektroma-
gnetischen Welle ergeben sich aus der Kontinuitidt des E- und H-Felds die
Gleichungen

bfhél)@e) + Brje(pe) = ceje(pi), (2.32a)
bﬁh (Pe)/ﬂe + Beje(pe) /e = coje(pi) / i (2.32b)

Die entsprechenden Gleichungen fiir den TM-polarisierten Anteil des ein-
fallenden Felds lauten:

ah (pe) + Acje(pe) = dejie(pr) (2.33a)

ﬂeh (Pe) /€ + Agji(pe)/€e = doji(ps) /€ (2.33b)

Die linke bzw. rechte Seite der Gleichungen (2.32,2.33) stellen die Radialab-
hiangigkeit der Felder direkt auflerhalb der Kugel (p = p.) bzw. an der Innen-
seite der Kugeloberflache (o = p;) dar. Im Kugelinneren finden nur regulére
Besselfunktionen jy(p) bzw. j;(p) = 9,pji(p) Verwendung, da die Kugel als
ungeladen angenommen wurde und dementsprechend die Feldstdarken im
Ursprung endlich sein miissen. Im Aufienraum kann die Radialabhangigkeit
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der Felder gemaf Gl. (2.30) aus einer Uberlagerung von reguldren einfallen-
den E€" o j,(p) bzw. E€™ o j;(p) und gestreuten Feldanteilen ES" hl(gl)

bzw. ESeY o fzgl) (p) angesetzt werden.

Ay und By bzw. a;, und b, stehen fiir die Amplituden des TM- und des
TE-polarisierten Anteils des einfallenden bzw. reflektierten Felds. ¢, und d,
beschreiben die TE- und TM-polarisierten Feldanteile im Kugelinneren. Sie
verschwinden fiir perfekt leitfahige (PC) Kugeln (¢, PC = dPC = 0. ), da deren
Permittivitit divergiert €;(w) — oo und somit eine Transrmssmn ins Kuge-
linnere unterbunden wird. In diesem Fall ergeben sich die Streuamplituden

e = —a, 20 (2342
hg (Pe)

b'C = —B, ](igpe) : (2.34b)
hg (Pe)

In einem konkreten Streuproblem ist die Gestalt der einfallenden Welle ge-
geben, womit A, und B; den Multipolmomenten Q;M und Q}F aus Kapitel
2.2 entsprechen.

Die Streuung einer perfekt leitfahigen Kugel hangt somit nur noch tiber
pe vom Brechungsindex n. des Mediums ab, das die Kugel umgibt.

Fiir homogene Kugeln, deren Materialeigenschaften im Allgemeinen durch
eine frequenzabhédngige Permittivitiat und Permeabilitdt beschrieben werden
miissen, ergibt das Auflosen der GIn. (2.32,2.33) die Koeffizienten ay, by, ¢,
und d:

i e)€e — i)€i
v dﬁfﬂii hé(&; >(]i<ial>el 2350
S oo z;f:f’?”;%
N W) (0e)ie(pe) = (o) (0e) | 1 50
Jiloo) ) (pepe = i (pe)ji(pi) s
do= —A, 1 (0e)je(pe) = ool (pe) | 35d)
Je(oh (pe)ee — ) (pe)je(pi)es

Die Gleichungen (2.35) stellen die vollstaindige Losung des externen Streu-
problems dar, bei dem eine regulédre einfallende Welle in eine auslaufende
Welle gestreut wird.

Die TM-Multipolanteile A, einer einfallenden Welle regen in der Kugel
elektrische Multipole, d. h. Oszillationen der Ladungsdichte an, wahrend
die TE-Multipolanteile B, im Kugelinneren Ringstrome verursachen. In die-
ses Bild passt, dass a;, und by bzw. d, und ¢, auseinander hervorgehen, wenn
in den Koeffizienten (2.35) die Rolle der elektrischen und magnetischen Ma-
terialeigenschaften vertauscht, d. h. die Ersetzungen € <+ y vorgenommen
werden.
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Der Grenzfall, dass das einfallende Feld E®™ kaum iiber den Querschnitt
der Kugel variiert, d. h. A/n. > R, verdient bei der Diskussion der Mie-
Streuung eine gesonderte Behandlung. Um Redundanz zu vermeiden, wird
diese Diskussion an das Ende von Kapitel 2.6 verschoben.

2.4.2 ,Inverse” Mie-Streuung

Ein in der Literatur nur selten diskutiertes Problem ist die Beschreibung
der Streuung einer Welle, die sich im Inneren einer Kugel radial nach au-
en ausbreitet und an der Kugelinnenseite reflektiert bzw. transmittiert wird.
Dieses Problem tritt im Rahmen des Casimir-Effekts auf, wenn sich Objek-
te innerhalb einer kugelférmigen Kavitdt befinden. Das Feld, welches von
einer Quelle im Inneren der Kavitdt ausgesendet wird, ist hierbei als be-
kannt anzunehmen. Gesucht sind die Amplituden fiir die Transmission in
den Auflenbereich der Kugel bzw. fiir das in den Innenraum zurtick reflek-
tierte Streufeld. In Analogie zur gewohnlichen Mie-Streuung lassen sich die
Stetigkeitsbedingungen fiir die TE-polarisierten Anteile

i ' (pe) = Bl () + ;i) (2360)
ei "Iy (pe) /e = Behy (00) /i + by i) / (2.36b)
und fiir die TM-polarisierten Anteile des einfallenden Felds anschreiben
dg 'y (pe) = Achy” (pi) + by ) (2:372)
d; 1y (pe) fee = AL (p1) /e + by (i) /e (2.37b)

In der gewédhlten Notation bezeichnen a; und bil die TE- und TM-Mie-
Koeffizienten fiir das inverse Streuproblem, Wahrend d,' und c; ! die zuge-
horigen Transmissionskoeffizienten sind. d, ! , undc, P beschrelben die Trans-
mission in den AufSenraum der Kavitit. Die rechte bzw linke Seite der GIn.
(2.36, 2.37) stellen die Feldstarken an der Aufsen- bzw. Innenseite der kugel-
formigen Grenzflache dar. Die Auflosung nach den unbekannten Koeffizien-
ten azl, b(jl, czl und d(jl liefert:

o BP0 (pe)ee — 1Y (pe) S (o1)es
0t = AP ot e , (2.382)
]((Pi)hg (0e)ee _he (pe)je(pi)ei
b1 = g, @ (poe = (pe)h” (po) (2.38b)
Te(oi) Y (0e) e — 1M (0e)jio (03 i
L o) = Feleon o) | e
¢, = —by , (2.38¢)

Te(o)hM () pte — 1M (0e)ji (0
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Ry R3 R2 Rl

Abb. 5: Fiir beschichtete Kugeln werden die Brechungsindizes des i-ten Me-
diums von innen nach auflen nummeriert: n(w) = \/ei(w)ui(w). R;
markiert den Radius der i-ten Kugel-Grenzflache, an der Streuung
auftritt. Bél) ist die Reflexionsamplitude der i-ten Grenzfldche fiir
den TE-polarisierten Anteil des einfallenden Felds. Analog wird die
Bezeichnung AE,Z) fur die entsprechende Reflexionsamplitude TM-
polarisierter Feldanteile verwendet.

1" (0je(o) — e(o)n (01 e
o (pe)ee — i pe)ie(pi)es

d;t = — (2.38d)

2.4.3 Streuung an beschichteten Kugeln

Dieser Abschnitt widmet sich der Streuung an einer Kugel, die aus mehreren
konzentrischen Kugelschalen beliebiger Materialien besteht. Die Komplexi-
tat dieses Problems nimmt im Vergleich zur Streuung an einer Vollkugel
deutlich zu, da im Allgemeinen an jeder Grenzfliche sowohl Transmissio-
nen als auch Reflexionen auftreten und die Materialeigenschaften aller Ku-
gelschalen gekoppelt werden.

Damit die elementaren Streu- und Transmissionsprozesse, deren Amplitu-
den bereits abgeleitet wurden, benutzt werden kénnen, wird ab sofort ver-
einbart, dass ein Koeffizient péz) mit p € {a,a”!, b,b7', c,c™!, d,d"'} aus
den jeweiligen Koeffizienten der Gleichungen (2.35, 2.38) hervorgeht, indem
dort die Ersetzungen p. = wRn'*t1/c, pi = wRn'/c und Ay = By = 1 vor-
genommen werden. Die Nummerierung der Radien der Grenzfldchen bzw.

28
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der Materialien erfolgt von innen nach auflen mit den Indizes 1 bis N bzw.
1 bis N + 1. Der Brechungsindex n™N ! steht in dieser Notation fiir den Bre-
chungsindex des Mediums, in welchem sich die N-fach beschichtete Kugel
befindet.

Abb. 5 zeigt eine dreifach beschichtete Kugel im Schnitt und fiihrt den
Koeffizienten Bél) als Reflexionskoeffizienten der i-ten Grenzflache fiir TE-
polarisierte Feldanteile ein. Da dieser Koeffizient seinerseits von den Trans-

missionen C(gj ) (j < i) und den Reflexionskoeffizienten tieferer Grenzflichen

BE] ) (j < i) abhédngt, bietet sich eine rekursive Bestimmung des gesuchten
Streukoeffizienten BéN) von innen nach aufien an.

Die Randbedingungen lassen sich analog zum gewdhnlichen Mie-Problem
formulieren. Sie werden nur noch fiir TE-Polarisation angeschrieben, da
sich entsprechende Gleichungen fiir TM-Polarisation durch die Substitution
i — € ergeben. Der Drehimpulsindex ¢, welcher an jedem der auftretenden
Koeffizienten stehen miisste, wird ab sofort aus Platzgriinden unterdriickt.
Die Rekursion startet mit den Kontinuitdtsgleichungen an der Oberfldche
des Kugelkerns:

BURD (0,) +CPj(p2) = CWj(p1), (2.39a)

B(l)ﬁél)(PZ)/Hz +CPjy(02) /12 = CVji(p1) / pa- (2.39b)

Im Vergleich zum gewo6hnlichen Mie-Problem hat sich im Wesentlichen die
Amplitude des auf die Grenzflache 1 einfallenden Felds gedndert. Wahrend
sie in Abschnitten 2.4.1 und 2.4.2 bekannt war, hiangt sie jetzt tiber C/?) von
allen anderen Grenzflichen ab. Auflésen nach dem Koeffizienten C(Y), der
die Transmission TE-polarisierter Felder in den Kugelkern beschreibt bzw.
nach dem Reflexionskoeffizienten B(!) des Kerns ergibt:

c) = c@cM), (2.40a)

BW = c@p), (2.40b)

Hier treten die bekannten Reflexions- und Transmissionskoeffizienten ei-
ner homogenen Kugel mit Brechungsindex n; auf, welche sich in einem Me-
dium mit dem Brechungsindex 7, befindet. Die Kontinuititsbeziehungen an
allen hoheren Grenzschichten fithren auf die Gleichungen:

BDn(pi11) +CVj(0;11) = CDj(p;) + B Vh(py), (2.41a)

BORM (piy1) | CoVf(pin) _ COflpn)  BUVRD (o)
Hit1 Hit1 Hi Hi

(2.41b)

Das Auflosen nach den Reflexions- und Transmissionsamplituden liefert:

B = (07 pi-1 4 p)cli+1), (2.42a)
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c) — p T gi-1 4 () li+D), (2.42b)

Fiir eine einfach beschichtete Kugel ergibt sich damit der Streukoeffizient

@)p1) 21
3@ _ ) Cb—c_1+b<z) , (2.43)
1— @ p1)

Gl. (2.43) lasst sich interpretieren als Mehrfachreflexionen innerhalb der Ku-
gelschale (erster Term) und der direkten Reflexion (zweiter Term).

Da die Koeffizienten b, ¢! und ¢ zum Teil identische Nenner besitzen,
ist es fiir die computerbasierte Berechnung giinstiger sie zusammenzufas-
sen. Dies fiihrt fiir den i-ten Streukoeffizienten TE-polarisierter Strahlung
beispielsweise auf:

[j(piﬂ)ﬁél) (0i)pi+1 — ff(PiJrl)h(pi)Vi} B(—1 4
i (o) oisa)pir = ) (oisn ) (i) ] B +
je(p)jpic1)pivn — Je(piv)joi) pi
Jelp (e i =1 (i) oo

B) — _cli+D)

. (2.44a)

AD =By —¢,C— D,B— A) (2.44b)

Die rechte Seite dieser zweizeiligen Gleichung ist als ein einziger Bruch zu
verstehen. Die Reflexionsamplituden fiir TM-Polarisation, Gl. (2.44b), erge-
ben sich aus (2.44a), indem die Permeabilitdt durch die Permittivitdt und
die jeweiligen TE-Koeffizienten B, b und C, ¢ durch die entsprechenden TM-
Koeffizienten A, a und D, d ersetzt werden.

An Hand zweier einfacher Grenzfille lasst sich verstehen, wie der Aus-
druck (2.44a) fiir die Reflexion an einer beschichteten Kugel in die gew6hn-
lichen Mie-Koeffizienten fiir die Streuung an einer Vollkugel iiber geht.

e Bi-D =0
In diesem Fall tritt an der (i — 1)-ten Grenzfliche keine Reflexion auf.
Dies kann z. B. der Fall sein, wenn die dielektrischen Eigenschaften
der Medien i und i — 1 identisch sind. In diesem Szenario tiberlebt in
(2.44a) nur der Term in der zweiten Zeile. Er entspricht dem Streukoef-

tizienten einer Vollkugel des Materials i, welche sich im Medium i 41
befindet.

® 0i = Pit+1:
Hier verschwindet die Reflexion an der dufieren Grenzflache; alle Ter-
me bis auf B'~! kiirzen sich. Es bleibt nur die Reflexion am Kern iibrig.
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Der zu B! gehorende Transmissionskoeffizient fiir TE-Polarisation ldsst
sich schreiben als:

Hi [ﬁ(ﬂi+1)h(Pi+1) — 1" (pi11)j (Pi+1)}

cli) — cli+D) - 0
[hg )(Pi)h(PiH)HiH - h; )(piﬂ)h(pi)yi} B(i—1) 4

= = : , (245)
1(ois1)je(0) M1 — B (oiv1)i (01 pi

wobei die rechte Seite dieser Gleichung erneut als ein einziger Bruch zu ver-
stehen ist. Damit die Koeffizienten (2.44a) und (2.45) fiir eine unbeschichtete
Kugel in die gewohnlichen Mie-Koeffizienten iibergehen, miissen die Koeffi-
zienten zu i = 0, B®) = C(0) = A() = D(O) gleich Null gewzhlt werden.

Der Transmissionskoeffizient fiir TM-Polarisation ldsst sich erneut durch
die Ersetzungen  — € und BU~1) — A=) gewinnen:

DO = cO(y — ¢, B — Al-D), (2.46)

2.4.4 Spezielle Anwendung mehrfach beschichteter Kugeln: Plasmonic Cloaking

Der Formalismus fiir die Streuung an mehrfach beschichteten Kugeln kann
benutzt werden, um die Schichtdicken und Materialien derart aufeinander
abzustimmen, dass bei bestimmten Frequenzen keine oder deutlich abge-
schwichte Reflexionen auftreten. Diese Art von Beschichtung wird plasmo-
nische Tarnung bzw. ,,plasmonic cloaking” [98-100] genannt und unterschei-
det sich von anderen Tarnmechanismen [101, 102], welche optische Anisotro-
pie und Metamaterialien benotigen.

Die Idee der plasmonischen Tarnung ist es Objekte zu tarnen, deren ty-
pische Abmessungen klein im Vergleich zur einfallenden Wellenldnge sind.
Dabei nutzt die Methode aus, dass fiir derartige kleine Streuer die Dipol-
Streuamplituden dominieren und sich beispielsweise in den GIn. (2.44) die
Schichtdicke R, — R; einer einfach beschichteten Kugel so auf die Bere-
chungsindizes ny, n; und n3 abstimmen ldsst, dass einer der beiden Koef-
fizienten Aéz), oder Bf) verschwindet.

Fiir realistische Materialien erfolgt die Streuung langwelligen Lichts haupt-
sdchlich tiber die Anregung elektrischer Dipole. Nachfolgend werden aus
diesem Grund Gleichungen abgeleitet, welche den Koeffizienten AE,Z) zum
Verschwinden bringen. Aus (2.44b) erhélt man in Ubereinstimmung mit [98]
im quasi-statischen Limes w — 0 fiir den Radius der Beschichtung

Ry, = \3/(€2 —e)2ete) Ry, (247)

(e2—€3)(2e2+€1)

um den Dipol-Koeffizienten Agz) einer einfach beschichteten Kugel zum Ver-
schwinden zu bringen. Fiir eine Kugel mit metallischem Kern (¢1(0) — o)

hat (2.47) nur dann eine physikalische, reelle, Losung, wenn €3(0) > €,(0)
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ist. Wahrend sich eine Kugel im Vakuum (e3(0) = 1) also nur bei einer Be-
schichtung mit Meta-Materialien (e2(0) < 1) verstecken lésst, ergibt sich in
Wasser (e3(0) =~ 80) bei Beschichtung mit Polystyren (€2(0) ~ 2.4):

R2 = 1.03R1. (248)

Eine Goldkugel, die sich in Wasser befindet und Radius R; = 1 um besitzt,
streut bei einer Beschichtung mit 30 nm Styropor folglich keine elektroma-
gnetischen Wellen, so lange ihr Radius R; viel kleiner ist als die Wellenldnge
A der einfallenden Strahlung. In Kapitel 4.3.3 wird sich zeigen, dass sich
die plasmonische Tarnung im Rahmen des Casimir-Effekt benutzen lasst,
um auf Basis eines Experiments entscheiden zu konnen, ob die Tieffrequen-
zeigenschaften von Metallen entweder durch ein dissipatives Drude- oder
durch ein nicht-dissipatives Plasma-Modell beschrieben werden miissen. Die
Charakteristika beider Modelle werden im nédchsten Kapitel kurz beschrie-
ben.

2.5 DER ELEKTROMAGNETISCHE RESPONSE VON FESTKORPERN

Beim Aufstellen der Feldgleichungen (2.7) und bei der Beschreibung der Re-
flexion an einer Kugel treten die materialspezifische Permeabilititdt y und
Permittivitat € auf. Dies macht deutlich, dass die Ausbreitung und die Re-
flexion elektromagnetischer Wellen von den Materialeigenschaften des Aus-
breitungsmediums und des streuenden Objekts abhéngen.

In dieser Arbeit werden nur nicht-magnetische Materialien (¥ = pg) be-
trachtet, deren relative Permittivitdt sich gut im Rahmen eines Drude-Lorentz-
Modells mit N Oszillatoren beschreiben lasst [103, 104]:

2

N w2,
P,
e(w) =1+ 21 - iw';i — (2.49)
i= i

wp;, wi; und 7; stellen Fitparameter dar, welche gewéhlt werden konnen,
wenn experimentell die Messung von Transmissions- bzw. Reflexionseigen-
schaften in Abhdngigkeit der Frequenz w erfolgt ist.

Das Drude-Lorentz-Modell (2.49) ist ein klassisches Modell fiir die Permit-
tivitat. Als solches vernachldssigt es, dass der Einfluss elektromagnetischer
Felder auf Atome und deren Elektronenhiille prinzipiell als quantenmecha-
nisches Problem formuliert werden muss.

Abb. 6 zeigt schematisch den Real- bzw. Imaginirteil €/(w) bzw. €] (w) der
relativen Permittivitat (2.49) fiir ein Modell mit zwei Oszillatoren. Fiir jeden
Oszillator ist deutlich zu erkennen, dass der Realteil €’(w) unterhalb der
Resonanzen wj; ansteigt und danach stark abfallt. Der Imaginirteil €”(w)
hingegen hat die typische Form einer Lorentz-Kurve, welche um die jewei-
lige Resonanzfrequenz w;j; zentriert ist. Bei fester Resonanz bzw. Plasmaf-
requenz skaliert die Breite der Lorentz-Kurve mit -, wie ein Vergleich der
blauen Kurve in den Umgebungen von w = wj,; und w = w;, verdeutlicht.

Fiir gute elektrische Leiter, wie Gold, Silber oder Kupfer, reicht es im ein-

fachsten Fall aus nur einen einzigen Oszillator zu betrachten. wp = 1/2}%
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Abb. 6: Der Realteil (rot) und der Imaginérteil (blau) der relativen Permittivi-
tit e;(w) fiir ein Lorentz-Modell, charakterisiert durch (wp;, w1 i, i)
fiir zwei Oszillatoren mit den Parametern (1.5, 2, 0.3), (0.5, 0.6, 0.03).

kann dann als Plasmafrequenz und vy als Dissipationsfrequenz interpretiert
werden. wp hdngt nur von der Permittivitit des Vakuums €y, der Masse m
des Oszillators und der Oszillatordichte n ab, was ungefdhr der Elektronen-
dichte entspricht [105, 106]. Die Leitungselektronen von Metallen konnen
ndherungsweise als ,frei” betrachtet werden. Da auf ungebundene Elektro-
nen keine Riickstellkraft wirkt ist die Resonanzfrequenz w; ; gleich Null zu
setzen und es folgt die Drude-Permittivitat [107]:

2
Wp

Tty

Das Drude-Modell ist in der Lage die endliche Gleichstromleitfdhigkeit
oy = eow% /v von Metallen ebenso zu beschreiben, wie die einsetzende
Transparenz fiir Frequenzen oberhalb der Plasmafrequenz wp. Fiir Frequen-
zen w > <y wird der Imagindrteil der Drude-Permittivitdt (2.50) klein im
Vergleich zu ihrem Realteil. In diesem Grenzfall ergibt sich das sogenannte
Plasma-Modell fiir die relative Permittivitat

e (w) =1

(2.50)

ew)=1- =2, (2.51)

Das Plasma-Modell ist ebenfalls in der Lage, die Hochfrequenz-Transparenz
von Metallen zu beschreiben, nicht jedoch deren endliche Gleichstromleitfa-
higkeit.

Das Drude-Modell findet seine Anwendung fiir sehr gute Leiter, in denen
die die Reflexions- und Leitfdhigkeitseigenschaften durch freie Elektronen
gut wiedergegeben werden konnen. Das sind die metallischen Materialien,
die in den meisten Casimir-Experimenten bislang verwendet werden. An
der UFR] werden seit kurzem jedoch auch Experimente mit relativ schlecht
leitenden Quecksilberkugeln durchgefiihrt.
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wp [s71] ‘ 7571 ‘ c1
198 x 10'6 | 1.65 x 101 | -0.49

Tab. 1: Drude-Smith Parameter fiir die Permittivitat von fliissigem Quecksil-
ber gemafs [111].

Experimentelle Messungen der elektrischen Eigenschaften von Quecksil-
ber ergeben, dass das Drude-Modell die Materialeigenschaften von Queck-
silber nicht befriedigend beschreibt [108, 109]. Es wurde von Smith daher ein
modifiziertes Modell vorgeschlagen [110], welches heute als Drude-Smith-
Modell bekannt ist. In diesem Modell lautet die relative Permittivitat

w? iycy

[111], wobei die Materialparameter wp, c; und - fiir Quecksilber in Tabelle 1
zusammengefasst sind.

2.6 UBERSETZUNG AUF IMAGINAREN FREQUENZEN

Die in den vorherigen beiden Abschnitten prasentierten Ausdriicke werden
bendtigt, um elektromagnetische Streuprobleme bei reellen Frequenzen zu
beschreiben. Der Matsubara-Formalismus, welcher in Kapitel 3 eingefiihrt
wird, basiert jedoch auf Rechnungen bei wickrotierten, rein imaginéren Fre-
quenzen w = i¢ bzw. rein imagindren Wellenzahlen x = ik. Im Wesentlichen
ergeben sich die bendtigten Translations- und Streukoeffizienten auf der ima-
gindren Achse mit Hilfe der Beziehungen [86]

i) =iip), W Gp) = 2 klp)  (259)

welche die sphirischen Besselfunktionen erster Gattung j, und die sphéri-
sche Hankelfunktion erster Gattung hgl) fur rein imagindre Argumente ip
mit den entsprechenden modifizierten sphérischen Besselfunktionen erster

und zweiter Art, iy bzw. k; verkniipfen.

2.6.1 Translationskoeffizienten

In den Translationskoeffizienten (2.28) fiir Translationen entlang der z-Achse
fiihrt die Ersetzung (2.53) auf

/ —1
Tk @ | __(C)"YaE)st G

: _ b0,
To@ [ VAl Dal D) oy

(2.54)
yhlal 5 (2€/+1){ i }

1
im0 — 2§~k (xd)
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/ L+ 1)+ b(L+1) -0 +1)| .. |P=P
PP _ 1\{*1 2\%£2
Cfl,fz,ﬁ’,m - { Zm(:lzl)Kd fur P # P/ 7 (255)

wobei die erste Zeile der geschweiften Klammer in (2.54) zu verwenden ist,
wenn bei der Translation eine Umwandlung auslaufender in auslaufende
und regulérer in reguldre Hansen-Multipole erfolgt. Diese Art der Transla-
tionen wird beispielsweise benttigt, wenn die wechselseitige Streuung zwi-
schen einer Kugel im Inneren einer Kavitit erfolgt. Die zweite Zeile findet
bei ,,gewohnlichen” Streusituationen Verwendung, bei der sich der Charak-
ter der Hansen-Multipole bei Translation dndert und auslaufende in regulére
bzw. regulére in auslaufende Hansen-Multipole umgerechnet werden.

2.6.2  Streukoeffizienten

In den Streukoeffizienten duflert sich eine Wickrotation ebenfalls durch die
Ersetzungen (2.53). Fiir die TM- bzw. TE-Streu-Koeffizienten, welche in die-
ser Arbeit am wichtigsten sind, folgt damit

(1 eﬁﬁ(Pi)ie(Pe)ee —§(Pe)ie(Pi)€i, 6
=05 ip(pi)ke(pe)€e — ke(pe)ie(pi)€i (256
be=a (e — p) (2.57)

fiir die gewohnlichen Mie-Koeffizienten und

1 (_1)z3@(Pi)ke(Pe)€e — kelpe)ki(pi)es
‘ 7T T (pi ke (Pe)ee — ke(pe)ie(pi)es
byl =a; (e = p) (2.59)

, (2.58)

fiir die Koeffizienten des inversen Mie-Problems. Die Amplituden A, und B,
des einfallenden Felds wurden jeweils gleich Eins gesetzt. Die Wick-Rotation
fiir die entsprechenden Koeffizienten beschichteter Kugeln kann ganz ana-
log durchgefiihrt werden. Fiir perfekte Leiter ergeben sich:

7€ = 1/af¢ 7" = (<1 T, (2.600)
2 ky(pe

N NG

. (2.60Db)

pPC — 1/t ot ig(pe
¢ ! ( ) 2 kf(Pe

~—

2.6.3 Dielektrischer Response

Die Mie-Koeffizienten hingen im Allgemeinen von den optischen Eigen-
schaften des Mediums und der streuenden Kugel ab. Im Rahmen dieser
Arbeit werden alle dielektrischen Materialeigenschaften durch das Lorentz-
Oszillator-Modell aus Abschnitt 2.49 beschrieben. Die Wickrotation hat an
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dieser Stelle die angenehme Konsequenz, dass €,(i¢) zu einer rein reellen
Funktion von ¢ wird. Mit Hilfe der Kramers-Kronig-Relationen [112, 113]
lasst sich die Wick-rotierte relative Permittivitdt schreiben als [114]

elif) —1== / dw w2+€2 (2.61)

Die relative Permittivitdt €,(if) ist eine monoton fallende Funktion, da
sie aus dem Integral iiber den strikt positiven Imaginérteil €’ (w) der rela-
tiven Permittivitét fiir reelle Frequenzen €;(w) = €' (w) + €’ (w) berechnet
wird. Im Hinblick auf durchgefiihrte Experimente stellt (2.61) jedoch ein ge-
wisses Problem dar, da der Imaginérteil der Permittivitit, € nur innerhalb
endlicher Grenzen gemessen werden kann und prinzipiell auch von Probe
zu Probe Variationen unterliegt. Beispielsweise zeigen die in [115] hinterleg-
ten Datensitze fiir Gold grofse Variationen je nach Methodik der Messung
und des Herstellungsverfahrens der Probe. Dem Problem, Permittivitdten
bei imagindren Frequenzen zu bestimmen, widmet sich u. a. [116]. Fiir die
Permittivitdt gemafd des Drude-, Plasma- und Drude-Smith-Modells ergeben

sich
2

™" (ig) =1+ CZC_T_ & (2.62a)
2
(lg) =1+ CZ ’ (262b)
2
SM(ig) = 14 CZC—U% = (1 + gfy) . (2.620)

Im quasistatischen Grenzfall { — 0 ergeben sich {iberall dort, wo in den
modifizierten sphirischen Besselfunktionen der Brechungsindex n(i¢) auf-
tritt (fiir unmagnetische Medien gilt n(if) = /€;(i¢)) die folgenden Argu-
mente:

tm £ " (i¢)R %nsm(iC)R 0, (2.632)

lim 21" (i&)R w—PR

-0 C c (2.63b)

Wiéhrend im Drude- und Drude-Smith-Modell der quasistatische Limes
auf verschwindende Argumente fiihrt, reduziert sich das Plasma-Modell
auf den Wert wpR/c, welcher fiir perfekte Leiter mit wp — oo sogar di-
vergiert. Dieser delikate Unterschied zwischen den dissipativen und nicht-
dissipativen Permittivitdten hat einen starken Einfluss auf den nachfolgend
diskutierten quasistatischen Limes der (inversen) Mie-Koeffizienten.

Abbildung (7) zeigt einige ausgewihlte Permittivititen bei imagindren
Frequenzen. Die zugehorigen Materialparameter wurden [116] entnommen.
Das dort angegebene Modell fiir Wasser wurde so korrigiert, dass die kor-
rekte statische Permittivitit €(0) = 80.7 erreicht wird.
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Abb. 7: Die Permittivititen ausgesuchter Materialien als Funktion imagi-
ndrer Frequenzen w = i¢. Gelbe, blaue, magenta, rote, und graue
Linien zeigen Gold im Drude-Modell und Wasser, Polystyren sowie
Ethanol im Lorentz-Oszillator-Modell mit den Parametern aus An-
hang D. Quecksilber gemafs des Drude-Smith-Models ist als graue
durchgezogene Linie bzw. gemif des Plasma-Modells als gestrichel-
te Linie eingezeichnet. Das Plasma-Modell fiir Quecksilber geht aus
Gl. (2.62c) durch ¢; = v = 0 hervor. Fiir Frequenzen unterhalb der
Dampfungsfrequenz - divergieren €P" und €™ wie 1/¢, wéhrend
P! wie 1/¢? divergiert. Diese Abweichungen sind fiir die sehr unter-
schiedlichen quasistatischen Limites (2.63a,2.63b) verantwortlich.
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2.6.4 Der quasistatische Limes

Die Translationskoeffizienten hiangen nur vom Produkt xn(x)d aus der ima-
gindren Wellenzahl x = i¢/c, dem Abstand d und dem Brechnungsindex
n(x) des Mediums ab, in dem die Translation stattfindet. Da sich diese Ar-
beit auf dielektrische Medien zwischen den Kugelstreuern beschrankt fiithrt
der quasistatische Limes ¥ — 0 darauf, dass die Argumente der modifizier-
ten sphéarischen Besselfunktionen klein werden und diese daher geschrieben
werden konnen als (A.17)

pﬁ

ir(p) = Qi+ (2.64a)
k(o) = Z(zi)ﬁ)” (2.64b)

(x)!! steht dabei fiir die Doppelfakultét (x)!! = x - (x —2) - (x —4) - ... Die-
se Ersetzung macht deutlich, dass sich bei imagindren Frequenzen, im quasi-
statischen Limes die Summe iiber ¢’ in (2.54) auf den Term ¢’ = |¢1 — ¢;| fiir
interne Translationen und ¢ = ¢; + ¢, fiir externe Translationen reduziert.
Es treten dann sehr spezielle Gaunt-Koeffizienten auf, welche sich tiber die
Beziehung zu den Wigner-3j-Symbolen [117] schreiben lassen als:

Vbt _ \/(261 +1)(204+1)(20, + 20, +1)
—m,m,0 - 47T

51!52!(251 + 20, + 1)' (51 + m)'(€1 — m)'(EZ + m)'(£2 — m)!'
(2.65a)

(014 0)1(201)1(26)1 (14 +£2)!\/ 1

01(202)1(205 — 202)!
S )2l + DIl — £2)!

\/(€> —m)! (b +m)! (2.65b)
(b —m)! (s +m)!

—m,m,0

Y[1,€2,(>*€< — _1 m
"

Dabei wurden die Abkiirzungen ¢~ = max{/;, {2} und ¢ = min{/y, (>}
benutzt.

Fiir kleine Frequenzen ¢ — 0 werden die Streukoeffizienten von Kugeln
deren Permittivitit gemdfs des Plasma- bzw. Drude-Modells beschrieben
wird zu

_ ¢4 @eRica(weR/O))
b (i¢) ~ (1) pe ! VMd( C+ o k70 ) ui(€+1)
) —1)n2 e ,
E-DIEAD) it 4 g (—0+ 2R Elent) )
(2.66a)
20+1 _(£+1)<y1 _ye)

(2.66b)

rE) A Pe
bP (lg)"‘(_1)5(25—1)!!2(2“1) C(pi + pe) + pe
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2.6 UBERSETZUNG AUF IMAGINAREN FREQUENZEN

Der haufigste Fall ist der unmagnetischer Medien p. = yp und unmagne-
tischer Kugeln p; = po. In diesem Fall sagt das Drude-Modell verschwin-
dende magnetische Streubeitrdge vorher, wahrend aus dem Plasma-Modell
endliche magnetische Beitrdge folgen. Im Grenzfall wp — co werden die
modifizierten Besselfunktionen i,_; und i; aus (2.66a) gleichem Maf§ asym-
ptotisch und ihr Verhiltnis zu Eins. Das Plasma-Modell liefert dann den
Grenzfall eines perfekten Leiters:

20+1

(2.67)

Die elektrischen TM-Streukoeffizienten nehmen auf Grund des expliziten
Auftretens der Kugel-Permittivitdt €; im Drude- und Plasma-Modell iden-
tisch den Grenzwert eines perfekten Leiters an:

20+1 /
a7 (i€) = a} (i€) = af(i8) ~ (-1 55— 1@6112(2“ 1) : :1)

(2.68)

Fir die inversen Mie-Koeffizienten erhilt man

. wpR k. (wpR/c) wpR
B (i2) ~ (_1)((26—1)!!2(2€+1) —pel + i (H ¢ T wrR/) ) 2i-T)
~ 20+1 wpR ke_ wpR_’
b (0 1) = (€+ 585G ) ety
(2.69a)
-1,. 20— 11220 +1 —0 (1i(0) — ue(0

2t £(pi(0) + pe(0)) + pe(0)”

Auch hier verschwinden fiir nicht-magnetische Medien bzw. Medien glei-
cher Permeabilitdt y. = p; die TE-Streukoeffizienten im Drude-Modell, lie-
fern jedoch im Plasma-Modell einen Beitrag, der fiir wp — oo dem eines
perfekten Leiters gleicht:

Jim 1 58) = 77 50) = ey (270)
Im quasi-statischen Grenzfall ist die Amplitude gestreuter TM-polarisierter
Strahlung proportional zum kleinen Parameter p2/*1 = (1.(0)xR)**!, wo-
bei 1,(0) fiir den Brechungsindex des unmagnetischen Mediums bei Fre-
quenz Null steht. Dies ist der Grund dafiir, dass in diesem Fall nur der
TM-Dipolkoeffizient a; fiir Drude-Metalle, bzw. zusétzlich der TE-Dipolko-
effizient b; fiir perfekte oder Plasma-Metalle nennenswert beitragt. Die Di-
polkoeffizienten fiir perfekt leitfahige Kugeln ergeben sich aus (2.68,2.66a)
fur ¢ = 1 im quasistatischen Limes ¢ — 0 bzw. x — 0 zu

2
At~ 3 (kne(0)R)”, (2.71a)

bC ~ 1 (KYle(O)R)3. (2.71b)
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Daran lasst sich erkennen, dass der Betrag der TM-Streukoeffizienten dop-
pelt so grofs ist wie der Betrag der TE-Koeffizienten. Fiir dissipative Kugeln
sind die beiden Koeffizienten nicht von der gleichen Gréfienordnung. Wah-
rend der TM-Koeffizienten dem des perfekten Leiters (2.71a) entspricht, lau-
tet der TE-Koeffizient

1 KRwI%
45 c

b (Kne(O)R)S’. (2.72)
Da bP" von der Ordnung x* ist kann fiir Drude-Materialien der TE-Koeffizient
bPr im Vergleich mit dem TM-Koeffizienten a}* fiir x — 0 vernachlassigt
werden.

2.6.5 Der Hochfrequenz-Limes

Im Grenzfall, dass das Produkt aus der Wellenzahl x und den geometrischen
Langen d (Translationsdistanz) bzw. R (Kugelradius) sehr viel grofer ist als
alle auftretenden Drehimpulszahlen, konnen die asymptotischen Entwick-
lungen (A.18) fiir die modifizierten sphédrischen Besselfunktionen benutzt
werden.

In den Translationskoeffizienten ist nur die geschweifte Klammer in (2.54)
betroffen. Sie wird zu:

(2.73)

Die Asymptotik der Besselfunktionen fiir grofie Argumente fiihrt fiir die
Streukoeffizienten perfekt leitfahiger Kugeln auf exponentielles Verhalten:

- 1
Jmm, ap- =1/ Jim A = (-1 e, (2.742)
_ 1
lim bPC = 1/ lim e = (—1)! 5e%-. (2.74b)

Handelt es sich um Kugeln mit einer endlichen Plasmafrequenz, so wird
fiur ¢ — oo schliellich ¢ > wp und die relative Permittivitit nimmt ihren
Vakuumwert ¢; = €. = 1 an. In diesem Fall streben die Streukoeffizienten
unabhingig vom verwendeten Modell gegen Null.

Die vorangegangene Diskussion baute darauf auf, dass bei der Reflexi-
on von Wellen an Kugeln, die klein im Vergleich zur Wellenldnge sind, nur
die quasi-statische Permittivitdt der Kugeln die Reflexionskoeffizienten be-
stimmt. Hierfiir ist es ausreichend die ¢/ = 1 Mie-Koeffizienten fiir kleine
Frequenzen zu entwickeln. Es existiert jedoch ein Frequenzbereich, in dem
zwar die Beitrdge von Multipolen zu ¢ > 1 im Vergleich zu den ¢ = 1 Bei-
tragen vernachldssigt werden konnen, jedoch die Dipol-Reflexion nicht im
quasistatischen Grenzfall beschrieben werden darf. Um diesen Sachverhalt
zu veranschaulichen zeigen Abb. 8a) bzw. Abb. 8b) das Verhéltnis aus TM-
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bzw. TE-Mie-Koeffizienten fiir eine Goldkugel mit dem Radius R = 10 um
und €, gemif des Drude-Modells dividiert durch die entsprechenden Koeffi-
zienten eines perfekten Leiters. Die Normalisierung auf die Streukoeffizien-
ten des perfekten Leiters (PC) verdeutlicht, dass die dipolare TM-Reflexion
bei niedrigen Frequenzen den grofiten Beitrag zur Streuung liefert, da die
TE-Koeffizienten b?" im Vergleich zu den 4l unterdriickt sind. Dieses Re-
gime, in dem nur TM-Dipolbeitrdge a; relevant sind, wird Rayleigh-Regime
genannt.

Wie in Abschnitt 2.6.4 gezeigt wurde, nimmt das Verhltnis bY'/al! fiir
perfekt-leitfahige Kugeln bei / = 1 den Wert 1/2 an. Bei grofien Drehim-
pulsen ¢ — oo hingegen strebt es gegen 1 und fiir mittlere Drehimpul-
se interpolieren die entsprechenden Verhiltnisse zwischen 0.5 und 1. Fiir
einen Drude-Leiter gilt bei niedrigen Frequenzen auf Grund des Skin-Effekts
bP*/ajc < 1 [118], wohingegen fiir Frequenzen zwischen der Dissipations-
und der Plasmafrequenz das Verhiltnis perfekter Leiter genau dann erreicht
wird, wenn die Plasmafrequenz wpR/c sehr grofs ist. Dieser Bereich zeigt
sich in Abb. 8b) fiir die durchgezogene Linie zu ¢ = 1 als ein Plateau im
Intervall 1073 < xR < 10~!. Fiir niedrige Drehimpulse, ¢/ = 1,2,... kann
beobachtet werden, dass sich die Hohe des Plateaus von 0.5 in Richtung 1
verschiebt. Auf Grund dieser Verschiebung ist die Auspragung des Plateaus
fiir ¢ = 1 starker als fiir £ > 1.

Die gestrichpunktete Kurve zu ¢ = 50 zeigt jedoch, dass die Tendenz
—b?r/ agc — 1 fiir £ — oo bei einer endlichen Plasmafrequenz nicht fiir be-
liebig hohe Drehimpulse anhélt. TE-Reflexion ist fiir realistische Kugeln mit
einer endlichen Plasmafrequenz daher nie genauso stark wie TM Reflexion
und der Grenzwert 1 kann nie erreicht werden.

Der Giiltigkeitsbereich der Rayleigh-Ndherung liegt bei kleinen xR < 1,
bei denen die TE Reflexion im Vergleich zur TM Reflexion stark unterdriickt
ist. Fiir die Dipolkoeffizienten muss bP" < aP* gelten, wodurch sich der
Giltigkeitsbereich der Rayleigh-Naherung zu

30c

R« — .
KR <K Roo (2.75)

ergibt. Mit Hilfe der quasistatischen Skintiefe
2c \'/2
6(x) = (0@() (2.76)

kann GL. (2.75) schliefslich geschrieben werden als:
R < V150, (2.77)

wodurch klar wird, dass dissipative Kugeln keine TE-polarisierte Strahlung
reflektieren, wenn ihr Radius deutlich kleiner als die Skintiefe ist.

Fiir wachsende xR schliefit an das Rayleigh-Regime der allgemeinere Dipol-
Bereich an, in dem elektrische und magnetische Dipolstreuung vergleichba-
re Beitrdge liefern, wahrend die fithrenden Quadrupol-Beitrdge, a, im Ver-
gleich mit a; noch unterdriickt sind.
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Bei Frequenzen xR 2 1 befindet man sich schlieflich im Multipol-Bereich,
in dem die Streuung an einer Kugel nicht mehr in Dipolndherung beschrie-
ben werden kann, sondern auch Drehimpulse ¢ > 1 wichtig werden.

Ab Frequenzen, die von der Grofie der Plasmafrequenz (vertikale, Strichli-
nie) sind, nimmt die Reflektivitit von Metallen stark ab. Dieser Sachverhalt
geht auf die eintretende Transparenz von Metallen im hohen UV-Bereich
zuriick und gilt fiir alle Reflexionskoeffizienten unabhingig von der Polari-
sation und der Ordnung. Die Normalisierung auf den TM Beitrag perfekt
leitfahiger Kugeln zeigt diesen Sachverhalt.

Die angesprochenen Eigenschaften der Streukoeffizienten deuten darauf
hin, dass die Polarisationsanalyse im Grofsabstandsbereich dazu benutzt
werden kann zu diskutieren, wie Casimir Wechselwirkungen von Materia-
leigenschaften abhidngen. Es ist eine Untersuchung des Wechselspiels zwi-
schen Temperatur T und den Kugel-Parametern, Radius R, Plasmafrequenz
wp und Dissipationsfrequenz y zugéanglich.
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Abb. 8: a) TM-Mie-Koeffizienten als Funktion der dimensionslosen Wellen-
zahl xR fiir eine Drude-Goldkugel mit dem Radius R = 10um
dividiert durch den entsprechenden TM-Koeffizienten einer per-
fekt leitfadhigen Kugel. b) TE-Mie-Koeffizienten fiir die gleiche
Drude-Goldkugel als Funktion von xR dividiert durch den TM-
Koeffizienten der perfekt leitfihigen Kugel. Bei niedrigen Frequen-
zen nimmt der TM-Koeffizient ap" fiir alle ¢ den Grenzwert des
perfekten Leiters an, wihrend die TE-Koeffizienten by" fiir Frequen-
zen unterhalb der Dissipationsfrequenz 7 unterdriickt sind. Der Be-
reich unterdriickter TE-Reflexion definiert fiir kR < 1 das Rayleigh-
Regime, in dem bei Drude-Leitern nur TM-Polarisation reflektiert
wird. Im allgemeineren Dipol-Regime wird die TE-Unterdriickung
ab Frequenzen oberhalb der Dissipationsfrequenz y unwirksam und
sowohl TE- als auch TM-polarisierte Felder werden reflektiert. Ab
kR =~ 1 tragen auch hohere Multipole zur Streuung an einer Kugel
bei - das Multipol-Regime wird erreicht.
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DIE CASIMIR-WECHSELWIRKUNG IN DER
STREUTHEORIE

Die Casimir-Wechselwirkung kann durch die freie Casimir-Energie F quan-
tifiziert werden. F definiert {iber die thermodynamischen Beziehungen

dF dF

S = ~ 4T’ F= 4L (3.1)
durch Differentiation nach der Temperatur T die Casimir-Entropie & und
durch Ableitung nach dem Abstand L der Objekte die Casimir-Kraft F. Die
Berechnung der freien Casimir-Energie zweier Objekte 1 und 2 erfolgt im
Rahmen der Streutheorie bei Temperaturen oberhalb des absoluten Tempera-
turnullpunkts durch die Auswertung einer Summe {iber rein imaginére Fre-
quenzen w, = i¢,, den sogenannten Matsubara-Frequenzen ¢, = 2tkgTn/h

[119, 21, 57, 35]

f:kBTi’D(gn) :kBTi’lndet [H—M(gn)}. (3.2)

n=0 n=0

Der Strich " am Summenzeichen bedeutet, dass der nullte Term, D (0) mit hal-
bem Gewicht gewertet werden muss. Die Matsubara-Frequenzen setzen sich
zusammen aus der Boltzmann-Konstante kg, dem Planck’schen Wirkungs-
quantum 7, der Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ und der absoluten Tempe-
ratur T. Der Operator M ((,) kann fiir zwei Objekte geschrieben werden als

M(@) = RITERAT?, 63

mit den Translationsoperatoren T2 und 72, die die Ausbreitung elektroma-
gnetischer Wellen vom Objekt 1 zum Objekt 2 und zurtiick beschreiben und
den Reflexionsoperatoren R! und R? der beiden Objekte. Die Frequenzab-
hiangigkeit der Transmissions- und Reflexionsoperatoren wurde dabei nicht
explizit ausgeschrieben. Von rechts nach links gelesen fasst M die folgenden
vier Schritte zusammen:

(1) Propagation eines Felds von Objekt 1 zu Objekt zwei: 72!,
@ Reflexion des bei Objekt 2 ankommenden Felds: R2,
@ Propagation des von Objekt 2 reflektieren Felds zu Objekt 1: 72,

(4) Reflexion des auf Objekt 1 einfallenden Felds: R'.
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M wird daher als Roundtrip-Operator bezeichnet, der die Reflexion und
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen zwischen zwei Objekten beschreibt.

Die Summation in (3.2) ist Giber den Index n = 0,1,2,3, ... auszufiihren.
Der Summand D(¢) besitzt angenehme Eigenschaften, denn er ist eine glatte
Funktion von ¢, und Beitrdge hoher Matsubara-Frequenzen, n > 1, werden
im Allgemeinen rasch klein.

Die erste Matsubara-Frequenz, ¢; definiert iiber den Zusammenhang mit
der Matsubara-Wellenzahl x,, = &, /c eine charakteristische dimensionslose

Grofde

27tkgTL
KlL - hlz ’ (34)

welche ein Maf dafiir ist, wie viele Terme in der Matsubara-Summe bei fes-
tem Abstand und fester Temperatur bertiicksichtigt werden miissen. Sie kann
entweder als dimensionslose Temperatur oder als dimensionsloser Abstand
interpretiert werden.

Abb. 10 zeigt einen typischen Verlauf des Summanden D als Funktion von
kL fiir tiefe Temperaturen, x1L = 0.1 (kleine Symbole) und mittlere Tempera-
turen, k1L = 1 (grofse Symbole) fiir zwei perfekt leitfahige Kugeln mit iden-
tischem Radius R, deren Oberflichen sich im Abstand L = R voneinander
befinden. Die Normierung auf den Beitrag der nullten Matsubara-Frequenz,
D(0), verdeutlicht, dass D(xL) bei mittleren Temperaturen nur relativ grob
abgetastet wird und die Beitrage D((,) der Matsubara-Frequenzen fiir n > 0
rasch abnehmen. Fiir den Grenzfall sehr hoher Temperaturen x;L — o be-
deutet dies, dass bereits die erste Matsubara Frequenz einen verschwinde-
nen Beitrag liefert D(&1) < D(&p). Die freie Energie wird in diesem Fall
allein durch D(0) bestimmt und ist linear in der Temperatur

]:HT = lim F = 1kBT]v_)(O) (35)
T—co 2

Die Abwesenheit des Planck’schen Wirkungsquantums in (3.5) verdeutlicht,
dass der Casimir-Effekt bei hohen Temperaturen nicht mehr quantenmecha-
nischer, sondern klassischer Natur ist.

Experimente’ zur Messung von Casimir Kriften werden typischerweise
im Abstandsbereich L = 0.1 — 1 ym bei Raumtemperatur T = 293 K durch-
gefiihrt. Einen Uberblick iiber die Abstandsbereiche einiger ausgewihlte Ex-
perimente gibt Abb. 9.

Im Hinblick auf die beitragenden Matsubara-Frequenzen entsprechen die-
se Experimente etwa den Kurvenverldufen fiir tiefe bzw. mittlere Tempera-
turen k1L = 0.1 bzw. x1L = 1 aus Abb. 10.

Dem klassischen Limes steht der Grenzfall tiefer Temperaturen gegentiiber.
Hier miissen sehr viele Terme in (3.2) berticksichtigt werden, bevor die Sum-
me abgebrochen werden kann. Fir T — 0 liegen die D({,), tiber die sum-

Referenzen: Sparnaay [30], Derjaguin [29], Lamoreaux [33], Mohideen [34], Ederth [120],
Chan ‘o1 [121], Decca ‘03 [8], Decca ‘07 [66], Chan ‘08 [36], Masuda [122], Bao [123], Sus-
hkov [38], Torricelli 2011 [124], Garcia [68], Banishev [67, 125]
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Abb. 9: Einige Experimente in denen die Casimir-Kraft gemessen wurde
chronologisch sortiert. Die Strichlinge unter dem Namen des Expe-
rimentators gibt den Abstandsbereich des Experiments wieder. Die
Referenzen zu den Experimenten finden sich in der Fufinote 1.
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Abb. 10: Der Casimir-Summand D als Funktion von x L fiir zwei unterschied-
liche dimensionslose Temperaturen x;L = 27tkgTL/ic. Kleine Sym-
bole entsprechen mit k1L = 0.1 einer tiefen Temperatur, wihrend
grofie Symbole mit x;L = 1 einer relativ hohen Temperatur ent-
sprechen. Exemplarisch sind die Verhéltnisse fiir perfekt leitende
Kugeln mit identischen Radien R; = R, = R gezeigt, die sich im
Abstand L = R voneinander befinden.
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miert werden muss, so dicht, dass am absoluten Nullpunkt die Matsubara-
Summe in das Integral

Fo :%iir})}": ;:T/Ooodélndet []I—M(g)} (3.6)

tibergeht. Mit Hilfe der Gln. (3.2,3.6) lassen sich Casimir-Wechselwirkungen
prinzipiell exakt berechnen, falls es gelingt das zentrale Objekt, den Round-
trip-Operator M aufzustellen.

3.1 QUELLENBASIERTE INTERPRETATION DES ROUNDTRIP-OPERATORS

Im Rahmen der Streutheorie wird die Casimir-Wechselwirkung zweier Ob-
jekte durch fluktuierende elektromagnetische Felder verursacht, die zwi-
schen den beiden Objekten hin und her reflektiert werden. Es ist jedoch dqui-
valent die Ursache der Casimir-Wechselwirkung in den Quellen ebendieser
elektromagnetischen Felder zu suchen. Die Quellen der Multipolstrahlung
sind elektrische und magnetische Multipole, d. h. Oszillationen der Ladungs-
dichte bzw. Ringstrome.

An Hand des Beitrags elektrostatischer Felder, also des Beitrags der null-
ten Matsubara-Frequenz, kann die Bedeutung des Roundtrip-Operators und
das Vorzeichen der Casimir-Kraft im Rahmen der quellenbasierten Interpre-
tation der Casimir-Wechselwirkung verstanden werden.

Zu diesem Zweck zeigt Abb. 11 zwei kleine unmagnetische Kugeln mit
den statischen Permittivititen €1 und &5, die sich in einem Medium mit der
Permittivitat ey;q befinden. Die Ladungsdichte der beiden Kugeln unterliegt
quantenmechanischen — und bei T > 0 zusitzlich thermischen — Fluktuatio-
nen und es bilden sich spontan Multipolmomente in den Kugeln aus. Mul-
tipolfelder zum Drehimpuls ¢ = 1 (Dipolfelder) fallen langsamer mit dem
Abstand ab, als Multipolfelder zu ¢ > 1. Zwei Kugeln lassen sich bei grofien
Abstdnden daher ndherungsweise wie fluktuierende Dipole behandeln.

Eine Korrelation der Fluktuationen von D; und einem zweiten Dipol D,
kommt dadurch zu Stande, dass das Feld, welches von einem fluktuieren-
den Dipolmoment P?“k"' erzeugt wurde den zweiten Dipol polarisiert und
dessen induziertes Dipolmoment zuriick auf D; wirkt. Abb. 11 zeigt die Si-
tuation fiir zwei kleine Kugeln deren statische Permittivitat grofier ist als die
des Mediums zwischen ihnen ¢, 5) > €;md. In diesem Fall besitzen beide
Dipole vor dem Hintergrund des Mediums eine positive Polarisierbarkeit
und richten sich jeweils entlang des Dipolfelds des anderen Dipols aus. Da
sich positive und negative Ladungen der Dipole gegeniiberstehen kommt es
zur Dipol-Dipol-Anziehung. Selbiges gilt fiir den Fall zweier Dipole deren
statische Permittivitat kleiner ist als die des Mediums zwischen ihnen.

Fiir den Fall, dass &1 > e,pmq und &0 < g\q gilt, sind die Dipolmo-
mente von D; und D, parallel, da sich einer der beiden Dipole entgegen
der Feldlinen des anderen Dipols ausrichtet und es kommt zur Dipol-Dipol-
Abstofsung.
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E
' Piznd.
i €EMd /
\\\\»/7/,/ ‘\\\‘x//
€9 > €ng — Pi2nd. — _Plilukt.

pind. __ pfukt.
€2 < €éMd —>P12n —Plu

Abb. 11: Tritt auf Grund von Fluktuation der Ladungsdichte in einem Objekt
ein fluktuierendes elektrisches Dipolmoment Pgl”kt" auf, so induziert
das elektrische Dipolfeld in einem entfernten Objekt ebenfalls einen
elektrischen Dipol. Die beiden Dipolmomente sind fiir € > €epg
antiparallel und fiir €, < eyq parallel ausgerichtet, was zu Dipol-
Dipol-Anziehung bzw. AbstofSung fiihrt. e\;4 bezeichnet dabei die
Permittivitdt des Mediums, das die beiden fluktuierenden Dipole
umgibt.
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Die Abstoffungsbedingung wurde bereits 1961 fiir parallele Platten gefun-
den [72] und lasst sich als Bedingung fiir die relativen Permittivitdten bei
imagindren Frequenzen w = i¢ mit § > 0 schreiben als

er,l(g) > er,Md(C) > er,Z(g)/ bzw. €r,2(§) > er,Md(g) > €r1 (C)/ (37)

was bedeutet, dass die Permittivitdt des Mediums bei imagindren Frequen-
zen zwischen den entsprechenden Permittividten der beiden wechselwirken-
den Objekte liegen muss, damit die Casimir-Wechselwirkung abstofiend ist.
Anzumerken ist jedoch, dass es auch andere Mechanismen gibt, bei denen
entweder nur die Geometrie [126], oder die Kombination von magnetischen
und metallischen Objekten [127, 128] zu abstoflenden Casimir-Kraften fiihrt.

Die obige Argumentation bezieht sich nur auf elektrische Dipolfluktuatio-
nen bei Frequenz Null, die nur Casimir-Energie bei hohen Temperaturen bei-
tragen. Bei endlichen Temperaturen muss in der Matsubara-Summe jedoch
die Frequenzabhéngigkeit der relative Permittivitdt berticksichtigt werden
und es kann nur Casimir-AbstofSung auftreten, wenn (3.7) fiir eine ,ausrei-
chende” Anzahl an Matsubara-Frequenzen gilt.

Bei dynamischen Fluktuationen ist wL/c nicht zwangsldufig klein, son-
dern kann beliebig grofs sein. Dann muss die Information der Phasenlage
der beiden Dipolmomente berticksichtigt werden und es miissen aufserdem
auch hohere Multipolmomente berticksichtigt werden, da nicht mehr allein
Dipolfelder dominieren. Sind die beiden Objekte ungeladen, so gibt es zwei
unterschiedliche Polarisationen der Multipolfelder, die zwischen den beiden
Objekten reflektiert werden konnen. Bei sphérischer Symmetrie sind das
die Hansen-Multipole aus Kapitel 2.1. Den induzierten Dipolmomenten aus
Abb. 11 entsprechen die elektrischen und magnetischen Multipolmomente,
die bei der Reflexion von elektromagnetischen Wellen an Kugeln angeregt
werden. Die elektromaqnetischen Felder breiten sich nach der Reflexion je-
weils von einer zur anderen Kugel aus und fithren Rundldufe (Roundtrips)
zwischen den Streuern durch.

3.2 DIE ROUNDTRIP-MATRIX DER KUGEL-KUGEL-GEOMETRIE

In der Kugel-Kugel-Geometrie ldsst sich der Roundtrip-Operator M am ein-
fachsten in der sphéirischen Multipolbasis darstellen. In Kapitel 2.4 wurden
in dieser Basis die Mie-Koeffizienten fiir die Streuung an einer Kugel gefun-
den. Sie entsprechen in der Kugel-Kugel-Geometrie den abstrakten Streuope-
ratoren R. Da die Streuoperatoren in der Multipolbasis fiir zwei verschobene
Kugelstreuer nur in den Koordinatensystemen mit Ursprung im jeweiligen
Kugelmittelpunkt diagonal sind, miissen Multipolfelder translatiert werden.
Das Auftreten der Translationskoeffizienten (2.6.1) tragt dieser Translation
fiir Koordinatensysteme Rechnung, die entlang ihrer gemeinsamen z-Achse
gegeneinander verschoben sind. Sie sind die Darstellung der Translations-
operatoren 7 in der Multipolbasis.
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Der Roundtrip-Operator M ldsst sich im Polarisationsraum TE- bzw. TM-
polarisierter Felder fiir jede Quantenzahl m als eine 2 x 2-Matrix darstellen:

- MEE MEM
M) = ( MME MM ) (3.8)

Da TE- bzw. TM-polarisierte Multipolstrahlung von magnetischen (M) bzw.
elektrischen (E) Multipolen erzeugt wird, werden TE und M bzw. TM und
E von nun an synonym verwendet.

M ist nicht diagonal, sondern enthilt Kopplungsterme MEMME die dafiir
verantwortlich sind, dass elektrische- und magnetische Multipolfluktuatio-
nen in der Kugel-Kugel-Geometrie mischen (s. Kapitel 2.3).

Im Drehimpulsraum ist jeder der Eintrdge in (3.8) wiederum eine Matrix,
deren Eintrdge sich gemafs

wi = (e ) (e Tl ) (%0 ) (T e
12 0 ag El,ﬁ’;m 721,5/;711 0 Ay Ez,ﬂ/;m Ez,ﬁ’;m
(3.9)
bestimmen lassen. Gl. (3.9) ist unmittelbar anzusehen, dass es durch den
translationsbedingten Basiswechsel zur Polarisationsmischung kommt. Die
Kopplung der Polarisationen in der Kugel-Kugel Geometrie ist ein nicht-
trivialer Unterschied, den die Roundtrip-Matrix der Kugel-Kugel-Geometrie
im Gegensatz zum entsprechenden Ausdruck einer Geometrie mit zwei par-
allelen Platten aufweist. In Kapitel 4.1 wird sich zeigen, dass die polarisa-
tionsmischenden Eintrdge der Roundtrip-Matrix dafiir verantwortlich sind,
dass fiir zwei perfekt leitfahige Kugeln negative Casimir-Entropie auftreten
kann, wahrend die entsprechende Entropie zweier perfekt leitfahiger Metall-
platten stets positiv ist.

Die Lage der Koordinatenurspriinge von O; und O, kann so gewéhlt wer-
den, dass der Translationsvektor d = dZ entlang der gemeinsamen z-Achse
zeigt. Diese spezielle Wahl garantiert, dass die z-Komponente m des Drehim-
pulses £ bei einem Wechsel zwischen den beiden Koordinatensystemen er-
halten und die Roundtrip-Matrix diagonal in jedem Drehimpuls-Unterraum
(m) ist. Die Determinante (3.2) zerfillt dann in eine Summe tiber die Beitrage
der einzelnen m-Unterrdume:
F=2ksT Y ") Indet [1-M™(g,)]. (3-10)

m=0 n=0

Der Term 2Y",, ' berticksichtigt, dass auf Grund der Rotationssymmetrie um
die z-Achse, abgesehen vom m = 0-Beitrag, jeder Beitrag zu m > 1 zweifach
entartet ist.

3.2.1  Beschriinkung der Multipolbasis

Aus numerischer Sicht muss (3.10) in dreierlei Hinsicht approximiert wer-
den:
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a)

T
'Z' Y i =

b)

Abb. 12: a) Die interne Kugel-Kugel-Geometrie besteht aus einer Hohlkugel
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des Innenradius R, in welcher sich eine kleinere Kugel mit dem
Radius R; befindet. Fiir den Abstand, den die beiden Kugelmittel-
punkte entlang der gemeinsamen z-Achse besitzen gilt d < R, — R;.
b) In der externen Kugel-Kugel-Geometrie sind die Kugelmittel-
punkte zweier Kugeln um die Liange d > R; + R, gegeneinander
verschoben.



3.2 DIE ROUNDTRIP-MATRIX DER KUGEL-KUGEL-GEOMETRIE

1. Eine Obergrenze {max muss fiir die Matsubara-Summe bzw. das ent-
sprechende T = 0 Integral gew&hlt werden.

2. Der Drehimpulsraum der Multipolbasis in O muss beschrankt wer-
den auf den maximalen Drehimpuls /.y, der fiir die Streuung an der
Kugel % berticksichtigt wird,

3. Ein maximaler Drehimpuls ¢; ., fiir die Translation in das Koordina-

tensystem O, muss gewahlt werden. Er entspricht dem maximalen
Drehimpuls der fiir die Reflexion an % Beriicksichtigung findet.

Um diese drei Aufgaben zu bewerkstelligen sind der quasistatische und der
Hochfrequenz-Limes aus Abschnitt (2.6) sehr hilfreich. Fiir die nachfolgen-
den Betrachtungen ist es ausreichend perfekt reflektierende Kugeln zu be-
trachten, da hier die Konvergenzkriterien strenger sind als fiir Kugeln endli-
cher Reflektivitit.

Aus dem Skalierungsverhalten der Reflexions- bzw. Translationskoeffizien-
ten (s. Abschnitt 2.6.5) bei hohen Frequenzen ¢ bzw. Wellenzahlen x = ¢/c
geht hervor, dass die Eintrage der Roundtrip-Matrix fiir grofie x in der ex-
ternen Kugel-Kugel-Geometrie (s. Abb. 12b)) skalieren wie

li_r)n M(K) ~ eZKRle—KdeZKRze—Kd — e—ZKL. (3.11)
K—00
In der internen Geometrie (s. Abb. 12a)) ergibt sich gemafi des Abschnitts
2.6.5 das gleiche Skalierungsverhalten:
1gn M(K) ~ eZKRleKde—2KRzeKd — o 2¢L (3_12)
K—00

Auf Grund dieses Skalierungsverhaltens beschriankt der Abstand L die
zum Casimir-Effekt beitragendeng Wellenzahlen auf L < 1. Der empirische
Zusammenhang [129, 130]

lmax < kR (3.13)

liefert zusatzlich eine Bedingung an die erforderliche Anzahl #1,«, die beno-
tigt wird, um die Streuung einer elektromagnetischen Welle mit Wellenzahl
k an einer Kugel mit Radius R zu beschreiben. In der Konsequenz lassen
sich Kmax und #max durch eine Konstante 77 parametrisieren [131]

1
® Kmax = ﬂz;

R
* gmax = R1Kmax = ﬂflz

R
b anax — RZKmax — URijgmax;

die — entsprechend der gewiinschten Genauigkeit — groff genug zu wah-
len ist. Da ¢max die Dimension der Roundtrip-Matrix festlegt, ist es giinstig,
den Roundtrip-Operator im Koordinatensystem der Kugel mit dem kleine-
ren Radius R; < R, darzustellen. Dies hdngt damit zusammen, dass die
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Berechnung der Determinanten einer {max X max-Matrix O (Emax3) Rechen-
operationen erfordert und damit den gesamten Rechenaufwand dominiert.
Abbildung 13 zeigt den Logarithmus des relativen Fehlers

__Dn)
€(K) - D(K,iy N OO) 1, (314)
welcher bei der Berechnung von
Emax ’
D(x) = ) Indet []I - M(m)(x)} (3.15)
m=0

im Rahmen der Berechnung der freien Casimir-Energie (3.10) fiir zwei per-
fekt leitfahige Kugeln mit den Radien Ry = R, = R entsteht, wenn der
maximale Drehimpuls gemaf$ ¢max = 7Ry /L gewdhlt wird. Fiir die Berech-
nung des ,exakten” Referenzwerts D(x, 11 — o0) wurde {max = 200 gewdhlt,
womit das Ergebnis selbst beim kleinsten Abstand nach einer Erh6hung von
Imax auf 210 auf sieben Ziffern genau ist. In Abb. 13 ist der relative Fehler
fiir kleine Abstinde L/R; = 0.05 und L/R; = 0.1 bzw. mittlere Abstédn-
de L/Ry = 1 bzw. L/R; = 2 als schwarze durchgezogene und gestrichelte
bzw. blaue durchgezogene und gestrichelte Linie zu sehen. Da die durchge-
zogenen und gestrichelten Linien fiir kleine Abstdnde sehr dicht zusammen
liegen hédngt € bei kleinen Abstdnden kaum vom Abstand ab.

Die schwarze durchgezogene Linie wurde in der vorliegenden Arbeit da-
her benutzt, um fiir kleine Abstinde einen Zusammenhang zwischen ge-
wiinschter Prdzision ¢ und dem zu wihlendem maximalen Drehimpuls zu
finden. Wird eine Prézision von ¢ = 10~* gewiinscht, so lasst sich an Abb. 13
ablesen, dass 7 > 5 gewdhlt werden muss. Bei grofsen Abstdnden wird mit
dieser einfachen Parametrisierung des Abschneidedrehimpulses ¢max jedoch
der Dipollimes zu friih erreicht.

Auf Erfahrungswerten basierend wurde fiir den Zusammenhang zwischen
der gewtinschten Prézision & beim Abstand L/R und dem dafiir erforderli-
chen maximalen Drehimpuls /.« der Zusammenhang

1 R
" exp (—logy(e)} +3) B

/ =
max max 13

+4,1 (3.16)

verwendet, welcher fiir ¢ = 107> bzw. ¢ = 103 (blaue durchgezogene bzw.
gestrichelte Linie) in Abb. 14 mit dem Ausdruck

R
gr(r%gx = 77?1 (317)

fiir n = 7.5 bzw. 1 = 4.0 (schwarze durchgezogene bzw. gestrichelte Linien)
verglichen wird. Es wird deutlich, dass die beiden Ausdriicke fiir geringe
Abstidnde sehr dhnliche Vorhersagen fiir den maximalen Drehimpuls liefern.
Dass die gewiinschte Prazision mit Hilfe des Ausdrucks (3.16) auf jeden
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— L/R=0.05

N - L/R=0.10 3
— L/R=1.00 |
Ny - L/R=200 3

2 4 6 8 10

Abb. 13: Der relative Fehler ¢, Gl. (3.14), der bei der Berechnung von D
bei Wellenzahl Null fiir perfekt leitfihige Kugeln mit den Radien
Ry = Ry = R in Abhéangigkeit des Parameters 7 entsteht. Schwarze
durchgezogene bzw. gestrichelte Linien entsprechen den Abstédn-
den L/R = 0.05 bzw. L/R = 0.1; blaue durchgezogene bzw. gestri-
chelte Linien stehen fiir L/R = 1 bzw. L/R = 2. Ein Vergleich der
schwarzen und der blauen Kurven zeigt, dass ¢ fiir kleine Abstan-
de L/R; < 1 nur schwach vom Abstand abhingt, wihrend dies fiir
Abstinde L > R nicht mehr der Fall ist.
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1000 e
' — ¢ (e = 1075)
(2) (o _
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Abb. 14: Vergleich des beim Abstand L/R; benétigten Drehimpulses, um
gemif (3.16) eine Préazision von ¢ = 107> bzw. ¢ = 1072 zu er-
reichen (blaue durchgezogene bzw. gestrichelte Linien) mit dem
gemdfs (3.16) vorhergesagten Abschneidedrehimpuls fiir 4 = 7.5
bzw. 7 = 4 (schwarze durchgezogene bzw. gestrichelte Linie). Die
Stufenform der blauen Linien spiegelt wider, dass nur ganzzahlige
positive Werte als Abschneidedrehimpuls sinnvoll sind.

Fall erreicht wird, lasst sich daher an Hand der schwarzen Linie in Abb. 13
verifizieren.

Der Offset +4 in (3.16) verhindert, dass bei grofien Abstidnden der Dipol-
limes zu friih erreicht wird und die Prézision nachlasst. Die Stufenform der
blauen Kurven spiegelt die Tatsache wider, dass nur ganzzahlige Werte fiir
den Abschneidedrehimpuls zugelassen sind.

3.2.2  Numerische Berechnung der freien Casimir-Energie

Fiir die stabile numerische Berechnung der Roundtrip Matrix muss erhebli-
cher Aufwand betrieben werden. Das hat vor allem damit zu tun, dass fiir
die Berechnung der Casimir-Wechselwirkung zweier Kugeln das elektroma-
gnetische Kugel-Kugel-Streuproblem fiir eine grofie Anzahl an Frequenzen
und eine Anzahl Multipolmomenten gelost werden muss, die geméafSs Abb.
14 fiir kleine Abstand sehr stark ansteigt.

Als besonders kritisch haben sich dabei die folgenden Faktoren herausge-
stellt:

* Die stabile Definition modifizierter sphérischer Besselfunktionen i, ky,

¢ die performante und stabile Berechnung von Gaunt-Koeffizienten, die
bei der Translation von Vektor-Multipolen auftreten,
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fz,m,PP

a( R f],m

X

k=0 || (kR | (xkd)~0—0

k — oo || exp (2kR) | exp (—2xd)

Tab. 2: Skalierungsverhalten des Betrags der Streu- bzw. Translationskoeffi-
zienten fiir kleine und grofle Argumente.

¢ die Berechnung der Determinanten von Matrizen, deren Eintrage von
sehr unterschiedlicher Gréfsenordnung sind.

BERECHNUNG MODIFIZIERTER BESSELFUNKTIONEN

Die in der Blockmatrix auftretenden Matrixelemente setzen sich aus einem
Produkt von Streu- und Translationsmatrizen zusammen. Diese haben fiir
grofie und kleine imagindre Frequenzen die Eigenschaften aus Tab. 2, welche
im Kern durch die modifizierten sphéarischen Besselfunktionen verursacht
werden.

In Folge dieses Skalierungsverhaltens ist sowohl die Berechnung der Streu-
koeffizienten problematisch, da ihr Betrag sehr grof$ wird, als auch die Be-
rechnung der Translationskoeffizienten, da diese sehr klein werden. Nu-
merisch ergibt sich dadurch die Komplikation, dass zwar der Ausdruck
Indet [T — M] (3.10) einwandfrei als Fliefkommazahl darstellbar ist, die Be-
standteile aus denen er aufgebaut wird jedoch einerseits numerisch null wer-
den und andererseits divergieren.

Die Abhéngigkeiten aus Tabelle 2 gelten so im Wesentlichen auch fiir TE-
Mie-Koeffizienten, b;. Im internen Mie-Problem vertauscht sich das Skalie-
rungsverhalten der Streu- und Translationskoeffizienten und die oben be-
schriebene Problematik bleibt erhalten.

Die Diagonalelemente der Roundtrip-Matrix sind trotz der unterschied-
lichen Grofsenordnungen der einzelnen Faktoren insgesamt ungefdhr von
der Grofienordnung Eins. Auf der Nebendiagonalen fallen die GrofSenunter-
schiede der Matrixelemente jedoch riesig aus. Mit FlieSkommazahlen® las-
sen sich nur Zahlen zwischen ungefidhr +10°% darstellen. Diese Spannbrei-
te reicht wegen des einerseits exponentiellen und andererseits divergenten
Verhaltens der Bestandteile des Roundtrip-Operators jedoch nicht fiir die
Darstellung der Matrixelemente aus.

Dieses Problem wurde in der vorliegenden Arbeit dadurch gelost, dass
nicht die modifizierten Besselfunktionen i, und k,, sondern deren natiirliche
Logarithmen berechnet wurden. Wahrend sich fiir die Ordnungen ¢ = 0
und ¢ = 1 einfache analytische Ausdriicke benutzen lassen, erfolgt die Be-
rechnung von modifizierten sphirischen Besselfunktionen hoherer Ordnung
durch Aufwartsrekursion. Im Falle der i, wurden zusétzlich die Eigenschaf-

Fiir die Numerik werden Float-Variablen der Python Standardbibliothek bzw. fiir die meisten
Programmteile 64-bit NumPy-Floats verwendet.
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ten der Wronski-Determinante [132] benutzt, die sich in Implementierungen
fiir die Kugel-Platte-Geometrie [131, 133] bewédhrt hat. So ergibt sich bei-
spielsweise:

exp (ln ko(x) —Inkpyq (x))

76 1

. T
Inigy1(x) =1In 2 Inksq(x) —1In

(3.18)
wobei hier benutzt wurde, dass sich das Verhéltnis aus modifizierten sphéri-

schen Besselfunktionen i, als Kettenbruch

] 1
X 20+5
X

+ ...

berechnen ldsst [134-136]. Fiir die Berechnung von nattirlichen Logarithmen
der modifizierten spharischen Besselfunktionen k, konnen direkt die Rekur-
sionsbeziehungen [137] benutzt werden:

Ink,(x) = Ink,_; (x) + In [exp (lnkg_z(x) - lnkg_l(x)) + %x_l] . (3.20)

Bei der Berechnung von Mie-Koeffizienten in dielektrischen Medien ent-
steht das Problem, dass diese Null werden konnen. Da der Logarithmus von
Mie-Koeffizienten somit nicht immer definiert ist, muss ein kritischer Faktor
abgespalten werden, welcher — neben eines im Allgemeinen auch negativen
Vorzeichens — eben diesen Nulldurchgang enthilt.

Die Produkte der Streu- und Translationskoeffizienten wurden mit den
logarithmierten Besselfunktionen berechnet und anschlieffend durch eine
orthogonale Transformation spur- bzw. determinanteninvariant reskaliert.?
Die Stabilitdt der numerischen Berechnung der logarithmierten Besselfunk-
tionen wurde durch zahlreiche Unittests verifiziert.

BERECHNUNG DER TRANSLATIONSKOEFFIZIENTEN

Neben den modifizierten spharischen Besselfunktionen verlangt die Trans-
lation des Koordinatensystems in der Multipolbasis auch die Berechnung
von Drehimpuls-Kopplungskoeffizienten, den Gaunt-Symbolen (s. Anhang
A.4). Fir diese wurde die rekursive Berechnung nach [139] verwendet, deren
Stabilitét in den erforderlichen Parameterbereichen ebenfalls durch Unittests
abgesichert ist.

BERECHNUNG DER DETERMINANTEN

Die freie Casimir-Energie wird im Rahmen der Streutheorie durch die
Berechnung einer Determinante bestimmt, welche den Roundtrip-Operator

Die Idee fiir die Verwendung von Logarithmen fiir die Berechnung der Bestandteile der
Roundtrip-Matrix geht auf Michael Hartmann [138] zurtick.
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enthdlt. Neben den oben beschriebenen Komplikationen zeigte sich jedoch,
dass eine direkte Berechnung der Determinanten mittels QR-Zerlegung auf
Grund der Groflenunterschiede der Matrixelemente numerisch instabil ist.
Abhilfe konnte in diesem Punkt die Balancierung der Roundtrip-Matrix di-
rekt vor der Berechnung der Determinanten schaffen. Die verwendete Trans-
formation mit einer orthogonalen Matrix wurde in [140] als Algorithmus
Nr. 3 fiir die stabile numerische Berechnung von Eigenwerten und Eigenvek-
toren vorgeschlagen und erlaubte die stabile Berechnung der auftretenden
Determinanten.

BERECHNUNG DER CASIMIR-KRAFT UND ENTROPIE

Wiéhrend die freie Casimir-Energie bei Temperaturen T > 0 durch die
Auswertung der Matsubara-Summe (3.2) bzw. bei T = 0 durch Integrati-
on (3.6) berechnet wird, erfolgt im Rahmen dieser Arbeit die Berechnung
der Casimir-Kraft F bzw. der Casimir-Entropie & durch numerische Diffe-
rentiation der freien Casimir-Energie F nach dem Abstand bzw. der Tempe-
ratur. Es werden Finite-Differenzen zweiter Ordnung der NumPy-Funktion
,numpy.gradient” aus NumPy v1.10.4 verwendet. Diese Berechnung hat sich
im Rahmen der vorliegenden Arbeit bewédhrt, da die freie Energie fast im-
mer als Funktion des Abstands mit einer feinmaschigen , Abtastung” be-
rechnet wurde. Aufserdem wurde ausgenutzt, dass die Berechnung der frei-
en Casimir-Energie bei endlichen Temperaturen die Berechnung einer Sum-
me tiber Vielfache der ersten Matsubara-Frequenz §; = 27tkgT /h erfordert.
Dementsprechend lésst sich die freie Energie bei der doppelten, dreifachen
... Temperatur erhalten, in dem nur jeder zweite, dritte,... Term D(¢,)) der
Matsubara-Summe zur Temperatur T gezdhlt wird.

An Stellen, an denen die Casimir-Kraft nicht als Funktion des Abstands,
sondern entweder als Funktion der Temperatur, oder der Kugelradien, be-
rechnet wurde, sind Finite-Differenzen vierter Ordnung verwendet worden.
Die Casimir-Kraft zweier Kugeln im Abstand L lautet dann

—LF(L+2A) + 2F(L+A) + S F(L+2A) = 2F(L+A) (3.21)
A C

F(L) ~

benotigt die freie Casimir-Energie bei den Abstinden L 4= A und L & 2A und
ist mit einem Fehler der Groenordnung A* behaftet.

3.3 DIE SINGLE-ROUNDTRIP-APPROXIMATION

Die freie Casimir-Energie ist eine komplizierte Funktion der gewéhlten Mate-
rialparameter und der Geometrie. Die Geometrie liefert in der Kugel-Kugel-
Anordnung die Langen R, R, und den Mittelpunktabstand d. Bei endlichen
Temperaturen definiert die erste Matsubara-Frequenz die thermische Wel-
lenldange At = hic/2mkgT, welche bei Raumtemperatur, T = 293 K, ungefahr
1.2 ym betréagt. Zusitzlich steuert die Beschreibung von metallischen Kugeln
im Rahmen des einfachen Drude-Modells zwei Frequenzen, die Plasmafre-
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quenz wp und die Dissipationsfrequenz <y bei. Insgesamt ergeben sich mit
der korrespondierenden Plasma-Wellenldnge Ap = 27t¢/wp und Dissipations-
Wellenldnge A, = 27c/y insgesamt sechs unabhéngige Langenskalen.

Auf Grund des Zusammenspiels vieler unterschiedlicher Langenskalen
und der Tatsache, dass die Roundtrip-Matrix gemafs Abb. 14 bei kleinen Ab-
stinden rasch sehr grofd wird, ldsst sie sich die freie Energie im Allgemeinen
nur durch eine numerische Berechnung der Matsubara-Summe bestimmen.

Bei grofsen Abstdnden L/R; > 1 tritt jedoch der Dipollimes ein und M
schrumpft auf eine 2 x 2 Matrix zusammen. Die Identitdt In det = Tr In kann
im Dipol-Limes dazu benutzt werden, den Ausdruck der freien Casimir
Energie (3.2) durch eine Reihenentwicklung des Logarithmus anzundhern:

Indet [I — M(x,)] =~ — Tr M(x,) — %Tr/\/l(icn)2 +. (3.22)

wobei der fithrende Term nur die Berechnung der Spur (Tr) der Roundtrip-
Matrix erfordert. Die Summe tiber Potenzen der Matrix M kann als Ad-
dition immer hoherer Rundldufe elektromagnetischer Wellen zwischen den
Streuern interpretiert werden. In der linearisierten Version lautet die freie
Casimir-Energie

FRA = kT ) , ) "Tr M) (k) (3.23)

und es findet nur ein einfacher Roundtrip (single round trip) elektromagne-
tischer Wellen zwischen den beteiligten Objekten Berticksichtigung. Die Ne-
bendiagonalelemente von M spielen auf Grund der Spur dabei keine Rolle.
Gleichung (3.9) liefert die Diagonaleintriage von M, die in Single-Roundtrip-
Néherung (SRA) beitragen. In der externen Kugel-Kugel-Geometrie folgt

00
MM __ MM MM EM
Méllgz - bzl 2 |:7}],£’;m bg'%/,ﬁz;m + 7}1 'm af’%’,fz;m} ’ (32421)
=1
00
EE EE EE ME
Mg],gz = 61(1 Z |:72]’£/;m ﬂg/T/,gz;m + 721 0'm bélﬁ’,fz;m} , (324b)
=1

wohingegen in der internen Geometrie die entsprechenden Matrixelemente

Mir, = ba, Z [72 i O iy mi + T 00 Tortym } (3.252)
=1

MEE@ = ay Z [7?15]%’ T U mi +7?131\€4 L U mi }/ (3-25b)
=1

lauten.

Die inversen Mie-Koeffizienten treten in der internen Kugel-Kugel-Geome-
trie dabei in Kombination mit den inversen Translationskoeffizienten 7 1 «
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ip auf. 7 beschreibt die Umwandlung von reguldren (auslaufenden) Multi-
polfeldern in O; zu reguldren (auslaufenden) Multipolfeldern in O,, wéah-
rend 7! bei der Translation regulire in auslaufende und auslaufende in
reguldre Multipolfelder umwandelt.

Damit wird der Tatsache Rechnung getragen, dass bei Roundtrips zwi-
schen X und %; in der internen Kugel-Kugel-Geometrie auslaufende bzw.
regulédre Felder in O; in O, auf der Kugeloberfliche %; ebenfalls als auslau-
fende bzw. reguldre Felder dargestellt werden miissen. Analog besitzen die
Felder, die von %; in den Kugelinnenraum zuriickgeworfen werden keine
Quellen im Ursprung von O, und sind daher sowohl in O, als auch O
regulér.

In der externen Kugel-Kugel-Geometrie miissen dagegen Felder, die in
O1 bzw. O, auslaufend sind, in O, bzw. O als regulédre Felder beschrieben
werden, da sich die Feldquelle nicht im jeweils verschobenen Koordinatenur-
sprung befindet.

Fiir den Reflexionskoeffizienten links des Summenzeichens in den GIn.
(3.24,3.25) versteht sich die Verwendung von R; fiir den relevanten Kugelra-
dius der Kugel %j, wahrend rechts des Summenzeichens R, als Radius der
Kugel %> benutzt werden muss.

In SRA existieren im Polarisationsraum drei elementare Beitrage beziiglich
der Polarisationen, welche auf den beiden Kugeln reflektiert werden:

¢ Erhaltung elektrischer (bzw. TM-) Polarisation (E < E),
¢ Erhaltung magnetischer (bzw. TE-) Polarisation (M <= M),
¢ Polarisationsmischung (E = M, M < E).

Besitzen beide Kugeln den gleichen Radius und identische Materialeigen-
schaften, so konnen die beiden skizzierten Moglichkeiten fiir Polarisations-
mischung nicht voneinander unterschieden werden.

Die Unterscheidung der Streuvorgiange bzgl. der Polarisationskandle wur-
de fiir Nanopartikel mit anisotropen Polarisierbarkeiten in [141] und fiir
zwei Kugeln bzw. eine Kugel und eine Platte erstmals [78] durchgefiihrt.

Die Giiltigkeit der SRA wird in Abb. 15 fiir die externe und die interne
Kugel-Kugel-Geometrie zweier perfekt leitfihiger Kugeln am Beispiel der
Casimir-Energie bei Temperatur Null, Fj als Funktion des Abstands L/R;
illustriert. Das Verhiltnis der beiden Kugelradien betrdgt Ro/R; = 4. In der
internen Kugel-Kugel-Geometrie sind die Beitrdge von Roundtrips hoherer
Ordnung beim selben Oberflichenabstand grofler als in der externen Geo-
metrie. Verstehen lasst sich das dadurch, dass in der internen Geometrie
Strahlung, welche an der Hohlkugel reflektiert wird, nicht ins Unendliche
entweichen kann, sondern stets zur kleinen Kugel zuriickgeworfen wird. Die
SRA (3.23) ist fiir alle gezeigten Abstdnde ausgesprochen genau, wenn man
bedenkt, dass hier nur die Diagonaleintrdge des Roundtrip-Operators be-
riicksichtigt werden. In der internen Geometrie ist die Konvergenz der SRA
jedoch nur fiir Ry /R; > 1 zu erwarten, da andernfalls keine beliebig grofsen
Oberflachenabstdande L/R; moglich sind.
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Abb. 15: Das Verhiltnis der Casimir-Energie bei Temperatur Null in SRA
F5RA und dem exakten Wert F$2Kt als Funktion des Oberflichen-
abstands L/R;. Als durchgezogene und gestrichelte Linie sind die
externe bzw. interne Geometrie fiir die Kugelradien R, = 4R; ge-
zeigt. In der internen Geometrie konvergiert die SRA auf Grund
der geometrischen Einschrankung L/R; < Rp/R; — 1 nur fiir sehr
grofse Kavititen Ry/R; > 1 gegen den exakten Wert der freien
Energie.
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Die SRA wird in Kapitel (4.1) benutzt, um die Casimir-Energie / und
Entropie S polarisationsaufgelost zu studieren.

3.4 DIE ROUNDTRIP-MATRIX DER PLATTE-PLATTE GEOMETRIE

In Kapitel 4.1.1 wird die Casimir-Entropie zweier Kugeln der entsprechen-
den Entropie S™¥ = —97.F" zweier Metallplatten gegeniibergestellt. Die
freie Casimir-Energie zweier unendlich ausgedehnter plan-paralleler Platten
(s. Abb. 16) im Abstand L kann als Energie pro Plattenoberfldche [71, 35]

FrP kgT ad //°°
— = Z Z dreyry |1 — rPrl e 2mal (3.26)
A 27 p_TETMn=0 /0 i {

geschrieben werden. Die Streuung an plan-parallelen Platten und rdumliche
Translationen lédsst sich sehr einfach in der Basis ebener Wellen darstellen.
Diese Basis wird daher gewihlt, um den Roundtrip-Operator in der Platte-
Platte-Geometrie darzustellen. x| bezeichnet die Projektion des Wellenvek-
tors « in die von den Metallplatten aufgespannte Ebene. Die Abkiirzung

kg = 3/ ()2 + (Ema/c)? (3:27)

steht fiir die Wellenzahl elektromagnetischer Wellen im Medium zwischen
den Platten, wahrend

ki =1/ ()2 + (&ni/c)? (3.28)

mit i = 1,2 die entsprechende Wellenzahl elektromagnetischer Wellen in
den beiden Platten bezeichnet.

Die Streuoperatoren der beiden Platten werden in der Basis ebener Wellen
zu transversal-elektrischen (P = TE) bzw. transversal-magnetischen (P =
TM) Fresnel-Koeffizienten. Jede der beiden Translationen liefert einen Fak-
tor exp(—xpgL). Fiir den Fall unendlich dicker Platten nehmen die Fresnel-
Koeffizienten bei imagindren Frequenzen w = i¢ die Gestalt [142]

€ikMd — EMdKi

™ _
ri(6K)) = P (3-292)

rTE(g,xy) = EEMd " Pud®
Hikmd + HmdKi

an, wobei der Index i die Werte 1 und 2 annehmen kann und den entspre-

chenden Fresnel-Koeffizienten der ersten bzw. zweiten Platte bezeichnet. 14

und np bzw. nyq stehen fiir die Brechungsindizes der beiden Platten bzw.

des Mediums zwischen den Platten. Eine analoge Indizierung gilt auch fiir

die Permittivititen und Permeabilitdten.

Die Fresnel-Koeffizienten (3.29) sind als Reflexionskoeffizienten unend-
lich dicker glatter Platten des Brechungsindex np im Medium mit dem Bre-
chungsindex ny;q zu verstehen. Ausdriicke fiir beschichtete Platten bzw. Plat-
ten mit endlicher Dicke finden sich z. B. in [142].

(3-29b)
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Abb. 16: In der Platte-Platte-Geometrie stehen sich zwei plan-parallele Plat-
ten im Abstand L gegeniiber. Die Materialeigenschaften der Plat-
ten werden durch die Brechungsindizes n; und n, bzw. durch eine
analog indizierte Permittivitdt bzw. Permeabilitdt beschrieben. Der
Brechungsindex des Mediums zwischen den Platten lautet ny;4. Die
Oberflache A der Metallplatten sei sehr groff und die Platten dick
genug um Randeffekte vernachlédssigen zu konnen.

In der Platte-Platte-Geometrie entkoppeln die beiden Polarisationen TE
und TM in der gewdhlten Basis ebener Wellen. Die Bedeutung des Abstands
L wird im Ausdruck der freien Casimir-Energie (3.26) sehr transparent. Bei-
trage grofser Wellenzahlen, xygL > 1, werden durch den Abstand L expo-
nentiell unterdriickt.

Der Berechnung der freien Casimir-Energie in der Platte-Platte-Geometrie
kommt heutzutage nicht nur Bedeutung auf Grund der Tatsache zu, dass
es sich um die Geometrie handelt, die Casimir urspriinglich betrachtete.
Vielmehr ist Gl. (3.26) ein Ausgangspunkt zur Abschidtzung von Casimir-
Wechselwirkungen in Geometrien die geringere Symmetrie aufweisen als
parallele Platten.

3.5 DIE PROXIMITY FORCE APPROXIMATION

Die sogenannte Derjaguin [39] bzw. Proximity Force Approximation [40—42]
(PFA) kann bei kleinen Oberflichenabstinden benutzt werden die Casimir-
Kraft F bzw. die Casimir-Energie F abzuschitzen. Die freie Casimir-Energie
zweier Kugeln berechnet sich in PFA aus dem Integral

Fra— [ f do?12) PPAT'Z) (3.30)

iiber die beiden Kugeloberflichen. Fiir zwei Kugeln ist es beispielsweise
moglich das Integral in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) tiber die zwei Halb-
kugeln auszufiihren [35, Kapitel 6.5], die sich in Abb. 17 zugewandt sind.
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Abb. 17: In PFA kann die freie Casimir-Energie als ein Integral der freien
Casimir-Energie plan-paralleler Platten pro Plattenfliche F'T/A
iber die Oberflache der wechselwirkenden Kugeln berechnet wer-
den. In Zylinderkoordinaten ldsst sich die Integration iiber die
Oberflache der kleineren Kugel R; < Ry besonders einfach mit Hil-
fe der Koordinate p schreiben, 0 < p < R;.

Zwei Kreisringe auf den Kugeloberflachen haben dabei den Abstand z(p) =
L+ Ry —Riy/1— (p/R1)2 + Ry — Rpy/1 — (p/R2)2

Mit dem Oberflachenelement do = pdpd¢ in Zylinderkoordinaten ldsst

sich die Integration tiber den Winkel ¢ trivial ausfithren und es ergibt sich:
FPFA _ 5 R dpp}_PP (T/Z(P))_ (3.31)
0 A

An dieser Stelle muss angemerkt werden, dass die oben getroffene Wahl
der Integration tiber die Oberfliche der kleineren Kugel R; < R; nicht die
einzige mogliche Wahl ist [131, Anhang B]. In Gl. (3.31) wird der Kriimmung
der Kugeln zumindest teilweise durch den lokalen Abstand der Kreisringe
Rechnung getragen, obgleich iiber ¥ nur die Elektrodynamik fiir die Re-
flexion an einer planen Oberflache einflief3t.

Die PFA-Kraft F'** kann durch Differentiation nach dem Abstand aus
der freien PFA-Energie (3.31) erhalten werden. In der Literatur wird jedoch
unter FI™A fast ausschlieflich eine Naherung verwendet, die aus einer Ent-
wicklung des Oberflichenabstands z(p) in der Koordinate p hervorgeht:

za L+ %PZ +0 <P4> : (332)

Motivieren ldsst sich diese Entwicklung dadurch, dass die Casimir-Energie
bei kleinen Abstinden i. d. R. mindestens wie 1/L? vom Abstand abhéngt
und daher der Hauptanteil des Oberflichenintegrals von kleinen p getragen
wird. Der Abbruch nach dem quadratischen Glied liefert pdp = %2dz

Ri+R;y
und Gl. (3.31) wird zu

271tR+R L+R1+R; fPP (T Z)

PFA 182 ’

N ———= dz———=. .
F R+ R, /L z— (3-33)

65



DIE CASIMIR-WECHSELWIRKUNG IN DER STREUTHEORIE

Die Definition der Casimir-Kraft, F = —%, liefert unmittelbar den Inte-
granden aus (3.33) an den Integrationsgrenzen

PFA 2TR1R, FPP (T,L) B FrP (T,L + R + Rz)
Ri+ R» A A ’

(3-34)

wobei der zweite Term in der eckigen Klammer fiir kleine Abstdnde L/ R, <
1 immer vernachlédssigt werden kann.

In der internen Kugel-Kugel-Geometrie muss die Summe R; + R; im Vor-
faktor der GIn. (3.33,3.34) durch Ry — R; ersetzt werden [143]. Wie gewohnt
bezeichnet R, den Radius der grofieren Kugel, d. h. in der internen Geome-
trie den Radius der Kavitat.

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Giiltigkeit der PFA in Kapitel 4.2.4 fiir
verschiedene Materialkombinationen untersucht. Als PFA-Kraft FFFA wird
Gl. (3.34) verstanden, wenn der zweite Term in der eckigen Klammer ver-
nachldssigt wird.
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DIE EXTERNE KUGEL-KUGEL-GEOMETRIE

Die im Rahmen des Casimir-Effekts am haufigsten diskutierte Geometrie ist
die zweier paralleler Platten. Gefolgt wird die Platte-Platte- von der Kugel-
Platte-Geometrie, da diese bislang in den meisten Experimenten verwendet
wird. Der Vergleich gemessener Kréfte und theoretischer Kraftvorhersagen
erfolgt in diesen Experimenten auf Basis der PFA, da bei den realisierten
Abstinden L/R < 100 die Berechnung exakter Ergebnisse bislang nicht
moglich ist.

Im Jahr 2015 wurde von der Arbeitsgruppe um Paulo Maia Neto von der
Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFR]) die Verwendung optischer
Pinzetten zur Messung der Casimir-Kraft zwischen Kugeln erstmals einge-
setzt. Auf Grund der hohen Kraftsensitivitit ergibt sich die Moglichkeit von
Messungen in Abstandsbereichen, in denen exakte Resultate numerisch be-
rechnet werden konnen und es muss nicht auf die PFA zuriickgegriffen wer-
den.

Die verwendete Geometrie ist schematisch in Abb. 18 dargestellt und be-
steht im einfachsten Fall aus zwei homogenen Kugeln %X; und %>, welche
durch ihre Radien R; und R;, sowie durch ihre relativen Permittivitdten
bzw. Permeabilititen €; und e, bzw. p; und y» beschrieben werden konnen.
Da im Rahmen dieser Arbeit nur unmagnetische Materialien (u = jo) unter-
sucht werden reicht eine Beschreibung der Materialien durch den jeweiligen
Brechungsindex n = /€, aus.

Die Entfernung der beiden Kugelmittelpunkte betrdgt d. Somit befinden
sich die beiden Kugeloberflichen im Abstand L = d — Ry — R; und fiir den
Abstand zwischen dem Kugelmittelpunkt der Kugel X; und der Oberfldche
der Kugel %; ergibt sich £ = d — R,. Zwischen den Kugeln befindet sich ein
homogenes Medium mit dem Brechungsindex )4, welches im Experiment
Wasser ist.

In der Literatur ist die Casimir-Wechselwirkung zwischen Kugeln bislang
nur fiir Kugeln mit identischen Radien [83, 144] und bei sehr hohen Tempe-
raturen [145] tiber die PFA hinaus diskutiert. Dies hat vor allem damit zu
tun, dass erst jiingst auch die Kugel-Kugel-Geometrie experimentelle Rele-
vanz besitzt.

Die vorliegende Arbeit konzentriert sich in Kapitel 4.1 zundchst darauf,
die freie Casimir-Energie fiir zwei sehr kleine Kugeln im Rahmen der Di-
polndherung in die Beitrdge unterschiedlicher Polarisationen des elektroma-
gnetischen Felds zu zerlegen. Teile dieses Abschnitts wurden bereits in [78]
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Abb. 18: In der externen Kugel-Kugel Geometrie stehen sich zwei Kugeln
der Radien R, R, gegeniiber. Die Kugeln bestehen aus Materialien
mit den Brechungsindizes n; und ny. Zwischen den Kugeln befin-
det sich ein Medium mit dem Brechungsindex nyq4. Die Kugelmit-
telpunkte sind um den Abstand d gegeneinander verschoben.

publiziert. Fiir metallische Kugeln in Luft erlaubt die Polarisationsanalyse
eine Identifikation von Beitrdgen zur freien Energie, die entweder sensitiv
auf die Leitfahigkeitseigenschaften der Kugeln, oder auf die sphéarische Geo-
metrie der Streuer sind. Die Zerlegung in verschiedene Polarisationskana-
le wird im Abschnitt 4.1.1 benutzt, um den Ursachen negativer Casimir-
Entropie in der Platte-Platte-, Platte-Kugel- und Kugel-Kugel-Geometrie auf
den Grund zu gehen. Die wesentlichen Resultate wurden in [79] publiziert.
Das gleichzeitige Auftreten von abstofienden thermischen Kraftbeitragen
und negativer Entropie ist Diskussionsgegenstand von Abschnitt 4.1.2.

Der Abschnitt 4.2 beschéftigt sich mit verschiedenen Grenzfallen der Kugel-
Kugel-Geometrie. In 4.2.1 wird bei festem Oberflichenabstand L der Kugel-
radius R; vergroflert und dabei sowohl fiir sehr hohe Temperaturen, als auch
Temperatur Null der Ubergang zur Kugel-Platte-Geometrie studiert. Bei fes-
ter Temperatur befindet sich die freie Casimir-Energie bei grofien Abstan-
den im Hochtemperatur- und bei geringen Abstinden im Tieftemperatur-
Regime. Der Ubergang zwischen diesen beiden Abstandsbreichen wird in
Kapitel 4.2.3 diskutiert. Kapitel 4.2.4 beschéftigt sich bei kleinen Abstianden
L < Ry, Ry mit der Giiltigkeit der PFA fiir perfekt leitfihige und metallische
Kugeln.

Die Benutzung optischer Pinzetten zur Messung von Casimir-Kraften zwi-
schen zwei Kugeln [76] gibt aktuellen Anlass dazu, unterschiedliche Mate-
rialkombinationen und den Einfluss von Kriimmungseffekten der Kugelo-
berflichen zu untersuchen. Im Rahmen dieser Arbeit wurde daher grofser
Aufwand betrieben, um die freie Casimir-Energie und die Kraft numerisch
fiir beliebige Materialkombinationen und Kugelradien berechnen zu kénnen.
Ergebnisse, die einen unmittelbaren Bezug zu Experimenten haben, die an
der UFR] durchgefiihrt wurden, befinden sich in Kapitel 4.3 und sind in Abb.
4 und Abb. 5 von [76] eingeflossen.
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4.1 F UND S PERFEKT LEITFAHIGER KUGELN IM DIPOLLIMES

In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass die Eintrdge der Roundtrip-Matrix M bei
groflen Kugel-Kugel-Abstianden d /Ry, d /Ry > 1 viel kleiner als Eins sind
und die freie Energie in Single Roundtrip Approximation berechnet darf.!
Die Vernachldssigung von Mehrfachreflexionen zwischen den Kugeln er-
laubt es die freie Casimir-Energie in Beitrdge zu zerlegen, bei denen ent-
weder beide Kugeln TE- bzw. TM-polarisierte Felder reflektieren, oder die
von den beiden Kugeln reflektierte Polarisation unterschiedlich ist.

Da magnetische bzw. elektrische Multipole elektromagnetische Felder er-
zeugen, die TE- bzw. TM-polarisiert sind, werden nachfolgend die Bezeich-
nungen E < E bzw. M = M als Abkiirzung fiir Polarisationskanéle benutzt,
bei denen beide Kugeln TM- bzw. TE-polarisierte Felder reflektieren. Ent-
sprechend stehen E = M bzw. M S E fiir Polarisationskanéle, bei denen
sich die Felder, die von den Kugeln reflektiert werden, in ihrer Polarisation
unterscheiden.

Das Skalierungsverhalten der Translationskoeffizienten im Grofsabstands-
limes d/Ry,d/ Ry > 1, fithrt dazu, dass nur niedrige Frequenzen bzw. Wel-
lenzahlen « < 1/d zur Matsubara-Summe beitragen und die Streuung der
Kugeln in Dipolndherung beschrieben werden kann. Der Roundtrip-Operator
wird dann zu einer 2 x 2-Matrix und die freie Casimir-Energie lautet im Rah-
men der SRA (s. Kapitel 3.3) in Dipol-Dipol-Nédherung

]: = —2kgT Z 2 /bl < 1,1;m ,Tll’ ,Tllmalﬂl,jlljm> +
a1 <7111,)1Ijma17111m ﬂlmbl,TlI,Jllim> . (41)

Der Strich am Summenzeichen bedeutet, dass sowohl m = 0, als auchn =0
in der jeweiligen Summe nur halbes Gewicht tragen. Der Faktor zwei vor
der Summe tiber n berticksichtigt, dass Multipolfelder zu m > 1 auf Grund
der Rotationssymmetrie um die z-Achse zweifach entartet sind.

Die auftretenden Produkte der Translationskoeffizienten lassen sich schrei-
ben als:

o [ 1 1 \?
7—1107—110 2 ((Kd)z + (Kd)3> ’ (4.2a)
9 2 (1 1 1 \?
7—1117111 2¢ P + (xd)? + (xd)? (4.2b)
9 (1, 1\
7-1117-111 - _19 E_F (Kd)2 ’ (4'2C)

Der Giiltigkeitsbereich der Single Roundtrip Approximation ldsst sich an Abb. 15 ablesen.
Fir zwei perfekt leitfahige Kugeln ist der Fehler, der durch die Berechnung der freien
Casimir-Energie in SRA entsteht, fiir L/R; > 0.1 kleiner als 5 % des exakten Werts, der
auch Mehrfachreflexionen berticksichtigt.
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wobei P und P’ als Platzhalter fiir die moglichen Polarisationen E und M
stehen, die elektromagnetische Felder in den Koordinatensystemen O; und
O, besitzen konnen.

An (4.2) lasst sich erkennen, dass Polarisationsmischung fiir x — 0 nicht
zur Casimir-Energie beitragen kann, da (4.2c) nur o 1/x* ist, wiahrend (4.2a)
und (4.2b) jeweils o 1/ x° sind. Das Verschwinden polarisationsmischender
Beitrdge bei Frequenz Null bzw. Wellenzahl Null kann dadurch verstanden
werden, dass der Limes x — 0 und d — 0 fiir die GIn. 4.1 formal identisch
sind und es bei verschwindender Verschiebung der Koordinatensysteme zu
keiner Polarisationsmischung kommen kann.

Die TM- und TE-Reflexionskoeffizienten a’“ und bYC perfekt leitfahiger
Kugeln, die sich in Luft befinden, verhalten sich bei kleinen Frequenzen
kR < 1 gemaf3

atC ~ %(KR):%, (4.3a)
1
bie ~ =3 (kR)’, (43b)

woran sich erkennen lasst, dass der TM-Koeffizient fiir / = 1 betragsmafSig
doppelt so grofs ist wie ein entsprechender TE-Koeffizient.

Da die Eintrdge der Roundtrip-Matrix quadratisch in den Reflexionskoef-
fizienten sind, bleiben alle Ergebnisse unberiihrt von der Vorzeichenkonven-
tion, die im Abschnitt 2.4 fiir die Mie-Koeffizienten vereinbart wurde. Mit
Hilfe der dimensionslosen Temperatur

v = 2mtkgTd/hc (4-4)

kann die freie Casimir-Energie in Dipol-Dipol-Nédherung geschrieben wer-
den als [78]

3
0 0 1 1 1 1
e (BAE) [ R+ A2+ e+ A+ AL

(4-5)
wobei das Superskript die Quantenzahl m notiert und berticksichtigt wurde,
dass die Beitrdge von m = +1 identisch sind. Unter Benutzung der Abkiir-
zung ¢(v) = v/ sinh(v) lauten die Beitrédge aus (4.5):

fE(O:{E = 2¢(v) cosh(v) + 2¢(v)* 4 g(v)® cosh(v), (4.6a)

fE(l:)E = % 2¢(v) cosh(v) + 2g(v)? + 3g(v)? cosh(v) + g(v)* (2 cosh?(v) + 1)

+ ¢(v)° cosh(v) (COShZ(l/) + 2) }, (4.6b)
1
flE/(I)il)M = EfE(O:'}% (4.6¢)
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félz)M = —|g(v)®cosh(v) + g(v)* (2 cosh?(v) + 1)

+ ¢(v)° cosh(v) (coshz(v) + 2> }, (4.6d)

h 15/}):15 =/ élr),M (4.6e)
Die freie Energie perfekt leitfahiger Kugeln ergibt sich im Dipollimes fiir
beide Kugeln fiir alle Temperaturen v aus der Summe iiber die Kanalbeitrage
(4.6). Das Verhalten von F bei tiefen Temperaturen ldsst sich durch eine
Entwicklung um v = 0 gewinnen. In Ubereinstimmung mit [83] lautet die
freie Tieftemperaturenergie perfekt leitender Kugeln bei grofsen Abstanden

6
_ 1431cRIR3 e RIR3 <kBT> Lo (TS),

D.D. D.D. D.D. __
A 167td7 27d hic

(4.7)
wobei FPP- die Nullpunkts-Casimir-Energie und FLi”- die fithrenden Tief-
temperaturkorrekturen bezeichnet. FP-P- entspricht im Hinblick auf seine
Abstandsabhingigkeit der Casimir-Polder-Wechselwirkungsenergie

B 23hcadny

CP _
B = 4md” “8)

zweier elektrisch polarisierbarer Atome mit den Polarisierbarkeiten a; und
ap. Es ist bemerkenswert, dass die quantenmechanische Behandlung der
Wechselwirkungsenergie zweier Atome qualitativ der Casimir-Energie zwei-
er makroskopischer Kugeln entspricht, die sich in groffem Abstand vonein-
ander befinden. Da Casimir und Polder rein elektrisch polarisierbare Atome
betrachten, lassen sich F'P- und ET besser vergleichen, wenn die magneti-
schen Mie-Koeffizienten by gleich Null gesetzt und nur elektrisch polarisier-
bare Kugeln betrachtet werden:

_ 23hcR3R3

el,D.D. _
o 167d7 49)

Daran ldsst sich erkennen, dass die Casimir-Wechselwirkung zweier makro-
skopischer Objekte, die aus vielen Atomen bestehen, bei groflen Abstdnden
formal identisch ist mit der Casimir-Polder Wechselwirkung zweier Atome
der elektrischen Polarisierbarkeiten a; = R}/2 und ar = R3/2.

Dem Grenzfall tiefer Temperaturen, Gl. (4.7), steht der Hochtemperatur-
fall gegeniiber. Hier wird die freie Casimir-Energie allein durch die nullte
Matsubara-Frequenz ¢y = 0 und damit in einem elektrostatischen Limes
bestimmt. Fiir v — oo nimmt (4.5) den Wert

15R3R3
Fitr = —ksT 4d16 2 (4.10)

an.

Die Casimir-Wechselwirkung wird bei hohen Temperaturen nicht mehr
durch quantenmechanische, sondern durch thermische Fluktuationen be-
stimmt. Die Energieskala fic/d, die fiir den Casimir-Effekt bei Temperatur
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Null charakteristisch ist, wird bei hohen Temperaturen durch die thermi-
sche Energie kgT ersetzt.

Die Abwesenheit der Lichtgeschwindigkeit geht damit einher, dass es
sich bei den elektromagnetischen Feldern zur nullten Matsubara-Frequenz
¢o = 0 um elektrostatische Felder handelt, die sich praktisch verzogerungs-
frei zwischen den beiden Streuern ausbreiten. In Analogie zum Ergebnis von
Fritz London hangt die Casimir-Energie zweier Kugeln bei hohen Tempera-
turen wie 1/d® vom Abstand d ab.

Aus der fithrenden Tieftemperaturkorrektur ]:]AD'TD' Gl. (4.7) folgt, dass die
Casimir-Energie zweier dipolarer Kugeln bei tiefen Temperaturen zunéchst
mit der Temperatur sinkt. Dieses Verhalten der freien Energie als Funktion
der Temperatur hilt jedoch nicht fiir alle Temperaturen an.

Abb. 19 zeigt die freie Casimir-Energie PP als Funktion der dimensions-
losen Temperatur v = 27wkgTd /hic als schwarze Linie. Es ldsst sich erkennen,
dass die freie Energie im Temperaturintervall 2 < v < 4 nicht sinkt, wie es
Gl. (4.7) vermuten ldsst, sondern wéchst. Die negative Tieftemperaturkorrek-
tur FLiP- ist visuell in der gewéhlten Darstellung nicht auszumachen.

Als blaue und griine Kurve ist die Summe aus polarisationserhaltenden
Kandlen fiir m = 0 bzw. m = 1 dargestellt. Die rote Kurve zeigt die polari-
sationsmischenden Beitrdge, welche nur fiir |m| = 1 existieren. Die Summe
der in Farbe dargestellten Kanéle ergibt die schwarz eingezeichnete gesamte
freie Energie im Dipol-Dipol-Limes.

Waéhrend alle Kanéle aus Abb. 19 bei tiefen Temperaturen einen negativen
Wert zur freien Casimir-Energie beitragen, verschwinden polarisationsmi-
schende Kanalbeitrdge bei hohen Temperaturen. Ursdchlich ist hierfiir, dass
bei hohen Temperaturen nur die nullte Matsubara-Frequenz einen Beitrag
liefert, dieser jedoch nach GIn. (4.2) fiir die polarisationsmischenden Kandle
E = M und M < E gleich Null ist.

Ein negativer Beitrag zur freien Energie bei Temperatur Null und ein
verschwindender Beitrag bei hohen Temperaturen fithren dazu, dass F(T)
bei mittleren Temperaturen wachsen muss und somit die Casimir-Entropie
S = —d7F in einem endlichen Temperaturintervall negativ wird. Die zu

Abb. 19 gehodrenden Entropiebeitrage sg@)p = or fIE';)P, sind in Abb. 20a) zu
sehen. Die Zerlegung in Polarisationskandle verdeutlicht, dass die polari-
sationsmischenden Kanalbeitrdge eine positive Steigung der freien Energie
als Funktion der Temperatur verursachen und somit ausschlaggebend da-
fiir sind, dass die Casimir-Entropie zweier perfekt leitfahiger Kugeln bereits
allein auf Grund der Geometrie negative Werte annehmen kann.

In Abb. 20b) ist eine Darstellung der Casimir-Entropie als Funktion der
Temperatur gewdhlt, die es erlaubt die fithrende negative Tieftemperatur-
korrektur der freien Energie F2P- o« —T® aus Gl. 4.7 zu erkennen. Diese ist
dafiir verantwortlich, dass die Casimir-Entropie bei tiefen Temperaturen zu-
nichst positiv ist, bevor sie abknickt und im Temperaturintervall 1 S v <3
negative Werte annimmt.

In Abb. 21 ist die skalierte Casimir-Entropie S/kg(d/R)® als Funktion der
Temperatur v und R/d gezeigt. Die gezeigten Resultate gehen tiber den Di-
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Abb. 19: Die skalierte freie Casimir-Energie als Funktion der dimensionslo-
sen Temperatur v = 27kgTd/hic fiir perfekt leitfadhige Kugeln mit
den Radien Ry = R, = Rim Abstand d/R = 20. Die Farbkodierung
zeigt eine Zerlegung in die Polarisationskandle, welche fiir m = 0
und m = 1 existieren. Die Summe der polarisationserhaltenden TM-
bzw. TE-Kandle fiir m = 0 und m = 1 ist als blaue bzw. griine Li-
nie dargestellt, wihrend die Summe der polarisationsmischenden
Kanile der roten Kurve entspricht.
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S RS /kpd®

Abb. 20: Die skalierte Casimir-Entropie als Funktion der dimensionslosen

76

Temperatur v = 27tkgTd/hic fiir perfekt leitfahige Kugeln mit den
Radien R; = R, = R im Abstand d/R = 20 (schwarze Linie). Als
blaue bzw. griine Linie sind die Entropiebeitrdge polarisationserhal-
tender E < E- bzw. M & M-Kanile abgebildet, wiahrend die grii-

ne Linie dem Beitrag polarisationsmischender Kanéle entspricht.
(nach Abb. 7 aus [78])
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pollimes hinaus, da der maximale Drehimpuls gemédf8 Gl. 3.16 mit ¢ = 107>
gewihlt wurde. Der geometrische Skalierungsfaktor (d/R)® ist nach Gl. (4.5)
typisch fiir das Abstandsverhalten der Casimir-Wechselwirkung im Dipol-
Dipol-Limes. An Hand von Abb. 21 ldsst sich daher erkennen, dass negative
Casimir-Entropie (blau) bei groflen Abstdnden besonders ausgepragt ist, ob-
gleich der Betrag von S bei grolen Abstinden klein wird, da er wie 1/d°
vom Abstand d der Kugelmittelpunkte abhéngt. In den weifSen Bereichen
wurden keine Daten berechnet.

Im Kapitel 4.2.4 wird sich zeigen, dass sich die freie Casimir-Energie zwei-
er Kugeln bei kleinen Abstinden im Rahmen der PFA berechnen ldsst. Da
in PFA die freie Energie zweier Kugeln die Temperaturabhidngigkeit paral-
leler Platten, FFT aufweist wird die Entropie in Abb. 21 fiir relativ kleine
Abstiande, d. h. relativ grofle Werte R/d 2 0.4 positiv.

Da bei kleinen Abstinden immer mehr Multipole bei der Berechnung der
freien Casimir-Energie berticksichtigt werden miissen, unterstreicht die Po-
sitivitit von S bei kleinen Abstdnden noch einmal den Dipolcharakter ne-
gativer Casimir-Entropie geometrischen Ursprungs. In der Tat ldsst sich zei-
gen, dass sich das Entropieminimum der polarisationsmischenden Kandle
fiir Dipol-Quadrupol, Quadrupol-Quadrupol und allen weiteren Multipol-
beitrdgen zu hoheren Temperaturen verschiebt. Da bei hohen Temperaturen
die positiven Entropiebeitrdge der E < E und M < M-Kanéle dominieren
[79] nimmt die Casimir-Entropie perfekt leitfadhiger Kugeln bei kleinen Ab-
stinden positive Werte an [144].

Werden die perfekt leitfahigen Kugeln durch dissipative Kugeln ersetzt,
so verschwinden fiir d — oo alle Polarisationskanile, in denen mindestens
ein TE-Reflexionskoeffizient b?r auftritt. Die Ursache hierfiir ist, dass TE-
polarisierte elektromagnetische Felder nur von Materialien reflektiert wer-
den konnen, in denen magnetische Multipole angeregt werden konnen. Da
magnetische Multipole zu ¢ = 1 mit einer ringférmigen Stromdichte ein-
hergehen (s. Anhang A.3), kann die Reflexion TE-polarisierter Strahlung an
einer dissipativen Kugel nur fiir Frequenzen w 2 <y erfolgen. Andernfalls
dissipiert binnen einer Schwingungsperiode die einfallende Strahlungsener-
gie in Form von Joule’scher Warme. Dies ist nach Gl. ((s. Gl. (2.75) der Fall,
wenn die quasistatische Skintiefe § viel grofer ist als der Kugelradius R. In
diesem Fall kann die Rayleigh-Nédherung benutzt werden und die TE-Re-
flexionskoeffizienten bP" diirfen im Vergleich mit den TM-Koeffizienten aP*
vernachldssigt werden.

Welche Auswirkung Dissipation auf die Casimir-Entropie im allgemeine-
ren Dipollimes hat, in dem sowohl ler als auch a?r beitragen, wird im nédchs-
ten Abschnitt an Hand der Platte-Platte-, Kugel-Kugel- und der Kugel-Platte-
Geometrie erldutert.

77



DIE EXTERNE KUGEL-KUGEL-GEOMETRIE
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Abb. 21: Die skalierte Casimir-Entropie S(d/R)®/kp in Abhingigkeit von
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R/d und der dimensionslosen Temperatur v = 27tkgTd /Tic fiir zwei
perfekt leitfahige Kugeln der Radien Ry = Ry = R. {max wurde ge-
maf Gl. (3.16) mit e = 10~ gewihlt. (nach Abb. 5 aus [78])
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4.1.1  Negative Casimir-Entropie in den Geometrien Kugel-Kugel, Kugel-Platte
und Platte-Platte

Die Diskussion thermischer Abhéngigkeiten der Casimir-Wechselwirkung
geht u. a. auf Sauer [146] und Mehra [147], sowie Bostrom und Sernelius
zuriick [148, 69]. Letztere stellten fest, dass die Casimir-Entropie S fiir zwei
dissipative Metallspiegel negativ werden kann [80]. Dazu muss angemerkt
werden, dass negative Casimir-Entropie bei Temperaturen T > 0 nicht im
Konflikt mit dem dritten Hauptsatz der Thermodynamik, dem Nernst’schen
Wairmesatz, steht, da die Casimir-Entropie lediglich eine ,, Wechselwirkungs-
entropie” ist. Sie geht aus der doppelten Differenz von Entropien hervor
und unterliegt keinen Vorzeichenrestriktionen. Am einfachsten lédsst sich der
Wechselwirkungscharakter an eindimensionalen Rechnungen [149, 150] er-
kennen.

Negative Casimir-Entropie ist jedoch bis heute Gegenstand der Forschung,
da es Uneinigkeiten gibt, ob spezielle Systeme mit temperaturabhéngiger
Dissipationskonstante auch am absoluten Temperatur Nullpunkt auf nega-
tive Entropie fiihren [151-153]. AuSerdem deuten die Experimente [66, 67]
darauf hin, dass die Reflexionseigenschaften von Metalloberflichen bei nied-
rigen Frequenzen nach dem dissipationslosen Plasma-Modell beschrieben
werden miissen, wahrend die Experimente [38, 68] zu Gunsten des dissipa-
tiven Drude-Modells interpretiert werden.

Abb. 20a) zeigt die zu Abb. 19 gehodrenden Entropiebeitrdge einzelner
Polarisationskanile als Funktion der Temperatur v, Gl. (4.4). Die Farbko-
dierung stimmt mit Abb. 19 {iberein. Es wird deutlich, dass in der Kugel-
Kugel-Geometrie bereits fiir perfekte Leiter negative Casimir-Entropie im
Temperaturintervall 1.5 > v > 3 auftritt. Dieses besondere Verhalten der
Casimir-Entropie fiir perfekt leitfihige Objekte wurde bereits in der Platte-
Kugel- [82] und der Kugel-Kugel-Geometrie [144] beobachtet und wurde
polarisationsaufgelost in [141, 78, 79] untersucht.

Hinsichtlich der Casimir-Entropie verhalten sich die Kugel-Kugel- und
Kugel-Platte-Geometrie daher wesentlich anders, als die Platte-Platte-Geo-
metrie. Wahrend fiir zwei perfekt leitfahige Kugeln bzw. eine Kugel und eine
Platte allein die Geometrie Temperaturintervalle negativer Entropie bedingt,
wird negative CasimirEntropie bei metallischen Platten nur auf Grund von
Dissipation beobachtet [154, 81].

Es ist daher von Interesse zu untersuchen, ob geometrische und dissipati-
ve negative Entropien vollig unterschiedlichen Ursprungs sind, oder iiber
gemeinsame Wurzeln verfiigen. Um dieser Frage auf den Grund zu ge-
hen, zeigen Abb. 22a,b,c) die Casimir-Entropie in der Platte-Platte-, Kugel-
Kugel- und der Kugel-Platte-Geometrie als Funktion der Temperatur v =
2mtkgTd/hic. Dabei wird die Entropie in der jeweiligen Geometrie auf ihren
Hochtemperaturwert S5 normiert, den sie fiir perfekt leitfahige Objekte er-
reicht. Die Entropie fiir perfekt leitfahige Objekte ist als schwarze gestrichel-
te Linie dargestellt. Durchgezogene blaue, schwarze und rote Linien stehen
fiir Drude-Leiter mit den Dissipationsfrequenzen vd/c = 1072,10? und 10%.
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Fiir die Skalierung der Dissipationsfrequenz wurde der charakteristische Ab-
stand d gewdhlt, welcher in der Platte-Platte-Geometrie dem Plattenabstand,
in der Kugel-Kugel-Geometrie dem Mittelpunktabstand und in der Platte-
Kugel-Geometrie dem Abstand zwischen der Platte und dem Mittelpunkt
der Kugel entspricht. In allen Geometrien charakterisiert wpd/27rc = 400
die Plasmafrequenz der Materialien. In der Kugel-Platte- und der Kugel-
Kugel-Geometrie garantiert die Wahl von d/R = 20, dass eine Behandlung
des Casimir-Effekts im Dipollimes gerechtfertigt ist.

In allen drei Geometrien ist zu beobachten, dass die Entropie des Drude-
Leiters mit der geringsten Dissipationsfrequenz (blau) praktisch eine Par-
allelverschiebung der Entropie des perfekten Leiters (schwarze Strichlinie)
darstellt. Die Verschiebung betrigt —ASMM, den Hochtemperaturbeitrag TE-
polarisierter M <= M-Kanale.

Diese geometrieunabhingige Gemeinsamkeit besitzen alle in 22a,b,c) ge-
zeigten Entropien. Sie geht darauf zurtick, dass die Hochtemperaturentropie
allein durch die nullte Matsubara-Frequenz bestimmt wird. Dass elektrische
und magnetische quasi-statische Felder sehr verschieden von dissipativen
Leitern reflektiert werden, wurde bereits auf Basis der Abb. 8, Seite 43, disku-
tiert. Fiir TE-polarisierte Felder erfolgt eine unterdriickte Reflektivitdt unter-
halb von Frequenzen, die von der Grofsenordnung der Dissipationsfrequenz
7 sind. Bei sehr guten Drude-Leitern mit yd/c < 1 (blaue Linie) betrifft die
Unterdriickung praktisch nur die nullte Matsubara-Frequenz. Da die Beitra-
ge der nullten Matsubara-Frequenz zur freien Energie o« —T sind, resultiert
eine Unterdriickung ebendieser Beitrdge zu einer Verschiebung der Casimir-
Entropie um den mit vertikalen Pfeilen angedeuteten Wert.

Qualitativ verhilt sich die Entropie fiir alle in Abb. 22 gezeigten Geometri-
en bei tiefen Temperaturen wie der um seinen Hochtemperaturwert verscho-
bene M = M-Kanal aus Abb. 20 (griin). Die Hohe der mit vertikalen Strichen
angedeuteten Parallelverschiebung betrédgt fiir die Platte-Platte-Geometrie
22a) 0.5, da die TE- bzw. TM-Reflexionskoeffizienten perfekt leitfihiger Plat-
ten bei Frequenz Null gleich grofs sind. Geméfs GIn. (4.3) sind die Reflexions-
koeffizienten einer perfekt leitfahigen Kugel fiir TE-Polarisation nur halb so
grofs wie fiir TM-Polarisation und die Verschiebung ist fiir die Kugel-Kugel-
bzw. Kugel-Platte-Geometrie auf 1/5 bzw. 1/3 des Betrags von S redu-
ziert.

Die durchgezogene schwarze und die rote Linie in Abb. 22 verdeutli-
chen welchen Einfluss eine wachsende Dissipationsfrequenz auf die Casimir-
Entropie hat. Da sich bei wachsendem < die Anzahl der unterdriickten
Matsubara-Frequenzen erhoht, gipfelt der Grenzfall yd/c — co in einer
Entropie, in welcher der M = M Kanal im gezeigten Temperaturintervall
keinen Beitrag mehr liefert. Fiir die hochste Dissipationsfrequenz, yd/c =
10* (rote Linie) ist dieser Fall in der Platte-Platte-Geometrie bereits erreicht
und das Temperaturintervall negativer Entropie somit verschwunden. In der
Kugel-Kugel-Geometrie ist die Entropie fiir yd/c = 10* zwar stets positiv, je-
doch lasst sich das charakteristische geometriebedingte Entropieminimum
bei v =~ 1 noch als Sattelpunkt erkennen. Da die TE-Reflexionskoeffizienten
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Abb. 22: Die Casimir-Entropie S dividiert durch den Hochtemperaturwert
fur perfekte Leiter in den Geometrien a) Platte-Platte, b) Kugel-
Kugel und c) Platte-Kugel. Gestrichelt ist die Entropie fiir perfekte
Leiter eingezeichnet, wihrend farbig drei unerschiedliche Drude-
Leiter mit yd/c = 1072, 102,10* als blaue, schwarze und rote Linien
gezeigt werden. Die Plasmafrequenz ist konstant wpd/27c = 400.
In Kugel-Kugel und Kugel-Platte ist auflerdem der Kugelradius
R = d/20. Der vertikale Pfeil deutet die Verschiebung um den
Hochtemperaturbeitrag von TE-Kandlen an, welcher im Drude-
Modell im Vergleich mit dem perfekten Leiter auftritt. (nach Abb. 1

aus [79])
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einer Platte unempfindlicher gegeniiber der Dissipationsfrequenz sind als
die entsprechenden Reflexionskoeffizienten einer Kugel, ist fiir die Kugel-
Platte-Geometrie aus Abb. 22¢) § auf Grund geometrischer negativer Entro-
piebeitrige auch fiir die grofite Dissipationsfrequenz, vd/c = 10* (rote Linie)
noch in einem schmalen Temperaturbereich negativ.

Das Temperaturverhalten der Entropiebeitrdge von elektrischen, magne-
tischen und gemischten Polarisationskandlen ist in Abb. 23a),b),c) fiir zwei
Kugeln zu sehen. Die Entropie im jeweiligen Polarisationskanal wird auf die
Hochtemperaturentropie St perfekt leitfahiger Kugeln normiert. Da der
E < E-Kanal nicht sensitiv auf die Dissipationsfrequenz ist konnen die un-
terschiedlichen Kurven in Abb. 23a) nicht unterschieden werden. Die Farb-
kodierung stimmt mit Abb. 22 iiberein. Gestrichelte Linien stehen fiir per-
fekt leitfahige Kugeln, wihrend blaue und schwarze durchgezogene Linien
Drude-Leitern mit yd/c = 1072, 10? bei gleicher Plasmafrequenz wpd /27t¢c =
400 entsprechen. Um einen direkten Groflenvergleich der Kanalbeitrdge zu
ermoglichen ist die Ordinate in a), b) und c) gleich skaliert.

Der E < E-Kanal aus Abb. 23a) steuert fiir zwei Metallkugeln strikt posi-
tive Beitrdge zur Entropie bei, unabhédngig davon, ob die Kugeln dissipativ
sind oder nicht. In diesem Punkt verhalten sich zwei Kugeln genauso wie
Metallplatten [81]. Gemé&fs Abb. 23b) ist es zum einen der reine M = M-
Kanal, der fiir negative Entropiebeitrdge verantwortlich ist. Dies ist fiir zwei
dissipative Metallplatten ebenfalls der Fall [81].

Der gemischte Polarisationskanal, Abb. 23c¢), ist im Vergleich zur Platte-
Platte-Geometrie neu. Er bringt ein Entropieminimum mit negativer Entro-
pie bei der Temperatur v ~ 3 mit sich, welches fiir zwei Kugeln und in
der Kugel-Platte-Geometrie (siehe [78]) bereits fiir perfekte Leiter (gestrichel-
te Linien in Abb. 22b),c)) beobachtet werden kann. Die Ursache negativer
Casimir-Entropie polarisationsmischender Kandle ist daher rein geometri-
schen Ursprungs.

Abschliefiend lésst sich sagen, dass in den drei Geometrien, Platte-Platte,
Kugel-Platte und Kugel-Kugel der dissipative Mechanismus fiir negative
Casimir-Entropie auf einer unterdriickten Reflektivitat fiir magnetisch pola-
risierte quasistatische Felder basiert, wiahrend der Geometrieeffekt darauf ba-
siert, dass bei Frequenz Null keine Polarisationsmischung stattfinden kann.
Der Geometrie- und der Dissipationseffekt haben jedoch eine Gemeinsam-
keit, die sich am besten an Hand der freien Energie diskutieren ldsst. Hierzu
fihrt man sich vor Augen, dass sowohl der M < M, als auch der E = M
bzw. M < E Kanal fiir Drude-Leiter keinen Beitrag bei der nullten, jedoch
einen endlichen, negativen, Beitrag bei allen anderen Matsubara-Frequenzen
liefern. Fiir perfekt leitfihige Kugeln wurde dies in Abb. 19 gezeigt, es lasst
sich qualitativ jedoch auch fiir gute Drude-Leiter beobachten. Auf Grund der
verschwindenden n = 0- und endlicher, negativer, n > 0-Beitrdge muss die
freie Energie zwingend Temperaturintervalle positiver Steigung und damit
verbunden Intervall(e) mit negativer Entropie S = —dr.F besitzen.

Das nicht-monotone Verhalten der freien Casimir-Energie als Funktion der
Temperatur hat nicht nur auf die Casimir-Entropie Auswirkungen. Nachfol-
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Abb. 23: In a), b) und c) sind die Entropiebeitrdge elektrischer, magnetischer
und gemischter Polarisationskanile als Funktion der Temperatur
v = 2mtkgTd /hc fiir Kugeln mit den Radien Ry = R, = R im Ab-
stand d/R = 20 zu sehen. Die Farbkodierung entspricht Abb. 22.
(nach Abb. 3 aus [79])
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gend wird fiir die Kugel-Kugel-Geometrie die thermische Abhédngigkeit der
Casimir-Kraft untersucht.

4.1.2  Zusammenhang von negativer Entropie und abstofSenden thermischen Kraft-
beitrigen

Die Diskussion der Casimir-Entropie erfolgte bei festem Mittelpunktabstand
d in Abhédngigkeit der Temperatur v. Fiir die Casimir-Kraft ist es die nattir-
liche Wahl bei fester Temperatur T den Abstand d zu variieren. Dies ent-
spricht der Situation in tatsdchlichen Experimenten, wo bei fester Tempera-
tur die Casimir-Kraft, bzw. der Kraftgradient, in Abhédngigkeit vom Abstand
gemessen wird. Durch partielle Ableitung von FP-P- (4.5) nach dem Abstand
lasst sich die Casimir-Kraft bei grofien Abstdnden berechnen. Das so erhal-
tene Resultat ist giiltig, so lange beide Kugelradien wesentlich kleiner sind,
als der Mittelpunktabstand, R;, Ry < d.

Die Summe aus den einzelnen Kanalbeitrigen zur freien Energie JD-P:
kann nach (4.5) geschrieben werden als:

heR3R3 .
FOP = -2 F (), (4.11)

wobei F(v) alle Polarisationskanéle beinhaltet und tiber v = 27kgTd/hc
nur vom Produkt aus der Temperatur T und dem Abstand d abhéngt. Diese
Eigenschaft lidsst sich benutzen, um die Casimir-Kraft F?®- im Dipol-Dipol-
Limes mit Hilfe der Casimir-Entropie SP'P- auszudriicken:

1
FPP- = g [7.7-"D'D' + TSPP-. (4.12)
Die Casimir-Kraft kann im Dipol-Limes genau dann abstofSend werden, wenn
das Vorzeichen der eckigen Klammer positiv ist:

PP >0 & 7FPDP 4L T1SPP >0 (4.13)

Dabher ist negative Entropie nicht a priori ein Indiz fiir abstoflende Casimir-
Krifte. Ganz im Gegenteil bewirkt negative Entropie nach (4.12) zunéichst,
dass die Casimir-Kraft attraktiver wird.

Durch partielle Ableitung von (4.12) nach der Temperatur folgt jedoch der
Zusammenhang

aFD.D. 1 DD.
sy U

) SD‘D‘
] , (4.14)

oT

welcher besagt, dass negative Entropie dazu fiihrt, dass bei Temperaturer-
hohung die Casimir-Kraft F wéchst, also ,abstofiender” wird. Bereits diese
Aussage ist jedoch nur giiltig, wenn der erste Term in den eckigen Klam-
mern dominiert.
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Abb. 24: Die dimensionslose Entropie S und der dimensionslose thermische
Kraftbeitrag F(v) — F(0) als Funktion von v. Die Bereiche negati-
ver Entropie und abstofiender thermischer Kraft fallen nur fiir ein
relativ schmales Temperaturintervall zusammen.

In der Tat zeigt ein Vergleich der dimensionslosen Entropie S(v) und der
dimensionslosen thermischen Kraft AF(v) = F(v) — F(0)

« 1 d? ;
S(v) = ks <R1R2> S, (4.15a)
_ o [ a2\’
AF(v) = » <R1R2> []:(1/) — }"(0)] , (4.15b)

in Abb. 24, dass das Temperaturintervall wachsender abstofiender thermi-
scher Kraftbeitrage AF(v) > 0 nicht fiir alle Temperaturen vom ersten Term
in Gl. (4.14) dominiert wird. Ab v & 3 tibernimmt der zweite Term aus (4.14)
und das Maximum von AF(v) wird bei v ~ 4 erreicht wird, wo die Casimir-
Entropie bereits deutlich grofser als Null ist.

4.2 GRENZFALLE DER KUGEL-KUGEL-GEOMETRIE

Der Dipol-Dipol-Limes des vorherigen Kapitels diente dem Studium des
Casimir-Effekts in dem Grenzfall, dass der Mittelpunktabstand d viel grofser
ist, als beide Kugelradien, d > Ry, R,. Fiir perfekt leitfahige Kugeln war
dann eine analytische Berechnung der Matsubara-Summe moglich. In die-
sem Kapitel wird die Forderung R, < d fallen gelassen und der Grenzfall
untersucht, dass bei festem Oberflachenabstand L = d — R; — R, der Kugel-
radius R; sehr grofs wird. Anschaulich geht in diesem Fall die Kugel-Kugel
Geometrie in die Kugel-Platte-Geometrie iiber.

Im Anschluss wird der Ubergang zwischen dem Hoch- und dem Tief-
temperaturverhalten der freien Casimir-Energie untersucht, fiir welches das
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Verhiltnis der thermischen Wellenldnge At = hic/27tkgT und des Objektab-
stands L entscheidend ist. Abgeschlossen wird dieser Abschnitt durch den
Vergleich der PFA mit exakten numerischen Resultaten fiir perfekt leitfdhige
und dissipative Kugeln.

4.2.1  Der Dipol-Platte-Limes

Fiir Ry < d lasst sich die Streuung an der Kugel % nicht mehr im Dipollimes
behandeln, sondern verlangt nach ¢,,,, = Ra/R; fiir den Abschneidedrehim-
puls der Translation. Ein wachsender Kugelradius R, bringt auflerdem mit
sich, dass die Mie-Koeffizienten fiir die Streuung an der grofien Kugel %
nicht mehr im quasi-statischen Limes betrachtet werden diirfen. Es muss de-
ren voller Ausdruck ausgewertet werden. Aus diesem Grund scheitert die
analytische Berechnung der freien Energie im Allgemeinen bereits fiir per-
fekt leitfahige Kugeln.

Eine Besonderheit stellt jedoch der Hochtemperatur-Grenzfall dar. Da nur
die nullte Matsubara-Frequenz einen Beitrag liefert ldsst sich ein geschlosse-
ner Ausdruck fiir die freie Energie ermitteln, wahrend bei tieferen Tempera-
turen nur eine numerische Berechnung der Matsubara-Summe bleibt.

DER DIPOL-PLATTE GRENZFALL BEI HOHEN TEMPERATUREN

Unabhéngig von der Wahl der Radien hat der Hochtemperatur-Limes
die Eigenschaft, dass die Streu- bzw. Translationsoperatoren bei Frequenz
¢o = 0 ausgewertet werden miissen. Hierfiir wurden im Abschnitt (2.6.4)
entsprechende Ausdriicke vorbereitet. Da die Polarisationen, M und E, bei
Frequenz Null nicht koppeln, lassen sich ihre Beitrdge einfach addieren. In
der Single-Roundtrip Dipol-Néaherung fiir die Kugel %] ldsst sich so die freie
Hochtemperatur-Energie ]:E'T’M‘ zweier perfekt leitfihiger Kugeln anschrei-
ben, von denen eine dipolar und die andere vollstindig multipolar behan-
delt wird:

FRM = —keT Y "A2(0) + Aty (0). (4.16)

|m|=0,1

Fiir dissipative Kugeln, deren Permittivitit bei niedrigen Frequenzen gemaf3
des Drude-Modells mit €P* beschrieben werden kann, fallt in Gl (4.16) der
magnetische Beitrag fam weg, wahrend fgg mit dem entsprechenden Beitrag
perfekt leitfahiger Kugeln identisch ist. In Gl. (4.16) wurde die zweifache Ent-
artung der m = 1-Beitrdge ebenso berticksichtigt wie die Tatsache, dass die
nullte Matsubara-Frequenz nur halbes Gewicht tragt. Die einzelnen Beitrage
lauten

A6(0) = lima™1 Y TEE aPCTEE (4.17a)
¢—0 =1
P = F(a"C — 57C), (4.17b)

Dass die Streu- und Translationsmatrizen bei {p = 0 ausgewertet werden
miissen wurde dabei nicht explizit ausgeschrieben. Die zweite Gleichung
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folgt auf Grund der Identitdt 7= = TE=M, Eine explizite Auswertung der
auftretenden Gaunt-Symbole (2.65a) liefert nach Ausfithrung der Summe
iiber alle Drehimpulse ¢/ = 1,2, ..., 00 die Beitrége:

3

1 [ RiR;

f(o) 0) = () / (4.18a)
MM 2\ d>-R3

1+ (f;)z
fix (0) = Ag(0) [4—3 (fj)z + (122)4] : (4180

1 0
fE(E) (0) = szE/Ilz/[(O) (4.18d)
Die quasi-elektrostatische ,Streuung” an der grofien Kugel kann hier exakt

bertiicksichtigt werden. Insgesamt lautet die freie Hochtemperatur-Energie
eines Dipol- und eines Multipol-Streuers

ksT Ry\? R \*
R = === A(0) [15—5(5) +2<d2> .

Der Dipol-Platte-Grenzfall kann daraus durch die Substitution d = Ry +
L und eine Entwicklung um den charakteristischen Abstand £ der Kugel-
Platte-Geometrie erhalten werden

pa S r(RI) | 4L 5 (LN 79 (LY £y
Far~ =gk T (7 ) 1738, T3 &) "2\&) 79\ R ‘

(4.20)
Die fithrende 1 in der eckigen Klammer stimmt mit dem entsprechenden Di-

pollimes in der Kugel-Platte-Geometrie iiberein [155]. Die restlichen Terme
stellen Kriimmungskorrekturen bei groflem, aber endlichen Radius R; dar.

Es stehen nun im Dipol-Dipol Szenario und im Dipol-Platte-Grenzfall fiir
alle bzw. fiir hohe Temperaturen analytische Ergebnisse zur Verfiigung. Die-
se sollen im nachfolgenden Abschnitt mit numerischen Rechnungen vergli-
chen werden.

1
Fa(0) = th(f&(o) , (4.18b)

(4.19)

4.2.2  Der Ubergang von der Kugel-Kugel- zur Kugel-Platte-Geometrie

Je nach Wahl von L/R; endet die Verkleinerung von L/R, entweder im
Dipol-Platte- (L/R; > 1) oder im allgemeineren Kugel-Platte-Grenzfall, in
dem fiir die Reflexion an der Kugel %; Multipole ¢ > 1 berticksichtigt wer-
den miissen. Fiir L > R; kann die Streuung an der Kugel mit dem Radius
R; im Dipollimes behandelt werden, wihrend fiir die grofiere Kugel die er-
forderliche Anzahl an Drehimpulsen mit R;/R; skaliert.

In diesem Kapitel werden die analytischen Ergebnisse der vorangegan-
gen Abschnitte benutzt, um den Ubergang zwischen der Kugel-Kugel- und
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Ry = 100R;

R, Ry = Ry

s L =20R; I.

R2—>oo

N

Abb. 25: Im Dipol-Platte-Grenzfall strebt der Kugelradius R, bei festem
Oberflichenabstand L gegen unendlich. Der charakteristische Ab-
stand der Kugel-Platte Geometrie ist £ = L + R;.
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er Kugel-Platte-Geometrie zu untersuchen. Der charakteristische Abstand 4
der Kugel-Kugel-Geometrie wird dabei in der Kugel-Platte-Geometrie durch
L = d — R ersetzt. Nachfolgend erfolgt die Diskussion fiir £ = 20R;, so-
dass die Ergebnisse des Dipol-Limes ndherungsweise giiltig bleiben. Abb.25
zeigt den Dipol-Platte-Ubergang und verdeutlicht, dass der Kugel-Platte-
Grenzfall ndherungsweise erreicht wird, wenn der Radius R, den Abstand
L iiberragt, da dann ein Segment der grofien Kugel praktisch wie eine ebene
Platte erscheint. Wahrend fiir R, = 100R; noch eine leichte Kriimmung der
Kugeloberflache von %, zu erkennen ist, kann R, = 1000R; nicht mehr von
der schwarz eingezeichneten planen Oberfliche (R, — o) unterschieden
werden.

In Abb. 26 ist die freie Energie perfekt leitfahiger Kugeln als Funktion
des Kugelradius R, fiir £/R; = 20 aufgetragen. Die rote Kurve zeigt F
bei der endlichen Temperatur 27tkgTR;/hc = 0.8, welche fiir Ry = 1um
Raumtemperatur T = 293 K entspricht. Die friiher eingefiihrte dimensions-
lose Temperatur v kann nun mit dem Abstand £ geschrieben werden als
v = 2mtkgTL/hc ~ 16. Daraus folgt, dass die rote Kurve im Wesentlichen
der freien Hochtemperatur-Energie (4.20) entspricht. Die blaue Kurve zeigt
F bei Temperatur Null. Gestrichelte Linien stehen fiir die entsprechende
freie Energie einer perfekt leitfihigen Kugel in Dipolndherung und einer
perfekt leitfihigen Platte in der Hochtemperaturnidherung 72" (v = 16) und
Temperatur Null FPF.

Der linke Rand des gezeigten Intervalls entspricht zwei Kugeln mit identi-
schen Radien, R; = R;, wihrend die Intervall-Obergrenze mit R, = 1000R;
einer sehr grofien Kugel %> entspricht. Die gewédhlte Auftragung verdeut-
licht, dass im Dipollimes fiir %; der groflere Kugelradius den , Kugel-Platte-
Abstand” L tibersteigen muss, damit die freie Energie zweier Kugeln in Di-
polndherung gegen die jeweilige freie Energie einer Kugel in Dipolndherung
vor einer Platte konvergiert.

Die numerischen Daten (durchgezogene Linien) wurden mit /i,.x = 4 und
Urax = Ro/Rilmax berechnet. Die sehr gute Ubereinstimmung mit den ge-
strichelt eingezeichneten Hoch- bzw. Tieftemperaturgrenzfillen der Dipol-
Platte-Geometrie zeigt jedoch, dass die kleinere Kugel %; bei der Berech-
nung der Casimir-Energie fiir den gewdhlten Abstand bereits in Dipolnihe-
rung behandelt werden darf.

Analytische Grenzfille, welche in der Kugel-Kugel- und Kugel-Platte-Ge-
ometrie bei kleinen Abstdnden mit Hilfe der PFA und bei grofsen Abstanden
in Dipolndherung berechnet werden konnen, sind in Tab. 3 zusammenge-
fasst.

Um den Ubergang von der Kugel-Kugel- zu der Kugel-Platte-Geometrie
bei Temperaturen studieren, die zwischen dem Hoch- und dem Tieftempe-
raturregime liegen, kann z. B. die Lage des Minimums der Casimir-Entropie
verfolgt werden. Die Position dieses Minimums hat fiir zwei perfekt leitfahi-
ge Kugeln nach Abb. 27 die Koordinaten (2.50,0.36) in der v-R/d-Ebene mit
der Temperatur v = 27tkgTd/hc. Abb. 21 entspricht der Entropie aus Abb.

89



DIE EXTERNE KUGEL-KUGEL-GEOMETRIE

—f27TR1/hC
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Abb. 26: Die freie Casimir-Energie zweier perfekt leitfahiger Kugeln bei fes-
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tem Abstand £ = 20R; als Funktion des Kugelradius R,. Die blaue
Kurve zeigt F bei Temperatur v = 0, wahrend in Rot die freie
Energie bei der Temperatur v = 2mkgTL/hc ~ 16 dargestellt ist.
Gestrichelte blaue bzw. rote Linien stehen fiir den entsprechenden
v = 0 bzw. Hochtemperaturlimes von FPT:(v = 16) fiir eine per-
fekt leitfahige Kugel in Dipolndherung, die sich im Abstand £ vor
einer perfekt leitfahigen Platte befindet.
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Kugel-Kugel L/Rip K1 d/Rip>1
herPRiRy 143hc(R1Ry)3
T PFA _ 1 DD. _ _
— 0 o 72012(R, £ Ry) | 0 167d”
PEA _ C(3)R1R, DD. _ 15(R1R)3
T — o0 ‘FHT = kBTi‘lL(Rz T Rl) ‘FHT = kBT74d6
Kugel-Platte L/Rk1 L/R>1
hicrR 9hcR3
PFA _ _ DP. _ _
r=o P = T 0 167L?
Z(3)R 3R3
T — oo T = —ksT= 7 Far = —ksT g5
Platte-Platte - -
2
PP o _ _ TUHC _
T—0 Fo /A= 75013
ksTC(3)

Tab. 3: Grenzfdlle der Kugel-Kugel- und Kugel-Platte- und Platte-Platte-
Geometrie fiir perfekte Leiter bei groflen bzw. kleinen Abstdnden
und jeweils bei tiefen bzw. hohen Temperaturen. In der Kugel-Kugel-
bzw. der Kugel-Platte-Geometrie wird die freie Casimir-Energie bei
groflen Abstinden d/R;, > 1 bzw. L/R > 1 die Kugelstreuung in
Dipolndherung behandelt. (Ergebnisse in der Kugel-Platte-Geometrie
nach [131, S. 173, Tabelle 13])
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Abb. 27: Die Casimir-Entropie S/kp in Abhdngigkeit von R/d und der di-
mensionslosen Temperatur v = 27tkgTd /ic fiir zwei perfekt leitfa-
hige Kugeln der Radien Ry = R, = R. Positive Werte der Entro-
pie wurden gleich Null gesetzt, um die Position des Entropiemini-
mums in der R/d-v-Ebene besser sichtbar zu machen. Kleine Werte
von R/d entsprechen dem Grofsabstandslimes, wahrend R/d = 0.5
dem Abstand entspricht, bei dem sich die Kugeln gerade beriihren.
Die verwendeten Daten entsprechen denen aus Abb. 21.

27, wenn auf die Skalierung mit dem geometrischen Faktor (d/R)® verzich-
tet wird.

Der nattirliche Abstand der Kugel-Platte-Geometrie ist der Abstand £
zwischen dem Kugelmittelpunkt und der Platte. Nachfolgend wird daher
die fiir die Skalierung der Temperatur der Mittelpunkt-Mittelpunkt-Abstand
d durch L ersetzt und aufierdem die Koordinate R/d durch L/R; ausge-
tauscht

L=d—Ry,, (4.21a)

-1
151 = (5) —-1- ﬁj (4.21b)
R; steht dabei auch in der Kugel-Platte-Geometrie fiir den Radius der Kugel.
In den neuen Koordinaten lautet die Position des Entropieminimus zweier
gleichgrofler Kugeln (1.60, 0.77), wahrend fiir eine Kugel und eine Platte das
Entropieminimum bei (0.93,0.27) liegt. Wird, ausgehend von R; = Rj, der
Radius R, der Kugel % schrittweise vergrofiert, so muss sich der Punkt
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Abb. 28: Die Position des Entropieminimus ist als Funktion der Temperatur
v = 2rtkgTL/hc und des Abstands L/R; fiir perfekt leitfadhige Ku-
geln zu sehen. Das Verhdltnis Ry/R; der Kugelradien ist fiir die
gefiillten Symbole explizit angegeben. R, /R = co markiert die Po-
sition des Entropieminimums in der Kugel-Platte-Geometrie [138,
S. 69]. (nach Abb. 3 aus [78]).

minimaler Casimir-Entropie letztlich sowohl zu geringeren Temperaturen,
als auch zu kleineren Abstanden verschieben.

Die Position des Entropieminimums verschiebt sich — ausgehend von der
Kugel-Kugel-Geometrie mit gleichgrofien Kugeln — jedoch bei einer Vergro-
erung von R, zundchst bis zum Radienverhiltnis Ry /Ry =~ 2.6 zu grofieren
Abstdnden, wie Abb. 28 zeigt. Die Position minimaler Entropie ist in Abb. 28
fiir ganzzahlige Verhiltnisse R,/ R; der Kugelradien mit ausgefiillten Sym-
bolen dargestellt und das entsprechende Verhiltnis R/ R; ist explizit ange-
geben. Fiir die leeren Symbole interpoliert Ro/R; zwischen den ganzzahli-
gen Verhiltnissen.

Das grofse ausgefiillte Symbol, welches mit R,/ R; = oo bezeichnet wird,
steht fiir die Position des Entropieminimums der Kugel-Platte-Geometrie
[138, S. 69].

4.2.3 Der Ubergang vom Hochtemperatur- zum Tieftemperaturbereich

Der Bereich grofier Abstande d > Rj, R, wurde in den vergangen Abschnit-
ten diskutiert. In Abb. 26 ist deutlich zu erkennen, dass die freie Hochtem-
peraturenergie Fyr, die nur den Beitrag der nullten Matsubara-Frequenz
berticksichtigt, die Casimir-Energie bei T = 0, F( tibertrifft. Dafiir ist ver-
antwortlich, dass der Betrag von Fyr nur mit 1/ d® fallt, wihrend Fy mit
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1/d’” abnimmt. Umgekehrt bedeutet dies, dass bei kleineren Abstianden F
tiber Fyt dominiert und sich folglich beide freie Energien als Funktion des
Abstands bei einer bestimmten Temperatur schneiden miissen.

Die Temperatur des Schnittpunkts ldsst sich fiir zwei gleich grofse perfekt
leitfahige Kugeln im Dipollimes mit den Resultaten aus Tab. 3 berechnen

27'CkBTL
hc

Fir = FP e ~ 3.2, (4.22)

wihrend in der Dipol-Platte-Geometrie

27tkgTL
~22 .
= (4-23)

folgt. Abb. 29 zeigt exakte numerische Resultate fiir die freie Casimir-Energie,
die Multipole ¢ > 1 berticksichtigen, fiir zwei perfekt leitfahige Kugeln als
Funktion des Abstands. Blaue bzw. rote durchgezogene Linien zeigen Fy
bzw. Fyr fiir R, = Ry, wahrend gestrichelte Linien R, = 10R; entsprechen.
Symbole stehen jeweils fiir die freie Energie bei der endlichen Temperatur
2rtkg TRy /hc = 0.8. Fur R; = 1 um handelt es sich dabei um Raumtempera-
tur, T = 293 K.

Die im Dipollimes gewonnene Abschédtzung (4.22) fiir den Schnittpunkt
von Jyr und Fp stimmt gut mit den Schnittpunkten tiberein, die sich nu-
merisch zu v =~ 3.31 fiir Kugeln mit identischem Radius und v ~ 2.34 fiir
Ry = 10R; ergeben.

Abb. 29 zeigt deutlich, dass sich der Schnittpunkt der freien Hoch- bzw.
Tieftemperaturenergie fiir die Kugeln mit unterschiedlichen Radien, Ry =
10R; zu tieferen Temperaturen verschiebt und bereits gut mit der Vorhersa-
ge (4.23) tibereinstimmt, die auf Basis von Dipol-Platte-Resultaten getroffen
werden kann. Da sich der Schnittpunkt von .F(I))'R und f£¥ (s. Tab. 3) fir
zwei perfekt leitende Metallplatten zu v ~ 1.8 ergibt, lasst sich folgern, dass
thermische Effekte fiir Geometrien mit geringer Kriimmung, d. h. platten-
dhnlichen Geometrien, unbedeutender sind als fiir Objekte mit gekriimmten
Oberflachen, z. B. Kugeln oder gar Geometrien mit scharfen Kanten bzw.
Ecken [156].

Die Symbole in Abb. 29 zeigen, dass die freie Energie bei endlichen Tem-
peraturen oberhalb des Schnittpunkts praktisch durch Fyr und unterhalb
durch F, beschrieben wird. Durch den Ubergang vom Hoch- zum Tieftem-
peraturverhalten dndert sich das Potenzgesetz des Abstandsverhaltens der
freien Energie. Qualitativ wird der Faktor kgT durch fic/L ersetzt (s. Tab. 3).

FRE = "

4.2.4 Vergleich mit der PFA bei kleinen Abstinden

So bald der Oberflichenabstand L vergleichbar mit einem der Kugelradien
wird darf die Reflexion an der entsprechenden Kugel nicht linger in Di-
polndherung beschrieben werden. Bei geringen Abstdanden L/R;,L/R, < 1
miissen sowohl hohe Drehimpulse, als auch hohe Frequenzen bei der Berech-
nung der freien Casimir-Energie berticksichtigt werden. Da hohe Frequen-
zen dquivalent zu kleinen Wellenldngen sind, findet fiir die Reflexion an
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Abb. 29: Die freie Energie als Funktion des Oberflichenabstands L fiir zwei
perfekt leitfihige Kugeln. Rote und blaue Linien zeigen die freie
Hochtemperatur-Energie Fy7 bzw. die freie Energie bei Temperatur
Null, Fy. Die Symbole zeigen die Casimir-Energie bei der endlichen
Temperatur 27tkg TR /fic = 0.8, die fiir R = 1 ym Raumtemperatur
entspricht. Durchgezogene Linien und Kreise stehen fiir Kugeln mit
identischen Radien R; = R;, wahrend die gestrichelten Linien und
Dreiecke die freie Energie fiir R, = 10R; zeigen.
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Kugeln ein Ubergang von der Mie-Streuung zur geometrischen Optik statt.
Kleine Oberfldchenelemente der Kugeln verhalten sich dann ndherungswei-
se wie ebene Spiegel [157-159]. Der vorherige Abschnitt hat bereits gezeigt,
dass bei festem Oberfldchenabstand der Grenzprozess R, — oo bei konstan-
tem R; dazu fiihrt, dass die freie Energie der Kugel-Kugel-Geometrie in die
freie Energie der Kugel-Platte-Geometrie {ibergeht.

Dementsprechend ist zu erwarten, dass fiir L/R; — 0 die Kugel-Kugel-
Geometrie im Rahmen der PFA effektiv als Platte-Platte-Geometrie beschrie-
ben werden kann, wie dies z. B. in der Kugel-Platte-Geometrie fiir L/R < 1
beobachtet wird [131, Kapitel 13, S. 171 ff.].

Der Kurz-Abstands-Limes soll nun fiir zwei Kugeln genauer untersucht
werden. Die freie Energie wird hierfiir bei den kleinsten Abstinden berech-
net, die auf Grund von Arbeitsspeicherlimitierung zuganglich sind. Zum
Zeitpunkt der Fertigstellung dieser Arbeit handelt es sich um L/R; = 0.01
fiir Kugeln mit identischem Radius. Eine Prézision von fiinf Nachkommas-
tellen kann dann gemafs Abb. 14 fiir ca. {max ~ 700 erreicht werden.

DER PFA-GRENZFALL FUR PERFEKT LEITFAHIGE KUGELN

Abb. 30a) zeigt das Verhiltnis aus der exakten freien Casimir-Energie
Feakt gemafl der Streutheorie und dem Resultat der PFA-Naherung FFFA
fiir perfekt leitfahige Kugeln identischer Radien Ry = R, = R als Funktion
des Abstands L/R. Als Temperatur ist Raumtemperatur, T = 293 K gewihlt,
was der thermischen Wellenldnge Ayg3x = fic/27tkgT ~ 1.23 ym entspricht.
Die durchgezogene schwarze Kurve zeigt die normierte freie Energie fiir
R = 1pum. Fiir die gewdhlten Abstinde befindet sich die freie Casimir-
Energie damit fiir Abstinde L/R < 0.1 ndherungsweise im Tieftemperatur-
Regime (L/Ar < 1). Der Ubergang zum Tieftemperatur-Regime wird durch
das Abknicken der Kurve eingeleitet. Die blauen Kurven zeigen das Verhilt-
nis Feakt/ FPFA fiir wachsende Kugelradien. Gepunktete, gestrichpunktete,
gestrichelte und durchgezogene Linien stehen fiir die Radien R = 10 ym,
R =20pm, R = 50 ym und R = 100 pm.

Fiir die durchgezogene blaue Linie ist selbst beim kleinsten Abstand, L/R =
0.01 das Verhéltnis von L/Ar > 1, wodurch sich die freie Casimir-Energie
in diesem Fall praktisch fiir den gesamten Abstandsbereich in der Nihe des
Hochtemperatur-Regimes bewegt. Die restlichen blauen Linien interpolieren
zwischen dem Tief- und Hochtemperaturverhalten, was sich daran erkennen
lasst, dass sie bei relativ grofsen L/R der soliden blauen Kurve folgen und
fiir kleinere L/R zur schwarzen Tieftemperaturkurve {ibergehen. Das Ver-
haltnis Feakt / FPFA betragt fiir die beiden extremen Kugelradien R = 1 um
bzw. R = 100 ym beim kleinsten Abstand 0.97 bzw. 0.93.

In Abb. 30b) ist das Verhiltnis Fakt/FFFA aus der exakten multipolaren
Casimir-Kraft und der entsprechenden PFA-Vorhersage abgebildet. Die Farb-
kodierung stimmt mit der aus 30a) {iberein. Der Trend von F/F'FA und
F/FPFA lisst den Schluss zu, dass die PFA fiir L/R; < 1 sehr genau wird
und fiir L/R — 0 eine giiltige Ndherung der Casimir-Wechselwirkung zwei-
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er Kugeln darstellt. Im Vergleich zur freien Energie aus 30a) verbessert sich
die PFA-Vorhersage fiir die Kraft und das Verhaltnis F&*?kt/ FPFA nahert sich
weiter der Eins. Fiir die Kugelradien R = 1ym und R = 100 ym ergeben
sich beim kleinsten Abstand die Verhéltnisse 0.982 bzw. 0.976.

Fir etablierte Kugel-Platte-Experimente liegt der Abstand mit L/R <
0.001 deutlich unterhalb der kleinsten Distanz aus Abb. 30a),b). Es lasst sich
daher schlieflen, dass die PFA in diesen Experimenten fiir den Vergleich von
Theorie und Experiment geeignet ist. Nachfolgend wird zusitzlich unter-
sucht, welchen die Einfluss die endliche Leitfdhigkeit metallischer Kugeln
auf die Giiltigkeit der PFA hat.

DER PFA-GRENZFALL FUR DRUDE-KUGELN

Die endliche elektrische Leitfdhigkeit von realen Metallen kann in ein-
fachster Naherung durch die Drude-Permittivitat €D erfasst werden. Das
entsprechende Verhiltnis aus der exakten und der PFA-Energie ist in Abb.
31a) fiir Goldkugeln mit der Plasmafrequenz wp = 1.38 x 101 Hz und der
Dissipationsfrequenz y = 5.54 x 10'® Hz fiir unterschiedliche Radien darge-

stellt. Die Farbkodierung ist identisch mit der aus Abb. 30.

Es fallt auf, dass sich die schwarze und die blaue Kurve, die den extremen
Radien R = 1pum und R = 100 um entsprechen, fiir Drude-Goldkugeln
schneiden, wahrend es fiir perfekt leitfadhige Kugeln keinen Schnittpunkt
im abgebildeten Parameterbereich gibt.

Der Vergleich der exakten und der PFA-Casimir-Kraft ist in Abb. 31b) ge-
zeigt. Wie es schon fiir perfekt leitfahige Kugeln der Fall war, ist die Vorher-
sage der PFA-Kraft bei festem Abstand besser als die entsprechende Vor-
hersage fiir die freie Energie. Bemerkenswert ist, dass sich die schwarze
R = 1pum-Kurve und die blaue R = 100 yum-Kurve fiir die mittelgrofSen
Kugeln mit den Radien R = 10ym und R = 20 ym im dargestellten Ab-
standsbereich zwei mal schneiden.

Insgesamt ladsst sich sagen, dass die PFA-Vorhersage fiir die Casimir-Kraft
bzw. Casimir-Energie fiir Drude-Goldkugeln besser mit den entsprechenden
exakten Ergebnissen tibereinstimmt als fiir perfekt leitfdhige Kugeln.

4.3 BEZUG ZUM EXPERIMENT

Im Jahr 2015 wurde ein neuartiges Experiment durchgefiihrt [76], in dem
Krifte zwischen zwei Kugeln gemessen werden, die sich in einer Fliissigkeit
befinden. Die Fliissigkeit mit samt den Kugeln befinden sich im Zwischen-
raum zweier Glasplatten, die ca. 200 ym voneinander entfernt sind. Eine der
beiden Kugeln ist auf einer der Glasplatten fixiert. Ihr Material ist im Prinzip
beliebig wihlbar. Eine zweite Kugel wird mit Hilfe einer optischen Pinzette
im Fokus eines Laserstrahls eingefangen. Sie muss dielektrisch sein, damit
sie eingefangen werden kann und nicht vom Strahlungsdruck in die Aus-
breitungsrichtung des Laserstrahls beschleunigt wird.
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Abb. 30: a) Das Verhiltnis aus der exakten freien Casimir-Energie bzw. der

exakten Casimir-Kraft b) und dem Ergebnis der PFA-Naherung als
Funktion des Abstands L/R fiir perfekt leitfahige Kugeln identi-
scher Radien Ry = R, = R. Die schwarze durchgezogene Linie
entspricht R = 1um wihrend blaue gepunktete, gestrichpunkte-
te, gestrichelte und durchgezogene Linien R = 10 ym, R = 20 ym,
R = 50pym und R = 100 ym zeigen. Die Temperatur ist fiir alle
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Abb. 31: a) Das Verhiltnis aus der exakten freien Casimir-Energie bzw. der
exakten Casimir-Kraft b) und dem Ergebnis der PFA-Niherung als
Funktion des Abstands L/R fiir dissipative Goldkugeln mit iden-
tischen Radien R; = R; = R. Die durchgezogene schwarze Linie
entspricht R = 1 ym, wihrend blaue gepunktete, gestrichpunktete,
gestrichelte bzw. durchgezogene Linien fiir R = 10 ym, R = 20 ym,
R =50 ym und R = 100 ym stehen. Bei der Temperatur handelt es
sich fiir alle Kugelradien um Raumtemperatur T = 293 K.
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Die Glasplatten — inklusive der beiden Kugeln — kénnen durch einen Piezo
bei Geschwindigkeiten v ~ nm/s verschoben werden, ohne dabei die einge-
fangene Kugel aus dem Fokus eines optischen Mikroskops zu verlieren, mit
dem sie wihrend des Experiments beobachtet wird. Auf diese Weise lasst
sich die eingefangene Kugel in die Nahe der fixierten Kugel bringen. Attrak-
tive bzw. repulsive Krifte zwischen den Kugeln konnen gemessen werden,
indem mit Hilfe des optischen Mikroskops die Auslenkung der eingefan-
genen Kugel aus dem Mittelpunkt des Laserstrahls gemessen wird. In gu-
ter Naherung kann die vom Laserstrahl ausgetibte Riickstellkraft wie eine
Federkraft angenommen werden, wobei die Federkonstante nach einer ent-
sprechenden Kalibrierung bekannt ist und sich tiber die Leistung des Lasers
einstellen l&sst.

Bei Verwendung nur weniger Milliwatt an Laserleistung ist im oben be-
schriebenen Aufbau die Messung von Femtonewton-Kréften moglich. Limi-
tiert wird die Sensitivitat zur Messung der Casimir-Kraft durch die Laserleis-
tung, die mindestens benétigt wird, um ein Entkommen der eingefangenen
Kugel auf Grund der brown’schen Bewegung zu verhindern. AufSerdem ist
die Casimir-Kraft nicht die einzige wirkende Kraft. Sofern sich tiberschiis-
sige Ladungen auf den Kugeln befinden, wirken ebenfalls Coulomb- und
Doppelschicht-Kréfte.

An der UFR] finden Experimente mit Kugeln aus Polystyren (Ps) und
Quecksilber (Hg) statt. Als Medium zwischen den Kugeln wird Wasser ver-
wendet. Die zwei Materialkombinationen, in denen bisher Messungen der
Casimir-Kraft angestellt wurden, sind:

1. Ps-Kugel (R; = 2 ym) — Wasser — Hg-Kugel (R, = 7 ym),
2. Ps-Kugel (R; = 1.5 ym) — Wasser — Ps-Kugel (R, = 7.18 ym).

In diesen beiden Geometrien sorgt die hohe statische Permittivitdt von Was-
ser €;(0) ~ 80 dafiir, dass der p-Beitrag zur Matsubara-Summe ein beson-
ders starkes Gewicht trdagt. Somit fiihrt die Verwendung von Wasser als Me-
dium zwischen den Kugeln dazu, dass im Vergleich zu fritheren Casimir-
Experimenten thermische Korrekturen der Casimir-Kraft noch relevanter
werden.

Wird sehr salzhaltiges Wasser (NaCl,q) an Stelle von destilliertem Wasser
(H20) verwendet, so bildet sich nach [160] durch die in der Salzlosung vor-
handenen Ionen eine elektrostatische Doppelschicht aus und es ist mit einer
Abschirmung der Casimir-Wechselwirkung bei Frequenz Null zu rechnen.
Fiir alle nachfolgenden Rechnungen, die sich auf eine Salzlosung (NaCl,q)
als Flussigkeit zwischen den Medien beziehen, wird daher der Beitrag der
nullten Matsubara-Frequenz in der Matsubara-Summe nicht mitgezahlt. Bei
hohen Temperaturen 27tkgTL/fic > 1 verschwindet durch die ionische Ab-
schirmung dann sowohl die freie Casimir-Energie Fyt als auch die Casimir-
Kraft FHT-
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4.3.1  Polystyren — Wasser — Quecksilber

Fiir Materialien, deren Permittivititen die AbstofSungsbedingung (siehe S.
50, GL. (3.7))
€1(¢) < ema($) < e2(Q), (4.24)

fiir eine ausreichende Anzahl an Matsubara-Frequenzen erfiillen, konnen
abstoiende Casimir-Krifte beobachtet werden [71, 161, 116, 162]. Die erste
Messung dieses Effekts gelang 2009 [163] fiir eine Goldkugel, die sich in
Bromobenzol vor einer Oberfldche aus Silizium befindet.

Gl. (4.24) ist jedoch nicht nur fiir die obige Materialkombination erfiillt,
sondern auf Grund der hohen statischen Permittivitdt von Wasser auch fiir
den Beitrag der nullten Matsubara-Frequenz, wenn sich eine dielektrische
Polystyren- und eine metallische Quecksilberkugel® in Wasser befinden (s.
Abb. 7, Seite 37).

Da Gl. (4.24) fiir eine Ps- und eine Hg-Kugel in Wasser bei Raumtempe-
ratur nur fiir die nullte — nicht aber fiir &; ~ 2.4 x 10'* Hz und alle hohe-
ren Matsubara-Frequenzen - erfiillt ist, kommt es zu abstofienden Casimir-
Kriften bei Distanzen, bei denen thermische Effekte den Casimir-Effekt do-
minieren und zur Casimir-Anziehung bei geringen Abstdnden. Interessant
ist der Vorzeichenwechsel der Casimir-Kraft, da sich Beitrdge der nullten
Matsubara-Frequenz durch ionische Abschirmung [160, S. 165] unterdriicken
lassen und somit das Vorzeichen der Casimir-Kraft mit Hilfe des Salzgehalts
des wassrigen Zwischenmediums verandert werden kann.

Abb. 32a) zeigt die Casimir-Kraft als Funktion es Oberflaichenabstands
zweier Kugeln in Wasser. Die Kugeln besitzen die Radien R; = 2ym und
Ry = 7 ym und bestehen aus Polystyren bzw. Quecksilber. Als Temperatur
ist Raumtemperatur, T = 293 K gewdhlt. Die Skizze in 32a) veranschaulicht
die Groflenverhéltnisse der Kugelradien und des Abstands fiir L = 100 nm.
Als schwarze und blaue Kurve sind die Krafte fiir destilliertes Wasser — die
nullte Matsubara-Frequenz tragt voll bei — und salzhaltiges Wasser — die
nullte Matsubara-Frequenz tragt nicht bei — eingezeichnet.

Fiir destilliertes Wasser bedingt die Erfiillung der Repulsionsbedingung
fiir quasistatische Frequenzen, dass die Casimir-Kraft fiir L 2 180 nm absto-
Bend, Fc,s > 0 ist. Da bei kleineren Abstinden immer mehr Matsubara-
Frequenzen attraktive Beitrdge liefern wechselt das Vorzeichen unterhalb
von L < 180 nm und die Casimir-Kraft wird anziehend, c,s < 0. Das Kraft-
maximum bei L ~ 180 nm betragt etwa 2.5 fN

Fiir salzhaltige wiassrige Losungen (blaue Kurve in Abb. 32), als Medium
zwischen den Kugeln, ist der abstofiende Beitrag bei der nullten Matsubara-
Frequenz nicht vorhanden, da er von Salzionen abgeschirmt wird. Die Casi-
mir-Kraft ist in diesem Fall immer anziehend (Fc,s < 0). Abb. 32b) zeigt das
Verhiltnis aus der exakten multipolaren Kraft und der Vorhersage der PFA.
Sieht man davon ab, dass die exakte- und die PFA-Kraft einen leicht unter-

Quecksilber ist bei Raumtemperatur fliissig und bildet auf Grund seiner hohen Oberfldchen-
spannung duflerst sphérische Tropfen mit vernachldssigbarer Oberflachenrauigkeit aus.
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Abb. 32: a) Die exakte Casimir-Kraft bei Raumtemperatur, T = 293 K in Fem-
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tonewton (101> N) zwischen einer Polystyren- und einer Quecksil-
berkugel mit den Radien R; = 2ym und Ry, = 7um in Wasser
als Funktion des Oberflachenabstands L. Die schwarze Kurve zeigt
die Kraft fiir destilliertes Wasser, wiahrend die blaue Kurve einem
Salzgehalt entspricht, bei dem die nullte Matsubara-Frequenz voll-
standig abgeschirmt ist. Positive bzw. negative Krifte entsprechen
Abstofsung bzw. Anziehung. In b) ist das Verhiltnis aus der exak-
ten Casimir-Kraft und der PFA-Ndherung dargestellt. Die Lage der
Null- bzw. Polstelle der schwarzen Kurve zeigt, dass die exakte
Rechnung und die PFA sehr dhnliche Vorhersagen fiir den Abstand
machen, bei dem die Casimir-Kraft zwischen Anziehung und Ab-
stoffung wechselt.
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schiedlichen Abstand fiir Fc,s = 0 vorhersagen, stimmt die PFA fiir die Kom-
bination aus einer dielektrischen und einer metallischen Kugel in Wasser gut
mit den exakten Ergebnissen iiberein. Die Ubereinstimmung kann dadurch
verstanden werden, dass in dielektrischen Kugeln die Streuung praktisch
nur {iber eine Anregung elektrischer Multipole erfolgt. Der polarisationsmi-
schende Kanal, M < E, ist daher unterdriickt und ein prominenter Effekt,
der in der PFA vernachldssigt wird, tragt daher kaum bei.

Die Casimir-Kraft ist nicht die einzige wichtige Grofle, denn die Casimir-
Wechselwirkung tritt in Fliissigkeiten nur zusammen mit der Brown’schen
Bewegung auf. Es ist daher auch ein Vergleich von Fc,s und der thermischen
Energie kg T wichtig, um beurteilen zu kénnen, ob das lokale Kraftmaximum
aus Abb. 32a) der abstoflenden Casimir-Kraft ausreicht, um vor dem Hinter-
grund Brown’scher Bewegung wahrgenommen zu werden.

Abb. 33a) zeigt die freie Casimir-Energie bei Raumtemperatur fiir das
identische Setup aus einer Polystyren- und einer Quecksilberkugel in Wasser
als Funktion des Oberflichenabstands L. Da die thermische Bewegungsener-
gie von der Groflenordnung kgT ist entspricht sie bei Raumtemperatur ca.
25 meV und tibertrifft das Maximum des repulsiven Casimir-Potentials aus
Abb. 33a) um mehr als einen Faktor zwei. Dementsprechend ist nicht zu er-
warten, dass im Experiment die abstofsende Casimir-Kraft fiir die gewahlten
Radien beobachtet werden kann.

Aus theoretischer Sicht ist dennoch interessant, dass der §p-Beitrag zur
freien Casimir-Energie bei Raumtemperatur so grofs sein kann, dass er selbst
bei Abstdnden deutlich unterhalb der thermischen Wellenldnge At ~ 1.2 yum
das Vorzeichen der Casimir-Kraft bestimmt. Diese Tatsache hdngt mafigeb-
lich damit zusammen, dass Polystyren und Wasser bei allen Matsubara-
Frequenzen zu n > 0 sehr dhnliche , Berechungsindizes” bei imaginéren Fre-
quenzen besitzen. Dadurch ist die Reflexion an der Polystyrenkugel schwach
und der Beitrag der nullten Matsubara-Frequenz ist selbst bei Temperatu-
ren L/Ar < 1 wichtig, bei denen fiir zwei metallische Kugeln bereits viele
Matsubara-Frequenzen wesentlich zur freien Energie beitragen.

AUSTAUSCH EINZELNER KUGELMATERIALIEN

Das Material der Kugel %; ist beliebig wéahlbar, da diese nicht in der op-
tischen Pinzette eingefangen werden muss. Es stellt sich daher die Frage,
wie stark die Casimir-Kraft von den Materialeigenschaften der Kugel % ab-
hiangt und ob beispielsweise die Ersetzung der Quecksilberkugel durch eine
Goldkugel einen signifikanten Zuwachs der Casimir-Kraft verursacht.

Zu diesem Zweck zeigt Abb. 34 die Casimir-Kraft als Funktion des Ober-
flachenabstands L fiir eine Polystyren- und eine Goldkugel in destilliertem
Wasser als blaue Strichlinie. Die bereits untersuchte Konfiguration Polysty-
ren — Wasser — Quecksilber ist zum Vergleich als schwarze Linie eingezeich-
net. Der Vergleich ergibt, dass der Austausch des relativ schlechten Reflek-
tors Quecksilber durch den guten Reflektor Gold keinen nennenswerten Ein-
fluss auf die Casimir-Kraft hat. Diese Tatsache lisst sich dadurch verstehen,
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Abb. 33: a) Die freie Casimir-Energie als Funktion des Abstands bei Raum-
temperatur fiir eine Ry = 2 ym grofle Polystyrenkugel (Ps) vor einer
Ry = 7 ym grofsen Quecksilberkugel (Hg). Die schwarze und blaue
Kurve zeigen die freie Energie fiir reines Wasser bzw. Salzwasser.
Fiir Salzwasser wird der Beitrag der nullten Matsubara-Frequenz
nicht mitgezdhlt. b) Das Verhiltnis von F nach der Streutheorie
und der PFA-Vorhersage.
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Abb. 34: Die Casimir-Kraft als Funktion des Abstands L fiir eine dielektri-
sche und eine metallische Kugel in Wasser bei Raumtemperatur
T = 293K. Die Radien der dielektrischen und der Metallkugel be-
tragen Ry = 2um und R, = 7um. Die blaue gestrichelte Kurve
entspricht der Kraft zwischen einer Polystyren- und einer Goldku-
gel, wihrend die schwarze Linie zum Vergleich die Casimir-Kraft
zwischen einer Polystyren- und einer Quecksilberkugel zeigt.

dass die Starke der Casimir-Wechselwirkung durch die schwache Reflektivi-
tat der Polystyrenkugel limitiert wird. Selbst ein Austausch der Quecksilber-
kugel durch einen fiktiven perfekten Leiter konnte somit keinen merklichen
Kraftzuwachs bewirken.

VERGROSSERUNG DER KUGELRADIEN

Die Hohe des abstofienden Casimir-Potentials aus Abb. 33a) bzw. die Gro-
Be der abstofienden Kraft von nur etwa 2.5fN (s. Inset in Abb. 34) lassen
wenig Hoffnung, dass die Casimir-AbstofSung fiir dieses Setup gemessen
werden kann. Es stellt sich jedoch die Frage, ob durch eine Vergrofierung
der Kugelradien ein grofieres Kraftsignal erreicht werden kann.

Abb. 35a) verdeutlicht, dass die Casimir-Kraft fiir grofiere Kugelradien si-
gnifikant verstarkt werden kann. Fc,s ist hierfiir fiir eine Polystyrenkugel
mit dem Radius R; = 8.6 ym und eine Quecksilberkugel mit R, = 13 ym
als schwarze durchgezogene Linie fiir eine Polystyrenkugel mit dem Radius
Ry = 2.75um und eine Quecksilberkugel mit R, = 8.16 ym als schwarze
gestrichelte Linie dargestellt. Die spezielle Wahl der Radien wurde getrof-
fen, da diese fiir das Experiment derzeit verfiigbar sind. Das abstofiende
Kraftmaximum fiir das grofiere Kugelpaar liegt bei Fc,s = 10fN und sollte
prinzipiell im Experiment messbar sein.
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Abb. 35b) zeigt das Verhiltnis aus der exakten multipolaren Kraft und der
Vorhersage der PFA. Erwartungsgemafl wird die PFA fiir bei festem Ober-
flachenabstand L und fester Temperatur T fiir grofsere Kugelradien besser,
wie ein Vergleich von Abb. 33b) und Abb. 35b) zeigt. Auf Grund des Verhalt-
nis Feas/FLL2 von etwa 0.9 im Maximum der Casimir-Kraft ldsst sich das
Skalierungsverhalten von Fc,s bereits im Rahmen der PFA abschétzen und
die Casimir-Kraft skaliert gemaf3 ngﬁ‘ & R1Ry/(R1 + Ry), s. Gl (3.34), Seite
66 mit den Radien der Kugeln. Gemafs dieser Abhédngigkeit von den Kugel-
radien ist es besonders giinstig nach Moglichkeit den Radius der kleineren
Kugel zu vergrofiern um die Casimir-Kraft zu maximieren.

In Abb. 36 ist die freie Casimir-Energie fiir das grofiere Kugelpaar, R; =
7.18 ym und R, = 13 um, als Funktion des Abstands L bei Raumtemperatur
in meV gezeigt. Durch die Vergroflerung der Kugelradien hat sich die Hohe
des abstofienden Casimir-Potentials so weit vergrofiert, dass es die thermi-
sche Energie tibertrifft. Um abstofiende Casimir-Kréafte zwischen einer Ps-
und einer Hg-Kugel in Wasser messen zu konnen sollten daher die Kugelra-
dien so grofs wie moglich gewéahlt werden. Evtl. miissen fiir besonders grof3e
Polystyrenkugeln die Strahlparameter der optischen Pinzette angepasst wer-
den, damit sich die Ps-Kugeln weiterhin im Fokus des Laserstrahls einfangen
lasst.

4.3.2 Polystyren — Wasser — Polystyren

Die Casimir-Wechselwirkung fiir zwei dielektrische Kugeln ist im Allgemei-
nen schwécher als fiir eine dielektrische und eine metallische Kugel. Ur-
sdchlich dafiir ist, dass metallische Kugeln deutlich besser reflektieren als
dielektrische und somit die Mie-Koeffizienten bei imagindren Frequenzen
betragsmifiig deutlich grofler sind. Besonders die TE-Mie-Koeffizienten by
sind fiir unmagnetische Dielektrika betroffen, da in diesen elektrischen Iso-
latoren keine freien Ladungstrdager zur Verfiigung stehen, welche die fiir
die Reflexion von magnetischer Multipolstrahlung benétigten Ringstrome
erzeugen konnen.

Da die Repulsionsbedingung (4.24) fiir zwei Objekte mit identischen Mate-
rialeigenschaften nie erfiillt ist, werden fiir zwei Polystyrenkugeln in Wasser
anziehende Casimir-Kréften erwartet.

Abb. 37a) zeigt die Casimir-Kraft als Funktion des Oberflichenabstands
fur zwei Polystyrenkugeln mit den Radien Ry = 1.503 ym und R = 7.18 ym,
die sich bei Raumtemperatur T = 293 K in Wasser befinden. Die Radien ent-
sprechen den experimentell gemessenen Werten eines an der UFR] durch-
gefiihrten Experiments. Der Vergleich des Kraftverlaufs fiir reines Wasser
(schwarz) und Salzwasser (blau) zeigt wie wichtig selbst beim kleinsten
Abstand von L = 100nm der Beitrag der nullten Matsubara-Frequenz ist,
welcher fiir die blaue Kurve unterdriickt ist und bei der schwarzen Kurve
beitragt.
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e B T

— Ps (R =7.18 yum) — H,O — Hg (R2 = 13, um)
- = Ps (Ry =2.75um) — NaClaq — Hg (R2 = 8.6 um)

Abb. 35: a) Die Casimir-Kraft als Funktion des Abstands L fiir eine
Polystyren- und eine Quecksilberkugel mit den Radien R; und R,
in reinem Wasser bei Raumtemperatur T = 293 K. Die durchgezo-
gene Linie steht fiir Ry = 7.18 yum und R; = 13 um, wahrend fiir
die gestrichelte Linie R; = 2.75um und R, = 8.6 ym gilt. b) Das
Verhiltnis der exakten Casimir-Kraft gemafs der Streutheorie und
der zugehorigen Vorhersage der PFA.
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Abb. 36: Die Casimir-Energie als Funktion des Abstands L fiir eine
Polystyren- und eine Quecksilberkugel mit den Radien R; =
718 ym und R, = 13 ym in Wasser bei Raumtemperatur T = 293
K. Die schwarze bzw. blaue Linie steht fiir destilliertes Wasser bzw.
Salzwasser zwischen den Kugeln.
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Die PFA ist nach 37b) fiir Salzwasser (NaCl,q) deutlich genauer als fiir
destilliertes Wasser (H>O). Dies bedeutet, dass bei der Berechnung des Co-
Beitrags zur Casimir-Kraft in PFA ein besonders grofler Fehler entsteht.

4.3.3 Drude — Plasma — Kontroverse

Noch immer besteht keine Einigkeit, ob die Permittivitdt von Metallen im
Rahmen des Casimir-Effekts bei tiefen Frequenzen mit dem Drude- oder
dem Plasma-Modell beschrieben werden muss. In den letzten Jahren wur-
den Vorschlége fiir spezielle Experimente gemacht [142, 164], in denen eine
Messung der Casimir-Kraft in diesem Punkt Klarheit schaffen konnte, aber
entsprechende Messungen stehen noch aus.

Aus diesem Grund wird an dieser Stelle ein alternativer Versuch vorge-
schlagen, welcher spezielle Streueigenschaften beschichteter Kugeln benutzt.
Dieser besteht aus der Messung der Casimir-Kraft zwischen zwei Goldku-
geln in destilliertem Wasser. Eine der beiden Kugeln ist mit einer konzentri-
schen Schicht eines dielektrischen Mediums tiberzogen. Die Reflexionseigen-
schaften der beschichteten Kugel werden geméfd Kapitel 2.4.3 behandelt. Es
werden Rechnungen fiir Polystyren als Beschichtungsmaterial durchgefiihrt.
Fiir den nachfolgend beschriebenen Effekt ist jedoch nur mafsgeblich, dass
als Beschichtungsmaterial ein Dielektrikum verwendet wird, dessen Permit-
tivitat bei Frequenz Null kleiner ist als die entsprechende Permittivitdt von
Wasser, €2l (0) < er2°(0) ~ 80. Auf Grund der hohen Permittivitit von
reinem Wasser sind die meisten Dielektrika als Beschichtungsmaterial geeig-
net.

Da der Kraftunterschied, den das Drude- und das Plasmamodell fiir die
Casimir-Kraft vorhersagen, bei hohen Temperaturen besonders grofs ist, wer-
den Kugelradien von Ry = Ry = 100 um verwendet um bei Abstidnden im
Mikrometerbereich ein moglichst grofies Kraftsignal zu erreichen. Bei der
Kugel %, handelt es sich nachfolgend um die beschichtete Kugel. Ihr Radi-
us Ry ist als Aufienradius der Kugel zu verstehen. Im Kapitel 2.4.4 wurde
gezeigt, dass die elektrischen Mie-Koeffizienten einer beschichteten Metall-
kugel, die sich in Wasser befindet, fiir eine beliebige Ordnung ¢ durch eine
entsprechende Wahl der Beschichtungsparameter auf Null gebracht werden
konnen. Diese Tatsache wird nun ausgenutzt.

In Abb. 38a) bzw. 38b) sind die Verhéltnisse aus TM- bzw. TE-Reflexions-
koeffizienten Aéz) bzw. Béz) einer Ps-beschichten Drude-Goldkugel und den
entsprechenden Reflexionskoeffizienten einer perfekt leitfihigen Kugel als
durchgezogene Linien dargestellt. Fiir die gezeigten Linien wachst von oben
nach unten die Drehimpulszahl und nimmt dabei die Werte ¢ = 1, 5,10, 100
und ¢ = 200 an. Gestrichelte Linien stehen fiir eine Plasma-Goldkugel, deren
TM-Koeffizienten in Abb. 38a) nicht von den Koeffizienten einer perfekt leit-
fahigen Kugel unterschieden werden konnen. Die beschichtete Kugel besitzt
in Abb. 38 jeweils den Innenradius R; = 99.7 ym und einen Aufienradius von
R =100 ym. Der Radius, der perfekt leitfdhigen Kugel — die als Normierung
dient — ist ebenfalls R.
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Abb. 37: a) Die Casimir-Kraft bei Raumtemperatur, T = 293 K in Femto-
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newton (10~!° N) zwischen zwei Polystyrenkugeln mit den Radien
Ry = 1.503 ym und R, = 7.18 ym in Wasser als Funktion des Ober-
flachenabstands L. Die schwarze Kurve zeigt die Kraft fiir destillier-
tes Wasser, wihrend die blaue Kurve einem Salzgehalt entspricht,
bei dem die nullte Matsubara-Frequenz vollstindig abgeschirmt ist.
b) zeigt das Verhiltnis aus der exakten Casimir-Kraft und der PFA-
Vorhersage.



4.3 BEZUG ZUM EXPERIMENT

Die blauen Kurven in den Abbildungen 38a),b) zeigen die Reflexionskoef-
fizienten fiir den Drehimpuls ¢ = 10, bei dem der TM-Reflexionskoeffizient

A%) der beschichteten Kugel fiir tiefe Frequenzen naherungsweise Null ist.
An Hand von Abb. 38a) ldsst sich erkennen, dass die 300 nm dicke Polysty-
renbeschichtung dafiir sorgt, dass sich die TM-Reflexionskoeffizienten fiir
¢ < 10 und ¢ > 10 im Vorzeichen unterscheiden, wihrend die jeweiligen
TE-Reflexionskoeffizienten aus Abb. 38b) jeweils das gleiche Vorzeichen be-
sitzen wie die entsprechenden Koeffizienten der perfekt leitfahigen Kugel.

Numerischen Rechnungen belegen, dass eine Erhohung der Dicke der Po-
lystyrenschicht bzw. eine Verkleinerung des Radius R; des Goldkerns die
Drehimpulszahl ¢ erhoht, fiir die der Streukoeffizient Aéz) verschwindet.
Dies kann dadurch verstanden werden, dass im Grenzfall R; = 0 die be-
schichtete Kugel zu einer reinen Polystyrenkugel wird. Fiir eine solche un-
terscheidet sich die statische Polarisierbarkeit in Wasser wegen eerO(O) >
€l*(0) stets von der entsprechenden Polarisierbarkeit einer perfekt leitfahi-
gen oder metallischen Kugel. Dementsprechend unterscheiden sich dann
die Vorzeichen der TM-Reflexionskoeffizienten der Ps- und der metallischen
Kugel fiir alle Drehimpulse ¢ bei Frequenz Null.

Abb. 39 zeigt die Casimir-Kraft als Funktion des Oberflachenabstands fiir
zwei Goldkugeln, die jeweils den Aufienradius R = 100 ym besitzen und
von denen eine mit Polystyren beschichtet ist. Blaue bzw. schwarze Linien
stehen fiir eine Polystyrenschicht, die 300 bzw. 100 nm dick ist. Als durchge-
zogene bzw. gestrichelte Linien ist die Casimir-Kraft fiir Drude- bzw. Plasma-
Goldkugeln eingezeichnet.

Die Polystyrenbeschichtung sorgt dafiir, dass fiir niedrige Multipolord-
nungen die statische elektrische Polarisierbarkeit der beschichteten Kugel
ein anderes Vorzeichen besitzt als fiir hohere Ordnungen. Die Beitrdge der
entsprechenden Multipolordnungen fiihren in der Kombination mit einer
unbeschichteten Goldkugel dazu, dass abstofiende Kraftbeitrdge entstehen,
wie dies in Kapitel 4.3.1 bereits fiir die Kombination einer Ps- und einer
Hg-Kugel in Wasser der Fall war.

Der M & M-Polarisationskanal liefert fiir Plasma-Goldkugeln attraktive
Beitrdge zur freien Casimir-Energie, da die Streukoeffizienten der beschich-
teten und der unbeschichteten Goldkugel das gleiche Vorzeichen besitzen.
Die M < M-Beitrdge tragen fiir Drude-Kugeln bei Frequenz Null nicht bei,
da sich unterhalb der Dissipationsfrequenz in magnetischen Multipole anre-
gen lassen.

Die Dicke der Polystyrenschicht ist in Abb. 39 derart gewédhlt worden,
dass sich fiir Plasma-Goldkugeln TE- und TM-Beitrdage zur freien Casimir-
Energie teilweise kompensieren. Da diese Kompensation bei der grofieren
Schichtdicke (blaue Strichlinie) starker ausfillt, als fiir die geringere Schicht-
dicke (schwarze Strichline) ist die Casimir-Kraft im ersten Fall attraktiver als
im zweiten Fall.

Wird die Permittivitdt der Goldkugel durch ein Drude-Modell beschrie-
ben, so entfallen die attraktiven Beitrdge der M = M-Kanile. Fiir die mit
300 nm Polystyren beschichtete Goldkugel ergeben sich dann abstofiende
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Abb. 38: a) Das Verhiltnis der TM-Streukoeffizienten einer mit Polystyren
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beschichteten Goldkugel mit dem Aufienradius R = 100 ym und
dem TM-Reflexionskoeffizienten einer perfekt leitfahigen Kugel
gleichen Radius als Funktion der Wellenzahl. Fiir die Strichlinien
bzw. durchgezogene Linien wurde die Permittivitit von Gold im
Plasma- bzw. Drude-Modell beschrieben. Die Dicke der Polystyren-
schicht betragt 300 nm und sowohl die perfekt leitfahige als auch
die beschichtete Kugel befinden sich in Wasser. Fiir die durchge-
zogenen Linien wachst von oben nach unten der Drehimpuls und
nimmt dabei die Werte ¢ = 1,5,10,100 und ¢ = 200 an. Durch die
blaue Linie ist £ = 10 hervorgehoben, bei dem A%) fir kR — 0 ver-
schwindet. b) zeigt in Analogie zu a) das entsprechende Verhiltnis
tir TE-Streukoeffizienten. Die Farbkodierung stimmt mit a) tiber-
ein.
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Abb. 39: Die Casimir-Kraft zwischen einer mit Polystyren beschichteten und
einer unbeschichteten Goldkugel in destilliertem Wasser als Funk-
tion des Oberflachenabstands L. Der Radius bzw. Aufsenradius der
Kugeln betrdgt Ry = Ry = 100 ym und die Temperatur ist Raum-
temperatur, T = 293 K. Durchgezogene Linien stehen fiir Goldku-
geln mit e, gemidfl des Drude-Modells, wihrend gestrichelte Lini-
en die Casimir-Kraft zwischen Plasma-Goldkugeln zeigen. Fiir die
blauen Kurven hat die Polystyrenbeschichtung eine Dicke von 300
nm, wihrend die Schichtdicke fiir die schwarzen Kurven 100 nm
betragt.

Casimir-Krifte im gesamten gezeigten Abstandsbereich, wahrend das Plas-
ma-Modell beim gleichen Abstand stets anziehende Casimir-Kréfte vorher-
sagt. Je nach Abstand betrdgt der Unterschied AFc,s zwischen der Casimir-
Kraft im Drude- bzw. Plasma-Modell AFq,s ~ 20 fN.

Es ist selbstverstandlich denkbar sowohl den Abstandsbereich als auch die
Kugelradien besser an einen konkreten Versuchsaufbau anpassen, falls dies
fiir die experimentelle Realisierung notwendig ist. Dabei muss jedoch be-
riicksichtigt werden, dass fiir kleinere Abstdnde der Kraftunterschied AFc,s
der Drude- bzw. Plasma-Vorhersage fiir die Casimir-Kraft abnimmt, wenn
viele Matsubara-Frequenzen ¢, > o zur freien Casimir-Energie beitragen.
Denn fiir kR 2> 102 besitzen die TM-Reflexionskoeffizienten einer beschich-
teten und einer unbeschichteten Goldkugel in Wasser die gleichen Vorzei-
chen (siehe Abb. 38a)) und der E < E-Polarisationskanal liefert nicht langer
abstofiende Beitrdge zur freien Casimir-Energie.
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DER CASIMIR-EFFEKT IN DER INTERNEN
KUGEL-KUGEL-GEOMETRIE

Die interne Geometrie zeichnet sich u. a. dadurch aus, dass die Maxwell-
Gleichungen fiir eine perfekt leitfahige Kavitdt diskrete Eigenmoden besit-
zen. Durch die Summe tiber diese Eigenmoden lédsst sich mit Hilfe der Funk-
tionentheorie und geeigneter Renormalierungsverfahren [165] der entspre-
chenden Geometrie eine Casimir-Selbstenergie zuordnen. Derartige Rech-
nungen wurden u. a. fiir Kugeln [166, 167] Quader [168] und Zylinder [169]
durchgefiihrt.

Fiir perfekt leitfahige konzentrische Kugelschalen ist die Modensummati-
on ebenfalls praktikabel, da die Eigenfrequenzen analog aufsummiert wer-
den konnen [170]. Die Determinante det [1 — M| ldsst sich fiir den Roundtrip-
Operator M bei reellen Frequenzen in diesem Fall als Eigenwertbedingung
fiir die elektromagnetischen Felder verstehen, die sich zwischen den beiden
Kugelschalen ausbilden konnen. Das zentrale Objekt, welches die Berech-
nung der freien Casimir-Energie im Rahmen der Streutheorie erlaubt, de-
finiert in der internen Kugel-Kugel-Geometrie damit eine Eigenwertbedin-
gung fiir die elektromagnetischen Felder.

Die interne Kugel-Kugel-Geometrie ist in Abb. 40 dargestellt und besteht
aus einer grofien Kugel %, mit dem Radius Ry, in der sich eine zweite Kugel
%1 mit dem Radius R; < R; befindet. Die beiden Koordinatensysteme O,
und O, in denen jeweils die Streuung an der entsprechenden Kugeloberfla-
che beschrieben wird, konnen so gewahlt werden, dass ihre z-Achse in die
gleiche Richtung zeigt. Die beiden Koordinatenurspriinge bzw. die Kugel-
mittelpunkte sind dann entlang der gemeinsamen z-Achse um den Abstand
d < R, — Ry — L verschoben. Diese Wahl sichert, dass die Quantenzahl m
sphérischer Multipolfelder beim Wechsel des Koordinatensystems erhalten
bleibt. L bezeichnet den kiirzesten Abstand der beiden Kugeloberflichen. Im
Hinblick auf einen Vergleich mit der Kugel-Platte Geometrie ist auflerdem
der Abstand £ des Mittelpunkts von %; und der Oberfliche von %, eine
wichtige Grofse.

Die in Abb. 40 skizzierte Kugel-Kugel-Konfiguration wurde bereits in
[171] fiir perfekt leitfadhige Kugeloberflichen am absoluten Nullpunkt un-
tersucht und mit der PFA verglichen. Eine Diskussion fiir realistischere Ma-
terialkombinationen und bei endlichen Temperaturen wird daher in diesem
Kapitel nachgeholt.
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Abb. 40: Die interne Kugel-Kugel-Geometrie besteht aus einer Kugel %, mit
dem Radius R, deren Innenraum ein Medium des Brechungsindex
nuq enthilt, wihrend ihr Auflenbereich von einem Medium des
Brechungsindex 1, ausgefiillt wird. Im Inneren von %; befindet sich
eine Kugel %; mit dem Radius R; < R, und Brechungsindex n;.
Die Mittelpunkte der beiden Kugeln haben den Abstand d. £ gibt
den Abstand des Mittelpunkts von %; und der Oberfliche von %
an. Mit dem Oberflachenabstand L der beiden Kugeloberflichen
besteht der Zusammenhang L = £ — Ry bzw. L =d — R, — R;.

Zunichst wird die Casimir-Wechselwirkung perfekt leitender Kugeln bei
hohen Temperaturen diskutiert. Da die freie Casimir-Energie bei hohen Tem-
peraturen nur durch die nullte Matsubara-Frequenz bestimmt wird, ist es
moglich analytische Resultate zu gewinnen. Diese erlauben einen Anschluss
an die Platte-Platte- und die Dipol-Platte-Geometrie.

Anschliefsend erfolgt die Diskussion eines sich in der Luft befindenden
Wassertropfens, der eine kleine Goldkugel enthdlt. Fiir dieses Szenario wird
gezeigt, dass die Casimir-Kraft auf die Goldkugel in Richtung des Mittel-
punkts des Wassertropfens wirkt.

5.1 DER PLATTE-PLATTE- UND DIPOL-PLATTE-UBERGANG BEI HOHEN
TEMPERATUREN

5.1.1 Der Platte-Platte-Grenzfall

Die einfachste Situation, die in der internen Geometrie diskutiert werden
kann, ist die einer perfekt leitfahigen und mit Luft bzw. Vakuum nygq = 1
gefillten Kavitdt, in deren Zentrum sich eine perfekt leitfadhige Kugel be-
findet. Die Besonderheit der konzentrischen Konfiguration ist es, dass die
Casimir-Kraft aus Symmetriegriinden verschwindet, wahrend die freie Ener-
gie den Wert

fkonz —

||M8

i 20+1)In { (1—apa, 1) (1 - bgb[l)} (5.1)
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annimmt. Mit a;l bzw. bzl werden die TM- bzw. TE-Streukoeffizienten der
Kavitdt bezeichnet (siehe Kapitel 2.4.2). Da im konzentrischen Fall die Ver-
schiebung d der Kugelmittelpunkte Null ist, werden die Translationsma-
trizen zur Identitit. In Gl. (5.1) sind deswegen sowohl ¢ als auch m bei
der wechselseitigen Reflexion an den Kugeloberflachen erhalten. Dass die
Beitrdge von Vektorfeldern mit dem Drehimpuls ¢ fiir alle Quantenzahlen
m = —4,...,+¢ identisch sind, wird durch den Faktor 2¢ + 1 erfasst. Die
freie Energie F ldsst sich im Koordinatensystem J; der eingeschlossenen
Kugel X unter Benutzung der Wick-rotierten Streukoeffizienten (2.57) fiir
die Kugel %Ki bzw. der inversen Streukoeffizienten (2.59) fiir die Kavitdt %
berechnen. Fiir perfekte Leiter ergibt sich der Beitrag der nullten Matsubara-
Frequenz aus der Beziehung;:

(5-2)

¢—0

) ) Ry \ 2
li =limbb," = ( -~ :
imaay Clg(l) by <R2>

Die Casimir-Energie perfekt leitfahiger konzentrischer Kugeln kann damit
bei hohen Temperaturen geschrieben werden als

(5-3)

1) p(20+1)
JT;konz = —kgT Z R1> )

1 ¢}

-y (20+1) <
Pg Ry
In diesem Schritt wurde die Reihendarstellung des Logarithmus benutzt,
die sich nach Abschnitt 3.3 als Summe {iber Mehrfachreflexionen zwischen

den Kugeloberflichen interpretieren lasst. Die Summe tiber ¢ kann auf eine
geometrische Reihe zuriickgefiihrt werden, womit aus Gl. (5.3) folgt:

()" ()" 3]

]:HT, konz - kBT i

(5-4)

Fir Ry < Ry kann die Summation in Gln. (5.4,5.3) auf den Term p =
beschrankt werden und es ergibt sich

R
li HT, konz __ T 1 )
g (B o
was auch direkt aus Gl. (5.3) folgt, wenn nur der Dipolterm und einfache
Rundldufe zwischen den Kugeln betrachtet werden.

Der Platte-Platte-Grenzfall ist in (5.4) ebenfalls enthalten, denn eine Ent-
wicklung um R; = Ry liefert:

1& R? R
FHT' konz ~ kB T 1 + 1
2;;Mm—mfiﬂ&—m)

1 R3Z(3) Ry — R4
T R — R, 2 [1 R,

+0 (R~ Ri)°)

} +0 ((Rz - Rl)o)) . (5.6)
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Daraus kann der Platte-Platte-Grenzfall erhalten werden, indem der Ober-
flachenabstand L = R; — R; eingesetzt wird. Nach Division des fithrenden
Terms in Gl. (5.6) durch die Oberfldche einer Kugel mit Radius R; bzw. R;
zeigt sich, dass die freie Energie pro Kugeloberfldche in der internen Kugel-
Kugel-Geometrie fiir R, — R; der freien Hochtemperaturenergie Fij; zwei-
er planparalleler Platten entspricht [51]

]:HT,konz _ ]:HT,PP _ _kBTC(?))

li = = . .
Rzlg}zl 47tR? A 8712 (5:7)

Der fiithrende Term in Gl. (5.6) und seine erste Korrektur (zweiter Term in
der eckigen Klammer) haben das gleiche Vorzeichen. Dies ist fiir die PFA-
Korrekturen in der Kugel-Platte- und Kugel-Kugel-Geometrie nicht der Fall
und bedeutet dass in einer internen Kugel-Kugel-Geometrie die Casimir-
Wechselwirkung tendenziell stirker ist, als in einer externen Geometrie. Der
Grund hierfiir lasst sich auf Basis der PFA durch eine grofiere effektive Wech-
selwirkungsoberfliche erklédren, die bei der Kombination von konkaven und
konvexen Kugeloberflichen entsteht.

Fiir hohe Temperaturen ist in der internen Kugel-Kugel-Geometrie der
Ubergang von der Kugel-Kugel- zur Platte-Platte-Geometrie moglich. Bei
endlichen Temperaturen ldsst sich, im Gegensatz zur externen Geometrie
aus Abschnitt 4.1, jedoch die Matsubara-Summe nur numerisch berechnen.
Das gilt sowohl fiir konzentrische, als auch exzentrische Kugeln.

Der Grund hierfiir liegt in der Tatsache begriindet, dass in der internen
Geometrie die Streuung an der Innenseite der Kavitdt nicht im quasista-
tischen Grenzfall beschrieben werden darf, sondern fiir a;l und b[l So-
wohl das Tief- als auch das Hochfrequenzverhalten fiir die Konvergenz der
Matsubara-Summe entscheidend ist.

5.1.2  Der Ubergang zur Dipol-Platte-Geometrie

Der Dipol-Platte-Grenzfall (R; < L, R, — oo) lasst sich bei hohen Tem-
peraturen analytisch untersuchen. Es ist /max = 1 zu setzen, womit der
Round-Trip-Operator in der Multipolbasis zu einer 2 x 2-Matrix wird. Die
quasi-statischen Limites der (inversen) Mie-Koeffizienten und der (inversen)
Translationsmatrizen lassen sich benutzen um die freie Energie fiir eine per-
fekt leitfahige Kugel in Dipolndherung in einer perfekt leitfihigen Kavitat
anzuschreiben:

av 0 1 1 1
FRE = —koT [0 + £ + A + ) - (538)

Die einzelnen Beitrdge stammen von Polarisationskandlen, bei denen auf
beiden Kugeloberflichen Felder mit den Quantenzahlen m = 0 bzw. m = 1
der gleichen Polarisation, d. h. entweder zwei mal TE-polarisierte- (M = M)
oder TM-polarisierte (E < E) Felder reflektiert wurden. Die jeweiligen Bei-
trage konnen geschrieben werden als:

o0 20 3
o 1R i\ [ RiR
fMM - 5 Rzﬂlp Egl 4 (gl + 1) R72 - R% — 42 ’ (5'9a)
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/ 3 3 2
0_ B & (d)”ZRl(Rz+dR2>

) .9b
(R— ) (5-9b)

2 4
, 34 [1 -3 (R Ry
1) 1 R‘% ) ' )2 <d>2€ _lRld |:1 3<dz) +4<d2> :|
k)T R®-w)
(5.9¢)

3 0o 20 3
o _ Ry ' (gt d _ R1R>
fee = Ryd? (8216 £+ 1) <R2> =2 <R% —d2 ) (99

Diese Ausdriicke konnen jeweils auf eine geometrische Reihe zuriickgefiihrt
werden. Thre Summe ergibt die freie Casimir-Energie F{®" einer perfekt
leitfahigen Kugel in Dipolndherung, die sich in einer Kavitdt befindet, bei
hohen Temperaturen:

rt = (3) 12 (%)

D.Kav.
= —kgT
FuT BY 4R, (R2 d2)3

(5.10)

Eine Reihenentwicklung um R; = d liefert die freie Hochtemperaturenergie
im Dipol-Platte-Limes in Abhédngigkeit des ,Kugel-Platte-Abstands” £ =
R2 —d:

DKav. __ 3 (R S Ry le 2
Far v = kBT[S v +§ vl ?+(’)(1/d) . (5.11)

Fiir d — oo bleibt nur die Kugel-Platte-Energie im Dipollimes (s. Tab. 3,
Seite 91) iibrig und die fithrende Korrektur deutet an, dass der Betrag der
freien Energie in der internen Kugel-Kugel-Geometrie den Betrag von F
zweier entsprechender Kugeln in der externen Geometrie tibertrifft (s. Abb.
41). Fiir beliebige Temperaturen ldsst sich die freie Energie nur durch eine
numerische Auswertung der Matsubara-Summe berechnen.

5.2 EINE GOLDKUGEL IM WASSERTROPFEN

Die interne Kugel-Kugel-Geometrie ist beispielsweise fiir einen Wassertrop-
fen realisiert, in dem sich ein weiterer Partikel befindet. Fiir einen Wasser-
tropfen in Luft kann fiir metallische Inklusionen die Repulsionsbedingung
(Gl (3.7), Seite 50) leicht erfiillt werden, da sie von den relativen Permitti-
vititen fiir alle Matsubara-Frequenzen &, erfiillt ist: €2¥(,) > ef29(&,) >
erVak(gn) = 1. Die Folge ist, dass eine Metallkugel, die sich in einem Wasser-
tropfen befindet, von der Oberfliche des Wassertropfens abgestofien wird.
Die Casimir-Kraft ist fiir die beschriebene Situation in Abb. 42a) fiir eine
Goldkugel mit Radius Ry = 1 ym und einen Wassertropfen mit dem Radius
R, = 5um zu sehen. Blaue bzw. schwarze Linien zeigen die Casimir-Kraft
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8— T T LA | T T LA | T T T

—— interne Geometrie
— externe Geometrie

K.K. K.P.
fHT /'FHT
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T
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Abb. 41: Die freie Hochtemperatur-Casimir-Energie fiir perfekt leitfdhige
Kugeln im Abstand £ = 15R; dividiert durch die Dipol-Platte-
Hochtemperaturenergie aus Tab. 3 als Funktion des grofieren Ku-
gelradius R,/ R;. Die blaue und schwarze Linie zeigen die interne
bzw. externe Geometrie. Das minimale Verhiltnis R,/ Ry = 15 ent-
spricht in der internen Geometrie der konzentrischen Konfigurati-
on. Fiir beide Kurven gilt ., = Ry/R1¥max mit {max = 20.

max
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fiir einen Tropfen aus Salzwasser bzw. destilliertem Wasser. Fiir Salzwas-
ser ist der Beitrag der nullten Matsubara-Frequenz vollstandig unterdriickt,
wahrend fiir destilliertes Wasser der E = E-Kanal einen Beitrag liefert.

Es stellt sich die Frage, ob eine Gold-Vollkugel auf Grund des Casimir-
Effekts unter dem Einfluss der Erdbeschleunigung ¢ ~ 9.81 m/s? schweben
kann. Dafiir muss die Casimir-Kraft mit der Gewichtskraft der Goldkugel
verglichen werden. Mit Hilfe der Dichte von Wasser und Gold, pp,0 =
1000 kg/m? und pay = 19.3g/cm?® ldsst sich die Auftriebskraft der Gold-
kugel im Wassertropfen bertiicksichtigen. Fiir eine Goldkugel lautet die re-
sultierende Kraft

4
Fres = gﬂR3g (PAu — PH,0) (5.12)

welche fiir R = 1um ca. 750 fN entspricht. Nach Abb. 42a) levitiert eine
Vollkugel aus Gold unter dem Einfluss der Casimir- und ihrer eigenen Ge-
wichtskraft in einem Wassertopfen in ca. 80 nm Entfernung von der Trop-
fenoberflache.

Moglicherweise ist die durch den Casimir-Effekt bedingte Levitation ex-
perimentellen Messungen zugénglich, bei denen ndherungsweise sphérische
Wassertropfen in akustischen Schallfeldern schweben [172].

Abb. 42b) zeigt das Verhiltnis der exakten multipolaren Casimir-Kraft und
der PFA als Funktion des Oberfldchenabstands L. L = 4 entspricht der kon-
zentrischen Anordnung, in der aus Symmetriegriinden keine Kraft auf die
Goldkugel wirken kann.

Fiir die Entstehung von Wolken sind nach heutigem Verstandnis Mikro-
partikel in der Luft entscheidend. Sie beschleunigen des Ausfallen der Luft-
feuchtigkeit und konnen die Tropfenbildung begiinstigen [173]. Besonderns
metallische Partikel, die beispielsweise als industrielle Abgase und durch
den Flugverkehr in die Atmosphdre gelangen, spielen dabei eine wichtige
Rolle [174-176].

Die attraktive Casimir-Wechselwirkung zwischen Goldpartikeln und Was-
sertropfen kann dazu beitragen, dass sich auf metallischen Partikeln Wasser-
dampf niederschldgt, welcher die Partikel anschliefiend umbhdillt. Bei Raum-
temperatur, T = 293 K stellt die in Abb. 43a) gezeigte Casimir-Energie als
Funktion des Oberfldchenabstands L ein bindendes Potential fiir die Kugel
%Ki dar. Dieses Potential kann fiir eine typische thermische Bewegungsener-
gie von 25 meV in erster Ndherung nicht iiberwunden werden und der Me-
tallpartikel bleibt im Wassertropfen gefangen.

Abb. 43b) zeigt das Verhiltnis der exakten multipolaren Casimir-Energie
und der PFA-Vorhersage.
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Abb. 42: a) Die Casimir-Kraft fiir eine Gold-Mikrokugel des Radius R; =
1 ym, die sich innerhalb eines Wassertropfen des Radius Ry = 5 ym
befindet, als Funktion des Oberflachenabstands L bei Raumtem-
peratur. AufSerhalb des Wassertropfens befindet sich Vakuum bzw.
Luft mit dem Brechungsindex np ¢ = 1. Bei L = 4 ym wird die kon-
zentrische Konfiguration erreicht und die Casimir-Kraft verschwin-
det aus Symmetriegriinden. Schwarze bzw. blaue Linien entspre-
chen einem Tropfen aus destilliertem Wasser bzw. Salzwasser. b)

zeigt das Verhidltnis aus der exakten Casimir-Kraft und der PFA-
Vorhersage.
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— Au - H,O — Vakuum
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Abb. 43: a) Die freie Casimir-Energie einer Gold-Mikrokugel des Radius
R; = 1 ym innerhalb eines Wassertropfen des Radius R, = 5 ym als
Funktion des Oberflichenabstands L bei Raumtemperatur. Aufier-
halb des Wassertropfens befindet sich Luft deren Brechungsindex
niuse = 1 gleich dem Vakuumwert angenommen wird. L = 4 ym
entspricht der konzentrischen Konfiguration. Schwarze bzw. blaue
Linien entsprechen einem Tropfen aus destilliertem Wasser bzw.
Salzwasser. b) Das Verhiltnis der exakten freien Casimir-Energie
und der PFA-Vorhersage.
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In der vorliegenden Arbeit wurde systematisch der Casimir-Effekt fiir zwei
sphédrische Objekte im Rahmen der Streutheorie untersucht. Hierfiir wurde
eine Software entwickelt, welche fiir beliebige Materialkombinationen die
Berechnung der freien Casimir-Energie zweier Kugeln erlaubt. Die Motiva-
tion der vorliegenden Arbeit war es einerseits ein Verstiandnis fiir Mecha-
nismen zu entwickeln, die zu negativer Casimir-Entropie fithren kénnen
[78, 79] und zum anderen Kraftvorhersagen fiir ein neuartiges Experiment
zu liefern, in welchem erstmals die Kugel-Kugel-Geometrie verwendet wird
[76].

Negative Casimir-Entropie tritt fiir zwei Kugeln und fiir eine Kugel und ei-
ne Platte bereits fiir perfekt leitfahige Objekte auf, wahrend negative Casimir-
Entropie in der Platte-Platte-Geometrie nur fiir dissipative Metallplatten be-
obachtet wird. In Kapitel 4.1 wurden die Casimir-Energie und die Casimir-
Entropie in die Beitrdge unterschiedlicher Polarisationen des elektromagne-
tischen Felds zerlegt [78]. Dadurch war es moglich zu zeigen, dass negative
Casimir-Entropie geometrischen und dissipativen Ursprungs jeweils durch
einen Polarisationskanal verursacht wird, dessen Beitrag zur freien Casimir-
Energie bei tiefen Temperaturen negativ ist, wahrend er bei hohen Tempera-
turen verschwindet.

Anschliefiend wurde auf Basis numerischer und analytischer Rechnungen
der Ubergang von der Kugel-Kugel- zur Kugel-Platte-Geometrie studiert
und verifiziert, dass die PFA fiir die Casimir-Kraft und Casimir-Energie zwei-
er metallischer Kugeln bei geringen Abstdnden sehr genau wird.

Durch die entwickelte Software konnte im Rahmen numerischer Rechnun-
gen die Casimir-Wechselwirkung zweier Kugeln fiir unterschiedliche Ma-
terialkombinationen untersucht werden. Die betrachteten Materialkombina-
tionen schlossen die experimentell unmittelbar relevante Geometrie zweier
Polystyrenkugeln in Wasser, sowie die einer Polystyren- und einer Quecksil-
berkugel in Wasser ein.

Im Hinblick auf die spezielle Materialkombination einer dielektrischen
Polystyren- und einer metallischen Quecksilberkugel in Wasser wurde — in
Ubereinstimmung mit der PFA - ein Abstandsbereich identifiziert, in dem
bei geeigneter Wahl der Kugelradien die Messung abstofsender Casimir-
Kréfte realistisch erscheint. Da der abstofSende Kraftbeitrag nur durch den
Beitrag elektromagnetischer Felder zu Frequenz Null verursacht wird, ist fiir
diesen Effekt die hohe statische Permittivitdt von Wasser entscheidend.
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Es zeigte sich, dass sich das Vorzeichen der Casimir-Kraft durch den Salz-
gehalt des wissrigen Mediums zwischen den Kugeln dndern ldsst, wenn
bei sehr hohem Salzgehalt der abstoffende Beitrag der nullten Matsubara-
Frequenz ¢ durch ionische Abschirmung unterdriickt wird [160]. Besonders
signifikant ist dieser Effekt fiir eine dielektrische Kugel in Wasser auf Grund
der hohen statischen Permittivitdt von reinem Wasser und der geringen Re-
flexionskoeffizienten dielektrischer Kugeln fiir alle Matsubara-Frequenzen
¢n > Co. Durch diese spezielle Kombination wird dem Beitrag der nullten
Matsubara-Frequenz zur freien Casimir-Energie ein besonders grofies Ge-
wicht verliehen.

Im Hinblick auf eine Anwendung in kiinftigen MEMS kann dieser Effekt
interessant sein, da er sich unter Umstdnden fiir die gezielte Aktuation be-
weglicher Bauteile einsetzen ldsst, wenn der Salzgehalt eines wéssrigen Me-
diums kontrolliert wird.

In Kapitel 4.3.3 wurde die Casimir-Kraft fiir eine Goldkugel und eine
mit Polystyren beschichtete Goldkugel in Wasser berechnet. Es konnte ge-
zeigt werden, dass die Dicke der Polystyrenschicht so gewéhlt werden kann,
dass es zu einem grofien Unterschied in der Casimir-Kraft kommt, wenn
die Permittivitdt von Gold entweder im nicht-dissipativen Plasma- oder im
dissipativen Drude-Modell beschrieben wird. Auf Basis dieser Ergebnisse
kann ein Experiment durchgefiihrt werden, welches die seit Jahren anhalten-
de Drude-Plasma-Kontroverse auflosen konnte. Es muss die Messung der
Casimir-Kraft zwischen zwei Goldkugeln der Radien R 2 100 ym in Wasser
durchgefiihrt werden, wobei eine der Kugeln mit einer einige hundert Nano-
meter dicken dielektrischen Polystyrenschicht zu versehen ist. Die Grofie der
Kugelradien bestimmt dabei mafigeblich den Betrag der messbaren Casimir-
Kraft.

Im Fall von Metallplatten liegen die Drude- und Plasma-Vorhersage fiir
die Casimir-Kraft bei hohen Temperaturen um einen Faktor zwei auseinan-
der. Fiir zwei Goldkugeln in Wasser, von denen eine mit einem Dielektrikum
beschichtet wurde, kann der Faktor zwei nicht nur vergrofiert werden, son-
dern die Krifte unterscheiden sich sogar in ihrem Vorzeichen. Dies ist ein
entscheidender Vorteil gegentiber Versuchsaufbauten, in denen die Casimir-
Kraft fiir Drude- bzw. Plasma-Leiter das gleiche Vorzeichen besitzt. Das vor-
geschlagene Szenario sollte daher fiir die Verwendung im Experiment vorge-
sehen werden. In dieser Arbeit wurde als Beschichtungsmaterial Polystyren
angenommen. Die entwickelte Software ist jedoch in der Lage auch Vorhersa-
gen fiir andere Dielektrika zu treffen, mit denen sich eine metallische Kugel
evtl. besser beschichten lasst.

Im Zusammenhang mit dem vorgeschlagenen Versuchsaufbau zur Auf-
16sung der Drude-Plasma-Kontroverse ist fiir weiterfithrende Arbeiten von
Interesse, ob die PFA in der Lage ist die unterschiedlichen Vorhersagen fiir
dissipative und nicht-dissipative Kugeln zu bestitigen, oder ob es sich um
einen Effekt handelt, der nur im Rahmen der Multipolentwicklung verstan-
den werden kann.
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In der internen Geometrie, d. h. fiir eine Kugel innerhalb einer sphérischen
Kavitit, wurde eine Goldkugel in einem Wassertropfen betrachtet. In dieser
Anordnung ist die Casimir-Kraft so gerichtet, dass sich der metallische Parti-
kel bevorzugt im Inneren des Tropfens aufhilt. Am speziellen Beispiel eines
Wassertropfens mit 5 ym Radius konnte gezeigt werden, dass eine Goldku-
gel mit 1 ym Radius unter dem Einfluss der Casimir-Kraft und ihrer eigenen
Gewichtskraft in ca. 80 nm Entfernung von der Tropfenoberflache schweben
kann. In diesem Zusammenhang stellt sich fiir kiinftige Arbeiten die Frage,
ob die Casimir-Wechselwirkung mit dafiir verantwortlich ist, dass metalli-
sche Partikel empirisch hédufig in Regentropfen vorgefunden werden.
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SPEZIELLE FUNKTIONEN

A.1 DIE SKALARE HELMHOLTZ-GLEICHUNG IN KUGELKOORDINATEN

Dieser Anhang behandelt kurz spezielle Funktionen, welche bei der Losung
der skalaren und vektoriellen Helmholtz-Gleichung in Kugelkoordinaten
auftreten. Weiterhin werden die sogenannten Gaunt-Koeffizienten definiert,
die z. B. als Entwicklungskoeffizienten auftreten, wenn Kugelflachenfunk-
tionen in zwei relativ zueinander verschobenen Koordinatensystemen aus-
gedriickt werden.

Die homogene Helmholtz-Gleichung fiir ein Skalarfeld i lautet:

Ap(r) + KPp(r) = 0. (A1)

In Kugelkoordinaten (r,6, ¢) kann eine Familie von Losungen dieser Glei-
chung geschrieben werden als:

Yem = 20(kr) Yy (6, ¢) - (A.2)

Die Funktionen @ hingen dabei nur tiber Kugelflachenfunktionen Yy, [85]
vom Polarwinkel § und vom Azimutwinkel ¢ ab. Die Abhingigkeit von

der Radialkoordinate r erfolgt tiber sphérische Besselfunktionen [86] z, =

{orye ", n?y.

A.1.1 Kugelflichenfunktionen

Die Parameter ¢ und m der Kugelflachenfunktionen kénnen die Werte ¢ &
Ny, |m| < ¢ annehmen und legen die Ordnung der Kugelflachenfunktionen
Y, und die der sphérischen Besselfunktionen fest. Die Winkelabhidngigkeit
der Yy, wird in dieser Arbeit meist explizit ausgeschrieben:

Yin = \/(Ziyt : Eﬁ m Ziieim‘i’P?(cose). (A3)

In dieser Definition stehen die P}" fiir assoziierte Legendre-Polynome [177]

dI’VZ

Péﬂ(COSQ) = (—1)m31nm/2 QW

Py(cosb), (A.4)
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welche ihrerseits tiber Legendre-Polynome

dé

Pg(COSQ) = ZTE'W

(—1)"sin** 0 (A.5)
definiert sind. Der Wurzelfaktor in (A.3) dient der Normierung der Kugel-
flachenfunktionen:

27 T
/ de / dOsin@ Yy, Y = 608 (A.6)
0 0

Eine wichtige Eigenschaft der Kugelflichenfunktionen ist die Beziehung
bzgl. komplexer Konjugation

Yiw=(=1)"Y0 (A.7)

welche benutzt werden kann, um aus Losungen mit positivem m > 0 die
Losungen mit —m zu berechnen. Am einfachsten wird dies an einem Beispiel

deutlich:
[ 21 . .
I PR . 24
Y31 647_[e sin” 6 (5 cos” 0 1) , (A.8)

Y3 1= (—1)Y3; =/ %e_i‘f’ sin” 0 (5 cos? 6 — 1) . (A.9)

Ebenfalls wichtig ist das Additionstheorem fiir Kugelfldchenfunktionen

A 47 ¢ N
Pf(r' I',) = 20+ 1 Z Yﬁ,m(gl(l)/)yfm(gl (P)I (A'IO)
m=—/

welches fiir Einheitsvektoren t, ausgezeichnet durch 6, ¢ und ¥, ausgezeich-
net durch ¢, ¢’ gilt.

A.1.2  Sphirische Besselfunktionen

Die Benennung der sphérischen Besselfunktionen z; ist in der Literatur nicht
ganz einheitlich. In dieser Arbeit werden die Konventionen aus [86] verwen-
det, wonach alle Losungen der Differentialgleichung

42 d
Pzdfpw(p) + Zpd—ng(p) +0°z0(p) = (€ + 1)z¢(p) (A.11)

sphérische Besselfunktionen heiffen. Unterschieden wird zwischen sphari-
schen Besselfunktionen erster und zweiter Art, j;, y, und den sphérischen
Hankelfunktionen erster und zweiter Art, hél), hf). Besondere Bedeutung
fiir elektromagnetische Problemstellungen kommt den im Ursprung r = 0 re-
guldren sphidrischen Besselfunktionen erster Art und den sphérischen Han-
kelfunktionen erster Art zu. Erstere sind die alleinigen Kandidaten fiir die
radiale Abhdngigkeit elektromagnetischer Felder in Bereichen, die den Ur-
sprung enthalten, wahrend letztere mogliche Kandidaten fiir die radiale Ab-
héangigkeit von gestreuten, auslaufenden Feldern darstellen.
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Es besteht der Zusammenhang
T )
z(p) = 52141/2(9)/ 2 € {jo,ye, 1SV, 1V} (A.12)

zwischen den mit kleinen Buchstaben gekennzeichneten sphéarischen Bessel-
funktionen und den mit Groflbuchstaben benannten Besselfunktionen mit
halbzahligem Index. Weiterhin folgt aus (A.11) die Rekursionsbeziehung

C+1

zy(p) = ze-1(p) — ze(p), (A.13)

mit der sich die Funktion Z,(p) = d,0z/(p) unmittelbar schreiben lasst als

Zi(p) = —lz¢(p) + pze-1(p)- (A.14)

Diese Beziehung ist im Zusammenhang mit den Hansen-Multipolen My,
und Ny, bzw. den Vektor-Kugelflachenfunktionen von Bedeutung.

A.1.3  Modifizierte sphirische Besselfunktionen

Modifizierte spharische Besselfunktionen gehen aus den sphéarischen Bessel-
funktionen hervor, wenn diese fiir rein imagindre Argumente ausgewertet
werden. Im Rahmen dieser Arbeit finden nur die modifizierten Varianten
der sphérischen Bessel-/Hankelfunktionen erster Gattung, i, und k, Verwen-
dung. Fiir diese gilt:

i(p) =i "je(ip), (A.15)
kilp) = =2 (ip). (A.16)

Bei kleinen Argumenten p < / folgt

e )
ielp) = p k_zok! 20+ 2k + 1)1’ (A17a)

1 L (20—2k—1)! <_%p2>k

ko) = 5 g i : (A:17b)
wiahrend fiir grofle Argumente p >> /¢
. 1
ir(p) = Ze” (A.18a)
T
e P
ke(p) — 2pe (A.18b)
. 1 . lr
Jelp) = 5 sin < - 2) (A.18¢)
h(l) ! io
) (o) — 5 e (A.18d)

folgt.
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A.2 DIE VEKTORIELLE HELMHOLTZ-GLEICHUNG IN KUGELKOORDINA-
TEN

Ein vektorielles Analogon zur skalaren Helmholtz-Gleichung (A.1) erhilt
man aus den Maxwell-Gleichungen, wenn sowohl fiir die Vektorfelder F &
{E,D,H, B}, als auch fiir das skalare elektrische Potential ¢ und das ma-
gnetische Vektorpotential A eine harmonische Zeitabhdngigkeit F(r, t) =
exp(—iwt)F(r) angenommen

V x E =iwB, (A.19a)

VxH=j—iwD (A.19b)

und anschlieffend erneut die Rotation V x auf (A.19a) und (A.19b) angewen-
det wird. So entstehen die Gleichungen

VXV XE=iwV xB =iwuV x H, (A.20a)

VxVxH=—-1wV xD =V xj—iweV xE, (A.20Db)
welche schliellich unter Ausnutzung der Identitit
VxVxF=VV.F—-AF (A.21)

auf die inhomogene Helmholtz-Gleichung fiir E und H fithren

R

Sind die Inhomogenititen bekannt, so kann mit der Methode der Green-
schen Funktion (s. z. B. [87, S. 720 ff.] aus der Stromdichte bzw. der Ladungs-
dichte die Feldstarken berechnet werden. An Hand des elektrischen Dipols
wird dies Verfahren im Anhang (A.3.1) angewendet.

Sind keine Ladungen (p = V - E = 0) und keine Strome (j = 0) vorhanden,
so reduziert sich (A.22) auf die homogene vektorielle Helmholtzgleichung

(A + wzey) { I]-SI } =0, (A.23)

die als divergenzfreie Losung in Kugelkoordinaten die Hansen-Multipole
(siehe Anhang B.1 und Kapitel 2.1, Seite 18) als Losungen besitzt.

A.3 DIE QUELLEN DER DIPOLSTRAHLUNG

Die elektrischen und magnetischen Felder die von elektrischen bzw. magne-
tischen Dipolen erzeugt werden, sollen in diesem Anhang in der Basis der
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Hansen-Multipole ausgedriickt werden. Die Zerlegung erlaubt es einen Ein-
druck zu bekommen, welche Polarisation bzw. Magnetisierung in einer Ku-
gel angeregt werden, wenn diese ein einfallendes elektromagnetisches Feld
streut (siehe Kapitel 2.4).

Die Dipole werden jeweils im Koordinatenursprung platziert und die Rich-
tung der Dipolmomente p bzw. m wird als fest angenommen. Von der
Zeit t hingen die Dipolmomente iiber die harmonische Zeitabhingigkeit
exp(—iwt) — mit der Kreisfrequenz w — ab.

A.3.1  Der elektrische Dipol

Fiir den elektrischen Dipol kann die Stromdichte des Dipols geschrieben
werden als [87, S. 727]

j(r,t) = —iwe @ps(r). (A.2g)

Damit ldsst sich das magnetische Vektorpotential A berechnen zu:

H 3.1 iwt / eik‘rir/|
_ : 1w
A(r, t) = in /d r—iwe“pd(r') P
yiwefiwt eikr
= —-——DpP—. A
47 P r (A-25)

Die zugehorige magnetische Flussdichte lautet dann

B - yck?)efiwtﬂkr . l i
Bap. =V XA = i pXxt 7 + 7(]{7)2 , (A.26)
wodurch klar wird, dass die radiale Abhéngigkeit des Felds den sphérischen
Hankelfunktionen erster Ordnung vom Grad ¢ = 1,
ikr ;
m_ (1,1
hy’ = . <1 + kr) (A.27)

entspricht. Daran lédsst sich erkennen, dass ein elektrischer Dipol transversal-
magnetische Strahlung emittiert. Fiir einen in z-Richtung orientierten Dipol
mit p = poz ergibt sich mit (C.6)

pxi=rpo (fcose - ésina) Xt = pod sin . (A.28)

Die Ubersetzung in Hansen-Multipole ist nun ganz einfach, wenn man die
harmonische Zeitabhédngigkeit fiir den Moment nicht ausschreibt und sich
dafiir entscheidet den Realteil des ortsabhidngigen Anteils zu nehmen:

_ uck*po
\ 6711

Wegen der Divergenzfreiheit von E bzw. B und V x M = kN lautet das
elektrische Feld des elektrischen Dipols

Beip. (1) M . (A.29)

ic . uck?po
E = — B =

Ni . (A.30)
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A.3.2  Der magnetische Dipol

Fiir den magnetischen Dipol kann in Analogie zu (A.24) die Stromdichte j
als ringformig angesetzt werden. Auf Grund der Dualitdt des elektrischen
und des magnetischen Felds vertauschen dabei im Wesentlichen die Feldam-
plituden E und H ihre Rollen. Demnach geht mit einem magnetischen Dipol,
der in z-Richtung orientiert ist, ein elektrisches Feld E o« Mg und ein ma-
gnetisches Feld B « Njg einher.

Liegen die Dipolmomente der elektrischen bzw. magnetischen Dipole in
der xy-Ebene, so werden die entsprechenden Feldstdrken durch Hansen-
Multipole zu den Drehimpulsen ¢ = 1 und m = £1 beschrieben.

A.4 GAUNT-KOEFFIZIENTEN

Die speziellen Gaunt-Koeffizienten [94], welche in dieser Arbeit Verwen-
dung finden, lassen sich in Analogie zu [178] definieren

N \/ (20, + 1) (20, + 1) (20 + 1)
—m,m,0 4t

0 o6l A
><<ooo><—mmo ’ (A31)

Die Darstellung aus Gl. (A.31) beinhaltet zwei Wigner-3j Symbole, de-
ren explizite Auswertung aus numerischer Sicht der rekursiven Berechnung
[139] unterliegt, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit verwendet wurde.

Die Gaunt-Koeffizienten (A.31) treten auf, wenn Kugelflichenfunktionen
entlang der z-Achse verschoben werden. Hierbei muss das Integral des Pro-
dukts dreier Kugelflichenfunktionen (jeweils abhédngig von den Winkeln 0
und ¢) tiber die Oberfliche der Einheitskugel berechnet werden

—m,m,0

yalt — [ as [T dosingY, Y. v A
0 ¢ 0 SING Yy, —mLoymLeo- ( 32)

Abb. 44 zeigt den Verlauf der Gaunt-Symbole fiir die Wahl ¢, = ¢, =
200 fiir drei verschiedene Werte von m als Funktion des Drehimpulses ¢/,
tiber welchen in den Translationsmatrizen fiir Vektormultipole (s. Kapitel
2.3, Seite 22) summiert werden muss.

Numerisch stellt vor allem die Situation einen Sonderfall dar, bei der |m|
einem der beiden Drehimpulse /1 oder ¢, entspricht. Dies ist bei der roten
Kurve in Abb. 45 der Fall. Es ldsst sich erkennen, dass dann nur die Gaunt-
Symbole nennenswert beitragen, fiir die ¢ in der Mitte des durch [¢; — ¢;|
und ¢; 4 ¢, aufgespannten Intervalls liegt. Die anderen Gaunt-Symbole sind
zwar nicht exakt Null, jedoch fiir die rote Kurve in Abb. 45 beispielswei-
se am linken und rechten Rand von Groéfienordnung 10714 bzw. 10~Y. Da
die verwendete Rekursion [139] an einem der Rander startet kann sie somit
instabil werden.
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A4 GAUNT-KOEFFIZIENTEN
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Abb. 44: Die Gaunt-Koeffizienten, Gl. A.31, als Funktion des Drehimpulses
¢ fiir /1 = ¢, = 200. Als schwarze, blaue und rote Punkte sind die
Gaunt-Koeffizienten fiir m = 1, m = 10 und m = 20 gezeigt.

0~3 T T T T T

—m,m,0

£y 7£2 7Z/
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—0.3 ' : ' : '

50,400,
- Y1,—1,0
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- Y25,—25,0
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- Y50,—50,o

360 380 400
El

420 440

Abb. 45: Die Gaunt-Koeffizienten, Gl. A.31, als Funktion des Drehimpulses
¢ fir (1 = 50, ¢, = 400. Als schwarze, blaue und rote Symbole sind
die Gaunt-Koeffizienten fiir m = 1, m = 25 und m = 50 gezeigt.

139



SPEZIELLE FUNKTIONEN

140
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B.1 DIE HANSEN-MULTIPOLE

Die Hansen-Multipole My,, und Ny, sind divergenzfreie Vektorfelder, wel-
che die Vektor-Helmholtzgleichung erfiillen. Die transversale Losung

V x fZg(kT)ng é A Zg(k?’)
= = | ——0¢pYry — ® Yy | —————. B.1
o 0(0+1) sing 1 Yom = & %0 ¥om 0 +1) .
hat keinen Radialteil, wahrend
1 1 +1)
Ny, = -V X My,, = f
"k Tk £(£+1)< ko 52
2

o .~ 1 o0

n 0
+ 9% + (bsin(?a(p] 8(kr)>krz£(kr>¥£m

erst fiir kr > 1 einen Radialteil besitzt, der im direkten Vergleich mit den
Winkelanteilen vernachldssigbar ist. Den angegebenen Ausdruck (B.2) erhalt
man auf Grund von

V x (1‘ X V)lp = f(ieijkajek,mxlamgb = )’Zi(éil(sjm — 5im(5j,)8jxlamlp, (B3)

welche die Eigenschaft €;jxexm = 6ii6jm — dimdj1 des e-Tensors benutzt. Gl.
(B.3) fuhrt auf

V x (I' X V)l,b = f(z(ézja]lp + xiajzlp — 38111[7 — x]8]¢) (B4)

Mit Hilfe der Darstellung des Gradient in Kugelkoordinaten (C.7) und unter
Benutzung der Tatsache, dass zy(kr)Y, die skalare Helmholtz-Gleichung
erfiillt, erhédlt man fiir den Hansen-Multipol Ny, schliefdlich GI. (B.2).
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B.2 DARSTELLUNG DER EBENEN WELLE DURCH HANSEN-MULTIPOLE

Eine ebene Welle kann mit Hilfe der Hansen-Multipole dargestellt werden.
Fiir eine in x-Richtung polarisierte Welle, die entlang der z-Achse propagiert
folgt

[ee]

E¥N = Egxe’™™ = L£ox(r,0,¢) Y_ i (20 +1)j,(kr)Py(cos 6)
=0

(oo}

=E, <sin 0 cos ¢t + cos 6 cos pO — sin 4)(?)) ) i*(20 +1)j,(kr)Py(cos ).

(=0
(B.5)

Ist eine Darstellung dieser Welle in der Basis der divergenzfreien Hansen-
Multipole gewiinscht, so miissen die Multipolkoeffizienten Q,EE und Q}% in
nachfolgender Gleichung gefunden werden:

E" = £ Y QM 4+ QINNyy, (B.6)
{,m

Die Berechnung der Entwicklungskoeffizienten erfolgt unter Benutzung der
Orthogonalitdt der Hansen-Multipole unter Integration tiber den Raumwin-
kel O):

ein M )
[ dOE™. [ N ]
L (B.7)
]Em

QTE
[ Q™ ] B M2

fao [ M

B.2.1 Berechnung der Q}F

Das bei der Berechnung der QJF auftretende Integral enthalt zwei Faktoren,
die beim Ausfiihren des Skalarprodukts entstehen. Die benotigten Integrati-
onsschritte konnen in dhnlicher Form [179, Seite 92 ff.] entnommen werden:

QTE:l/dQEem-M* :/an¢/nd95in6 [, |
Im ]-g(kr)z Im 0 0 Im

fein /27‘( n . [imYzm cosffcos¢p =~ . r ikr cos 6

= d / dfsin6 . + sinpdg Yy, | €
Witk Jo 0 ho sinf o

_ iﬂEeinjg(kV)Ng,l

" .
/ d6 [Py cos 0 + sin 00gP, ;] el <os?
0

VAL +T1)j(kr)
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s fein; T , " .
_ _17TE ]f(k?i)Né,l / do [—2Sin9COS QP// + sin3 QP/ elkrcose
(0 +1)jy(kr) Jo : ’
=—{(¢+1)sin 0P,
_ iﬂEAEinjf(kr)Ng,lg(g + 1) /ﬂ dé sin epgeikrcose
(L+1) 0
:Zitj((kf)
= i1 /(20 + 1) TESG,, 41 (B.8)

B.2.2 Berechnung der Q}nl\f

Die Berechnung der Q}% kann entweder durch Integration von E°" - N7,
berechnet werden, oder einfacher durch B - M, , da dies Integral propor-
tional zu (B.8) ist.

. 1 .
BeM — E5\,elkz (B9)

1 . 27 T X
™ __ ein: R : ein; *
omn _jg(kr)z/dQB M, /0 dqb/o dosin® [Bei - My, |

. E’\ein 27.[ T . Y . * )
. / d¢ / df sin 6 [1111 tm coSBsing cos g ng} gifreos?
0 0

VI Djikr) sin

miEe™j, (kr) Ny /” . ikr cos 0
= — . dé [Py, cos 0 4 sin 69y Py, | €<%
e+ 1), (kr) Jo
( )]é ( ) :¢5m,i1[:(€+1) sin QP[

= £ /(20 + 1)rE = £QJE . (B.10)

B.3 DIE VEKTOR-KUGELFLACHENFUNKTIONEN

Die Vektor-Kugelflichenfunktionen stellen eine Basis fiir Vektorfelder im R?
dar. Daher konnen elektromagnetische Felder in dieser Basis dargestellt wer-
den. In dieser Arbeit werden folgende Konventionen benutzt:

1

Xy = —=VYy, X1 B.11a
Im £(£ T 1) Im ( )
Wy, =1 X Xgm (B.llb)

Lgm = f‘ng (B.llC)

X und W sind rein transversal (d. h. #- X = #- W = 0), wéihrend L rein
longitudinal (¥ x L = 0) ist. Die Vektorfelder (B.11) sind normiert bzgl. der
Integration tiber die Einheitskugel

/dQX@m : Xz;’m’ = (54/@/, (Smm/, (B.12a)
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/ AW s - Wi = 8011, St (B.12b)
/dQLgm : Lz/m/ = 54[(/,5,,1’,”/ (B.IZC)
und orthogonal
/ A0 - Wi,y = 0, (B.13a)
/ A0 - Ly =0, (B.13b)
/ dOW,,, - Lj,, = 0. (B.130)

Die Kugelfdchenfunktionen iibergeben den Vektor-Kugelflichenfunktionen
ihre Eigenschaft bzgl. komplexer Konjugation (A.7):

Zz,_m = (_1)mzémr Zyy, € {Xém/ Wi, Lfm} (B-14)

B.4 DARSTELLUNG DER HANSEN-MULTIPOLE IN VEKTOR-KUGELFLACHEN-
FUNKTIONEN

Der Vergleich von Gl. (B.1) und Gl. (B.2) ergibt:

My = Xemzo(kr), (B.15a)
1
Ném = H I: E(ﬁ + 1)L4m24(k1’) + ngakrkTZg(kT) (B.15b)
Asymptotisch ergibt sich fiir sehr grofie Abstdnde nun:
Ny, 72 +Wypzy (k) (B.16)
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C.1 BEZIEHUNGEN ZWISCHEN SPHARISCHEN UND KARTESISCHEN EIN-
HEITSVEKTOREN

In kartesischen Koordinatensystemen mit den Koordinaten (x,y,z) sind die
orthonormalen Einheitsvektoren X, §, Z konstant. Das ist in sphérischen Ko-
ordinatensystemen mit den Koordinaten (r, 6, ¢) nicht der Fall. Viel mehr
gelten dort die Beziehungen:

= Xsinfcos¢ + ysinfsing + 2cosb, (C.1)
0 = xcosfcos¢ + §cosOsing — zsinb, (C.2)
b = —%sin¢ + §cos ¢. (C.3)

Umgekehrt lassen sich auch die kartesischen Einheitsvektoren durch sphéri-
sche Einheitsvektoren ausdriicken:

% = tsin 6 cos ¢ + O cos O cos p — P sin ¢, (Cy)
§ = tsinfsing + O cosfsing + b cos ¢, (C.5)
2=ddcosf—0Osind (C.6)

C.2 DIFFERENTIALOPERATOREN IN KUGELKOORDINATEN

Fiir Skalarfelder ¢(r) und Vektorfelder A(r) gelten in Kugelkoordinaten die
folgenden Beziehungen:

10 . 1 3y

le:f?f+erat9+¢rsin98¢ €7)
L
VXA = rsian (a(SiggA‘P) B 85379) B (rsiln(%ag;r B 18(;‘3¢)> 0
i (a<gj‘€> - a;;) b C9)
AA=VV-A-VxVxA (C.10)
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VERWENDETE MATERIALPARAMETER

D.1

&(w) =

Material

1+

N

LORENTZ-OSZILLATOR MODELL-PARAMETER

2

i=1

Wi, — iwy; — w?’

| wpls7Y] | wi[s7Y

v[s7]

Gold

1.37 x 10%®

5.77 x 1013

Gold [180]

1.37 x 10%6

1.05 x 104

Gold [181]

1.30 x 10

|0 |0C

2.80 x 1013

Quecksilber

5.40 x 101°

(0]

2.50 x 10

Polystyren [116, set 1]

1.67 x 10!
2.97 x 1012
7.89 x 1014
3.48 x 1013
5.01 x 10%°
1.22 x 10%°
1.63 x 106
1.42 x 10%°

1.52 x 1012
2.01 x 1013
5.89 x 101
1.99 x 1014
9.10 x 10'°
1.55 x 101°
2.86 x 10'°
7.82 x 1016

[e]

Wasser [116]

€:(0) = 80.7-Korrektur

4.16 x 1013
4.16 x 10'2
1.10 x 10%3
1.14 x 10
9.00 x 10
1.63 x 10'°
1.48 x 106

8.06 x 101

3.48 x 1013
1.33 x 1012
7.49 x 1012
1.56 x 1014
1.44 x 106
3.18 x 1016
4.01 x 10

1.00 x 1011

Silikon [116, set 1]

5.53 x 1013
7.67 x 1013
1.10 x 104
1.06 x 104
493 x 101
2.34 x 10
5.76 x 1015
3.26 x 1016

6.25 x 1013
1.70 x 10
1.70 x 1014
1.69 x 1014
2.20 x 1016
2.58 x 10'°
1.24 x 106
1.39 x 10V

O OO O OO OO O ©OCOODOOOoOoOocoo oo oo

(D.1)
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