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Einleitung

Existenzaussagen {iber L¥sungen von Anfangs— und Randwertproblemen beil
partiellen Differentialgleichungen werden in den letzten Jahrzehnten zu-—
nehmend mit Hilfe funktionalanalytischer Methoden gewonnen. Dabei wird das
Problem als abstrakte Gleichung in einem geeigneten Funktionenraum formuliert.
Die L3sungsmethoden sind sehr vielfdltig und es kann kaum gelingen, sie alle

zu erwdhnen oder gar zu vergleichen.

In dieser Arbeit werden fastlineare autonome parabolische Anfangs- und Rand-
wertaufgaben der Form

au
T + Au = F(u)

in einem Gebiet 2 des R" untersucht. Dabei ist A ein stark elliptischer

und F ein nichtlinearer Differentialoperator.

Einen mdglichen Zugang zu solchen Problemen bietet die sogenannte "Ca-Theorie",
fiir Gleichungen zweiter Ordnung dargestellt in den Biichern von Friedman [151
und der LadyZenskaja, Solomnikov, Ural'ceva [28]. Der Name dieser Theorie

rithrt daher, daR die zugrundeliegenden Funktionenriume Cm+a—R5ume hélder-
stetig differenzierbarer Funktionen sind. Der Nachteil dieser Theorie liegt
darin, daB sie technisch sehr aufwendig und speziell auf diese Probleme und
diese Funktionenriume zugeschnitten ist. Die Ergebnisse sind allerdings

weitreichend.

Der in dieser Arbeit eingeschlagene Weg nutzt die Tatsache aus, daf der
Operator A eine Halbgruppe erzeugt; das Problem wird als fastlineare Evo~
lutionsgleichung in einem geeigneten Hilbertraum formuliert. Dabei muf

die Nichtlinearitdt keineswegs "klein" gegeniiber dem linearen Term A, noch
beschrénkt, monoton, koerziv, hemi- oder h&lderstetig sein, was bei der

abstrakten Behandlung von nichtlinearen Evolutionmsgleichungen in Banach-



rdumen meist verausgeseizt wird {s. Kommentar auf §. 3

(¥

Ersetzt werden diese Bedingungen durch Regularititseigenschaften der

Abbildung R = ATl p o a2 s o * Gy < 1, wobei bel den Anwendungen

PO cos -1, : .
natlirlich ausgenutzt wird, daf A kompakt ist. Zur Losung der In

ral—

gieichung ("milde" L¥sung) muf R lediglich stark folgenstetig, zur Lsung
der Differentialgleichung ("strikte' L8sung) geniligt es zum Beispiel, daid R

stetig in dem Definitiomsbereich ven &7, ¢ > 5, abbildet.

s <

Diese Hilbertraum—-Theorie hat den Vorteil, vielseitig anwendbar zu sein;
sie liefert weiterhin Stabilitdts- und auch Instabilit#tssHtze fir stationire
Lésungen im Sinne von Lyapunov. Ein wichtiges Anwendungsbeispiel sind die

Navier-Stokesschen Gleichungen (s. EZ?}).

Hilfsmittel sind im wesentlichen Halbgruppentheorie in Verbindung mit ge-
brochenen Potenzen vom Operatoren und der Zusammenhang von deren Definitions-
bereichen mit Interpolationsrdumen. Zum ersten sind die Arbeiten von Kato

und Fujita ([21], [26]) und zum zweiten die Darstellung von Lions und

Magenes [32] zu erwdhnen.

Im ersten Kapitel werden lokale Existenzsitze fiir abstrakte fastlineare
Evolutionsgleichungen im Hilbertraum hergeleitet und die zllgemeinsten
—aj

Bedingungen an die Operatoren A und R = A o F oA %2 angegeben. Der L&sungs-—

weg fihrt idber die Integralgleichung ("'Formel der Variation der Komz:tantea").

Im zweiten Kapitel wird ein Stabilitdts~ und [nstabilit#tssatz v.: Lyapunov

(aus der Theorie der gewdhnlichen Differentialgleichungen) fiir

dimensionale Hilbertriume verallgemeinert und ein hinreichendes
(Wachstumsbedingung an die Nichtlinearitdt) fiir die globale Existenz ange-

geben.



Im dritten Xapitel werden schlieBlich die Ergebnisse der ersusn belden
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Kapitel auf eine Reihe von Anfangs— und Randwertprcblem
insbesondere untersucht, wie allgemein nichtlineare Differentialoperatoren
der Form f(DY u) innerhaldb dieser Theorie sein kBnnen, wobsi ein Zusammen—
hang zwischen der Regularitit von £, der Ordnung der Differentiation DY’
der Ordnung von A und der Dimension des Gebietes §i besteht. SchlieRlich
wird auch die Auswirkung der Regularitdt von £ auf die Regularitit der

L8sung u festgestellt (analytischer Fall).

Herrn Professor Kirchgidssner mdchte ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit

und seine stdndige Diskussionsbereitschaft herzlich danken.
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Kapitel 1

Lokale Existenzsitze fiir fastlineare Evolutionsgleichungen im Hilbertraum.

§ 1: Hilfssdtze iiber stark stetige lineare Halbgruppen.

Im ganzen ersten Kapitel ist E ein reeller Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
( , ) und der Norm || ||.
A ist ein dicht definierter linearer Operator in E und —A erzeugt eine holo-

morphe Halbgruppe e_At, fiir die gilt:
(.1 e™ ull sy flull §>0, tz2o0

fir alle u € E. (Def. s.[14 ], p. 101 £f.)

Fiir solche Operatoren A kdnnen nach Sobolevskii (s.@s ], (14 ]) gebrochene

Potenzen definiert werden:

(1.2) A% = an) i e_At ta—] dt , a>o0
(1.3) A% = ™ ™ - r@™.

Dabei wird mit D stets der Definitionsbereich und mit R der Wertebereich

eines Operators bezeichnmet.



Diese Operatoren A™ haben folgende Eigenschaften (s.[ésj,zlé]):

A% aB g = a0tB , u e DAY
(1.4) AT TAT o AT jo ,ued®Y, t2o0

”Aa e_At uf] < Yy o8t t_a}‘uﬂ ,ueE t>o.

e—At u ist flir jedes feste u eine auf R, definierte stetige Abbildung in E;

e-At ist eine stetige Abbildung in den Raum der beschrinkten linearen Opera-

toren HE) (mit der gleichmdBigen Operatormorm versehen) aber nur genau dan

wenn A beschrinkt ist.

Es 148t sich indes zeigen, daB {e—At u} gleichgradig stetig in t ist, wenn

u auf einem Kompaktum in E variiert. Allgemeiner noch gilt folgendes:

Lemma 1.1 K sei eine relativ kompakte Menge in E. Dann ist die Funktionen-

familie {A%* e_At u | ueK} mitazoin jedemt, > o gleichgradig stetig,

d.h.:

|]a® e Afe y - AB AT ull < e, falls |t, - t] < &(e)

o

fir alle u e K.

Beweis: Nach Schauder gilt folgender Satz:

Zu jedem g >0 gibt es eine stetige Abbildung Fe K+ En < E, wobei
1 €
1

En endlich-dimensional ist und
€
1

(1.5) ]]FE (u) - u'] < g fiir alle u € K
1

lt. LTEREREL sei eine orthonormierte Bagsis in En . Da D(A) dicht in E
€ €
1 1



ist, gibt es zu jedem p > o ns Elemente fi in D(A) mit:
1

(1.6) ”ei-fiH <n o, i=1,...,n

Ist Fg = span{fl,.. "fn } » dann wird eine lineare Abbildung LZ von
1
€ €
1 1

En nach Fg als lineare Fortsetzung der Zuordnung e; — fi definiert.
€1 €
Wegen (1.6) gilt:
n . .
”le x - x| < nsln |lx]]  oder
IL? x|| < (1 +n_ n)|[x]|| fir alle x ¢ E_ .
€] € e
1
Definiert man G2 = Lz ° Fa s so bildet G’; K stetig in den endlich
1 1 1 1
dimensionalen Teilraum Fg von D(A) ab und wegen (1.5) folgt:

€1

”GZ W[} < 1+ n_ ), + ) fiir alle u € K,
! 1

wobei d, eine obere Schranke der Normen der Elemente aus K ist. Weiter

gile:

Hcglm -] s [|L2] R R L L LR

fir alle u ¢ K.

"y

Gi o s ” -
ibt man nun £y und n beliebig vor, dann folgt fiir n ————ne @, &:])
1
”Gﬁ W] <dy +e, +n
€ ° ! 1

(1.7) " fiir alle u € K
HGEI (@ - ul] <+ n



Im folgenden sei nun t, >0 fest.

—At

A Ao - 4% u = A% At e A(to™t)

(

- Du , o<t <ty

'A(t‘to))u ,

o Ato (I~-e 0 < tg < t.

A%
(I = Identitdt in E.)

Der Beweis des Lemmas wird fiir den Fall o < £, - 50 <t <ty gefiihrt:

Mittels (1.4) folgt:

)a e Ato, _ a0 e—Atull . Yz(to_ao)—u { "(e—A(to‘C) - I)Ggl(“)n
(AT - @ @ - wlf] -
i 1
Da G (u) ¢ F' ¢ D(A) ist, folgt:
€ n
€1
to_t n
@A™ Ly )= - f e a6 ' ods -
€1 o €1
Setzt man C" := sup Il x|| (d.n. ¢" ist die Norm von A[Fn ), so kann
€ xeFN £ e
g,
fix[f=1

man mittels (1.1) und (1.7) abschédtzen:

|](e_A(t°_t) - I)Gzl(u)n < Y]c;‘1 (d, + e +npet)
]|(e'A(t0't) - I)(Ggl(u) Swlf < G DGy

Sei nun ¢ > o beliebig vorgegeben.

€

Man setzt € =0 = . Damit ist n und Cz festgelegt

27, (=60 *(y +1) !



und man erhdlt:

-At -At -
1a% e "f0 u « A% & || < Yo {to™8,) ¢ Y]CZI dy + ey * npd(to-t)

+ ¥y (Ee80) Ty +1) (e + n))

Nfm
+
N|m
L}
™
.

€ .
falls nur to-t < ist.

e
2y, (t5=60) Y,CSI (dot e+ ny)

Diese Abschdtzung gilt fiir alle u € K.

Korollar 1.2 K sei eine relativ kompakte Menge in E. Dann ist die
Funktionenfamilie {e_Atu l u ¢ K} in jedem t > o gleichgradig stetig; ins—

besondere gilt fiir t = o:

D™ ~ Dul] <ec, falls o s h < 6(e) , fir alle u € K.

Fiir die nachfolgenden lokalen Existenzsdtze ist folgendes Lemma von grund-
legender Bedeutung. Die darin enthaltene Kompaktheitsaussage wird die An-

wendung des Schauderschen Fixpunktsatzes gestatten.

Lemma 1.3 E, F seien reelle Hilbertriume; X = C([T,T,],E), Y = C([T,Tl],F),
0T« T], werden mit der iiblichen Supremumsnorm versehen. R:F x E — E
sel ein Operator mit folgenden Eigenschaften:

R(v,+) ist linear und beschrinkt fiir jedes v € F,

R(*,u) ist fiir jedes u € E stark folgenstetig, d.h. v—v (schwach) in F
impliziert R(vn,u) — R(v,u) (stark) in E,

K ¢ X sei relativ kompakt in X, B < Y sei beschridnkt in Y.



Weiter sei O s o < 1. Dann ist die Menge
t -A(t-s)
L={f]| £(c)y = [ A% R(v(s),u(s))ds , v € B, u e K}
T
relativ kompakt in X.

Beweis: Es ist zu zeigen, daB L beschrinkt, gleichgradig stetig und

L(t,) = {f(tp) | £ e L} fiir jedes t, € EI,TI] relativ kompakt in E ist.
Zunichst folgt aufgrund der Voraussetzung fiir alle v ¢ B, u ¢ K:
Hvesyl < a, , lutedf] = d2 , 5 e [T,T]].

Wegen der Voraussetzung iiber R und des Prinzips der gleichmiBfigen Be-

schrénktheit gilt damit eine Abschitzung:

(1.8) J|R(v(s), u(s))]] < Rd1 )]l < Ry a,, s e [T,T],
1

fiir alle v ¢ B, u e K,

was (mittels(1.4)) die Existenz des Integrals und die Beschrinktheit von L
in der Norm von X garantiert. (DaB L tatsichlich Teilmenge von X ist, folgt

aus der spiter gezeigten gleichgradigen Stetigkeit vomn L.)

L(t,) ist fiir jedes t, ¢ [T,le relativ kompakt in E:

t, =T ist trivial (£(T) = 0). Sei also t, € (T'TIJ:

t t -T
[+] - - o] -
£e)) = f 2% A7) Revs),ule)ids = f A% R(v(t-s),u(t ~s))ds
T o
s t -T
= A% Rv(e s),ule ms))ds + A%TAS

(= RN o]

R(v(to-s),u(to—s))ds
o

fiir 0 < § < to—T .



M= {v(t,-s) | veB, sc¢ [6,t,-T] ist beschrinkt in F.

Es wird nun gezeigt, daB die Menge

I(S = {Aa e_As

R(v(to-s),u(co-s)) l'veB, uek, s e [5,t°—T]}
relativ kompakt in E ist. Denn seil
o -Ask - _ . .
{A" e R(vk(t0 sk),uk(l:o sk))}k <N eine Folge in 16 .

Dann existiert eine geeignete Teilfolge {k'} ¢ N, so daB gilt:

a. Vit (to-sk.) — v, in F (Beschrinktheit von M)
b. Wy ——— U in X (Rel. Kompaktheit von K in X)
e. s ——— s, in [5,¢ -T]

d. R(vk,(to—sk,),u) B — R(vo,u) fiir jedes u ¢ E (Voraussetzung iiber R

und a.)
Damit kann abgeschitzt werden (s. (1.4), (1.8)):

- ~A!
% &A% Rw, (e =8, 005w (575, ) = A% 7450 R(v_u (e ms D) ||

5@ Rd2 e Cegms ) = (e =s )|

IA

Y2

Y2 & Rd2 ”“k'(to_so) - uo(to_so)”

+

+

Yy 5 ¢ ”R(vk.(to—sk'), u (t=8.)) = R(v, u (e -5 ) ||

+

-A -A
[ a% 7K — A% ™0y R(v_, u (-5 )|

< ¢ , falls k¥ > ko(e), da fiir die einzelnen Summanden gilt:



1. Summand < %- wegen der gleichgradigen Stetigkeit von K und wegen c.,
2. Summand < %— wegen b.,

3. Summand < % wegen d.,

4. Summand < % wegen Lemma 1.1.

Damit besitzt jede Folge in 16 eine konvergente Teilfolge, was die relative
Kompaktheit in E impliziert.
Nach einem Satz von Mazur ([ lZl,p. 416) ist dann der AbschluB der konvexen

Hille von I, conv I, kompakt in E.

3§ 8
t -T
o : 1 ¢ o —As
Da fir alle v ¢ B, u€k ?E;:TT:E é A" e R(v(to-s), u(to—s))ds

in conv Ié liegt, folgt damit:

t -T

Lo(e,) = { AS oTAs R(v(t0~s), u(t —s))ds | veB, ue K}

O O

ist relativ kompakt in E flir jedes § > o.

1-a

As [} o
R(v(t -s), ult, s)ds|| < YZRdldz o5 < © fir alle

8 -
Da l] J A% e
[«]

v € B, u € K ist, ist auch L(to) relativ kompakt in E. (Zin e—Netz in Lé(to)

ist n#mlich ein 2e-Netz in L(to).)
Damit bleibt nur noch die gleichgradige Stetigkeit von L zu zeigen.
Zundchst der einfache Fall t, = Tt
e - £ = O < vR, 4y &=D'™ < ¢, sofern nur =T < 5¢e)
1 I- a

fiir alle f € L



Sei nun t € (T,T]) und t > ¢

t -— -
e_A(t_to))f(t:o) -f A% e Alr=s) R(v(s), u(s))ds
t

o

f(to) - f(r) = (I -

Unter Beriicksichtigung von Korollar 1.2 folgt damit:

e—A(t—to)

fleCe ) - £ < ¢ - DECe)| + YZRd’dZ =

sofern nur ot < §(g), fiir alle f ¢ L, da L(to) nach dem zuvor Bewiesenen

relativ kompakt in E ist.

Sei nun letztlich t, € (T,TJ und t < t 3

t -8
o]
£(r) - () = J @ A8 o TAGE TSy pu(s), u(s)dds
T
t
e [ o AETS) | pa TAGE 7S)y piu(s), u(s))ds
t -8
tO
-7 A% e—A(to_s) R(v(s), u(s))ds mit to—d <t <t
t

Der zweite und dritte Summand sind jeweils, unabhingig von v ¢ B und u ¢ K,
1-o

durch 2 ysz d, %:“— abzuschdtzen.
1

Bleibt noch der erste Summand:
Sei s e ]:T,t:O-(S:[ fest. Dann ist aufgrund der Voraussetzungen tiber R, B und K
die Menge {R(v(s), u(s)) | v ¢ B, u ¢ K} relativ kompakt in E. Nach dem
Lerma 1.1 gilt dann fir jedes s e [T,e -¢] =

lim sup |[(a% e ACETS) _ 0 ATy Rey(s), us))|] = 0

t +to veB
uek
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Wegen

-A(t~s) _ A% e’A(to-s)

sup || (a% e ) R(v(s), u(s))]|

veB
uek

-a —-a
<y, Rdldz ((t=s) "+ (t_~s) )
folgt nach dem Satz von Lebesgue:
£t -8
o
lim [ sup [|(A% e

t%to T wveB
uek

“Ae-s) _ A eiA(to—s)) R(v(s), uls)] ds = 0

oder:
to—G

” J (Aa' e—A(t_s) ~ A% e_A(to_S)) R(v(s), u(s))ds ” < % » sofern nur
T .

£t < §(e) < 6, fiir alle ve B, u € K.

Damit ist Lemma 1.3 bewiesen.

Lemma 1.4 Sei E,F,X,Y wie in Lemma 1.3, R:F » E ein stark folgenstetiger

Operator. B ¢ Y sei beschrédnkt in Y und o s a < |. Dann ist die Menge

t
L=(f | £(e) = £a% (7% Reu(s)yds , v e B
T

relativ kompakt in X.

Beweis: Analog zu dem Bewels von Lemma 1.3.



v

§ 2 Lokale Existenzsitze; Integralgleichungen im Hilbertraum

Wie bei den gewShnlichen Differentialgleichungen ist es eine praktische
Methode, die Existenz der LSsung von Evolutiomsgleichungen iiber die
"zugehSrige" Integralgleichung zu beweisen. Anders wie dort gilt hier aber
keineswegs eine Aquivalenz von Integral- und Differentialgleichung; man
mufl vielmehr einige Miihe darauf verwenden zu zeigen, daB8 — unter gewissen
Voraussetzungen — eine Losung der Integralgleichung auch eine "L3sung"
der Differentialgleichung ist. Dabei ist noch zu definieren, was unter

einer "LSsung" zu verstehen ist. Das alles geschieht in § 3 dieses Kapitels.

Die folgenden beiden Sdtze sind lokale Existenzs#tze fiir Integralgleichungen.

R:E x E + E,
R(v,+) ist linear und beschrinkt fiir jedes v € E,

(1.9)

) R(-,u) ist fiir jedes u ¢ E stark folgenstetig,

v +— R(v,+) ist als Abbildung von E in #(E) stetig.

Satz 1.5 R geniige (1.9) und es sei o < a < 1.

Dann besitzt die Integralgleichung

t
u(t) =eAtuo+ I A
o]

@A) Reuge),uls)rds L u e E

eine stetige L¥sung in einem Intervall [O,T].

Beweis: Man wdhlt d > Yy Huo“ und bestimmt

1
(1=a) (@-v; llu 1) YT-a

Yy Rdd
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In X = C([O,T],E) 18st man fiir festgewZhltes v aus der Kugel

=]
[}

vlvex vilgy sar , Ivllx = sup lveer] s

)

iterativ die Integralgleichung

t
(1.10)  u(t) = e Atuo + Ja%
o

e-A<t_s) R(v(s), u(s))ds .

Die Iteration ist folgende:

t
uo(t) = e_Atuo s un+1(t) = gAu e_A(t—s) R(v(s), un(s))ds.

Man zeigt leicht induktiv, daB alle w fir t > o stetig sind (s. Beweis von

Lemma 1.3) und daB fiir jedes v ¢ B

1-a
Yq Rdt n
(1.11) llu (o)1} = (———-—-— vy gl
1 - a
Yy Rd Tl-u o
giit. Nun ist ———— < | nach Definition von T, so daR J, u in X
1-a n=o0
konvergiert. Man setzt u = }, u und erhdlt:
n=o

lullys & Jlully <4, d.h. ueB.
X n''X
n=o

Weiterhin gilt nach Konstruktion:

«© - - t - _
% un(t) = e At:uc. + ¥ Ja%e Alt=s) R(v(s), un(s))ds
n=o0 n=o0 o

= e—Atu + [ A% e_A(t_s) R(v(s), 2, u (8))ds
o =0 o



- 13-

. A
da erstens || & A% e (t=s)
n=0

R(v(s), un(s))ij eine auf’[?,t) integrierbare

-A(t-s)

Funktion ist und zweitems A% e R(v(s),-) fir jedes s ¢ [b,t) ein

beschrinkter linearer Operator ist.

Damit ist eine Lbsung u € X von (1.10) gefunden. Weiterhin definiert die
Zuordnung v — u, wobei u die oben konstruierte L8sung bei festem v ist,

eine Abbildung F im Banachraum X, die die Kugel B in sich abbildet.

Es wird nun gezeigt, daB F vollstetig ist.
1) F ist stetig.

Sei {vk} ¢ Bund vi — v in X

k
F(vk) =y = X uﬁ s F(v) =u= } u .
n=o n=o0

Man zeigt nun wiederum induktiv, daB fiir n > 1 gilt:

. g fvy Ry RERSY
ey ® =~ u @ sa v, = N vy gl
mit = sup |IR(v, (s),") - R(v(s),")
* [o,T]l' k I

und erhdlt:

1-a  n-1
I—a = Y, R
T 2 Ma
[[F(v) - FO [ig < 3 T EI] n (“—_——, p— ) \f [lu [l <e,

falls k > ko(g)

da nach Voraussetzung iiber R lim g =o gilt.
ko

2) F ist kompakt.

Mit Hilfe von Lemma 1.3 kann leicht induktiv bewiesen werden, daB die Mengen
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t
Un = {un | un(t) = ,.{AU' e A(t=s) R(v(s),un_l(s))ds, veB,u € Un-l}

fiir n > 1 relativ kompakt in X simnd.
Es wird zuerst gezeigt, daB F(B) (to) = {u(to) | u e F(B)} fiir jedes
€, € [0,T] relativ kompakt in E ist.

N
Zu gegebenem ¢ > o existiert N, so daf ”u(to) - T un(to)H < %
n=o

w
fiir alle u € F(B) ist. N ist unabhingig von u, da die Majorante von 7, HunHX
n=o

unabhingig von v ¢ B ist (s. (1.11)). Wegen der relativen Kompaktheit von
Un in X ist _naturllch Un(to) = {un(to) | u e Un}Nfﬁr jedes £, € [O,T]

relativ kompakt in E. Damit ist auch die Menge { ¥ un(to) | u 3 Un} relativ
n=o

kompakt in E und damit auch F(B) (to). SchlieBlich wird noch die gleichgradige
Stetigkeit von F(B) bewiesen. Sei ¢ > o vorgegeben. Es gibt wiederum ein N,
N
so dag |ju(t) -~ I un(t)” <% fiir alle t € [0,T] und alle u € F(B) gilt.
n=o
Wegen der gleichgradigen Stetigkeit der Mengen Un gilt
€ "
““n(tl) - u () I < 55 » falls nur ]tl—tz[ < 8(e), fiir alle u € U,

n=0,...,N. Damit erhdlt man:

N N
Hute)) —ue)]]l < Jluee) - £ w el + T [Ju (e - u ()]
n=o n=o

N
+ flutey) = T ow (el < e, fir alle [t -t,] < 8()
n=o
und fiir alle u € F(B).

Die Vollstetigkeit von F, das die Kugel B in sich abbildet, impliziert nach
Schauder die Existenz eines Fixpunktes u in B, der natiirlich die behauptete

Losung der Integralgleichung in [0,T] ist.
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(1.12) R:E +» E 1ist stark folgenstetig.
Satz 1.6 R geniige (1.12) und es sei o < g < 1.

Dann besitzt die Integralgleichung

At e-A(t—s)

u+an

u(t) = e o / R{u(s))ds, u, € E

eine stetige L3sung in einem Intervall [O,T].

Beweis: Ist [[R(W)|| <R, fur lvl| < d, dann definiert man fiir

d> vy lull

1
(1-0) (v, Ju {1\ T
2 Rq

Die Abbildung F in X = C([0,T],E), definiert durch

-At -A(t-s)

t
Fw)(e) =e " u + A% e R(v(s))ds,
o

bildet dann die Kugel B um O mit Radius d (in X) stetig in sich ab. Die
Kompaktheit von F folgt aus Lemma 1.4. Der Schaudersche Fixpunktsatz liefert

dann die Existenz einer L8sung der Integralgleichung in [O,T:I .

Der folgende Satz sagt etwas iiber die Fortsetzbarkeit der lokalen L8sungen

aus:
Satz 1.7 Es sei 0 < a <1 und die Integralgleichungen
-At t oo -A(t-s)
(1.13) u(t) = e u, * 5 e R(u(s), u(s))ds bazw.
o
-At t o -A(t-s)
(1.14) u(t) = e u, * fA e R{u(s))ds

o
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besitzen lokal - d.h. in einem Intervall BLT] - eine stetige Ldsung.
Dann besitzen sie eine stetige LSsung in einem maximalen Existenzintervall

[p’Tmax)’ wobeil gilt:

lim  |ju(t)]l= = , falls Ty < = ist.
max
Beweis: Ist eine L8sung u lokal, d.h. in einem Intervall Bhlj, bestimmt,

setzt man sie stetig fort, indem man lokal die Integralgleichung

t
TACTD) yery + A% e TACETS) Re¥(s), U(s))ds

T

3(t) = e
fiir t € [T,Tl], T <T,, l¥st. ¥ ist die Fortsetzung von u auf [p;Tl].

Die Behauptung des Satzes sieht man nun folgendermafen ein:

< » , kénnte man u im Punkte t = Tmax stetig

Wire lim lu®)|| < = fiir T
4T, max

max

als Losung ergidnzen und nach oben beschriebener Methode weiter fortsetzen.
Das widerspridche aber der Maximalitidt von Tmax'
Aufgrund dieses Satzes garantieren a-priori-Schranken die globale Existenz
einer Ldsung der Integralgleichung.

Ein Beispiel fiir einen Operator, der (1.9) erfiillt, ist ein Operator, der
von einer Multilinearform erzeugt wird: R(v,u) = R(v,...,v,u). Dabei ist
R(v],...,vm,u) in den ersten m Variablen (separat) #ompakt und in der letzten
Variablen beschrinkt. Insbesondere ist dann u — R(u,u) als Abbildung in E
nicht notwendigerweise stark folgenstetig, wie folgendes Beispiel fiir m = 1

zeigt:
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E sei ein separabler Hilbertraum und eine Banachalgebra mit Einheit e.

K sei linear und kompakt in E. R(v,u) = (K v)u geniigt dann der Voraussetzung
(1.9), ist aber als Operator in E nicht stark folgenstetig. Dernn sei

{ek}de eine orthonormale Basis in E und u e E derart, daR K u, =e ist.

Dann konvergiert die Folge {un} = {e_ + uo} schwach gegen U, in E, (K un)un =

n
= (Ke)(e +u) +e_ + u_ konvergiert aber nicht stark in E.
n’ “Tn o n o

Das bedeutet: (1.9) impliziert nicht (1.12).

Im folgenden werden vermSge R(u,u) = R(u) die beiden Typen (1.13) und (1.14)

zu der einen Integralgleichung

Al - -
t o A(t-s)

t
(1.15) u(t) = e u + [ A R(u(s))ds
[e]

zusammengefaft.

§ 3 Lokale Existenzsitze; Evolutionsgleichungen im Hilbertraum

Die in dieser Arbeit untersuchten Evolutionsgleichungen — oder Differential-

gleichungen - im Hilbertraum sind von der Form

(116)" $2v(0) = A w(o) + F(®) ,  v(o) = v,

mit dem in § 1 eingefiihrten linearen Operator A und einem nichtlinearen
Operator F. Dabei soll im folgenden %E-stets fiir die starke Differentation

in E stehen.
Setzt man nun R = A “leoF OA_az, v(t) = ATO2 u(t) und o = a + a, kann
diese Differentialgleichung in der Form

d

(1.16) 5= a™%(o) = -a"7%() + R@t)) ,  ulo) = u,
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geschrieben werden. Und hier wird jetzt der Zusammenhang zur Integral-
gleichung (1.15) deutlich. Denn ausgehend von (1.15) erhilt man nach An-
wendung von A ® und "formaler Differentation" (1.16).

Zum Zusammenhang zwischen (1.16)' und (1.16) sei noch folgendes bemerkt:
Eine L&sung v von (1.16)' liefert auch mittels der oben beschriebenen
Substitutionen eine L8sung u von (1.16) (was man auch unter einer Lisung
verstehen mag).

(1.16) hingegen hat beteits einen Sinn, falls u(t) € D(Al_a) oder

v(t) € D(Al_ul) ist. Verlangt man von einer LSsung von (1.16)', daB sie
in D(A) liegF, so genligt es also nicht, (1.16) zu l&sen. Gelingt es aber
zu zeigen, daB 4 A%y = a7 D,v fiir eine "schwichere" Differentiation D,

dt

gilt, ist v € D(A) und L8sung von

D v(t) = -A v(t) + F(v(v)), v() =v_ .

Doch mehr dazu in § 5. Ist allerdings a, = o, so sind (1.16)"' und (1.16)

1

dquivalent.

Zunichst soll in diesem Paragraphen gezeigt werden, daB unter gewissen
zusdtzlichen Voraussetzungen an R eine stetige Ldsung von (1.15) auch
Lésung von (1.16) in adidquatem Sinne ist, d.h. die "formale Differentation"

gerechtfertigt ist.

Definition 1.8: Eine Abbildung u: [b,T) + E heiBt strikte L&sung von (1.16)
im Intervall (0,T), falls gilt:

a) u e c([0,T),E)

b)  u(t) e DA™ fir t e (0,T)

¢) A% e € ((0,1),E)
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O Al u ec(o,m,E)

e) u erfiillt (1.16) in (0,T) und u(o) = u -

Die Abbildung heiBt strikte L&sung von (1.16) im Intervall [O,T), falls
b) - e) im Intervall [0,T) gilt. (Dabei gilt fiir t = o die rechtseitige

d+
Ableitung ac )

Lemma 1.9 (Phillips, [ 42],[25 ] p.486) Sei ue Eund o s r < t.

Dann ist

t
f e_A(t_s)u ds < D(A) und
r
t

-A f e_A(t_s)u ds = (
r

Lemma 1.10 (s. [21 ]) Jede stetige L8sung der Integralgleichung (1.15) ist
in jedem abgeschlossenen Intervall [S,T]] s 8 > o, ihres Existenzintervalls
hélderstetig mit einem Exponenten y < l-a.

Ist u, € D(AY), dann gilt die Aussage fiir jedes abgeschlossene Intervall [O,Tl:l

des Existenzintervalls.

Beweis: Sei h > o.

p— p— - t - —
u(erh) - u(e) = @0 - De A+ (@ - 1) f A% AT Reugs)das
o]
t+h
+ [ A% AR b i(e))ds

t

Wegen der Stetigkeit von u auf ]:O,T]] folgt Hu(t)” < C(Tl) und wegen der
Stetigkeit von R(u) HR(u(s))” < RC(T ) fiir alle s e [O,Tl]. Weiterhin gilt:
1

H(E_Ah - DA Y]] < Yo % B’ Jull ftr alle u e E, was mittels Lemma 1.8 und
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(1.4) folgt.

Damit erhdlt man:

Ah

HuCesn) = w@®)]| < [P - DA™Y @Y ¢

A

u))

t
v @8 oy ATY A% TAETS) gy as]
(o]

t+h
+ A% AT Reue)) | s
t
£ g R, oot 7@) R plme
2 2 °c(D) Y c(T)
<y —hY + Y, —4—————h' + vy ——t————
-2 2 y(1-(a+y)) 271 -a

(1Y

Y e -
clh fiir t € [6,’1'1] N ey = c](e).
Die letzte Behauptung wird klar aus diesen Abschidtzungen.

R:E » E ist stetig
B

(1.17) IR - RW|| < 73(C) Ju=vl|®, o0 <B =1,

fiir alle u,v € E mit |jul],|lvl] < c.
Satz 1.11 Fiir R gelte (1.17). Dann ist jede im Intervall [O,T) stetige
L5sung der Integralgleichung (1.15) eine strikte LSsung der Differential-
gleichung (1.16) im Intervall (0,T).
Ist dariiber hinaus u € D(A]-u), dann ist u eine strikte L8sung von (1.16)

im Intervall [O,T) .

Beweis: Zundchst kann die Ldsung u von (1.15) folgendermaBen zerlegt
werden:

t
a(e) = e 20 0y 4 1A% AT Rey(s)yas L 8 >0, t >0,
e .

= Sl(t) + Sz(t)
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$,(t) €D(A) und g?’ A% s () = -A STAETR gy - —A"“sl(c)

fiir t € (e,Tll woraus b) — d) aus Definition 1.8 fiir S1 folgt.

“ACTS) piu(e))ds

t
5,(0) = = £ 4% A R - Reuts))as + [ 4% e
9

6

IHOCEY ARG

Nach dem Lemma 1.9 ist X‘z(t) e D(Al—a) und fiir Kl folgt aus der Abschitzung

(s. Lemma 1.10 und (1.17))

t -A(t-s) t =1, __+BY
(1.18) f]a e (R(u(£))-R(u(s)N[ds = Y9Y3(C(T e J(t=s) "(t-s)"'ds < =,
[} 6

und der Abgeschlossenheit von Al_a , dag 3‘1“) [ D(AI_Q) fiir t € (S,Tl] N

T1 < T, 1ist.

Die Stetigkeit von al™eg in (9,1‘]] folgt aus der Stetigkeit von A]_aJ'Z

2
(s. Lemma 1.9 und beachte, daB R(u(t)) stetig ist) und der Stetigkeit von

t
Al Fie) = Sa ™7 (R(u(t)) - R(u(s)))ds, welche aus der Abschitzung
8

(1.18) und mittels der gleichen Technik wie beim Beweis des Lemmas 1.3 folgt.

Damit ist fiir u bereits b) und d) aus Definition 1.8 bewiesen.

Fiir h > o folgt weiter:

F @O, (h) - A5, () =4 @ AP - D ée"A‘t'S) R(u(s))ds
t+h
+% f e_A(t+h-s) R({u(s))ds
t
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- t+h -
g™ oD A s, L TAE piyqeyyas
t

h

t+h _ -
;e AT Reu(e)) - R@u(s))ds .
t

1
h

Unter Anwendung von Lemma 1.9 gilt:

R s (t+h-s) -an -
limy [ e %7 R(u(t))ds = - lim (e 7 - I)A
hio t héo

U RGu(e)) = R@u(t))

Wegen der Abschitzung

t+h 8Y
1 -A(t+h- h
”F ;:f e (t+ S)(R(u(t))— R(u(s)))ds” < Y|¥q € BYTI

und der Tatsache, dag A * Sz(t) € D(A) ist, folgt schlieRlich:

"
é_.A a

A0 5,0 = AT 5,00 + RGE), te (6,T).

Da diese rechtseitige Ableitung nach dem zuvor gezeigten stetig ist, folgt

-
d —o d -
FTATs,m = o 5, (t) (s. [25]p. 492),

womit der erste Teil des Satzes 1.11 bewiesen ist.

Sei nun u, € D(Al—a). Es ist

-A(h-s)

~Ah e R(u(s))ds,

O~

-a -a _1 _ -a 1
(A7 uth) - A uo) =% (e I)A u, ty

1
h
so daB unter Beriicksichtigung des Zusatzes von Lemma 1.10 genau wie oben

folgt:

-

8_ A7 uo) = -al™% u(o) + R(u(o)).
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Wiederum wegen des Zusatzes zu Lemma 1.10 gilt:

“Al—(x alt) - Al-a u°|| oi _A(t_S)R(u(t))dS‘{i

A

_ t
He™® - nal™ w j| + Jafe
[+

t
w115 a e2E D Ry - Reuls)))as)]
[

A

™ - D™ |+ ™ - DRuE)||

+

7273(C(Tl)cl Y < e fire < §(e)-

(Beachte, daB {R(u(t)) | t ¢ [O,T]]} ein Kompaktum in E ist, so daB zur
Abschidtzung des zweiten Terms Korollar 1.2 herangezogen werden kann.)
Das bedeutet aber die Stetigkeit von Al—au und g_t A % in [O,T), womit

Satz 1.11 vollstidndig bewiesen ist.

Die Voraussetzung (1.17) ("Stetigkeitseigemschaft”) kann durch eine

"Regularitidtseigenschaft" von R ersetzt werden:

R:E > E ist stetig,
(1.19) R(u) ¢ D(A®) fiir alle u € B, ¢ > o (fest),

Ao R:E » E ist stetig.

Satz 1.12  TFiir R gelte (1.19). Dann ist jede im Intervall [0,'1') stetige
Lisung u der Integralgleichung (1.15) eine strikte Ldsung der Differential-
gleichung (1.16) im Intervall (0,T).

Ist dariiber hinaus u e D(Al_u), dann ist u eine strikte Ldsung von (1.16)

im Intervall [0,T).
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Beweis: Wegen der Stetigkeit von u auf [O’Tl] s Tl < T, folgt wegen (1.19):

[|A®R(u(s)) || < EC(T]) fir alle s ¢ [0,1/].

Wegen der Abschitzung

t - - o t -

Jae Ale-s) R(u(s) [l ds < v, Reep y L (€79) Hegs ¢ w, t € fo.,1,]1,

[ ) )
T aa ACEs) -

ist J A% e 8 R{u(s))ds & D(A u) und
o
I-a & o -A(t-s) b -A(t-s)

A J A e R(u(s))ds = [ A e R(u(s))ds ist stetig in

o o

[b,Tl]. (s. Technik beim Beweis von Lemma !.3.)

Sei nun h > o; dann folgt wie beim Beweis des Satzes 1.11 fir t ¢ (O,Tl):

t
g— A% u(e) = lim & (e PP - 1At ATy 4 s e 2T Reu(s))ds)
t h ()
hto [}
t+h
e lim L & TAERNTS) pii(e))as
héo t
t+h
= =" u() + R(®) - limy J & AEFITS) g ()R (uls)))ds .
hio t
Wegen der Stetigkeit von R(u(t)) gilt:
t+h _ _ t+h :
e s e ) Reued)-RaueMds || < v, £ S IRG@®) - k) i ds
t t

< e , sofern nur h < §(e).

Also erhdlt man:

+
d -a N
E A u(t) = -A

% u(e) + R(u(t)) , t € (0,T)).
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Gleicher SchluB wie beim Beweis des Satzes 1.1! liefert schlieBlich die

erste Behauptung.
Fiir u, & D(Al_a) gelten alle Aussagen auch fiir t = o, da dann AT uy in
D(A) gelegen ist.

Damit ist Satz 1.12 bewiesen.

Nimmt man die S#tze 1.11 oder 1.12 mit den Sdtzen 1.5 oder 1.6 zusammen,

so erhdlt man lokale Existenzsitze fiir strikte Ldsungen u der Evolutions-—

gleichung (1.16). Insbesondere kann dann in den Sitzen 1.11 und 1.12
T=T im Sinne von Satz 1.7 gesetzt werden.

max
1-a

Der Vollstidndigkeit halber sei noch die Holderstetigkeit von A u erwihnt:

u sei stetige L&sung von (1.15) auf [O,T) mit beliebigem u, < E.

I-a

1) Fiir R gelte (1.17). Dann ist A u hdlderstetig auf [e,'r]], 8 > o,

T1 < T, mit einem Exponenten i < By, Y < l-a. Weiter ist [[Ad_a u” = O(ta_d)

fiir tdo mit o < &6 < 1.

1-a

2) Fiir R gelte (1.19). Dann ist A h¥lderstetig auf [G,T]] mit einem

Exponenten p < e. Weiter ist HAG—G u]] = O(taud) fiir t+o mit o < 6 < 1.

Ist u_ & D(Al_a+u), gilt die HSlderstetigkeit in beiden Féllen im Inter-—
vall [0,T,].

Zum Beweis von 1) wird auf [21] p. 280 £f. verwiesen. Fiir 2) beachte man

- —_ - t o CA(t-
die Darstellung A1 ¢ u(t) = A1 % e At u, + J A1 €e A(t-s) A®R(u(s))ds
o
und verfahre fiir v = A]_a u wie beim Beweis des Lemmas 1.10.
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§ 4 Eindeutigkeit der Ldsung

Satz 1.13 R geniige (1.17) mit 8 = 1, d.h. R sei lokal lipschitzstetig.
Dann ist die stetige LYsung der Integralgleichung (1.15) auf [O,T) ein-

deutig bestimmt.

Beweis: Klar

Um einen Eindeutigkeitssatz auch fiir die Evolutionsgleichung (1.16) zu
bekommen, geniligt es zu zeigen, daB - innerhalb einer gewissen Funktionen—

klasse — jede L8sung von (1.16) auch Ldsung der Integralgleichung ist.

Satz 1.14 (s. [25], p. 486) R:E > E sei stetig und u sei strikte Lésung
von (1.16) im Intervall (0,T). Dann ist u stetige L&sung der Integral-

gleichung (1.15).

Beweis: Ausgehend von %E A%y = —A]_u u + R(u), ufo) = u, erhdlt

man fiir o < s st < T (s. [25], p. 481):

& TS 470 () = AT L1 ey AT 41 ()

= A9 Riugs))

Das zeigt zunidchst die Stetigkeit von %g—e_A(t_s) A% u(s) im Intervall
[O,T) und Integration iiber [b,t] und Anwendung von A% ergibt dann die

Behauptung.
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§ 5 Verallgemeinerung des Lisungsbegriffes

Der Begriff der "strikten" L8sung ist zu stark, um im allgemeinen den
Ubergang von (1.16) zu (1.16)' zu erzielen. Es liegt daher nahe, die
Existenz und Stetigkeit der Ableitung nach t in einer schwicheren Topologie
zu fordern.

In der Literatur finden sich derartige Abschwichungen des Ldsungsbegriffes:
in [6] wird bereits die Lisung der Integralgleichung als "milde" L3sung
der Differentialgleichung bezeichnet. Eine Funktion u ¢ C([O,T],E) wird

"schwache" Ldsung von (1.16) in (0,T) bezeichnet, falls

T _ T _
-1 @ ue), eenar = (7% u8()) - S (AT u(), A%(e))ar
o [o]
T
.

I (RQu(t)), ¢(t))dt
o

fir alle ¢ e C,([0,T],E) mit ¢(T) = o, ¢(t) e D(a®),gilt. (s.[9 ] ,[28])

Es ist klar, daB eine strikte Ldsung sowohl "milde" als auch "schwache"
Ldsung ist.

Dieser Weg soll aber nicht weiter verfolgt werden; vielmehr soll die zuerst
angedeutete Miglichkeit niher beleuchtet werden.

Fiir das folgende wird A_l als kompakt vorausgesetzt.

(1.20) F:D(AB) — E sei schwach folgenstetig, o < B < I, d.h. VoV in
D(AB) impliziert F(vn) — F(v) in E. (Dabei ist D(AB) Banachraum mit der

|

Norm “AB-
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Satz 1.15 F geniige (1.20) und es sei u, € D(AB). Dann gibt es ein

u ¢ C([b,T),D(AB)), das strikte Ldsung von

(1.21) %—t— A% u(e) = -a"7€ w(e) + ATS Fu(e)), ulo) = u

o]
fiir jedes ¢ € (o,1-8) in (0,T) ist.
Beweis: R=AS%Fea P jsr wegen der Kompaktheit von ATE (s.[IA ] , p. 170)

stark folgenstetig in E und geniigt (1.19). Deshalb besitzt die Integral-

gleichung
- t - - -
v(t) = e At AB u + f AB e A(t=s) F(A Bv(s))ds
o
-At 8 t og+e -A(t-s)
=e A u, + [ A e R(v(s))ds
o

eine stetige L8sung, die strikte L3sung von

4478 a7 ey = -al7E AR w(e) + R(v(E)), vio) = A% u

dt ©

ist (Sdtze 1.6 und 1.12). u = A_B v ist dann die .behauptete Ldsung von
(1.21).

Es ist das Ziel, eine L3sung von (1.21) mit ¢ = o nachzuweisen. Fiir solch
allgemeine Abbildung F (1.20) ist mir dies nicht gelungen; im Hinblick auf
das Gegenbeispiel in [42] p. 220 scheint mir das allgemein, nur mittels
der Halbgruppentheorie, auch fast aussichtslos.

Unter einer Zusatzvoraussetzung fiir F ist das (unter Abschwichung des

Ldsungsbegriffes wie eingangs angedeutet) mdglich:

(F(u) € D(AG) fiir alle u ¢ D(A), &6 > o (fest),
(1.22) s s
A% F:p(af) 5 E ist sterig mit DA% F) = D(A).
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Satz 1.16 F geniige (1.20) und (1.22) und es sei u, € D(AS).

2
Dann gibt es eine Funktion u & C([0,T), D(4%)), die Lésung von
(1.23) D u(t) = -A u(t) + F(u(tr)), u(o) = ug

im folgenden Sinne ist:

a) u(t) € DQA) , t e (0,T)

b) Die Ableitung Dtu in der schwachen Topologie von E existiert in (0,T)
und ist schwach stetig.

c) (1.23) ist erfiillt in (0,T)

& lim AP w@) || = =, falls T <  ist.
t-»>T

Ist F:D(AB) > E stetig, dann ist u strikte L&sung in (0,T) von

4

I u(t) = -A u(t) + Flult), u(o) = u .

Bewels: Es wird zuerst gezeigt, daB eine Lsung von (1.21) derart existiert,

daB u(t) € D(A) und A u auf (0,T) stetig istﬁ Wegen Lemma 1.4 ist jede Ab-

bildung der Schar {G_}

e ¢ o,1-8) I® X = C([b,TOJ,E), definiert durch:

At

)

t - - - -
AB u, * ! AS e A(t-s) A SF(a 8 v(s))ds
o

Ge(v)(t) = e
vollstetig in X und bildet fiir geeignetes T° die Kugel B um O mit Radius d
in sich ab (s. Beweis zu Lemma 1.6).

Die Abbildung G in X wird definmiert durch:

t A(emsy - -
TAERE s AP AT 4T B 07F v(s)yas .

o

G(v)(t) = e

G ist unabhdngig von ¢ und ebenfalls vollstetig in X.

*) Das ist die entscheidende Aussage, aus der der Rest der Behauptung dieses
Satzes folgt. Gelingt es im konkreten Fall, etwa aufgrund von Regularitits-—
sdtzen, nachzuweisen, daB die Ldsung von (1.21) in D(A) liegt, so ist die
Voraussetzung (1.22) entbehrlich.
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Nun ist fiir v € B:

t - -
e, ) - 6@ s v, [ =) P A -1 [Fa™® vis)) | as
o

1-8
1, P 51l < s

tA

mit lim §(¢) = o, da Fo A_B beschrinkt ist und A © + I in der gleichmiBigen
€40
Operatornorm gilt.

Das bedeutet weiter, daR ”GE(V) - G(v)”X < §(g) fir alle v ¢ B ist. Wegen
der Vollstetigkeit von Ge fiir jedes & > o existiert ein Fixpunkt v, fiir

jedes € > o: GE(VE) = v sei eine Nullfolge. Dann existiert wegen

fegheem

der Vollstetigkeit von G eine Teilfolge {en) , so daB G(vE ) > v in X gilt.
n

Damit hat man:

lve = vl = llo, ) = 6 llg + e, ) = vy »o
und

fleCvy - VHX s et - G(ve )”X + ”G(Ve ) - Gen(ve )”X + ”ve - V"X >0

n k21 n n

Das heiBt: 6(v) = v oder u = A-B v ist die L@sung von (1.21) (s. Beweis zu

Satz 1.15). Wegen Satz 1.12 ist Ve (t) e D(A]_B) fiir jedes €, und jedes
n
t e (O,To]. Damit ist A ® v, (t) € D(A) und A B v, (t) konvergiert gegen
n n
u(t) fiir jedes t ¢ (O,To].

Weiter ist:

1-g -8
A v, (t) - A v (t)
n m

t — - e — _ —_ -
= f @lTEnm8 L plTen™Sy TA(ETS) 48 g8 v_ (s))ds
o n

t
+f Al S CA(ETS) ()6 £\ B v_ () - A ra® v, (s))Ms
o n m
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woraus aufgrund der Voraussetzungen iUber F und der Tatsache, daB {ve i eine
n

Cauchy-Folge in X ist, folgt:

1 i-8

18P v (0 - a

v, (t)|] < ¢ fir alle n,m > n,(e)
n m

Damit ist wegen der Abgeschlossenheit von A u(t) e D(A), t & (O,To], nach-

gewiesen. Wegen

-A(t-s)

t :
At . S al™e e S F(u(s))ds

Au(t) =Ae o
o

ist A u stetig auf (O,TO]. (Beachte: u e C([O,To], D(AB))) :
Da u(t) € D(A) gilt, ist der Differenzenquotient mit h > o:

_ t+h _ _
(1.24) %(u(t+h)-u(t)) = %(e Ab _ Tyu(t) + % [ e A{tsh-s) F(u(s))ds
. t

fir h+o beschridnkt in E.

Da %E A€ u(t), te (O,Tol, existiert, erhilt man fir jedes ¢ ¢ E:

lin (A% (o) - w@)), 0 = G 475w, »

hvo

= Lim G o) - ule), WOR) = 0 u(®), W)
Yo

- _+
= (4 ° D, u(t), @),
da D((As)')dicht in E und der Differenzenquotient beschrinkt ist, was

37: A u(r) =4a"F D: u(t) impliziert und wegen (1.21)
_ _,l-e -€
u(t) = -A u(t) + A © F(u(t) oder

u(t) = -A u(t) + Flu(t)).
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Wegen der schwachen Stetigkeit der rechten Seite in (O,To} ist:
D} u(e) = D, u(e) (s. [25 ] p. 492, 138)

Diese lokale L8sung 1dRt sich mittels der gleichen Methode auf [O,T)

fortsetzen, so daf d) gilt.

+
Ist F:D(AB)ﬁE stetig, folgt aus (1.24), daB D: = g_t gilt, und wegen

4
dt °

der Stetigkeit von A u und F(u) ist schlieBlich i—t

§ 6 Erginzungen und Kommentare

In § 3 wurde ersichtlich, daB eine "Regularisierung" der Anfangsbedingung:..
L nimlich u, € D(Al—a), eine strikte L&sung im halb abgeschlossenen Inter-
vall [:O,T) impliziert (s. Sdtze 1.11 und 1.12). Eine weitergehende Ein-
schrinkung von u, bringt (lokal) eine weitere Regularisierung der Ldsung u,
was die Abhingigkeit von t betrifft, mit sich. Dazu muR fiir die Nichtlineari-

tit R folgendes vorausgesetzt werden:

R:E x E - E geniigt (1.9)
R(v+h, u) = R(v,u) + R'(v,h,u) + w(v,h,u)

fir alle v,u € E mit 1im 2(0h28)
hio lInll

R'(v,-,+) ist fir jedes v € E bilinear und beschrénkt

= 0o

(1.25) R'(-,+,u) ist fiir jedes u ¢ E als Abbildung von E x E in E stark
\ folgenstetig (d.h. v, —V, hné h impliziert
R' (vn,hn,u) > R'(v,h,u) fiir jedes u ¢E.)

Die Abbildung v~ R'(v,-,*) ist als Abbildung von E in

\ B (E x E,E) stetig
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Ein Beispiel fiir einen Operator R, der (1.25) erfiillt, ist der bereits
auf Seite 16 erwihnte multilineare Operator R(v,u) = R(v,...,v,u), der in

den ersten Variablen kompakt und in der letzten beschrinkt ist.

Dann gilt:

Satz 1.17 R erfiille (1.25). Weiter sei u, € D(A) und R(uo) e DAY mit
o < a < 1. (Dabei ist R(u,u) = R(u) vereinbart.) Dann besitzt die Evolu-

tionsgleichung (1.16)

L4 u) = -4 u@® ¢ R, ule) = u

eine strikte Ldsung in einem Intervall [p,T) und es gilt zusitzlich:

u ec ([0,1),E).

Da (1.25) die Voraussetzung (1.17) mit 8 = | impliziert, kann man folgern:

Diese lokale Losung von (i.16) 138t sich als L¥sung der Integralgleichung
(1.15) gem#B Satz 1.7 zu einer L¥sung u in [b’Tmax) fortsetzen., Satz 1.11
sagt aus, daB diese LOsung u in [b’Tmax) eine strikte L¥sung von (1.16) in
ED’Tmax) ist. Zusammen mit den Eindeutigkeitssitzen 1.13 und 1.14 bedeutet
obiger Satz tatsichlich eine "lokale Regularisierung" in Abhingigkeit von der
Anfangsbedingung u, der (eindeutigen) strikten L&sung von (1.16) in [b’Tmax)'
Der Beweis von Satz 1.17 soll nur skizziert werden:

Es werden die gleichen Bezeichnungen wie beim Beweis von Satz 1.5 gewihlt.
Fiir festes v & C]( [b,T],E) , v(o) = u, gehdren die Iterierten u zu

C]( [O,T],E). Fiir u, ist das wegen u € D(A) klar und fiir n > 1 folgt das

induktiv aufgrund der Darstellung (s. [42 J p. 215 f.)
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e—A(t-s) d -At

t
‘;—t w () = i’Au LR, (), u_ (s))ds + 6, e A% R(u),

wobei fiir n 1 R(uo) 3 D(Aa) benutzt wird.

AuBerdem gilt: un(t) € D(Al_a) fiir t & [O,T] und

S A% e = 4" ©) RO, u_ ©), nzo,u =0, te [0,1]
Weiter ist u= I u_ e cl([o,ﬂ,E) und 18st

n=o .
(1.26) j—t A% u(e) = =" u(e) + RO, u(e)),  ulo) = u -

Die Abbildung FI:CI([O,T] ,E) - CI([:O,T],E), die jedem v die oben konstruierte
Lésung von (1.24) zuordmet, bildet die abgeschlossene, beschrinkte und

konvexe Menge

B = (v | vec ([0,1],B), v(o) = u, vy < d [Svllg < an

mit geeigneten positiven Zahlen d, d' in sich ab.

Die Vollstetigkeit von F, als Abbildung in Cl([O,T],E) zeigt man wie beim

1
Beweis des Satzes 1.5, wobei man die Vollstetigkeit von FI in C([O,T],E),

die Darstellung

S RO, ul®) = R' (), S v(t), u(®) + RE(®), $- ue)

und die Voraussetzungen i{iber R benutzt.

Der Fixpunkt von F, ist dann die behauptete LSsung von (1.16) in

1
¢, ( [o,T],E).
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In der Monographie von Friedman [14] findet man eine L¥sungsmethode nicht-—
linearer Evolutionsgleichungen, die der hier dargestellten am nichsten kommt;
allerdings wird dort auf die lokale HSlderstetigkeit der Nichtlinearitit

nicht verzichtet (s. (1.17)).

Eine gute Ubersicht iiber Methoden, abstrakte Evolutionsgleichungen in Banach-
ridumen zu l¥sen, und eine umfangreiche Bibliographie bietet das Buch von
Carroll [9]. Im nichtlinearen Fall iiberwiegen die Monotonie- und Kompakt-
heitsargumente, wie auch in den beiden Arbeiten von Browder ([6], [7]).

Diese Bedingungen werden abgeschwicht in den Arbeiten von Bardos, Brézis

und Ton (s. [4], [47], [48]), die stellvertretend fiir viele Arbeiten in
dieser Richtung zitiert werden: Ausgehend von einer "Komstellation"

V <«H < V' wirkt der Operator A von V in V' und ist beschridnkt, koerziv

und hemistetig. Diese Methoden findet man auch in dem Buch von Lions [30]

wieder.

Die Theorie nichtlinearer Halbgruppen mit maximal-monotonen Erzeugern ist
in dem Artikel von Pazy [}0] dargestellt. Diese Methode leidet aber am
Mangel konkreter Anwendungen. Eine Abschwichung der Monotonie durch die
Existenz einer "einseitigen Ableitung der Norm" eines Operators findet man
in den Arbeiten von Martin ([hA].[éS]); ein Anwendungsbeispiel wird aller-

dings nicht gegeben.

Lineare Evolutionsgleichungen werden beispielsweise von Lagnese [29] be-
handelt; ist der lineare Operator ein ''gestdrter Erzeuger eimner stark
stetigen Halbgruppe'", so stammen die ersten Ergebnisse bereits von
Phillips @2]. Ist der Stéroperator nicht linear, so haben Kato und Fujita
seine Iterationsmethode in ihren Arbeiten [21], {26] wieder aufgegriffen.

Und hier schlieBt sich auch die vorliegende Arbeit an.
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Kapitel 2

Stabilitditssitze fiir fastlineare Evolutionsgleichungen im Hilbertraum

und globale Existenz.

§ 1: Hilfssitze iiber gestSrte selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum

Wie in Kapitel 1 ist E wieder ein reeller Hilbertraum. Der Operator A ist
in diesem Kapitel ein positiv definikdter selbstadjungierter Operator in E
und Al ist kompakt. Es sei hier bemerkt, daB das ein Spezialfall unter den
im Kapitel l‘zugelassenen Operatoren ist und damit alle Sitze aus Kapitel 1

auch fiir positiv definite selbstadjungierte Operatoren A gelten.
Weiter sei M ein linearer Operator in E mit folgenden Eigenschaften:

1
Den > pa%) | |

(2.1) 7 3
M uf] < Y, ||a% ul] fir alle u € DY)
Dieses Kapitel stellt eine Verallgemeinerung der Stabilitdtssdtze in [27 ]
dar, wo die hier bewiesenen SHtze speziell fiir die Navier-Stokeschen

Gleichungen hergeleitet wurden.

n
Im ersten Paragraphen soll der gest®rte Operator A = A + M untersucht
werden; insbesondere sein Spektrum. Das erste diesbeziigliche Lemma stammt

von Prodi (s. [43]).

4y N
Lemma 2.1 a) A=A+ Mmit D(A) = D(A) ist ein abgeschlossener Operator

in E.
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- 1 . 2 2 .
b) Fiir p € € mit -re p+ —& (m W) - Y, > © gilt:
4‘14

!

v v -1
pe P@A und [JA-uD) [l < ]
1. 2 =
Y4kw11+ﬂz(mLﬂ -sz

Y N
(P(A) = Resolventenmenge von A)
" : 1 2 2 N
c) Fiir y ¢ € mit -re u + 7 (ys - YA) > o gilt:

A~ "N -1 1
p € P(A) und (A - uD7| < z

- 12
re u + 5(vg =~ v,)

Dabei ist g bestimmt durch die Abschitzung

1
2
vs llull < {[a% o]

Beweis: Man geht aus von der Gleichung
Au+Mu-yu=g , u € D(A)

und erhdlt nach skalarer Multiplikation mit u:

1 1
7 2 7
[1a% uf] = = v, 1A% u]] Jlu]] - re wlall 2 < gl [ul
1
1,2 2 1 2
2.2) G = vy = re wllul® < 3 1% di® - Grd ¢ re w [ull® < llell ]

was Behauptung c) beweist.

Andererseits hat man:
1

limul full < el +v, f1aZ o]

: 2 2 2 z
G lell” lells L2 2

4y, 21



- 38 -

und aus (2.2) folgt:
1 2
1 2 2 2 2 2
3 1a% ul] - re wllell © s v flull © + &5
Y
4

Addition der letzten beiden Ungleichungen ergibt:

1. 2 2 2 _1 2
Cre u + — (im W’ - vy |lull © < 5 el

g Yy
was b) impliziert.

Um a) zu bewgisen gehe man aus von einer Folge {un} C D(A) dergestalt,

N
das u +uund A u, +v in E gile.
1

(2.2) mit u = o beweist, daf A2 u und somit auch M u s in E konvergiert:
N
M u W, Damit konvergiert A u, gegen vV - w, woraus u ¢ D(A) und Au=v

folgt.

"
Aussage b) von Lemma 2.1 besagt, daB das Spektrum von A innerhalb der

Parabel re p= —lf (im u)2 - yz liegt.
474

"
Korollar 2.2 Das Spektrum von A besteht nur aus Eigenwerten endlicher

Vielfachheit mit « als einzig mSglichem Hiufungspunkt.

Beweis: Wegen (2.2) b%ldet die Resolvente beschrinkte Mengen in E in be-

Nb—

schrinkte Mengen in D(Az) ab, die wegen der Kompaktheit von A = relativ
kompakt in E sind. Nach dem Satz von der kompakten Resolventen (s. [25 ] p.187)

folgt dann die Behauptung.
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v (4% A
Lemma 2.3 Es gelte re u 2 a > o fiir alle yu € g(A) (0(A) = Spektrum von A).

e
Dann erzeugt -2 eine holomorphe Halbgruppe e_At in E mit folgenden Abschitzun-—

gen:

Y
a el <y, et Il L, S50 b0

b) I

Beweis: Nach [14 1, p. 105, geniigt es die Abschitzung

v -1 c n 3
2.3 lj@&a-uD |!§'77;rf;r » FUEc<argu<m +e
fiir positive Konstanten ¢ und ¢ zu beweisen.

1) Fiir die Menge |u| 2 Ci» re u s o, lim u] 2 2y, Ire uf
mit C, = 201 + v2 (1 + 4yD)7 gile:

2
—re p + —lf (im u)z - Yi 2 (1+ %
4(1+4y,)

4Y4
woraus wegen b) von Lemma 2.1 folgt:
1
201447 0)° e

@8 J&-w s =
v, 1+ ub) Jul+1

1

2) Fiir die Menge |u| 2 C re p < o0, |im pf s Zyklre ul

20

- 2 2,2 -
mit C2 =1+ Yy 1+ Ay4) gilt:

Y4 l+1
Tre u - - 2 ,

201 + 472)2

woraus Wegen c¢) von Lemma 2.1 folgt:
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—

2.2
2(I+4Y4) - cy
[u] +1 Tul+1

& - wn™!)

A

3) Fiir die Menge |u| > Cé, re u 2 o, |im u| > 274 re |

mit C] = 18y2 + 3 gilts

2
-re p + _15 (im u)z - Yi N ililkl%_
by, 4(1+4Y4)

woraus (2.4) folgt.

4) C = max(Cl,C Nach Voraussetzung gehdrt die kompakte Menge

22030+
1 N
S = {n I wee, |u| < C, re u < 7 a}l zu P(A), so daB

3

v -
& - w7 s 3 fir u e S gilt.

ini i =2 r =
Definiert man € durch sin ¢ = ¢ © < g < 7 und ¢ max(c],cz,c3)

erhdlt man damit (2.3).

Unter der Voraussetzung von Lemma 2.3 kdnnen nun wie in Kapitel 1 ge-
N

brochene Potenzen von A definiert werden (s. (1.2), (1.3) und (1.4)).

Es sei hier noch die sogenannte Interpolationsungleichung erwdhnt

(s. [14], p. 159):
@5 18 ull sy lall "R u®, wedd®, osasi

~
Falls re o(A) 2 a > o gilt, erfiillt der gestdrte Operator A also alle

Voraussetzungen von Kapitel 1.
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hY RV
Lemma 2.4 Es gelte re p 2 a > o flir alle v ¢ o(A). Dann ist AB A% ein

beschrinkter linearer Operator in E flir o s B <a <1, a =8 = 1.

Beweis: 1) a=8-=1.

Z = (I + MA'])A. Wegen (2.1) ist MA_] ein kompakter Operator in E und da

- Y
MA 1u = o0 nach der Voraussetzung iiber das Spektrum von A nur die L&sung

u +
. . -1,-1 -1 . .
u = o besitzt, ist (I + MA °) = AA ein beschrinkter Operator in E.
2) o £ B <a <1
Wegen Lemma 2.3 b) gilt:
X v st ~1
llae™ ufl = AKX Ee™ ufl sc, & ¢ lull, €5 0.

Die Ungleichung HAS ull = <, Hu[Il_e jlA u[IB fiir u e D(A)

ergibt zusammen mit Lemma 2.3 a):

N
(2.6) HAB e—At u]| < ¢y e_dt t_B ”u[[, t > o.

Die Spektraldarstellung von Af sieht wegen der kompakten Resolventen A_l

folgendermaBen aus:

B . > B - -
A" u = \;E] A\) (u’¢v)¢v A(b\) A\)¢v ] (¢v’¢u) 6\,‘_[
wit DA% = (w | T 228 (u,.)% < =
ot ¥ v
Damit 148t sich (2.6) schreiben als:
o w “
(2.7)]]AB o AL uf = % Ais (e_At u,¢v)2 < c§ o2t 28 ”u]]z, t > o.

v=1]

Weiter wird die folgende Abschitzung bendtigt:

© N
2.8) C0EE™ w4 71 an?
o]



- 42 -

2.8)< f A\z}g(e-Ac’%)z e2bt: t2(a—c) i f e—th t-2(1-c) dt
o [+

mit 0o < b < §, c =

1+(a-B)
2

Mit C = f & 2Pt ¢72017¢) ¢ 04 (2.7) und (2.8) folgt dann:
o
ZAiB(A “u,¢v)2= '2 TR @™ a0 07 an?
v=1 T(a) v=1 o
< [4 . T A\Z)B (e At u’%)z o2bt  2(a—c) at
r€a)” v=1 o
2
¢, C o _ _ N
< 3 5 [ e 2(s-b)t t(a BI-1 4 full 2
r@?® o
2 2
s ¢ o] © .

N -
Damit ist A ® u e D(AP) fur alle u ¢ E und ”AB X @ ul| < e, flul}

§ 2 Hinreichende Bedingung fiir die Stabilitit bei fastlinearen Evolutions-—

gleichungen im Hilbertraum.

In endlichdimensionalen Hilbertrdumen gilt folgender Satz von Lyapunov:

Die L8sung u = o von

e -Au + F(Q),

mit linearem A, stetigem F und ||[F(u)|| = o( {|ul|]) (fiir u > o) ist asymptotisch
stabil, falls A nur Eigenwerte mit positivem Realteil besitzt. Hat A umge-—
kehrt einen Eigenwert mit negativem Realteil, ist die stationmdre Ldsung

u = o nicht stabil.
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Dieser Satz soll in diesem und dem nichsten Paragraphen fiir unendlich-

dimensionale Hilbertriume verallgemeinert werden, und zwar fiir Gleichungen

vom Typ

o

d N
T u(t) = -A u(t) + Flu(t)) A=A+ M

oder

29 L AP um = -a'Pu@ - AT u@ f R@ED, o8 <

mit R = Fe A_B. Geniigt der lineare Operator M einer Abschitzung
B B B =
(2.10) M oulf < v, A7 o] ,ueD@) ,o0sB<1,

und gilt:

Mued®® firuen@®, F<g<i,

(2.11) c 8
A" o M:D(A”) » E ist stetig,

dann geniigt E =MA"+R, B<Bg< 1, allen Voraussetzungen (1.9), (1.12),
(1.17), (1.19) aus den §§ 2 und 3 von Kapitel 1, falls nur R diesen Voraus-
setzungen geniigt. Damit finden alle Existenzsitze aus diesen Paragraphen
Anwendung auf die Gleichung (2.9).

(Im ndchsten Kapitel qird gezeigt werden, daB die Bedingungen (2.10) und

(2.11) fiir eine groBe Klasse von Differentialoperatoren M und A erfiillt

werden.)

Im folgenden gelte R(o) = o
Definition 2.5 Die Ldsung u = o von (2.9) heiBt stabil, falls zu jedem
e > oeind(e) > o existiert, so daB fiir jede strikte Losung u von (2.9)

mit ”u(o)||5 6 in ihrem maximalen Existenzintervall |ju(t)]| < e gilt.
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Bemerkung: Wegen der Sitze 1.14 und 1.7 ist das maximale Existenzintervall

in diesem Fall [o,%).

Die L&sung u = o von (2.9) heiBt asymptotisch stabil, falls u = o stabil

ist und lim ”u(t)” = o gile.
o
Die Bedingung ||R(u)|| = o(|u]]) ist im folgenden enthalten:

R:E + E ist stetig, [|R(u)]| s w( [ju]l) mit
(2.12)

w € Cl(IR+) , w(@) =0, w'(c) =0, w' mnoton wachsend.
Dann gilt folgender Stabiltitdtssatz:
Satz 2.6 M erfiille (2.10) mit B < -;-, R geniige (2.12) und fir jeden Punkt u

v
aus dem Spektrum von A = A + M gelte: re p > a > o. Dann ist die L&sung

u =0 von (2.9) (mit B < B < 1) asymptotisch stabil.

Beweis: Sei u eine strikte L&sung von (2.9) in (0,T). GemdB Satz 1.14

geniigt u der Integralgleichung
-At t -A(t-s) -8
u(t) = e “Fu@) + [ 4P (M A7B u(s) + R(u(s)))ds
o

in {0,T7).

Die Funktion v = A ® u 18st die Differentialgleichung

%E v(t) = -A v(t) + R(u(t)), t e (0,T)

N
und da aufgrund der Voraussetzung —A eine holomorphe Halbgruppe erzeugt

(s. Lemma 2.3) gilt wiederum wegen Satz 1.14:

A\ t N
v(t) = e P vy + § e AT Reucs))as, t e (0,T)
o]
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v .
“&(t7S) pu(s))ds e D(A®) und fir

o

u = AR v(t) erhdlt man schlieBlich die zweite Darstellung:

u(r) = AP AT ATB o) + £ AP AT Rey(syyas .
‘ [¢]
- bt
Fir w(t) = e ~ u(t) , o <b < &, hat man dann:

a) w(t) = e

(2.13)

b) w(t) =

t . —_n ]
PE AL o) + f &P AB &TAETS) (ya B P, gy iR (e PSu(s)) ) ds
[+

N t N
Pt ABTAETR 0y 4+ fePtAB AR ( PS Loy )ds

[o}

bzw. (s. (2.6)):

a) [lw(e)] s e

(2.14)

B) W] < e

+c3

Wegen (2.14) a)

mit o < € < ¢
[+

t
(6-b)t |Ju) | + ey J e_(G_b)(t-s)(t-s)—B( |fw(s) |}
o

+ @' (| W) || ) ||w(s) || )ds  fiir t ¢ [o,T)

2 O u ]

t - — - -

fe (67b) (t=s) (t-s) 8 ' ([|w(s)]|) lwis)|| ds fir t e (0,T).
o

existieren Konstanten T, > 0 g, > 0, SO daB fiir jedes ¢

ein 6(g) existiert, so daB gilt:

w()|| se, te [0,101, falls nur |Ju(o)|| < & ist.

Fir t > T, folgt mit (2.14) b):

Wl < e I

t - - - -
u(@) || + ey e (6-b) (t-s) (e-5) B0 ( wes) ] ) lw(s) | ds
o
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Es gibt nun aufgrund der Voraussetzung liber w ein ¢, derart, daf

1

<, [lue) || + <4 J e_(é_b)S s B as w'(ee' < ¢

o]

fiir alle €' mit o < ¢' s ¢, gilt, sofern nur |jufo)|| < 8'(e') ist. Sei

1

endlich ¢ = min(eo,e',é'). Dann ist die Menge
J={t | te [0,T),|lw(s)]|| <¢ firs e [0,t]}

abgeschlossen und offen in [p,T), also J = [p,T).

Mit T = Tmax folgt nach Satz 1.7, daB u auf [p,w) existiert und

(2.15) lult)]] <« e Pt st e [0,2), falls [Ju(@)]| < 8Ce).

Satz 2.6 ist die unendlich-dimensionale Verallgemeinerung des Stabilit#ts-
satzes von Lyapunov.
Die Umkehrung ist im endlich-dimensionalen Fall ebenfalls richtig. Sie
lautet:

"
Existiert ein Spektralpunkt (= Eigenwert) von A mit negativem Realteil,
so ist u = o instabil. Was heifit das ? Es gibt eine Umgebung U von o, so
daB in jeder Umgebung V um o eine Anfangsbedingung u, und eine L&sung u
mit dieser Anfangsbedingung existiert, derart daf u(t) i U fiir mindestens
ein t aus dem maximalen Existenzintervall dieser Ldsung ist. Wihrend also
Stab%litﬁtsaussagen unébhangig von der Existenzfrage sind, muB bei einer
Instabilititsaussage gleichzeitig die Existenz einer L¥sung gesichert sein.
Das zeigt, daB alle Stabilitits— und Instabilititsaussagen von dem gewdhlten

Lésungs— und auch von dem Umgebungsbegriff, d.h. von der Topologie, abhingen.

Die Topologie, die bei Satz 2.6 zugrunde liegt, ist die starke Topologie

des Hilbertraums E. Es sei aber bemerkt, daB der Begriff der strikten
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L8sung von dem 8 in der Gleichung (2.4) abhingt. Bei den Anwendungen wird
man normalerweise A_Bu = v setzen, so daB die Abschitzung (2.15) fiir die

Lésung v von

Pl N
Te V() = —A v(t) + F(v(t))

(mit F = Ro AB) lautet:

-bt

HAB vie)l] se e , t & [o,=), falls ||AB v(o)|| =< &Ce) .

Insofern ist der Satz 2.6 eigentlich ein Stabilit#tssatz in D(AB).

§ 3 Notwendige Bedingung fiir die Stabilit#t bei fastlinearen

Evolutionsgleichungen im Hilbertraum.

"
Unter der Einschrinkung, daB keine rein imaginidren Eigenwerte von A
existieren, ist die Positivitdt der Realteile der Spektralpunkte von A
wie im endlichdimensionalen Fall auch notwendig fiir die Stabilit#t von

u = 0.

und die Differentialgleichung (2.9)

Satz 2.7 M geniige (2.10) mit B < %

N
besitze fiir jedes u e E lokal eine strikte L8sung mit u(o) = u,- A=A+ M
habe keine Spektralpunkte mit verschwindendem Realteil und zu jedem ¢ > o

existiere éin 8(e), so daB fiir jede strikte L&sung von (2.9) (mit B < B < 1)

gilt:
2.16) AP ue)|] <e furee [o,Tmax), sofern [|A™® u(o)|| < s¢e) .

Y
Dann folgt re W > o fiir jeden Punkt p aus dem Spektrum von A.
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(Bemerkung: (2.16) impliziert nicht, da8 Tmax = o ist.)

n

Beweis: Der Beweis wird indirekt gefiihrt. Angenommen, das Spektrum o(A)
enthalte Spektralpunkte mit negativem Realteil. Wegen Lemma 2.! und Korollar
2.2 gibt es nur endlich viele solcher Punkte, die alle Eigenwerte endlicher
Vielfachheit sind. P bzw. Q = I-P seien die Eigenprojektoren zum negativen

" X " " A a 3
(o_(A)) bzw. positiven (o,(A)) Teil des Spektrums von A und A1 bzw. A2 die

Y

"Teile” von A entsprechend der Zerlegung E = P E @ Q E. Dann ist c(A]) =

N Y Y
= a_(A) und 0(4,) = o, (A) (s. dazu Th. 6.17 in [25 ],p. 178).

v
Da PE endlichdimensional ist, ist A, beschrinkt. Da sich (wiederum wegen

1
Lemma 2.1 und Korollar 2.2) die Eigenwerte in c(zz) nicht gegen die imaginire
Achse hdufen kdnnen, gilt re c(xz) >;a > o. Deswegen erzeugt _ZZ in QE eine
holomorphe Halbgruppe mit Eigenschaften wie sie in Lemma 2.3 aufgefiihrt sind.
(Xz ist dicht definiert in QE). Darum kann sz mit den Eigenschaften (1.4)
definiert werden und schlieBlich gilt nach Lemma 2.4, daB mit o £ B < a < 1

N
AB A2 % ein beschrinkter Operator von QE nach E ist.

B

Es sei nun u € E mit Q A u =o und u eine strikte L3sung von (2.9) in

[O’Tmax) mit u(o) = ug-

Mit v = A_B u folgt:

4 poye) = A, P v(t) + P R (ult)) Pv) =afy

dt 1 ’ ()
@.17)

d N

3 @ v(t) = -4, Q v(r) + QR (u(1)), Q v(o) = o

und mit Satz 1.14

t N
Q) = [ e 82075 g g (us)yas .
[+
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Wegen der Beschrinktheit von  QR(u) auf [O’Tmax) folgt wie iiblich:

b
Qv(t) e D(AZ“), osa<l,

LY
Xza e"AZ(t_S) QR (u(s))ds, t ¢ [O’Tma )

Xza Q v(t) = <

Q=

quQ ist stetig auf [0,T__ )
und A, v etig au T ag?

Y
Man setzt w = Aza Q v und erhdlt fiir 8 < o < 1 die Abschitzungen:

1A

t‘ —
] < ¢, 5 8 -3 |[RAPRv(s) + 48 K, wis) | ds
o

A

t - - -

e Je 8(t=8) (r-g)7® wle, [[Bv(s)]] + cy flw(s)] )ds,
o

da in PE AP beschrinkt ist.

Wegen der Konvexiti#t von w bekommt man schlieBlich:

W@ < Fe) + fe

t _ - -
Te 8(t=8) oy w(2ey [[W(s) || )ds
o]

(2.18)

t -— - -
() =3 o) £ e ()™ e, [[Bv(o) || 2ds -
o

Aufgrund der Voraussetzung (2.16) ist

(2.19) ”Pv(t)” <e, t € [o’Tmax)’ sofern nur ”v(o)” < 8(e).

Uber ¢ wird im weiteren Verlauf des Beweises noch verfiigt werden.

Eine Zwischenbehauptung ist: Es gibt ein e, > 0, so daB

(2.20) flwe) ]| < 2F(t) ,t ¢ [:0,'1:m )

ax

falls nur e < g, ist.
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Zum Beweis wird J = {t | t ¢ E),Tmax), lw(s) || < 2F(r) fir s e [0,t]}

gesetzt. J ist abgeschlossen, da w stetig ist.

Sei nun t ¢ J. Dann gelten wegen (2.18) und (2.19) die Absch&tzungen:

[[WCE ]| s F@®) + 2 ceqe, w'(hey FINIF(R), <, = g e %% 57O as
F(t) < -;— ce, 0 (2eye) {Monotonie von w), so daB
flw(ey|] < 2F(t) firo < ¢ s g ist.

Deshalb ist J auch offen in LO’Tmax) und somit J = [o’Tmax)'

. o
(2.20) impliziert die Beschrdmktheit von AB Qvs= AP A %, und damit die

2

Beschrdnktheit von u auf [O’Tmax)’ so daB wegen Satz 1.7 Tmax = » folgt.

47 i
Fiir Al in PE gilt: re c(Al) < -q < o.
Im endlichdimensionalen Raum PE kann man dann eine Basis {¢],. . .,:pm) derart

wdhlen, daB

(X] Pv, Pv)' < -%q [1>v]2

ist, wobei das Skalarprodukt in PE durch

m m .
LI T2 = J j =
(Pv], Pv2) \,:E] XX ij \E] x ¢>v, i 1,2

und die Norm in PE durch

|Pvl2 = (Pv, Pv)'

definiert ist. Damit folgt aus (2.17), (2.19) und (2.20) (und der Monotonie

von w'):
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T wen | Iee(ny |

|
]
<
~
-
=~
v
|

"
22 q [Py} - [P RAP pue) + 4f 4,

v

&~lw

a [pv(e)[? - ¢ w'(c6€)|Pv(t)|2 - cpulegF(t)) [Pv(o)|

q |Pv(t) [2 - ey m(cSF(t))|1’V(t)|

N —

W

. 1
fiir o < ¢ g s g (c5 m'(c651 < Zq).

Da F(o) = o und w(o) = o ist, widchst also [I’v(t)]2 monoton auf einem Inter—

vall [0,1-). Fir t ¢ [O,-r) gilt dann wegen der Monotonie von w und w':

F(t) < e, m(cgva(t)[)

N —

; ¢, m'(clos)IPv(t)l,

A
|

so daB man auf [0,1-) erhdlt:

4

%dt |1’v(t)]2 z {-;‘ g - ey w'e,w2e,ye)) u'(e, e} ]Pv(t)l2 .

Fir o < e s e, s g S e, (e 0 (e ,0(2ee,)) o'(e; &) <%q)

folgt damit T = « und ]Pv(t)[ widchst auf [o,w) exponentiell an. Das wider-—

spricht aber (2.19).

B

Satz 2.7 soll noch etwas interpretiert werden: Setzt man APu= v, wobei

u strikte L&sung von (2.9) ist, so ist v strikte L&sung von

d v
(2.21) € v(t) = ~A v(t) + F(w(t))

N
mit F = Ro A8 . Besitzt nun A = A + M keinen Spektralpunkt mit verschwinden-—

dem Realteil, aber einem negativen Realteil, dann gibt es ein €, > 0, derart,
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daB in jeder Umgebung von v = o (in der Topologie von E) ein v, € D(AB)
und eine strikte L&sung v von (2.21) in (O,Tmax) mit der Anfangsbedingung

v, existiert, so dad HV(to)ii > g, Lir mindestens ein t_ & (0,T . ist.

Insofern ist der Satz 2.7 ein Instabilititssatz in E.

§ 4 Hinreichende Bedingungen fiir globale Existenz von L¥sungen fastlinearer

Evolutionsgleichungen im Hilbertraum.

Ist die lokale Existenz von strikten L3sungen von

a_,-8 - AR N
(2.9) EE-A ut) = A A " u(t) + R(u(t)), A=A+MNM,

gesichert, impliziert der Stabilititssatz 2.6 wegen der a priori~Abschidtzung
die globale Existenz - d.h. Existenz auf [b,m) - von strikten L&sungen von

(2.9), falls nur die Anfangsbedingung v, hinreichend klein ist.

Dies Ergebnis soll durch folgenden Satz erweitert werden.

LY
Satz 2.8 M geniige (2.10) mit § < 1 und es sei re o(A) 2 a > o.
Weiter gelte eine Abschitzung ,lR(u){l < w( ”ull) mit einer monotonen
Funktion w. Gibt es dann zu allen positiven Zahlen c¢ ein m > o, derart

daB

c+c w(m) < m

N
ist ( mit einer von B und A abhingigen Konstanten cl), so folgt:

Jede strikte L8sung u von (2.9) (mit B < B < 1) existiert global.

N
Bemerkung: re 6(A) 2 a > o ist insbesondere dann erfiillt, falls M = o ist.



- 53 -

Beweis: Fiir u erhdlt man wie im Beweis von Satz 2.6 die Abschitzungen

(s. (2.14)):

E _s(t-s) -8
a) e = JJu@)]| +e, fe (t=s) "( Jlugs) || + w [Juts) || yds

o

(2.22) fir t > o

- t - -— -
b) JJu(e)]] < eqt 8 [luge) | + <, J e 8(t s)(1:—5) Bu( [Jus) ]} dds
o
fir t > o.

Aus (2.22) a) folgt: [lu(e)|| < 2]u(e)]| fiir ce (0,7 ] wnd fiir ¢ > 7

gilt wegen (2.22) b):

t - - -
lute)]] < e lute)]| + e, Je 8 s)(t—s) Bag [futs)]] )as
)

Zu ¢ = cg [Juo) || und e =g 788 78 ds gibt es nun ein m, derart da8

O

e+ e w(m) < m ist. Damit ist die Menge J = {t | Jlu(s)|| < m fir s e [0,t]}
abgeschlossen und offen in [o,m), so daB J = [o,m) ist. Die a priori-Abschidtz-
ung

lutr ] s= .t e [o,=),
liefert dann mittels Satz 1.14 und 1.7 die Behauptung.
Korollar 2.9 Es sei M = o und es gelte |[R(uw}{| < w( |[u}|) mit einer
monotonen Funktion w. Gibt es dann ein m > o, derart daB

-8s -8B ds,

”“0" tc a@ <m sey=1Je s
o

ist, so existiert jede strikte L&sung von (2.9) mit u(o) = v, global.

Beweis: Fiir u gilt n#mlich die Abschitzung

[ad
v

o
)

t - -
luce]] < futoy ]l + 5 e 37 (=) Bu( [Juts) || ras ,

o

woraus wie beim Beweis von Satz 2.8 die Behauptung folgt.
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§ 5 Kommentare

Eine Verallgemeinerung des Stabilitd#tssatzes von Lyapunov fiir eine lineare
Evolutionsgleichung im Banachraum ist das Hille-Yosida-Theorem. Fiir
asymptotische Stabilit#tsaussagen geniligt sogar im linearen Fall die Positivi-
tit des Spektrums (re o6(A) > o) allein nicht, wie u.a. in den Arbeiten von

Datko und Pa¥xzy ([11], [41]) gezeigt wird.

Ist der lineare Operator gestdrt, sind die Stabilititsergebnisse von
Prodi [93] und Jooss [24] zu erwdhnen. Beide verwenden Darstellungssitze

der Halbgruppen durch die Resolvente (s. auch Kommentar zu Kapitel 3).

Das Stabilititsergebnis von Pao [39] gilt nur fiir beschrinkte (sein Anwen-
dungsbeispie} ist im autonomen Fall ein Spezialfall von Satz 2.6) und von

Ger$t [22] fiér analytische Nichtlinearititen.

Ein Instabilitdtssatz stammt von Sattinger [44], allerdings nur innerhalb

der Klasse der schwachen L3sungen. Er folgt aus dem Satz 2.7.

In den Arbeiten von Fujita und Watanabe ([]9], [20]) wird an konkreten
Evolutionsgleichungen gezeigt, wann die Norm der Losung in endlicher Zeit
unendlich wird ("blowing up”). PFlir streng konvexe Nichtlinearitdten wird
das Problem auf Vergleichssitze bei gewdhnlichen Differentialgleichungen
zuriickgefiihrt. Es sei noch bemerkt, da8 die Bedingung in Satz 2.8 eine

Verallgemeinerung des Wintnerschen Kriteriums darstellt.
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Kapitel 3

Fastlineare parabolische Anfangs— und Randwertprobleme

§ 1 Definition und Hilfss#itze iiber stark elliptische selbstadjungierte

Differentialoperatoren.

Unter einem fastlinearen parabolischen Anfangs— und Randwertproblem in

einem beschrinkten Gebiet Q des R® wird verstanden:

Ju
5T = Au-Mu+FQ@ in @ x (0,T)
G.D Bj u=o auf 3Q x (0,T), j = 0,...,k-1
u(o) = S in Q

Dabei ist u:@ x [0,T) > R", A ein stark elliptischer, M ein linearer
Differentialoperator, F ein nichtlinearer (Differential)-Operator und Bj
lineare (Differential)-Randoperatoren. Es ist in diesem Kapitel das Ziel,
die abstrakten Ergebnisse der vorangegangenen Kapitel auf das Problem (3.1)

anzuwenden.

Da im folgenden sowohl Einbettungssitze, Regularititssitze, Sitze aus der
Theorie der Interpolationsriume und schlieBlich Sitze iiber die "Spur" von
Funktionen iiber @ auf 3} benBtigt werden, wird fiir den Rand 3R der Einfach-
heit halber vorausgesetzt:

@ crY

ist beschrinktes Gebiet,
(3.2) N ist eine (n-1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der

Klasse C.
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Uber @ werden fir r ¢ IN, m ¢ fNO die Funktionenriume definiert:

Cm(ﬁ)r = {u | wll > RT, u m-fach stetig differenzierbar in 0},

m r
ch @)

{u] ue Cm(Q)r , supp u C Q},
(supp u ist der Triger vom u).

Mit folgendem Skalarprodukt und der Norm:

T
(w,v)_ = L SD u.(x) D, v.(x)dx
T =1 {y[m @ . Yo
¥
Hafl, = (@w}
123 alYl 1o a
(u = (ul""’“r)’ e =(Yl,...,yn)e INo R DY = —;I———T— siYlL = ilei)
3 X] ees O xn

kdnnen die Hilbertriume

r =T g r m, T
H (Q =cl C (Q H (Q = cl cC (@
m( ) [ I um m( ), m( ) c I um o( )

definiert werden, die mit dem r-fachen Produkt) der bekannten Sobolevriume

tibereinstimmen. (clll 1 bedeutet der Abschluf beziiglich der Norm || “m)
m

Es sei noch bemerkt, da H (@) = # (% = L (@)% und B ()T = c1y y ¢ (@F
[¢) o 2 m “ um o

gile. (s. [14], Part 1) Fir r = 1 wird u = u und Hm(S'Z)1 = Hm(ﬂ) usw. ge-

schrieben.

Mit zwei Elementen u,v € Hm(Q) liegt i.a. das Produkt uv (definiert durch

(wv) (x) = u(x)v(x), x ¢ Q) nicht in Hm(Q). Indes gilt folgendes

Lemma 3.1 Sei m > % . Dann sind Hm(Q) und ﬁm(Q) Banachalgebren, d.h. mit

u,v € Hm(ﬂ) (ﬁm(ﬂ)) ist auch uv ¢ Hm(Q) (ﬁm(n)) und es gilt

Huvll | < vy llall g vl -
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Zum Beweis wird auf den Anhang verwiesen.

Mit A wird im folgenden ein symmetrischer, stark elliptischer Differential-

operator der Ordnung 2p bezeichnet:

Ay-= b3 enlel D, [a®® D, u]

laf,{8]sp
af af aB _ _aB = of _ _Ba
a = @n Gy e, e 0 Bk T g ¢ G, 2T =at,
L3 a8 ik 2p) (2 !
z b i) &, g nnt 2 e [E]PIn]T, ) >0,
(3.3)( i,k=1 [a|=]B|=p

fiir alle x ¢ @, ¢ =(Ey5.0E ) R" , =(n1,-~-,r1r)e RY,

a a
1 n

mit Ea = El e En fiir o =(a],...,an).

\(DB u-= (DB u’,...,De ur)).
A wird folgende symmetrische Bilinearform zugeordnet:

r
8
(3.4) Bu,v) = f L % a’¥ D u, D, v, dx .
aik=l [al,[8]lsp F @ 1 B K

Sei V ein Hilbertraum mit flp(ﬂ)r cvVcC Hp(ﬂ)r-

Definition 3.2 B heifit V-koerziv, wenn ein AO ¢ R und eine Konstante ¢ > o

derart existiert, daf
(3.5) Buw,w) = c Jlull2 - 2 Jlul|?®  fir alle u eV
u,u. ull g = A llullg u

ist. Gilt (3.5) mit Ao = o, heifit B stark V-koerziv.
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Fir V = ﬁp(ﬂ)r ist (3.5) die bekannte G3rdingsche Ungleichung fiir stark
elliptische Differentialoperatoren (3.3). Mit der V-Koerzivitdt von Bi-
linearformen der Form (3.4) fiir V = HP(Q) (r=1) hat sich zuerst Aronszajn
beschiftigt. Eine L3sung des Problems fiir allgemeine Ridume V, die durch

Randbedingungen definiert sind, hat Agmon in [ 1 ]gegeben (r=1):

Seien Bj > 3J=0,...,k~I, k < p, ein (mSglicherweise leeres)System von Rand-

operatoren der Form

B.u= &£ b%D u, o< p, s p-l
falsp, 1 © 1
3.6) N J
b. e C ()
PR
Fiir

3.7) V= clH I {u] ue Cp(ﬁ), Bj u=o0 auf 30 , j=0,...,k-1}
P

sind in [ 1 }p. 216 hinreichende (und auch notwendige) Bedingungen an die
Bj angegeben, unter den B V-koerziv ist. Der Spezialfall V = ﬁp(ﬂ)

(Dirichlet-Randbedingungen) ist darin enthalten (s.[ ]4] p. 39):
@ =c1 {u|ueC (@, D u=o auf 30 ,|a| < p~1};
P I, P o
ebenso V = Hp(ﬂ).

Weiter wird vorausgesetzt, daB (3.6) ein normales System von Randoperatoren
ist (s. [32 ], p. 125, Def. 1.4); d.h. insbesondere, daB alle Bj jeweils

von verschiedener Ordnung sind.

Dann gibt es zu den gegebenen k weitere p-k Randoperatoren Bj’ i=k,...,p"1,

. -1
und ¢., j=o,...,p~l, derart daB unter den Ordnungen von {Bj}§=o alle
natiirlichen Zahlen zwischen o und p—-1 auftreten und die Ordnung von @j gleich

2p-1-ord Bj ist, und daB die Greensche Formel:
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p-1 .
B(u,v) = f Auvdx~- L [ & uB, vdo
Q j=o 30 3

fiir alle u,v € czp(ﬁ) gilt. (s. [32 ] p- 133)

Geniigt nun v den Randbedingungen ij = o auf 3Q, j=o0,...,k-1, so folgt

p-1
(3.8) B(u,v) = (Au,v) -~ . f &, uB. vdo
° 5=k a9 3

Aufgrund des "Theorems iiber die Spur" von Elementen aus HZp (Q) auf 3Q
(s. Th. 8.3 in [32 ] p. 44) gilt (3.8) durch AbschluB auch f.\'ir alle

u eHzp(Q), veV. (s. Bem. 2.2 in [32 ] ,p. 132).

Angenommen, es existiert einm u e Hzp(ﬂ) n V, so daB
(3.9) B(u,v) = (f,v)0 fir alle ve V

ist. Mittels (3.8) folgt dann (s. Lemma 2.2 in [32 ], p. 129):

Au =1 in Q
(3.10) Bju = o0, i=0,...,k-1 auf 3Q

@ju =0, j=k,...,p"1 auf 3Q
Bemerkung: Bju = o, @J.u = g in LZ(BQ).

Diese letzten Randbedingungen in (3.10) nennt man "natiirliche" Rand-

bedingungen; sie sind von einer Ordnung zwischen p und 2p-I.

Ist B stark V-koerziv, dann existiert zu jedem f ¢ HO(Q) nach dem Satz von

Riesz ein u e V, derart daB

Bu,v) = (£,v) fir alle ve V
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gilt. Nach dem Regularititssatz in [.5 ]p. 359 ist dann u ¢ Hzp(ﬂ) nv

und es gilt die a priori-Abschitzung
(3.11) [[ul] 2p < ¢4l 1A ull) + Julr -

Wegen (3.9), (3.10) folgt dann sogar:

— -1
uecl {u ecC, @ u = £ 30, j=k,...,p-13=: H,_(2;{e,}F
I "2p | u 2P( ), u=o0 au » j=k,...,p-1} 2p( { J}J=k)

und B(u,v) = (A u,v)d fiir alle v ¢ V (5.(3.8)).

Zusammen mit (3.5) und (3.11) lautet das Ergebnis:

Satz 3.3 A‘sei stark elliptisch, symmetrisch, von der Ordnung 2p

(s. (3.3) mit r=1) und B sei stark V-koerziv mit V = Hp(ﬂ; {Bj}ﬁ;;).

Weiter Sei {Bj}ﬁ:i ein normales System von Randoperatoren (s. Bz ] Def. 1.4,
p. 125).

Dann ist der Operator A:Ho(n) > Ho(n) mit

1
o

(3.12) D) = B, 1 6.0 nH_(2;48, 35D
2p k P i=

J1°1= 3

(mit den "natiirlichen" Randoperatoren {Gj}g;;) surjektiv, selbstadjungiert,

positiv definit  und wegen
(3.13) flall o = oy lla wll
ist A—] kompakt in HO(Q).

Bemerkung: Fiir Dirichlet-Randbedingungen gilt der Satz 3.3 auch fiir r > 1:
A sei wie in (3.3) und die Girdingsche Ungleichung sei mit A, = o erfille.
Dann ist A:HO(Q)r > HO(Q)r mit D(A) = HZP(Q)r/\ ﬁp(n)r surjektiv, selbst—

adjungiert, positiv definit und wegen (3.13) ist A_1 kompakt in HO(Q)r.
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Die wesentlichen Eigenschaften von A werden in folgender Bedingung zusammen—
gefaft:

r r positiv definid
A (@7 H ()" , r 2 1, ist selbstadjungiert, susjekeiw,
(3.14) A_] ist kompakt in HO(Q)r und fiir den Definitionsbereich D(A)

gilt algebraisch und topologisch: ﬁzp(n)r c D) ¢ Hzp(ﬂ)r-

Es ist hier absichtlich der "variationelle Zugang" zu diesen selbstadjungier-

ten Randwertproblemen gew#hlt worden, da durch die starke Koerzitivitit

von B die positive Definitheit von A garantiert wird. Die starke Koerzitivitdt
von B kann man leicht aus der Koerzitivitdt von B durch Addition einer
Konstanten zu A erreichen.

Ein anderer Zugang zu einem sogenannten "reguliren Randwertproblem"

(s. [32] p. 165 ££)

Au in @

n
rh

Bju =0 auf 3Q 3J=0454+.,p"1

wobei hier die Ordnungen der Bj bis 2p~1 gehen diirfen, benutzt die Theorie
der FredholmOperatoren: bei eindeutiger L&sbarkeit folgt (hier im selbst-
adjungierten Fall) die Losbarkeit fiir alle f € Ho(ﬂ). Diese sowie die Frage
der positiven Definitheit bedarf allerdings einiger Zusatzvoraussetzungen

fiir A. Ich verweise hier auf [52 ] Chap. 2, []4 ]p. 73 ff und den Ubersichts-

artikel von Agmon [ 2] und die dort angegebene Literatur.

Speziell fiir Dirichlet-Randbedingungen hat man folgenden
Satz 3.4 A sei ein Operator in HO(Q) und geniige (3.14) mit

D(a) = Hzp(ﬂ) n ﬁp(ﬂ). Weiter sei p > % . Dann ist D(A) eine Banachalgebra.
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Beweis: Wegen Lemma 3.1 bleibt nur noch zu zeigen, dafi mit u,v e D(A)

das Produkt in ﬁp(ﬂ) liegt. Zunichst existieren Folgen:

{u}c CZP(S_I) mit v —u in der |} |[2P—Norm,
2 ; :
v} CP@ mit v ——v  inder || || -Norm.

Nach dem Lemma 4.2 im Anhang gilt die Abschitzung

logve = wgvpllp < et lluy = upll o vl o+ llvy = vl o llegll 500
Da wv o€ Cgp(n) ist, gibt es also ein w ¢ ﬁP(Q)’ derart daf

uv — w in der || || -Norm.

n'n P

Andererseits gilt nach dem Lemma 4.3 im Anhang
Hogva = wvll o 5 ey huy = ully llvgllp + vy = vll, ull b s

woraus uv = ¥ ¢ ﬁp(g) folgt. SchlieRflich ist

A

BaGw Il < eg lluvll 5y = o lull 5 I¥l g = 5 laull | lav] -

§ 2 Zusammenhang zwischen den Definitionsbereichen gebrochener Potenzen

von A und Interpolationsriumen zwischen Sobolevr3umen.

X, Y seien Hilbertrdume, X < Y, wobei X dicht in Y liegt und stetig in Y ein-
gebettet werden kann. Dann werden mit [X,Y]e, o< 6 x 1, die Interpolations—
riume ("espaces intermédiaires") zwischen X und Y bezeichnet. Zur Definition
verweise ich auf [32 ],p. 11 £f.. [X,Y]e sind Hilbertr3dume, deren Norm auf
verschiedene dquivalente Weisen definiert werden kann (s. [32 :[ p. 13,

p. 54). Weiter ist X < [X’Y]0 C Y, wobei die Einbettungen stetig sind, und

[x,¥], = %, [xY], = 1.
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Lemma 3.5 A sei ein selbstadjungierter, positiv definiter Operator in Y.
Sei a2 B2>20,0<86<I.

Dann gilt algebraisch und topologisch:
1-8)a+
I:D(Aa), D(AB)]e - D(A( 8)a GB)

Beweis: s. [32], Théeoréme 6.1, p. 34.

Definition 3.6 Seime N und o < 6 < 1.

L]
n

(G.15)  H @ := [H @), B @], =it (-

[}
1]

3.6 B@ = [f (@, B@], =it 0-0)m

unds#kd-% , kelNg

Die Definition (3.15) ist unabhingig von m und stimmt fiir ganzzahlige s mit
der Definition in § | {iberein, wie in [32 ] p. 45 ff. gezeigt wird. Be-—

zeichnet man die Norm in dem Interpolatiomsraum (3.15) mit [ HS, so gilt:
Gan & (@ = Y| L@ (s. [32 J(11.1) p. 60, (11:43) p. 70),
s

d.h. 1?15(9) ist abgeschlossener Unterraum von Hs (Q), und

] " 1
(3.18) H (@) =H (@) firesxs <y (s. [32], Th. 1.1, p. 60) .

Definiert man nun Hs(fz)r bzw. l?ls (Q)r als iibliches r—-faches Produkt der
b

Hilbertriume H_(Q), ﬁs (@) (mit dem Skalarprodukt W, = z (ui’vi)s)’
i=1

so gilt:
r _ T Y - -
(@ = [H (@, B ], ,0-0)m=s

(s. dazu die Def. in [32 ]p. 11 f.und p. 112)
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Damit erh#lt man folgenden wichtigen
Satz 3.7 A sei ein Operator in HO(Q)r und geniige (3.14).

Dann gilt algebraisch und topologisch:

S

H ()T ¢ D) filr o € s <

Beweis: Mit id werde die Identitit bezeichmet. Dann ist
: o r
id ¢ HE, @7, b)) n BE @F, B @D

(d.h.: id[ﬁzp(n)r € !;(ﬁzp(a)r, D(A) und id € HH_@F, H @H).

Nach dem Théoréme 5.1 in [32 ] p. 32 (Interpolations-Theorem) ist dann auch
. -3 r r I r
id e S, @ B@,, D@, B@ ), 0 <o < 1.

Mit dem Lemma 3.5 (D(A®) = HO(Q)r), (3.16) und (3.18) folgt daraus: '

1_e)) mit s = (1-6)2p < L

id e fa@", D >

Eine Umkehrung von Satz 3.7 ist der
Satz 3.8 A sei ein Operator in HO(Q)r und geniige (3.14).

Dann gilt algebraisch und topologisch: .

p(a%) ¢ Hs(n)" fir 2~ <a < 1.

Beweis: 1) s = 2p, a = 1.
Dann gilt die Behauptung wegen (3.14).

2) s < 2p, s = 2p(1-8) mit o < 6 < 1.

Wegen id € £(D(A), Hy M) n fH (@, H ()



st id ¢ B([D@), B,@, [B, @ 8@
: 1-8 r
d.h.  id e Foo@a'™% , Hyo (1-p) @5
Wegen pa%) ¢ D(A,_e) fiir 1-6 < o gilt die Behauptung.

Satz 3.9 A sei ein Operator in HO(Q)r und geniige (3.14).

Dann gilt fiir den linearen Differentialoperator Dyz

b e Fo@a™, 1.@5 . vl < 20
mit
7 2
a)2P‘ﬁy”>%: 1>a_>__[.l%u +i‘;1_?)
-yl 53 ¢ 1z e -4, o< <
1 1-6 0
T5 g T2
2n
1= n-2(2p- {|v||)
i . - | }
Dabei ist DY u (DYlul,...,DYrur), Hy ll max(|yl|,»--:|Yr[)
Beweis: a) 2p - |y] > %

Wegen dem Sobolevschen Einbettungssatz*)(s. [14 ],Th. 10.2, p. 28) ist:
r r
o e fa @, L @b

. 2
mit t < n—2(mr—1 =IB) oder m 2 ||v[| +% (1= ?)

Mit Satz 3.8 folgt

o r . m
D € 5 o, L (") mit axge -

*) Korrektur: Man bendtigt hier den Einbettungssatz
g

. 2n n
HS(Q) c Ltal) fir t< ===z , s< 3 und reelles s .

Dieser folgt aus dem Theorem 8.1 in .
J. Peetre: Espaces d'interpolation et théoréme de Soboleff
Ann.Inst.Fourier, 16, 1 (1966), 279 - 317.
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p) 2 -yl <3

Wegen Satz 3.8 ist
2
D efm@ Py, B @H
Y o
und wegen (3.14) und dem Sobolevschen Einbettungssatz

2n

T .
D € Low, Ly@7)  mit a s CoE Ty

Damit folgt nach dem Interpolationstheorem von Lions:

. 2p r r
D e L(p®, p& FH] , @, L@ )

fiir o < § < 1. Nach dem Satz 4.1 in [31 Jp. 155 gilt algebraisch und

_topologisch:

-8
q

L@, L@ e @",

Iyl

Mit [D(A), D(A 2p )]e = D(A]_e(’_ 2p )) (s. Lemma 3.5) folgt dann die

1 8
t t2

Behauptung.

§ 3 Nichtlineare (Differential-) Operatoren in H_(Q) und D(A).

Das Ziel dieses Paragraphen ist es, Realisierungen von nichtlinearen
Operatoren der Form R = A%oFoa %2 pie a; + ey < 1 in Hilbertrdumen
E = HO(Q)r oder E =D(A) anzugeben, die den in den ersten Kapiteln aufge-

stellten Bedingungen geniigen.
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Satz 3.10 Sei f ¢ Cm( R) und m >

N|B

Dann ist die Abbildung u +> f(u) in Hm(Q) stetig. (Dabei ist f(u)(x) = £(u(x))

fiir alle x ¢ Q.)

Bemerkung: u € H_(R), m > % , impliziert u e Co(ﬁ).

Beweis: Sei zuerst u e Cm(ﬁ); dann ist auch f(u) e Cm(ﬁ) und fiir eine
Differentation Dyf(u) erhdlt man eine Darstellung der Form (x € Q, [Y[ < m):

Iv]

(k) :

(3.19) D f(u(x)) = 2 £ " (u®)) X c D u(x) ... D u(x)
Y k=1 Zl“i)flﬂ Qyseccnly Gy : oy

mit geeigneten konstanten Koeffizienten ey

1rme %y *

Da m > 521— vorausgesetzt ist, gilt nach dem Sobolevschen Einbettungssatz

sup |u(x)] < < ]l oder
XES‘)‘ m
(3.20)  sup [£® wx))| = sup %0y, osksm
xef ltlfclu"‘”m

Um ]]f(u) - f(v)]]m s U,V E Cm(ﬁ), abzuschitzen, genligt es nach (3.19)

(3} (k) 2
J (£ (u(x)) D u(x) ... D u(x) - £ (v(x)) D v(x) ... D v(x))" dx
Q ! % ! “%
mit o £ k < m abzuschitzen. Wegen
k) _ &)
£ (u) Da u...Daku £ (v) Da v...Du v

1 1 k

(k) k) &)
= (f (u) - £ (v)) D u...D u+ f (v)(D u-D v)D u...D u
% %k 1 %1 % Y

+oaat f(k)(v) D v...D v(D u-D v)
! “k-1 % O



folgt aus Lemma 4.1 im Aphang und (3.20):

PSS (k) 2
Jo(f () D u...D u-~-f (v) D v...D v)° dx
Q % % ¢ %k

s ¢, {sup 1f(k)(u(x)) - £ (v(x))]2 HuHik
xeQ

o -2 £l 2l s
1+J

+ sup |
|t <e vl =k~1

Ist nun {un} < Cm(ﬁ) eine Cauchy-Folge in Hm(ﬂ), so ist auch {f(““)} < Cm(ﬁ)
eine Cauchy-Folge in Hm(ﬂ). Damit folgt, da8 mit u e Hm(Q) auch f(u) ¢ Hm(ﬂ)
ist (denn uw — u in Hm(Q) impliziert f(un) —+ W in Hm(sz) und f(un) — f(u)
in HO(Q)), und daB die Abbildung u ++ f(u) in H (2) stetig ist.

Bemerkung: Fiir u ¢ Hm(ﬂ), fe Cm( R), m > Ezl— , gilt:

G2y |l s 1% (o) | HUHﬁ

T e
ko [else, [,

Rorollar 3.11 Sei f£e C( R®RHT, re N, m > % .

Dann ist die Abbildung u +— f(u) in Hm(Q)r stetig.

Zum Beweis ist die Formel (3.19) geeignet zu verallgemeinern.

Satz 3.12 A sei ein Operator in HO(Q)r und geniige (3.14); weiter sei

m<2p-—%,mtalNo,fr;C[n ]](IRr)r.
7 +

"1+£ -n R 1 S
Dann erfiillt R(u) = A = 2P £(0 (A "w) mit Iyllsm 0 <s < 320N <5

die Voraussetzungen (1.12) und (1.19) in E = D(A).



Beweis: Sei u e D(A). Dann ist u > A" u als Abbildung von D(A) in

Hzp(ﬂ)r kompakt, A " u v DyA_n u als Abbildung von H, ()7 in H[n @F
= +l]
2

stetig und nach Korollar 3.1} ist DyA_n u f(DyA-n u) in H[n ](ﬂ)r
4
2

2p

S e

stetig. Nach dem Satz 3.7 ist H (Q) stetig in D(AZP ) einzubetten,
24
2
R R starke . R .
woraus insgesamt die sehwaehe Folgenstetigkeit und (1.19) fiir R in D(A)

folgt.

Speziell fiir D(A) = Hzp(ﬂ)rn ﬁp (n)r (Dirichlet-Randbedingﬁngen) 148t sich
durch analytisches f eine hShere "Differentiationsordnung" in der Nicht-
linearit#dt erreichen, sofern sich explizite Differentialoperatoren durch

gebrochene Potenzen von A ausdriicken lassen:

Satz 3.13 A sei ein Operator in HO(Q)r und geniige (3.14); weiter sei
P > ll:‘ , fe ¢ ( R%)T und analytisch, d.h.

. v M

1 . . .

fi(t]""’tr) = E a\l) N ty ...t:rr s, i=l,...,r, mit einer auf
Viseeesvy 1" 'r

ganz IR" absoluten Konvergenz.
Dann ist R(u) = £AY(a u)) mit vy < @ < 1 eine Abbildung in E = D(A) =

= By, @% n B (@7, die (1.12) und (1.17) genige.

Beweis: Sei u eD(A). Dann ist u v A_(G—Y)g als Abbildung in D(A)

" -(a-y) . Vi Ve 3
kompakt. Fir A u =w ¢ D(A) ist wegen Satz 3.4 Wy, Hzp(ﬂ)n Hp(ﬂ)

Y1 Vr Y1 Ve :
und flw, "..w ] 2p < (o ”w1"2p) e ley ]]wrllzp) . Deshalb ist (wegen
der Konvergenz in der {] Hzp—Nom) f(W) e Hzp(ﬂ)r ~ ?!p(n)r = D(A) und die

Abbildung w + f(w) ist stetig in D(A); R erfiillt (.17 mit B8 = 1.
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Bemerkung: Liegt fiir £ nur eine absolute Konvergenz fiir iti| < M vor,
dann ist R nur in einer Kugel um O in D(A) definiert und erfiillt dort die

Behauptung von Satz 3.13.

Im folgenden wird die Regularitdt von f abgeschwicht ‘und entsprechend

wirken die Nichtlinearit#ten nur noch in E = HO(Q)r.

Satz 3.14 A sei ein Operator in Ho(ﬂ)r und geniige (3.14); weiter sei
n r

m<2 -5 ,meWN , f eclé-mr) .

Dann erfiillt R(u) = f(Dy(A_ 2p W) mit [ly]] ¢ mund m + % <s <2

die Voraussetzungen (1.12) und (1.19) in E = HO(Q)r.

Dem Beweis dieses Satzes wird ein Lemma vorangestellt:

Lemma 3.15 Sei £ € C( RT)T
Dann ist die Abbildung u > f(u) von HS(Q)r nach Ht(ﬂ)r mit s > .‘21 und

t < min(l,s) (s,t € IR) stetig.

=3

Beweis von Satz 3.14: Sei u ¢ H‘_)(SZ)r und m + 5 § < s < 2p. Nach dem
S
Satz 3.7 ist die Abbildung u +— A 2p u eine stetige lineare Abbildung von

I-IO(S))r nach HS (,Q)r. Da die Differentation DY ein stetiger linearer Operator
von H (Q)r nach H (S’Z)r ist (s r_'gz ] p. 50), die Einbettung von K (Q)r
s s—m " : > s—m
in Hg_m(n)r kompakt ist (s. [32] Th. 16.1, p. 110) und nach Voraussetzung

S-m > % ist, ist deswegen und wegen Lemma 3.15 die Abbildung
-2 stark i X r
u = f(Dy(A 2p u)) sehwach folgenstetig als Abbildung von HO(Q) nach

Ht(ﬂ)r , t < min(l,8-m). (1.19) gilt wegen Satz 3.7.
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Beweis von Lemma 3.15: Sei 0.B.d.A r = 1. Nach [33 ] p. 55 und [38 ]p. 6!

gilt u e Ht(n), o < t < 1, genau dann, falls

1
2 —
(3.22) lull 24 jp2& vl 40 g)? <o

20 [x-y]n+2t

ist; auBerdem ist (3.22) mit der Norm in Ht(ﬂ) dquivalent.

Sei u e Hs (Q). Da s > % vorausgesetzt ist, gilt u e Co(ﬁ) und

sup [uea| < ¢ Jlull,
Xefd

Das bedeutet:

[£(u(x)) - £(u(3))| < sup £ (e)| Jux) - u(y)] .

ltlsey lldlg

Fir t < t < min(l,s) folgt damit:

£ ) -£u)) |2 ' 2 u(x) - u(y) 2
I I > dx dy < sup £ ey|° 1 f — dx dy
an  Jx- g™ le]se,ull, aa lx- oy

woraus wegen (3.22) f(u) € HT:(Q) und die Abschitzung

@29 flEll < e, { O e ol ¢ }

HESTD It <c,lul,

folgt. Sei nun {un} c Hs (Q) mit u —u in Hs (R). Dann ist die Folge {f(un)}
wegen (3.23) beschridnkt, woraus

(3.24) f(url ) — w in HE(Q)
k

fiir eine geeignete Teilfolge und ein w e HE(Q) folgt.



u —u in HS(Q) impliziert aber f(un(x)) > f(u(x)) fir jedes x ¢ 2, was
schlie8lich die Konvergenz
f(un) — £(u) in HO(Q)

bedingt. Vergleich mit (3.24) liefert w = f(u). Wegen der kompakten Ein—

bettung von HE(Q) in Ht(Q) folgt
f(unk) - £(uw) in Ht(Q)

Wiederholte Anwendung des SchluBes liefert: f£(u ) » f(u) in H (2).

Satz 3.16 A sei ein Operator in Ho(n)r und geniige (3.14); weiter sel

m<2p—‘—;—q- 2, mem, £ ec(RDT,

n
n+2

<a <1, d.h.

2

Ifi(tl) - fi(tz)l < c[tl - t2|°‘ ,the? e ®T, i=1,...,r .

S -
Dann erfiillt R(u) = f(DY(A 2p u)) mit |jy|| £« mund m + l;g % < s < 2p

die Voraussetzungen (1.12) und (1.19) in E = HO(Q)I.

Der Beweis folgt genau wie der zu Satz 3.14 mit Hilfe von folgendem:

Lemma 3.17 Sei £ ¢ C*( RO)" mit —5 < ax I
Dann ist die Abbildung u > f(u) von Hs(n)r nach Ht(n)r mit 1 > s > ];0‘ %

und t < as — (l—a)% stetig.

Bewels: Seir=1,t<t=as - (l—a)% und u eCw(ﬁ). Dann ist

A

Hf(u)llz <2 [ [fu) - f(o)[z dx + 2 J’lf(o)]z dx
Q Q

sep ey llull 2
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Weiter folgt (s. (3.22)):

I L£ )£ N |2 dx dy < c f f s - up|® dx dy

Q0 IX - y[‘n+2E lx _ In+2t
< e s la@ T ey 2
2Q Ix yl(n+2t)—
oder:
(.25) i@l <o+ egllulls L uwec @,

(c5 = o, falls f(o) = o)

Nun ist aber C_(R) dicht in H (@) (s. [32 ] p. 46), d.h. zu jedem u e H ()

existiert {un} < cm(n) mit

(3.26) u —u in HS(Q)

Wegen (3.25) folgt:
(3.27) f(unk) — W in HE(Q) .
(3.26) impliziert (s. [23 ]p. 192 £), daB eine Teilfolge {unl} C.(unk}
existiert, derart daB
w, (x) — u(x) fast iberall in Q@
gilt. Daher auch:

(un (x)) — £(u(x)) fast iiberall in Q.
1
Daraus und aus (3.25) folgt (s. Th. 13.44 in [23 ] ,p. 207):

f(unl) - f(u) in Ho(Q)
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Ein Vergleich mit (3.27) zeigt: w = f(u) ¢ HE(Q) und
f(unk) - f£{u) in Ht w) .

Wiederholte Anwendung dieses Schlusses liefert: f(u ) — £(u) in H Q).

Satz 3.18 A sei ein Operator in HO(S'))r und geniige (3.14).
Weiter sei (alternativ):
a) f € Co( R")T ,f beschrinkt auf ganz R" und p,n beliebig,

I\T -n
b) feCo(!R) , m < 2p z,memo.

Dann erfiillt‘
a) FQ) = f(DY u) ,”y“ < 2p-1 , die Voraussetzung (1.20) mit I - -;? < B< 1
und E = H (@),
b) F(u) = f(D'Y w, ||| £ m, die Voraussetzung (1.20) wit B = %)— ,
m + —le < 8 < 2p und ist als Abbildung von D(AB) in E = I-IO(IZ)r stetig.
Beweis: a) _1_111—\ u in D(AB) impliziert wegen Satz 2.8 und der kompakten

Einbettung von H (Q)r in HZp—l(Q)t D u — DY u in Ho(Q)r. Wegen a)

2pg Yo

ist {f.(DY En)} < HO(Q)r und eine in Ho(ﬂ)r beschrinkte Folge. Es existiert

deswegen eine Teilfolge, derart daf
D u D fast iiberall in Q(s. | 23 ]p. 192 f.
Y _“k(X) —> D u(x) (s. [23]p )

£O u ) — w inH @F .

—nk

Wegen der Stetigkeit von f folgt:

f(DY u (x)) -— f(DY u(x)) fast iberall in Q ,

was w = f(DY u) impliziert. Wiederholte Anwendung dieses Schlusses liefert:

£O ) — £0 W in B (@7 .
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b) Klar, da u DY u als Abbildung von HS(Q)r nach Iit(Q)r N % <t < s-m,
kompakt und w +— f(w) als Abbildung von Ht(Q)r nach HO(Q)r stetig ist

(beachte: t > %).

Bemerkung: Die Beschrinktheit von f in a) ist notwendig, wie folgendes
1
Beispiel zeigt: f(t) = 2 , ulx) = x-u, u € HD((O,])), aber f(u) & Ho((O,l)).

Die Nichtlinearititen in den Sitzen 3.12 bis 3.18 sind sehr allgemein gefast.
Speziell fiir multilineare Funktionen f (wie sie bei den Anwendungen h3ufig

vorkommen) erhdlt man ein feineres Ergebnis, was die Ordnungen der

Differentiationen in der Nichtlinearitdt betrifft.

Lemma 3.19 A sei ein Operator in no(n)‘ und genilige (3.14),

T: B"x...x " — R® sei k-linear und o < k(2p - % )+ % . Falls

K
Z]||YH < k@p-3)+5 5 osllvIl < 2, st
v

existieren Exponenten a, 0 <a; < 1, v=1,...,k, derart daB

T

1 K @
(3.28) HT(DYIE DYkg M s ellaalll,

o
fiir v’ € D(A V) gilt.

Beweis: Zunichst gelten aufgrund der allgemeinen Darstellung von T und

der Holderschen Ungleichung die Abschitzungen

i k12 _ & 1 kyy 2
HT<3,---’£)H°=£1HTi(z:---,z)lIo

r .
-zl =z ak R e
-1 i]""’ik=] 1],...,1k 11 1k [¢]
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A
[p]
(]
M
<
e
S
~
)
=
a
»
3
~
=
=
.
i
[ad

12 2

s el r k

1 th(m o | L @

k

Sei N] c {1,...,k} derart, daB 2p - ”YvI[ > %— fir v e Nl ist,

N, ¢ {i,...,k} derart, da8 2p - Hyv” < g— fir v e N, ist.
Nach Satz 3.9 folgt jeweils:

- v % v | 1 i
veN: oy vl L, @ 5% fla " w’fl , mic 2 77 g, " v I
v

Ve lioy Wy grse, N, me

n

[} Y
1 1
Lyampd-Lan-liv,ll » e3> a2 e 0 -2

o < av < 1.

Damit erhdlt man als notwendige Bedingung:

k 5 2
1= & > 3% -2 ~-|v.|»
val & y eN, n v v”
2
MG RIS C R (RNCREN
vETg
2
=k g (I CGpa, - [yld+ o ae)@e - |y, i
veN veN
. 2
oder:

(3.29) k-DFs2p{ £ o, + L G-8){y | i+ Zoa=e) v I -
v le veN2 veNl veN2
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k »
Da (k—])% < 2pk - L H Yv“ vorausgesetzt ist, existieren aV,Bv e (o,1),
v=1

so daB (3.29) erfiillt ist.

Bemerkung: Man kann die Exponenten a,,v € N1 und de Sv,v [ NZ’ explizit

durch die Gleichung (3.29) bestimmen.

Beispiel: n=3, p=1, k=2, “Y]” =0, ”an =1

3 o) - (1=g ) = _
5= 2a‘ + 2Q1 62) (1 62) 2a‘ + 1 ez .
Fiir 6, = 1 erhdlt -1 =3
ur 9y =3 e R I T
- _3 . -] _3S
Fiir 62 = erhdlt man o g % =7

Ein wichtiger Spezialfall eines solchen bilinearen Operators ist der nicht-
lineare Term des Navier—Stokeschen Gleichungssystems; die Abschitzung
1 3

f @ u| R ]|A§ uff o l]AL‘ ulf| , findet man bereits in der Arbeit von

Kato und Fujita [26]-

Satz 3.20 A sei ein Operator in H @)T und geniige (3. 14),

T: R%...x BT — R® sei k-linear und o < k(2p - %) + 2

7 © Yo%, selen wie

in Lemma 3.19.
Dann geniigt R(v,u) = T(D. (A % v),...,0. (A % w),...,D_ (A% v)) mit
— = Y] - Yi e Yk -

ay = max(a.l,...,a.k), a=a;, falls a, < a; fir v # j, a>uj sonst,

den Voraussetzungen (1.9), (1.17) und (1.25).

Beweis: Klar wegen Lemma 3.19.
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§ 4 Existenzsitze fiir fastlineare parabolische Anfangs~ und Randwert—

probleme.

In diesem Paragraphen wird die Existenz von L&sungen des Anfangs— und

Randwertproblems (3.1) nachgewiesen.

Lemma 3.21 A sei ein selbstadjungierter, positiv definimster Operater
im Hilbertraum E.

Dann erzeugt -A1 1= -A[D(A) mit D(A]) = D(A?) im Hilbertraum D(A) eine

holomorphe Halbgruppe e—Alt mit der Abschitzung
e 1l peay = 7% ull ey
Dabei ist e 1% = o 7A%|p(a). Wei;er gilt fir A} = 4%[D(a):
”AF -At -8t  -a >0

1 ¢ ! E“D(A) s e t ”u“ D(A) °

Beweis: Klar.

Im folgenden ist A ein stark elliptischer, symmetrischer Differentialopera-
tor von der Ordnung 2p (s. (3.3)). Als Operator in HO(Q)r soll er der Be-
dingung (3.14) geniigen. Dabei ist der Definitionsbereich von A im Sinne von

(3.12) durch die Randbedingungen von (3.1) bestimmt (s. Satz 3.3).

M ist linearer Differentialoperator der Form

(3.30) Mu = & %D u , 1% . &< 2p-1,

[+ 3
Jalse " G Vi

sesesl

a =
i € Cpp@®
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Dann gilt wegen der Sitze 3.7, 3.8:

G3) [Mul, svg 8 ull, 558 <1, uened

Ao M : D@APY — E ist stetig. (g < 8 — L2

Mu eD@®) firu ed@®, F<g<1,
(3.32)
2p

g
—1+33 .l
(3.33) |la 2p M ull D(A) scllu ”D(A) » 0 <8< mln(i, 2p -~ 2), u e D(A)

(s. dazu (2.10), (2.11) und die dort anschlieBenden Bemerkungen.)

Definition 3.22 Eine Abbildung u:@ x [0,T) --®" heift Lgsung von (3.1),

falls u : [O,T) - HQ(Q)r eine strikte Ldsung in (0,T) der Evolutionsgleichung

n=-Au - Mu +F@ ,u() =y

=

in uo(n)r ist.

Satz 3.23 Seim<2p—%,melNo,f€C (R5HT .

Dann besitzt

1+n)

ajn

¢ () = -Au(t) - Mu(e) + £ u(t)) , ulo) = u, €D(A

mit f|y]] < m eine strikte Losung in (0,T) in Ho(ﬂ)r.
Dabei gilt

lim HA“" u(t) Ho =w , falls T < = ist.
t4T

Ist f(o) = Df(o) = o und M = o0, dann existiert die Ldsung global, falls

HAHn hinreichend klein ist; dariiber hinaus gilt in diesem Fall:

sl
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HAHn u(t) ”o s eeF .t ¢ [o,®), falls HAHn U, IR ICOR

Beweis: Wegen Satz 3.12, (3.33) und Lemma 3.21 besitzt aufgrund der Sitze

1.6, 1.12 die Evolutionsgleichung in E = D(A)
S
2p™n

d -1+ 5‘__“ -l+i -n
(3.30) - & T2 w(r) = AP Ty(e) - 4 T M AT w(n)

S _
+ a2 g ATV, vio) = A" u
Y - -0

eine strikte L8sung in (0,T). Da 4 die starke Differentation in D(A) be-

dt
deutet, existiert die Differentiation g_t in I-IO(Q)r und es gilt:
S s
d_ ,—l+y55-1 _ “l+5,-n d
e S T
(Diff. in D(A)) (Diff. in H (D)

S
Mit u ='A nz und nach Anwendung von AI 2P auf (3.34) folgt der erste
Teil der Behauptung.

Die letzten Behauptungen folgen aus Satz 2.6 und der Abschitzung (3.21).

Bemerkung: u e C([O,T), D(AHn)). Da 2p -~ m > -r-21- vorausgesetzt ist, folgt:

uwec(o,n, c, @)

2p=m
m
Satz 3.24 Es sei DQA) = Hzp(n)tn ﬁp(ﬂ)r (Dirichlet-Randbedingungen),
P > % und £ € C_( R™)T und analytisch (s. Satz 3.13). Dann besitzt
d Y 1+a
(3.35)  gru(t) =-Au(t) + £(A" u(r)), uwl)=u DA ), y<ac<l,

eine strikte L3sung in (0,T) in D(A).
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Bemerkung: Da 2p > = vorausgesetzt ist, gilt:
g P27

Die Differentiation %:- in D(A) ist gleich der partiellen Ableitung g_t H
u(t,-) € D(A%) impliziert: u(t,-) e, @, e @D,

€ C,((0,T),D(A)), A u & C((0,T),D(A)) bedeutet:

I‘v e

ue C((O,T),Co(ﬁ)), Au e C((O,T),Co(fz)), und schlieBlich folgt aus

Y]

t
u(t,*) e ﬁp(Q)t n Czp(ﬁ)r, daB die Dirichletrandbedingungen D, u(t,x) = o,

x € 32, |a] s p-1,klassisch erfiillt sind.

Beweis von Satz 3.24: Klar nach den Sitzen 3.13, 1.6, 1.11.

Beispiel: (r=1) Das Anfangs— und Randwertproblem

Y
3 u(t,x) = -A u(t,x) + eA u(t,x)

St in 2 x [0,T)

Da(u(t,x) =0, |u] < p-1 auf 3Q x [O,T)
u(o,x) = uo(x) in Q

besitzt im Falle p > & und fiir hinreichend regulire Anfangsbedingungen

A

ug (uo e D(Az)) lokal eine klassische L&sung.

Korollar 3.25 Es gelten die gleichen Voraussetzungen wie zu Satz 3.34.
Ist f(o) = Df(0) = o, dann ist die Ldsung u = o von (3.35) asymptotisch
stabil:

(3.36) ||a! Pt ¢ ¢ [o,), falls ||} s ll, s 8-

o u(t) “o < ee o

Beweis: Klar nach den Sdtzen 3.13 und 2.6.
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Bemerkung: Wegen p >% impliziert (3.36) die gleichmiBige Konvergenz

von u(x,t) auf Q gegen o:

sup [D_ ult,x)| < g'e—bt

vl<[zp - 2 +1]
xef

{(Da hier D(Az) c pr(Q) gilt, folgt analog zum Satz 3.8:

1+a
D(A )CH2p(1+a)(Q)')

Beispiel: Uy sei eine klassische L&sung des Randwertproblems:

u
du  + e ° =0 in Q
(3.37)
uO]BQ =0

Dabei ist Q ein beschridnktes Gebiet im lR3. In Anlehnung an Fujita
(s. [17 ], [18]) wird hier die Frage gestellt, wann diese (evtl. micht

eindeutige) L&sung von (3.37) "stabil", d.h. wann die L&sung v von

-2% = Av + e’ in Q x [o,w)
Viep = °
v|t=o =%

fiir t + » gegen die stationire L&sung u, konvergiert. Der Ansatz

v(t) = u, + u(t) liefert:

u—l) ,u(e) =v_—-u_ .

o
= = Aut e (e
o o

In D(A) ( mit A = -A) ist folgende Evolutionsgleichung auf Stabilit#t der

L8sung u = o zu untersuchen:

du Yo Y%, u
d—t=—Au+e u + e (e —u-1).
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.

Ap>o sei der kleinste Eigenwert von A. Dann ist der kleinste Eigenwert
u

vonA+M mit Mu = - °u positiv, falls

u -
3.38) e © oll < A, II¢|]° fiir alle ¢ € C_ (%)

gilt. Mittels Satz 2.6 und dem Korollar 3.25 folgt damit:

(3.38) ist eine hinreichende Bedingung fiir die Stabilitdt der LOsung u,
von (3.37).

uO
Besitzt der Operator A + M = - A - e einen negativen Eigenwert (und ist
o kein Eigenwert), dann ist u, instabil (in der Topologie von D(A)).
(Verwende Satz 2.7)
Die Methoden und Formulierung der Ergebnisse in [17 ],[18 ] sind ganz ver—

schieden von den hier verwandten; dies soll nur als erginzendes Beispiel

verstanden werden.

Im folgenden sind wieder beliebige Randbedingungen zugelassen.
Satz 3.26 Es gelte alternativ:

n r\r
a) m < 2p - 7 > @ 3 lNo , f e C](IR )

b) m<2p -2 2, mew ,fec™ (RO, Br<a< 1 (s satz 3.16)

Dann besitzt

§E~3(t) = -Au(t) - Mu(t) + f(DY u(t)), ulo) = u, € D(AB)

mit [|vi] s m eine strikte L8sung in (0,T) in HO(Q)r.

Dabei gilt: Lim [|A® w(e) [} = =, falls T < = ist.
ttT

8 > max(B, —Z;), wobei B durch (3.31) und s durch die Sitze 3.14, 3.16
bestimmt ist.

Beweis: Klar wegen der Sitze 3.14, 3.16, 1.6 und 1.12.
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Beispiel: n =3, p =1, % <a<l, e Qderart, dag t* fiir alle te R
definiert ist. Dann besitzt

s

u=+Au ~Mu + (DY u)a , uo) = u, & D(Az)

2e

mit ]Yf < 1 eine strikte Ldsung in (0,T) in HO(Q). (i + 152 % <8 < 2)

Dabei ist M ein linearer Differentialoperator erster Ordnung. Die Rand-

bedingungen sind im Definitionsbereich von A enthalten.

Wird fiir £ nur noch die Stetigkeit vorausgesetzt, erhilt man:
Satz 3.27 Es gelte alternativ:

a) fecy R™)T , f beschrinkt auf ganz IR',

r.r n
b) fe CO(IR ) , m< 2p - 7 » @ < IND .
Dann existiert ein u e C([b,T),D(AB)), das strikte Ldsung von

d

(3.39) G- A u(r) = -Al7E u(e) + ATE M ou(e) + AE £, u(t))

ule) = u & pa®)
fiir jedes ¢ e (0,1-8) in (0,T) ist. (Zu B s. Satz 3.18 und (3.32).)

Fir y gilt im Falle a): |[y|] < 2p-1,

im Falle b): |ly|] < m.

Beweis: Klar wegen der Sdtze 3.18 und 1.15.

Der Nachweis einer L&sung von (3.39) mit €= o ist mir fiir eine allgemeine
stetige Funktion f nicht gelungen. Im Hinblick auf die Zusatzvoraussetzung

(1.22) im § 5 von Kapitel | wird gefordert:
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£(w) e H " firu el I 7, £ > o (fest),

2p-1l ¥

(3.40) u v f(u) ist fiir u e H (Q)r als Abbildung von

2p-1l vl
r r .
HZpB-i!y]|(ﬂ) nach Ht(Q) stetig (o < B < 1).

Aufgrund der Sdtze 3.7, 3.8 folgt fiir F(u) = f(DY u) aus (3.40) die

Bedingung (1.22), falls f a) oder b) geniligt (B jeweils wie in Satz 3.18).

Wegen Satz 1.16 erhdlt man dann:
Satz 3.28 Sei f wie in .Satz 3.27 und f geniige (3.40).
Geniigt £ der Voraussetzung a), dann gibt es ein u e C([O,T)iD(AB)), das

LOsung von

D, u(t) = -A u(e) - Mu(e) + £ u(®)), u@) = u, & DA
mit || y[} =< 2p-1 in HO(Q)r im Sinne von Satz 1.16 ist.

Geniigt f der Voraussetzung b), dann gibt es ein u ¢ C([Q,T),D(AB)), das

strikte L8sung in (0,T) vom

4 ey = o - - 8

ar u(t) = “A u(t) - Ma(t) + £ u(t)), ulo) = u, e D(A")
mit ”Y]I < min HO(Q)r ist.
Zum SchluB sollen parabolische Anfangs— und Randwertprobleme mit Nicht-
linearititen von "Polynomcharakter” auf Existenz, Stabilitdt und Instabili-

tit hin untersucht werden. Insbesondere sind die Navier-Stokesschen

Gleichungen von diesem Typus (s. dazu die Ergebnisse in [27] ).
Definition 3.29 Ein Operator F:HO(Q)r ———)-Ho(s'z)r heifit ein "Polynom", falls

N
(3.41) F= 7 T
=0
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ist und Tk k-linear ist. Dabei ist der Definitionsbereich von F:

N
D(F) = M D(Tk) .
k=1

stets durch eine k~lineare Abbildung T : Rix...x Rf — R

Im folgenden sei T, k

k

induziert und von der Form
k ny,, I
(3.42) T @ =T O w,...,0 W, 0 syll < 2, Tllyll<k@ -3
1 k v=1
Nach Satz 3.19 existiert dann ein o = a(k) < 1, derart daB D(Tk) > D(A%) ist.

Fir D(F) erhilt man dann: D(F) = D(A®), § = max ak) < 1.
: k=1,...,N

Satz 3.30 F sei ein "Polynom" (3.41), wobei die Tk von der Form (3.42)

sind. Dann besitzt
(3.63) - u(t) = A u(®) - M u(®) + Fa(®) , u() - u e D@

eine strikte Ldsung in (0,T) in HO(Q)r (® <8 < 1).

u e c([o,1), p&P) und 1in |48 u(w) || - =, falls T < =
t+T

Ist To = Tl = o0, die Ordnung von M kleiner oder gleich p und

re o(A+M) 2 a > o, so ist die Lésung u = o von (3.43) asymptotisch stabil:

-bt

148 uce) ||, 5 ee™F, £ < [o,), falls [aAP u || < 8Ce), B < B <1

Bemerkung: Man kann wegen Satz 3.20 auch 8 = B setzen, falls B = a(j)

jeweils strikte Maxima sind.
Existiert umgekehrt kein Spektralpunkt von A+M mit verschwindendem, aber

einer mit negativem Realteil, so gibt es ein €, > © derart, daB in jeder

Umgebung von u = o in HO(Q)r ein u e D(AB) und eine strikte L8sung u von



- 87 -

(3.43) mit der Anfangsbedingung u existiert, so da8 ”3(t0)|]° > g, fiir

mindestens ein t, e (0,T) ist.
Beweis: Klar wegen der Sdtze 3.20, 1.5, 1.7, 1.11, 2.6, 2.7.

Diese letzten Stabilit&ts— und Instabilit#tsaussagen sind insofern von
Wichtigkeit, als sie bei physikalischen Problemen - durch eine Gleichung
der Form (3.43) beschrieben - unter einer Vielzahl von stationiren L¥sungen
die "stabilen" als die in der Natur auftretenden zu beschreiben helfen.
Diesbeziigliche Ph#nomene in der "Fluid-Dynamik" werden in [}7 ] eingehend

behandelt.

Die Frage, wann aus der Existenz von %E

Ableitung %{ folgt, wiirde sich in natiirlicher Weise anschlieBen, da man ja

in Ho(ﬂ) die Existenz der partiellen

von dem Anfangs— und Randwertproblem ¢3.1) ausgegangen ist. Ich mdchte dazu
hier nur auf die Ergebnisse von Fujita und Kato in [21 ]verweisen, die
diese Untersuchung speziell fiir die Navier—Stokesschen Gleichungen gemacht

haben.
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§ 5 Kommentare

Existenzsdtze bei quasi- bzw. fastlinearen parabolischen Anfangs— und Rand-
wertproblemen findet man in unz#hligen Arbeiten. Zuerst ist auf die Mono-
graphien [28] und [15] zu verweisen, in denen die wichtigsten Methoden
dargestellt sind: im linearen Fall u.a. die der Potentialtheorie, der
Approximation (Galerkinverfahren), die Schaudersche Kontinuit#tsmethode

in der Ca—Theorie, die Darstellungs— bzw. Variationsmethode in der Hilbert-
raum-Theorie;

im nichtlinearen Fall im wesentlichen die Ca-Theorie, die sehr weitreichende
Ergebnisse liefert.

Ein Ubersichtsartikel iiber die letztere ist der von Edmunds []3] .

Von Wah1[49] beschidftigt sich vor allem mit a-priori-Abschdtzungen der
C,~Theorie, die bei gewissen Wachstumsbedingungen der Nichtlinearitit die
globale Existenz garantieren. Wihrend in den oben genannten Bilichern im wesent-
lichen parabolische Gleichungen zweiter Ordnung behandelt werden, sind es in
D9] Systeme héherer Ordnung, die untersucht werden.

Nichtlineare Anfangs— und Randwertprobleme sind mittels der "Lp-Theorie"
(oder Hilbertraum-Theorie) in folgenden Arbeiten behandelt worden: [4], [8],
[24], [30], [36], [&3], [as], [a7], [a8].

Unter der Vielzahl der Methoden seien die der Approximation, Monotonie,
Koerzivit#dt, Regularisation und der Halbgruppentheorie erwdhnt. Der L3sungs-—

begriff wird dabei bis zur Distribution abgeschwicht.

Bei elliptischen Differentialoperatoren kann man die von ihnen erzeugte Halb-
gruppe durch eine Greensche Funktion darstellen, was von Fujita und Watanabe
([17], [18], [20]) ausgenutzt wird. Sie verwenden ein Iterationsverfahren, das

punktweise monoton gegen die L&sung konvergiert. Das geht nur bei konvexen
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Nichtlinearititen, wie es z.B. die e-Funktion ist. Derp Losungsbegriff ist
der der schwachen L&sung.

Halbgruppentheorie im Zusammenhang mit der Lp-Theorie wird von Kato und
Fujita ([21:[, [26]) angewandt und von Masuda [36] bei Analytizitdtsunter-

suchungen benutzt. In [26] taucht der Begriff der "strikten" L8sung auf.

Was die Stabilit#t bei Anfangs- und Randwertproblemen betrifft, so sind die
"klassischen" Arbeiten [3], [16] und [37] zu erwdhnen. Es handelt sich dort

um Abschitzungen der Cu-Theorie.

In den Artikeln von Prodi und Jooss ([43], [24]) findet man Stabilitdts—

1
aussagen filir die Navier—Stokesschen Gleichungen in D(Az) bzw. D(A). Die in
der vorliegenden Arbeit dargestellte Methode schlieBt fast die Liicke: sie

liefert in diesem Spezialfall Stabilitdt in D(AB) mit % < B <.



._90_

Arhang
a k
Lemma 4.1 Sei u ¢H (R , m>5F , }:iy.lsm
—_— m 2 iop B

o X
Dann gilt: ”(DYlu) ces (Dqu)[!o < e flully

Beweis: Es wird iiber k induziert. Die Behauptung ist fiir k = 1 klar.

SchluB von k auf k+! (unter Verwendung der Sobolevschen Einbettungssitze):

a) m- ‘YI] > %

J O u...D ubD u)2 dx < sup|D u(x)[2 J (D u...D u)2 dx
a N Yo Yist xed V1 a T2 Tk+1
2(k+1)
s ey e |lull?
nach Induktionsannahme.
n
b) m lYI[ b4 -2—
1 i
J O u...p.ubd wlaxc (S @ 0P ¢ @O u...0 wan?
a N Yoo Ykel a N a Y2 Y+l

A

2 2
¢y ”u”m ”DYZu ce DYk+]” !Y||

n n :
falls < und < ilt.
P0G Yy ) 1252 Y, 8

+ 1. 1
q

Diese Bedingungen sind wegen der Voraussetzung m > % mit %

vertriglich.

Wegen der Leibniz—Regel folgt weiter:
[

N c3|lD?2u wes Do o

unf E u
Y2 Yi+1 Y1 endl. Yi+1

+ 1
mit I IYv[ < val +|Y1| < m, woraus aufgrund der Induktionsannahme
= =2



- 9] -

k
D, u ... D c, Jlull folgt.
Yy 4 m

ul| <
Teer ]

Der Beweis von Lemma 3.1 folgt mit Hilfe von Lemma 4.1.

. n
Lemma 4.2 Seluer(Q), veHZP(Q) s p>z,]y1[ + [72{ <p

pama gite: [Io, o vl s ellell vl

Beweis: a) p - ]YI| >%
Diese beiden F#lle sind klar.
n

b) 2p - |y2[ >3 .

ap-lyl =3, -yl s3

A

1
2r, — 2r
2 I,y
IIDYIU Dyzv]]o < ( é @ @ O ( é (DY2v> )

N

cllall 2l 2,

1

n .
p < 26—y, Tl s 22 (2= I, ) ist.

falls r

Das impliziert:

0-2(2p~|y, )

n

2(-[v,
n

rtl-—-

<L oo
T 2

<
Dies ist aber wegen n — 2(2p —]Yzl) < 2(p —|Yl[) erfiillbar.
Lemma 4.3  Sei u,ver(Q) ,p > 2.

A

Dann gilt [lu v]| o5 ¢ Jlu]| P [Iv]] P

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 4.2.
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