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H. KieLHOFER

Uber ein semilineares singuliires Anfangs-Randwertproblem

Eine Schar von parabolischen Anfangs-Randwertproblemen der Form
-4+5Au_-F( u), (fa)ye [0, Ty x £,

uli—o = Uy . w(t)leg = 0, (L)e
mit einem elliptischen Operator 4 und einer Nichtlinearitdt F wirft folgende Fragestellung auf:
1. Gibt es ein von & > 0 unabhéngiges Intervall [0, 7'}, in dem die Lisungen existieren ?
2. Konvergieren die Losungen fiir ¢ | 0 gegen eine Lisung der Grenzgleichung (1),?
Fiir den Fall, daB £ ein beschrénktes Gebiet im R® und F eine Nichtlinearitdt ist, in der keine partielle Ablei-
tung von % vorkommt, kénnen diese Fragen zufriedenstellend beantwortet werden. BeeinfluBt ist diese Arbeit

von Karo [1], der diese Fragestellung fiir das NAvIER-STOKESsche Anfangswertproblem im R? untersucht hat
In seine Argumentation geht wesentlich ein, daf £ = R3 ist.

1. Ein Existenzsatz
£ ¢ R? sei beschrinkt und der Rand 842 sei von der Klasse Ct. H,(2) bzw. H () sind die (reellen) SoBoLEW-
Riume mit p = 2, also HiuBErT-Réume (Skalarprodukt (, ), Norm || ||,,). 4 seiim folgenden stets ein gleich-

miBig elliptischer Differentialoperator der Ordnung 2 mit (reellen) Koeffizienten aus C4(2) und selbstadjun-
giert. Weiter gelte

(Au, w)y = eillull} e we Hy(Q) 0 Hy(Q)
dem Definitionsbereich D(4) von 4.

Satz 1: Es sei Fy: R* > R, F, ¢ C*(RY und F,(0,x) = 0 fiir alle x ¢ R3 Dann besilzt das Anfangs-
Randwertproblem

_86—7; -+ Au = Fl(u; vu) ’ ult:() = Uy , u(t)lag =0 (2)

in einem Gebiel [0, T) X £ eine eindeutige klassische Losung, sofern nur u, € D(A%-7) ist, n€ (0, 1/4).

Zum Beweis sei nur folgendes gesagt: Der Operator 4 erzeugt in D(A) (versehen mit der Norm ||.4-{l,) -
eine holomorphe Halbgruppe e~4!. Die Abbildung u — F,(u, Vu) ist stetig und beschrankt von D(47), y > 7/4,
in D(4). Mit 4~ ist auch 47 kompakt, was insgesamt geniigt, um die lokale Losbarkeit der Evolutions-
gleichung

d .
aA."iu + Aty = A~1F (u, Yu) , u(0) = uy ¢ D(A2—m), v+ <2, (3)

im HineERT-Raum D(4) zu beweisen (s. [2]). Die Eindeutigkeit folgt daraus, daf (3) in Hy(2) = Ly(2) lokal
eindeutig losbar ist. Es ist u(f) € D(4%-7), we C1([0, 1), D(A1~n)), Aue C([0, T), D(A'~7)), so daB fiir
7 < 1/4 (D(A1~7) ¢ Hpq_p(2) ¢ C°(L)) die Losung von (3) das Problem (2) klassisch lost. (Zur Definition der
Raume H(Q), s¢ R, s. [3].)
Korollar 2: Es sei F e Chi*(R), F(0) = 0. Dann besitzt
du

N + Au = F(u), u(0) = uy € D(A?) 4)

eine eindeutig bestimmie Losung im HILBERT- Ragm D(A) in einem Intervall [0, T'), wobei gilt: hm | Au(t)]]y = oo,
falls T < oo ist. tT

Zum Beweis ist nur zu sagen, dab 7 = 0 gewidhlt werden kann, da die Abbildung % 1— F(u) in D(A)
lokal HOLDERstetig ist (mit dem Exponenten ) (s. [2]). Die letzte Aussage ergibt sich daraus, daB die lokale
Losung von (4) fortgesetzt werden kann.

2. Ein Satz iiber singuliire Stérungen
Satz 3: Essei F e C'{%'c"“([R) und F(0) = 0. Dann besitzen die Evolutionsgleichungen

% + edu = Flu), u(0) = ug € D(A?) (5

im HILBERT- Raum D(A) fiir jedes e > 0 eine eindeutig bestimmie Lésung u, in einem von & unabhingigen Inter-
vall [0, T').
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. Fiir e | 0 gilt: u, —u in O([0, T — 8], ﬁl(Q)) fiir jedes 8 € (0, T) und u(t, x) — u(t, ) tir « ¢ 0. Weiter
st u € Cy[0, T'), Hy(£)), s < 2, und u list (5), tn Hy(0).

Bemerkung: w, bzw. « l6sen die Probleme (1), bzw. (1), klassisch. Beim Grenziibergang ¢ | 0 geht
— wie zu erwarten — eine Randbedingung verloren. Wahrend u,(t) € D(42) ist (d.h. u.(f)|;0 = 0 und du, ()50

= 0), ist u(f) € Ioll(.Q) (also nur u(t)|;e = 0).

Beweis: Wegen Korollar 3 ist fiir den ersten Teil des Satzes lediglich eine a-priori-Abschitzung fiir
1A ue(t)][, nachzuweisen. Skalare Multiplikation von (5), in D(A4) liefert:

1 4d

5 ;A + e(A%uy(t), Aug(t))y = (AF(u(t)), Aut)),o, (6)

woraus wegen der Positivitit von 4 folgt:
d ~
g Hue®llo = F(l|Aug®)lly) -

Dabei hingt F von F und seinen ersten beiden Ableitungen ab (s. [2]). AuBerdem wird dabei benutzt, daB au
D(A) die Normen {|4 - ||, und || ||, 4quivalent sind. Die Losung von ¢ = F(p), ¢(0) = [[Auyll, ist damit Majo-
rante fir || Au(f){l, ¢ > 0.

Durch Integration von (6) und mittels dem bereits hergeleiteten Krgebnis folgt weiter:

{
& [ (APuy(s), Augs))ods < p(1), te[0,T), peC(0,T), firallee>0. (N
0
Sei nun ey < &, Us, = Uy, Ue, = Uy, W = Uy — Uy Skalare Multiplikation von

d .
Fr + & Auy — gduy = Fu,) — Fluy)

in H,(Q) ergibt:
d
@ ey =< eqllduylly + sall du,lly + collw()ly

te [0, 7 — §], da fir F eine Abschitzung .
F(w) — Flun)lly = callug — wofly fir ||Aully < ¢5, v=1,2, (8)
gilt. Nun ist
dull} = Al A3y = ci(dui, Aug)y
so dall wegen w(0) = 0 und (7) folgt:
1z

Hw(t)nlg%e%‘t(ezt)lﬂzz(eift(AZui(sx Auy(s)), ds) < 20,(met ()2, te [0, 17 — 3]
i 0

i=1
Das beweist u, —u in C([0, T' — 6], I?Il(.Q)).

Auf Grund der gleichmiBigen Beschranktheit ||u,(t)||, < ¢5 in [0, 7' — 6] konvergiert u,(t) schwach in
H,(9) und damit stark in Hy(Q), s < 2, gegen u(f). Daraus folgt u(t) € Hy(£2) und u,(, z) — u(t, x), x € Q.
Wegen (8) gilt F(u,) — F(u)in ([0, T — 6], H 1(£2)), und wie oben impliziert die Beschranktheit von || F (u.(t)|,
in [0, T — 6] die Konvergenz von F(u.(l)) gegen F(u(t)) in H,(2), s < 2. Eine weitere Folgerung ist, daff F(u)
schwach stetig in Hy((2) und damit stark stetig in H () ist.

Integration von (5), in H,(Q) ergibt:

¢

() — U, :of (— edug(s) + F(uy(s)) ds ,
woraus unter Beriicksichtigung von ¢ Oft IlAue(s)lll ds < ¢y(ety(t))M? folgt:
wlt) = u, + jF(u(s)) ds in H,(2).
Auf Grund der vorherigen Uberlegungen gilt diese Beziehung auch in H(£2), s <( 2, womit alles bewiesen ist.
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