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Vor wort

Sehr geehrte Leserin, sehr geehrter Leser,

es wurde mich freuen, wenn Sie durch diese Arbeit Anregungen fur Ihre Forschung oder Ihren
Unterricht gewinne. Die Mindmap (S10-11) bietet Ihnen eineisuelle Darstellung der Zu
sammenhéanggin der Einleiting und im UberblickS. 12-22) finden Sie schriftliche Zusam
merfassungen der Kapitel

Der Bezug auf Personen erfolgt zur besseren Lesbanitait der méannlichen Formynab-
hangig vonGeschlecht undeschlechtlicheOrientierung.

Abbildungen im Kontex von dynamischer Geometriesoftwareurden mit GedGebra oder
mit EUKLID DynaGeoerstellt.Im Kontext von relationaler Geometriesoftware wurden die
Abbildungen mit dem Program@eometry Expressiorerstellt. Punktkoordinaten werden in
Geometry Expressionsnd GeoGebra durch Kommatgetrennt, im Fliel3texverwende ich
jedochvertikale Trennstrichecgo , um Missverstandnisse bei Kommazahlen zu vermeiden.

Literaturverweise sind in eckigen Klanern [ ] gesetztQuellenztate stehen kursjvin An-
fuhrungszeiben und nt Abstand zu den Seitenréandern.

Fur Fragen und Anregungen kdénnen Sie mich wie folgt erreichen.

Michael Schneider

p. Adr.HerrnProf. Dr. Reinhard Oldenburg
Lehrstuhl fur Didaktik der Mathematik
Universitatsstralle 14

D-86135 Augsburg

Verwendete Abklrzungen

CAD: Computer aided design

CAS: ComputetAlgebraSystem

DGS: Dynamische Geometrafswvare

FHG: Freiheitsgrad

GE: Geometry Expressions

LGS: Lineares Gleichungssystem

MIT: Massachusetts Institute of Technology
RGS: Relationalé&eometriesftware
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Einleitung

Dem funktionalenDenken wird in der Geschichte detathematikDidaktik viel Beachtung
geschenktAls Beitrdge seien etwa genafiitihrer85] [Vollrath89] und [Krliger99]

Im Kontext der Geometribieten die Konstruktionen ein anschauliches Umfeld, das- funk
tionale Denken zu kultiviererTypisch fur eine Konstruktion als Problemléseprozess ist die
Notwendigkeit, zu planen und Schritt fur Schritt voranzugelDabe hangen im Allgemei

nen neue Objekte von bereits existierenferktional ab:

Abbildung 1: SSSKonstruktion eines Dreiecks

Bei der Dreieckskonstruktion mit drei vorgegebenen Seiten beginnt man einer Seite, zum
Beispiel 06 . Der dritte Eckpunkb ergibt sich dann als Schnittpunkt zweier Abstandskreise.
Somit hangt der Punkt von diesen Kreisen funktional ab.

Mit dieser Arbeit mdchte ich jedoch das relationale Denken starker betonen und die theore
tischen Grundlagen deelationalen Geometriesoftware (RGS) auf der Konzeptebene dar
stellen. Beim relationalenDenken ist nicht entscheidend, welche Gré3e von einer anderen
funktional bzw. einseitig abhangt, sondern in welcher bidirektiondtzmehungdie GrolRen
zueinander steen. Neben Beziehung werden wir auch die Begyigelation und Einschran

kung (englconstrain) verwenden.

Aus derobigen SSSKonstruktion ergeben sictie folgendenRelationen: Br Punktd hat
vom Punktd den Abstand) LE, der Punk® vom Punktd den Abstand LE undso weiter.
Eine zusatzlicheRelation ergibt sich durc®nwendung der Umkehrung de&atzes von
PythagorasDie Seitenlangen erfiillen die Pythagefaleichung, also stehetie Streckerd 6
undd Osenkrecht aufeinander.

Aus de Praxisim Umgang mitDGS ist das Ph&dnomen dausénanderfallenden Konstruk

tionen bekannt: Benutzer setzéBedingungen nur augenscheinlich unum Beispiel wird

eine Gerde mdglichst gut an eem Kreisplatziert undauf diese Artals Tangente deklariert.

Diese vermeintliche Giiltigkeit von Bedingungen bringt 8&itVva c k el t est fians m Zug
Licht: Man verandert die Lage der freien Punkbted siehtdann welcheBedingungen Be

stand haben, aldatsachlichgiltig sindoder nur augenscheinlich gesetzt wurdengili aber

auch Benutzer, die sich diesem Phanonbemvusst sind und ihre provisorischen Kon
struktionenim Nachhinein verfestigen wollen. Das setzt allerdings Funktionalitdten voraus,

Uber dieein tbliches DGS nicht verfugt.
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Im Folgenden zitiere ickin Beispiel aus [H61zI94, S. 90 ff.]. Bei der verwendeten Software
handelte es sich um Cal@&ometre.

AGegeben sind eine Gerade g und ein Punktk8nnt hr ein Quadrat BCD
konstruieren, so dass die Eckpunkte B und D auf g liggen?

Es wurde folgende Schiilerstrategie beobachtet: Der Runkirde als Basispunkt erzeugt
und anschlieRend an die Gerdgebunden. Uber der Strecked konstruierte der Schiiler
per Makro einQuadrat.Da 'O nicht auf"Qlag, zog er a (Abbildung 2 links), bis das Qua
drat augendwinlich den Anforderungen genudi&bbildung2 rechts)

c

A

Abbildung 2: Ein Schiler verfolgte die Losungsstrategie, alﬂ zu ziehen, bis augenscheinlich aul liegt.

Nun wollte der Schiler den Rkt D an g binden, doch das Programm verhielt siasgv,

was von Schulerseituf Verwunderung stielBei einersolchen Punktbindundhandelt es sich

um eine sogenannte Einschrankung. Dieses Beispiel zeigt, dass solche Einschrankungen in
einem DGShr begrenzt véigbar sind.

Waswurde seif H6IzI94] im Bereich der Geometriesoftware entwicRelt

Inzwischen haben dynamische Geometriesysteme (DGS) nicht nur konstruktive, sondern auch
relationaleWerkzeuge im PortfolioMit diesen Werkzagen kdnnerkinschrankungen umge

setzt werdenZum Beispiel kann ein Benutzer EUKLID DynaGeoeinen Basispunkaneine

Linie binden.Die in Abbildung 2 gezeigte Losungsstrategie gelingt mit diesem relationalen
Werkzeugwenn mareine softwarespezifisehBesonderheit beriicksichtigteDzu bindende
PunktO mussein freier Punkt sein

Ein relationales Geometriesystem (RGS) geht ilbeginzelte relationalé/erkzeugehinaus:

Dort werden zuerst die beteiligten Objekte erzeugt und dann werden die zwischen iknen gel
tenden Relationebzw. Bedingungefibermitelt. Das bedeutdir dasEingangsbeispiebSS

Zuerst wird ein beliebigeBreieck erzeugt und dann werden dewiinschterstreckenlangen

an das RGS ubermittelin der nachsten Bildfolgsehen wir, wie schrittweise Bedingungen

an die Streckenlangen ubettalt werdenund wie sich die Form des Dreiecks dadurch ver
andert

A B A B A B
Abbildung 3: Ein Ausgangsdreieck erhélt nacheinander die gewinschten Eigenschaften.
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Im Gegensatz zu eindfonstruktion ist die Reihenfolge d&chritte hierzweitranging:Die
Abstandsbedingungen kénnen in einer beliebigen Reihenfolge tbermittelt wemkeschen
besitzen einige DGS wie UKLID DynaGeo und GeoGebra relationale Werkzeajeer
alleine dadurch wird eiDGS nicht direkt zu einem RGS.

In dieser Arbeit formuliere iclden theoretischen Rahmen der R@&nzeRGS von
DGS ab undormuliereVorschlage zur Weiterentwicklungpn RGS auf der Konzept
ebene. Aulerdem mochte IMMDLLRATHS bekannte Umschreibungdes funktionalen
Denkens sinngemal’ auf das relationale Denken Ubertragen und mit Inhalt fullen.

Das obige Beispiel von [H61zI94und die Beobachtung, dastablierteDGS Uber solche rela
tionalen Werkzeuge verfuigen, fuhrten miolr Leitfrage wassich seit[H61zI94] in dieser
Richtung entwickelhatbzw. welche weitere Geometriesoftware es netbemDGS gibt.

Als ich auf ein konkretes RG85eometry Expressiongjestol3en bin, tauchteneine ersten
Fragen aufWorin besteht das didaktische PotengimlesRGS? Wofur und wie kénnte man
eszielfuhrend und ergiebig nutzenwie gehen wir mit Blick auf klagsche Konstruktionen
wie SSS im Dreieck mit einer Verfugbarkeit von RGS im Unterricht um?

DieseGedankerfihrtenmich nachmeiner Selbstbeschaftigumgit Geometry Expressiorgu
denpraktischen Forschungsfragen:

(F1) Wie gehenLernendemit den Mdglichkeien von Geometry Expssions als Vertreter
eines RGS um?

(F2) Wie kommen Lernende mit dem Konzept Bedingungen setaerhalb der Umgebung
von Geometry Expressions zurecht?

(F3) Koénnen Lernende geeignete Werkzeuge innerhakx &ofwareUmgebungauswahlen,
um ein vorgegebenes Problem zu I6sen?

Daran anknupfendnd mit Blick auf die Schwéachen von Geometry Expressamgaben sich
die theoretischen Forschungsfragen:

(F4) Wie kann RGS theoretisekonzeptuellweiterentwiclelt werden?

(F5) Wie kann Geometry Expressionals Vertreter eines RG3uf der Softwardbene
weiterentwickelt werden?

Recherche undQuellen

1. Meine Hauptgelle im Sinne eines Ursprungsnd Anlassesir Recherchebzw.
Forschungst die bekannte Usthreibung von ¥LLRATH:

AFunktional es Denken i st ei ne Denk-wei se,
t i on e[Woliratis89, S.ib]

Die Variation dieser Formulierung liefert die Frage, was typisch fur den Umgang mit
Relationen ist.
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2. Der Dissertation von.Ro0OTH [Roth05,S. 14] entnehme ich die Kernféahigkeiten des
bewegten Denkens und formuliere Entsprechungen fur das relationale Denken.

3. Anregungen, wie man eine wissenschaftliche Abschlussarbeititschrabe ich dem
gleichnamigerBuch [Eco10] entnommen.

4. Die Definition eines DGSni [Graumann et al. 96, S. 197] verwende ichRe$erenz,
um eine RGPefinition zu entwickeln.

5. Das in[HOIzI94, S. 90]zitierte Beispiel istwie oben beschrieberinlass, nachzu
forschenwelche weitere Geometriesoftware esereden DGS)ibt.

6. Da EUKLID DynaGeo und Geometry Expressidf@rschungsgegenstande sind,-zéh
len auch deren Hilfeseiten zu meinen QuellersbesondergMechlingld und
[Todd13] Vor diesem Hintergruntiabe ichauf3erdernelektronischeNachrichten mit
den Enwicklern, R. MECHLING und 4. ToDD, ausgetauscht.

7. Wahrend der Recherche zu RGS und zu CAD habe ich einen Fernsehbericht von 1964
auf YouTubegefunden und ihn im Unterkapit&.7 teilweise transkribiertin dem
Mitschnitt werdenForscher der Lincoln Laboratories des Massachusetts Institute of
Technology (MIT) bezuglich Sketchpad interviewt

8. In de Dissertation von WTTERMANN [Hattermannll, S. 68jabe ichm Kontext des
Zugmoduseinsatzes von Probanden den Ansatz gqusditativen Analysegefunden.
Sei ner Ei ns c hadem Borsghungsdegesnstanddgagenib®r als angemes
sen anzusehérfebendajst, bin ich gefolgt.

9. Durch einen prsonlichen Austausch mit M.U#H wurde ichauf die qualitative In
haltsanalyse[Mayringld aufmeksam; diesesist mein erstes Referenzwerk fir die
Formulierung des Auswemgwerfahrens

10.Bei der Transkriptiorvon Videomaterial habe ich mich §&chreiberl0S. 73 orien
tiert. Dartber hinaus hat mir ChCSREIBER in einem personlichen Gesprach seine
Vorgehensweise erlautert.

11.[Eigenmann81lnd[Freudenthal73hatL. FUHRER in seinen Vorlesungen und in per
sonlichen Gesprachen erwéhnt.

12.Meine erste Quell&lir die islamischen Muster in Unterkapite#ist [Sutton(¥].
WeitereQuellenhabe ichonline recherchierinsbesondergDreyfus/Hoch09], [BoFuH095],

[Hoffmann/JoarArinyo05], [Linchevski/Livneh99]und [Talmon/Yerushalmy04]Das volt
standige Literaturverzeichnis finden Sie im Anh@ngab S.236.
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' ber bl i ck

Im ersten Kapitel nahern wir uns dem relationalen Denken Razubeginnenwir mit zwei
verschiedene Arten, eine geometrischestruktur oder Konfiguratiorzu erfassenbottomup
odertop-down Anschlie3endverden diefur diese Arbeinhotigen Begriffedefiniert und erlau

tert Relation, Einschrankung, Figur, Konfiguratiddgmposition, Kompositionsbeschreibung
und Aquivalenz zweier KonfigurationenWir orientieren uns anVOLLRATHS charakte
ristischerUmschreibug des funktionalen Denkens und Ubertragen diese auf das relationale
Denken:

Relationales Denken ist eine Denkweise,

die typisch fur den Umgang mit Relationen ist.

AnschlieRendverdendie zentralen Aspekte des funktionalen und relationBlenkers ver-
gleichendgegentbergestellind besprochen.

Tabelle 1: Gegenuberstellungvon funktionalem und relationalem Denken

Funktionales Denken Relationales Denken

Verknlpfung zwischen

den beteiligten GroRen Zuordnungscharakter Beziehungscharakter

Invarianzverhalten und

Hauptaspekt der T
AGl ei chberech

Verknupfung Anderungsverhalten

Kontext Geometrie

(Konfiguration) Konstruktion Komposition

Im zweiten Kapitel wird die Rekvanzdes relationalen Denkens fur Lernert#egelegt Wir

beginnen miBeispielenausder Shulpraxiswie Achsenspegdung, Parabel als Ortsliniand
PantographAnschlieRend wirddas Konzeptes Freiheitsgrades einer Konfiguratamhand
derbeidenBeispielemathematischeBendel und Gelenkmechanisnaisgefihrt

Als Ergebnis werden wir erhal: Der Freiheitsgraceiner Konfiguration ist gegeben durch
die minimale Anzahl der Grof3en, die das System eindeutig beschreWenformulieren
dannals wichtige Feststellungvas fur dé Unsetzung einer Konfiguratioaus relationaler
Sicht entscheidenigt:

Relationales Hauptprinzip zur Umsetzung einer Kafiguration

Fur die Umsetzung einer Konfiguration ist entscheidend, dass a#ganéén
Relationen erkannt und umgesetzt werden.

Als Beispiele betrachten wir die Konfigurationen Sehnenviereck mit Umkreis und gemein
same Tangentean zwei Kreisa. Schliel3lichverkntpfenwir dasrelationaleHauptprinzipmit
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demVerfahren defRuckwartsrbeiters und stellen den Bezug zunmiizip der Vertauschung
zwischen gegebenen und gesuchten Objekten her.

Dasdritte Kapitel bildet dentheoretische Hauptteil der Arbeit. Dortverdenzu Beginndie
dynamischen Geometagsteme(DGS)und das funktionale Prinzip eingefiihfinschlielRend
diskutieren wirdasbekannteprinzipielle Spannungsverhaltnis zwisch8tetigkeit und Deter
miniertheit in einemDGS. Im folgendenUnterkapitel wird eine neue Art volnstetigkeit
entdeckt die Unstetigkeitauf der begrifflichen Ebene Hi e r iA Bapalelognamimn fum e
Trapez um.

D'/\D

-
o

Abbildung 4: Konstruktion eines Parallelogramms= | r ifp GeoGebra

)

L
m
Py
"y

Verschiebt man den Punétnach links, so riicken die PunkBeund Oezusammen und inzi
dieren im Grenzfall eines Rechtecl8&etzt man dieses Verschieben fort, soerntfn sichO
und Caroneinander und dd&arallelogramm wird zurirapez,ohne dass ein Punkt springt

N
\__/

Abbildung 5: Das Parallelogrammist zum Trapez geworden

4

O

Anschlie3end werden einzelne WerkzedgeDGS-Vertreterals rel@ional identifiziert zum
Beispiel sindStreckeester Langaind Punkt auf Liniesolche relationaledverkzeuge

Nachdieser Vorbereitunggdnnen wirdentheoretischen Rahmen der relationaeometrie
software (RGSjormulieren.Das Fundamerttierzuist das
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Hauptprinzip der relationalen Geometriesoftware

Das System realisiert die Bedingungen, die man Ubermittelt, aber abhyetsalon
kann der Benutzer die Konfiguration im Zugmodus frei verandern.

Damit kanndannein RGSdefiniert werdenDiese Defintion ist grundlgend fir die vorlie
gende Arbeit unavird awsfihrlichbesprochen:

Einideales RGSst ein Geometrieprogramm, das folgende Eigenschaften erfullt:

1. Geometrische Grundobjekte wie Punkt, Strecke, Gerade, Kreis kénreugteund
wieder geléschiverden

2. Geometrische Relationen konnen zwischen Objekten vorgeschrieben und wieder
geloéscht werden. Solche Relationen sihdispielsweise InzidenzKollinearitat,
Parallelitat, Orthogonalitat und Abstandsgleichheit.

3. FUr den Zugmodus gilt das Hauptprinzgr RGS.

Die Gliltigkeit des Hauptprinzips der RGS impliziert, dass in einem idealen RGS keine Unter
scheidung zwischen freien und abhéngigen Punkten existreisinne der Definition eines
DGS vonGRAUMANN et al.[Graumann et al. 965. 197]kdnnen wir fdgendeEigenschaften
erganzen:

4. Eine Sequenz von Konstruktionsbefehl@sst sictzu einem neuen Befehl zusammen
fassen (Makra)

5. Ein RGS kann die Bahnbewegung von Punkten visualisieren, die in Relation zu
anderen Punkten stehen (Ortslinie).

Auch bei einem BS konnen Unstetigkeiten auftreten. Das belegenawir Beispiel der
Konfiguration eines Dreiecksinkreises, de&r Zugmodus zum Ankreis springt:

C

Abbildung 6: Der Inkreis desDreiecks= || wurde in einem RGS
mittels Tangentialbedingungen umgesetzt.

Zieht manam Punkt0 in Richtung der Seité 6und darliber hinaus, so springt der Inkreis
zumAnKreis um
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Abbildung 7: Der Inkreis ist zum Ankreis umgesprungen.

Wir erganzen anschlieRend di=genuberstellungwischenfunktionalem und relationalem
Denken durch den zeitlichen Aspekt und die Dynamik.

Tabelle 2: Gegenuberstellungfunktionales und relationales Denken(Fortsetzung vonTabelle 1)

Funktionales Denken Relationales Denken

Zeitlicher Aspekt | Reihenfolge der Konstrtilons- | Reihenfolge derKompositions
schritte ist relevant. schritte ist zwerangig.

Dynamik Kannnach J. RTH bewegt Konzept der Freihitsgrade
gedacht werden.

Die algebraische Sicht unterstiitzt das Denken in Freiheitsgraden,veistteseln wir im an
schlieBenden Unterkapitel die Perspektive hin zur Algebezu vergleichen wir auf der
fachwissenschaftlichen Ebene Entsprechungen zwischen Geometidgeihdaund auf der
softwaretechnischelBbene Entsprechungen zwischen RGS und.CAS

Im darauffolgenden Unterkapitel transkribiere ich eifégrnsemitschnittvon 1964 den ich
auf YouTubegefundenhabe.In dem Bericht werdendfscher der Lincoln Laboratories des
Massachusetts Institute of Technology (MIT) bezlglich Sketchpad intengd&etchpad war
das erste CAindist 1962 im Rahmen der Doktorarbeit vorBUTHERLAND in den Lincoln
Laboratorieentstanden.

Abbildung 8: Ein Mitarbeiter der Lincoln Laboratories sitzt vor
einem Computer, auf dem Sketchpad lauft.

Anschliel3end stellen wir mit Geometry Expressions und FeliX zwei Vertreter aktueller RGS
vor und gehen dath allgemein auf die softwaretechnische Umsetzung von RG3nein.
letzten Unterkapitel stellen wir DGS und RGS vergleichend gegentiber.
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Tabelle 3: Gegeniberstellung DGS RGS

DGS RGS

Zugmodus Eingeschrankt durch di Nicht eingeschrankturch
Trenrung zwischen freiel diese Trennung
und abhéngigen Punkten

Zu Grunde liegendes Funktionales Prinzip bg Hauptprinzip der RGS bg
mathematischesKonzept sierend auf der Trennur] sierend auf Relationer
zwischen freien und ak bzw. Einschrankungen

hangigen Punkten

Zeitliche Reihenfolge der Relevant Nicht relevant
Arbeitsschritte

Andern der Konfiguration Mit Aufwand verbunden | Standard
Makros Ja Denkbar
Ortslinie Ja Ja

Konzeptuelle Uberschneidungen| EUKLID bietet einzelng GE verfugt Uber einzelne
der Software-Vertreter relationale Werkeuge. Konstruktionswerkzeuge.

Springende Konfigurationen Ja Ja

Dasvierte Kapitel beschreibtden Praxisteil der Dissertation in Form einer qualitativ empi
rischen StudieGegenstand ist die Arbeitsweise von studentischen Probamd&mgang mit
dynamischer und relationaler Geometriesoftw@&S Vertreter ist das Programm EUKLID
DynaGeo, RGS/ertreter ist das Programm Geometry Expressi@is. Probanden wurden
hierfir wahrendeines aufgabemntrierten Interviews videogiaft und ihre verbalen AulRer
ungen transkribiert.

Nummer \__/erbale Aktivitaten Bildschirmausschnitt
und Zeit | Aul3erungen

#1 Lara-Marie: Den kann| Lara-Marie erzeugt in Geo DEMO VERSION-.
ich ja dann verénderr) metry Expressions einen Kres, j
0:007 2:20 | lch brauchden Punkt| einen Punkt und eine Gerade.
auferhalb und dann n
Grade. {]

Abbildung 9: Ausschnitt der Transkription (Passage Nr. 3)

Die zugehdaigen praktischen Forschungsfragéfi) bis (F3) wurden bereits in der Einleitung
vorgestellt.
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Im Kern gliedert sich das Auswertungsverfahiremier Hauptpunkte.

Auswertungsverfahren

1. Aus der Transkription werden Beobachtungen gesichtet.

2. Die Beobachtungen werden zu einer oder mehreren maoglichst falsifizierba
Hypothesé verdichtet.

3. Die Hypothese wird analysiert:

a) Die Hypothesevird theoretisch unterfiuttert
b) Die Hypothesewird theoretisch angegriffen.

4. Die Hypothese wird angenommen, modifiziert oder abgelehnt.

Des Weiteren wrden dienterviewaufgabemllgemein begriindetnd mogliche Losugswege
besprocherDie Interviewaufgaben finden Sie auch als Sdkhbeersichtim Anhang7.3.

Die Erfahrungender Videointerviews werden zusammengefasst in diedtexion undin
einemverbesserteSetting.Das Kapitel endet mHandlungsempfehlungdiir die Praxis

Im funften Kapitel klaren wir, welche Aufgaben mit einem RGS zu stark trivialisiert werden
und schlagermufgabentypen vorumdas relational®enken zu kultivierenDer Typ Beweg
lichkeit und Freiheitsgrad einer Kbguration wird veranschaulicht durchufgaben zum
Gelenkarmginem Rechteck mit konstantem Flacheninhatid der Ortslinie aller Punkte, die
von zwei Kreiserden gleichen Abstand besitzen.

Bei demTyp Exploration einer Konfigtation konzentrieren wir ns auf das Haus der Vier
ecke In denAufgaben degyps Nachbau einer vorgegebenen Figterden Lernendaufge
fordert, KreiseKreisbogerund Parabelmoglichst passgenawechzukonstruieren.

Als Steinbruch fir NichStandardaufgaben werden anschliel¥@a#lettierungerbesprochen
Das sogenannte Kah®arkett besitzt als Grundbaustein ein ni@gelmaniges Finfeck. Vier
dieser Funfecke lassen sich zu einmmmktsymmetrische®echseck zusammenflugemmit
die Ebendiickenlos tberdeckt werden kann:

AWV _

Abbildu ng 10: Der Grundbaustein der Kairo-Parkettierung

Liegt die Konfiguration in einer Geometriesoftware vor, so kann sie im Zugmodus exploriert
werdenWi e vi el AFrei hei tiA i s Kanmman dum Beisfiedmeh i gur a;

21



Innenwinkel defAusgangsfuinfeckderart verandern, so dass die Parkettierung liickenlos und
Uberdeckungsfrei bleibDiese Frage fuhrt zu Variationen desiro-Parketts.

Weiter besprechenvir die Parkettierung eines islamischen Musterserst konstrktiv, dann

relational:

TR I
= V)_—( \,Vl)—
LA
.

Abbildung 11: Gitterstruktur und Uberlagertes Muster énesGrundbausteins, vgl. [Sutton07, S. 19]

Das sechste Kapitelbeginnt mit einer Zusammenfassung didaktische Potenziad der
RGSund nimmt kitisch Stellung zu dedidaktischerGrenzen der RGS

Danachwerden digheoretischen Forschungsfragier Arbeitbesprochen

(F4) Wie kann RGS theoretisdtonzeptuell weiterentwickelt werden?

(F5) Wie kann Geometry Expressions als Vertreter eines RGISder Softwardbene
weiterentwickelt werden?

Die Arbeit endet mit einem Ausblick, der tGber den Softwématext hinausgeht.
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1 Rel ati onal asn DRDenrk é€&Grecinneet rAnNen & her u

In diesem Kapitetiefinieren und erlautern wir die furedie Arbeit notigen Begriffe
Weiter umschreiben wir mit Blick auVOLLRATH das zentrale Konzept desla
tionalen Denkensind veranschaulichen emn Konfigurationen. Danacktellen wir
funktionales und relationales Denken vergleichend gegentber

Beim reldionalen Denken ist nicht entscheidend, welche GroResirmr anderen funktional
bzw. einseitigabh&angt, sondern in welchBeziehungdie Grof3en zueinander stehen. In der
Geometrie fokussieren wir diesen Blickwinkel auf die beteiligten Objekte einer dloafi
tion.

In derfolgenden Konfiguratiorstehendie GeradeéQund die Strecke® 6 senkrecht aufein
ander. Weiter berihren sich der Halbkneisind die GeradéQim Punktl. Die erste Bezie
hung ist direkt aus derdonstruktionsprotokolablesbar, di zweite Beziehung gewinnt ein
Betrachter durch eine kurze Schlussfolgerung.

K

1 2 1
A ‘m TB

Abbildung 12: Die Objekte einer Konfiguration stehen in Beziehungen zueinander.

Die zugehorigeextuelleKonstruktionsbeschreiburder Konfiguration lautet:

1. 0,0 sind freie Punkte.

2. 0 ist der Mittelpunkt der Strecke G

3. U ist der Halbkreis mit Mittelpunkd durcho.

4. "Qist die Gerade durch, die senkrecht al§ 6steht.

Ein Aspekt des funktionaleDenkers nachVOLLRATH ist die funktionale Abhangikeit So
hangt hier mit Blick auf die Konstruktionsbeschreibung die Gei@den 6 undo 6ab.Rela
tional betrachtet gilt fir die Gerad@und die Streck@ Odie Beziehungdass sie orthogonal
zueinandestehen.

Die Analyse einer geometrisané&truktur oder Konfiguration, die aus zahlreichen Objekten
besteht, kann prinzipiell auf zwei verschiedene Arten erfolgetiomup undtop-down Bei
der ersten Art erfasst man eine Struktur ausgehend von Detaits luian grof3eren Teilen,
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bei der zweiten Art ist es genau umgekehrt. Zur Erlauterung betrachtesasvifolgende
Beispiel.

P

U

Abbildung 13: Hexagon mit Umkreis und weiteren Kreisen

Erfolgt die Erfassung der Objekte Abbildung 13 in der Reihenfolge &ul3erer Kreis, Sechs
eck, drei kleine Kreise, so reden wir kurz vieottomrup. Ist die Reihenfolge genau umge
kehrt, so reden wir votop-down Die Frage, ob man sich bei der Konstruktion einer ge
wunschten Knfiguration fur die Strategibottomup odertop-downentscheidet, steht direkt
am Anfang.

Portfolio an Grundobjekten bzw. Vorliebendes Betrachters

Die Aufschlisselung einer geometrischen Struktur durch einen Betrachter wird weiter be
einflusst durch daPortfolio @ Grundobjekten bzw. durch di¥/orlieberfides Betrachters.

Abbildung 14: Gitter in Venedig*

Welche Grundobjekte kdnnte ein Betrachter in dem GittAblildungl4 erkemen?

Ein Grundobjekt, das in Frage kommt, ist das Herzsymbuwlokl aufrecht als auch auf dem
Kopf stehend, ein anderer Betrachter erkennt vielleicht ein verschie&kloder ein Inte
gralzeichenBeide Grundobjektsind inAbbildung15 optisch hervor gehoben.

1 Aufnahme mit freundlicher Genehmigung von Jurgen Kolemw.mathenatischebasteleien.de/herz.htm
zuletzt abgerufen am 18. April 2016.
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Abbildung 15: Das gleiche Gitter jeweils mit hervorgehoben Herzsymbolen und hervorgehobenem S.
Die Bedeutung desontextes fur die Mustererkennung

Dasfolgende bekannte Beispials Franke07, S36] mit Verweis auf [Kebeck94, S. 169]
zeigt, wie die Erfassung und Interpretation eines Objekts vom Kontext abhangt.

I2
AlI3C
14

Abbildung 16: Was steht in der Mitte der Figur i ein B oder eine13?

Liest man diemittlere Zeile der Figur, so drangt sich der Eindruck auf, dass es sich bei dem
mittleren Zeichen um eiB handelt, da es voAA und C eingerahmt wird. Liest man hingegen
die mittlere Spalte, wird man eher eineififerpretierenda das Symbol von 12 und 14 um
schlessen wird.Der Effekt lieRe sich verstarken, wenn die jeweilige Fdlg&gesetztwird

mit 15, 16, 17 bzw. D, E und F.

Nach dieser ersten Annaherung an das relationale Ddrdgaben wir uns nun in die Fach
wissenschaft und stellen dalie nétigerBegriffe zur Verfiigung.

1.1 Notige Begriffe und Er lauterungen

In diesemUnterkapitel werden grundlegendediffe eingefihrt und erlautert. DRegriffe
sind der Reihe nachRelation, EinschrankungFigur, Konfiguration, Kompositio, Kompe
sitiondesdireibungund Aquivalenz zweigkonfigurationen.

Die folgende Definition und das Beispiel 1 stammen aus dem OGRbnesmaterial von
[ArengHettlichl2, S. 45].
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Definition: Relation

In der Fachwissenschaft bezeichnet man eine beliekegmenge’Y des kartesischen Pro
duktesO O zweier nichtleerer Menged und 6 als Relation. Fur @ aus6 und waus0
schreibt man stattdhw M 'Yauch® wund sagwsteht in Relation z

Bemerkungen

1. Der allgemeine Falirgendeiner beliebigen Teilmeng¥ hat fur die Praxis keine Be
deutung. Interessant werden Relationen, wenn zusatzliche Bedingungen erfillt sind, wie
etwad 0, wenn'Yalso eine Teilmenge des kartesischen Produktés ist.

2. Ist'Y eine Relation ud existiert zu jedend™ 6 genau eiroN & mit ¢fo M 'Y, so lasst
sich 'Y auch als FunktiorauffassenIn diesem Fall kobnnen wir die Relation mit dem
Graphen der zugéhigen Funktion identifizierenZum Beispiel ist furdo 6 s die
Relation'Y bestehendwus den Punktepaaredfto gerade dr Graph der ersten Winkel
halbierendeny @

3. Im Allgemeiren ist eine Relatiokeine FunktionEin Beispiel hierfur ist gegeben durch
den Einheitskrei® als Teilmengevon plIp plp mit dercharakteristischeGlei-
chung

w o p.

Offenbar wird dadurch eine Relation definiert, aber die charakteristischen@igitasst
nicht eindeutig nactbauflésen, folglichwird durchu keine Funktiorbeschrieben

4. Wir betrachterzweistellige Relationendas heilt, es werdemei Elemente zueinander in
Beziehung gesetzt.

Beispiel 1: die Kleiner-Relation
Seio die Menge der natlrlichen Zahlen. Die Klekielation besteht aus allegeordneten
Paaren natirlicher Zahledhw , bei denenbkleiner alswgilt. Hier wird fur die Relation und

das Relationszeichnéiblicherwése das gleiche Symbol benutzt.

In aufzahlender Schreibweise simd der KleinerRelation folgende Elemente enthalten:
plt , plo, pit , é¢lo, ¢t , clv, € ot , olv holp und so weiter.

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (22) (2,3) (2,4) (2,5) (2,86)
(3,1) (3.2) (3.3) (3,4) (3,5) (3,8)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)

(5.1} (5.2) (53) (54) (55) (5,8)

Abbildung 17: Die Produktmenges w und die darin enthaltene KleinerRelation < (griin)
Mit der obigen fachwissenschaftlichen Definitioginer Relation wird die statisch

mengentheoretische Sichtweise betdir fokussieremun den Kontext auf die Geometrie:
Es bezeichned die Menge aller geometrischen Objekte bestehend aus Punkten, Strecken,
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Geraden)) -Ecken, Kreisen und OrtslinieiRelationen, die zwischen den Objekten bestehen
kénnen, sindeispielsweiseEin Punktd liegt auf einer Geradel) eine Geradésteht senk
recht auf einer Geradéq eine Strecke liegt tangentiakzu einem Kreist oder eine Gerade
"Qschneidet eine Ortslinieund so weiterFir je zwei belielye geometrisee Objekte kom
men nicht alle Relationen in Frage, gogibt es kispielsweiseéeinen Sinn dassein Punkt
senkrecht auf einer Geraden oder auf einem I&teist

Beispiel2: Eine Gerade] steht senkrecht zu einer Geraden]

Es seio die Menge aller Gaden Die OrthogonalRelationU als Teilmenge vo® 0 ent

halt alle Elemente aito hfir die gilt: die Geradésstehtsenkrecht zuGeraderta Wie bei der
Kleiner-Relation wird das gleiche Symbol fur die Relation als auch fir das Relationszeichen
benuzt. Die Gerade€Qstehe nun senkrecht zur Gerad@rdas heitlas Element' ®iQ liegt

in der Teilmengé&J.

Abbildung 18: Die Gerade] steht senkrecht zur Geraden| folglich ist | h] ein Element der RelationU.

Mit dem Element "®Q liegt auch das Element(Q in der Relation, denn die Gerad@
stehtumgekehriauch senkrecht zur GeradéhMit anderen WorterDie U-Relation istsym+
metrisch.Der geometrische Kontext betont im Gegensatz zur fachwissenschaftligien D
nition die dynamischinhaltliche Sichtweiseaber leide Sichtweisensowohl diestatisch
mengentheoretischals auch diedynamischinhaltliche, beschreiben aus unterschiedlicher
Perspektive den gleichen Sachverhalt.

Definition: Einschrankung

Stattvon einerRelationzwischenzwei Objekten sprechen wir auch von eifi#@nschrankung
(engl.constrain) der Konfiguration,die diese Objekte enthalt.

Bemerkungen

1. Eine Einschrénkung ist ausgehend von der Konfigurationdbert, eine Relatiorist
ausgehend von den Objekten formuliert.

2. Der didaktisch redvanteUnterschiedzwischen Relation und Einschrankudgute
sich in der Vorstellungan, dass im Fall einer Relation die gegenwartige Situation
beschrieenwird, wahrend hingegebei einer Einschrankunguch die Vorgeschichte
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mit berlcksichtigt wird Zuerst sind Objekte vorhanden umthnn werden Ein
schrankungen formuliertir werden imzweitenKapitel seheninwiefern diese Vor
stellungbei der Verwendun einersogenanntemelationalen Geometriefiware ein
roter Faderst.

3. Ein weiterer Unterschied zwischen Relation und Einschrankung zeigt sich in den Fal
len, in denen nur ein Objekt vorhanden ist, das mit einer Eigenschaft versehen wird.
Hier kann von mer Relationa priorinicht die Rede sein.

Wir betrachten als Beispielr dritten Bemerkung eiKreis0 mit dem Flacheninhait* @ &

In der Sichtweise der Einschrankungen bedeutet das: wir erzeugen zuerst einen beliebigen
Kreis und fordern dann die Eigenschaft, dass der Flachenirthaitébetragen soll. Dafor-
mulierenwir in der Sprache der Relanhen Der Abstand des Mittelpunktegs und eines
Punktes) auf der Kreislinie betragt® &

Entscheidend ist hier der kleine Kunstgriff, das gegebene einzelne @bjdktch zwei
andere Objekte zu beschreiben, durch die das Ausgangsobjekt eindestingnid istund
zwischen diesen beiden Objekten eine passende Relation zu formulieren. So kordem wir
Kreis0 durch seinen Mittelpunki und einen Punkd auf der Kreisliniedarstellen:

Abbildung 19: Der gleiche Kreiswird zweimalrealisiert, durch eine Bedingungan den Flacheninhalt
(links) und durch eine Bedingungan den Radius(rechts).

Bei einemRechteckmit vorgegebenem Flacheninhalt (etpag 60) kdnnenzwei Seitend

und omit der Langeneinheid dbetrachtet werden, die aufeinander senkrecht stehen und fiir
deren Produkt giltdddo p ¢ Die Relation der Orthogonalitdst eine geometrische, die
zweite Relation ist Ublicherweise algebraisch formuliBei einem allgemeien Dreieck mit

drei gegebenen Seitenlangen lauft die algebraische Formulierung fimd@hrankungles
Flacheninhalts auf die sperrige Formel vaerAN hinaus.

Wir halten fest:

1. Den Flacheninhalt oder den Umfang eines Objekts vorzugeben ist zwar eie geo
metrische Relatiorkann aber auchlgebraisch formulierverden

2. Wir bevorzugen demBegriff Einschrankungwenn wir die Vorgeschichte der Ken
figuration in die Betrachtung miteinbeziehen wollen
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Betrachtetman eine alleinstehendeiglenungauf Papier odein einemDGS, so drangen sich
Lernenderoft Interpretationen auf, von denen ohne weitere Informationen nicht entschieden
werden kann, ob sie zutreffen oder nicht:

iy

Abbildung 20: Eine vermeintliche Tangente (links) an einen Kreisn einem DGSentpuppt sich
im Zugmodusals variable Gerade durch zwei freie Punkte (rechts).

Solche Interpretationewie in Abbildung 20 lassen sich relational formuliereADie Geade
"Qliegt tangential am Kreis fi, aber éine stichhaltige Begriinduragler einenNVackeltestm
Zugmodusbleiben solche Relationen Vermutungen, denn die AbbildwigPapietzw. die
Konfiguration innerhalb eines DGBt ohne weitex Informationen ein&Zeichnung aber
keineFigur.

Diese Unterscheidung geht na€hpunNz und STRARERIN [KadunZStraRerOPzuriick auf den
franzdsischen DidaktikePARzYsz, die s e r hatte sie 1XBoingivm sei
Seeingeingefihrt:

Definition: Figur

Eine Figur ist das geometrische Objekt, welches durch den ihn definierenden Text
beschrieben wird, wahrend die Zeichnung als materielle Darstellung der Figur
eingefihrt wird. (Ubersetzag nach STRARER [ebenda S. 41] mit Bezug auf
[Parzysz88, S. 8)]

KADUNZz und STRARERKommentieren hierzu:

ADabei meinen wir, dass einem geometrischen Objekt (geometrisches Relationen
Geflige) vom Lernenden in der Sekundarstufe | nur dann erfolgreich Beglewiye
messen wird, wenn er die jeweiligen Verwendungsweisen von Figur und Zeichnung
beachtet. Die Zeichnung dient zur Findung und vorlaufigen Darstellung von geo
metrischerRelationengefligeand den entsprechenden geometriscBegriffen. Die

Figur dient der sorgfaltigen Beschreibung und vor allem der Prifung diRsétx
tionengeflgeind Begriffel (ebendaS. 41-42)

Um Vermutungerzu erharten kann man auf Papier bestimmte Langen und Winkel messen.
Um sicher zu sein, dassermutete Relationen gelten, muss die Konstruktionsbeschreibung
dieser Konfiguration analysiert werden.
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Falls die Konfiguration in einem dynamischen Geometriesystem vorliegt kann man dartiber
hinaus im Zugmodus durch Ziehen an Basispunkten prif@nWa c k)e dbtdiese Réia
tionen Bestand haben oder nicht.

Bemerkungen

1. Notwendigfiir das Vorliegen einer Figur istisoein zugehoriger Text, aus dem her
vorgeht, wie die Geometrie entstanden @tne einen solchen Text liegt keine Figur,
sondern lediglich eingeichnungvor.

2. Ein solcher Texkanneine Konstruktionsbeschreibung sein oder auch eine Beschrei
bung der beteiligten Relationen.

3. Anstatt von einer Figur reden wir auch von eienfiguration , insbesondere dann,
wenn die Figur ini@em Geometriesystem vorliegt.

Diese Bemerkungen ativierendie beidemachsten Begrié

Definition Kompositionund Kompositionsbeschreibung

Die Gesamtheitaus «istierendenObjekten und den zwchen ihnergeltendenRelationen
bezeichnen wir als Kompositioen definierende Text derKomposition bezeichnewir als
Kompositionsbeschreibung

Bemerkungen
1. Der Oberbegriff von Konstruktion und Komposition ist KonfiguratomierFigur.

2. Bei einer Konstruktiorist die Reihenfolge der Konstruktionsschritédevant bei einer
Komposition hingegen ist das im Allgemeinen nicht der Fall, ddienRelationen
sindpaarweisalurchdaslogischeUND miteinander verknupft.

3. Es ist mdglich, durch zweverschiedene Mengen von Relationen zu einer gleich
wertigen Komposition zu gelangen.

4. Nicht jede Komposition kann in eine Konstruktion umgewandelt werden, wenn nur
Zirkel und Lineal als Konstruktionswerkzeuge zugelassen sindbdkannteBeispiel
hierfir ist die Winkeldreiteilung nacARCHIMEDES

5. Umgekehrt kann jed&rundlonstruktion mit Zirkel und Lineahls Kompositionfor-
muliert werden,da sich Grundkonstruktionen relational formulieren lassgdr die
Mittelsenkrechte zweier Punkté® undd lautet eine solche Formulierung etw&ei
0 der Mittelpunkt der Strecké § die Geradex verlaufe durchh unda stele auf
0 Osenkrecht.

Die Bedingungeran eine Gerad®) dassQdurch M verlauftunddass'Qvon 6 und6
den glechen Abstand hatliefern nicht zwangslaufigdie Mittelsenkrechtesondern
das Geradenbischel durch den PunktDie Mittelsenkrechted hat gegenuber der
Geraden'Qdie zusatzlicheEigenschaft, dasalle Punkted auf "Qvon 6 und 6 den
gleichen Abstand besitzen.
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0 i / iE "3 "a s
Abbildung 21: Die Gerade] ist nicht die Mittelsenkrechte der Strecke= ||

Bei der letzten Konfiguration deutet sich anyieferndas Prinzip der Variatiorelational ge

nutzt werden kannDurch Ver&éadern von Bedingungen erfahren Lerneddedefinierenden

Eigenschaften von geometrischen Objekten.

Die dritte Bemerkungwird durch den folgenden Begriff prazisiert

Definition Aquivalenz zweier Kompositionen

Wir betrachten zwei Kompositionem und 6 zusammermit den Mengen der fiur sie gel

tenden Relationety bzw.'Y . Gilt wechselseitig, dass jede Relation der einen Mehgeh

alle Relationen der anderen Menge impliziasird, dann nennen wir die Kompositionen

aquivalent.

Bemerkung

Die Definition besagt im Kern, dass Relatiorsmstauschbar singjenau dann, wensie in

Gesamtheit die gleiche Konfiguration implizierdn diesem Sinne sd &aquivalente Koni

gurationergleichwertig.

Beispiek aquivalenter Konfigurationen

1. Zwei kongruate Dreiecke

A 5 B

Abbildung 22: Zwei kongruente Dreiecke bilden ein Paar aquivalenter Konfigurationen.
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Das linke Dreieck wird durch drei Seitenlangen bestimmt JS& rechte Dreieck durch

zwei Seitenlangen und denngeschlossenen Winkel (SW3eide Konfigurationen sind
aquivalentEine Anwendung des Umkehrsatzes von Pythadatest, dass das linke Dreieck
rechtwinklig ist, eine Anwendung des Satzes von Satzes von Pythagoras ergibt, dass die
Lange der Hypotenuse des rechten Dreieck& betragt.

2. Dreieck und Urkreis

N

Abbildung 23: Hier bilden jeweils ein Dreieck und sein Umkreis zwei aquivalente Konfigurationen.

In der linkenKonfigurationwurde der Umkreis durchwei Mittelsenkrechten konstruiert, in
der rechten Konfiguration wurden drei Abstandsbedingungen tUbernBiédie Wege fuhren
zu &quivalenten Konfigurationen, denn in beiden hatRietkt £ von den Eckpunktess, |
und pden gleichen Abstand.

1.2 Charakteristische Umschreibung des relationalen Denkens und
Vergleich mit dem funktionalen Denken

Bei VOLLRATHS bekannter Umschreibung des funktionalen Denkienp/ollrath89, S. 5]
stehen die Funktionen im Mittelpunkt, beim relationalen Denken hingegéresidie Relat
ionen. Dementsprechend bietet sich die folgdratenulierungan

Charakteristische Umschreibung des elationalen Denkenrs

Relationales Denkeist eine Denkweise, die typisch fien Umgang mit Relationen ist.

Zur Begrindung dieseinalogie stellen wr funktionales und relationales Denken Form
einer Tabellevergleichend gegenubandfuhren die einzelnen Aspektacheinandeaus.

32



Tabelle 4: Gegeniberstellung von funktionalem und relationalem Denken

Funktionales Denken Relationales Denken

Verknlpfung zwischen

den beteiligten GroRen Zuordnungscharakter Beziehungscharakter

Invarianzverhaltemnd
Gleichberechtigung

Hauptaspekt der

Verkniipfung Anderungsverhalten

Kontext Geometrie

(Konfiguration) Konstruktion Kompositian

Verknupfung zwischen derbeteiligten Gro3en

Der Aspekt des Zuordnungscharakters des funktionalen Denkens entspricht dem Aspekt des
Beziehungscharakters des relationalen Denkens. Amordnung besitzt genau eine Richtung
Jedem w der Definitionsmenge wird genau einder Zielmenge zugeordnet. Gilt beispiels
weise fir zwei Zahleundw dassdie eine Zahl der Kehrwert der anderen sst,bedeutet

das funktional:

® oo pla

Jeder Zahtoungleichttwird durch diesen Fktionsterm ihr KehrwertzugeordnetDie rela
tionale Beziehungwischen den beteiligten GréRenund w lautet, dass das Produkt beider
Zahlen gleiclp ist:

wdo p.

Hier existiert keine Zuordnungon wnachw Die GroRenwvund wwerden der Grundmenge
fA 1AM 1 enthommen und bilden als geordnete Paalieb die Elemente der Rela
t i dasPrdduktder beiden Zahlewundwi st gl ei ch 1. f.

Auf der SoftwareEbeneentspricht dem Zuordnungscharakter eine Funktion inedeziligen
Programmiersprache:ie Funktion'Qerhalt einertyWert und liefert deriQw -Wert zuriick.
Hierbei werden dasound das'Qw insbesondere im geometrischen Kontext keine Zahlen,
sondern allgemein Objekte seldem Beziehungscharaktdringegen entspeht einlogischer
WahrheitswertEntweder gilt die Beziehun@@ RUE) odersiegilt nicht (FALSE).

Hauptaspekt der Verknupfung

Beim funktionalen Denken ist das Anderungsverhaitentral: Wrd in obigem Beisg@l
groRRer, zum Beispiel vog nachag, so mussokleiner werden vomj ¢ zu pfo. Wird wklei-
ner, so wird entsprechenagrofRer. In jedem Fall giltohangt vonwab, mitwandert sicha
Die relationale Beziehung

W p

hingegen betont die Invamz: Das Produktot wbleibt konstantAnhand deiGleichung sind
weiter ersichtlickdie Symmetriaind die Gleichberechtigurder Variablen:
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Vertauscht madundwmiteinander, so bleibt die Gleichung giiltig.

In diesem Beispiel sindwei Grol3en beteiligund es gibt dementsprechend zwei Varianten
der Auflésung zu einer Funktionsgleichung:

W oo plo
bzw.
W o pla

Die algebraische Auflésung nach einer dhiten ist nicht immer eindeutig moéglich wie etwa
bei der Kreisgleichung

0w W P

Hier muss man sich entscheiden, welchen Halbkreis man betrachten will. Der Kreisgleichung
entnimmt man, dassund wsymmetrisch sind, das heil3t, dass sie vertawgetden kénnen.
Damit konnen beide Variablewieder als gleichberechtigtaufgefasstwerdeni aus der
Funktionalgleichung des oberen Halbkreises

W W P W
ist das nichtirekt ersichtlich.

Die fiir das funktionale Deken typische Aussage (ber die Wirkung der Anderung einer
GroRRe auf eine davon abhangige Gr@éBéspricht beim relationalen Denken der statischen
Aussage, dass zwischen zwei Objekten eine Relation gultig ist.

Kontext Geometrie (Konfiguration)

Beim Konstruieren sucht man einen Weg, um mit zienVerfigung stehenden Werkzeugen
und den damit mogliche@perationen zum gewtinschten Endzustand zu gelaRgeneden
Schritt der Konstruktion gilt das funktionale Prinzipeue Objekte hdgen im Allgemeinen
von bereits existierenden abletaphorisch gesehen errichtet man einer Konstruktion
Stockwerk umStockwerk einen TurmDie Etagen stehen fiir die einzelnen Konstruktons
schritte, der Turm steht fir das Ganze.

Eine Kompositionhingegenlasst sich durclzwei Kategorien beschreibemturch die geo
metrischenObjekte der Konfiguratiomnd denzwischen ihnen geltenden Relationdfeta
phorisch geseheentsteht mit dem Ubermitteln der Relationen ein Bild, das immerfechar
und klarer wird Die zur Verfigung stehenden Relationen einer Komposition korrespondieren
mit den zur Verfugung stehenden Werkzeugen bei einer Konstruktion.

Vorgang des relationalen Denkens in idealisierter Form

Der Vargang des relationalen Denkeinseiner ideakierten Form gliedert sich in vidreil-
schritte:

1. Erkennen von Grundobjekten in einer geometrischen Konfiguration,

2. Auswahl von zwei (oder mehreren) Grundobjekten
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3. in Beziehung setzen der ausgewahlten Grundobjekte,

4. kombinieren und schlussfolge

Zur Veranschaulichungeben wirzwei Beispiek mit jeweilseiner Figur und da méglichen
Gedankengang eines Betrachters.

Beispiel I Konfiguration bestehend aus drei Geraden

Die Geradaistehe senkrecht auf der
GeradenQund der Geradei@

Abbildung 24: Relationales Denkerveranschaulicht mit drei Geraden

Ein Betrachter der Figur iAbbildung 24 wahltin Gedankenlie GeradefiQund daus. Er at-
nimmt der Information, dass die Gera@ieenkrecht auf der GeradéRund der Geradei
steht. Dan setzt er die Geradei@Qund "Qin Relation zueinandennd schlussfolgert’Qund

"(sind zueinandeparallel

DarlUber hinaus kann es vorkommen, dass idaBken weitere Objekte in der Konfiguration
platziert werden und diese iwierten Aspekt mit berlcksichtigt werdeiBeispiele hierfur
finden sich bei Problemen, zu deren Losung Hilfslinien eingefuhrt werden

Beispiel 2 Strecke mit zugehorigem ThalesHalbkreis

ist der Mittelpunkt der Strecké a

c:

U ist derobereHalbkreis umd durcho.

isteinauf0 gebundener Punkt.

CA

Abbildung 25: Strecke= ||mit Thales-Halbkreis und hinzugedachter Streckel |t

Es seihier bekanntD ist der Mittelpunkt der Strecke § bei dem Bogen handelt es sich um
den Halbkreis) mit Mittelpunktd durchd undé. 0 liege auf diesem Halbkreis. Ein Objekt,
welches in die Konfiguration hinzudachtwerden kann, istum Beispél die Strecked 0.
Hier ist weiter denkbar, dass die Streckénd und 0 0 ausgewahlt werden und in Relation
gesetzt werden: die Strecken sind aufgrund der Kreissymmetrie @legh
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2 Reelvades rel ationalen Denkens f

Dem funktionale Denkerwird in der Geschichte der Mathemaifikdaktik viel Be
achtung geschenki dieser Arbeisoll jedochdas relationale Denken starker betont
werden.Als Belegfir die Relevanzdes réationalen Denken&ihren wir folgende
Beispieleaus die fundamatale Idee der Symmetrie veranschauliamtdar Punkt
spiegelung areiner Geradendie Konstruktion eineParabelals Ortslinieund die
Umsetzung eineBantograpén in einer Geometriesoftwar&nschlieRendeschrei

ben wir dasKonzept des Freiheitsgradesmer Konfiguration undiormulierendas
relationale Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration und setzen es in Bezug
zum Ruckwartsarbeiten.

2.1 Die fundamentale Idee der Symmetrie am Beispiel der
Spiegelung

BRUNERs Prozess der Erziehungon 1970 [Bruner7(Q motivierte die Frage nach grund
legenden mathematischen Konzepten, mit denen man den umfangreichen Unterrichtsstoff
strukturieren und Ubersicht schaffen kaAts solche Konzepte bildeten sich die fundamen
talen Ideen heraywqgl. [TieFoOKIi00, S. 37 ff.] Eineneinheitlichen Katalog an fundamentalen

Ideen gibt es nicht, aber haufig werddie folgendengenannt: Algorithmus, Messen, Opti
mierung SymmetrieZahl undZuordnung.

Wir veranschauthenhier die fundamentale Idee der Symmetrie am Beispiel der Spiegelung
eines Punktes an einer Gerademl betrachterdazueine Konfiguration bestehend aus einer
GeradenQ einemPunktd unddemSpiegelpunkb Gron 0 an"Q

Abbildung 26: |[Ost der Spiegelpunkt von|} an der Geraden] .

In der zeitlichen Reihenfolge der Konstruktion entsteht der freie Rumniir dem Spiegel
punkt 0O und 0Ghéangt vond (und der Geradef() ab. Dasist die funktionale Sichtweise.
Gleichwohl kénten hier die Rollen vob und Dawertauscht werdemhne dass sich die Ken
figuration merklich verandert. Die neue Konfiguration ist der alten aquivaletegrm Sinne
dassb und 0Qweiterhin spiegelsymmetrisctu derGeraderiQliegen. Das ist die relationale
Sichtweise Wir kénnen den &nkt0 und den SpiegelpunkitCals gleichberechtigauffasen?

2 Eine Inversionsfahigkeijt also eine Vertauschung der beiden Punkte, ist in der Softwareumgebung von
Geometerds Sketchpad m°glich.

36

¢



2.2 Parabel als Ortslinie
Wir gehen aus von der Definition der Parabel als Ortslinie

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einer Géfanheheinem PunkO
den gleichen Abstand besitzen.

Abbildung 27: Parabelals Ortslinie

Zusammen mit der Definition under Abbildung 27 lasst sich die Form der Parabel
anschaulickheweglich und qualitativ begrinden:

Ein beliebiger PunktYder Parabel hat von dem Pun&und der Geradeif2den gleichen
Abstand."Oist der sogenannte Brennpunkter Abstand zwischeiyund "Qist gegeben durch
den Abstand voriYund dem LotfuBpunki von “Yauf"Q Bewegtsich "Yausgehend voned
Abbildungnach links, so nahert er sich dem Pufgktdeshalb muss er sich auch der Geraden
"Qnahern. In diesem Fall wandérebenfalls nach links undund 0 riicken ndher zusammen.
Bewegt sich'Yhingegen nach rechts, so entfernt er sich vom PQnituss sich somit auch
von der Geradeifentfernen.

Weiter ist anschaulich klar, dass es genau einen POgit, fir den der gemeinsame Ab
stand minimal ist und dass die Parabel symmetrisch zu einer Vertikalen "@wethaufen
muss.

Erste Mdglichkeit der Konstruktion : durch Riuckwartsarbeiten

Die Aufgabe, eine Parabel mit einem DGS zu konstruidrefert ein typisches Beispiel fur

die Strategie des sogenannten Ruckwartsarbeitens. Béaskwartsarbeitergeht man von

dem gwiinschten Ergebnis aus, arbeitet gighickzu den gegebenen Grof3en und versucht
auf diesem Wege Informationen zu gewinnen, die fur die Losung nutzlich sind. Nimmt man
bei der Parabel an, dasm beliebigePunkt™Ybereits bekannt ist, so kann man das Lot %on

auf die Geradé&Qféllen. Der Schnittpunkt des Lotes mit der Gerad#ést der LotfuRpunkb.

Der Punkt'Yhat von"Ound 0 den gleichen Abstand\lle Punkte mit dieser Eigenschaft liegen
auf der Mittebenkrechtert von"Ound0. Gibt man also den Puniétvor, so erhalt maiivals
Schnittpunkt der Mittelsenkrechén und der Lotgeradenn Auf diese Weise ist ein beliebiger
Punkt“Yder Parabeliickwartskonstruiert.
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Abbildung 28: Der Punkt 4| entstenht als Schnittpunkt der Mittelsenkrechtenc und des Lotesm

In einem DGS setzt man mit dem Werkzéumkt auf Objekeinen variablen Punkt auf die
Gerade'Qund benutzt das Werkze@ytslinie. Dann zieht marb entlang der GeradeéQ Da
durch bewegt sichivund hinterlasst die Parabel als Farbspyr: "Y0 .

Zweite Moglichkeit: Mittels eines Abstandskreises und eines Schiebereglers

Sehen sich Lernende mit der Aufgabakontiert, eine Parabel als Ortslinie zu konstruieren,
wissen Lehrkrafte zudsichten,dass manche Lernende anders vorgehen

Ausgehend vom PunKk und der Gerade}p erstellen Lernende einen Schieberegler mit der
Variablen=+1 v <«3DaMh konstruieen sie einen Kreigm || mit dem Radius=4 v <dumd®
eine Parallele] zul, die von] genau dieser={ v «4bes®t. Diese Konstruktion ist in
Abbildung29 dargestellt.

Abstand = 2

Abbildung 29: Die Parabel wird in einem DGSmittels eines Schieberegleramgesetzt.
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Genau die Schnittpunkt®und "Gdes Kreises) mit der GeraderiQerfiillen die Ortslinen-
definition der Parabel. Mit dem Schieberegler kann @ebi O duéneandert werden.
Dabei bewegen sich die Punk@und "@auf der gesuchten Parabel. Diese kann dann mit dem
WerkzeugOrtslinie oderSpursichtbar gemacht werden.

Worankonnte es liegerdass Lernendeine Tendenz zaweiten Konstruktionzeiger?
Zur Beantvortung dieser Frageiederholerwir die Definition der Parabel als Ortslinie:

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von @eraderiQund einenPunkt0d
den gleicheAbstandbesitzen.

Was ist der geometrische Ort aller Punkte, die govem Punktd den gleiben Abstand
besitzen? Das istire Kreis um0 mit diesem Abstand als Radius. Was ist der geometrische
Ort aller Punkte, die von einer Gerad€hden gleichen Abstand besitzeDas sind wei
Parallelen zuQ jeweils auf unterschieidhen Seiten voriQmit genau diesem Abstand 2Q

Beide Aussagen werden im Unterricht behandelt und motivieaehmeiner Meinungden
zweitenLOsungsweg unter der Voraussetzung, dass der Schieberegler in dem DGS bekannt
ist.

Anders gefragt: \rum sollen Lernende den Ansatz des Ruckwartsarbeiferen und
umsetzen kdnnerSelbst wenn die Mittelsenkrechte als Ortslinie unmittelbar vor der Parabel
behandelt wird, bleibt bei diesem funktionalen Losungsweg die fir Lerraarfdag hohe
Hurde des Ruckwartsarbeiterdie relationale Sichtweise auf die Definition der Parabel als
Ortslinie sensibilisiert Lehrende hinsichtlich dieser Schwierigkeiten von Lernenden.

2.3 Pantogra ph

Als weiteres Beispielir die Rekvarz des relationalen Denkens fur Lernermgrachten wir
die Umsetzung eines Pantographen mit einem DE®.Pantograph isein mechanisches
Instrument zum Ubertragen von Zeichnungegiiren anderen (oder den gleichen) MaRstab.
Mit dem Pantographenivd eine Vorlage nachgezeichnetabei entsteht eine verkleinerte,
eine vergroflRerte odeinegleichgroRe Kopie der Vorlage.

Abbildung 30: Ein Pantograph (StorchenschnabeP

3 Bild entnommenvon http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pantograph.jpds Teil der Public Dmain
zuletzt abgerufen am 18. April 2016.
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Der Pantognah besteht aus viebtangendie miteinandedurch Gelenkscharniergeerbunden
sind Der mittlere Teil des Pantographen bildetRarallelogramm

C

QI

L L]

Abbildung 31: Funktionsweiseeines Pantographen in einem DGS

Ein Benutzer fahrt mit dem mittlereruRkt 0 die zu Ubertragende Zeichnung entlang. Dabei
entsteht die Kopie als Spur des Punldesn obiger Abbildungentsteht auf diese Weise das
gréRere Quadrd) geindem man den Punl entlang den Seiten des kleinen Quadr0 :ds
wegt. De Streckungsfaktor ergibt sialach einer kurzen Rechnungt dem ersten Strahlen
satz als Verhaltnis der Streckenlarsd (szur Streckenlangso ¢s Augenscheinlich betragt
der VergrofRerungsfaktan Abbildung 31 fir diese Konfigurationdrei L&ngeneinheiten bzw.
neun Flacheneinheiten.

Lernende haben erfahrungsgend#iiticheSchwierigkeiten, einen Pantographen mit einem
DGS umzusetzen. Die erste Hiurde besteht beagisAnfang der Konstruktion, wenn die
freien Pukte bestinmt werden sollenMit Blick auf die Funktionsweise des Pantographen
mussder mittlere Punkb frei sein, denn damit fahrt ein Benutzer die Vorlage nach.
DesWeiteen muss erkannt werden, dass der linke Punker zweite freie Punkt ist. Dieser
wird allerdings im Zugmodusicht bewegt undias ist véllig atypisch fleinen freien Punkt

Die ablangigen Punkt® und O entstehen dann im weiterd/erlauf der Konstruktion als
Schnittpunkte von Abstandskreisen gpeigneteriRadien.

@ C
0
@)

© ON ®
Abbildung 32: Konstruktion eines Patographen-Models in einem DGS
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Die Konstruktion wiersprichtweiter der natirlichen Vorstellung, den Gelenkmechanismus
zusammenzusteckeso wie Kinder das mit Legoteilen tuRelationallasst sich der Panto
graph wie folgt auffassen:

1. Die Strecker® 0 undd ‘Gsind parallel.

2. Die Strecker® 6und0 Osind parallel.

3. Die Streckerd 6undd 0 sind gleich lang.
4

. Die Streckerd ‘OundO 0sind gleich lang.

Wenn man diese Bedingungen einer Software Gbermitteln konnte, dann liel3e sich der Panto
graph auf diese Weiselational umsetzen und Lernende hatten die Moglichkeit der Explo
ration. Wir werden im dritten Kapitel sehen, dass eine solche Software durch ein sogenanntes
relationales Geometriesystem (RGS) gegebemnst im flinften Kapitel werden wir einen
Pantograpén mit einem RG$®rstellen

2.4 Der Freiheitsgrad einer Konfiguration

Besteht eine geometrische Anordnung aus mehreren Objekten, die gewissen Einschrankungen
unterliegen, so kdnnen wir der Gesanmfguration eine Ahl zuordneri den sogenannten
FreiheitsgradDiesen Begriff erlautern wir an zwei Beispielen.

Beispiel1: mathematisches Pendel

Ein mathematisches Pendel ist ein idealisiertes Pendel bestehend aus einem masselosen Faden
der Langeaund einem punktformigen Gewichit, das reibungslos an dem Faden befestigt ist.

In der Praxis heif3t das, der Radius des kugelférmigen Gewichts ist klein im Vergleich zur
Lange des Fadens und die Reibung ist vernachlassigbar.

Abbildung 33: Ein mathematisches Pendel

Lenkt man die Kugel aus der Ruhelageus und lasst sie los, so fiihrt sie bei kleiAes-
lenkwinkelne bekanntlich harmonische Schwingungen um die Ruhelage aus.
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Die Position der Kugel als Massepunkt wirddgutig bestimmt durch die Angabe dertka
sische Koordinatermwund winnerhalb der Schwingungsebene mit dem tiefsten Rurhgt

als Nullpunkt. Allerdings ist der Faden gespannt, daher sind die kartesischen Koordinaten
durch eine Gleichung miteinaedverknupft.Folglich reichteine Grol3e aus, das System-ein
deutig zu beschreiben.

EineGroRRe, digiesesSystemfiir jeden Zeitpunkeindeutig beschreibt, ist gegeben durch den
Auslenkwinkele . Man bezeichnet einelsbe Grolde als verallgemeineddergeneralisierte
Koordinate. Beim Ubergang zu verallgemeinerten Koordinaten nutzt man typischerweise
Symmetrieraus,so wie hier die Kreisbogensymmetrie.

Ubrigens lasst sich auch physikalischenGleichurgendas Prinzip der Gleichberechtigung
der Variablen beobachten. So ergibt sich durch eine Krédtebdie gewohnliche Differen
tialgleichung zweiter Ordnurfigles mathematischen Pendels

e 0 —dCOE-Io T

Hier stehen die Gravitationskonstarfiedie Fadenlangaund der jeweilige Auslenkwinkel
gleichberechtigtnebeneinanderAllein der Auslenkwinkels ist funktional von der Zeit
abhangigs ¢ O bzw.e ¢ 0.

Beispiel2: Gelenkmechanismus
Ein Gelenkmechanismus besteht aus mehreren festen Stangen, die durch Drehgelenke mit

einander verbunden sinBie sogenannte Basist bei der Benutzung Ublicherweise fixiert
andere Teile sind durch die Drehgeleblesveglich

D

Abbildung 34: Modell eines Gelenkmechanismus mit Basis und vier Stangen

Die Streckenn Abbildung 34 stellen die Stangedes Gelenkmechanismdar, deren Langen

fest sind. Das hat zur Folge, dass sich ein Punkt auf einer Kreisbahn bewegen lasst, wenn man
ihn um einen Nachbarpunkt dreht. Dreht man zum BeispielPdekt®6 umo, so bewegen

sich die ard gebunden Punkt&, O und’Omit.

4Vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Mathematisches_Pendaletzt abgerufen am 18. April 2016
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Wir wahlen den Punkbd als Basis0 sei also fixiert. Zur prazisen Beschreibung der Bewe
gung vond um 0 geniigt eine GroRe, zum Beispiel der Drehwinkel. Daher besitzt der Punkt
6 den Freiheitsgrad. Analog kdnnen die Punkée O undOum 6 gedreht werdn mit Frei
heitsgrado8Folglich besitzt die gesamte Anordnung den Freiheitsgrad

Der Freiheitsgradles Systems kann reduziert werden, wenn man beispielsweise eine Stange
zwischenO undOeinflgt:

A
Abbildung 35: Modifizierter G elenkmechanismus mit zusétzlicher Stange zwischgpaund [

Die neue Konfiguration ist gegenlber der Ausgangskonfiguration nun eingescheimkind

der neuen Konfiguration konnen drankteO und O nur noch zusammen bewegenen,
wahrend in der Ausgangskonfiguration beide unabhéngig voneinander gedreht werden kon
nen. Der Freiheitsgrad des Systems betragtohi@fir fligen zwischerdo und6 eine weitere
Stange ein:

A
Abbildung 36: Eine weitere Sange wird zwischen=und feingefugt.
Nun teilt sich die Konfiguration in die Dreiecked @nd6 'O ‘@uf, die beide durch den Punkt
0 miteinander verbunden sind. Der Freiheitsgrad hat siclt argirkleinert. Jetzt sind keine

vereinzelten Stangen metirehbar, sondern naoch die beiden Dreiecke.

Eine weitere Stange zwische@nundO, C undO oderd undO hatte den Freiheitsgrgaldes
Systems zur Folge, denn die Anordnung ware danach nur noch als Ganzesahhar.

Wir halten als anschaulicligeschreibung fest:
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Der Freiheitsgrad einer Konfiguration ist gegeben durch dnenimale Anzahl der Grol3en,
die das System eindeutig beschreiben.

Fur eine Querverbindung zur Algebra bieten sich die line&lerchungssystem@.GS) an,
um das Konzept der Ftetitsgrade zu veranschaulichdder Freiheitsgrad einekGS ist
gegeben durctie Dimension des Lésungsraums.

2.5 Relationales Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration
und RUckwaérts arbeiten aus relationaler Sicht

Wir habenim Unterkapitel2.2 am Beispiel der Pab&l gesehen, inwiefern Lernenéeo-
bleme beim Rickwartsarbeitéaben. Hier betrachten wir das Rickwartsarbeiten aus relatio
nalerSicht, um dadurch dieses Konzept fur Lernende leichter erfassbar zu rraabefor-
mulierenwir das relationale Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration

Beim Ruckwartsarbeitegeht man von degewlnschterKonfiguration aus, arbeitet sich hin

zu den gegebenen Grol3en und versucht auf diesem Wege Informationen zu gewinnen, die fur
die gesuchte Konstruktion&ung nttzlich sindVlan vertauscht also freie und abhangige Ob
jekte miteinander und arbeiteickwarts Somit haftediesem Begriff eineeitliche Orientie

rung an. Das Prinzip der Vertauschuriggegen betont die Tatigkeit der Auswahl zwischen
gegebenen und gesuchten Objekterder relatbnalen Sichtweise sirfdr die Umsetzung der
Konfigurationdie beteilgten Objekte und die Relationen, die zwischen ihnen bestehéen
scheidendIm Allgemeinen wird eine Kombination bestimmter Relationen andere Redation
implizieren,es kommt also fir die Umsetzung darauf an, entscheidende Relatipbestim

men

Relationales Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration

Fir die Umsetzung einer Konfiguration ishtscheidendgdas alle relevanten Relationen
erkannt und umgesetzt werden

Beispiel1: Sehnenviereckund Umkreis
Bei einem vorgegebenegdehnenviereck kann der Mittelpunkt des Umkreises als Schnittpunkt

zweier Mittelsenkrechtekonstruiert werden. Alternativ beginnt mamt dem Umkreis, setzt
vier Punkte auf die Kreislinie und verbindet diese zu einen&uweiereck.

Abbildung 37: Die Konfiguration Sehnerviereck und Umkreis wird auf zwei verschiedene Arten erzeugt.
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Fur die Umsetzung der zweiten Konfiguration benétigt ein Lernender nicht das Wissen, wann
ein Viereck ein Selanviereck ist, also wie @rgendein Sehnenviereckum Zwecke der Ex
plorationkonstruiert. Beide Konfigurationen sirgdjuivalentin dem Sinne, dass in ihnen die
gleichen retvantenRelationen gultig sind. Dementsprechend kann die zweite Konfiguration
eberfalls zur Exploration genutzt werden, zum Beispiel flir den Satz, dass sich im Sehnen
viereck gegenuberliegende Winkelzup 1Gdad erganzen.

Tabelle 5: Gegeniberstellung beider Konfigurationen des Sehnenvierecks

Freie GroRen | Abhangige Grolien | RelevanteRelationen

Erste Konfiguration Eckpunkte Viereckd 6 0,0 Die Punkted,6,0,0
0,0,0,0 Mittelsenkrechten | liegen auf .
0 6undd Q
Umkreismittelpunkt
Y, Umkreis0

Zweite Konfiguration Mittelgunka, Kreis 0 um“Ydurch | Die Punkted,5,6,0
Punkty 0, Punkte0,6,0,0 | liegen aufy.

In der ersten Konfiguration ist der Umkreismittelpuikeine abhangige GroRe, in der zwei
ten Konfiguration hingegen is¥ eine freie Grol3e. Beéen Konfigurationen gemeinsam sind
die rebvanterRelationen.

Beispiel2: Gemeinsame Tangenteweier Kreise
Das Ruckwartsarbeiten und das Prinzip der Vertauschung von Gro3en greifen markanter bei

komplexeren Konfigurationemls weiteresBeispiel betrachten wir die Konfiguration zweier
Kreise0 undv aeind einer gemeinsamen aufReren Tangante

h

TK

Abbildung 38: Konstruktion einer gemeinsame auRerenTangente «an zwei Kreisek und ke
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Die Konstruktion der Tangenteausgehend von den gegebenen Kreisamd 0 Gst bei der
ersten Begegnung mit dieser Fragestellung nicht trivial. Es werden zwei weitere Kreise
bendtigt: der DifferenzkreiO 0 mit Mittelpunkt 6 und der Differenz der Kreisradien als
Radius und der Thaldsreis"YOum 0 durcho. Mit den weitererHilfslinien 6 6undd Qn
Abbildung 38 folgt: Das Viereckd 6 @ist ein Rechteckind o steht senkrecht auf den Kreis
radiend® und 6 g folglich ist 0 eine gemeinsame Tangente. Des Weiteren existiert eine
zwete duRere Tangent&) die zusammen mib bzgl. der Streckeé & spiegelsymmetrisch

liegt.

Bei der alternativen Variante arbeitet maiederumrtickwarts und beginnt dementsprechend
mit der gesuchten Tangenieind den beiden spateren Berthrpunkiemnd 6 Qdie aufo frei

beweglich sind.
K é ; i K’
g

Abbildung 39: Beim Rickwartsarbeiten beginren wir mit einer Gerade 4 der spateren gemeinsamen
Tangente der beiden Kreisel und L&

Die Geraded steht jeweils senkrecht auf denadtusd dundé @folglich liegt o tangential
zu den Kreisem undvu O

In der ersten Konfiguration sind die Beriihrpuné&teind 6aaind damit die Tangente ab-
hangige GroRen. In der zweiten Konfigurationde Tangente eine freie Grofdad die Be
rihrpunkted unddatassen sich entlangverschieben

Tabelle 6: Gegenberstellung beider Konfigurationen zwei Kreise und gemeinsame Tangente

Freie Gro3en | Abhangige Grof3en| RelevantenRelationen

Erste Konfiguration | Kreise0 undi ae| Geraded 60U0baat)o
bzw. o bertihrtd undv e

Zweite Konfiguration | Geraded Kreise0 und Lee 60U0baat)o
bzw. o bertihrtd undv e

Im Kontext des Problemldsens besteht der SemRUckwartsarbeiterdarin, die gewilinschte
Konfiguration zu explorieren, um damit Hinweise fur die eigentliche Losung zu gewinnen.
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Obige Konfiguratioren lielBen sich noch schneller umsetzen, wenn ein Benutzer die ge
winschten Relationedirekt Ubermitteln kénnte. Das wirden Beispielder gemeinsamen
Tangentebedeuten, dass zunéchst zwei Kraisend 0 Qund eine Geradé erzeugt werden

und dann die Relati@m Gbermittelt verden dass die Gerad@sowohl den Kreig) als auch

den KreisO Qoertihren soll. Das ist mit einem relationalen Geometriesystem (RGS) mdglich.
Wir besprechen den theoretien Rahmen solcher Systeme imterkapitel3.5 und stellen
aktuelle Vertreter im Unterkapit8l8vor.

Das Prinzip der Vertauschumgt eng verknupft it dem klassschen Paar Aufgabe und Um
kehraufgabeDas Denken in Relationdretontdie Einheit beider Sichtweisgdas heil3Auf-

gabe und Umkehraufgabe sinmterschiedlicheBetrachtungsweisemauf zwei aquivalente
Konfiguratioren Auf der Ebene ér beteiligten GroRemenutzen wir die Metapher der
Gleichberechtigung. So liegen eine Geraded ein Kreisy tangential zueinander. Es ist bei
dieser Betrachtung nicht entscheidend, welche Grof3e zuerst im Konstruktionsprozess ent
standen ist bzw. wehe Grol3e von welcher Grol3e funktional abhangt.
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3 Rel ati onal esoGe owmeteri@a Abgrenzunc
dynami scher Geometriesoftware

In diesem Kapitel fassen wir zuerst @eundlagerdynamischer Geometriesoftware
(DGS) zusammerDanach beschreiben wir dassolchen Systeen bekannte prin
zipielle Spannungsverhaltnis zwischen Stetigkeit und Determimigriimd ent
decken eineneueArt von Unstetigkeit digenige auf der begriffichen Eben&Vir
betrachterweiter relationale Werkzeugm DGS und formulieren den thesgsischen
Rahmen der RGSchlie3lichuntersuchen wir zwei aktuelle Vertreter der R@Gfl
stellen DGS und RG®ergleichendyegeniber.

3.1 Dynamische Geometrie software (DGS )

Dynamische Geometriesoftwaf@GS) bildetZirkel und Lineal virtuell ab. Ein DGS erlaubt

das geometrische Konstruieren am Computer &hnlich wie auf Papier, allerdings bietet ein
DGS gegeniber dem Papier den sogenannten Zugmiddudiesem wird diegGeometriedy-
namisch genauegesagt kinematisch, aber der erste Begriff hat sich durchgesetZug

modus kénnen (manche) Punkte mit der Maus nachtraglich verschoben werden. Dabei bleiben
die funktionalenZusammenhange zwischen den geometrischen Objekten bestehen, so bleibt
etwa einkonstruierter Mittelpunkt einer Strecke deren Mittelpunkt.

Beispiel Mittelpunkt einer Strecke

M

Abbildung 40: Eine Strecke= ||mit Mittelpunkt I, bevor (links)
und nachdem(rechts) an || gezogen wurde

Die beidenKonfiguratioren der Abbildung 40 besteheraus sogenannteineien Punkteno
undo, der Streck® 6und dem Mittelpnkt 0 dieser StreckeAn 0 undd kann mit der Maus
im Zugmodusbeliebiggezogen werden, dabei bleibtder Mittelpunkt der Strecke, derafs
solcherwurdeer konstruiert

Am Punkt0 kannin einem DGShicht gezogen werden, denn er hangt voond 6 ab, das
hei3t die Lage vomw ist durch dieLage vono und 6 bestimmt O liegt in der Mitte der
Strecked G Mdéchte man die Lage vain verandern, geht das nur indirekt Giber einen Zug an
0 oderd . Hinter diesem einfachen Beispiarbirgt sichein grundlegendes Prinzip.
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Funktionales Prinzip
Neue Objekte, die aus bereits existierenden entstehen, hangen vorfuhk&tenalab.
Bemerkungen

1. In einem DGS kann nuan den ffeien Punktergezogen werderDie freien Punkte
stehen zeitlich am Anfang einer Konstruktion.

2. Die Positionen lahdngige Objekte lassen sichicht direk{ sondern nur indirekter-
andern.So kann zum Beispiel die Lage des Mittelpunkilesn der obigen Konfi
guration durch Ziehen an den freien Punkbeader® indirekt verandert werderes
ist in aktuellen DGS zwar mdoglich, Strecken als Ganzes zghietsen oder sogar das
gesamte virtuelle Zeichenblattber es ist nicht méglich, dkeam Punki) zu ziehen
und aufdiese Weise seinosition zu verandern.

3. DasfunktionalePrinzip gilt fir jeden Schritt einer Konstruktion.

4. Funktionale Abhéngigkeiten bleibé&m Zugmodus erhalten.

Aktuelle Vertreter von DGS sind UKLID DynaGeo(R. MECHLING) und GeoGebrgdM.
HOHENWARTER und Team) In [Graumann et al96, S. 197]formulieren die Autoren die
bekannteDefinition eines DGS

AUnter DGS verstehen wir Programme,

1. die eine euklidisch geprégtSchulgeometrie und deren traditionelle Werk
zeuge auflynamische Weise modellieretuggmodus)

2. eine Sequenz von Konstruktionsbefehlen zu einem neuen Befahimen
fassen kdnnerMakro),

3. und auf Wunsch die Bahnbeyumg von Punkten visualisieren, die in-Ab
hangigleit zu anderen Punkten stehé@rislinie).i

Anschaulich gesprochen bietet ein D&Sozunéchst die gleichen Moglichkeiten wie Papier,
Bleistift, Lineal und Zirkel. Dartber hinaus ermégliegin DGSdurchden Zugmodusbeweg

te Geometrielst etwawie oben beschriebesin Punktd als Mittelpunkt einer Strecke 6
konstruiert, so bleibt er deren Mittelpunkt, wenn mam axderan zieht.

Durch den Zugmodus werden vereinzelte Konfigurationen erzeugt. Diese lkemagich als
Einzelbilder eines Daumenkinaxler als Diasvorskllen. Der fachmathematische Rahmen
basiert autlem Begriff der Zugfigurvgl. [EIGaHe0(.

In der obigerDefinition ist nicht explizit die Rede von freien und abhangigen Punkiese
Unterscheidung ergibt sicdus der FormulierumAder euklidisch gepragten Schulgeoméirie
Dort beginnt eine Konstruktion immer mit den freien Punkted Objekte, die zeitlich spater
entstehen, hdngen funktional von bereits existiere@igaktenab.

Wir werden imUnterkapitel3.5 sehen, dass diedénterscheidung wichtig fir didbgren
zungzwischen DGS unden sogenannteelationalen Geometriesystemen ist.
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Ein Model fur die interne Darstellung von Konstruktionen: gerichtete Graphen

Funktionale Abhangigkeiten kdnnen innem sogenanntengerichteten Graphen veran
schaulicht werderDie KonfigurationeinerStrecked 0 mit Mittelpunktd ausAbbildung 40
sieht in einem gerichten Graphen folgendermal3en aus.

A =

Abbildung 41: Gerichteter Graph der Konfiguration Strecke= | mit Mittelpunkt -

Hierbei bedeutet adePfeil© , dass das Ziebjekt von AusgangsobjektabhangtMan liest
den Graphen in Richtung der Pfeilm Beispiel der Strecké ¢mit Mittelpunktd hangtd
von 0 und vond ab.Ein gerichteter Graph stellt die funktionalen Abhangigkeiten eimmgr K
strukionsbeschreibung graphisch dar, wiwerden daher auch den Begribhéngig
keitsgraphverwenden.

Wir erganzenzu dieser Konfiguration einen Krei8 um 0 durch 6 und erhalten als
gerichteten Graphen die nachste Atbng.

A =

K

Abbildung 42: Der gerichtete Graph nach Hinzufiigen des Kreised: mit Mittelpunkt 4 durch ||

Der Mittelpunktd hangt weiterhin von den Punkténund6 an, cer Kreisu hangtvon den
Punktend undd ab.

Wirde man dn Kreis0 um 0 durch den Punkb (anstattd) betrachtenso wirde sich
wegen der Symmetrieine aquivalent&onfigurationmit gleichem Verhalten im Zugmodus
ergeben, jedoch héattker gerichtete GraphebkerKonfiguration einanderes Aussehen.
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3.2 Stetig keit versus Determiniertheit : das Problem der
springenden Punkt e

Hier bespreche wir den gleichnamigen Abschnitt der Hilfenider Benutzeroberflache von
EUKLID DynaGeo [Mechling12] als geschichtlicheGrundlage desStetigkeitsbegriffes in
einem DGS.

Ende der 80er Jahre kaBabriGéomeétreals erstes DGS auf den deutschen Mdbie. damit
verbundenen didaktischen Mdglichkeiten wurden kontrovers diskutiert. Im Rahmen dieser
Debatte wurden zweétorderungen an ein DGS gestellt

A D e timsmusForderung Wenn der Benutzer nach dem Verziehen einer Zeich
nung alle Basisobjekte in ihre urspringliche Lage zurlckbringt, dann sollen auch
alle abhangigen Objekte wieder in ihrer urspringlichen Lage. sein

Stetigkeis-Forderung Wenn ein Basisobjekim ein kleines Stick versityen wird
dann sollen sich alle abhangigen Objekte ebenfalls nur um ein kleines Stiick verschie
beni [Mechling12]

Bei der DeterminismuBordeung liegt de Betonung auf dem aktuellen Zustaithe Kon
figuration darf k eKomfiguAat®eed Sinddigtich ieverSibelDe Stet z e n .
tigkeitsforderunghingegen besagt, dass es im Zugmadin einer Konfiguration kee
springenden Objekte geben soll.

Beide Forderungen erscheinen zunaefditg nattrlichundsich nicht zu widersprecheBei
linearen Konstruktionef sind beide Forderungdeicht zu erfullenallerdings treten &i der
Umsetzug nichtlinearer Konstrukttnenauf der SoftwareEbeneprinzipielle Schwierigkei
ten auf

Beispiel1: Eine deterministische unstetigeKonfiguration
Wir betrachten eine Konfiguratioim einem DGSbestehend aus zwkbngruenta Kreisen

mit Mittelpunkteno bzw. 6 auf einer GeradeiQund der Strecke zwischesiem oberen
SchnittpunkteYder Kreise und eineifireien Punki.

Abbildung 43: Eine deterministische, unstetige Konfiguration

5 Das sind Konstruktionen, in denen ausschlieBlich Punkte, Strecken, Halbgenad€eraden auftreten, also
keine Kreise.
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Ausgehend von der Konfiguration ilsbbildung 43 verschieben widen Punktd auf der
GeraderiQnach rechts auf den Punktzu. Dabei bewegt sich der ke Kreis ebenfalls nach
rechtswie in der nachsten Abbildung dargestellt

Abbildung 44: Wir bewegen den Punkt= hin zum Punkt ||.

Im Grenzfall, dass die Punkie und 6 miteinander inzidiergninzidieren auch die beiden
Kreise Dann gibt esnicht mehr zwei, sonderunendlich viele Schnittpunkte, abeerd
Schnittpunki'Yverschwindet in deDarstellungdes DGS ebenso der untere Schnittpunkt.

Abbildung 45 =und | fallen zusammenges gibt unendlich viele Schnittpunkteund - ist verschwunden.

Was passiernun, wenn wir den Punkd auf der GeraderiQein Stiik weiter nach rechts
verschieben?

Sicherlichexistierendann wiedegenauzwei Schnittpunkte und die StrecRéOmisstedem
zufolge wieder erscheinerDiese Erwartung erfullt sich, allerdings springt der Puivkion

oben nach unten und damit springich die StreckéY( das heil3t diese Konfiguration ist
nicht stetig
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Abbildung 46: Der Schnittpunkt 4| ist nach unten gesprungen und mit ihm die Streckd |F
Verschieben wimun den Punkto in der Konfiguration vorAbbildung 46 nach links dann
erhalten wirdie Ausgangskonfiguration, die Konfiguration ist somit reversibido istDeter
minismusgegeben.

Beispiel2: Eine stetige, cht deterministische Konfiguration ( Winkelhalbierende)
Wir entnehmen die folgend€onfiguration und die zugehérigen Beobachtungger Hilfe

[Mechling12] vonEUKLID DynaGeo Die Konfigurationbestehe aus zwei Streckendund
0 0 mit gemeinsame Anfangspunkto, der zugehdrigen Winkelhalbierendénund einem

Punktd aufv .
y

A a B

Abbildung 47: Zwei Strecken= ||und = pdie Winkelhalbierende © und ein Punkt |} auf ©
Hierbei sindd,6 und 6 freie PunkteDer Punktd wurdedurch das Werkzeugunkt auf Linie

erzeugt.Nun verschieben wid auf einem gedachteireis gegen den Uhrzeigersinn. Dabei
wandert die Winkelhalbierende und mit ihr der Punkb dynanisch mit.

C W/ W\ -
h‘—\-\-\-‘-"\\
: 5 BWR : B
W
c C

Abbildung 48: Wir verschieben den Punkt Fim Gegenthrzeigersinn.
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Nach einem vollen Umlauf voa ¢ 1dds Punkte® befinden sich die freien Objekte wieder
in der Ausgangslage, allerdinggt dies nicht fur alle abimgigen Objekte, denn der Purkt
liegt nun auf der anderen Seite vdnim Vergleich zur AusgangskonfiguratioBie Winkek
halbierended hat ihre Orientierung geandeRolglich ist diese Konfiguration nicht deter
ministisch abe stetig.R. MECHLING formuliert in den Hilfeseiten seines Programms:

AEine n2here Betrachtung zeigt, dass di e
Zugmodus von der Euklidischen Ebene zur Ries@ren Flache zu mutieren droht:

Je nach Konstruktion kann siein mehrfach tberdeckt sein, d.h. mehrere Varianten

zur selben Konfiguration der Basisobjekte (und das heif3t auch: zur selben Kenstruk
tionsbeschreibum ! ) ent hal t en. U n dir uasuderades beffirdéne m A B | :
(d.h.welche Variante wir gerade sehedgruber entscheidet die Vorgeschichte der
Zeichnung Die Determinismusforderungann nun als der Versuch gesehen werden,

die einfache Euklidische Ebene auch im Zugmodus zu retten. Sie bedeutet letztlich,

dass die Zeichmg kein Gedachtnis haben darfidDLage aller abhangigen Objekte

der Zeichnung soll vollstandig durch die Lage der Basisobjekte determiniert sein und

nicht von deren Vorgeschichte abhangen, also davon, wie sich diese Objekte zuvor
bewegt habef [ebenda]

Wir halten als Resultat fest:

1 Wenn man Determinismusfordert, ist die Eigenschaft der Stetigkeicht mehr
garantiert

1 Wenn man Stetigkeit fordert ist die Eigenschaft des Determinismus nicht mehr
garantiert

In GeoGebra ist die Konfiguration der Winkelhalbierenden tigst@ber deteninistisch

Obwohl beide Forderungen zunachst natirlind widerspruchsfrei erscheinezeigen diese
Beispiek, dass siegrundsatzlich nichwvereinbarsind Erst Ende der 90er Jahre kam mit
Cinderellavon U. KORTENKAMP ein DGS auf den Markt, das die Stetigkeitsforderung kon
sequent erfulltStudiert manzugehdrige Veroéffentlichungewie zum Beispiel [EIGaHe0(,

so kommt man zu dem Schluskass die Stetigkeitsforderupgnzipiell deutlichschwieriger
zuerflllen ist als die Determinismusforderumg EUKLID DynaGeohat ein Benutzein den
sog. ExperterOptionelf die bemerkenswert&Vahl, ob er der Stetigkeit oder deDeter
minismus den Vorzug gibt:

Gefadhrliche Optionen fiir mutige Benutzer...

Aktualisierungsstrategie im Zugmodus

S Determimsmus ist wichtiger, trotz “springender Punkte™

@ Stetigkeit ist wichtiger, soweit eben moglich

Abbildung 49: Die GretchenFrage Deteminismus versus Stetigkeibei EUKLID DynaGeo

6l?ieseExperte{OptiorenfindenSieri der Hauptleiste unter dem Punkt A\
AEinstellungenifi aus.
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3.3 DGS-Unstetigkeit auf der begriffichen Ebene : Parall elogramm
springt zum Trapez

Bei deg Beschaftigung mit defhematikStetigkeit in einem DGS habe ich mit mehreren Kon
figurationenexperimentiertund bin bei der Konstruktion eines Parallelogramms mit Geo

Gebraaufdas folgend€héanomen gestolRen

Ausgehend von drei Basispdano, 6 undo erstellen wir diegGeraderiQdurchd und6 und
die ParalleléQzu "Qdurch den Punki.” Dann konstruieren wir den Kreis um 6 durch6
und den Kreigh)aaum 0 mit jeweils gleichem hinreichend groRerRadius.0 aschneidet die
Pardlele "Qin den Punktei® und'Oa2Wir erhaltensomitdasParallelogramnd 6 6:'0

VARZAY
Nt

Abbildung 50: Konstrukt ion einesParallelogramms= || rin GeoGebra

K’

C

Verschiebt man nuden Punk® nach links, so riicken die Punkund Oezusammen und

inzidieren im Grenzfalkines Rechtecks
C
m
B
K

Abbildung 51: Das Parallelogramm wird im Grenzfall zum Rechteck.

h

K’

Verschiebt manden Punk® weiter nach linksso entfernen sickd und ‘Oaxoneinandeund

das Parelogrammwird zumTrapezo hne dass ein Punkt Aspr.i

71m Zugmodus wird die Konfiguration stabiler, wenn der Punkt| s APunkt auf Linieh
ParallelenQgesetzt wird. Allerdings mdchte ich mich beim Untersuchen von Unstetigkeit in einem DGS auf

die rein konstruktiven Werkzeuge beschranken.
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Abbildung 52: Das Parallelogramm wird zum Trapez.

Offenbar liegt die Ursache dieses Verhaltens an der Doppeldeutigke8chnittpunkte der
GeraderiOmit dem Kreis) &

Bewegt man den Punkt nun zuriick in seine Ausgangsposition, so wird das Trapez wieder
zum Parallelogramm. Die Konfiguration ist reversjtato ist hier Determinismus gesichert.
Verschiebtman die freien Punkt eiwenig, soverschieben sich die abhangigen Objekte eben
falls wenig, folglich ist Stetigkeit gegeben.

Hier liegt eineUnstetigkeit auf der begriffichen Ebenevor: Das Parallelogramm wirdum
Trapez.

GeoGebra undEUKLID DynaGeozeigen obiges Verhalteginderellahingegennicht, vgl.
[Kortenkamp99, S. 88KORTENKAMP formuliert sinngeméafidass nichStetigkeit das direkte
Ziel ist, das man ansgben solltesonderrmAnalyzitat Die abhangigen Punkte sollen im Sinne
der Funktionentheorie vom dweglichen Basisobjekibhangen Diese Aussage wird in
[Kortenkamp99, S. 58 {fS.108 ff. und S151 ff.] fachwissenschaftlicHargestellt.

3.4 Relation ale Werkzeuge in DGS

Wie obenbeschrieberrmdglicherDGS bewegte Geometrie mit Zirkel und Lineal als Grund
lage, allerdingserfigeneinige DGSauchuberWerkzeugediedartber hinausgehen:

Definition: Relationales Werkzeug

Ein relationales Werkzepist einWerkzeug, das eine Relation oder eine Einschrankudgr
Konfiguration umsetzt.

In EUKLID DynaGeogibt eszum Beispieldie relationalenWerkzeugeStrecke fester Lange
Punkt auf Linie Punkt fixieren Punkt in freien Basispunkt verwandaind weitere Diese
Werkzeuge werden iIBUKLID DynaGeonicht als relational bezeichnet. Man findetetwas
unsystematisch verteilinter dem MenUunterpun| Bearbeiter  quf der Konstruktionsleiste der
Werkzeuge und auf die Hptleiste.
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EUKLID DynaGeo - [ KEINNAME.GED ]
L]

Datei | Bearbeiten Ansicht  Konstruieren  Abbilden Messen
D Einen Konstrukbionsschritt zurdck. Strg+2

oy |~ X S

Letzte Léschung widerrufen

_\_|_ kKopieren Strg+Einfg

Chjekt benennen

Cbjekkdarstelung bearbeiten
Cbijekk ldschen

Punkk an Linie binden

Bindung eines Punkkes auflésen
Purnkk Fixieren

Purkk auf Gitkerpunkt schisben
Punktfixierung aufheben

Purkk in freien Basispunkk venwandeln
Zwei Punkke zusammenfihren

Abbildung 53: In EUKLID DynaGeo befinden sich relationale Werkzeuge(blau eingerahmt).

Wir gehen nunauf die eingerahmten ledionalen Werkzeugeer Abbildung 53 ein. An-
schlieBenduntersuchen wir das Zusammensprethrerer relationaler Werkzeuge.

Im folgenden Abschnitt beziehe ich migheder auf [Mechling12], genauer gesagt adie
Hilfserklarungen zum jeweiligen Befehl BEUKLID.

—
1. Strecke fester Lang ™"

Mit dem WerkzeugStrecke fester Langeird eine Strecke bestehend aus Anfangsd
Endpunkt mit einewahlbaren Langerzeugt Nach dem Erzeugen kann diese Strecke ver
schoben werden und behdalt dabei ihre Langeiter ist es moglichden Zahlenwert der
Lange nachtréglich zu andern, in dem ein Benutzer die StreckiEenmeéchten Maustaste aus
wahlt.

./_/_,_,-/-’f/ Yerbergen

Benennen...

Farbe...
Linienark. ..
Gleichung zeigen

Abbildung 54: Der Zahlenwert der Streckenlange kann nachtraglich geandert werden.

AulRerdem kann ein Berrdr mit desem Werkzeug die Lange eirfezien Strecke auéinen
konkreten Zahlenwert esgchréanken: Ein&trecked 6werdeaus den zwei freien Punktén
und 6 konstruiert.Nun wahlen wirin der Werkzeugleistdas Werkzeugtrecke fester Lange
aus. Egffnet sich ein Dialogfenster, in dem wir die gewiinschte Lange eingeben.
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sStreckenlange: |

|? ol

1].4 Abbrechen

A B

Abbildung 55: EUKLID DynaGeo erwartet als Eingabe die gewiinschte Lange.

Darachklicken wir racheinander die Punkteund6 an, um die gewiinschte Laagu Uber
mitteln, zum Beispiek w & Zur Probe lassen wir die Streckedmessen

7cm

v

™ ; m
A B

Abbildung 56: Die Lange der Strecke= |hat sich auf den gewiinschten Wert geéndert.

Danach kdnnen wir die Strecke im Zugmodus veetwdn, die Lange bleilitabei erhalten.
Das bedeutetdass mit dem Werkzeugfrecke fester Langane Einschrankung an digihge
einer zuvor freierstreckerealisiert wurde.

2. Punktauf Linie -~

Das WerkzeudPunkt auf Linieerzeugteinengebundeneiunkt auf einer Linie, zum Beispiel
einer Geraden, einer Strecke oder einem Kreis. Somit ist der Punkt auf LenMisamform
aus einem freien Punkt und einem abhangigen Punkt.

F

P

Abbildung 57: Der Punkt |} ist durch das WerkzeugPunkt auf Linie an die Kreislinie gebunden.

Standardmafig wird iEUKLID DynaGeoein Punkt auf Linie nicht optisch von den freien
Punkten unterschieden. Abbildung57 wurde die Punktfornvon 0 héandsch geandertvon
einem schwarzen Quadimtzu einem Kreu:x.

Ein weiteres Beispiel fur einegebundeneunkt auf einer Linie haben wir beregesehen
Bei der Parabelkonstruktion im Abschri2t ist der LotfuBpunkb von diesem Typ.
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* %
3. Punkt an Linie binde.j"‘“ und Bindung eines Punktes aufloe=*"

Diese beiden Werkzeuge finden sich in der HauptleisteBIdKLID DynaGeo DasWerk-
zeugPunkt an Liniebindenwird angewandt auf einen Punbitund eine Linied. Es fuhrt
dazu,dass ein bis dahin freier PunkianschlieBend auf der Linigfixiert ist.

Ein Benutzer erhalt eine gleichwertige Konfiguration, wenn er direkt auf der Lieieen
Punkt auf Linieerzeugen wirdebas Werkzeudindung eines Punktesifldsenhebt eire zu

vor gesetzte Bindung wieder auf. In diesem Sihaadelt es sich hibei um ein Paar von
Umkehrwerkzeuge.

4. Punkt fixiererund Punkt auf Gitterpunkt schieben

Das WerkzeudPunkt fixierenanderteinen freien Punkt hin zureem Punkt mit festen Koer
dinaten, so dass er nicht mehr bewegt werden Rafemdenwir dieses Werkzeuguf den
Startpunkt 0 einer Streckeéd 6 an so lasst sich anschlieRend nur noch die Lagefréan
Punktesd andern.

In den Standardeinstellungen wird ein fixierter Punkt mit einem schwarzen Quadrat mit
weillem Zentrur@ markiert. Wendet man das WerkzeRgnkt auf Giterpunkt schiebeauf

einen freien Punkt asp ist dieser anschliel3end auf déitterpunkt fixier; der am néachsten
liegt.

5. Punktin freien Basispunkt verwandeln

Mit dem WerkzeudPunkt in freien Basispuhkerwandelrkann ein Benutzeginen konstru

ierten oder fixiertenPunkt in einen freien Basispunkt verwanddlabeiwerden diejenigen
funktionalen Abhangigkeiten aufgeldst, die aussagen, von welchen Objekten der betreffende
Punkt funktional abhéngt, abéie von diesem Punkausgehenden funktionalen Abhangig
keitenbleibenerhalten

Wir betrachten zur Veranschaulichung eine Konfiguration bestehend aus einer $tr@cke
deren Mittelpunkt und einem Kreis uin durcho.

Abbildung 58: Eine Strecke= ||mit Mittelpunkt 4 und Kreis Lt um{ durch =

In dieser Konfiguration sind die Punkieund6 die freien Ausgangsobjekte. Der Mittelpunkt
0 héangt vono und 6 funktional ab, der Krei®) schlieRlichhangt vond und 6 ab. Nun
wenden wir das Werkzeugunkt in freien Basispunkierwandelnauf den Mittelpunk an.
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Damit wird0 aus dem Abhangigkeitsgrapkrschobenl ist somit nicht mehr von und 6
abhéngig, aber der Kreisist weitehin vond (und6) abhangig:

Abbildung 59: Der Abhangigkeitsgraph der Konfiguration vor (links) und nach (rechts)
Anwendung des Werkzeug#$unkt in freien Basispunkt verwandeln

Nach der Anwendung des WerkgsuPunkt in freien Basispunkerwandelrauf den Punkb
kann0 frei bewegt werdenDerKreis 0 bewegt sich dabei dynamisch mit und verlauft-wei
terhin durch den Punkt.

A "B

Abbildung 60: Auf { wurde das WerkzeugPunkt in freien Basispunkt verwandelangewandt.

Wahlt man astatt eines konstruierten Punktes einen an eine Linie gebunBenktsowird
die Bindung an deeLinie durch das Werkzeugrwartungsgemagufgehoben

6. Zwei Punkte zusammenfihren

Mit diesem Befehl kdnnemwei PunktesinerKonfigurationin einen Punkt zusammegefiihrt
werden.Hierbei ist de Reihenfolgeder Ubermittlung der Punkteichtig: In der HilfeDatei
[Mechling12] wird der erste PunkQuellpunktgenant, der zweite Punkt wird al&ielpunkt
bezeichnetNachdem der Befehl auf den Quellpunkt und den Zielpunkt angewandt wurde,
passierfolgendes:

1. AAlle vom Quellpunkt direkt abhangigen Objekte werden vom Quellpunkt
abgekoppel und als vom Zielpunkt abhangig verbucht, anschaulich
gesprochen: der Zielpunkt adoptiert alle Kinder des Quellpunktes.

2.SchlieClich wird debendaQuel | punkt gel °sch
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Wegen deser Unterscheidung in Quellund Zielpunkt ist dieses Werkzeug niceym:

metrisch Wé&hlt man bei der Konfiguration Kreis um Mittelpunktd durch Punkt) den
Mittelpunkt0 als Quellpunkt und als Zielpunkt, dann verschwindétund und es bleibt
der Punk® (brig. Wahlt man hingeget als Quellpunkt und als Zielpwnkt, so verschwin
detv und es bleibb Ubrig.

Zusammenspielrelationaler Werkzeugein EUKLID DynaGeo
Beispiel 1: Strecke fester Lange kombiniert mit Punkt fixieren

Wir erstellen mitEUKLID eine Strecke fe®r Lange zum Beispieluc dund wenden dann
das RelationswerkzeRunkt fixiererauf den Anfangspunki der Strecke an.

A B

Abbildung 61: Konfiguration bestehend ausieer Strecke= ||mit fester Langeund fixiertem Punkt =.

Nun kann die Lage voo nicht mehr verandert werden. Die Stredke besitzt die feste
Langeu & Folglich kannin der Konfiguratiomur nochd &verschoben werden oder die-
sition vond verandert werderder Punk® lasst sich auf einemngis mit dem Mittelpunkb
bewegen. Der zugehérige Radius ist gerade so grol3 wie die gewahlte Streckenlange.

// Pt
! n/'\
o |
\ /
N ,/

Abbildung 62: Der Punkt || lasst sich nur noch auf einem Kreis bewegen.
Nur mit Blick auf die Konfiguration undas Verhaltenm Zugmodus lie3e sich das DGS in
diesem Beispiel nicht von einesbgenannten relationalen Geometriesyst®&@S3 unter
scheiden.

Beispiel 2: Punkt auf Linie kombiniert mit zwei Punkte zusammenfuhren

Wir konstruieren miEUKLID zwei GeradenQund "Qund setzen mit dem Werkze®Rynkt
auf Liniejeweils einen Punkt auf jede Gerade.

A
g

Abbildung 63: Auf die Gerade]] (bzw. | setzen wir den Punki=bzw. ||.

61



Nun wenden wir das Werkzelynkte zusammenfihranf diePunkted und6 bzw. in um
gekehrter Reihenfolge akVas wirde wohl ein Benutzer erwarten, der das zum ersten Mal
tut?

Abbildung 64: Nach Anwendung des Werkzeuggwei Punkte zusammenfiihren
mit =als Quellpunkt und || als Zielpunkt

Abbildung 65: Nach Anwendung des Werkzeuggwei Punkte zusammenfihren
mit || als Quellpunkt und =als Zielpunkt

Hier verschwindetlso jeweilsder Quellpunkt, der ZielpunkKileibt aufseinerPosition.Mit
Blick auf den Namen des Werkzeug@nnten Benutzeauch das Szenargrwarten dassdie
beiden Punte hier auf einen zusammenfallen und mit dem (existieren8ehjittpunkt Uber
einstimmen. @Abeiblieben alle gesetzten Relation@unkt auf Linie) erhalten

Beispiel 3: Mehrfache Anwendung des Werkzeugs Strecke fester Lange
Die Moglichkeit der Festlegung einer Streckenlange besteht diLED auch dann, wenn
die einzuschrankende Strecke die Seite eines Dreiecks ist. Im gleichen Dreieck funktioniert

das allerdings nur mit hdchstens zwei Seiten.

Bei dem Versuch, auch der dritten Strecke eine feste Lange zuzuordnanf ks zu einer
Fehlermeldung:

Fehler |

Diese Strecke Fester Lange kann nicht erzeugt werden, weil dabei
eine zirkulare Yerwandtschaftsbeziehung entstehen wirde,

3cm

willen Sie stattdessen eine gewdhnliche Strecke erzeugen?

Ja I Mein

Abbildung 66: EUKLID gibt bei dreimaliger Anwendung des Werkzeugs
Strecke fester Langeine Fehlermeldung aus.
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Dieses Phanomen untersuchen wir naher

Bei einer Streck® 6mit fester Langdz. B. 50 § hangtd von 6 ab, wenn wir ad® ziehen
Ziehen wir and, wird der Punk® im Abstand vorud afolgen. Mit der Notation eines ge
richteten Graphen schreiben wir® 6 8Umgekehrt hangd von 6 ab, wenn wir ard ziehen.

Hier ist das funktionale Prinzip also in beiden Fallen gultig, aber nicht einheitlich. Wenn wir
ano ziehen, hangd von 6 ab und umgekehrt. Wir stellen das durch einen Doppelpfeil

0 dar, der sich abhangig, ob wir @noder® ziehen, in derentsprechenden einfachen Pfeil
andert.

Angenommenwir hattennun eine Dreieckskonfiguration SS$irch dreimalige Anwendung
des WerkzeugStrecke fester Langealisiert, dann ergeben sich dagendenfunktionden
Abhangideiten

A =

Abbildung 67: Funktionale Abh&ngigkeiten beieiner hypothetischendreifachen Anwendung
desWerkzeugsStrecke fester Léange

Ziehen wir nun am Punkt, so ergeben sich speziell die funktionalen Abhangigkeiten:
0060060 0.

Es kdme also zu einedirkelschlus, denno wiirde von sich selbst abhédngen. Folglich ist die
Dreieckskonstruktion SSS durch eitieimalige Anwendung ddgelationswerkzeugStrecke
fester Langen einem DGS nicht umsetzbar.

3.5 Der theoretische Rahmen der relationalen Geometriesoftware
(RGS) und relationales Denken

Wahrend in einem DGS gleich bei der Erzeugung egktes seine Eigenschaftbe-
stimmt sind indem etwa ein Punkt als Schnittpunkt zweier Kreise definiert wird, sind bei
einemRGS die Erzeugung von Objekten und die Fgsithg von Eigenschaften getrenbie
zugehorige Konfiguration wird in einem RGS bsimt durch Einschrankunggauch Rela
tionen oder Constraintgwischen den Objekterin einem (idealen) RGS existieren zwar
Objekte vergleichbar wie in einem DG&llerdings h&ngen diesm theoretischen Modell
nichtdurch das funktionale Prinzip voneinander séindern inZugmodus gilt das:

Hauptprinzip der relationalen Geometriesoftware

Das System realisiert die Bedingungen, die man Ubermiiedr abgesehen davon kann der
Benutzerdie Konfiguration im Zugmodufrei verandern.
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Im Vergleich zum Zugmodus eines DGS issdan auffalliger Unterschied: dt kann ein
Benutzer nur an den wenigen freien Punkten ziehen, in einem RGS hingegen kaahegr an
Punktender Konfiguration zieherEine Ausnahme liegt etwa darvor, wenn einem Punkt
feste Koordinaten zugeordnet werd®ie folgenden Beispiele beziehen sich auf das Pro
gramm Geometry Expressions von ihifodd. Dieses wird im Unterkapit8l8 naher vorge
stellt.

Beigiel 1: Mittelpunkt einer Strecke

Um den Mittelpunkt einer Strecki 6zu erzeugengeht ein Benutzer in folgenden Schritten
Vor:

1. Erzeugingder Punkteéd, 6 undo ,
2. Erzeugingder Streck® §
3. Ubermittlungder Bedingungd liegt auf der Strecké §

4. Ubermittlung der Bedingungt @i 0 @ &HQ 6 Gi 0 OEFHQ &

Abbildung 68: Der Mittelpunkt 4 einer Strecke= ||wird durch eine
Inzidenz- und zwei Abstandsbedingungnrealisiert.

Konstruiertein Benutzer it einem DGS den Mittelpunki einerStrecked § so kanrer dy-
namisch ard oderd ziehen, aber nicht an, dennd hangt vond undd ab. In einem RGS
hingegen kann an allen Punkten (und an der Stredkeyezoge werden. Dabei bleiben alle
Ubermittelten Bedingungearfillt, das heil3d ist immer der Mittelpunkt der Strecked

Woirde ein Benutzer nur an den Punktennd 6 ziehen, konnte er allein darch nicht sicher
entscheidemb er mit einem DGS odeinem RGS arbeitet.

Beispiel2: Dreieck mit vorgegebenen Seitenlangen

Um in einem RGS ein Dreieck mit drebrgegebenen Seitenlangen zu erzeugen, erstellt man
die Objekte und gibt ihre Eigenschaften vor:

1. Erzeugingder Punkteg, 0, 0,
2. Erzeugingder Sreckendd 6§ 0 §w 0§

3. Ubermittlungder Einschrankunge®d @O§w0 uvOG® TOA
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Abbildung 69: Dreieck mit vorgegebenen Seitenlangen

Danach lasst sich das Dreieck im Zugmodus nur noch als GanzesebeMieg ist also keine
Konstruktion gemald SSS&forderlich,sonderres reicht auszuerst die benotigten Objekte zu
erzeugen und danadem System die Bedingungen fur die Streckenlangen zu Ubermitteln.

Nach dieseersen Umschreibunfprmulierenwir den zentralen Begrifies Kapitels.
Definition: ideales RGS
Ein ideales RG$%t ein Geometrieprogramm, dédgende Eigenschaften erfiillt

1. Geometrische Grundobjekte wie Punkt, Strecke, Gerade, Kreis kdnnemytarnd

wieder geléschiverden

2. Geometrische Relationen kénnen zwischen Objekten vorgeschriebemiedet ge
I6scht werden. SolcheRelationen sind beispielsweise Inzidenz Kollinearitéat
Paralklitat, Orthogonalitatind Abstandsgleichheit.

3. Fir den Zugmodus gilt das Hauptprinzip der RGS

Im Sinne der Definitioreines DGS/on GRAUMANN et al. kénen wir folgendeEigenschaften
erganzen

4. Eine Sequenvon Konstruktionsbefehldésst sichzu einem neuen Befehl zusammen
fassen (Makrh

5. Ein RGS kanndie Bahnbewegung von Punkten visualisieren, dieR@ation zu
anderen Punkten stehedr{slinie).

Diese Definition ist grudlegend fur die vorliegende Arbeit uncerdient émentsprechend
eine ausfuhrlich@esprechung

Beim in Kraft setzen einer Relation verandert siohAllgemeinen die aktuelle Konfiguration

und reu erzeugte Objekte besitzen zunachst keinerlei BeziehungdeueanObjektenDie
Kombination aus erzeugten Objekten und den zwischen ihnen gesetzten Relationen ist das
Analogon zur Konstruktion bei einem DGS, das heil3t diese Daten bestimmen das Verhalten
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der Konfigurationim Zugmodus. Zur klaren Abgrenzung verwendaen bei der Benutzung
eines RGS den Begriff der Kompositjoagl. die Definitionin Unterkapitell.l

Die Giltigkeit des Hauptprinzips der RG8pliziert, dass in einem idealen RGS keine Unter
scheidung zwischen freien undné@imgigen Punkten existiert.

Die Definition eines idealen RGS verdeckir die Umsetzung auf der Softwaleme
problematische Details: Relationen kénnen sich widersprechen, ein RGS muss das entdecken
und zuriickmelden. Des Weiteren legen Relationen imeAllginen die neuen Positionen von
Objekten nicht eindeutig fest, das RGS muss also auswahlen oder dem Benutzer die Wahl
lassen. Die konkrete Wahl durch das RGS Kémmen Benutzer willkirlich ueh nicht nach
vollziehbar wirken.

In einem RGS miussen Objektgendwieerzeugt werderBei einem idealen RGS erfolgt das
bei denPunkten durch®Zeichnefi  ( Ma (), saliet beriks bei einer Strecke bzw. einer
Geraden st63t man hier an eine philosophikeloretische Grenze und muss faktisch as d
Konstruieren zurckgreifen: Ene Strecke entsteht durch das Verbinden zweier Punkte. Das ist
eine Grundkonstruktion.

Die Uberschneidung hin zum Konstruieren setzt sictten real existierenden RG&t, zum
Beispiel beim Mittelpunkt einer Streckda ein Benutzer nichtué die gewohntengrund
legenderDGS-Werkzeugeverzichten méchte.

Abgrenzung zu DGS prinzipielle Unterschiede

Bereits in der ersten Eigenschaft eines DGS, die dOrstuMANN et al. gefordert wird, zeigt
sich ein fundamentaler Unterschied zwischendrei@stemen. Dort heilt es:

Aé ] die eine euklidisch gepragte Schulgeometrie und deren traditionelle Werkzeuge
auf dynamische Weise modelliefén] fi .

Eine euklidisch gepréagte Schulgeometrie impliziert die Unterscheidung zwischen freien und
abhangigen Pun&h, aber in einem idealen RGS existiert diese Unterscheidung Baiht.
Konstruktionen isdie zeitlichlogische Struktur relvant wahrend Spezifikationen in einem
RGS in beliebiger Reihenfolge gegeben werden kénnen, da sie durch das logische UND
miteinarderverknupft sind.

Grundkonstruktionen wie Mittelpunkt einer Strecke und Senkrechte auf einer Geraden durch
einen Punkkoénnenauch relational in Form von Bedingungen aufgefasst werden, allerdings
kénnen in einem DGS nicfgderzeitBedingungen gesetbzw. geldéscht werden.

Wir haben in Unterkapite3.4 gesehen, dass DGS wieEUKLID DynaGeound GeoGebra
vereinzeltrelationale Werkzeug@orkommen Diese Tatsache macht ein DGS aber nicht
schon o einem RGS, denn diese relationalen Werkzeuge sind die Ausnahme, nicht die Regel.
AulRerdemiegt diesen vereinzelten relationah Werkzeugen kein Gesamtkonzept zugrunde.

Trotz dieser Unterschiede zwischen DGS und Rf#% es Konfigurationen, bei denemei
Benutzer nur mit Blick auf das Verhalten im Zugmodus nicht zwisdeenbeiden Systemen
unterscheiden konnte. Wigreifen zur Veranschaulichung dieser Aussagechmalsdie
Konfigurationbestehend aus einer Streck@®auf, bei der die Lange der Strexkorgegeben
wird und der Punkd fixiert wird.
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Abbildung 70: Konfiguration b estehend aus einer Strecke: || mit fester Lange und fixiertem Punkt=.

In dieser Konfiguration lasst sich nur noch der Punkerandern: Ekann auf dem Kreis um
0 bewegtwerden. Dabei ist derugehérigeRadius gerade so grof3 wie die Lange der Strecke
0 @ In einem RGS erhalt man diese Konfiguration durch folgende Schritte:

1 Erzeugung der Punkteund® und der Strecké 4

1 Formuliering der Bedingungert @i 0 ®®'Q vw dundd oftdo 1w
Dann zeigtdie Konfiguration in einenRGSdas gleiche Verhaltenwie in einem DGS mit
obigen RelationswerkzeugeNur mit Ansicht des Zugmodus, aber ohne Softwarekenntnis

ware hier also eiBetrachtemicht in der Lage, ein DGS méinzelnerrelationalen Werkeu
gen von einem RGS zu unterscheiden.

Abgrenzung zu DGS: Ungetigkeit im Zugmodus

Geometry Expressiornsetzteine durchBedingungerdefinierte Konfgurationdurch eine er
mittelte Konstruktiorum. Fir solche RG§ilt alsodas gleiche Spannungsverhaltegischen
Stetigkeitund Determinsmuswie fir DGS. Wir tberprifen diese Aussagm zwei Bei
spielen.

Beispiel 1:Parallelogramm springt zum Trapez

Wir setzen in Geometry Expressions rém folgendem Kompsitionsprotokollein Paral
lelogramm um

0,0 sind freie Punkte.

Erstelle die Strecke a

Erstelle eine Gerad@

Setze den Punkt auf"Q

Setze Gerad®&®und Streck® Oparallel zueinander.
Erstelle KreisQ um 6 durchd.

Erstelle KreisQ umé durchO. Der Kreis sollQschneiden.
Setze Lange der Streckedaufw

Erstelle Schnittpunkt®undOvonQ mit "Q

10.Setze Lange derti®cked ‘Cauf

© © N o g bk~ 0w D P
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Dann erhélt man ein Parallelogramm wiginbildung 71 dargestellt.

d C F E

Abbildung 71: Parallelogramm umgesetzt mit Geometry Expressions

Verschiebt man nun den Purikinach links, e riicken die Punkt®und O zusammen und in
zidieren im Grenzfall. Dann liegt ein Rechtezkd ‘Ovor. Verschiebt man dann den Puikt
weiter nach links, so entfernen sig@und ‘O wieder voneinanderaberdas Parallelogramm
wird zum Trapez.

C F E

Abbildung 72: Das Parallelogramm= | [vurde zum Trapez.

Bewegt man anschlieBend den Pumkturiick in seine Ausgangsposition, so wird das Trapez
wieder zum Parallelogramm. Die Konfiguration ist reversiaBb ist hier Determinismus ge
geben. Verschiebt man die freien Punkt ein wenig, so verschieben sich die abhangigen Ob
jekte ebenfalls wenig, folglich ist auch Stetigkeit gegeben.

Hier liegt eineUnstetigkeit auf der begriffichen Ebenevor:Das Par al | el ogr amm
zum Trapez. Die Konfiguration verhalt sich beim Ziehen am Pangénauso wie die ent
sprechende #&nfiguration in GeoGebra od&tUKLID DynaGeo

Die Ursache des Phanomens lasst swdderumdurch die Doppeldeutigkeit des Schnittes
einer Geraden mit einedreis begriinden: B Softwarevertauscht die Rollen der beiden
PunkteOund"Onachdem beide inzidieren.
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Wie verhélt sich die Konfiguration, wenn wir am PuBktiehen?

Obwohl der PunkiO konstruiertwurde, lasst er sich in Geometry Expressigemal dem
Hauptprinzipinnerhalb der Grenzen seiner Einschrankungen gemwedas heifl3t, er lasst sich
auf demKreis 'Q und der Geradeifverschieben.

Wir bewegen ihn ausgehend véibbildung 71 in Richtung des Punkté®bis er linksvon
"Oliegt.

Abbildung 73: Wir ziehen am Punkt .

Bewegen wir nun deRunktOweiter imGegenlarzeigersinn auf dem Krel® so schlagt das
Trapez Uber Kreuz um.

Abbildung 74: DasTrapez schlagt Uber Kreuz um.

Bewegt man den Punk2 nun zurlick in seindusgangsposition, so wird das Trapez wieder
zum Parallelogramm. Die Konfiguration ist reversibel, also liegt hier Determinismus vor.
Verschiebt man die freien Punkte ein wenig, so verschieben sich die abhangigen Objekte
ebenfalls wenig, folglich ist Stegkeit gegeben.

Gleichwohl gibt es hiezwei Unstetigkeiten auf der begriffichen Eberterst springt das
Parallelogramm zum Trapez Gber und desnad aus dem Trapezin Uberschlagendes Trapez.
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Beispiel2: Inkreis eines Dreiecks springt zum Ankreis

Wir setzendie Konfiguration eines Dreiecks und des zugehdrigen Inkrensefolgendem
Kompositionsprotokoll um:

1. Erstelle das Dreieck,0,0.

2. Erstelle den Krei® um den PunkoO durch den Punk®.

3. Setze die Streckem § 6 6und0 Otangential zum Kreis .

A =

Abbildung 75: Der Inkreis desDreiecks= || pird mit Tangentialbedingungen umgesetzt.

Zieht man nund in Richtung der Seit® 6und darlber hiaus, so gringt der Inkreis zum
Ankreisum:

: I

A B

Abbildung 76: Der Inkreis ist zum Ankreis umgesprungen

Denkt man sich die Dreiecksseiten zu Geraden veslingann bleiben die Tangentiatbe
dingungensinngemald erhalten. Dagird in Geometry Expressionmit den strichlierten
Lotgeraden und &h Symbolen fir einen rechten Winkel angezedgght man nurd zuriick

in Richtung der Strecke G dann springt der Ankreis an der Streckéum.

A/\‘a

E \

Abbildung 77: Der Ankreis ist an der Strecke= ||umgesprungen.
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Bei dieser Konfiguratiofiegt wiederum einéJnstetigkeit auf der begriffichen Ebenevor:
Der Inkreis springt zum Ankreis Ub&ul3erdem lasst sich das im Zugmodus nicht umkehren.

In Abschnitt4.3.9auf S.116werden wir weiter sehen, dass eine dufRere gemeinsame Fangen
te zweier Kreise zu einer inneren gemeinsamen Tangente werden kann, aber dieses Phanomen
interpretiere ich nicht als Unstetigkeila es eine gemeinsame Tangente bleibt.

Abgrenzung zu DGS: Abhangigké&sgraph eines DGS versus Relationsgraph eines RGS

Wir greifen nochmalslasBeispielder Konfigurationauf, die aus den Punkten 6, 0 und
dem Kreisb um 0 durch0O bestehtd sei de Mittelpunkt der Streck® & In Abbildung59
hatten wirden Abhangigkeitsgraphen dargestellt:

A B

K
Abbildung 78: Abhangigkeitsgraph der Konfiguration

In einemRelationsgraphenhingegenwerden die Relationen visuelbgebildetDie folgende
Art derDarstellungst aus[BoFuHo%] entnommen und modifiziert:

K

ist Mittel
von

A M B
M ist Mittelpunkt von AB
Abbildung 79: Relationsgraph der Konfiguration
Darin driicken ot DoppelpfeileP aus dass eine Relation sich aus zwei Perspektiven

betrachterbzw.in zwei Richtungen lesen lasdber Punkto liegt auf dem Kreig , das heif3t,
es giltdo N 0. Natirlichkdnnen wir auch formulieren, dass der Kngislen Punkd enthalt:

s 0.
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Vergleich zwischen funktionalem und relationalem DenkelfFortsetzung)

Nachdem nun das KonzepinesRGS vorliegt,setzen wir derVergleich zwischen funk

tionalem und relationalem Denken des Unterkapitedgort.

Tabelle 7: Gegenliberstellung der zentralen Aspekte des funktionalen und relationalen Denkens

(Fortsetzung vonTabelle 4)

Funktionales Denken

Relationales Denken

Verknupfung zwischen

(Konfiguration)

den beteiligten GroRen Zuordnungscharakter Beziehungscharakter
Hauptaspekt der . Invarianzverhaltemnd
Verknupfung Anderungsverhalten Gleichberechtigung
Kontext Geometrie Konstruktion Komposition

Zeitlicher Aspekt

Reihenfolge der Konstruk
tionsschritte ist r@vant

Reihenfolge derKompost
tionsschritte ist zweian

gig.

Dynamik

Kann bewegt gedacht werdg
(J. ROTH).

Konzept der Freiheitsgrad

Zeitlicher Aspekt

Bei einer Konstruktion ist die Reihenfolge der Konstruktionsschets/ant Bei einer Kom

position hingegen ist die Reihenfolge der Kompositionsschnititzangig, denn die Rela

tionen sind paarweise durch das logische UND miteinander verkidimpdét Konstruktion er

fordert Planung. Konstruktionen als geometrische Planungsprozesse stehen modellhaft far
komplexere, auch auBermathematische Planungspro&siseiner Komposition hingegen

stefendasrelationale undegriffliche Erfassen der Situation im Vordergrund

DieseUnterschied veranschaulichen wir am Beispiel des Dreiecksumkreises.

Abbildung 80: Konstruktion des Umkr eises eines Dreiecks
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Bei der Konstruktion des Umkreismittelpunktes muss benutzt wertbess, dieser sich als
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten ergibt. Bei der Komposition hingegen wird benutzt, dass
der Umkreismittelpunkt von allen drei Eckpunkten desdaies den gleichen Abstand besitzt:

c

De

Abbildung 81: Komposition des Umkreises mit einem RGS
Dynamik

Eine Konstruktion kann nacRoTH bewegt gedacht werdeROTH nennt in seiner Disser
tation [Roth05, S. 14]die folgenden Kernfdigkeiten des bewegten Denkens:

§ Ain eine Konfiguration Bewegung hineinsehen und damit argumentieren,
1 die Gesamtkonfiguratioaerfassen und analysieren,

f das Anderungsverhalterfassen und beschreibén.

Der este Aspekt lasst sictwvortlich auch beim rel@gonalen Denken notieren, denn Konfi
guration ist der Oberbegriff zu Konstruktion und Kompositidterdings haftet einer funk
tionalen Bewegung grundsatzlich eine Orientierungvdenn sichwandert, dann argit sich

@ "Qu davon abhangign einer Komposition hingegen kénnen grundséatzlich alle Objekte
verandert bzwAi n Gang ges et kdadurciwwechdetseitig verdddedabieic
bleiben diegesetzten Relationen in Kraft mit dem Freiheitsgrad mie eharakeristische
Grole.

Der zweite Aspekt lasst sich sinngemald ebenfalls beim relationalen Dieskeasiten: Rla
tional erfassen und analysieren bedeutet bei einer Komposition die vorhandenen geo
metrisch@ Objekte zu benennen und die zwischen ihgelten Relationen zu formulieren.

Der Aspekt des Anderungsverhaltens korrespondiert beim relationalen Derikelem In-
varianzverhalten wibei der Hyperbelgleichun@n p bereits ausgefiihrt wurden einem
dynamischen Geometriesystem sind Konfigurationen im Zugmodus variabel. Das bedeutet,
im Zugmodus koénnen sich auch die Relationen zwischen den geometrischen Objekten mit der
Zeit verandern. Betrachten wetwa zweiGeraden'Qund™Q Auf der SoftwareEbene haben

wir es hier zu tun mit einé8char von GeradefiQ undQ: Zu jedem Zeitpunkb existieren

zwei virtuelle Realisierungen der Geradéhund™@Q mit Relationen, die sich abhangig von

der Zeitdndern kbnnen.

In einem RGS ist der Aspekt der Dynarmak das Konzept der Freiheitsgrade gekoppelt.
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Diese Aussage spiegelt sich im Hauptprinzip der RG&mvDas System realisiert die Be
dingungen, die man tUbermittelt, aber abgesehenndkanon der Benutzer die Konfiguration
frei verandern

3.6 Perspektivenwechsel Geometrie 7 Algebra

Wir stellen in diesem Unterkapitel die Beziehung zur Algebra her. Dazu vergleichen wir auf
der fachwissenschaftlichen Ebene Entsprechungen zwischen GeomdtAdgahraund auf
der softwaretechnischdétbene Entsprechungen zwischen RGS und CAS.

Nicht alle RGS arbeiten algebraisch, gleichwohlestaus didaktischer Sichinnvoll, wenn
sich Lernende bei der Arbeit mit einem solchen System die folgekungienklar machen,
denn die Formulierung eer Konfigurationdurch eine Menge von Gleichungen verdeutlicht,
dass man ohne funktionale Abhangigkeit ausk@mrkann AuRerdem unterstitztial alge
braische Sicht das Denken in Freiheitsgraden.

Tabelle 8: EntsprechungenzwischenGeometrieund Algebra

Geometrie Algebra

Geometrisches Objekt, B. Punktd Koordinaten, z. B0 6w

Finden einer Konfiguration Finden einer Losung

Ziehen mit der Maus A Wa n dia denLidssungmenge
Ortslinieaufzeichnen Eindimensionald.6sungsmengbestimmen

Zu viele Einschrankungen fur ein Objekt| Gleichungssystemberbestimmt

Starres System (Lokal) @ndeutige L6sung
Konstruktionsvaschrift finden Gleichungssystemmformen zu
w Qw
®w Qwho

Hier liegt nun ein Vergleich mit der Algebra und den Computeralgebtasysn (CAS)als

Werkzeuge fiur diese Disziplinahe CAS reduzieren Termumformungen und das Ldsen von

Gl ei chungen aufs AKn°pfchen dr¢ckent. DGS ge
wie auch bei der computerfreien Arbeit, eine Konstrukggefunden werden. Dagegen stellen

RGS das geometrische Analogon zu CAS dar, weil typische Konstruktionsaufgaben durch das
RGS als Black Box geldst werd&tinnen
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Tabelle 9: Vergleich CAS mit RGS

CAS in Abgrenzung zu Papier
und Tabellenkalkulation

RGS in Abgrenzung zu Papier
und DGS

Rolle fur Entlastung von Arbeiten in 1 Entlastung von komplesn
Lernende Kalkal Konstruktionen
Freiraum far Lerninhalte, dif 1 Freiraumftir Lerninhalte, die
ohne CAS scher zugéng ohne RGS schwer zugén
lich sind zum Beispiel lich sind, z B. komplexe
Modellierungsaufgaben Séatze und Koingurationen
Um_gang mit Objekte konnersymbolisch be| Objekte kdnne geometrischg
Objekten handel werden. Unbestimmte sein.

Zur Benutzung
notige Fahigkeiten

Terme und Gleichunge in
Computernotation eingeben

Grundlegende Befehle zi
Vereinfachung und zu
Losung anwenden

1 Geometrisch®bjekte erzeu
gen

1 Grundlegende geometrisc
Relationerumsetzen, um zu
gewunschten Konfiguratio
zu gelangen

Zur kompetenten
Benutzung bedarf
es weier

algebraic structure sense

Kenntnis der Ldsbarke
eines  Gleichungssystem
bzw. der Méachtigkeit eine
Losungsnenge

1 Fahigkeit, das Zugrhalten
und ggf. Ortslinien zu inter
pretieren

I Kenntnis von nicht eeu
tigen Konfigurationen zum
Beispiel SSW

Zur weiteren Lektlre mit Blick auf den Begrélgebraic structure sensgehe ich kurzauf
[Dreyfus/Hoch09 ein Dort erwdhnerdie Autoren dass der Begrif§tructure sensém alge
braischen Kontext) aufL[nchevskiLivneh99] zuriickgeht. DREYFus und HocH greifen
diesen Begriff auf und konkretisieren ilmdurch diefolgende Definition:

AStudents are said to display structur@se for high school algebra if they can:

1 Recognise a familiar structure in its simplest form.

1 Deal with a compound

term as a single entity, and through an

appropriate substitution recognise a familiar structure in a more complex

form.

1 Chowse appropriate manipulations to make best use of a struoture.
[Dreyfus/HochQ9, S. 1]
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Als Beispiel dazu zitiere ich weitelen Ausschnitt der folgenden Tabell@e Probandin Katy
wurde im Rahmen eines Interviewgebeten,vorgegebenealgebraische Ausdriiek(linke
Spalte)verbal zu beschreénundneueBeispielezu geben.

Tabelle 10: Verbalising and exemplifying (Ausschnitt)

Structure Explanations New examples
G COO® |[Iltds sum s 1. 0 cvd 00 CO
2. T P W @O0 CW W
M Difference of squares 3. Qo W
4, ® oW ¢ QT

| m dr it tCGhooseRpprofriate mManipulations to make best use of a stréicturd e r
obigen Definition hangt esatirlichvon der konkreten Fragestellual, was unter geeigneten
Umformungen zu verstehen ist.

3.7 Das erste CAD: Sketchpad

Das System Sketchpad ist 1962 entstanden im Rahmen der DoktorarbeiSVORERLAND
in denLincoln Laboratorieam Massachussettnstitute of Technolog¥MIT). Es wird bislang
als eines der einflussolisten Programme angesehen, j@asals von einer ezelnen Person
angefertigt wurdeSketchpadwvurde mittelseines sogenanntendhtgriffels benutzt Dieser
wurde ebenfalls am MIT entwickelt und kann ¥tsrgédnger deMaus aufgefasst waen.

Abbildung 82 Verwendung eines Lichtgriffels (engllight pen) an einem Computerbildschirnf

Computer aided desigcomputeunterstitztes Konstruiergmibt lediglich eine vage Um
schreibung eines CADein DGS nachGRAUMANN et al. wirde in der Industrie sicherlich
nicht als CADakzeptiert werden

8 Die Aufnahme (ca. Oktokter 1969, Brown Univieys Rhode Island, USA) wurdels Objekt der Public
Domainentnommerauf https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtgriffelzuletzt abgerufen am 18pril 2016.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtgriffel

Ublicherweise kann man mit einem aktuellen CAD sowohl eine Konfigur&iomfortdel
umsetzen als audlaschina zur Fertigung des Gegenstandiesnit flttern AuRerdem biete
ein CAD diverse3D-Ansichen und man kandie Konstruktionszeichnungen in allen mog
lichen Variationen zur Dokumentation drucken, speicherd weiterverarbeiterEin RGS
hingggenstellt den Kern eines CAD dar:iMdem RGS wirdeine Konfigurationkomfortabel
umgesetzt.

Zur Beschreibung von Sketchpadnskribiereich die folgenden Passagen aus elfernseh
sendungvon 1964.Dieses Interviewst auf YouTubein zwei Teilen verfugbardie jeweils
zehneinhalb Minuten dauefrin dem Berichtwerden Forscher der Lincoln Laboratorias
Sketchpad interviewt? Das Einstiegsbild der Sendung beginnt mit einer Kurzbeschreibung
von Sketchpad:

Part 3: Historical
Perspective.

k

‘Computer ‘wishs

Sketchpad”

ACHICHE] B SEURYssue 13

Abbildung 83: Kurzbeschreibung von Sketchpad

Der Interviewerstellt sich zu Beginn aldJohn Fitch M| T s ci evocued befegior t e r
zuerstProfessor Steven Kuhns.

Abbildung 84: Prof. Steven Kuhns vom MIT (rechts)

Prof. KuhnsAl o hn, wedre go g to show you a man ac
di fferent than itdés Bver been possible to do

9 Den ersten Teil finden Sie aufww.youtube.com/watch?v=USyoT Ha_bden zweiten Teil finden Sie auf
www.youtube.com/watch?v=BKM3CmRgK?2Beide Videos wurden zuletzt am ¥&oril 2016 abgerufen.

“I'm Abspann des z wredortes iy WGBKYV BostdngTiheltowek Institdte Cooperative
Broadcasting council fi
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InterviewerASur ely not with his voice. o0

Prof. Kuhns:A N o , he is going theislgeng to&d dkawinggandghea p hi c
computer is going to understand these drawin

Er setzt fort mit;

Prof. Kuhns AAnd the man will be using a language, a graphical language, that we call
Sketchpad that started with Ivan Sutherland some years ago wheash®risy working on his
doctoral degree. And you will see a designer effectively, solving a problem step by step. And
he will not at the outset know precisely whatgrnsblem is,nor will he know exactly how to

solve it but little by littlehe will beginto investigate ideas and the computer and he will be in

~

cooperationi in the fullest cooperationi n t hi s wor k. i

Interviewer:ABut how is this different from the way the computer has been used in the past to
solve probl ems?i

Prof. Kuhns:Aln the conventind way i the old wayi solving problems with the computer

has been to understand the problem wergy well indeedand moreover to know at the very

out set just exactly what steps are necessary
the computer & more like & almost likei a human assistant and the computer will seem to

have some intelligendeit doesn toreally only the intelligece that we putn it T but it seera

to have some intelligencé. € ] i f you for e X a mpol neuchasronet he o
mistake of a comma in the wrong plamrea decimal point that was omittetthe entire pre

gram would hang up and youonake d migtake youucan cdstit,t nowa
as you will seejmmediatelyand the computer is much mod®ewered ad much more

flexiblefn

AnschlieRendstellt derInterviewerHerrn ATimothy Johnson, design division of the depart
ment of mec h anvorcHelr Jokneog sitat & eler folgegdien Passage vor einem
fur heutige Verhaltnisse groRen Computer, auf descBtpad lauft.

Abbildung 85: Mr. Johnson sitzt an dem Computer, auf dem Sketchpad lauft.

T.JohnsonAl n order to get the information into t
and we use the light pep.é¢ P u t h e rptogramcc@ngraw straight lines and circles.

Anschliel3encerzeugt Herr Johnsageometrische Objekte wigtreckernund demonstriert den
Zugmodusvon Sketchpad

78



Abbildung 86: Die Konfiguration wird im Zugmodus mittels Light Pen veréndert.

T. JohnsonA N o w, i n an or erawirg_lywe pageiscthis pargraap @cture
but the computer understands the geometry of

BN

move that point by another push buttoro mma nd . 0

Herr bhnson erzeugt im weiterereMauf eine neue Konfiguration und fuhrt vor, wie er eine
Bedingung(engl.constrain) Ubermittelt.

T.JohnsonANow | can teldl the computer to satisf
now that indeed theircle is ending at that lind. €4

Abbildung 87: Eine Konfiguration (links) wird erzeugt. Daran wird eine Bedingung tbermittelt (rechts).

Der Interviewer bittet Herm Johnsondas Konzept de€Constraintsndherzu erklaren Herr
Johnson gibtlaraufhindasBeispiel eins Vierecks, das zu einem Rechteck wird.

T. Johnson AnAl | want this to be horizontal and verticah box. | can apply a new cen
straint, a horizontal constraint here, a vertical constrdineé r e | and a hooi zont a

Abbildung 88: An das Viereckwerden Constraints Ubermittelt, so dass ein Rechtec&ntsteht.
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Im zweiten Teil des Berichts kann sich der interessierte Leser die Mdéglichkeiten in 3D von
Sketchad ansehen.

3.8 Aktuelle RGS und softwaretechnische Umsetzung

In diesem Unterkapitel werden als Vertreter aktueller RGS die Programme Bedire
pressions und FeliXorgestellt'* Wir beginnen milGeometry Expression®ieses Programm
wurdein der Version 2.Zon den Probanden benutzt.

Geometry Expressions

Die erste Version von GeomgtExpression, die fudie Allgemeinheit bzw. fuSchulen ver
fligbar war, kam 2006 auf den MafktDie Bedienungvon Geometry Expressiorfsigt
groenteilsdem Idealbild eines RGS: & Benutzer wahlt die beteiligten Objekte aus und
Ubermitteltdann die gewiinschte Einschrankung wie zum Beispiel Orthogonalitat, Parallelitat
und weitere.

{® Geometry Expressions Demo !Em
File Edit VYiew Draw Annotate Constrain (Input) Construck  Calculate (Output) Help
EOU L en+RBE0 D (AAEEHAD o #5 ?)
) unnamedl 3¢ Draw x
g O o s < e
& BR2HEEE
A E =S
Conskruct q1x
Qb7 V4 2A
Constrain (Inpuk) o x
: LBIANEN]

/ B A 31 "'I <k '—':\ '//// r)"‘- ._

Abbildung 89: Programmfenster der Demoversion 2.2ron Geometry ExpressionsAusschnitt)

Mittels impliziter Gleichungen kénnen auch algebraische Einschrankungen definiert werden
AulRerdem kann sich der Anwendrrgehorige parametrische oder implizite Gleichungen von
Kurven ausgeben lassenitNGeometry Expressions kbnnen geometrische Grof3en berechnet
werden, sowohl symbolisch als auch numerisch. Solche Gréf3en sind zum Beispiel: Abstand,
Lange, Radius, Winkel, Koordinaten, Flacheninhalt und Umfang. Ergebnisse kénnen in pas
serdem Format an Defre, Maple, MuPAD Mathematicaund WolframAlphalbergebe wer

den.Es gibt vier Hauptwerkzeugpaletten: Draw, Construct, Constrain und Calculate.

Abweichungergegenubeeinem idealerRGS ergeben sich, weil es nicht immer maoglich ist,
mehr als eineEinschrankungdir ein Objekt zu realisieren wie dé&slgendeBeispiel zeigt
Erzeugt wird ein Punkf, dessen Koordinaten aufigt festgesetzt werden. Die Lange der
Verbindungsstrecke zu einem weiteren PuBktird auf o gesetzt. Dann lassick der Punkt
B erwartungsgemasguf einer Kreisbahn u drehen. Wenn man nun di&koordinate vorB

11 Bitte beachten Sie auRerdem im Anhang den Einfllhrungskurs RGS, den die Probanden erhalten haben.
12 personliche Mitteilung voRhilip Todd dem Entwickler von Geometry Expressioas) 19. Januar 2014
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auf o festlegen will,was algebraisch moglich wardannakzeptiert Geometry Expressions
das nicht:

The new coordinate constraink bries ko move items that are already fixed by other
constrainks,

¥ Discard the coordinake
B ™ Calculate the coordinate from other constraints

" Relax ather constraints so the coordinate is independant
Click on the constrainks to be relaxed
Conflicking Constrainks: 0

Conskraints Relaxed: 1

A The coordinate ko be added

Abbildung 90: Geometry Expressions akzeptiert zwei algebraisch mdgliche Constraints nicht.

Verscharft wirddieser Sachverhalladurch, dass Constrainta Sinne von Geometry Ex
pressionsbereits durch eine symbolische Benennundefiniert werden Das kann zu zwe
Szenarien fuhren:

1. Wie gerade eben wird eine Fehlermeldung ausgegeben, obwohl alle Relationen lo
gisch vereinbar sind.

2. Das Verhalten dekonfigurationkann sichm Zugmodus andern
Beispiet Anderung des Verhaltens im Zugmodus

Wir betrahten zwei Punkt® und6 und den mittelsConstructerzeugten Mittelpunkd .
Wird am PunkD gezogen, s&annsich gemal dem Hauptprinzip der RGS die Konfiguration
nur so andern, dags weiterhin der Mittelpunkt der Strecke 6bleibt Dafiir gibt es theore
tisch dre Moglichkeiten:Nur die Position vord andert sich, nur die Position va@nandert
sich oder beide Punkte verandern ihre Position.

Bei Geometry Expression®gt der zweite Fall vor, unabhgig davon, ol zu 6 hin oder

weggezogen wirdWird jedoch amPunkt0 gezogen, so andert sich die Lage won der

Punktd bewegt sich nicht mitAllerdings andert sichidsesletzte Verhalten im Zugmodus,
wenn dem Punkd allgemeine Koordinatemugeordnet werden:

®B
L=

A® A®

Abbildung 91: Besitzt{ allgemeine Koordinaten (links), so bewirkt ein Zug an=bzw. || eine symmetri-
sche Verlangerung der Strecke= | (rechts).

Geometry Expressionsterpretiert allgemeine Koomhtentendenziellals Constraint Das
System reagiert auf einen Zug @rbzw. 6 mit einer symmetschen Verlangerunigzw. Ver
kiirzung der Strecke a
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Die Komposition eines Dreiecks mit vorgegebenen Seitenlangen SSS funktioniert intuitiv,
ebenso die Parabals Ortskurve und der Gelenkmechanismus.

Bei der Komposition des Dreiecksinkreises durch Tangentialbedingungen haben wir bereits
im Unterkapitel3.5 gesehen, dass der Inkreis zum Ankreis wird, wenn nagrDaeieck um
schlagt Das lasst sich im Zugmodus nicht mehr umkehEenist auRerdemmit Geometry
Expressions nicht moglictdie Inzidenzweier Punkte zu forderaraus folgt dass ein Be

nutzer ein Viereck nicht zum Dreieck machen kann.

FeliX 1.0
FeliX von R OLDENBURG ist ein algebraisches RG&l. [Oldenbur@6 und Oldenburg08]

Das Zugverhalten der Komptisn wird durch ein System voleichungen und Unglei
chungerzwischen den Kordinatenvariablen beschrieben.

EEFeliz [_[O]x]
Datei Hilfe Optionen
e o (W@ [ [ e o] | AL L @@ ; Objekt loschen| Edit
1| lundo! Redol [ [l [ 2 = E ze] M| Typ|Fa. Ex SE Zii" R T R O LT T )
Q I S AL InIEC T N N
e P R[] [ by |30
Ha v (BR[| (e | W] fye.| 7 2.7 7
do P (BT [[wl (v by [-3.[2.[F [
Ao P (B[] e pey 1|0 |
el 1 et ke [0 [l [ ] Va3 2| 2.
D 3
s B | neueGlg. Glg. lischen| Glg. vereinfachen
B Gleichung .| Komm...
/ 1|z Erag=0 o
i 2|ay-(By-Ay)=0 i
HE e o
[ 4lkty-(op=0 0
| B[ T DT Do + (Cy- Dy Cy- Dy (KT, | O

Abbild ung 92: Programmfenster von FeliX (Ausschnit)

Ein Benutzer kanndliebige Gleichungeringeben Fur die Ublichen Relationen wie Ortho
gonalitat von Geraden oder Inzidenz gibt es Buttons, die das Eintragen der Gleichungen tber
nehmen. Die so entstehenden Gleichungen sind sichtbar und kénnen von Hand weier modi
fiziert werden. FeliX kanmweiter die impliziten Gleichungen von Ortskurven berechnen. In
FeliX durfen sich Constraintsogarwidersprechen. Beispielsvge kann marir einen Punkt

A(x,y) die KoordinaterRelationerwo 1, 0w Tmtundw ¢ fordern Er wird dann bei pgt
gezeichnet und es wird vermerkt, dass die ersdedutte Relation verletzt sind:

Fal] - |Of =
Datei Hilfe Cptionen

b wA (W[ @] [ o [ e [ | A |2 [ /,; Obiekt lischen| Edit|

fil| lunde| Redal [ [/ I B (= Ma. | Typ|Fa. | Fix | . |Zeig. |[vari _ [We. |Wert2| W _|\Wertd
h i PO wy | 1. | 000F

neue Glg.| Glg. Iiischen| Glg.vereinfachen| Glg. anz.|

IMr. Gleichung Defekt Kaommentar

1/Ax=0 0,999
2Ay=0 a
=2 -1,001

Abbildung 93: Sich widersprechende Constraints in FeliX (Ausschnitt)
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Softwaretechniscle Umsetzung eines RGS

Wenn sich ein RGS auf die Eigenschaften der Definition beschrankt, hat das zur Folge, dass
die intellektuelle Leistung, die fur die Entwicklung aufgebracht werden muss, in der Behand
lung der Relationen liegt.

Fur den Zugmodus set@@eometry Expressions die Bedingungen in eine selbst ermittelte
Konstruktion umin der das zu ziehende Objekt ein Basisolgekt muss und berechnet dann

die Konstruktion wie in einem DGS.Deshalblassen sich im Wesentlichen nur swd<on
struktionen durchfiihren, die sich auch mit einem DGS durchfuhren lassen. Es ist daher bei
spielsweise nicht moglich, die Winkeldreiteilg nach Archimedes umzusetzen.

Eine andere Strategie verwendet die Ubersetzung der Relative#nGleichungsgstem und
dessen Losunddas ist bei FeliX der FalEin Geometrieprogramm, in dem beliebige Rela
tionen durch Gleichungen und Ungleichungem Benutzer gesetzt werden kdnnen, wind
[Oldenbur®5, S. 249 ff.] beschrieben und als algeisch dynamisches Geometriesystem
(ADGYS) bezeichnetDie in der Definition eines RGS genanntRelationenkdnnenalgebra
ischformuliert werden daraus folgt: ddes ADGS ist ein RGS.

Zur vertiefendenLektire finden Sie ifHoffmann/JoarArinyo05] eine guteEinfihrung in
Constraint solvingm Kontextder Geometrie.

1 personliche Mitteilung von Philip Todd am 19. Januar 2014
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3.9 Gegenuberstellung DGS T RGS

In diesem Unterkapitel dten wir DGS und RG&usammenfassend urdrgleichend gegen
Uber.Tabelle11 korrespondiert mifTabelle7, in derdie zentralen Aspekte des funktionalen
und relationalen Denkeraifgelistet werden

Tabelle 11: Gegeniberstellung DGS RGS

DGS RGS

Zugmodus Eingeschranktdurch die| Nicht eingeschrankturch
Trennung zwischen freie| diese Trennung
und abhéngigen Punkten

Zu Grunde liegendes Funktionales Prinzipba | Hauptprinzip der RGS ba
mathematischesKonzept sierendauf der Trennung sierend auf Relationer
zwischen freien und ak bzw. Einschrdnkungen

hangigen Punkten

Zeitliche Reihenfolge der Relevant Nicht relevant
Arbeitsschritte

Andern der Konfiguration Mit Aufwand verbunden | Standard
Makros Ja Denkbar
Ortslinie Ja Ja

Konzeptuelle Uberschneidungen| EUKLID bietet einzelng GE veafugt tber einzelne

der Software-Vertreter relationale Werkzeuge. | Konstruktionsverkzeuge.
Springende Konfigurationen Ja Ja
Zugmodus

In einem DGS ist der Zugmodus eingeschrankt durch die Unterscheidung zwischen freien und
abhdngigen Punkten: €£kann nudirekt die Position der freien Punkterandert werdeand
dadurch indirekdie Lage der abhangigen Punkbe einemRGS hingegen gibt es diese-Un
terscheidung nichim Zugmodus kann jedes Objekt verschoben werdes.der Sicht eines
Benutzes ist der Zugmodus in einem DGS im Vergleich zu einem RGS kompldgan es

gibt deutlich mehr Mdglichkeiten auszuwéahlen, an welchen Objekten gezogen wird.

Zu Grunde liegendes mathematisches Konzept

Einem DGS liegt dasfunktionale Prinzip zugrunde: édie Objekte, die aus bereits
existierenden entstehen, hangen von diésektionalab.Diese tinktionalen Abhangigkeiten
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bleiben im Zugmodus erhalten. Abhangi@éjekte lassen sichicht direkt verandern. Das
funktionale Prinzip gilt fur jeden Schritt einer Konstruktion.

In einem RGS$angen Objekte nicht funktionalnseitigvoneinander ab, sondern sie hangen
relational zusammen. Es gilt dEswptprinzip der relationalen GeometriesoftwddasRGS
realisiert die Bedingungen, die man Ubermittelt, aber abgesehen davon kann der Benutzer die
Konfigurationfrei verandern.

Zeitliche Reihenfolge der Arbeitsschritte

In einem DGS ist die Reihenfolge der Arbeitsschritte wegen des funktionalen Prileips
vant In einem RGS hingegen gibt esitke ausgezeichnete Reihenfotipr Arbeitsschritteda
die Relationen paarweise durch dagisahe UND miteinander verknupft sinds st lediglich
die zeitliche Trennung zwischen der Erzeugung der beteiligten Objekte und desn Set
Relationen zu beachten.

Andern der Konfiguration

Bemerktein Benutzeim Laufe einer Konstruktion mit einem@&5 einen Fehler, so mues
an dieStelleim Konstruktionsprotokollzuriickgehen, wo der Fehler auftaucht. Eine Ande
rung bedeutet bei DGSlassein falkch gesetzter Schnittpungeléscht werdeimmussund
durch den richtigen ersetzt werdaniss Durch das Léchen des falschen Schnittpunktes-wer
den alle Objekte, die dam abh&ngerebenfalls geldschDie Konstruktion wird also ab dem
Fehler unbrauchbarnd mussab dem erstefalschen Konstruktionsschrittochmalserstellt
werden.

Bildhaft gesprochererrichiet man mit einer Konstruktion Stockwerk um Stockwerkes
Turms: Ist eine Etage fehlerhaft, so sind alle Etagen dariber ebenfalls unbraidhileanem
RGS hingegen ist das Abamdeder Konfiguratiomicht dieungewollteAusnahme sondern
die RegelBedngungen kénnen jederzeit gesetzt und geléscht werden.

Makros

Makros sind ein fester Bestard der DGS und stehen fimentale Gro3schritt®islang bie

tet zwar kein RGS die Mdoglichkeit zur MakrodefinitioBténd M&rz2016), aber es sindn

einem RGS Relationsmakros denkdaie Anwendung eines Relationsmakros verandert die
Konfiguration derart, dass die gewunschten Relationen erfullt weBBspielsweise wirde

ein MakroDreiecksumkreisls Eingabe ein Dreieck und einen Kreis erwarteth bei An
wendung dann diejenigen Relationen setzen, die zusammen implizieren, dass der Kreis zum
Inkreis des Dreiecks wird. Diese Uberlegungen werden im Unterk&p2talif S.201ff. aus

gefuhrt.

Ortslinie

Ortslinien sind wie Makros ebenfalls fester Bestandteil der DGS. Mit einer Ortslinie kann
nach GRAUMANN et al. die Bahnbewegung eines abhangigen Punktes visualisiert werden.
Etwas plakativiormuliert wird hier ein @hangigerPunkt ausgewahlt unichit einemimagk
narenFarbstift verkntipft. Bewegt man nun einen freien Punkt, so hinterlasst der ausgewahlite
abhangige Punkt eine Farbspur, die sogenannte Ortslinie. Auch in RGS wie Geormetry Ex
pressions sind Ortslinien verfugbar. Mi@dgle Anwendungen hierzu finden Sie idnter

kapitel 6.2 auf Seite206 mit den Beispielen der Scherungd der Hyperbel als Ortskurve.
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Konzeptuelle Uberschneidungen der SoftwareVertreter

In EUKLID DynaGeogibt eszwar einzelnerelationaé Werkzeugewie Strecke fester Lange
Punkt auf Linie Punkt fixierenund Punktin freien Basispunkt verwandelabe dadurchwird
dieses DGSiichtzu einem RGS, dersias Hauptprinzip der RGS ist nicht erfullt, mit anderen
Worten:Im Zugmodusgilt dasfunktionale Prinzip, an abhangigen Punkten kann nicht-gezo
gen werden.

Analog existieren inGeometry Expressiongwar einzelne Konstruktionswerkzeuge wie
Mittelpunkt einer StreckeSchnittpunkt Mittelsenkrechteund weitere aber @durch wird
diees RGS nichkzu einemDGS, denn das funktionale Prinzip ist nichirchgehencrfullt:
Es gibt keine Trennung zwischen freierdustbhangigen Punkten. Positiv formulidftir den
Zugmodus gilt das Hauptprinzip der RGS.

Springende Konfigurationen

Wir haben gesehen, welche Arten von Unstetigkeiden beiden Systemen auftreten: |
einemDGS gibt esaus prinzipiella GrinderKonfigurationen mit springendefAunkten und
Parallelogramme kdnnen zu Trapezen werden, in einemvR&Seometry Expressiom&nn
ein Inkreis zum Ankreis springemwiefern solche Unstetigkeiten in einem RGS prinzipiell
Natur sind, héngt entscheidend von der konkreten Implementierung ab.
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4 Untersuchung dervoAr bsdiutdsewdii ssec h e |
Probanden

Dieses Kapitel beschreibt den Praxisteil der Dissertation in Form einer qualitativ
empirischen Studie. Gegenstand ist die eldweise von studentischen Probanden
im Umgang mit DGSEUKLID DynaGeq und RGS (Geometry Expressionspie
dreizehnProbanden wurdehierfir wahrend eines aufgabenzentrierten Interviews
videografiert.

4.1 Praktische Forschungsfragen und Design der Untersuchung

In diesem Unterkapitel werdesusgefiihrt die praktischenForschungsfragerdie Auswabhl
der Probanden, die Auswahl der Softwamtreter der Ablauf deiSoftwareSchulungen und
der Untersuchungund die Grundsatzeler Videointervews Das Auswertungsverfahren ver
dient ein eigenes Unterkapitel und wird4ir2 vorgestellt.

Praktische Forschungsfragen

In der Einleitunghaben wir erfahrergass der Wunsch von Schilern naekationalen Werk
zeugenbereitsin [HOIzI94, S. 90 ff.Jdokumentiert wurde. & war der Anlass fur dier&ge,
welche Software seitdem entwickelt wurde und welche didaktischen Mkgiieh sich da
raus ergeben.

Praktische Forschungsfragen

(F1) Wie gehen Lernende mit den Mdglichkeiten von Geometry Expressions als Ve
eines RGS um?

(F2) Wie komma Lernende mit dem Konzept Bedingungen setzen innerhalb)
Umgebung von Geometry Expressions zurecht?

(F3) Konnen Lernende geeignete Werkzeuge innerhalb einer Softlargebung
auswahlen, um ein vorgegebenes Problem zu l6sen?

Auswahl der Probanden

Die Probanden wurdeém Rahmen der Verfligbarkeausgesucht unter Bericksichtiguiog
genderParameter:

1. erstes Semester,

2. Studiengang MathematiKir das Haupt/Realschullehramtoder das gymnasiale
Lehramtund

3. keineVorerfahrung mit Geometriesoftware

Insgesamtanden sichzwdlf Probandhnen und ei Proband, somit gab es fir geschlechts
spezifische Fragestellungen keine Grundlage.
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Auswahl der Softwarevertreter

NebenRGS habe ich auch DGS als Softwaretizo die Untersuchung ausgewahier
Hauptgrund dafur liegt in dem Ansatz einer Abgrenzaagirem etablierten System (DGS)
und derForschungsfrage (3

Als Vertreter von DGS habieh mich fir das ProgramBUKLID DynaGeoentschiedenda
dieseszu diesem Zeitpunkiveit verbreitetwar. Bei RGS fiel mein@Vahl auf das Programm
Geometry Expressiongla dieses in den USA bereits benutzt wurded seine Benutzer
Schnittstellerelativ weit entwickelt war.

Ablauf der Software-Schulungen und derUntersuchung

Die Softwareschulungen dessten Durchgangs fandam 17.und 18. Novembeffir DGS
und am 24.und 25. November 20100r RGS statt Die Softwareschulungen des zweiten
Durchgangs fandemm 5. und 10. Mai 2011 fir DG&d am 12. Mai fir RGS statlede
Schulung bestand a@sner Prasentatiom Form von FrontalunterrichinschlieRender selb
standiger Bedieitung von Ubungsaufgaben und deren Besprechung im Pldbadurch
wurde der Input fur all@eilnehmemdoglichst einheitlich gehalten. Bei einer freien Beschatti
gung mit Arbeitsmaterial wére ein einheitlicher Input flealleiinehmemicht in diesem
Umfang gewabhrleistet wordekin DGS bildet die Ublichen Werkzeuge Zirkel, Lineal und
weitere virtuell ab, liegt somit fir Lernende ndher an der Geometrie mit Papier und Bleistift
als ein RGSVor diesem Hintergrund finde ich es daher bei der Soft@ateulury der Pre
banden sinnvoll, erst DGS zu behandeln und dann abgrenzend dazDiR®8iden Enfiih-
rungen in die Softwarelauerta jeweils ca. 90 Minuteind waren ahnlich gegliederteBan
delt wurde bei der Einfiihrung in DGS

der Einstieg in Benutzerobeifthedie von EUKLID DynaGeq
freie und abhangige Objekte,

das tinktionale Prinzip,

der Satz vom Mittelpunkt des Dreiecksumkreises und

o~ 0N E

der Satz des Thales.
Die Themen der RGE&infihrung waren

1. derEinstieg in die Benutzeroberflacken Geometry Expregms,
2. das Hauptprinzip der RGS,

3. Relationen und Einschrankgenund

4

. der Kongruenzsatz SSS

Geometrisch&rundlagen wie der Satz vom Mittelpunkt des Dreiecksumkreises, der Satz des
Thales und der Kongruenzsa8SS wurden behandelt, um eiachliches Mindestniveau
sicherzustellenDie zugehdrigen Schulungsmatdiga sind in den Abschnitteid.1 und 7.2

des Anhangs aufgefthrt.

Es gab zwei Durchgange der Interviews: im Dezember 2010 undam2@L1.Im ersten
Durchgang fanden funf Interviews mit neun Probanden statt (ein Einzelinterview, vier
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Zweierinterviews), im zweiten Durchgang fanden zwei Interviews mit jeweils zwei Pro
banden statt. Jedes Intemwielauerte ca. zwei Zeitstunden.

Grundsatzeder Videointerviews

Die Videointerviews wurden in den folgend@®unkten einheitlich durchgefuhrDie Auf-
gaben wurden auf einzelnen Blattegetrenntausgeteilt, das heifl3t auf einem Blatt stand
genau eine AufgabeAufgaben wurden individuell eingereighabhangig vom vermuteten
Leistungsniveau der ProbandeXllen Interviews gemeinsam waine leichte Einstiegsif
gabe.Die erste Handlungsaufforderurdurch den Interviewer lautetsich die Aufgaben
stellung in Ruhe durchzulesdProbanen hatten die Whl zwischenEUKLID DynaGeooder
Geometry Expressions. Daneben durften aRapier und Bleistifbenutzt werdenDie Pre
bandcenarbeiteten zu zwean einemComputer(einzige Ausnahmeein Einzelinterview)und
wechsdien sich mit der Bedienung abes Weiteen sollten die Probaed laut denken.

4.2 Vorstellung und Begrindung des  Auswertungsverfahren s

ImUnt er kapitel AP r o b mathemadkdidakti$chEer ratgreasg venl g uanwfe n
weistHATTERMANN in [Hattermannl1l1S. 6§ mit folgenden Worten auf [Wittmann02]:

AForschungsvorhaben der Mathematikdidaktik sind aufgrund ihrer Verortang
einer Grenzdisziplin zur Fachmathematik, Padagogik, Psychologie, Geschictte
Sozologie, vgl. Wittmann [2002, &], besonderen Schwierigien bei der Auswabhl
von Untersuchungsmethoden und deren genauer Konzepiiggesetzt. So sind
Lehrbicher zurqualitativen Sozialforschung asbzialwisseschaftliche Fragestel
lungen undForschungskonzeptionen ausgerichsetiass eine barrierefreie Ubeat
gung auf konkrete Fragestellungeler Mathematikdidaktik hinsichtlich der For
schungsmethoden, deren Durchfihrumgl Evaluation bzw. der Anwendung von-mo
dernen Gutekriteriemicht immer problemlos durchfuhrbast.i

Auf der gleichen Seite kommHATTERMANN zu dem Schluss

AAufgrund des Vorhabens, das Verhalten von Probanden idyBBmischerGeo
metriesystemen hinsichtlich des Zugmoduseinsatzes zu erforschengisilgativer
Zugang dem Forschungsgegenstand gegeniber als angemessen anzéisehen
[ebenda, S. 68]

Dieser Einschatzunfplgend war mein estes Referenzwerktr die Formulierungdes Aus-
wertungsverfahrendie qualitative Inhaltsanalyse [Mayring1lODort schreibt der Autor auf
Seite 29:

1. AEine qualitative Inhaltsanalyse darf die Vorziige quatitier Techniken, wie sie
im Bereich der Kommunikationswissenschaften entwickelt wurden, n&dmlich deren
systematisches Vorgehen, nicht aufgeben. Sonst muss sie sich Vorwurfe des Im
pressionistischen, des Beliebigen gefallen lassen.

2. Eine qualitative Inhaltsaalyse darf ihr Material nicht isoliert, sondern als Tell

einer Kommunikationskette verstehen. Sie muss es Koeimmunikationsmodell
einordnen.
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3. Viele Grundbegriffe quantitativer Inhaltsanalyse lassen sich auch in einer quali
tativen Inhaltsanalyse beibalen. So vor allem die Konstruktion und Anwendung
eines Systems von Kategorien als Zentrum der Analyse.

4. Eine qualitative Inhaltsanalyse muss sich wie jede wissenschaftliche Methode an
Gutekriterien Uberprifen lassen.”

Als ein Merkmal hermeneutischer Wessschaft siehMAYRING Adass wenig versucht wird,
einzelne Techniken des Verstehens zu entwickeln, sondern eher die Grundstruktur aus
zufiuhrei  ( e b e n dVeYRINGSlobt d& @nsatze vOIDANNER zu konkreten Verfahrens
schritten, um die hermeneutische thiedologie weniger theoretis@bstrakt durchzufihren

vgl. [Danner79, S. 890]. Diese bestehen aus den drei Hpupkten die ich sinngemaf
zusammenfasse:

(A) Vorbereitende InterpretatioWelche Vormeinung und welche Erwartungen hat der
Interpret? Wasst die Kernaussage des Textes?

(B) Textimmanente InterpretatiohlVie kann der Text grob oder fein gegliedert werden?
Wie ist im Sinne des hermeneutischen Zirkels zwischen dem Ganzen und seinem Teil
hin- und herzuwechseln? Wie geht der Interpret memWiderspruch um?

(C) Koordinierende InterpretationVie lauten die bewussten unthbewussterVoraus
setzungen des Autors? Wie kdnnen dissammenhange als Hypothedermuliert
werden?qMayring10, S. 3631]

Als Zwischenschritt auf dem Weg ainem Ausweatungsverfahrerhabeich die Gedanken
von HATTERMANN und MAYRING in vier Leitgedanken Ubertragen:

1. Unabhéngig vorMAYRING liegt mein Kommunikationsmodem lauten Denkerder
Probanden undheinenFragenals Interviewer, die diesefortlaufend initiieren saén,
begrindetDie Kommunikatiorewischen den Probanden untereinander und zwischen
den Probanden und mwird schliel3lich abgebildet ined Transkription de gespre
chenen Wortes dafideoaufnahmen

2. Die Untersuchung istestin den Kontext von Geometrigibware eingebettet, dem
entsprechend sinnvoll finde icteben der Transkription der Sprache auch die Boku
mentation der Aktivitatsbeschreibung und der Bildschirmaufnahmen.

3. Mit Blick auf denPunkt(C) lege ich hiermit offen, dass ich die Hypoth¢dé) be-
reits vor den Interviews aufgrund meiner eigenen ErfahalagBenutzer von Geo
metry Expressionbatte.

4. Ein wesentliches Gutekriterium bestdbit mich darin, aus Beobachtungegewon
nene Hypothesensowohl theoretisch zu unterfittern als aunliglichst bré und
rigoros anzugreifen.

Bei dergedanklichenAuseinandersetzung mit dewmerten Punkt hatte ich die Assoziation

eines Disptes zwischen zwei Parteien, die sich vor Gericht befinden und ihren Standpunkt
vertreten.Geht manvon dieser Situatiozeitlich zurlick, so gelangt man zudontext eines
Tatortes Dieser ist moglichst unvoreingenommen und sachlich zu untersuchen, man sammelt
Beobachtungen, manche davon werden spater zu Indizien, man befragt Zeugen und so weiter.
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Freilich lasst sich einwendgermasssich der Interviewer und Forscher bereits @diesem

AT at or mitenitn Gaschehen befindet und interagiert, gleichwohl habe ich mich bei der
Formulierungdes Auswertungsverfahrerund spaterder Auswertungan dieser Metgher
festgehalten:

Auswertungsverfahren

1. Aus der Transkription werden Beobachtungen gesichtet.

2. Die Beobachtungen werden zu einer oder mehreren moglichst falsifizier,
Hypothesén verdichtet.

3. Die Hypothese wird analysiert:

a) Die Hypothesavird theoretisch unterfittert
b) Die Hypotheseawird theoretisch angegriffen.

4. Die Hypothese wird angenommen, modifiziert oder abgelehnt.

Die in Unterkapitel4.4 ab S.120 transkribierten Passagen Nr. 1 bis Nr. 7 habe ich ausge
wahlt, da ich sie mit Blick auf die Forschungsfragen als relevant einscliddéz heil3t, eine
Passage wurde ausgewahlt, wenn sie als Indiz dienen kann, eine Hypothese zu generieren,
diese zu untermauern odei voé latziodgare zufDeutsch Der
A a n z e) stgmenn ekanntlich aus den Restbzw. Kriminalwissenschaften und bildet die

Mitte der Steigerungskettgehauptungndiz-Beweis

So schatze ich priori Passagen, in denen Paaden innerhalb des RGS Bedingungen setzen,
als grundsatzlich relevant fur die Fechungsfrag€F2) ein und wéle aus dieser Teilmenge
weitere Passagen aus. Bei der Eingnamg des Datenmaterials f{¥3) konzentriere ich mich

auf die Passagen, in denen eine Konfiguration mit Software (DGS/RGS) umgesetzt wurde.
Bei der Auswahl fli(F1) gehe ichallgemeinvon den hterviewPassagemus in denen Pro
banden eine Konfiguration mit Geometry Expressions umsetzen bzw. explorieren.

U.Ecoformulierti m Unt er kapi t el AWa?seines Buchés[Eceldlns c haf t

A S i[die Arbeit] wird erst dann wissenschaftlichemn sie meine Erfahrung offent

lich und kontrollierbar dokumentiert. So kdnnte sie jeder wiederholen, sei es, um zu

gleichen Ergebnissen zu kommen, sei es, um herauszufinden, dass meine Ergebnisse
zuféllig und keineswegs auf meinen Einfluss zuriickzufivwesen, sondern auf
Faktoren, die ich nHcal®y6. 49 er ¢¢cksichtigt hab

Mithin bleiben bei der Auswahl und Interpretation von Passagen ein menschlicher Faktor und
damit eine gewisse Willkur tbrig. Es liel3e sich fur einen Computer nicht determjniexe

rum genau diese eine Szene ausgewahlt wurde und edereahingegen nicht. Demnt
sprechendst ein Forscher in der Pflicht:e@Bder spateren qualitativen Auswertyad S.159

werden Hypothesen nicht nur theoretisolbeufiittert, sondern auch angegriffen.
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4.3 Auswahl und Be sprechung der Interviewaufgaben

Zur Vorbereitung der Interviewsabe ichdie folgenden Aufgabemusammengestelltier
sind die internen Bezeichnungen der Aufgaben ergéeridenHandreichungeffir die Pro-
banderwar das nicht der FalDie Aufgabenfinden Sieauchals Ubersichim Abschnitt7.3
des Anhangs.

Tabelle 12: Quellenangabe der Interviewaufgaben

Aufgabe Quelle bzw. Entstehung

AQadr ath Entstanden durch spieleriscAawendungmit relationalen
Eigenschafteriner Raute bzw. eines Quadrates

AUmkr ei smitt el pun kt| Standardaufgabe der Geometrie

AUmkrei s Viereckehf |Als Fragestellungmontan atstanden in einennterview
im Anschluss an die Aufgab&Jmkreismittelpunkt eineg
Dreiecksi

AAbrutschende Lei t el Gefundenin][Filletl]

ABl umenmuster Entstanden durch geometrische Variation bzw. Ergénz
der Konfigurationrsechsmiges Abzirkeln eines Kreises

AOrtslinieh Entstanden durchpgelerischeAnwendung der Prinzipn
der Variation von Schup®2], ausgehend von der Mitte
senkrechtefls Ortslinie

AGeimes ame Tangent en|Mindliche Kommunikation mit ROLDENBURG

AEi genmann Nr . 78f |[Eigenmann8l, SL3]

AEi genmann Nr . 1 0 7 A| [Eigenmann81, S17]

AEi genmann Nr . 51 d [Eigenmanngl, 39

Allgemeine Begriindung der Interviewaufgaben

Mit Blick auf die Forschungsfragen sollte die Bearbeitung der Aufgabeh diie Probanden
typische Situationen im Umgang mit DGS bzw. RGS generié&ii@ndie Interviewsabe ich
ein Aufgabermortfolio zusammengestellt, umdhrend der Befragunden Schwierigkeitsgrad
fur die Probanden anpassen zu kénneamigntsprechend kamen igi@ Aufgaben ofter zum
Einsatz als anderduRerdemhabe ch neben geschlossenen Aufgabenformulieruregerh
offeneausgewah|tum den Probanden L6sungsind Bedienungsfreiraum zu lass&fertreter
der offenen Aufgaben sind die minimalistisch formuliefiggermannrAufgaben Im Anhang
7.4 auf S.231 finden Sie die Auflistung derharakteristischen Eigenschaften dieger-
gaben, me ausfuhrliches Darstellungwird in [Schreide09] gegeben.

Ein weterer Teil der Vorbereitung bestand darin, mégliche Lésungsdeglrobandennd

auchmogliche Schwierigkeitemnd Sackgassen bder Umsetzung einer Konfigation auf
der Softwareebeneu bedenkenDie nachfolgende Besprechufdit stellenweiseetwas um
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fangreich aus, einige d&ventualitaten &beich wéhrend der Interviews nicht bendtigt, aber
mir ging es darum, mdighst sattelfesin die Untersuchungu gehen

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht, welche Aufgaben in welchen Interviews gestellt
wurden und welche Software von den Probanden benutzt wurde.

Tabelle 13: Interviews aufgeschliisselt nach der Reihenfolge der gestellten Aufgaben
und der verwendeten Software

Aufgabe 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7.
Interview
Anneé& Umkreis Quadrat EIG 107 Blumen Leiter - -
Sonja Mittelpunkt muster

GE, Euklid | GE GE, Euklid GE GE
LaraMarie | Umkreis Quadrat EIG 107 EIG 78 Blumen Gemeirsame | Leiter

mittelpunkt Muster Tangenten

GE, Euklid | GE, Euklid | GE, Euklid GE, Euklid GE GE GE
Tina& Quadrat Umkreis EIG 51 (I1) Gemeinsame| Leiter - -
Natalie mittelpunkt Tangenten

GE, Euklid | GE GE, Euklid GE GE
Elena& Quadrat Umkreis Umkreis EIG 78 Leiter Ortslinie -
Irmgard Vierecke mittelpunk

GE GE, Euklid | GE GE, Euklid Euklid, GE | GE
Lena& Quadrat Umkreis EIG 51 (I1) Umkreis Leiter EIG 78 -
Hasan mittelpunkt Vierecke

GE, Euklid | GE GE GE GE, Euklid GE, Euklid
Jennifer& Quadrat Umkreis Blumen Gemeinsame| Umkreis - -
Daniela mittelpunkt | muster Tangenten | Vierecke

GE, Eukid GE, Euklid | GE GE GE, Euklid
Beatrice& Quadrat Umkreis Gemeinsam | Blumen _ _ _
Selina Mittelpunkt | Tangenten muster

GE, Euklid | GE, Euklid | GE GE

Die AufgabenQuadrat, Blumenmuster, EigenmaNn 78, Umkreismittelpunkt uncEigen
mannNr. 51 (Il) kommen spater inlen ausgewahlten IntervieRassagerab S.120vor, also
besprechen widieseals ErstesDie Diskussion der Irviewaufgaben gliedert sich ohe
folgenden Teile:

1. Aufgabenstellung

2. Mogliche Umsetzungen d&onfiguration mit einem DG&nd Exploration

3. Mdgliche Umsetzungen d&wonfiguration mit einem RG8nd Exploration
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431Aufgabe AMQuadr at
1. Aufgabenstelung
a) Ist ein Viereck mit vier gleich langen Seiten zwangslaufig ein Quadrat?

b) Erstellen Sie mit einem Programm lhrer Wahl ein Quadrat. Es soll mdglich sein, an einem
Eckpunkt zu ziehen und das Quadrat so grofl3er bzw. kleiner zu machen.

c) Wann genau ist ein Viereck ein Quadrat? Bitte geben Sie eine kurze, prazise Formulierung:

Ein Viereck ist ein Quadrat genau dann, wenn

2. Mogliche Umsetzungen deKonfiguration en mit einem DGSund Exploration

Fur de Antwort des Aufgabentedl a) ist keine Software nétig. Eine@indungkann etwa
mit vier gleich langen Stiftender als gleich lang gedachten Finggageben werden, die zu
eing Rautezusammengesetzt werden, dessen Seiten nicht senkrecht aufeitemeler s

Im Aufgabenteil b)st fiir ein QuadratolgendeKonstruktiondenkbar

1 2 3 4

C c

A E A B A B A 2]
5 oo 6
c * N\ h C D
* 1
A B A B

Abbildung 94: Eine mégliche Konstruktion eines Quadrates
1. Konstruiere eine Strecke @
2. Erstelle die Senkrecht®auf der Streck@ 6durch den Punkd.

3. Schlage den Kreis um 0 mit Radiusi 9 & Der KreisU schneidet die Serk
rechte’Qin den Punkte® undodae

4. Konstruiere die Senkrechi@auf der Geradeidurch den Punkb.

5. Konstruiere die Senkrecht@wuf der Streck® 0 durch den Punkd. Die Senkrechté&
scheidet die Gerad®m PunktO.

6. Verbinde die Punkté,0,0,0 zu einem Quadrat.
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Danach kann an den freien Punktemund 6 gezogen werden, um die Lage und GroRe des
Quadrates zu variieren.

Eine andere Lasg besteht darin, mit einer Diagonalen anstatt einer Seite zu beginnen. Hier
benutzt man die Eigenschaft, dass die Diagonalen in einem Quadrat senkrecht aufeinander
stehen und sich gegensgihalbieren:

1. Konstruiere die Strecke @3
2. Konstruiere den htelpunktd der Strecked @&
3. Konstruiere die Senkrechi@auf der Streckeé 6durch den Punkb .

4. Schlage den Krei® um 0 mit Radiusi  miv 3 & Der KreisO schneidet die
SenkrechtéQin den Punktei® undO.

5. Verbinde die Punkté,6,0,0 zu einem Quadrat.

Abbildung 95: Konstruktion eines Quadrates ausgehend von einer Diagonalen

Hier kann ebenfalls an den freien Punkteand® gezogen werden, um die Lage und GrolRe
des Quadrates zu andern.

Im Teil ¢) sollten Probandealsdefinierenden EigenschaftemesQuadras formulieren kon
nen, dass alle Seiten des Vierecks gleich lang sind und zwei benachbarte Seiten senkrecht
zueinander stehen.

3. Mdgliche Umsetzungen deKonfiguration en mit einem RGSund Exploration
Mit einem RGSwird eingleichseitiges Viereckurch folgende Kompositionmgesetzt

1. Erzeuge vier Punkt®,6,0,0und vier Strecked § 0 Q6 6undd ‘O
2. Ubermittle dievierBedingungn:d & QI Q@ QD G OundH @ &

Hier wird wie Ublich eine Formvariable bendtigt, um zu fordern, dass zwei Strecken gleich
lang seirsollen.
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i _
1 c 2 3 4
D D C O <
D
B B 2 ;
A, A A
A,
Abbildung 96: Umsetzung einegleichseitigenVierecks mit Geometry Expressions

In der Bildfolge sehen Sjewie ein allgemeines Viereclo 6 ¢ Schritt fir Schrittin ein
gleichseitigesViereck umgewandelt wird. Das igreckin der Figur 4ist offenkundig kein
Quadrat es fehlt die Bedingung, dass zwei benachbarte $sig@krecht aufeinander stehen.
Diese ergénzen wir:

A B

Abbildung 97: Die Raute ist zum Quadrat geworden.

432Aufgabe ABl e&imenmust

1. Aufgabenstellung

Gegeben sei ein Kreis mit Mittelpunkt O durch den Punkb. Erzeugen Sie sechs gleich
groRBe Kreise um den Kreis, diev beriihren, so dass folgendes Blumenmuster entsteht.

\Y4 \V4
éé
Abbildung 98: Figur zur Aufgabe ABlumenmuster"

Wenn Sie benachbarteittélpunkte der sechs aul3eren Kreise miteinander verbinden erhalten
Sie ein SechseckVelche Eigenschaften besitzt dieses Sechseck?

96



2. Mdgliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration

Wir erganzerdie Figur duch drei gleichseitige Diecke Die Punkted, 6, 6, O, Ound™Oder
folgenden Abbildung sindanndie Mittelpunkte der gesuchten Aul3enkreise:

/N\
\Y4 Y
éé
Abbildung 99: Drei gleichseitige Dreiecke werden als Hilfsobjekte eingefiihrt.

Die Seitenléange der gleichseitigen Dréiedetragti ¢s) Us Mit dieser Zerlegung kann
ein Proband zeinerKonstruktion degesuchterPunkted bis "Ogelangen:

1. Konstruiere den Halbstralil 0. Schlage einen Kreis uin mit Radiusi h < 0s
Dieser Kreis schneidet den Halbstrahl im K

2. Schlage einen Kreis ui mit Radiusci und einen Kreis und mit Radiusci . Beide
Kreise schneiden sich oberhalb des Halbstrah{s im Punkt® und unterhalb im
Punkt'O

0 ist der Spiegelpunkt vod bzgl. der Strecke 0.
Oist derSpiegelpunkt vom bzgl.b .
Oist der Spiegelpunkt vo bzgl. der Strecke o.

o o b~ w

Schlage jeweils einen Kreis umd,6,0,0und Omit Radiusi .

Abbildung 100 Eine mogliche Konstruktion des Blumenmusters
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Ein anderer Losungsansatz besteht im sechsfachenkébrides zentralen Kreises, gas
hend vom Punkb jeweils durch) :

1

Abbildung 101: Alternativer Losungsweg mit DGSderAuf gabe ABl umenmust er

In diesem Losungsweg entstehaie Mittelpunkted,0,0,0,0 der gesuchten AulRenkreise als
Schnittpunkte zwischen debgezirkelten Kreiseandden Symmetrieachsen.

2. Mogliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Exploration
Der Ausgangskreis beriihrt die sechs duRerkreise auRerdem beriihren sich jeweils zwei

auRRerebenachbart&reiseund de Radieraller Kreise sind gleich gro®omit kénnte ein Pro
band dieses BlumenmustiurchAbstands und Tangentialbedingungaimimsetzen:

Abbildung 102Ums et zung der Konfiguration ABlumenmusterH
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Hier sieht mardeutlich, wie sich der Anfangszustand mit steigender Zahl der Gbermittelten
Bedingungen Schritt fir Schritt der gewtinschten Konfiguration annasrKompositions
protokoll formuliert lautet die obige Bildfolge:

1. Erzeuge sieben Kreise.

2. Ubermittle die sieben Bedingungen, dass jeder Radius gleich derselben Variablen ist.
3. Realisiere die Bedingungen, dass jeder dul3ere Kreis tangential zum Mittelkreis liegt.
4

. Realisiere & Bedingungen, dass jeder aul3ere Kreis tangential zu jedem benachbarten,
aul3eren Kreis liegt.

4.3.3 Auf g aBigenmann Nr. 78

1. Aufgabenstellung

Abbildung 103 Figur zur Eigenmann-Aufgabe Nr. 78

Typisch fur Eigenman#ufgaben ist, dass keine textuelle Handlungsaufforderung formuliert
wird und dass die zugehorige Abbildung als Figur interpretiert werden muss. In dgabuf
Nr. 78 soll ein Betrachter annehmen, dass der Kreis jeweils tangential zu aieargien
zenden Strecken liegwir fuhren fir die weitere Diskussion einer mdglichen Lésung Be
zeichnungen und Hilfslinien ein:

Abbildung 104 Eigenmann-Aufgabe Nr. 78mit eingeftihrten Bezeichnungen undHilfslinien
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Bei demKreis handelt es sich um einen Ankreis des Dreiécks0Gesucht ist der Radius
Das Dreieckd 6 dst rechtwinklig, in ihm sind zwei Seitenlangen bekannt. Die dritte Seite
ergibt sich also mit dem Satz des Pythagoras

Sole3 ¢ Wa ¢ ma
C DA
AnschlieRend lassen sich die Winkelindf bestimmen:
OAl ¢ iicp
Tt dpd
Mit der Winkelsumne im Dreieck ergibt skt weiter:| Td J

Der Halbstrahlb 0 ist die Winkelhalbierende des Winkels tiei Daher lasst sich die Rech
nung fortsetzen durch Anwendung des Tangens im Dréiack)

@
S CT

O Al
Nach kurzer Umformung und Einsetzen des Wertes vergibt sich fur die gesuchte Grdl3e
W pwa
2. Mogliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration
Mit Blick auf die gegebenen Seitenlangen empfiehlt sich ein MasfalmDas erste Teilziel
besteht in der Konstruktion des ohef@reieckso 6 0Danach wird der Kreis als Arkreis
konstruiert. Der zugehorige Mittelpunkt entstehtals Schnittpunkt zweier Winkehlbie

renden. Einen Punkt auf der Kreisliniekonstruiert man schlie3lich als Schnittpunkt eines
Lotes von) au einen der beiden Halbstrahlen.

Als ausformulierte Konstruktionsbeschreibung erhalten wir:

Konstruiere eine Strecki 6der Langecpo &
. Konstruiere eine Senkrecht®aufd 0durch den Punkb.
. Schlage einen Kref®um 6 mit Radiusc b &
. DerKreis ‘QOschneidetQoberhalb vord im Punkto.

1.
2
3
4
5. Verlangere die Streck& 6lberd hinaus zur Halbgeradén
6. 0 istdie Winkelhalbierende vam 6undo &

7. 0 ist die Winkelhalbierende vom dund dem HalbstraliDausgehend voa.
8. 0 ist der Schnittpunkt voa undv .

9. Falle das Lotivonb auf'Q

10.0 ist der Schnittpunkt voaiund™Q

11.0 ist der Kreis mit Mittelpunkb durch den Punkd.

100



Abbildung 105; Eine mdgliche Konstruktion der Figur der Eigenmannaufgabe Nr. 78
Nun kann ein Probarid demDGS die Strecké 0 abmessen lassen. Er erhalt
w 9D0s phod
Mit dem MaRstalpdp Tergibt sich die Losung p @ &
3. Mogliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Explorabn
Mit einem RGSkann ein Proband die zugehérige Konfiguration folgendermaf3en umsetzen:

A

2 ; 3 .
/\ /\
B
P Q P Q
3 A 6 A
| C /\ A
N Q P “

Abbildung 106 Umsetzung der Konfiguration der EigenmannrAufgabe Nr. 78(Beginn Protokoll)

P
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Kompositionsprotokoll:

Erzeuge einen Punktund zwei Halbgeraden, die vonausgehen.
Setze einen Punkt auf die linke Halbgerade.

Realisiere die Abstandsbedinguay:és ¢80 &

Setze einen Punkx auf die rechte Halbgerade.

Realisiere die Abstandsbedingued:& ¢® @ @

o g~ wDhPE

Erzeuge @ Strecked 6und setze sie orthogonal zur rechten Halbgeraden.

In der nachsten Bildfolge sehen wir, wie der Komposition ein Kreis hinzugefugt und tangen
tial eingepasst wird.

7 A 8

P S Q P Q

Abbildung 107: Umsetzung der Konfiguration der EigenmannAufgabe Nr. 78 (Fortsetzung)

7. Erzeuge einen Kreis unterhalb der Strecke @

8. Realisiere die Bedingungen, dass der Kreifeweils tangential zuStrecked ound
den beiden Halbgeraden liegt.

Danach kann ein Benutzer demRGS den Rdius des eingepassten Kreises messen lassen.
Geometry Expressions liefedi p&. Mit dem veranderten Mal3stab erhalt ein Proband also

die Lésungp w &
434Auf gabe AEigeni@nn Nr. 51

1. Aufgabenstellung

51
D Viereck ABCD,
AB =60, AD = 52, BC = 38,
C BD =56, CD = 25.

Hat das Viereck einen Umkreis?

A B

Abbildung 108 Eigenmann-Aufgabe Nr. 51 des zweiten Teils
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2. Mdogliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration

Mit Blick auf die Abmessungen empfiehlt sich der MaR3gtdp 1tDie Konfiguraton lasst

sich aufteilen in diebeiden Dreieke 0 0 ‘@nd O 0 OIn beiden Dreiecken sind alle Seiten
langen bekannt, daher kdnnen beide Dreiecke und damit das Viereck mit der Diagoi@alen
durch die Konstruktion SSS erstellt werden. Mit formalen Makros lautet eine mogliche Kon
struktionsbeschreiing:

1. Konstruiere das Dreieak 60 @ittels SSS,

2. Konstruiere das Dreied® 0 dnittels SSS.

Eine Anwendung des Kongruenzsatzes 88Sdie Dreiecke&® 6 ‘@nd' O 6 dmpliziert dann,
dass das Viereck 6 0 €@ndeutig bestimmt ist, das hei3t, im Zugmsdann nur noch die
Lage, aber nicht mehr die Form des Vierecks verandert werden.

Eine mdgliche Schwierigkeit kdnnte den Probanden das relationale Werkregge fester
Langebereiten: Dieses lasst sich zwar zweimal anwendienzwei Seitenlangen eindret

ecks zu realisieren, aber nicht aias Dreieck zu vollendeda Anfangsund Endpunkt gleich
waren, was zu einem Zirkelschlugren wirdevgl. S.63. Unabhéngig davokénnte ein
Proband den Anga verfolgen, zu prifen, ob sich die Mittelsenkrechten in einem Punkt
schneiden

Ein Viereck, das einen Umkreisitzt, heildSehnenviereckn eénem Sehnenviereck betragt
die Winkelsummegegenuberliegender Wink@  TtMit dieser definierenden Eigenschaft
ware dieAufgabenstellungchnell durch Abmesen der Innenwinkdbsbar, allerdings gehort
diese Kenntnikaumzumabrufbaren Wissensrepertoire eines durchschnittlichen Probanden.
3. Mdgliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Exploration

Ein BenutzererzeugtViereck0 6 0 iihd die Diagonal® ‘Ound setzt dann die Seiléngen
durch Abstandsbedingungen im MalRgpap Tum:

D

A B

Abbildung 109 Das Viereck= || ¢ wurde mit fiinf Abstandsbedingungen umgesetzt.

1. Erzeuge vier Punkt®,6,0,0, das Viereclo 0 0 @d die Diagonalé O

2. Ubermittle die Abstandbedingungegi & ¢, Q@ Vg, DG B D G LD
undd @ ¢&.
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Durch Abwechslung zwischen der Benutzung des Zutysaind der Ubermittlung der Ab
standsbedingungen sieht ein Proband, wie der Freiheitsgrad der Konfiguration kleiner wird
bis er am Ende gleicitist. Dannlésst sich das Viereck nicht mehr in der Form verandern,
nur noch verschieben.

Theoretisch konntaun einProbandeinen potenziellen UmkreismittelpunkY erzeugen und
dann priifen, ob sich vier gleiche Abstandsbedingungen'¥an den Eckpunkten,6,6,0

des Vierecksmittels einer Formvariableé Gbermitteln lasserDas fihrt allerdings zur Feh
lermeldung, dass Geometry Expressions eine KombinatanBedingungenAbbildung 90

auf S. 81) nicht akzeptiert. Ein Ausweg besteht im Wechsel hin zum Konstruié&ien:
Proband erzeugt zwei Mittelsenkrechten und deren SchnittpMnkiun konstruiert er eh
Kreis 0 um“Ydurch einen der vier Eckpunkte und tberpriift weiter, ob dieser Kreis durch die
anderen Eckpunkte verlauft:

Abbildung 110 Augenscheinlich besitzt das Viereck einen Umkreis.

435Aufgabe AUmkr ei s nsi tDireeli peucrkksti ei ne

1. Aufgabenstellung

Wann liegt der Umkreismittelpunkt eines Dreiecks innerhalb des Dreiecks, wann auf3erhalb?
2. Mdgliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration

Der Umkreismittelpunkergibt sichals Schnittpunkt zweieMittelsenkechten, denilie Mit-
telsenkrechte ist der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei Punkten den gleiechen Ab
stand besitzenWendet man das Prinzip der Vertauschungammen mit dem RUckw&r
arbeiten ar(vgl. S44ff.), dann kann man alternatimit dem Kreisb beginnerund die Eck
punkte0,06,0 des Dreieckauf diesen Kreisetzen

1. Konstruiere einen Kreig mit Mittelpunkt“Ydurch einen Punki.
2. Setze mit dem Werkzeug Punkt auf Lidie Punkted,0,0 auf die Kreislinie vony .
3. Konstruiere das Dreieak 6 0
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Dann sind alleelevanen Relationen umgesetzind “Yist der Mittelpunkt des Umkreises
des Dreieck® 0 O

K P

Abbildung 111 Umsetzung einer &uivalenten Konfiguration durch das Prinzip der Vertauschung

Die entstehende Konfiguration ist im Vergleich zur Konstruktion durch die Mittelsenkrechten
im Zugmodusin wenig ruhigeundenthélt weniger Objekt®ie Form des Dreieckdsann im
Zugmodus vorDGS so verandertverden dass der Umkreismittelpunkt einmal innerhalb des
Dreiecks liegt und einmal auRerhalb. In ein®®S kann der Punky nur dann direkt bewegt
werden, wenn er ein freier Punkt ist. Das ist nur in der zweiten Konfiguration der Fall. Im
ersten Fall hangtyvon den Mittelsenkrechten ab und dieser wiederum hangen von den freien
Punktend, 6 und6 ab. Hier muss also ahn ¢ oderd so gezogen werden, da¥&inmal in
nerhalb und einmal auf3erhalb des Dreiecks liegt, enfridigestellung zu explorieren.

Das Erkennen des Spezialfalls, dass der POn&uf einer Dreiecksseite liegt, ist ein wich

tiger Etappensieg auf demalyyzur Losung der Aufgabenlidiesem Fall fallt der Umkreis mit
dem ThalesKreiszusammen und das Dreieck ist rechtwinklig.

iy

590°

Abbildung 112 Liegt der Umkreismittelpunkt = auf einer Seite, so ist das Dreieck rechtwinklig.

In diesem Spezialfall korrespondiert also die Lage des UmkreismittelpUivktgsdem Win

kel beid in markanter Weise. Mit dieser speziellen Konfiguration setzt sich die Losung fort:
Ein Proband verschieBY (direkt oder indirekt) aus dem Dreieck und dariader zuriick und
beobachtet oder misst den Winkel BeiSomit ist die Lésng der Ausgangsfrage gefunden:

Ist das Dreieck spitz, dann liegt der Umkreismittelpunkt innerhalb des Dreiecks, ist das
Dreieck stumpf, dann liegt der Umkreismittelpunkt au3eratbDreiecks.
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Abbildung 113 Die Lage des Umkreismittelpunkteshdngt davon ab, ob das Dreieck spitz oder stumpf ist.
3. Mdogliche Umsetzungen deKonfiguration mit einem RGS und Exploration

Der UmkreismittelpunkiYhat von jede Eckpunkt de®reiecks den gleichen Abstand. Die
se Abstandsbedingungéassen sich miginem RGSlirekt umsetzen:

Abbildung 114 Der Mittelpunkt = des Umkreises wird durch drei Abstandsbedingungen realisiert.

Wir formulieren die Bildfolge & Kompositionsprotokoll:

1. Erzeuge die Punki®,5,6,"Yund die Strecked § 6 §6 &

2. Realisiere die Abstandsbedingungn®s QsY& QsY& Q

3. Erzeuge den Krei8 mit Mittelpunkt“Ydurch den Punkd (oderé oderd).
Die zwangslaufige Verwendung der Formvariab{@hat furdie Exploration im Zugmodus
Konsequenzerilach Umsetzung der ersten Bedinglémsst sictder Rinkt "Yum einen Kreis

mit Mittelpunkt 0 und (variablem)Radius'Q bewegenDas andertish, nrachdemdie zweite
Bedingungrealisiertist: Dannlasst sich'Yauf der Mittelsenkrechtesier Streck& 6bewegen.
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