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Vorwort 
 

 

Sehr geehrte Leserin, sehr geehrter Leser, 

 

es würde mich freuen, wenn Sie durch diese Arbeit Anregungen für Ihre Forschung oder Ihren 

Unterricht gewinnen. Die Mindmap (S. 10-11) bietet Ihnen eine visuelle Darstellung der Zu-

sammenhänge, in der Einleitung und im Überblick (S. 12-22) finden Sie schriftliche Zusam-

menfassungen der Kapitel. 

 

Der Bezug auf Personen erfolgt zur besseren Lesbarkeit oft in der männlichen Form, unab-

hängig von Geschlecht und geschlechtlicher Orientierung.  

 

Abbildungen im Kontext von dynamischer Geometriesoftware wurden mit GeoGebra oder 

mit EUKLID  DynaGeo erstellt. Im Kontext von relationaler Geometriesoftware wurden die 

Abbildungen mit dem Programm Geometry Expressions erstellt. Punktkoordinaten werden in 

Geometry Expressions und GeoGebra durch Kommata getrennt, im Fließtext verwende ich 

jedoch vertikale Trennstriche ὼȿώ, um Missverständnisse bei Kommazahlen zu vermeiden. 

 

Literaturverweise sind in eckigen Klammern [ ] gesetzt. Quellenzitate stehen kursiv, in An-

führungszeichen und mit Abstand zu den Seitenrändern.  

 

Für Fragen und Anregungen können Sie mich wie folgt erreichen.  

 

Michael Schneider  

p. Adr. Herrn Prof. Dr. Reinhard Oldenburg  

Lehrstuhl für Didaktik der Mathematik 

Universitätsstraße 14 

D-86135 Augsburg 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Verwendete Abkürzungen  
 

CAD: Computer aided design 

CAS: Computer-Algebra-System 

DGS: Dynamische Geometriesoftware 

FHG: Freiheitsgrad 

GE:    Geometry Expressions 

LGS: Lineares Gleichungssystem 

MIT:  Massachusetts Institute of Technology 

RGS: Relationale Geometriesoftware 
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Einleitung 
 

Dem funktionalen Denken wird in der Geschichte der Mathematik-Didaktik viel Beachtung 

geschenkt. Als Beiträge seien etwa genannt [Führer85], [Vollrath89] und [Krüger99].  

 

Im Kontext der Geometrie bieten die Konstruktionen ein anschauliches Umfeld, das funk-

tionale Denken zu kultivieren. Typisch für eine Konstruktion als Problemlöseprozess ist die 

Notwendigkeit, zu planen und Schritt für Schritt voranzugehen. Dabei hängen im Allgemei-

nen neue Objekte von bereits existierenden funktional ab: 
 

 

Abbildung 1: SSS-Konstruktion eines Dreiecks 

 

Bei der Dreieckskonstruktion mit drei vorgegebenen Seiten beginnt man einer Seite, zum 

Beispiel ὃὄ. Der dritte Eckpunkt ὅ ergibt sich dann als Schnittpunkt zweier Abstandskreise. 

Somit hängt der Punkt ὅ von diesen Kreisen funktional ab. 

Mit dieser Arbeit möchte ich jedoch das relationale Denken stärker betonen und die theore-

tischen Grundlagen der relationalen Geometriesoftware (RGS) auf der Konzeptebene dar-

stellen. Beim relationalen Denken ist nicht entscheidend, welche Größe von einer anderen 

funktional bzw. einseitig abhängt, sondern in welcher bidirektionalen Beziehung die Größen 

zueinander stehen. Neben Beziehung werden wir auch die Begriffe Relation und Einschrän-

kung (engl. constraint) verwenden.  

 

Aus der obigen SSS-Konstruktion ergeben sich die folgenden Relationen: Der Punkt ὃ hat 

vom Punkt ὄ den Abstand υ LE, der Punkt ὃ vom Punkt ὅ den Abstand τ LE und so weiter. 

Eine zusätzliche Relation ergibt sich durch Anwendung der Umkehrung des Satzes von 

Pythagoras: Die Seitenlängen erfüllen die Pythagoras-Gleichung, also stehen die Strecken ὃὅ 
und ὄὅ senkrecht aufeinander. 

 

Aus der Praxis im Umgang mit DGS ist das Phänomen der auseinanderfallenden Konstruk-

tionen bekannt: Benutzer setzen Bedingungen nur augenscheinlich um, zum Beispiel wird 

eine Gerade möglichst gut an einen Kreis platziert und auf diese Art als Tangente deklariert. 

Diese vermeintliche Gültigkeit von Bedingungen bringt ein ĂWackeltestñ im Zugmodus ans 

Licht: Man verändert die Lage der freien Punkte und sieht dann, welche Bedingungen Be-

stand haben, also tatsächlich gültig sind oder nur augenscheinlich gesetzt wurden. Es gibt aber 

auch Benutzer, die sich diesem Phänomen bewusst sind und ihre provisorischen Kon-

struktionen im Nachhinein verfestigen wollen. Das setzt allerdings Funktionalitäten voraus, 

über die ein übliches DGS nicht verfügt.  
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Im Folgenden zitiere ich ein Beispiel aus [Hölzl94, S. 90 ff.]. Bei der verwendeten Software 

handelte es sich um Cabri Géomètre. 

 

ĂGegeben sind eine Gerade g und ein Punkt A. Könnt ihr ein Quadrat ABCD 

konstruieren, so dass die Eckpunkte B und D auf g liegen?ñ 

 

Es wurde folgende Schülerstrategie beobachtet: Der Punkt ὄ wurde als Basispunkt erzeugt 

und anschließend an die Gerade Ὣ gebunden. Über der Strecke ὃὄ konstruierte der Schüler 

per Makro ein Quadrat. Da Ὀ nicht auf Ὣ lag, zog er an ὄ (Abbildung 2 links), bis das Qua-

drat augenscheinlich den Anforderungen genügte (Abbildung 2 rechts).  

 

 
Abbildung 2: Ein Schüler verfolgte die Lösungsstrategie, an ║ zu ziehen, bis ╓ augenscheinlich auf ▌ liegt. 
 

Nun wollte der Schüler den Punkt D an g binden, doch das Programm verhielt sich passiv, 

was von Schülerseite auf Verwunderung stieß. Bei einer solchen Punktbindung handelt es sich 

um eine sogenannte Einschränkung. Dieses Beispiel zeigt, dass solche Einschränkungen in 

einem DGS nur begrenzt verfügbar sind. 

Was wurde seit [Hölzl94]  im Bereich der Geometriesoftware entwickelt? 

 

Inzwischen haben dynamische Geometriesysteme (DGS) nicht nur konstruktive, sondern auch 

relationale Werkzeuge im Portfolio. Mit diesen Werkzeugen können Einschränkungen umge-

setzt werden. Zum Beispiel kann ein Benutzer in EUKLID DynaGeo einen Basispunkt an eine 

Linie binden. Die in Abbildung 2 gezeigte Lösungsstrategie gelingt mit diesem relationalen 

Werkzeug, wenn man eine softwarespezifische Besonderheit berücksichtigt: Der zu bindende 

Punkt Ὀ muss ein freier Punkt sein.  

 

Ein relationales Geometriesystem (RGS) geht über vereinzelte relationale Werkzeuge hinaus: 

Dort werden zuerst die beteiligten Objekte erzeugt und dann werden die zwischen ihnen gel-

tenden Relationen bzw. Bedingungen übermittelt. Das bedeutet für das Eingangsbeispiel SSS: 

Zuerst wird ein beliebiges Dreieck erzeugt und dann werden die gewünschten Streckenlängen 

an das RGS übermittelt. In der nächsten Bildfolge sehen wir, wie schrittweise Bedingungen 

an die Streckenlängen übermittelt werden und wie sich die Form des Dreiecks dadurch ver-

ändert: 

 

 
Abbildung 3: Ein Ausgangsdreieck erhält nacheinander die gewünschten Eigenschaften. 
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Im Gegensatz zu einer Konstruktion ist die Reihenfolge der Schritte hier zweitranging: Die 

Abstandsbedingungen können in einer beliebigen Reihenfolge übermittelt werden. Inzwischen 

besitzen einige DGS wie EUKLID  DynaGeo und GeoGebra relationale Werkzeuge, aber 

alleine dadurch wird ein DGS nicht direkt zu einem RGS. 
 

 

 

 

 

 

 

 

Das obige Beispiel von [Hölzl94] und die Beobachtung, dass etablierte DGS über solche rela-

tionalen Werkzeuge verfügen, führten mich zur Leitfrage, was sich seit [Hölzl94] in dieser 

Richtung entwickelt hat bzw. welche weitere Geometriesoftware es neben den DGS gibt. 

 

Als ich auf ein konkretes RGS (Geometry Expressions) gestoßen bin, tauchten meine ersten 

Fragen auf: Worin besteht das didaktische Potenzial eines RGS? Wofür und wie könnte man 

es zielführend und ergiebig nutzen? Wie gehen wir mit Blick auf klassische Konstruktionen 

wie SSS im Dreieck mit einer Verfügbarkeit von RGS im Unterricht um? 

 

Diese Gedanken führten mich nach meiner Selbstbeschäftigung mit Geometry Expressions zu 

den praktischen Forschungsfragen: 

 

(F1) Wie gehen Lernende mit den Möglichkeiten von Geometry Expressions als Vertreter  

         eines RGS um? 

 

(F2) Wie kommen Lernende mit dem Konzept Bedingungen setzen innerhalb der Umgebung  

         von Geometry Expressions zurecht? 

 

(F3) Können Lernende geeignete Werkzeuge innerhalb einer Software-Umgebung  auswählen,  

         um ein vorgegebenes Problem zu lösen? 

Daran anknüpfend und mit Blick auf die Schwächen von Geometry Expressions ergaben sich 

die theoretischen Forschungsfragen: 

 

(F4)   Wie kann RGS theoretisch-konzeptuell weiterentwickelt werden? 

 

(F5) Wie kann Geometry Expressions als Vertreter eines RGS auf der Software-Ebene  

         weiterentwickelt werden? 

Recherche und Quellen 

1. Meine Hauptquelle im Sinne eines Ursprungs und Anlasses für Recherche bzw. 

Forschung ist die bekannte Umschreibung von VOLLRATH: 

ĂFunktionales Denken ist eine Denkweise, die typisch f¿r den Umgang mit Funk-

tionen ist.ñ [Vollrath89, S. 5] 

Die Variation dieser Formulierung liefert die Frage, was typisch für den Umgang mit 

Relationen ist. 

 

In dieser Arbeit formuliere ich den theoretischen Rahmen der RGS, grenze RGS von 

DGS ab und formuliere Vorschläge zur Weiterentwicklung von RGS auf der Konzept-

ebene. Außerdem möchte ich VOLLRATHS bekannte Umschreibung des funktionalen 

Denkens sinngemäß auf das relationale Denken übertragen und mit Inhalt füllen. 
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2. Der Dissertation von J. ROTH [Roth05, S. 14] entnehme ich die Kernfähigkeiten des 

bewegten Denkens und formuliere Entsprechungen für das relationale Denken.  

3. Anregungen, wie man eine wissenschaftliche Abschlussarbeit schreibt, habe ich dem 

gleichnamigen Buch [Eco10] entnommen. 

4. Die Definition eines DGS in [Graumann et al. 96, S. 197] verwende ich als Referenz, 

um eine RGS-Definition zu entwickeln.  

5. Das in [Hölzl94, S. 90] zitierte Beispiel ist, wie oben beschrieben, Anlass, nachzu-

forschen, welche weitere Geometriesoftware es neben den DGS gibt. 

6. Da EUKLID DynaGeo und Geometry Expressions Forschungsgegenstände sind, zäh-

len auch deren Hilfeseiten zu meinen Quellen, insbesondere [Mechling12] und 

[Todd13]. Vor diesem Hintergrund habe ich außerdem elektronische Nachrichten mit 

den Entwicklern, R. MECHLING und PH. TODD, ausgetauscht. 

7. Während der Recherche zu RGS und zu CAD habe ich einen Fernsehbericht von 1964 

auf YouTube gefunden und ihn im Unterkapitel 3.7 teilweise transkribiert. In dem 

Mitschnitt werden Forscher der Lincoln Laboratories des Massachusetts Institute of 

Technology (MIT) bezüglich Sketchpad interviewt.  

8. In der Dissertation von HATTERMANN [Hattermann11, S. 68] habe ich im Kontext des 

Zugmoduseinsatzes von Probanden den Ansatz einer qualitativen Analyse gefunden. 

Seiner Einschªtzung, dass das Ădem Forschungsgegenstand gegenüber als angemes-

sen anzusehenñ (ebenda) ist, bin ich gefolgt. 

9. Durch einen persönlichen Austausch mit M. HUTH wurde ich auf die qualitative In-

haltsanalyse [Mayring10] aufmerksam; dieses ist mein erstes Referenzwerk für die 

Formulierung des Auswertungsverfahrens. 

10. Bei der Transkription von Videomaterial habe ich mich an [Schreiber10, S. 73] orien-

tiert. Darüber hinaus hat mir Ch. SCHREIBER in einem persönlichen Gespräch seine 

Vorgehensweise erläutert.  

11. [Eigenmann81] und [Freudenthal73] hat L. FÜHRER in seinen Vorlesungen und in per-

sönlichen Gesprächen erwähnt. 

12. Meine erste Quelle für die islamischen Muster in Unterkapitel 5.4 ist [Sutton07]. 

Weitere Quellen habe ich online recherchiert, insbesondere [Dreyfus/Hoch09], [BoFuHo95], 

[Hoffmann/Joan-Arinyo05], [Linchevski/Livneh99] und [Talmon/Yerushalmy04]. Das voll-

ständige Literaturverzeichnis finden Sie im Anhang 7.7 ab S. 236.  
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¦berblick 

Im ersten Kapitel nähern wir uns dem relationalen Denken an. Dazu beginnen wir mit zwei 

verschiedenen Arten, eine geometrische Struktur oder Konfiguration zu erfassen: bottom-up 

oder top-down. Anschließend werden die für diese Arbeit nötigen Begriffe definiert und erläu-

tert: Relation, Einschränkung, Figur, Konfiguration, Komposition, Kompositionsbeschreibung 

und Äquivalenz zweier Konfigurationen. Wir orientieren uns an VOLLRATHS charakte-

ristischer Umschreibung des funktionalen Denkens und übertragen diese auf das relationale 

Denken: 

 
 

 

 

 

 

Anschließend werden die zentralen Aspekte des funktionalen und relationalen Denkens ver-

gleichend gegenübergestellt und besprochen. 
 

 

Tabelle 1: Gegenüberstellung von funktionalem und relationalem Denken 

 
 

 

 

 

Funktionales Denken 
 

 

Relationales Denken 
 

 

Verknüpfung zwischen 

den beteiligten Größen 
 

 

 

Zuordnungscharakter 

 

 

Beziehungscharakter 

 

Hauptaspekt der 

Verknüpfung 
 

 

 

Änderungsverhalten 
 

 

Invarianzverhalten und 

ĂGleichberechtigungñ 

 

Kontext Geometrie 

(Konfiguration)  
 

 

 

Konstruktion 

 

Komposition  

 

Im zweiten Kapitel  wird die Relevanz des relationalen Denkens für Lernende dargelegt. Wir 

beginnen mit Beispielen aus der Schulpraxis wie Achsenspiegelung, Parabel als Ortslinie und 

Pantograph. Anschließend wird das Konzept des Freiheitsgrades einer Konfiguration anhand 

der beiden Beispiele mathematisches Pendel und Gelenkmechanismus eingeführt.  

Als Ergebnis werden wir erhalten: Der Freiheitsgrad einer Konfiguration ist gegeben durch 

die minimale Anzahl der Größen, die das System eindeutig beschreiben. Wir formulieren 

dann als wichtige Feststellung, was für die Umsetzung einer Konfiguration aus relationaler 

Sicht entscheidend ist: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Als Beispiele betrachten wir die Konfigurationen Sehnenviereck mit Umkreis und gemein-

same Tangenten an zwei Kreisen. Schließlich verknüpfen wir das relationale Hauptprinzip mit 

 

Relationales Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration  

 

Für die Umsetzung einer Konfiguration ist entscheidend, dass alle relevanten 

Relationen erkannt und umgesetzt werden. 

 

 

Relationales Denken ist eine Denkweise,  

die typisch für den Umgang mit Relationen ist. 
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dem Verfahren des Rückwärtsarbeitens und stellen den Bezug zum Prinzip der Vertauschung 

zwischen gegebenen und gesuchten Objekten her. 

 

Das dritte Kapitel  bildet den theoretischen Hauptteil der Arbeit. Dort werden zu Beginn die 

dynamischen Geometriesysteme (DGS) und das funktionale Prinzip eingeführt. Anschließend 

diskutieren wir das bekannte prinzipielle Spannungsverhältnis zwischen Stetigkeit und Deter-

miniertheit in einem DGS. Im folgenden Unterkapitel wird eine neue Art von Unstetigkeit 

entdeckt: die Unstetigkeit auf der begrifflichen Ebene. Hier Ăspringtñ ein Parallelogramm zum 

Trapez um. 
 

 
 

Abbildung 4: Konstruktion eines Parallelogramms ═║╒╓ in GeoGebra 

Verschiebt man den Punkt ὅ nach links, so rücken die Punkte Ὀ und Ὀᴂ zusammen und inzi-

dieren im Grenzfall eines Rechtecks. Setzt man dieses Verschieben fort, so entfernen sich Ὀ 

und Ὀᴂ voneinander und das Parallelogramm wird zum Trapez, ohne dass ein Punkt springt: 

 
 

Abbildung 5: Das Parallelogramm ist zum Trapez geworden. 

 

Anschließend werden einzelne Werkzeuge der DGS-Vertreter als relational identifiziert; zum 

Beispiel sind Strecke fester Länge und Punkt auf Linie solche relationalen Werkzeuge. 

 

Nach dieser Vorbereitung können wir den theoretischen Rahmen der relationalen Geometrie-

software (RGS) formulieren. Das Fundament hierzu ist das: 
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Damit kann dann ein RGS definiert werden. Diese Definition ist grundlegend für die vorlie-

gende Arbeit und wird ausführlich besprochen: 

Ein ideales RGS ist ein Geometrieprogramm, das folgende Eigenschaften erfüllt: 

 

1. Geometrische Grundobjekte wie Punkt, Strecke, Gerade, Kreis können erzeugt und 

wieder gelöscht werden. 

2. Geometrische Relationen können zwischen Objekten vorgeschrieben und wieder 

gelöscht werden. Solche Relationen sind beispielsweise Inzidenz, Kollinearität, 

Parallelität, Orthogonalität und Abstandsgleichheit. 

3. Für den Zugmodus gilt das Hauptprinzip der RGS. 

Die Gültigkeit des Hauptprinzips der RGS impliziert, dass in einem idealen RGS keine Unter-

scheidung zwischen freien und abhängigen Punkten existiert. Im Sinne der Definition eines 

DGS von GRAUMANN  et al. [Graumann et al. 96, S. 197] können wir folgende Eigenschaften 

ergänzen: 

4. Eine Sequenz von Konstruktionsbefehlen lässt sich zu einem neuen Befehl zusammen-

fassen (Makro). 

5. Ein RGS kann die Bahnbewegung von Punkten visualisieren, die in Relation zu 

anderen Punkten stehen (Ortslinie). 

Auch bei einem RGS können Unstetigkeiten auftreten. Das belegen wir am Beispiel der 

Konfiguration eines Dreiecksinkreises, der im Zugmodus zum Ankreis springt: 

 
Abbildung 6: Der Inkreis des Dreiecks ═║╒ wurde in einem RGS 

        mit tels Tangentialbedingungen umgesetzt. 

Zieht man am Punkt ὅ in Richtung der Seite ὃὄ und darüber hinaus, so springt der Inkreis 

zum Ankreis um: 

 

Hauptprinzip der relationalen Geometriesoftware 

 

Das System realisiert die Bedingungen, die man übermittelt, aber abgesehen davon 

kann der Benutzer die Konfiguration im Zugmodus frei verändern. 
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Abbildung 7: Der Inkreis ist zum Ankreis umgesprungen. 

Wir ergänzen anschließend die Gegenüberstellung zwischen funktionalem und relationalem 

Denken durch den zeitlichen Aspekt und die Dynamik. 
 

Tabelle 2: Gegenüberstellung funktionales und relationales Denken (Fortsetzung von Tabelle 1) 

 
 

 

 

 

Funktionales Denken 
 

 

Relationales Denken 
 

 

Zeitlicher Aspekt 

 

 

Reihenfolge der Konstruktions-

schritte ist relevant. 
 

 

Reihenfolge der Kompositions-

schritte ist zweitrangig. 
 

 

Dynamik 
 

  

Kann nach J. ROTH bewegt 

gedacht werden. 
 

 

Konzept der Freiheitsgrade 

 

Die algebraische Sicht unterstützt das Denken in Freiheitsgraden, daher wechseln wir im an-

schließenden Unterkapitel die Perspektive hin zur Algebra. Dazu vergleichen wir auf der 

fachwissenschaftlichen Ebene Entsprechungen zwischen Geometrie und Algebra und auf der 

softwaretechnischen Ebene Entsprechungen zwischen RGS und CAS. 

 

Im darauf folgenden Unterkapitel transkribiere ich einen Fernsehmitschnitt von 1964, den ich 

auf YouTube gefunden habe. In dem Bericht werden Forscher der Lincoln Laboratories des 

Massachusetts Institute of Technology (MIT) bezüglich Sketchpad interviewt. Sketchpad war 

das erste CAD und ist 1962 im Rahmen der Doktorarbeit von I. SUTHERLAND in den Lincoln 

Laboratories entstanden.  
 

 
 

Abbildung 8: Ein Mitarbeiter der Lincoln Laboratories sitzt vor  

               einem Computer, auf dem Sketchpad läuft. 

 

Anschließend stellen wir mit Geometry Expressions und FeliX zwei Vertreter aktueller RGS 

vor und gehen danach allgemein auf die softwaretechnische Umsetzung von RGS ein. Im 

letzten Unterkapitel stellen wir DGS und RGS vergleichend gegenüber. 
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Tabelle 3: Gegenüberstellung DGS ï RGS 

 
  

DGS 
 

 

RGS 

 

Zugmodus 
 

 

Eingeschränkt durch die 

Trennung zwischen freien 

und abhängigen Punkten 
 

 

Nicht eingeschränkt durch 

diese Trennung 

 

Zu Grunde liegendes 

mathematisches Konzept 
 

 

Funktionales Prinzip ba-

sierend auf der Trennung 

zwischen freien und ab-

hängigen Punkten 
 

 

Hauptprinzip der RGS ba-

sierend auf Relationen 

bzw. Einschränkungen 
 

 

Zeitliche Reihenfolge der 

Arbeitsschritte 
 

 

Relevant 
 

Nicht relevant 
 

 

Ändern der Konfiguration  
  

 

Mit Aufwand verbunden 
 

 

Standard 
 

 

Makros 
 

 

Ja 
 

Denkbar 

 

Ortslinie  
 

 

Ja 
 

 

Ja 
 

 

Konzeptuelle Überschneidungen 

der Software-Vertreter  
 

 

EUKLID bietet einzelne 

relationale Werkzeuge. 
 

 

GE verfügt über einzelne   

Konstruktionswerkzeuge. 
 

 

Springende Konfigurationen 
 

 

Ja 
 

 

Ja 
 

Das vierte Kapitel beschreibt den Praxisteil der Dissertation in Form einer qualitativ empi-

rischen Studie: Gegenstand ist die Arbeitsweise von studentischen Probanden im Umgang mit 

dynamischer und relationaler Geometriesoftware. DGS-Vertreter ist das Programm EUKLID 

DynaGeo, RGS-Vertreter ist das Programm Geometry Expressions. Die Probanden wurden 

hierfür während eines aufgabenzentrierten Interviews videografiert und ihre verbalen Äußer-

ungen transkribiert.  

 
 

Nummer 

und Zeit 
 

 

Verbale 

Äußerungen 

 

Aktivitäten  
 

Bildschirmausschnitt 

#1  

0:00 ï 2:20 

 

 

Lara-Marie: Den kann 

ich ja dann verändern. 

Ich brauch ónen Punkt 

außerhalb und dann ne 

Grade. [--]  

Lara-Marie erzeugt in Geo-

metry Expressions einen Kreis, 

einen Punkt und eine Gerade. 

 

 
 

 

Abbildung 9: Ausschnitt der Transkription (Passage Nr. 3) 

Die zugehörigen praktischen Forschungsfragen (F1) bis (F3) wurden bereits in der Einleitung 

vorgestellt.  
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Im Kern gliedert sich das Auswertungsverfahren in vier Hauptpunkte. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Des Weiteren werden die Interviewaufgaben allgemein begründet und mögliche Lösungswege 

besprochen. Die Interviewaufgaben finden Sie auch als Schnell -Übersicht im Anhang 7.3.  

Die Erfahrungen der Videointerviews werden zusammengefasst in einer Reflexion und in 

einem verbesserten Setting. Das Kapitel endet mit Handlungsempfehlungen für die Praxis. 

 

Im fünften Kapitel  klären wir, welche Aufgaben mit einem RGS zu stark trivialisiert werden 

und schlagen Aufgabentypen vor, um das relationale Denken zu kultivieren: Der Typ Beweg-

lichkeit und Freiheitsgrad einer Konfiguration wird veranschaulicht durch Aufgaben zum 

Gelenkarm, einem Rechteck mit konstantem Flächeninhalt und der Ortslinie aller Punkte, die 

von zwei Kreisen den gleichen Abstand besitzen.  

 

Bei dem Typ Exploration einer Konfiguration konzentrieren wir uns auf das Haus der Vier-

ecke. In den Aufgaben des Typs Nachbau einer vorgegebenen Figur werden Lernende aufge-

fordert, Kreise, Kreisbogen und Parabeln möglichst passgenau nachzukonstruieren. 

Als Steinbruch für Nicht-Standardaufgaben werden anschließend Parkettierungen besprochen. 

Das sogenannte Kairo-Parkett besitzt als Grundbaustein ein nicht-regelmäßiges Fünfeck. Vier 

dieser Fünfecke lassen sich zu einem punktsymmetrischen Sechseck zusammenfügen, womit 

die Ebene lückenlos überdeckt werden kann: 

 
Abbildu ng 10: Der Grundbaustein der Kairo-Parkettierung 

Liegt die Konfiguration in einer Geometriesoftware vor, so kann sie im Zugmodus exploriert 

werden: Wie viel ĂFreiheitñ ist in der Konfiguration enthalten? Kann man zum Beispiel einen 

 

Auswertungsverfahren 

 
1. Aus der Transkription werden Beobachtungen gesichtet. 

 

2. Die Beobachtungen werden zu einer oder mehreren möglichst falsifizierbaren 

Hypothese/n verdichtet. 

 

3. Die Hypothese wird analysiert: 

 

a) Die Hypothese wird theoretisch unterfüttert. 

b) Die Hypothese wird theoretisch angegriffen. 

 

4. Die Hypothese wird angenommen, modifiziert oder abgelehnt. 
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Innenwinkel des Ausgangsfünfecks derart verändern, so dass die Parkettierung lückenlos und 

überdeckungsfrei bleibt? Diese Frage führt zu Variationen des Kairo-Parketts.  

 

Weiter besprechen wir die Parkettierung eines islamischen Musters, zuerst konstruktiv, dann 

relational: 

 

 
 

Abbildung 11: Gitterstruktur und überlagertes Muster eines Grundbausteins, vgl. [Sutton07, S. 19] 

 

Das sechste Kapitel beginnt mit einer Zusammenfassung des didaktischen Potenzials der 

RGS und nimmt kritisch Stellung zu den didaktischen Grenzen der RGS.  

 

Danach werden die theoretischen Forschungsfragen der Arbeit besprochen: 

 

(F4)  Wie kann RGS theoretisch-konzeptuell weiterentwickelt werden? 
  

(F5) Wie kann Geometry Expressions als Vertreter eines RGS auf der Software-Ebene  

          weiterentwickelt werden? 

 

Die Arbeit endet mit einem Ausblick, der über den Software-Kontext hinausgeht. 
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1 Relationales Denken in der Geometrie: eine Annªherung 
 

In diesem Kapitel definieren und erläutern wir die für diese Arbeit nötigen Begriffe. 

Weiter umschreiben wir mit Blick auf VOLLRATH das zentrale Konzept des rela-

tionalen Denkens und veranschaulichen es an Konfigurationen. Danach stellen wir 

funktionales und relationales Denken vergleichend gegenüber. 

 

Beim relationalen Denken ist nicht entscheidend, welche Größe von einer anderen funktional 

bzw. einseitig abhängt, sondern in welcher Beziehung die Größen zueinander stehen. In der 

Geometrie fokussieren wir diesen Blickwinkel auf die beteiligten Objekte einer Konfigura-

tion.   

In der folgenden Konfiguration stehen die Gerade Ὣ und die Strecke ὃὄ senkrecht aufein-

ander. Weiter berühren sich der Halbkreis ὑ und die Gerade Ὣ im Punkt ὄ. Die erste Bezie-

hung ist direkt aus dem Konstruktionsprotokoll ablesbar, die zweite Beziehung gewinnt ein 

Betrachter durch eine kurze Schlussfolgerung. 

 
 

Abbildung 12: Die Objekte einer Konfiguration stehen in Beziehungen zueinander. 

 

Die zugehörige textuelle Konstruktionsbeschreibung der Konfiguration lautet: 

 

1. ὃ, ὄ sind freie Punkte. 

2. ὓ ist der Mittelpunkt der Strecke ὃὄ. 

3. ὑ ist der Halbkreis mit Mittelpunkt ὓ durch ὃ. 

4. Ὣ ist die Gerade durch ὄ, die senkrecht auf ὃὄ steht. 

Ein Aspekt des funktionalen Denkens nach VOLLRATH ist die funktionale Abhängigkeit. So 

hängt hier mit Blick auf die Konstruktionsbeschreibung die Gerade Ὣ von ὄ und ὃὄ ab. Rela-

tional betrachtet gilt für die Gerade Ὣ und die Strecke ὃὄ die Beziehung, dass sie orthogonal 

zueinander stehen.   

Die Analyse einer geometrischen Struktur oder Konfiguration, die aus zahlreichen Objekten 

besteht, kann prinzipiell auf zwei verschiedene Arten erfolgen: bottom-up und top-down. Bei 

der ersten Art erfasst man eine Struktur ausgehend von Details hin zu den größeren Teilen, 
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bei der zweiten Art ist es genau umgekehrt. Zur Erläuterung betrachten wir das folgende 

Beispiel. 

 

Abbildung 13: Hexagon mit Umkreis und weiteren Kreisen  

Erfolgt die Erfassung der Objekte in Abbildung 13 in der Reihenfolge äußerer Kreis, Sechs-

eck, drei kleine Kreise, so reden wir kurz von bottom-up. Ist die Reihenfolge genau umge-

kehrt, so reden wir von top-down. Die Frage, ob man sich bei der Konstruktion einer ge-

wünschten Konfiguration für die Strategie bottom-up oder top-down entscheidet, steht direkt 

am Anfang.  

Portfolio an Grundobjekten bzw. Vorl ieben des Betrachters 

Die Aufschlüsselung einer geometrischen Struktur durch einen Betrachter wird weiter be-

einflusst durch das Portfolio an Grundobjekten bzw. durch die ĂVorliebenñ des Betrachters. 

 
Abbildung 14: Gitter in Venedig1 

 

Welche Grundobjekte könnte ein Betrachter in dem Gitter in Abbildung 14 erkennen? 

 

Ein Grundobjekt, das in Frage kommt, ist das Herzsymbol, sowohl aufrecht als auch auf dem 

Kopf stehend, ein anderer Betrachter erkennt vielleicht ein verschnörkeltes S oder ein Inte-

gralzeichen. Beide Grundobjekte sind in Abbildung 15 optisch hervor gehoben. 

                                                 
1 Aufnahme mit freundlicher Genehmigung von Jürgen Köller, www.mathematische-basteleien.de/herz.htm, 

    zuletzt abgerufen am 18. April 2016. 

http://www.mathematische-basteleien.de/herz.htm
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Abbildung 15: Das gleiche Gitter jeweils mit hervorgehoben Herzsymbolen und hervorgehobenem S. 

     

Die Bedeutung des Kontextes für die Mustererkennung 

 

Das folgende bekannte Beispiel aus [Franke07, S. 36] mit Verweis auf [Kebeck94, S. 169] 

zeigt, wie die Erfassung und Interpretation eines Objekts vom Kontext abhängt. 

 

 
 

Abbildung 16: Was steht in der Mitte der Figur ï ein B oder eine 13? 

 

Liest man die mittlere Zeile der Figur, so drängt sich der Eindruck auf, dass es sich bei dem 

mittleren Zeichen um ein B handelt, da es von A und C eingerahmt wird. Liest man hingegen 

die mittlere Spalte, wird man eher eine 13 interpretieren, da das Symbol von 12 und 14 um-

schlossen wird. Der Effekt ließe sich verstärken, wenn die jeweilige Folge fortgesetzt wird 

mit 15, 16, 17 bzw. D, E und F. 

 

Nach dieser ersten Annäherung an das relationale Denken begeben wir uns nun in die Fach-

wissenschaft und stellen dort die nötigen Begriffe zur Verfügung. 

 

 

1.1 Nötige Begriffe und Er läuterungen  

 

In diesem Unterkapitel werden grundlegende Begriffe eingeführt und erläutert. Die Begriffe 

sind der Reihe nach: Relation, Einschränkung, Figur, Konfiguration, Komposition, Kompo-

sitionsbeschreibung und Äquivalenz zweier Konfigurationen. 

Die folgende Definition und das Beispiel 1 stammen aus dem Online-Bonusmaterial von 

[Arens/Hettlich12, S. 4-5].  
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Definition : Relation 

In der Fachwissenschaft bezeichnet man eine beliebige Teilmenge Ὑ des kartesischen Pro-

duktes ὃ ὄ zweier nichtleerer Mengen ὃ und ὄ als Relation. Für ὥ aus ὃ und ὦ aus ὄ 

schreibt man statt ὥȟὦᶰὙ auch ὥͯ ὦ und sagt ὥ steht in Relation zu ὦ.  

Bemerkungen 

1. Der allgemeine Fall irgendeiner beliebigen Teilmenge Ὑ hat für die Praxis keine Be-

deutung. Interessant werden Relationen, wenn zusätzliche Bedingungen erfüllt sind, wie 

etwa ὃ ὄ, wenn Ὑ also eine Teilmenge des kartesischen Produktes ὃ ὃ  ist. 

 

2. Ist Ὑ eine Relation und existiert zu jedem ὥᶰὃ genau ein ὦɴ ὄ mit ὥȟὦᶰὙ, so lässt 

sich Ὑ auch als Funktion auffassen. In diesem Fall können wir die Relation mit dem 

Graphen der zugehörigen Funktion identifizieren. Zum Beispiel ist für ὃ ὄ  ᴙ die 

Relation Ὑ bestehend aus den Punktepaaren ὼȟὼ gerade der Graph der ersten Winkel-

halbierenden ώ ὼ. 

3. Im Allgemeinen ist eine Relation keine Funktion. Ein Beispiel hierfür ist gegeben durch 

den Einheitskreis ὑ als Teilmenge von ρȠρ ρȠρ  mit der charakteristischen Glei-

chung 

ὼό ώό ρ. 

Offenbar wird dadurch eine Relation definiert, aber die charakteristische Gleichung lässt 

nicht eindeutig nach ώ auflösen, folglich wird durch ὑ keine Funktion beschrieben.  

4. Wir betrachten zweistellige Relationen, das heißt, es werden zwei Elemente zueinander in 

Beziehung gesetzt.  

Beispiel 1: die Kleiner-Relation  

Sei ὃ die Menge der natürlichen Zahlen. Die Kleiner-Relation  besteht aus allen geordneten 

Paaren natürlicher Zahlen ὥȟὦ, bei denen ὥ kleiner als ὦ gilt. Hier wird für die Relation und 

das Relationszeichnen üblicherweise das gleiche Symbol benutzt. 

In aufzählender Schreibweise sind in der Kleiner-Relation folgende Elemente enthalten: 

ρȟς, ρȟσ, ρȟτ,é,ςȟσ, ςȟτ, ςȟυ,é,σȟτ, σȟυȟσȟφ und so weiter. 

 
Abbildung 17: Die Produktmenge ᴓ ᴓ und die darin enthaltene Kleiner-Relation < (grün) 

Mit der obigen fachwissenschaftlichen Definition einer Relation wird die statisch-

mengentheoretische Sichtweise betont. Wir fokussieren nun den Kontext auf die Geometrie: 

Es bezeichne ὃ die Menge aller geometrischen Objekte bestehend aus Punkten, Strecken, 
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Geraden, ὔ-Ecken, Kreisen und Ortslinien. Relationen, die zwischen den Objekten bestehen 

können, sind beispielsweise: Ein Punkt ὖ liegt auf einer Geraden Ὣ, eine Gerade Ὣ steht senk-

recht auf einer Geraden Ὤ, eine Strecke ί liegt tangential zu einem Kreis ὑ oder eine Gerade 

Ὣ schneidet eine Ortslinie ὰ und so weiter. Für je zwei beliebige geometrische Objekte kom-

men nicht alle Relationen in Frage, so ergibt es beispielsweise keinen Sinn, dass ein Punkt 

senkrecht auf einer Geraden oder auf einem Kreis steht.  

Beispiel 2: Eine Gerade ▌ steht senkrecht zu einer Geraden ▐ 

Es sei ὃ die Menge aller Geraden. Die Orthogonal-Relation Ṷ als Teilmenge von ὃ ὃ ent-

hält alle Elemente ὼȟώȟ für die gilt: die Gerade ὼ steht senkrecht zur Geraden ώ. Wie bei der 

Kleiner-Relation wird das gleiche Symbol für die Relation als auch für das Relationszeichen 

benutzt. Die Gerade Ὣ stehe nun senkrecht zur Geraden Ὤ, das heißt das Element ὫȟὬ liegt 

in der Teilmenge Ṷ. 

 
 

Abbildung 18: Die Gerade ▌ steht senkrecht zur Geraden ▐, folglich ist ▌ȟ▐ ein Element der Relation Ṷ.   

Mit dem Element ὫȟὬ liegt auch das Element ὬȟὫ in der Relation, denn die Gerade Ὤ 
steht umgekehrt auch senkrecht zur Geraden Ὣ. Mit anderen Worten: Die Ṷ-Relation ist sym-

metrisch. Der geometrische Kontext betont im Gegensatz zur fachwissenschaftlichen Defi-

nition die dynamisch-inhaltliche Sichtweise, aber beide Sichtweisen, sowohl die statisch-

mengentheoretische als auch die dynamisch-inhaltliche, beschreiben aus unterschiedlicher 

Perspektive den gleichen Sachverhalt. 

Definition : Einschränkung 

Statt von einer Relation zwischen zwei Objekten sprechen wir auch von einer Einschränkung 

(engl. constraint) der Konfiguration, die diese Objekte enthält. 

Bemerkungen 

1. Eine Einschränkung ist ausgehend von der Konfiguration formuliert, eine Relation ist 

ausgehend von den Objekten formuliert.  

2. Der didaktisch relevante Unterschied zwischen Relation und Einschränkung deutet 

sich in der Vorstellung an, dass im Fall einer Relation die gegenwärtige Situation 

beschrieben wird, während hingegen bei einer Einschränkung auch die Vorgeschichte 
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mit berücksichtigt wird: Zuerst sind Objekte vorhanden und dann werden Ein-

schränkungen formuliert. Wir werden im zweiten Kapitel sehen, inwiefern diese Vor-

stellung bei der Verwendung einer sogenannten relationalen Geometriesoftware ein 

roter Faden ist.  

3. Ein weiterer Unterschied zwischen Relation und Einschränkung zeigt sich in den Fäl-

len, in denen nur ein Objekt vorhanden ist, das mit einer Eigenschaft versehen wird. 

Hier kann von einer Relation a priori nicht die Rede sein.  

Wir betrachten als Beispiel zur dritten Bemerkung ein Kreis ὑ mit dem Flächeninhalt τ“ὧάό. 
In der Sichtweise der Einschränkungen bedeutet das: wir erzeugen zuerst einen beliebigen 

Kreis und fordern dann die Eigenschaft, dass der Flächeninhalt τ“ὧάό betragen soll. Das for-

mulieren wir in der Sprache der Relationen: Der Abstand des Mittelpunktes ὓ und eines 

Punktes ὖ auf der Kreislinie beträgt ς ὧά.  

Entscheidend ist hier der kleine Kunstgriff, das gegebene einzelne Objekt ὑ durch zwei 

andere Objekte zu beschreiben, durch die das Ausgangsobjekt eindeutig bestimmt ist und 

zwischen diesen beiden Objekten eine passende Relation zu formulieren. So können wir den 

Kreis ὑ durch seinen Mittelpunkt ὓ und einen Punkt ὖ auf der Kreislinie darstellen:  

 
Abbildung 19: Der gleiche Kreis wird zweimal realisiert, durch eine Bedingung an den Flächeninhalt 

(links) und durch eine Bedingung an den Radius (rechts). 

Bei einem Rechteck mit vorgegebenem Flächeninhalt (etwa ρς ὧάό) können zwei Seiten ὥ 
und ὦ mit der Längeneinheit ὧά betrachtet werden, die aufeinander senkrecht stehen und für 

deren Produkt gilt: ὥϽὦ ρς. Die Relation der Orthogonalität ist eine geometrische, die 

zweite Relation ist üblicherweise algebraisch formuliert. Bei einem allgemeinen Dreieck mit 

drei gegebenen Seitenlängen läuft die algebraische Formulierung für die Einschränkung des 

Flächeninhalts auf die sperrige Formel von HERON hinaus. 

Wir halten fest: 

1. Den Flächeninhalt oder den Umfang eines Objekts vorzugeben ist zwar eine geo-

metrische Relation, kann aber auch algebraisch formuliert werden.  

2. Wir bevorzugen den Begriff Einschränkung, wenn wir die Vorgeschichte der Kon-

figuration in die Betrachtung miteinbeziehen wollen. 
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Betrachtet man eine alleinstehende Zeichnung auf Papier oder in einem DGS, so drängen sich 

Lernenden oft Interpretationen auf, von denen ohne weitere Informationen nicht entschieden 

werden kann, ob sie zutreffen oder nicht: 

 

Abbildung 20: Eine vermeintliche Tangente (links) an einen Kreis in einem DGS entpuppt sich  

     im Zugmodus als variable Gerade durch zwei freie Punkte (rechts). 

Solche Interpretationen wie in Abbildung 20 lassen sich relational formulieren: ĂDie Gerade 

Ὣ liegt tangential am Kreis ὑñ, aber ohne stichhaltige Begründung oder einen Wackeltest im 

Zugmodus bleiben solche Relationen Vermutungen, denn die Abbildung auf Papier bzw. die 

Konfiguration innerhalb eines DGS ist ohne weitere Informationen eine Zeichnung, aber 

keine Figur.  

Diese Unterscheidung geht nach KADUNZ und STRÄßER in [Kadunz/Sträßer09] zurück auf den 

französischen Didaktiker PARZYSZ, dieser hatte sie 1988 in seinem Aufsatz āKnowing vs. 

Seeingó eingeführt: 

Definition: Figur  

Eine Figur ist das geometrische Objekt, welches durch den ihn definierenden Text 

beschrieben wird, während die Zeichnung als materielle Darstellung der Figur 

eingeführt wird. (Übersetzung nach STRÄßER [ebenda, S. 41] mit Bezug auf 

[Parzysz88, S. 80]) 

KADUNZ und STRÄßER kommentieren hierzu: 

ĂDabei meinen wir, dass einem geometrischen Objekt (geometrisches Relationen-

Gefüge) vom Lernenden in der Sekundarstufe I nur dann erfolgreich Bedeutung zuge-

messen wird, wenn er die jeweiligen Verwendungsweisen von Figur und Zeichnung 

beachtet. Die Zeichnung dient zur Findung und vorläufigen Darstellung von geo-

metrischen Relationengefügen und den entsprechenden geometrischen Begriffen. Die 

Figur dient der sorgfältigen Beschreibung und vor allem der Prüfung dieser Rela-

tionengefüge und Begriffe.ñ (ebenda, S. 41-42) 

Um Vermutungen zu erhärten, kann man auf Papier bestimmte Längen und Winkel messen. 

Um sicher zu sein, dass vermutete Relationen gelten, muss die Konstruktionsbeschreibung 

dieser Konfiguration analysiert werden.  



 

30 

Falls die Konfiguration in einem dynamischen Geometriesystem vorliegt kann man darüber 

hinaus im Zugmodus durch Ziehen an Basispunkten prüfen (ĂWackeltestñ), ob diese Rela-

tionen Bestand haben oder nicht. 

Bemerkungen 

1. Notwendig für das Vorliegen einer Figur ist also ein zugehöriger Text, aus dem her-

vorgeht, wie die Geometrie entstanden ist. Ohne einen solchen Text liegt keine Figur, 

sondern lediglich eine Zeichnung vor. 

2. Ein solcher Text kann eine Konstruktionsbeschreibung sein oder auch eine Beschrei-

bung der beteiligten Relationen.  

3. Anstatt von einer Figur reden wir auch von einer Konfiguration , insbesondere dann, 

wenn die Figur in einem Geometriesystem vorliegt. 

 

Diese Bemerkungen motivieren die beiden nächsten Begriffe. 

 

Definition Komposition und Kompositionsbeschreibung 

Die Gesamtheit aus existierenden Objekten und den zwischen ihnen geltenden Relationen 

bezeichnen wir als Komposition. Den definierenden Text der Komposition bezeichnen wir als 

Kompositionsbeschreibung. 

Bemerkungen 

1. Der Oberbegriff von Konstruktion und Komposition ist Konfiguration oder Figur. 

2. Bei einer Konstruktion ist die Reihenfolge der Konstruktionsschritte relevant, bei einer 

Komposition hingegen ist das im Allgemeinen nicht der Fall, denn alle Relationen 

sind paarweise durch das logische UND miteinander verknüpft. 

3. Es ist möglich, durch zwei verschiedene Mengen von Relationen zu einer gleich-

wertigen Komposition zu gelangen.  

4. Nicht jede Komposition kann in eine Konstruktion umgewandelt werden, wenn nur 

Zirkel und Lineal als Konstruktionswerkzeuge zugelassen sind. Ein bekanntes Beispiel 

hierfür ist die Winkeldreiteilung nach ARCHIMEDES.  

5. Umgekehrt kann jede Grundkonstruktion mit Zirkel und Lineal als Komposition for-

muliert werden, da sich Grundkonstruktionen relational formulieren lassen. Für die 

Mittelsenkrechte ά zweier Punkte ὃ und ὄ lautet eine solche Formulierung etwa: Sei 

ὓ der Mittelpunkt der Strecke ὃὄ, die Gerade ά verlaufe durch ὓ und ά stehe auf 

ὃὄ senkrecht. 

 

Die Bedingungen an eine Gerade Ὣ, dass Ὣ durch M verläuft und dass Ὣ von ὃ und ὄ 

den gleichen Abstand hat, liefern nicht zwangsläufig die Mittelsenkrechte, sondern 

das Geradenbüschel durch den Punkt ὓ. Die Mittelsenkrechte ά hat gegenüber der 

Geraden Ὣ die zusätzliche Eigenschaft, dass alle Punkte ὖ auf Ὣ von ὃ und ὄ den 

gleichen Abstand besitzen. 
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                           Abbildung 21: Die Gerade ▌ ist nicht die Mittelsenkrechte der Strecke ═║. 

Bei der letzten Konfiguration deutet sich an, inwiefern das Prinzip der Variation relational ge-

nutzt werden kann: Durch Verändern von Bedingungen erfahren Lernende die definierenden 

Eigenschaften von geometrischen Objekten. 

Die dritte Bemerkung wird durch den folgenden Begriff präzisiert. 

Definition Äquivalenz zweier Kompositionen 

Wir betrachten zwei Kompositionen ὃ und ὄ zusammen mit den Mengen der für sie gel-

tenden Relationen Ὑ bzw. Ὑ. Gilt wechselseitig, dass jede Relation der einen Menge durch 

alle Relationen der anderen Menge impliziert wird, dann nennen wir die Kompositionen 

äquivalent. 

Bemerkung 

Die Definition besagt im Kern, dass Relationen austauschbar sind, genau dann, wenn sie in 

Gesamtheit die gleiche Konfiguration implizieren. In diesem Sinne sind äquivalente Konfi-

gurationen gleichwertig.  

Beispiele äquivalenter Konfigurationen 

1. Zwei kongruente Dreiecke 

 

Abbildung 22: Zwei kongruente Dreiecke bilden ein Paar äquivalenter Konfigurationen. 
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Das linke Dreieck wird durch drei Seitenlängen bestimmt (SSS), das rechte Dreieck durch 

zwei Seitenlängen und den eingeschlossenen Winkel (SWS). Beide Konfigurationen sind 

äquivalent: Eine Anwendung des Umkehrsatzes von Pythagoras liefert, dass das linke Dreieck 

rechtwinklig ist, eine Anwendung des Satzes von Satzes von Pythagoras ergibt, dass die 

Länge der Hypotenuse des rechten Dreiecks υ LE beträgt.   

2. Dreieck und Umkreis 

 
 

Abbildung 23: Hier bilden jeweils ein Dreieck und sein Umkreis zwei äquivalente Konfigurationen.  

 

In der linken Konfiguration wurde der Umkreis durch zwei Mittelsenkrechten konstruiert, in 

der rechten Konfiguration wurden drei Abstandsbedingungen übermittelt. Beide Wege führen 

zu äquivalenten Konfigurationen, denn in beiden hat der Punkt ╒ von den Eckpunkten ═, ║ 

und ╒ den gleichen Abstand. 

 

 

 

 

 

 

1.2 Charakteristische Umschreibung des relationalen Denkens  und 
Vergleich mit dem funktionalen Denken  

Bei VOLLRATHS bekannter Umschreibung des funktionalen Denkens in [Vollrath89, S. 5] 

stehen die Funktionen im Mittelpunkt, beim relationalen Denken hingegen sind es die Relat-

ionen. Dementsprechend bietet sich die folgende Formulierung an:  

 

 

 

 
 

Zur Begründung dieser Analogie stellen wir funktionales und relationales Denken in Form 

einer Tabelle vergleichend gegenüber und führen die einzelnen Aspekte nacheinander aus. 
 

Charakteristische Umschreibung des relationalen Denkens 

Relationales Denken ist eine Denkweise, die typisch für den Umgang mit Relationen ist. 



 

33 

Tabelle 4: Gegenüberstellung von funktionalem und relationalem Denken 

 
 

 

 

 

Funktionales Denken 
 

 

Relationales Denken 
 

 

Verknüpfung zwischen 

den beteiligten Größen 
 

 

 

Zuordnungscharakter 

 

 

Beziehungscharakter 

 

Hauptaspekt der 

Verknüpfung 
 

 

 

Änderungsverhalten 
 

 

Invarianzverhalten und 

Gleichberechtigung 

 

Kontext Geometrie 

(Konfiguration)  
 

 

 

Konstruktion 

 

Komposition  

 

 

Verknüpfung zwischen den beteiligten Größen 

 

Der Aspekt des Zuordnungscharakters des funktionalen Denkens entspricht dem Aspekt des 

Beziehungscharakters des relationalen Denkens. Eine Zuordnung besitzt genau eine Richtung: 

Jedem ὼ der Definitionsmenge wird genau ein ώ der Zielmenge zugeordnet. Gilt beispiels-

weise für zwei Zahlen ὼ und ώ, dass die eine Zahl der Kehrwert der anderen ist, so bedeutet 

das funktional: 

 

ώ ώὼ ρȾὼ. 
 

Jeder Zahl ὼ ungleich π wird durch diesen Funktionsterm ihr Kehrwert zugeordnet. Die rela-

tionale Beziehung zwischen den beteiligten Größen ὼ und ώ lautet, dass das Produkt beider 

Zahlen gleich ρ ist: 

 

ὼϽώ ρ. 
 

Hier existiert keine Zuordnung von ὼ nach ώ. Die Größen ὼ und ώ werden der Grundmenge 

ᴙᶺπ ᴙᶺπ entnommen und bilden als geordnete Paare ὼȟώ die Elemente der Rela-

tion ĂDas Produkt der beiden Zahlen ὼ und ώ ist gleich 1.ñ. 

 

Auf der Software-Ebene entspricht dem Zuordnungscharakter eine Funktion in der jeweiligen 

Programmiersprache: Eine Funktion Ὢ erhält einen ὼ-Wert und liefert den Ὢὼ-Wert zurück. 

Hierbei werden das ὼ und das Ὢὼ insbesondere im geometrischen Kontext keine Zahlen, 

sondern allgemein Objekte sein. Dem Beziehungscharakter hingegen entspricht ein logischer 

Wahrheitswert: Entweder gilt die Beziehung (TRUE) oder sie gilt nicht (FALSE). 

 

Hauptaspekt der Verknüpfung 

 

Beim funktionalen Denken ist das Änderungsverhalten zentral: Wird in obigem Beispiel ὼ 
größer, zum Beispiel von ς nach σ, so muss ώ kleiner werden von ρςϳ  zu ρȾσ. Wird ὼ klei-

ner, so wird entsprechend ώ größer. In jedem Fall gilt: ώ hängt von ὼ ab, mit ὼ ändert sich ώ. 
Die relationale Beziehung 

ὼϽώ ρ 
 

hingegen betont die Invarianz: Das Produkt ὼẗώ bleibt konstant. Anhand der Gleichung sind 

weiter ersichtlich die Symmetrie und die Gleichberechtigung der Variablen:  
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Vertauscht man ὼ und ώ miteinander, so bleibt die Gleichung gültig. 

 

In diesem Beispiel sind zwei Größen beteiligt und es gibt dementsprechend zwei Varianten 

der Auflösung zu einer Funktionsgleichung: 

ώ ώὼ ρȾὼ  

bzw. 

                                                              ὼ ὼώ ρȾώ.        
 

Die algebraische Auflösung nach einer Variablen ist nicht immer eindeutig möglich wie etwa 

bei der Kreisgleichung 

ὼ ώ ρ. 
 

Hier muss man sich entscheiden, welchen Halbkreis man betrachten will. Der Kreisgleichung 

entnimmt man, dass ὼ und ώ symmetrisch sind, das heißt, dass sie vertauscht werden können. 

Damit können beide Variablen wieder als gleichberechtigt aufgefasst werden ï aus der 

Funktionalgleichung des oberen Halbkreises 
 

ώ ώὼ ρ ὼ  
 

ist das nicht direkt ersichtlich. 

Die für das funktionale Denken typische Aussage über die Wirkung der Änderung einer 

Größe auf eine davon abhängige Größe entspricht beim relationalen Denken der statischen 

Aussage, dass zwischen zwei Objekten eine Relation gültig ist.  

 
Kontext Geometrie (Konfiguration)  

 

Beim Konstruieren sucht man einen Weg, um mit den zur Verfügung stehenden Werkzeugen 

und den damit möglichen Operationen zum gewünschten Endzustand zu gelangen. Für jeden 

Schritt der Konstruktion gilt das funktionale Prinzip: Neue Objekte hängen im Allgemeinen 

von bereits existierenden ab. Metaphorisch gesehen errichtet man mit einer Konstruktion 

Stockwerk um Stockwerk einen Turm. Die Etagen stehen für die einzelnen Konstruktions-

schritte, der Turm steht für das Ganze. 

 

Eine Komposition hingegen lässt sich durch zwei Kategorien beschreiben: durch die geo-

metrischen Objekte der Konfiguration und den zwischen ihnen geltenden Relationen. Meta-

phorisch gesehen entsteht mit dem Übermitteln der Relationen ein Bild, das immer schärfer 

und klarer wird. Die zur Verfügung stehenden Relationen einer Komposition korrespondieren 

mit den zur Verfügung stehenden Werkzeugen bei einer Konstruktion. 

 
Vorgang des relationalen Denkens in idealisierter Form 

Der Vorgang des relationalen Denkens in einer idealisierten Form gliedert sich in vier Teil-

schritte: 

 

1. Erkennen von Grundobjekten in einer geometrischen Konfiguration, 

2. Auswahl von zwei (oder mehreren) Grundobjekten, 
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3. in Beziehung setzen der ausgewählten Grundobjekte, 

4. kombinieren und schlussfolgern. 

Zur Veranschaulichung geben wir zwei Beispiele mit jeweils einer Figur und dem möglichen 

Gedankengang eines Betrachters. 

Beispiel 1: Konfiguration bestehend aus drei Geraden 

 
 

 

 

 

Die Gerade ὰ stehe senkrecht auf der 

Geraden Ὣ und der Geraden Ὤ. 
 

 

 

 

 
 

                           Abbildung 24: Relationales Denken veranschaulicht mit drei Geraden 

Ein Betrachter der Figur in Abbildung 24 wählt in Gedanken die Geraden Ὣ und ὰ aus. Er ent-

nimmt der Information, dass die Gerade ὰ senkrecht auf der Geraden Ὣ und der Geraden Ὤ 
steht. Dann setzt er die Geraden Ὣ und Ὤ in Relation zueinander und schlussfolgert: Ὣ und 

Ὤ sind zueinander parallel. 

Darüber hinaus kann es vorkommen, dass in Gedanken weitere Objekte in der Konfiguration 

platziert werden und diese im vierten Aspekt mit berücksichtigt werden. Beispiele hierfür 

finden sich bei Problemen, zu deren Lösung Hilfslinien eingeführt werden: 

Beispiel 2: Strecke mit zugehörigem Thales-Halbkreis 

 

ὓ ist der Mittelpunkt der Strecke ὃὄ.                                                                                                     

ὑ ist der obere Halbkreis um ὓ durch ὃ.    

ὖ ist ein auf ὑ gebundener Punkt.          
 

 

 

 

Abbildung 25: Strecke ═║ mit Thales-Halbkreis und hinzugedachter Strecke ╜╟ 

Es sei hier bekannt: ὓ ist der Mittelpunkt der Strecke ὃὄ, bei dem Bogen handelt es sich um 

den Halbkreis ὑ mit Mittelpunkt ὓ durch ὃ und ὄ. ὖ liege auf diesem Halbkreis. Ein Objekt, 

welches in die Konfiguration hinzugedacht werden kann, ist zum Beispiel die Strecke ὓὖ. 
Hier ist weiter denkbar, dass die Strecken ὃὓ und ὓὖ ausgewählt werden und in Relation 

gesetzt werden: die Strecken sind aufgrund der Kreissymmetrie gleich lang.  
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2 Relevanz des relationalen Denkens f¿r Lernende 

Dem funktionalen Denken wird in der Geschichte der Mathematik-Didaktik viel Be-

achtung geschenkt. In dieser Arbeit soll jedoch das relationale Denken stärker betont 

werden. Als Beleg für die Relevanz des relationalen Denkens führen wir folgende 

Beispiele aus: die fundamentale Idee der Symmetrie veranschaulicht an der Punkt-

spiegelung an einer Geraden, die Konstruktion einer Parabel als Ortslinie und die 

Umsetzung eines Pantographen in einer Geometriesoftware. Anschließend beschrei-

ben wir das Konzept des Freiheitsgrades einer Konfiguration und formulieren das 

relationale Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration und setzen es in Bezug 

zum Rückwärtsarbeiten. 

 

2.1 Die fundamentale  Idee der Symmetrie  am Beispiel der 
Spiegelung  

BRUNERs Prozess der Erziehung von 1970 [Bruner70] motivierte die Frage nach grund-

legenden mathematischen Konzepten, mit denen man den umfangreichen Unterrichtsstoff 

strukturieren und Übersicht schaffen kann. Als solche Konzepte bildeten sich die fundamen-

talen Ideen heraus, vgl. [TieFöKli00, S. 37 ff.]. Einen einheitlichen Katalog an fundamentalen 

Ideen gibt es nicht, aber häufig werden die folgenden genannt: Algorithmus, Messen, Opti-

mierung, Symmetrie, Zahl und Zuordnung. 

 

Wir veranschaulichen hier die fundamentale Idee der Symmetrie am Beispiel der Spiegelung 

eines Punktes an einer Geraden und betrachten dazu eine Konfiguration bestehend aus einer 

Geraden Ὣ, einem Punkt ὖ und dem Spiegelpunkt ὖȬ von ὖ an Ὣ. 

 

 
Abbildung 26: ╟Ȭ ist der Spiegelpunkt von ╟ an der Geraden ▌. 

 

In der zeitlichen Reihenfolge der Konstruktion entsteht der freie Punkt ὖ vor dem Spiegel-

punkt ὖȬ, und ὖȬ hängt von ὖ (und der Geraden Ὣ) ab. Das ist die funktionale Sichtweise. 

Gleichwohl könnten hier die Rollen von ὖ und ὖᴂ vertauscht werden, ohne dass sich die Kon-

figuration merklich verändert. Die neue Konfiguration ist der alten äquivalent in dem Sinne, 

dass ὖ und ὖȬ weiterhin spiegelsymmetrisch zu der Geraden Ὣ liegen. Das ist die relationale 

Sichtweise: Wir können den Punkt ὖ und den Spiegelpunkt ὖȬ als gleichberechtigt auffassen.2 

                                                 
2 Eine Inversionsfähigkeit, also eine Vertauschung der beiden Punkte, ist in der Softwareumgebung von  

    Geometerôs Sketchpad mºglich. 
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2.2 Parabel als Ortslinie  

Wir gehen aus von der Definition der Parabel als Ortslinie:  

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einer Geraden Ὣ und einem Punkt Ὂ 

den gleichen Abstand besitzen.  

 
 

Abbildung 27: Parabel als Ortslinie 

 

Zusammen mit der Definition und der Abbildung 27 lässt sich die Form der Parabel 

anschaulich-beweglich und qualitativ begründen: 
  

Ein beliebiger Punkt Ὓ der Parabel hat von dem Punkt Ὂ und der Geraden Ὣ den gleichen 

Abstand. Ὂ ist der sogenannte Brennpunkt. Der Abstand zwischen Ὓ und Ὣ ist gegeben durch 

den Abstand von Ὓ und dem Lotfußpunkt ὒ von Ὓ auf Ὣ. Bewegt sich Ὓ ausgehend von der 

Abbildung nach links, so nähert er sich dem Punkt Ὂ, deshalb muss er sich auch der Geraden 

Ὣ nähern. In diesem Fall wandert ὒ ebenfalls nach links und Ὓ und ὒ rücken näher zusammen. 

Bewegt sich Ὓ hingegen nach rechts, so entfernt er sich vom Punkt Ὂ, muss sich somit auch 

von der Geraden Ὣ entfernen.  

Weiter ist anschaulich klar, dass es genau einen Punkt Ὂ gibt, für den der gemeinsame Ab-

stand minimal ist und dass die Parabel symmetrisch zu einer Vertikalen durch Ὂ verlaufen 

muss. 

Erste Möglichkeit der Konstruktion : durch Rückwärtsarbeiten 

Die Aufgabe, eine Parabel mit einem DGS zu konstruieren, liefert ein typisches Beispiel für 

die Strategie des sogenannten Rückwärtsarbeitens. Beim Rückwärtsarbeiten geht man von 

dem gewünschten Ergebnis aus, arbeitet sich zurück zu den gegebenen Größen und versucht 

auf diesem Wege Informationen zu gewinnen, die für die Lösung nützlich sind. Nimmt man 

bei der Parabel an, dass ein beliebiger Punkt Ὓ bereits bekannt ist, so kann man das Lot von Ὓ 
auf die Gerade Ὣ fällen. Der Schnittpunkt des Lotes mit der Geraden Ὣ ist der Lotfußpunkt ὒ. 
Der Punkt Ὓ hat von Ὂ und ὒ den gleichen Abstand. Alle Punkte mit dieser Eigenschaft liegen 

auf der Mittelsenkrechten ά von Ὂ und ὒ. Gibt man also den Punkt ὒ vor, so erhält man Ὓ als 

Schnittpunkt der Mittelsenkrechen ά und der Lotgeraden ὰ. Auf diese Weise ist ein beliebiger 

Punkt Ὓ der Parabel rückwärts konstruiert. 
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Abbildung 28: Der Punkt ╢ entsteht als Schnittpunkt der Mittelsenkrechten □ und des Lotes ■. 

In einem DGS setzt man mit dem Werkzeug Punkt auf Objekt einen variablen Punkt ὒ auf die 

Gerade Ὣ und benutzt das Werkzeug Ortslinie. Dann zieht man ὒ entlang der Geraden Ὣ. Da-

durch bewegt sich Ὓ und hinterlässt die Parabel als Farbspur: Ὓ Ὓὒ. 

Zweite Möglichkeit: Mittels eines Abstandskreises und eines Schiebereglers 

 

Sehen sich Lernende mit der Aufgabe konfrontiert, eine Parabel als Ortslinie zu konstruieren, 

wissen Lehrkräfte zu berichten, dass manche Lernende anders vorgehen: 

 

Ausgehend vom Punkt ╟ und der Geraden ▌ erstellen Lernende einen Schieberegler mit der 

Variablen ═╫▼◄╪▪▀. Dann konstruieren sie einen Kreis um ╟ mit dem Radius ═╫▼◄╪▪▀ und 

eine Parallele ▐ zu ▌, die von ▌ genau diesen ═╫▼◄╪▪▀ besitzt. Diese Konstruktion ist in 

Abbildung 29 dargestellt. 
 

 
 

Abbildung 29: Die Parabel wird in einem DGS mittels eines Schiebereglers umgesetzt. 
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Genau die Schnittpunkte Ὂ und ὊȬ des Kreises ὑ mit der Geraden Ὤ erfüllen die Ortslinien-

definition der Parabel. Mit dem Schieberegler kann der ὃὦίὸὥὲὨ nun verändert werden. 

Dabei bewegen sich die Punkte Ὂ und ὊȬ auf der gesuchten Parabel. Diese kann dann mit dem 

Werkzeug Ortslinie oder Spur sichtbar gemacht werden. 

Woran könnte es liegen, dass Lernende eine Tendenz zur zweiten Konstruktion zeigen?  

Zur Beantwortung dieser Frage wiederholen wir die Definition der Parabel als Ortslinie: 

Die Parabel ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einer Geraden Ὣ und einem Punkt ὖ 

den gleichen Abstand besitzen.  

Was ist der geometrische Ort aller Punkte, die von einem Punkt ὖ den gleichen Abstand 

besitzen? Das ist ein Kreis um ὖ mit diesem Abstand als Radius. Was ist der geometrische 

Ort aller Punkte, die von einer Geraden Ὣ den gleichen Abstand besitzen? Das sind zwei 

Parallelen zu Ὣ, jeweils auf unterschiedlichen Seiten von Ὣ mit genau diesem Abstand zu Ὣ. 

Beide Aussagen werden im Unterricht behandelt und motivieren nach meiner Meinung den 

zweiten Lösungsweg unter der Voraussetzung, dass der Schieberegler in dem DGS bekannt 

ist.  

Anders gefragt: Warum sollten Lernende den Ansatz des Rückwärtsarbeitens finden und 

umsetzen können? Selbst wenn die Mittelsenkrechte als Ortslinie unmittelbar vor der Parabel 

behandelt wird, bleibt bei diesem funktionalen Lösungsweg die für Lernende anfangs hohe 

Hürde des Rückwärtsarbeitens. Die relationale Sichtweise auf die Definition der Parabel als 

Ortslinie sensibilisiert Lehrende hinsichtlich dieser Schwierigkeiten von Lernenden. 

 

2.3 Pantogra ph 

 

Als weiteres Beispiel für die Relevanz des relationalen Denkens für Lernende betrachten wir 

die Umsetzung eines Pantographen mit einem DGS. Ein Pantograph ist ein mechanisches 

Instrument zum Übertragen von Zeichnungen in einen anderen (oder den gleichen) Maßstab. 

Mit dem Pantographen wird eine Vorlage nachgezeichnet. Dabei entsteht eine verkleinerte, 

eine vergrößerte oder eine gleichgroße Kopie der Vorlage. 

 

 
 

Abbildung 30: Ein Pantograph (Storchenschnabel)3 

                                                 
3 Bild entnommen von http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pantograph.jpg als Teil der Public Domain,  

    zuletzt abgerufen am 18. April 2016. 

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pantograph.jpg
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Der Pantograph besteht aus vier Stangen, die miteinander durch Gelenkscharniere verbunden 

sind. Der mittlere Teil des Pantographen bildet ein Parallelogramm. 

 
 

Abbildung 31: Funktionsweise eines Pantographen in einem DGS  

 

Ein Benutzer fährt mit dem mittleren Punkt ὓ die zu übertragende Zeichnung entlang. Dabei 

entsteht die Kopie als Spur des Punktes ὖ. In obiger Abbildung entsteht auf diese Weise das 

größere Quadrat ὗᴂ, indem man den Punkt ὓ entlang den Seiten des kleinen Quadrates ὗ be-

wegt. Der Streckungsfaktor ergibt sich nach einer kurzen Rechnung mit dem ersten Strahlen-

satz als Verhältnis der Streckenlänge ȿὃὅȿ zur Streckenlänge ȿὃὄȿ. Augenscheinlich beträgt 

der Vergrößerungsfaktor in Abbildung 31 für diese Konfiguration drei Längeneinheiten bzw. 

neun Flächeneinheiten. 

Lernende haben erfahrungsgemäß deutliche Schwierigkeiten, einen Pantographen mit einem 

DGS umzusetzen. Die erste Hürde besteht bereits am Anfang der Konstruktion, wenn die 

freien Punkte bestimmt werden sollen. Mit Blick auf die Funktionsweise des Pantographen 

muss der mittlere Punkt ὓ frei sein, denn damit fährt ein Benutzer die Vorlage nach.  

Des Weiteren muss erkannt werden, dass der linke Punkt ὃ der zweite freie Punkt ist. Dieser 

wird allerdings im Zugmodus nicht bewegt und das ist völlig atypisch für einen freien Punkt. 

Die abhängigen Punkte ὄ und Ὀ entstehen dann im weiteren Verlauf der Konstruktion als 

Schnittpunkte von Abstandskreisen mit geeigneten Radien. 

 
 

Abbildung 32: Konstruktion  eines Pantographen-Models in einem DGS  



 

41 

Die Konstruktion widerspricht weiter der natürlichen Vorstellung, den Gelenkmechanismus 

zusammenzustecken, so wie Kinder das mit Legoteilen tun. Relational lässt sich der Panto-

graph wie folgt auffassen: 
 

1. Die Strecken ὄὓ und ὅὈ sind parallel. 

2. Die Strecken ὄὅ und ὓὈ sind parallel. 

3. Die Strecken ὃὄ und ὄὓ sind gleich lang. 

4. Die Strecken ὓὈ und Ὀὖ sind gleich lang. 

 

Wenn man diese Bedingungen einer Software übermitteln könnte, dann ließe sich der Panto-

graph auf diese Weise relational umsetzen und Lernende hätten die Möglichkeit der Explo-

ration. Wir werden im dritten Kapitel sehen, dass eine solche Software durch ein sogenanntes 

relationales Geometriesystem (RGS) gegeben ist und im fünften Kapitel werden wir einen 

Pantographen mit einem RGS erstellen. 

 

2.4 Der Freiheitsgrad  einer Konfiguration  

Besteht eine geometrische Anordnung aus mehreren Objekten, die gewissen Einschränkungen 

unterliegen, so können wir der Gesamtkonfiguration eine Zahl zuordnen ï den sogenannten 

Freiheitsgrad. Diesen Begriff erläutern wir an zwei Beispielen. 

Beispiel 1: mathematisches Pendel 

Ein mathematisches Pendel ist ein idealisiertes Pendel bestehend aus einem masselosen Faden 

der Länge ὰ und einem punktförmigen Gewicht ά, das reibungslos an dem Faden befestigt ist. 

In der Praxis heißt das, der Radius des kugelförmigen Gewichts ist klein im Vergleich zur 

Länge des Fadens und die Reibung ist vernachlässigbar.   

 
 

Abbildung 33: Ein mathematisches Pendel 

Lenkt man die Kugel aus der Ruhelage ὕ aus und lässt sie los, so führt sie bei kleinen Aus-

lenkwinkeln • bekanntlich harmonische Schwingungen um die Ruhelage aus.  
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Die Position der Kugel als Massepunkt wird eindeutig bestimmt durch die Angabe der karte-

sischen Koordinaten ὼ und ώ innerhalb der Schwingungsebene mit dem tiefsten Punkt ὕπȿπ 

als Nullpunkt. Allerdings ist der Faden gespannt, daher sind die kartesischen Koordinaten 

durch eine Gleichung miteinander verknüpft. Folglich reicht eine Größe aus, das System ein-

deutig zu beschreiben.  

Eine Größe, die dieses System für jeden Zeitpunkt eindeutig beschreibt, ist gegeben durch den 

Auslenkwinkel •. Man bezeichnet eine solche Größe als verallgemeinerte oder generalisierte 

Koordinate. Beim Übergang zu verallgemeinerten Koordinaten nutzt man typischerweise 

Symmetrien aus, so wie hier die Kreisbogensymmetrie.  

Übrigens lässt sich auch in physikalischen Gleichungen das Prinzip der Gleichberechtigung 

der Variablen beobachten. So ergibt sich durch eine Kräftebilanz die gewöhnliche Differen-

tialgleichung zweiter Ordnung4 des mathematischen Pendels: 

•ὸ
Ὣ

ὰ
ϽÓÉÎ•ὸ π 

Hier stehen die Gravitationskonstante Ὣ, die Fadenlänge ὰ und der jeweilige Auslenkwinkel • 

gleichberechtigt nebeneinander. Allein der Auslenkwinkel • ist funktional von der Zeit 

abhängig: • •ὸ bzw. • •ὸ.  

Beispiel 2: Gelenkmechanismus 

Ein Gelenkmechanismus besteht aus mehreren festen Stangen, die durch Drehgelenke mit-

einander verbunden sind. Die sogenannte Basis ist bei der Benutzung üblicherweise fixiert, 

andere Teile sind durch die Drehgelenke beweglich.  

 

Abbildung 34: Modell eines Gelenkmechanismus mit Basis ═ und vier Stangen 

Die Strecken in Abbildung 34 stellen die Stangen des Gelenkmechanismus dar, deren Längen 

fest sind. Das hat zur Folge, dass sich ein Punkt auf einer Kreisbahn bewegen lässt, wenn man 

ihn um einen Nachbarpunkt dreht. Dreht man zum Beispiel den Punkt ὄ um ὃ, so bewegen 

sich die an ὄ gebunden Punkte ὅ, Ὀ und Ὁ mit.  

                                                 
4 Vgl. https://de.wikipedia.org/wiki/Mathematisches_Pendel, zuletzt abgerufen am 18. April 2016 

https://de.wikipedia.org/wiki/Mathematisches_Pendel
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Wir wählen den Punkt ὃ als Basis, ὃ sei also fixiert. Zur präzisen Beschreibung der Bewe-

gung von ὄ um ὃ genügt eine Größe, zum Beispiel der Drehwinkel. Daher besitzt der Punkt 

ὄ den Freiheitsgrad ρ. Analog können die Punkte ὅ, Ὀ und Ὁ um ὄ gedreht werden mit Frei-

heitsgrad ρȢ Folglich besitzt die gesamte Anordnung den Freiheitsgrad τ.  

Der Freiheitsgrad des Systems kann reduziert werden, wenn man beispielsweise eine Stange 

zwischen Ὀ und Ὁ einfügt: 

 

Abbildung 35: Modifizierter G elenkmechanismus mit zusätzlicher Stange zwischen ╓ und ╔ 

Die neue Konfiguration ist gegenüber der Ausgangskonfiguration nun eingeschränkt, denn in 

der neuen Konfiguration können die Punkte Ὀ und Ὁ nur noch zusammen bewegt werden, 

während in der Ausgangskonfiguration beide unabhängig voneinander gedreht werden kön-

nen. Der Freiheitsgrad des Systems beträgt hier σ. Wir fügen zwischen ὃ und ὅ eine weitere 

Stange ein: 

 

Abbildung 36: Eine weitere Stange wird zwischen ═ und ╒ eingefügt. 

Nun teilt sich die Konfiguration in die Dreiecke ὃὄὅ und ὄὈὉ auf, die beide durch den Punkt 

ὄ miteinander verbunden sind. Der Freiheitsgrad hat sich auf ς verkleinert. Jetzt sind keine 

vereinzelten Stangen mehr drehbar, sondern nur noch die beiden Dreiecke.  

Eine weitere Stange zwischen ὃ und Ὀ, C und Ὀ oder ὅ und Ὁ hätte den Freiheitsgrad ρ des 

Systems zur Folge, denn die Anordnung wäre danach nur noch als Ganzes um ὃ drehbar. 

Wir halten als anschauliche Beschreibung fest:  
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Der Freiheitsgrad einer Konfiguration ist gegeben durch die minimale Anzahl der Größen, 

die das System eindeutig beschreiben. 

Für eine Querverbindung zur Algebra bieten sich die linearen Gleichungssysteme (LGS) an, 

um das Konzept der Freiheitsgrade zu veranschaulichen. Der Freiheitsgrad eines LGS ist 

gegeben durch die Dimension des Lösungsraums.  

 

2.5 Relationales Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration 
und Rückwärts arbeiten  aus relationaler Sicht  

Wir haben im Unterkapitel 2.2 am Beispiel der Parabel gesehen, inwiefern Lernende Pro-

bleme beim Rückwärtsarbeiten haben. Hier betrachten wir das Rückwärtsarbeiten aus relatio-

naler Sicht, um dadurch dieses Konzept für Lernende leichter erfassbar zu machen. Dazu for-

mulieren wir das relationale Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration. 

 

Beim Rückwärtsarbeiten geht man von der gewünschten Konfiguration aus, arbeitet sich hin 

zu den gegebenen Größen und versucht auf diesem Wege Informationen zu gewinnen, die für 

die gesuchte Konstruktionslösung nützlich sind. Man vertauscht also freie und abhängige Ob-

jekte miteinander und arbeitet rückwärts. Somit haftet diesem Begriff eine zeitliche Orientie-

rung an. Das Prinzip der Vertauschung hingegen betont die Tätigkeit der Auswahl zwischen 

gegebenen und gesuchten Objekten. In der relationalen Sichtweise sind für die Umsetzung der 

Konfiguration die beteiligten Objekte und die Relationen, die zwischen ihnen bestehen, ent-

scheidend. Im Allgemeinen wird eine Kombination bestimmter Relationen andere Relationen 

implizieren, es kommt also für die Umsetzung darauf an, entscheidende Relationen zu bestim-

men. 

 

Relationales Hauptprinzip zur Umsetzung einer Konfiguration 

Für die Umsetzung einer Konfiguration ist entscheidend, dass alle relevanten Relationen 

erkannt und umgesetzt werden. 

 

Beispiel 1: Sehnenviereck und Umkreis 

Bei einem vorgegebenen Sehnenviereck kann der Mittelpunkt des Umkreises als Schnittpunkt 

zweier Mittelsenkrechten konstruiert werden. Alternativ beginnt man mit dem Umkreis, setzt 

vier Punkte auf die Kreislinie und verbindet diese zu einem Sehnenviereck. 

 

 
 
 
 

Abbildung 37: Die Konfiguration Sehnenviereck und Umkreis wird auf zwei verschiedene Arten erzeugt. 
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Für die Umsetzung der zweiten Konfiguration benötigt ein Lernender nicht das Wissen, wann 

ein Viereck ein Sehnenviereck ist, also wie er irgendein Sehnenviereck zum Zwecke der Ex-

ploration konstruiert. Beide Konfigurationen sind äquivalent in dem Sinne, dass in ihnen die 

gleichen relevanten Relationen gültig sind. Dementsprechend kann die zweite Konfiguration 

ebenfalls zur Exploration genutzt werden, zum Beispiel für den Satz, dass sich im Sehnen-

viereck gegenüberliegende Winkel zu ρψπЈ Grad ergänzen.  

 
Tabelle 5: Gegenüberstellung beider Konfigurationen des Sehnenvierecks 

 

 

In der ersten Konfiguration ist der Umkreismittelpunkt Ὗ eine abhängige Größe, in der zwei-

ten Konfiguration hingegen ist Ὗ eine freie Größe. Beiden Konfigurationen gemeinsam sind 

die relevanten Relationen.  

Beispiel 2: Gemeinsame Tangente zweier Kreise 

Das Rückwärtsarbeiten und das Prinzip der Vertauschung von Größen greifen markanter bei 

komplexeren Konfigurationen. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Konfiguration zweier 

Kreise ὑ und ὑᴂ und einer gemeinsamen äußeren Tangente ὸ.  

 

Abbildung 38: Konstruktion einer gemeinsamen äußeren Tangente ◄ an zwei Kreise ╚ und ╚ᴂ 

 

 Freie Größen Abhängige Größen Relevante Relationen 

Erste Konfiguration  Eckpunkte 

ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ 

Viereck ὃὄὅὈ, 
Mittelsenkrechten 

ὃὄ und ὅὈ, 
Umkreismittelpunkt 

Ὗ, Umkreis ὑ 
 

Die Punkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ 

liegen auf ὑ. 

Zweite Konfiguration  

 

Mittelpunkt Ὗ, 

Punkt ὖ 
 

Kreis ὑ um Ὗ durch 

ὖ, Punkte  ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ 

Die Punkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ 

liegen auf ὑ. 
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Die Konstruktion der Tangente ὸ ausgehend von den gegebenen Kreisen ὑ und ὑȬ ist bei der 

ersten Begegnung mit dieser Fragestellung nicht trivial. Es werden zwei weitere Kreise 

benötigt: der Differenzkreis Ὀὑ mit Mittelpunkt ὅ und der Differenz der Kreisradien als 

Radius und der Thales-Kreis Ὕὑ um ὓ durch ὃ. Mit den weiteren Hilfslinien ὃὄ und ὃὉ in 

Abbildung 38 folgt: Das Viereck ὃὄὄȭὉ ist ein Rechteck und ὸ steht senkrecht auf den Kreis-

radien ὄȭὅ und ὄὃ, folglich ist ὸ eine gemeinsame Tangente. Des Weiteren existiert eine 

zweite äußere Tangente ὸȬ, die zusammen mit ὸ bzgl. der Strecke ὃὅ spiegelsymmetrisch 

liegt. 

Bei der alternativen Variante arbeitet man wiederum rückwärts und beginnt dementsprechend 

mit der gesuchten Tangente ὸ und den beiden späteren Berührpunkten ὄ und ὄȬ, die auf ὸ frei 

beweglich sind. 

 
 

Abbildung 39: Beim Rückwärtsarbeiten beginnen wir mit einer Gerade ◄, der späteren gemeinsamen 

Tangente der beiden Kreise ╚ und ╚Ȭ. 

 

Die Gerade ὸ steht jeweils senkrecht auf dem Radius ὃὄ und ὅὄȬ, folglich liegt ὸ tangential 

zu den Kreisen ὑ und ὑȬ. 
 

In der ersten Konfiguration sind die Berührpunkte ὄ und ὄᴂ und damit die Tangente ὸ ab-

hängige Größen. In der zweiten Konfiguration ist die Tangente eine freie Größe und die Be-

rührpunkte ὄ und ὄᴂ lassen sich entlang ὸ verschieben. 

 
Tabelle 6: Gegenüberstellung beider Konfigurationen zwei Kreise und gemeinsame Tangente 

Im Kontext des Problemlösens besteht der Sinn des Rückwärtsarbeitens darin, die gewünschte 

Konfiguration zu explorieren, um damit Hinweise für die eigentliche Lösung zu gewinnen.  

 

 

 

 

Freie Größen 
 

Abhängige Größen 

 

Relevanten Relationen 

Erste Konfigurati on 

 
Kreise ὑ und ὑᴂ Gerade ὸ ὄὓṶὸ, ὄᴂὓᴂṶὸ  

bzw. ὸ berührt ὑ und ὑᴂ  
 

Zweite Konfiguration  Gerade ὸ Kreise ὑ und  ὑᴂ ὄὓṶὸ, ὄᴂὓᴂṶὸ  
bzw. ὸ berührt ὑ und ὑᴂ 
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Obige Konfigurationen ließen sich noch schneller umsetzen, wenn ein Benutzer die ge-

wünschten Relationen direkt  übermitteln könnte. Das würde im Beispiel der gemeinsamen 

Tangente bedeuten, dass zunächst zwei Kreise ὑ und ὑȬ und eine Gerade ὸ erzeugt werden 

und dann die Relationen übermittelt werden, dass die Gerade ὸ sowohl den Kreis ὑ als auch 

den Kreis ὑȬ berühren soll. Das ist mit einem relationalen Geometriesystem (RGS) möglich. 

Wir besprechen den theoretischen Rahmen solcher Systeme im Unterkapitel 3.5 und stellen 

aktuelle Vertreter im Unterkapitel 3.8 vor. 

Das Prinzip der Vertauschung ist eng verknüpft mit dem klassischen Paar Aufgabe und Um-

kehraufgabe. Das Denken in Relationen betont die Einheit beider Sichtweisen, das heißt Auf-

gabe und Umkehraufgabe sind unterschiedliche Betrachtungsweisen auf zwei äquivalente 

Konfigurationen. Auf der Ebene der beteiligten Größen benutzen wir die Metapher der 

Gleichberechtigung. So liegen eine Gerade ὸ und ein Kreis ὑ tangential zueinander. Es ist bei 

dieser Betrachtung nicht entscheidend, welche Größe zuerst im Konstruktionsprozess ent-

standen ist bzw. welche Größe von welcher Größe funktional abhängt.  
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3 Relationale Geometriesoftware in Abgrenzung zu 
dynamischer Geometriesoftware 

In diesem Kapitel fassen wir zuerst die Grundlagen dynamischer Geometriesoftware 

(DGS) zusammen. Danach beschreiben wir das in solchen Systemen bekannte prin-

zipielle Spannungsverhältnis zwischen Stetigkeit und Determiniertheit und ent-

decken eine neue Art von Unstetigkeit: diejenige auf der begrifflichen Ebene. Wir 

betrachten weiter relationale Werkzeuge in DGS und formulieren den theoretischen 

Rahmen der RGS. Schließlich untersuchen wir zwei aktuelle Vertreter der RGS und 

stellen DGS und RGS vergleichend gegenüber. 

 

3.1 Dynamische Geometrie software (DGS ) 

 

Dynamische Geometriesoftware (DGS) bildet Zirkel und Lineal virtuell ab. Ein DGS erlaubt 

das geometrische Konstruieren am Computer ähnlich wie auf Papier, allerdings bietet ein 

DGS gegenüber dem Papier den sogenannten Zugmodus. Mit diesem wird die Geometrie dy-

namisch, genauer gesagt kinematisch, aber der erste Begriff hat sich durchgesetzt. Im Zug-

modus können (manche) Punkte mit der Maus nachträglich verschoben werden. Dabei bleiben 

die funktionalen Zusammenhänge zwischen den geometrischen Objekten bestehen, so bleibt 

etwa ein konstruierter Mittelpunkt einer Strecke deren Mittelpunkt.  

 

Beispiel Mittelpunkt einer Strecke 

 

 
 

Abbildung 40:  Eine Strecke ═║ mit  Mittelpunkt ╜, bevor (links)   

                und nachdem (rechts) an ║ gezogen wurde 

 

Die beiden Konfigurationen der Abbildung 40 bestehen aus sogenannten freien Punkten ὃ 

und ὄ, der Strecke ὃὄ und dem Mittelpunkt ὓ dieser Strecke. An ὃ und ὄ kann mit der Maus 

im Zugmodus beliebig gezogen werden, dabei bleibt ὓ der Mittelpunkt der Strecke, denn als 

solcher wurde er konstruiert.  

 

Am Punkt ὓ kann in einem DGS nicht gezogen werden, denn er hängt von ὃ und ὄ ab, das 

heißt die Lage von ὓ ist durch die Lage von ὃ und ὄ bestimmt: ὓ liegt in der Mitte der 

Strecke ὃὄ. Möchte man die Lage von ὓ verändern, geht das nur indirekt über einen Zug an 

ὃ oder ὄ. Hinter diesem einfachen Beispiel verbirgt sich ein grundlegendes Prinzip. 
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Funktionales Prinzip  

Neue Objekte, die aus bereits existierenden entstehen, hängen von diesen funktional ab. 

Bemerkungen 

1. In einem DGS kann nur an den freien Punkten gezogen werden. Die freien Punkte 

stehen zeitlich am Anfang einer Konstruktion. 
 

2. Die Positionen abhängiger Objekte lassen sich nicht direkt, sondern nur indirekt ver-

ändern. So kann zum Beispiel die Lage des Mittelpunktes ὓ in der obigen Konfi-

guration durch Ziehen an den freien Punkten ὃ oder ὄ indirekt verändert werden. Es 

ist in aktuellen DGS zwar möglich, Strecken als Ganzes zu verschieben oder sogar das 

gesamte virtuelle Zeichenblatt, aber es ist nicht möglich, direkt am Punkt ὓ zu ziehen 

und auf diese Weise seine Position zu verändern.  
 

3. Das funktionale Prinzip gilt für jeden Schritt einer Konstruktion. 
 

4. Funktionale Abhängigkeiten bleiben im Zugmodus erhalten. 

Aktuelle Vertreter von DGS sind EUKLID  DynaGeo (R. MECHLING) und GeoGebra (M. 

HOHENWARTER und Team). In [Graumann et al. 96, S. 197] formulieren die Autoren die 

bekannte Definition eines DGS: 

ĂUnter DGS verstehen wir Programme, 

 

1. die eine euklidisch geprägte Schulgeometrie und deren traditionelle Werk-

zeuge auf dynamische Weise modellieren (Zugmodus) , 
 

2.  eine Sequenz von Konstruktionsbefehlen zu einem neuen Befehl zusammen-

fassen können (Makro), 
 

3.  und auf Wunsch die Bahnbewegung von Punkten visualisieren, die in Ab-

hängigkeit zu anderen Punkten stehen (Ortslinie).ñ 

Anschaulich gesprochen bietet ein DGS also zunächst die gleichen Möglichkeiten wie Papier, 

Bleistift, Lineal und Zirkel. Darüber hinaus ermöglicht ein DGS durch den Zugmodus beweg-

te Geometrie: Ist etwa wie oben beschrieben ein Punkt ὓ als Mittelpunkt einer Strecke ὃὄ 
konstruiert, so bleibt er deren Mittelpunkt, wenn man an ὃ oder an ὄ zieht.  

Durch den Zugmodus werden vereinzelte Konfigurationen erzeugt. Diese kann man sich als 

Einzelbilder eines Daumenkinos oder als Dias vorstellen. Der fachmathematische Rahmen 

basiert auf dem Begriff der Zugfigur, vgl. [ElGaHe00].         

In der obigen Definition ist nicht explizit die Rede von freien und abhängigen Punkten. Diese 

Unterscheidung ergibt sich aus der Formulierung Ăder euklidisch geprägten Schulgeometrieñ. 

Dort beginnt eine Konstruktion immer mit den freien Punkten und Objekte, die zeitlich später 

entstehen, hängen funktional von bereits existierenden Objekten ab.  

Wir werden im Unterkapitel 3.5 sehen, dass diese Unterscheidung wichtig für die Abgren-

zung zwischen DGS und den sogenannten relationalen Geometriesystemen ist. 
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Ein Model für die interne Darstellung von Konstruktionen: gerichtete Graphen 

Funktionale Abhängigkeiten können in einem sogenannten gerichteten Graphen veran-

schaulicht werden. Die Konfiguration einer Strecke ὃὄ mit Mittelpunkt ὓ aus Abbildung 40 

sieht in einem gerichteten Graphen folgendermaßen aus. 

 

Abbildung 41: Gerichteter Graph der Konfiguration  Strecke ═║ mit Mittelpunkt ╜ 

Hierbei bedeutet der Pfeil O, dass das Zielobjekt von Ausgangsobjekten abhängt. Man liest 

den Graphen in Richtung der Pfeile. Im Beispiel der Strecke ὃὄ mit Mittelpunkt ὓ hängt ὓ 

von ὃ und von ὄ ab. Ein gerichteter Graph stellt die funktionalen Abhängigkeiten einer Kon-

struktionsbeschreibung graphisch dar, wir werden daher auch den Begriff Abhängig-

keitsgraph verwenden. 

Wir ergänzen zu dieser Konfiguration einen Kreis ὑ um ὓ durch ὄ und erhalten als 

gerichteten Graphen die nächste Abbildung. 

 

Abbildung 42: Der gerichtete Graph nach Hinzufügen des Kreises ╚ mit Mittelpunkt ╜ durch ║ 

Der Mittelpunkt ὓ hängt weiterhin von den Punkten ὃ und ὄ an, der Kreis ὑ hängt von den 

Punkten ὓ und ὄ ab. 

Würde man den Kreis ὑ um ὓ durch den Punkt ὃ (anstatt ὄ) betrachten, so würde sich 

wegen der Symmetrie eine äquivalente Konfiguration mit gleichem Verhalten im Zugmodus 

ergeben, jedoch hätte der gerichtete Graph dieser Konfiguration ein anderes Aussehen. 
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3.2 Stetig keit versus Determiniertheit : das Problem der 
springenden Punkt e 

Hier besprechen wir den gleichnamigen Abschnitt der Hilfe in der Benutzeroberfläche von 

EUKLID DynaGeo [Mechling12] als geschichtliche Grundlage des Stetigkeitsbegriffes in 

einem DGS.  

Ende der 80er Jahre kam Cabri Géomètre als erstes DGS auf den deutschen Markt. Die damit 

verbundenen didaktischen Möglichkeiten wurden kontrovers diskutiert. Im Rahmen dieser 

Debatte wurden zwei Forderungen an ein DGS gestellt: 

ĂDeterminismus-Forderung: Wenn der Benutzer nach dem Verziehen einer Zeich-

nung alle Basisobjekte in ihre ursprüngliche Lage zurückbringt, dann sollen auch 

alle abhängigen Objekte wieder in ihrer ursprünglichen Lage sein. 

Stetigkeits-Forderung: Wenn ein Basisobjekt um ein kleines Stück verschoben wird, 

dann sollen sich alle abhängigen Objekte ebenfalls nur um ein kleines Stück verschie-

ben.ñ [Mechling12] 

Bei der Determinismus-Forderung liegt die Betonung auf dem aktuellen Zustand: Eine Kon-

figuration darf kein ĂGedªchtnisñ besitzen. Konfigurationen sind folglich reversibel. Die Ste-

tigkeitsforderung hingegen besagt, dass es im Zugmodus in einer Konfiguration keine 

springenden Objekte geben soll. 

Beide Forderungen erscheinen zunächst völlig natürlich und sich nicht zu widersprechen. Bei 

linearen Konstruktionen5 sind beide Forderungen leicht zu erfüllen, allerdings treten bei der 

Umsetzung nicht-linearer Konstruktionen auf der Software-Ebene prinzipielle Schwierigkei-

ten auf: 

Beispiel 1: Eine deterministische, unstetige Konfiguration  

Wir betrachten eine Konfiguration in einem DGS bestehend aus zwei kongruenten Kreisen 

mit Mittelpunkten ὃ bzw. ὄ auf einer Geraden Ὣ und der Strecke zwischen dem oberen 

Schnittpunkte Ὓ der Kreise und einem freien Punkt ὖ. 

 
Abbildung 43: Eine deterministische, unstetige Konfiguration 

                                                 
5 Das sind Konstruktionen, in denen ausschließlich Punkte, Strecken, Halbgeraden und Geraden auftreten, also  

   keine Kreise. 
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Ausgehend von der Konfiguration in Abbildung 43 verschieben wir den Punkt ὃ auf der 

Geraden Ὣ nach rechts auf den Punkt ὄ zu. Dabei bewegt sich der linke Kreis ebenfalls nach 

rechts wie in der nächsten Abbildung dargestellt. 

 
 

Abbildung 44: Wir bewegen den Punkt ═ hin zum Punkt ║. 

 

Im Grenzfall, dass die Punkte ὃ und ὄ miteinander inzidieren, inzidieren auch die beiden 

Kreise. Dann gibt es nicht mehr zwei, sondern unendlich viele Schnittpunkte, aber der 

Schnittpunkt Ὓ verschwindet in der Darstellung des DGS, ebenso der untere Schnittpunkt. 

 
Abbildung 45: ═ und ║ fallen zusammen, es gibt unendlich viele Schnittpunkte und ╢ ist verschwunden. 

Was passiert nun, wenn wir den Punkt ὃ auf der Geraden Ὣ ein Stück weiter nach rechts 

verschieben?  

Sicherlich existieren dann wieder genau zwei Schnittpunkte und die Strecke Ὓὖ müsste dem-

zufolge wieder erscheinen. Diese Erwartung erfüllt sich, allerdings springt der Punkt Ὓ von 

oben nach unten und damit springt auch die Strecke Ὓὖ, das heißt diese Konfiguration ist 

nicht stetig. 
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Abbildung 46: Der Schnittpunkt ╢ ist nach unten gesprungen und mit ihm die Strecke ╢╟. 

Verschieben wir nun den Punkt ὃ in der Konfiguration von Abbildung 46 nach links, dann 

erhalten wir die Ausgangskonfiguration, die Konfiguration ist somit reversibel, also ist Deter-

minismus gegeben. 

Beispiel 2: Eine stetige, nicht deterministische Konfiguration ( Winkelhalbierende) 

Wir entnehmen die folgende Konfiguration und die zugehörigen Beobachtungen der Hilfe 

[Mechling12] von EUKLID DynaGeo. Die Konfiguration bestehe aus zwei Strecken ὃὄ und 

ὃὅ mit gemeinsamen Anfangspunkt ὃ, der zugehörigen Winkelhalbierenden ύ und einem 

Punkt ὖ auf ύ. 

 
 

Abbildung 47: Zwei Strecken ═║ und ═╒, die Winkelhalbierende ◌ und ein Punkt ╟ auf ◌ 

Hierbei sind ὃ,ὄ und ὅ freie Punkte. Der Punkt ὖ wurde durch das Werkzeug Punkt auf Linie 

erzeugt. Nun verschieben wir ὅ auf einem gedachten Kreis gegen den Uhrzeigersinn. Dabei 

wandert die Winkelhalbierende ύ und mit ihr der Punkt ὖ dynamisch mit. 

 
 

Abbildung 48: Wir verschieben den Punkt ╒ im Gegenuhrzeigersinn. 
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Nach einem vollen Umlauf von σφπЈ des Punktes ὅ befinden sich die freien Objekte wieder 

in der Ausgangslage, allerdings gilt dies nicht für alle abhängigen Objekte, denn der Punkt ὖ 

liegt nun auf der anderen Seite von ὃ im Vergleich zur Ausgangskonfiguration: Die Winkel-

halbierende ύ hat ihre Orientierung geändert. Folglich ist diese Konfiguration nicht deter-

ministisch, aber stetig. R. MECHLING formuliert in den Hilfeseiten seines Programms: 

ĂEine nªhere Betrachtung zeigt, dass die Zeichenflªche mit der Einf¿hrung des 

Zugmodus von der Euklidischen Ebene zur Riemannschen Fläche zu mutieren droht: 

Je nach Konstruktion kann sie nun mehrfach überdeckt sein, d.h. mehrere Varianten 

zur selben Konfiguration der Basisobjekte (und das heißt auch: zur selben Konstruk-

tionsbeschreibung!) enthalten. Und auf welchem ĂBlattñ wir uns gerade befinden 

(d.h. welche Variante wir gerade sehen), darüber entscheidet die Vorgeschichte der 

Zeichnung. Die Determinismusforderung kann nun als der Versuch gesehen werden, 

die einfache Euklidische Ebene auch im Zugmodus zu retten. Sie bedeutet letztlich, 

dass die Zeichnung kein Gedächtnis haben darf: Die Lage aller abhängigen Objekte 

der Zeichnung soll vollständig durch die Lage der Basisobjekte determiniert sein und 

nicht von deren Vorgeschichte abhängen, also davon, wie sich diese Objekte zuvor 

bewegt haben.ñ [ebenda] 

Wir halten als Resultat fest:  

¶ Wenn man Determinismus fordert, ist die Eigenschaft der Stetigkeit nicht mehr 

garantiert. 
 

¶ Wenn man Stetigkeit fordert, ist die Eigenschaft des Determinismus nicht mehr 

garantiert. 

In GeoGebra ist die Konfiguration der Winkelhalbierenden unstetig, aber deterministisch.  

Obwohl beide Forderungen zunächst natürlich und widerspruchsfrei erscheinen, zeigen diese 

Beispiele, dass sie grundsätzlich nicht vereinbar sind. Erst Ende der 90er Jahre kam mit 

Cinderella von U. KORTENKAMP ein DGS auf den Markt, das die Stetigkeitsforderung kon-

sequent erfüllt. Studiert man zugehörige Veröffentlichungen wie zum Beispiel [ElGaHe00], 

so kommt man zu dem Schluss, dass die Stetigkeitsforderung prinzipiell deutlich schwieriger 

zu erfüllen ist als die Determinismusforderung. In EUKLID DynaGeo hat ein Benutzer in den 

sog. Experten-Optionen6 die bemerkenswerte Wahl, ob er der Stetigkeit oder dem Deter-

minismus den Vorzug gibt: 

 
 

Abbildung 49: Die Gretchen-Frage Determinismus versus Stetigkeit bei EUKLID DynaGeo 

                                                 
6 Diese Experten-Optionen finden Sie in der Hauptleiste unter dem Punkt ĂVerschiedenesñ, dann wªhlen Sie       

   ĂEinstellungenñ aus. 
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3.3 DGS-Unstetigkeit auf der begrifflichen Ebene : Parall elogramm  
springt zum Trapez  

Bei der Beschäftigung mit der Thematik Stetigkeit in einem DGS habe ich mit mehreren Kon-

figurationen experimentiert und bin bei der Konstruktion eines Parallelogramms mit Geo-

Gebra auf das folgende Phänomen gestoßen. 

Ausgehend von drei Basispunkten ὃ, ὄ und ὅ erstellen wir die Geraden Ὣ durch ὃ und ὄ und 

die Parallele Ὤ zu Ὣ durch den Punkt ὅ.7 Dann konstruieren wir den Kreis ὑ um ὄ durch ὅ 

und den Kreis ὑᴂ um ὃ mit jeweils gleichem, hinreichend großem Radius. ὑᴂ schneidet die 

Parallele Ὤ in den Punkten Ὀ und Ὀᴂ. Wir erhalten somit das Parallelogramm ὃὄὅὈ: 
 

 
 

Abbildung 50: Konstrukt ion eines Parallelogramms ═║╒╓ in GeoGebra 
 

Verschiebt man nun den Punkt ὅ nach links, so rücken die Punkte Ὀ und Ὀᴂ zusammen und 

inzidieren im Grenzfall eines Rechtecks. 
 

 

Abbildung 51: Das Parallelogramm wird im Grenzfall zum Rechteck. 

Verschiebt man den Punkt ὅ weiter nach links, so entfernen sich Ὀ und Ὀᴂ voneinander und 

das Parallelogramm wird zum Trapez, ohne dass ein Punkt Ăspringtñ.  

                                                 
7 Im Zugmodus wird die Konfiguration stabiler, wenn der Punkt ὅ als ĂPunkt auf Linieñ auf einer vorgegebenen  

    Parallelen Ὤ gesetzt wird. Allerdings möchte ich mich beim Untersuchen von Unstetigkeit in einem DGS auf  

   die rein konstruktiven Werkzeuge beschränken. 
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Abbildung 52: Das Parallelogramm wird zum Trapez. 

Offenbar liegt die Ursache dieses Verhaltens an der Doppeldeutigkeit der Schnittpunkte der 

Geraden Ὤ mit dem Kreis ὑᴂ.  

Bewegt man den Punkt ὅ nun zurück in seine Ausgangsposition, so wird das Trapez wieder 

zum Parallelogramm. Die Konfiguration ist reversibel, also ist hier Determinismus gesichert. 

Verschiebt man die freien Punkt ein wenig, so verschieben sich die abhängigen Objekte eben-

falls wenig, folglich ist Stetigkeit gegeben.  

Hier liegt eine Unstetigkeit auf der begrifflichen Ebene vor: Das Parallelogramm wird zum 

Trapez.  

GeoGebra und EUKLID DynaGeo zeigen obiges Verhalten, Cinderella hingegen nicht, vgl. 

[Kortenkamp99, S. 88]. KORTENKAMP formuliert sinngemäß, dass nicht Stetigkeit das direkte 

Ziel ist, das man anstreben sollte, sondern Analyzität: Die abhängigen Punkte sollen im Sinne 

der Funktionentheorie vom beweglichen Basisobjekt abhängen. Diese Aussage wird in 

[Kortenkamp99, S. 58 ff., S.108 ff. und S. 151 ff.] fachwissenschaftlich dargestellt. 

 

 

 

3.4 Relation ale Werkzeuge in DGS 

Wie oben beschrieben ermöglichen DGS bewegte Geometrie mit Zirkel und Lineal als Grund-

lage, allerdings verfügen einige DGS auch über Werkzeuge, die darüber hinausgehen: 

Definition : Relationales Werkzeug 

Ein relationales Werkzeug ist ein Werkzeug, das eine Relation oder eine Einschränkung in der 

Konfiguration umsetzt. 

In EUKLID DynaGeo gibt es zum Beispiel die relationalen Werkzeuge Strecke fester Länge, 

Punkt auf Linie, Punkt fixieren, Punkt in freien Basispunkt verwandeln und weitere. Diese 

Werkzeuge werden in EUKLID DynaGeo nicht als relational bezeichnet. Man findet sie etwas 

unsystematisch verteilt unter dem Menüunterpunkt , auf der Konstruktionsleiste der 

Werkzeuge und auf die Hauptleiste. 
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Abbildung 53: In EUKLID DynaGeo befinden sich relationale Werkzeuge (blau eingerahmt). 

 

Wir gehen nun auf die eingerahmten relationalen Werkzeuge der Abbildung 53 ein. An-

schließend untersuchen wir das Zusammenspiel mehrerer relationaler Werkzeuge.  

 

Im folgenden Abschnitt beziehe ich mich wieder auf [Mechling12], genauer gesagt auf die 

Hilfserklärungen zum jeweiligen Befehl in EUKLID. 

1. Strecke fester Länge     

 

Mit dem Werkzeug Strecke fester Länge wird eine Strecke bestehend aus Anfangs- und 

Endpunkt mit einer wählbaren Länge erzeugt. Nach dem Erzeugen kann diese Strecke ver-

schoben werden und behält dabei ihre Länge. Weiter ist es möglich, den Zahlenwert der 

Länge nachträglich zu ändern, in dem ein Benutzer die Strecke mit der rechten Maustaste aus-

wählt. 

 
Abbildung 54: Der Zahlenwert der Streckenlänge kann nachträglich geändert werden. 

 

Außerdem kann ein Benutzer mit diesem Werkzeug die Länge einer freien Strecke auf einen 

konkreten Zahlenwert einschränken: Eine Strecke ὃὄ werde aus den zwei freien Punkten ὃ 

und ὄ konstruiert. Nun wählen wir in der Werkzeugleiste das Werkzeug Strecke fester Länge 

aus. Es öffnet sich ein Dialogfenster, in dem wir die gewünschte Länge eingeben. 
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Abbildung 55: EUKLID DynaGeo erwartet als Eingabe die gewünschte Länge. 

 

Danach klicken wir nacheinander die Punkte ὃ und ὄ an, um die gewünschte Länge zu über-

mitteln, zum Beispiel χ ὧά. Zur Probe lassen wir die Strecke ὃὄ messen: 
 

 
Abbildung 56: Die Länge der Strecke ═║ hat sich auf den gewünschten Wert geändert. 

 

Danach können wir die Strecke im Zugmodus verschieben, die Länge bleibt dabei erhalten. 

Das bedeutet, dass mit dem Werkzeug Strecke fester Länge eine Einschränkung an die Länge 

einer zuvor freien Strecke realisiert wurde. 

  

2. Punkt auf Linie    

 

Das Werkzeug Punkt auf Linie erzeugt einen gebundenen Punkt auf einer Linie, zum Beispiel 

einer Geraden, einer Strecke oder einem Kreis. Somit ist der Punkt auf Linie eine Mischform 

aus einem freien Punkt und einem abhängigen Punkt. 

 

 
 

Abbildung 57: Der Punkt ╟ ist durch das Werkzeug Punkt auf Linie  an die Kreislinie gebunden. 

 

Standardmäßig wird in EUKLID DynaGeo ein Punkt auf Linie nicht optisch von den freien 

Punkten unterschieden. In Abbildung 57 wurde die Punktform von ὖ händisch geändert, von 

einem schwarzen Quadrat  zu einem Kreuz . 

 

Ein weiteres Beispiel für einen gebundenen Punkt auf einer Linie haben wir bereits gesehen: 

Bei der Parabelkonstruktion im Abschnitt 2.2 ist der Lotfußpunkt ὒ von diesem Typ. 
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3. Punkt an Linie binden  und Bindung eines Punktes auflösen  

 

Diese beiden Werkzeuge finden sich in der Hauptleiste von EUKLID DynaGeo. Das Werk-

zeug Punkt an Linie binden wird angewandt auf einen Punkt ὖ und eine Linie ὒ. Es führt 

dazu, dass ein bis dahin freier Punkt ὖ anschließend auf der Linie ὒ fixiert ist.  

 

Ein Benutzer erhält eine gleichwertige Konfiguration, wenn er direkt auf der Linie ὒ einen 

Punkt auf Linie erzeugen würde. Das Werkzeug Bindung eines Punktes auflösen hebt eine zu-

vor gesetzte Bindung wieder auf. In diesem Sinne handelt es sich hierbei um ein Paar von 

Umkehrwerkzeugen.  

 

4. Punkt fixieren und Punkt auf Gitterpunkt schieben 

 

Das Werkzeug Punkt fixieren ändert einen freien Punkt hin zu einem Punkt mit festen Koor-

dinaten, so dass er nicht mehr bewegt werden kann. Wenden wir dieses Werkzeug auf den 

Startpunkt ὃ einer Strecke ὃὄ an, so lässt sich anschließend nur noch die Lage des freien 

Punktes ὄ ändern.  

 

In den Standardeinstellungen wird ein fixierter Punkt mit einem schwarzen Quadrat mit 

weißem Zentrum  markiert. Wendet man das Werkzeug Punkt auf Gitterpunkt schieben auf 

einen freien Punkt an, so ist dieser anschließend auf dem Gitterpunkt fixiert, der am nächsten 

liegt. 

5. Punkt in freien Basispunkt verwandeln 

 

Mit dem Werkzeug Punkt in freien Basispunkt verwandeln kann ein Benutzer einen  konstru-

ierten oder fixierten Punkt in einen freien Basispunkt verwandeln. Dabei werden diejenigen 

funktionalen Abhängigkeiten aufgelöst, die aussagen, von welchen Objekten der betreffende 

Punkt funktional abhängt, aber die von diesem Punkt ausgehenden funktionalen Abhängig-

keiten bleiben erhalten.  

 

Wir betrachten zur Veranschaulichung eine Konfiguration bestehend aus einer Strecke ὃὄ, 
deren Mittelpunkt und einem Kreis um ὓ durch ὃ. 
 

 
Abbildung 58: Eine Strecke ═║ mit Mittelpunkt ╜ und Kreis ╚ um ╜ durch ═ 

 

In dieser Konfiguration sind die Punkte ὃ und ὄ die freien Ausgangsobjekte. Der Mittelpunkt 

ὓ hängt von ὃ und ὄ funktional ab, der Kreis ὑ schließlich hängt von ὓ und ὃ ab. Nun 

wenden wir das Werkzeug Punkt in freien Basispunkt verwandeln auf den Mittelpunkt ὓ an. 
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Damit wird ὓ aus dem Abhängigkeitsgraph verschoben, ὓ ist somit nicht mehr von ὃ und ὄ 

abhängig, aber der Kreis ὑ ist weiterhin von ὓ (und ὃ) abhängig:  

 

 
Abbildung 59: Der Abhängigkeitsgraph der Konfiguration vor (links) und nach (rechts)  

              Anwendung des Werkzeugs Punkt in freien Basispunkt verwandeln 

 

Nach der Anwendung des Werkzeugs Punkt in freien Basispunkt verwandeln auf den Punkt ὓ 

kann ὓ frei bewegt werden. Der Kreis ὑ bewegt sich dabei dynamisch mit und verläuft wei-

terhin durch den Punkt ὃ. 
 

 
Abbildung 60: Auf ╜ wurde das Werkzeug Punkt in freien Basispunkt verwandeln angewandt. 

 

Wählt man anstatt eines konstruierten Punktes einen an eine Linie gebundenen Punkt, so wird 

die Bindung an diese Linie durch das Werkzeug erwartungsgemäß aufgehoben. 

 

6. Zwei Punkte zusammenführen 

Mit diesem Befehl können zwei Punkte einer Konfiguration in einen Punkt zusammengeführt 

werden. Hierbei ist die Reihenfolge der Übermittlung der Punkte wichtig: In der Hilfe-Datei 

[Mechling12] wird der erste Punkt Quellpunkt genannt, der zweite Punkt wird als Zielpunkt 

bezeichnet. Nachdem der Befehl auf den Quellpunkt und den Zielpunkt angewandt wurde, 

passiert folgendes:  

1. ĂAlle vom Quellpunkt direkt abhängigen Objekte werden vom Quellpunkt 

abgekoppelt und als vom Zielpunkt abhängig verbucht; anschaulich 

gesprochen: der Zielpunkt adoptiert alle Kinder des Quellpunktes.  

2. SchlieÇlich wird der Quellpunkt gelºscht.ñ [ebenda] 
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Wegen dieser Unterscheidung in Quell- und Zielpunkt ist dieses Werkzeug nicht sym-

metrisch: Wählt man bei der Konfiguration Kreis ὑ um Mittelpunkt ὓ durch Punkt ὖ den 

Mittelpunkt ὓ als Quellpunkt und ὖ als Zielpunkt, dann verschwindet ὑ und ὓ und es bleibt 

der Punkt ὖ übrig. Wählt man hingegen ὖ als Quellpunkt und ὓ als Zielpunkt, so verschwin-

det ὑ und es bleibt ὓ übrig. 

Zusammenspiel relationaler Werkzeuge in EUKLID DynaGeo  
 

Beispiel 1: Strecke fester Länge kombiniert mit Punkt fixieren 

 

Wir erstellen mit EUKLID eine Strecke fester Länge, zum Beispiel υὧά und wenden dann 

das Relationswerkzeug Punkt fixieren auf den Anfangspunkt ὃ der Strecke an. 

 

 
 

Abbildung 61: Konfiguration bestehend aus einer Strecke ═║ mit fester Länge und fixiertem Punkt ═. 

 

Nun kann die Lage von ὃ nicht mehr verändert werden. Die Strecke ὃὄ besitzt die feste 

Länge υὧά. Folglich kann in der Konfiguration nur noch ὃὄ verschoben werden oder die Po-

sition von ὄ verändert werden: der Punkt ὄ lässt sich auf einem Kreis mit dem Mittelpunkt ὃ 

bewegen. Der zugehörige Radius ist gerade so groß wie die gewählte Streckenlänge. 

 

   
 

Abbildung 62: Der Punkt ║ lässt sich nur noch auf einem Kreis bewegen. 

 

Nur mit Blick auf die Konfiguration und das Verhalten im Zugmodus ließe sich das DGS in 

diesem Beispiel nicht von einem sogenannten relationalen Geometriesystem (RGS) unter-

scheiden. 

 

Beispiel 2: Punkt auf Linie kombiniert mit zwei Punkte zusammenführen 

 

Wir konstruieren mit EUKLID zwei Geraden Ὣ und Ὤ und setzen mit dem Werkzeug Punkt 

auf Linie jeweils einen Punkt auf jede Gerade.  

 

 
 

Abbildung 63: Auf die Gerade ▌ (bzw. ▐) setzen wir den Punkt ═ bzw. ║. 
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Nun wenden wir das Werkzeug Punkte zusammenführen auf die Punkte ὃ und ὄ bzw. in um-

gekehrter Reihenfolge an. Was würde wohl ein Benutzer erwarten, der das zum ersten Mal 

tut? 

 

 

 
 

Abbildung 64: Nach Anwendung des Werkzeugs zwei Punkte zusammenführen  

                                                  mit ═ als Quellpunkt und ║ als Zielpunkt 

 

 

 
 

Abbildung 65: Nach Anwendung des Werkzeugs zwei Punkte zusammenführen  

                                                  mit ║ als Quellpunkt und ═ als Zielpunkt 

 

Hier verschwindet also jeweils der Quellpunkt, der Zielpunkt bleibt auf seiner Position. Mit 

Blick auf den Namen des Werkzeugs könnten Benutzer auch das Szenario erwarten, dass die 

beiden Punkte hier auf einen zusammenfallen und mit dem (existierenden) Schnittpunkt über-

einstimmen. Dabei blieben alle gesetzten Relationen (Punkt auf Linie) erhalten.  

 

Beispiel 3: Mehrfache Anwendung des Werkzeugs Strecke fester Länge 

 

Die Möglichkeit der Festlegung einer Streckenlänge besteht mit EUKLID  auch dann, wenn 

die einzuschränkende Strecke die Seite eines Dreiecks ist. Im gleichen Dreieck funktioniert 

das allerdings nur mit höchstens zwei Seiten.  

 

Bei dem Versuch, auch der dritten Strecke eine feste Länge zuzuordnen, kommt es zu einer 

Fehlermeldung: 

 

 
 

Abbildung 66: EUKLID  gibt bei dreimaliger Anwendung des Werkzeugs 

    Strecke fester Länge eine Fehlermeldung aus. 

 



 

63 

Dieses Phänomen untersuchen wir näher:  

 

Bei einer Strecke ὃὄ mit fester Länge (z. B. 5ὧά) hängt ὄ von ὃ ab, wenn wir an ὃ ziehen. 

Ziehen wir an ὃ, wird der Punkt ὄ im Abstand von υὧά folgen. Mit der Notation eines ge-

richteten Graphen schreiben wir ὃᴼὄȢ Umgekehrt hängt ὄ von ὃ ab, wenn wir an ὃ ziehen. 

Hier ist das funktionale Prinzip also in beiden Fällen gültig, aber nicht einheitlich. Wenn wir 

an ὃ ziehen, hängt ὄ von ὃ ab und umgekehrt. Wir stellen das durch einen Doppelpfeil ὃᴾ
ὄ dar, der sich abhängig, ob wir an ὃ oder ὄ ziehen, in den entsprechenden einfachen Pfeil 

ändert.  

 

Angenommen, wir hätten nun eine Dreieckskonfiguration SSS durch dreimalige Anwendung 

des Werkzeugs Strecke fester Länge realisiert, dann ergeben sich die folgenden funktionalen 

Abhängigkeiten: 

 
Abbildung 67: Funktionale Abhängigkeiten bei einer hypothetischen dreifachen Anwendung  

des Werkzeugs Strecke fester Länge 

 

Ziehen wir nun am Punkt ὃ, so ergeben sich speziell die funktionalen Abhängigkeiten: 

 

ὃᴼὄᴼὅᴼὃ. 

Es käme also zu einem Zirkelschluss, denn ὃ würde von sich selbst abhängen. Folglich ist die 

Dreieckskonstruktion SSS durch eine dreimalige Anwendung des Relationswerkzeugs Strecke 

fester Länge in einem DGS nicht umsetzbar. 

 

 

3.5 Der theoretische  Rahmen der  relationalen Geometriesoftware 
(RGS) und relationales Denken  

Während in einem DGS gleich bei der Erzeugung eines Objektes seine Eigenschaften be-

stimmt sind, indem etwa ein Punkt als Schnittpunkt zweier Kreise definiert wird, sind bei 

einem RGS die Erzeugung von Objekten und die Festlegung von Eigenschaften getrennt. Die 

zugehörige Konfiguration wird in einem RGS bestimmt durch Einschränkungen (auch Rela-

tionen oder Constraints) zwischen den Objekten. In einem (idealen) RGS existieren zwar 

Objekte vergleichbar wie in einem DGS, allerdings hängen diese im theoretischen Modell 

nicht durch das funktionale Prinzip voneinander ab, sondern im Zugmodus gilt das: 

Hauptprinzip der relationalen Geometriesoftware 

Das System realisiert die Bedingungen, die man übermittelt, aber abgesehen davon kann der 

Benutzer die Konfiguration im Zugmodus frei verändern. 
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Im Vergleich zum Zugmodus eines DGS ist das ein auffälliger Unterschied: Dort kann ein 

Benutzer nur an den wenigen freien Punkten ziehen, in einem RGS hingegen kann er an allen 

Punkten der Konfiguration ziehen. Eine Ausnahme liegt etwa dann vor, wenn einem Punkt 

feste Koordinaten zugeordnet werden. Die folgenden Beispiele beziehen sich auf das Pro-

gramm Geometry Expressions von Philip Todd. Dieses wird im Unterkapitel 3.8 näher vorge-

stellt. 

Beispiel 1: Mittelpunkt einer Strecke 

Um den Mittelpunkt einer Strecke ὃὄ zu erzeugen, geht ein Benutzer in folgenden Schritten 

vor:  

1. Erzeugung der Punkte ὃ, ὄ und ὓ, 
 

2. Erzeugung der Strecke ὃὄ, 
 

3. Übermittlung der Bedingung: ὓ liegt auf der Strecke ὃὄ, 
 

4. Übermittlung der Bedingung: ὃὦίὸὥὲὨὓȠὃ ὃὦίὸὥὲὨὓȠὄ ὥ. 

 

Abbildung 68: Der Mittelpunkt ╜ einer Strecke ═║ wird durch  eine 

                        Inzidenz-  und zwei Abstandsbedingungen realisiert.  

Konstruiert ein Benutzer mit einem DGS den Mittelpunkt ὓ einer Strecke ὃὄ, so kann er dy-

namisch an ὃ oder ὄ ziehen, aber nicht an ὓ, denn ὓ hängt von ὃ und ὄ ab. In einem RGS 

hingegen kann an allen Punkten (und an der Strecke ὃὄ) gezogen werden. Dabei bleiben alle 

übermittelten Bedingungen erfüllt, das heißt ὓ ist immer der Mittelpunkt der Strecke ὃὄ.  

Würde ein Benutzer nur an den Punkten ὃ und ὄ ziehen, könnte er allein dadurch nicht sicher 

entscheiden, ob er mit einem DGS oder einem RGS arbeitet. 

Beispiel 2: Dreieck mit vorgegebenen Seitenlängen  
 

Um in einem RGS ein Dreieck mit drei vorgegebenen Seitenlängen zu erzeugen, erstellt man 

die Objekte und gibt ihre Eigenschaften vor: 

1. Erzeugung der Punkte  ὃ, ὄ, ὅ, 
 

2. Erzeugung der Strecken ὥ ὄὅ, ὦ ὃὅ, ὧ ὃὄ, 
 

3. Übermittlung der Einschränkungen ὥ φὧά, ὦ υὧά, ὧ τὧά. 
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Abbildung 69: Dreieck mit vorgegebenen Seitenlängen 

 

Danach lässt sich das Dreieck im Zugmodus nur noch als Ganzes bewegen. Hier ist also keine 

Konstruktion gemäß SSS erforderlich, sondern es reicht aus, zuerst die benötigten Objekte zu 

erzeugen und danach dem System die Bedingungen für die Streckenlängen zu übermitteln. 

Nach dieser ersten Umschreibung formulieren wir den zentralen Begriff des Kapitels. 

Definition : ideales RGS 

Ein ideales RGS ist ein Geometrieprogramm, das folgende Eigenschaften erfüllt: 

 

1. Geometrische Grundobjekte wie Punkt, Strecke, Gerade, Kreis können erzeugt und 

wieder gelöscht werden. 

2. Geometrische Relationen können zwischen Objekten vorgeschrieben und wieder ge-

löscht werden. Solche Relationen sind beispielsweise Inzidenz, Kollinearität, 

Parallelität, Orthogonalität und Abstandsgleichheit.  

3. Für den Zugmodus gilt das Hauptprinzip der RGS. 

 

Im Sinne der Definition eines DGS von GRAUMANN  et al. können wir folgende Eigenschaften 

ergänzen: 

4. Eine Sequenz von Konstruktionsbefehlen lässt sich zu einem neuen Befehl zusammen-

fassen (Makro). 

5. Ein RGS kann die Bahnbewegung von Punkten visualisieren, die in Relation zu 

anderen Punkten stehen (Ortslinie). 

 

Diese Definition ist grundlegend für die vorliegende Arbeit und verdient dementsprechend 

eine ausführliche Besprechung. 

Beim in Kraft setzen einer Relation verändert sich im Allgemeinen die aktuelle Konfiguration 

und neu erzeugte Objekte besitzen zunächst keinerlei Beziehung zu anderen Objekten. Die 

Kombination aus erzeugten Objekten und den zwischen ihnen gesetzten Relationen ist das 

Analogon zur Konstruktion bei einem DGS, das heißt diese Daten bestimmen das Verhalten 
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der Konfiguration im Zugmodus. Zur klaren Abgrenzung verwenden wir bei der Benutzung 

eines RGS den Begriff der Komposition, vgl. die Definition in Unterkapitel 1.1. 

 

Die Gültigkeit des Hauptprinzips der RGS impliziert, dass in einem idealen RGS keine Unter-

scheidung zwischen freien und abhängigen Punkten existiert.  

 

Die Definition eines idealen RGS verdeckt für die Umsetzung auf der Softwareebene 

problematische Details: Relationen können sich widersprechen, ein RGS muss das entdecken 

und zurückmelden. Des Weiteren legen Relationen im Allgemeinen die neuen Positionen von 

Objekten nicht eindeutig fest, das RGS muss also auswählen oder dem Benutzer die Wahl 

lassen. Die konkrete Wahl durch das RGS kann für den Benutzer willkürlich und nicht nach-

vollziehbar wirken. 

In einem RGS müssen Objekte irgendwie erzeugt werden. Bei einem idealen RGS erfolgt das 

bei den Punkten durch ĂZeichnenñ (Mausklick), aber bereits bei einer Strecke bzw. einer 

Geraden stößt man hier an eine philosophisch-theoretische Grenze und muss faktisch auf das 

Konstruieren zurückgreifen: Eine Strecke entsteht durch das Verbinden zweier Punkte. Das ist 

eine Grundkonstruktion.  

Die Überschneidung hin zum Konstruieren setzt sich in den real existierenden RGS fort, zum 

Beispiel beim Mittelpunkt einer Strecke, da ein Benutzer nicht auf die gewohnten grund-

legenden DGS-Werkzeuge verzichten möchte. 

Abgrenzung zu DGS: prinzipielle Unterschiede 

 

Bereits in der ersten Eigenschaft eines DGS, die durch GRAUMANN  et al. gefordert wird, zeigt 

sich ein fundamentaler Unterschied zwischen beiden Systemen. Dort heißt es:  

 

Ă[é]  die eine euklidisch geprägte Schulgeometrie und deren traditionelle Werkzeuge 

auf dynamische Weise modellieren [é]ñ.  

 

Eine euklidisch geprägte Schulgeometrie impliziert die Unterscheidung zwischen freien und 

abhängigen Punkten, aber in einem idealen RGS existiert diese Unterscheidung nicht. Bei 

Konstruktionen ist die zeitlich-logische Struktur relevant, während Spezifikationen in einem 

RGS in beliebiger Reihenfolge gegeben werden können, da sie durch das logische UND 

miteinander verknüpft sind.  

 

Grundkonstruktionen wie Mittelpunkt einer Strecke und Senkrechte auf einer Geraden durch 

einen Punkt können auch relational in Form von Bedingungen aufgefasst werden, allerdings 

können in einem DGS nicht jederzeit Bedingungen gesetzt bzw. gelöscht werden. 

 

Wir haben in Unterkapitel 3.4 gesehen, dass in DGS wie EUKLID DynaGeo und GeoGebra 

vereinzelt relationale Werkzeuge vorkommen. Diese Tatsache macht ein DGS aber nicht 

schon zu einem RGS, denn diese relationalen Werkzeuge sind die Ausnahme, nicht die Regel. 

Außerdem liegt diesen vereinzelten relationalen Werkzeugen kein Gesamtkonzept zugrunde. 

 

Trotz dieser Unterschiede zwischen DGS und RGS gibt es Konfigurationen, bei denen ein 

Benutzer nur mit Blick auf das Verhalten im Zugmodus nicht zwischen den beiden Systemen 

unterscheiden könnte. Wir greifen zur Veranschaulichung dieser Aussage nochmals die 

Konfiguration bestehend aus einer Strecke ὃὄ auf, bei der die Länge der Strecke vorgegeben 

wird und der Punkt ὃ fixiert wird. 
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Abbildung 70: Konfiguration b estehend aus einer Strecke ═║  mit fester Länge und fixiertem Punkt ═. 

In dieser Konfiguration lässt sich nur noch der Punkt ὄ verändern: Er kann auf dem Kreis um 

ὃ bewegt werden. Dabei ist der zugehörige Radius gerade so groß wie die Länge der Strecke 

ὃὄ. In einem RGS erhält man diese Konfiguration durch folgende Schritte:  

¶ Erzeugung der Punkte ὃ und ὄ und der Strecke ὃὄ, 

¶ Formulierung der Bedingungen: ὃὦίὸὥὲὨὃȟὄ υὧά und ὃὼȟώ πȟπ 

Dann zeigt die Konfiguration in einem RGS das gleiche Verhalten wie in einem DGS mit 

obigen Relationswerkzeugen. Nur mit Ansicht des Zugmodus, aber ohne Softwarekenntnis 

wäre hier also ein Betrachter nicht in der Lage, ein DGS mit einzelnen relationalen Werkzeu-

gen von einem RGS zu unterscheiden. 

 

Abgrenzung zu DGS: Unstetigkeit im Zugmodus 

 

Geometry Expressions setzt eine durch Bedingungen definierte Konfiguration durch eine er-

mittelte Konstruktion um. Für solche RGS gilt also das gleiche Spannungsverhältnis zwischen 

Stetigkeit und Determinismus wie für DGS. Wir überprüfen diese Aussage an zwei Bei-

spielen. 

 

Beispiel 1: Parallelogramm springt zum Trapez 

 

Wir setzen in Geometry Expressions mit dem folgendem Kompositionsprotokoll ein Paral-

lelogramm um. 

 

1. ὃ,ὄ sind freie Punkte. 

2. Erstelle die Strecke ὃὄ. 

3. Erstelle eine Gerade Ὣ. 

4. Setze den Punkt ὅ auf Ὣ. 

5. Setze Gerade Ὣ und Strecke ὃὄ parallel zueinander. 

6. Erstelle Kreis Ὧ um ὃ durch ὅ. 

7. Erstelle Kreis Ὧ um ὄ durch Ὀ. Der Kreis soll Ὣ schneiden. 

8. Setze Länge der Strecke ὃὅ auf ὥ. 

9. Erstelle Schnittpunkte Ὁ und Ὂ von Ὧ mit Ὣ. 

10. Setze Länge der Strecke ὄὉ auf ὥ. 
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Dann erhält man ein Parallelogramm wie in Abbildung 71 dargestellt. 

 
 

Abbildung 71: Parallelogramm umgesetzt mit Geometry Expressions 

Verschiebt man nun den Punkt ὅ nach links, so rücken die Punkte Ὂ und Ὁ zusammen und in-

zidieren im Grenzfall. Dann liegt ein Rechteck ὃὄὉὅ vor. Verschiebt man dann den Punkt ὅ 

weiter nach links, so entfernen sich Ὂ und Ὁ wieder voneinander, aber das Parallelogramm 

wird zum Trapez.  

 
 

Abbi ldung 72: Das Parallelogramm ═║╔╒ wurde zum Trapez. 

Bewegt man anschließend den Punkt ὅ zurück in seine Ausgangsposition, so wird das Trapez 

wieder zum Parallelogramm. Die Konfiguration ist reversibel, also ist hier Determinismus ge-

geben. Verschiebt man die freien Punkt ein wenig, so verschieben sich die abhängigen Ob-

jekte ebenfalls wenig, folglich ist auch Stetigkeit gegeben.  

Hier liegt eine Unstetigkeit auf der begrifflichen Ebene vor: Das Parallelogramm Ăspringtñ 

zum Trapez. Die Konfiguration verhält sich beim Ziehen am Punkt ὅ genauso wie die ent-

sprechende Konfiguration in GeoGebra oder EUKLID DynaGeo.  

Die Ursache des Phänomens lässt sich wiederum durch die Doppeldeutigkeit des Schnittes 

einer Geraden mit einem Kreis begründen: Die Software vertauscht die Rollen der beiden 

Punkte Ὁ und Ὂ nachdem beide inzidieren. 
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Wie verhält sich die Konfiguration, wenn wir am Punkt E ziehen? 

Obwohl der Punkt Ὁ konstruiert wurde, lässt er sich in Geometry Expressions gemäß dem 

Hauptprinzip innerhalb der Grenzen seiner Einschränkungen bewegen, das heißt, er lässt sich 

auf dem Kreis Ὧ und der Geraden Ὣ verschieben.  

Wir bewegen ihn ausgehend von Abbildung 71 in Richtung des Punktes Ὂ bis er links von 

Ὂ liegt. 

 
Abbildung 73: Wir z iehen am Punkt ╔. 

Bewegen wir nun den Punkt Ὁ weiter im Gegenuhrzeigersinn auf dem Kreis Ὧ so schlägt das 

Trapez über Kreuz um. 

 
Abbildung 74: Das Trapez schlägt über Kreuz um. 

Bewegt man den Punkt Ὁ nun zurück in seine Ausgangsposition, so wird das Trapez wieder 

zum Parallelogramm. Die Konfiguration ist reversibel, also liegt hier Determinismus vor. 

Verschiebt man die freien Punkte ein wenig, so verschieben sich die abhängigen Objekte 

ebenfalls wenig, folglich ist Stetigkeit gegeben.  

Gleichwohl gibt es hier zwei Unstetigkeiten auf der begrifflichen Ebene: Erst springt das 

Parallelogramm zum Trapez über und dann wird aus dem Trapez ein überschlagendes Trapez. 
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Beispiel 2: Inkreis eines Dreiecks springt zum Ankreis 

Wir setzen die Konfiguration eines Dreiecks und des zugehörigen Inkreises mit folgendem 

Kompositionsprotokoll um: 

1. Erstelle das Dreieck ὃ,ὄ,ὅ. 

2. Erstelle den Kreis ὑ um den Punkt Ὀ durch den Punkt Ὁ. 

3. Setze die Strecken ὃὄ, ὃὅ und ὄὅ tangential zum Kreis ὑ. 

 
            Abbildung 75: Der Inkreis des Dreiecks ═║╒ wird mit Tangentialbedingungen umgesetzt. 

Zieht man nun ὅ in Richtung der Seite ὃὄ und darüber hinaus, so springt der Inkreis zum 

Ankreis um: 

 
 

Abbildung 76: Der Inkreis ist zum Ankreis umgesprungen. 

Denkt man sich die Dreiecksseiten zu Geraden verlängert, dann bleiben die Tangentialbe-

dingungen sinngemäß erhalten. Das wird in Geometry Expressions mit den strichlierten 

Lotgeraden und den Symbolen für einen rechten Winkel angezeigt. Zieht man nun ὅ zurück 

in Richtung der Strecke ὃὄ, dann springt der Ankreis an der Strecke ὃὄ um. 

 
Abbildung 77: Der Ankreis ist an der Strecke ═║ umgesprungen. 
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Bei dieser Konfiguration liegt wiederum eine Unstetigkeit auf der begrifflichen Ebene vor: 

Der Inkreis springt zum Ankreis über. Außerdem lässt sich das im Zugmodus nicht umkehren.  

In Abschnitt 4.3.9 auf S. 116 werden wir weiter sehen, dass eine äußere gemeinsame Tangen-

te zweier Kreise zu einer inneren gemeinsamen Tangente werden kann, aber dieses Phänomen 

interpretiere ich nicht als Unstetigkeit, da es eine gemeinsame Tangente bleibt. 

Abgrenzung zu DGS: Abhängigkeitsgraph eines DGS versus Relationsgraph eines RGS 

 

Wir greifen nochmals das Beispiel der Konfiguration auf, die aus den Punkten ὃ, ὄ, ὓ und 

dem Kreis ὑ um ὓ durch ὃ besteht. ὓ sei der Mittelpunkt der Strecke ὃὄ. In Abbildung 59 

hatten wir den Abhängigkeitsgraphen dargestellt: 

 
 

Abbildung 78: Abhängigkeitsgraph der Konfiguration 

 

In einem Relationsgraphen hingegen werden die Relationen visuell abgebildet. Die folgende 

Art der Darstellung ist aus [BoFuHo95] entnommen und modifiziert:   

 
 

Abbildung 79: Relationsgraph der Konfiguration 

 
Darin drücken die Doppelpfeile P  aus, dass eine Relation sich aus zwei Perspektiven 

betrachten bzw. in zwei Richtungen lesen lässt: Der Punkt ὃ liegt auf dem Kreis ὑ, das heißt, 

es gilt ὃ ɴ ὑ. Natürlich können wir auch formulieren, dass der Kreis ὑ den Punkt ὃ enthält: 

ὑᶳὃ. 
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Vergleich zwischen funktionalem und relationalem Denken (Fortsetzung) 

Nachdem nun das Konzept eines RGS vorliegt, setzen wir den Vergleich zwischen funk-

tionalem und relationalem Denken des Unterkapitels 1.2 fort. 

 
Tabelle 7: Gegenüberstellung der zentralen Aspekte des funktionalen und relationalen Denkens 

(Fortsetzung von Tabelle 4) 

 
 
 

 

 

Funktionales Denken 
 

 

Relationales Denken 
 

 

Verknüpfung zwischen 

den beteiligten Größen 
 

 

 

Zuordnungscharakter 

 

 

Beziehungscharakter 

 

Hauptaspekt der 

Verknüpfung 
 

 

 

Änderungsverhalten 
 

 

Invarianzverhalten und 

Gleichberechtigung 

 

Kontext Geometrie 

(Konfiguration)  
 

 

 

Konstruktion 

 

Komposition  

 

Zeitlicher Aspekt 

 

 

Reihenfolge der Konstruk-

tionsschritte ist relevant. 

 

 

Reihenfolge der Komposi-

tionsschritte ist zweitran-

gig. 
 

 

Dynamik 
 

  

Kann bewegt gedacht werden 

(J. ROTH). 
 

 

Konzept der Freiheitsgrade 

 

Zeitlicher Aspekt  

 

Bei einer Konstruktion ist die Reihenfolge der Konstruktionsschritte relevant. Bei einer Kom-

position hingegen ist die Reihenfolge der Kompositionsschritte zweitrangig, denn die Rela-

tionen sind paarweise durch das logische UND miteinander verknüpft. Eine Konstruktion er-

fordert Planung. Konstruktionen als geometrische Planungsprozesse stehen modellhaft für 

komplexere, auch außermathematische Planungsprozesse. Bei einer Komposition hingegen 

stehen das relationale und begriffliche Erfassen der Situation im Vordergrund.  

 

Diese Unterschiede veranschaulichen wir am Beispiel des Dreiecksumkreises. 

 

 

 
 

Abbildung 80: Konstruktion des Umkr eises eines Dreiecks 
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Bei der Konstruktion des Umkreismittelpunktes muss benutzt werden, dass dieser sich als 

Schnittpunkt der Mittelsenkrechten ergibt. Bei der Komposition hingegen wird benutzt, dass 

der Umkreismittelpunkt von allen drei Eckpunkten des Dreiecks den gleichen Abstand besitzt:  
 

 
 

Abbildung 81: Komposition des Umkreises mit einem RGS 

 

Dynamik 

 

Eine Konstruktion kann nach ROTH bewegt gedacht werden. ROTH nennt in seiner Disser-

tation [Roth05, S. 14] die folgenden Kernfähigkeiten des bewegten Denkens: 

 

¶ Ăin eine Konfiguration Bewegung hineinsehen und damit argumentieren, 

¶ die Gesamtkonfiguration erfassen und analysieren, 

¶ das Änderungsverhalten erfassen und beschreiben.ñ 

 

Der erste Aspekt lässt sich wörtlich auch beim relationalen Denken notieren, denn Konfi-

guration ist der Oberbegriff zu Konstruktion und Komposition. Allerdings haftet einer funk-

tionalen Bewegung grundsätzlich eine Orientierung an: Wenn sich ὼ ändert, dann ändert sich 

ώ Ὢὼ davon abhängig. In einer Komposition hingegen können grundsätzlich alle Objekte 

verändert bzw. Ăin Gang gesetztñ werden und sich dadurch wechselseitig verändern, dabei 

bleiben die gesetzten Relationen in Kraft mit dem Freiheitsgrad als eine charakteristische 

Größe. 

 

Der zweite Aspekt lässt sich sinngemäß ebenfalls beim relationalen Denken festhalten: Rela-

tional erfassen und analysieren bedeutet bei einer Komposition die vorhandenen geo-

metrischen Objekte zu benennen und die zwischen ihnen gelten Relationen zu formulieren. 

 

Der Aspekt des Änderungsverhaltens korrespondiert beim relationalen Denken mit dem In-

varianzverhalten wie bei der Hyperbelgleichung ὼϽώ ρ bereits ausgeführt wurde. In einem 

dynamischen Geometriesystem sind Konfigurationen im Zugmodus variabel. Das bedeutet, 

im Zugmodus können sich auch die Relationen zwischen den geometrischen Objekten mit der 

Zeit verändern. Betrachten wir etwa zwei Geraden Ὣ und Ὤ. Auf der Software-Ebene haben 

wir es hier zu tun mit einer Schar von Geraden Ὣ und Ὤ: Zu jedem Zeitpunkt ὸ existieren 

zwei virtuelle Realisierungen der Geraden Ὣ und Ὤ mit Relationen, die sich abhängig von 

der Zeit ändern können. 

 

In einem RGS ist der Aspekt der Dynamik an das Konzept der Freiheitsgrade gekoppelt. 
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Diese Aussage spiegelt sich im Hauptprinzip der RGS wider: Das System realisiert die Be-

dingungen, die man übermittelt, aber abgesehen davon kann der Benutzer die Konfiguration 

frei verändern. 

 

3.6 Perspektivenwechsel  Geometrie  ï Algebra  

 

Wir stellen in diesem Unterkapitel die Beziehung zur Algebra her. Dazu vergleichen wir auf 

der fachwissenschaftlichen Ebene Entsprechungen zwischen Geometrie und Algebra und auf 

der softwaretechnischen Ebene Entsprechungen zwischen RGS und CAS. 

 

Nicht alle RGS arbeiten algebraisch, gleichwohl ist es aus didaktischer Sicht sinnvoll, wenn 

sich Lernende bei der Arbeit mit einem solchen System die folgenden Analogien klar machen, 

denn die Formulierung einer Konfiguration durch eine Menge von Gleichungen verdeutlicht, 

dass man ohne funktionale Abhängigkeit auskommen kann. Außerdem unterstützt die alge-

braische Sicht das Denken in Freiheitsgraden. 

 
Tabelle 8: Entsprechungen zwischen Geometrie und Algebra 

 
 

Geometrie 
 

 

Algebra 
 

  

Geometrisches Objekt, z. B. Punkt ὖ 
 

 

Koordinaten, z. B. ὖὼȿώ 
 

 

Finden einer Konfiguration 
 

 

Finden einer Lösung 
 

 

Ziehen mit der Maus 
 

 

ĂWandernñ in der Lösungsmenge 
 

 

Ortslinie aufzeichnen 
 

 

Eindimensionale Lösungsmenge bestimmen 
 

 

Zu viele Einschränkungen für ein Objekt 
 

 

Gleichungssystem überbestimmt 
 

 

Starres System 
 

 

(Lokal) eindeutige Lösung 
 

 

Konstruktionsvorschrift finden 

 

 

Gleichungssystem umformen zu 
 

              ὼ Ὢὼ  
              ὼ Ὢὼȟὼ  

                    . 

                    . 

                    . 
          ὼ Ὢὼȟὼȟȣȟὼ ȟὼ  
 

 

 

Hier liegt nun ein Vergleich mit der Algebra und den Computeralgebrasystemen (CAS) als 

Werkzeuge für diese Disziplin nahe: CAS reduzieren Termumformungen und das Lösen von 

Gleichungen aufs ĂKnºpfchen dr¿ckenñ. DGS gehen nicht so weit: Zur Problemlºsung muss, 

wie auch bei der computerfreien Arbeit, eine Konstruktion gefunden werden. Dagegen stellen 

RGS das geometrische Analogon zu CAS dar, weil typische Konstruktionsaufgaben durch das 

RGS als Black Box gelöst werden können: 



 

75 

Tabelle 9: Vergleich CAS mit RGS 

 

 

 

 

CAS in Abgrenzung zu Papier 

und Tabellenkalkulation 
 

 

RGS in Abgrenzung zu Papier 

und DGS 

 

Rolle für   

Lernende 

 

¶ Entlastung von Arbeiten im 

Kalkül 
 

¶ Freiraum für Lerninhalte, die 

ohne CAS schwer zugäng-

lich sind, zum Beispiel    

Modellierungsaufgaben 

 

¶ Entlastung von komplexen 

Konstruktionen 
 

¶ Freiraum für Lerninhalte, die 

ohne RGS schwer zugäng-

lich sind, z. B. komplexe 

Sätze und Konfigurationen 

 

Umgang mit  

Objekten 
 

 

Objekte können symbolisch be-

handelt werden. 

 

Objekte können geometrische 

Unbestimmte sein. 

 

Zur Benutzung  

nötige Fähigkeiten 
 

 

¶ Terme und Gleichungen in 

Computernotation eingeben 
 

¶ Grundlegende Befehle zur 

Vereinfachung und zur 

Lösung anwenden 

 

 

¶ Geometrische Objekte erzeu-

gen 
 

¶ Grundlegende geometrische 

Relationen umsetzen, um zur 

gewünschten Konfiguration 

zu gelangen 
 

 

Zur  kompetenten 

Benutzung bedarf 

es weiter 

 

¶ algebraic structure sense 
 

¶ Kenntnis der Lösbarkeit 

eines Gleichungssystems 

bzw. der Mächtigkeit einer 

Lösungsmenge 
 

 

 

 

¶ Fähigkeit, das Zugverhalten 

und ggf. Ortslinien zu inter-

pretieren 
 

¶ Kenntnis von nicht eindeu-

tigen Konfigurationen, zum 

Beispiel SSW 

 

Zur weiteren Lektüre mit Blick auf den Begriff algebraic structure sense gehe ich kurz auf  

[Dreyfus/Hoch09] ein Dort erwähnen die Autoren, dass der Begriff structure sense (im alge-

braischen Kontext) auf [Linchevski/Livneh99] zurückgeht. DREYFUS und HOCH greifen 

diesen Begriff auf und konkretisieren ihn in durch die folgende Definition: 

 

ĂStudents are said to display structure sense for high school algebra if they can:  

 

¶ Recognise a familiar structure in its simplest form. 

 

¶ Deal  with  a  compound  term  as  a  single entity,  and  through  an  

appropriate  substitution recognise a familiar structure in a more complex 

form.  

 

¶ Choose appropriate manipulations to make best use of a structure.ò 

[Dreyfus/Hoch09, S. 1] 
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Als Beispiel dazu zitiere ich weiter den Ausschnitt der folgenden Tabelle. Die Probandin Katy 

wurde im Rahmen eines Interviews gebeten, vorgegebene algebraische Ausdrücke (linke 

Spalte) verbal zu beschreiben und neue Beispiele zu geben. 

 
Tabelle 10: Verbalising and exemplifying (Ausschnitt) 

 
 

Structure 
 

 

Explanations 
 

 

New examples 

 

ὥ ςὥὦ ὦ 
 

 

Itôs sum squared 
 

1. σ ςὼό φσ ςὼ ω 

2. τὼ ρςὼ ω φσ ςὼ ω 
 

 

ὥό ὦό 
 

 

Difference of squares 
 

3. ᾀόὼό ωό 

4. ὼ σὼ ς φτ 
 

 

Im dritten Punkt ĂChoose appropriate manipulations to make best use of a structureñ der 

obigen Definition hängt es natürlich von der konkreten Fragestellung ab, was unter geeigneten 

Umformungen zu verstehen ist. 
 

 

 

 

 

 

3.7 Das erste CAD: Sketchpad   

Das System Sketchpad ist 1962 entstanden im Rahmen der Doktorarbeit von I. SUTHERLAND 

in den Lincoln Laboratories am Massachusetts Institute of Technology (MIT) . Es wird bislang 

als eines der einflussreichsten Programme angesehen, das jemals von einer einzelnen Person 

angefertigt wurde. Sketchpad wurde mittels eines sogenannten Lichtgriffels benutzt. Dieser 

wurde ebenfalls am MIT entwickelt und kann als Vorgänger der Maus aufgefasst werden. 

 
Abbildung 82: Verwendung eines Lichtgriffels (engl. light pen) an einem Computerbildschirm8 

Computer aided design (computerunterstütztes Konstruieren) gibt lediglich eine vage Um-

schreibung eines CAD, ein DGS nach GRAUMANN  et al. würde in der Industrie sicherlich 

nicht als CAD akzeptiert werden.  

                                                 
8 Die Aufnahme (ca. Oktokter 1969, Brown University, Rhode Island, USA) wurde als Objekt der Public 

Domain entnommen auf https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtgriffel, zuletzt abgerufen am 18. April 2016. 

https://de.wikipedia.org/wiki/Lichtgriffel
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Üblicherweise kann man mit einem aktuellen CAD sowohl eine Konfiguration komfortabel 

umsetzen als auch Maschinen zur Fertigung des Gegenstandes damit füttern. Außerdem bietet 

ein CAD diverse 3D-Ansichten und man kann die Konstruktionszeichnungen in allen mög-

lichen Variationen zur Dokumentation drucken, speichern und weiterverarbeiten. Ein RGS 

hingegen stellt den Kern eines CAD dar: Mit dem RGS wird eine Konfiguration komfortabel 

umgesetzt. 

Zur Beschreibung von Sketchpad transkribiere ich die folgenden Passagen aus einer Fernseh-

sendung von 1964. Dieses Interview ist auf YouTube in zwei Teilen verfügbar, die jeweils 

zehneinhalb Minuten dauern.9 In dem Bericht werden Forscher der Lincoln Laboratories zu 

Sketchpad interviewt.10 Das Einstiegsbild der Sendung beginnt mit einer Kurzbeschreibung 

von Sketchpad: 

 
 

Abbildung 83: Kurzbeschreibung von Sketchpad 

 

Der Interviewer stellt sich zu Beginn als ĂJohn Fitch, MIT science reporterñ vor und befragt 

zuerst Professor Steven Kuhns. 

 

 
 

Abbildung 84: Prof. Steven Kuhns vom MIT (rechts) 

 

Prof. Kuhns: ĂJohn, weôre going to show you a man actually talking to a computer, in way far 

different than itôs ever been possible to do before.ñ 

                                                 
9 Den ersten Teil finden Sie auf www.youtube.com/watch?v=USyoT_Ha_bA, den zweiten Teil finden Sie auf     

   www.youtube.com/watch?v=BKM3CmRqK2o. Beide Videos wurden zuletzt am 18. April 2016 abgerufen. 

 
10 Im Abspann des zweiten Teils heiÇt es Ărecorded by WGBH-TV Boston, The Lowell Institute Cooperative   

      Broadcasting council.ñ 

http://www.youtube.com/watch?v=USyoT_Ha_bA
http://www.youtube.com/watch?v=BKM3CmRqK2o
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Interviewer: ĂSurely not with his voice.ò 

 

Prof. Kuhns: ĂNo, he is going to be talking graphically, he is going to be drawing and the 

computer is going to understand these drawings.ñ 

Er setzt fort mit: 

Prof. Kuhns: ĂAnd the man will be using a language, a graphical language, that we call 

Sketchpad that started with Ivan Sutherland some years ago when he was busy working on his 

doctoral degree. And you will see a designer effectively, solving a problem step by step. And 

he will not at the outset know precisely what his problem is, nor will he know exactly how to 

solve it but little by little he will begin to investigate ideas and the computer and he will be in 

cooperation ï in the fullest cooperation ï in this work.ñ 

Interviewer: ĂBut how is this different from the way the computer has been used in the past to 

solve problems?ñ 

Prof. Kuhns: ĂIn the conventional way ï the old way ï solving problems with the computer 

has been to understand the problem very very well indeed and moreover to know at the very 

outset just exactly what steps are necessary to solve the problem [é]. But now weôre making 

the computer be more like a ï almost like ï a human assistant and the computer will seem to 

have some intelligence ï it doesnót really only the intelligence that we put in it ï but it seems 

to have some intelligence. [é] if you for example in the old days made so much as one 

mistake of a comma in the wrong place or a decimal point that was omitted, the entire pro-

gram would hang up and wouldnôt run but nowadays if you make a mistake you can correct it, 

as you will see, immediately and the computer is much more dowered and much more 

flexible.ñ 

Anschließend stellt der Interviewer Herrn ĂTimothy Johnson, design division of the depart-

ment of mechanical engineeringò vor. Herr Johnson sitzt in der folgenden Passage vor einem 

für heutige Verhältnisse großen Computer, auf dem Skechtpad läuft. 

 

 
 

 

Abbildung 85: Mr. Johnson sitzt an dem Computer, auf dem Sketchpad läuft. 

 

T. Johnson: ĂIn order to get the information into the computer we have to draw somehow [é] 

and we use the light pen. [é] Sutherlandôs program can draw straight lines and circles.ò 

Anschließend erzeugt Herr Johnson geometrische Objekte wie Strecken und demonstriert den 

Zugmodus von Sketchpad. 
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Abbildung 86: Die Konfiguration wird im Zugmodus mittels Light Pen verändert. 

 

T. Johnson: ĂNow, in an ordinary pencil paper-drawing all we have is this particular picture 

but the computer understands the geometry of this drawing here. [é] And tell the computer to 

move that point by another push button-command.ò 

 

Herr Johnson erzeugt im weiteren Verlauf eine neue Konfiguration und führt vor, wie er eine 

Bedingung (engl. constraint) übermittelt. 

 

T. Johnson: ĂNow I can tell the computer to satisfy this constraint command. [é] You see 

now that indeed the circle is ending at that line. [é]ò 
 

 
 

Abbildung 87: Eine Konfiguration (links) wird erzeugt. Daran wird eine Bedingung übermittelt (rechts). 

 

Der Interviewer bittet Herrn Johnson, das Konzept der Constraints näher zu erklären. Herr 

Johnson gibt daraufhin das Beispiel eines Vierecks, das zu einem Rechteck wird. 

T. Johnson: ĂAnd I want this to be horizontal and vertical - a box. I can apply a new con-

straint, a horizontal constraint here, a vertical constraint here, and a horizontal here [é].ò 

 

 
 

Abbildung 88: An das Viereck werden Constraints übermittelt, so dass ein Rechteck entsteht. 
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Im zweiten Teil des Berichts kann sich der interessierte Leser die Möglichkeiten in 3D von 

Sketchpad ansehen. 

 

3.8 Aktuelle RGS  und softwaretechnische Umsetzung  

In diesem Unterkapitel werden als Vertreter aktueller RGS die Programme Geometry Ex-

pressions und FeliX vorgestellt.11 Wir beginnen mit Geometry Expressions. Dieses Programm 

wurde in der Version 2.2 von den Probanden benutzt. 

Geometry Expressions  

Die erste Version von Geometry Expression, die für die Allgemeinheit bzw. für Schulen ver-

fügbar war, kam 2006 auf den Markt.12 Die Bedienung von Geometry Expressions folgt 

größtenteils dem Idealbild eines RGS: Der Benutzer wählt die beteiligten Objekte aus und 

übermittelt dann die gewünschte Einschränkung wie zum Beispiel Orthogonalität, Parallelität 

und weitere. 

  
 

Abbildung 89: Programmfenster der Demoversion 2.2 von Geometry Expressions (Ausschnitt) 

Mittels impliziter Gleichungen können auch algebraische Einschränkungen definiert werden. 

Außerdem kann sich der Anwender zugehörige parametrische oder implizite Gleichungen von 

Kurven ausgeben lassen. Mit Geometry Expressions können geometrische Größen berechnet 

werden, sowohl symbolisch als auch numerisch. Solche Größen sind zum Beispiel: Abstand, 

Länge, Radius, Winkel, Koordinaten, Flächeninhalt und Umfang. Ergebnisse können in pas-

sendem Format an Derive, Maple, MuPAD, Mathematica und WolframAlpha übergeben wer-

den. Es gibt vier Hauptwerkzeugpaletten: Draw, Construct, Constrain und Calculate.  

Abweichungen gegenüber einem idealen RGS ergeben sich, weil es nicht immer möglich ist, 

mehr als eine Einschränkung für ein Objekt zu realisieren wie das folgende Beispiel zeigt: 

Erzeugt wird ein Punkt A, dessen Koordinaten auf πȿπ festgesetzt werden. Die Länge der 

Verbindungsstrecke zu einem weiteren Punkt B wird auf σ gesetzt. Dann lässt sich der Punkt 

B erwartungsgemäß auf einer Kreisbahn um A drehen. Wenn man nun die x-Koordinate von B 

                                                 
11 Bitte beachten Sie außerdem im Anhang den Einführungskurs RGS, den die Probanden erhalten haben. 
12 Persönliche Mitteilung von Philip Todd, dem Entwickler von Geometry Expressions, am 19. Januar 2014. 
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auf σ festlegen will, was algebraisch möglich wäre, dann akzeptiert Geometry Expressions 

das nicht: 

 
 

Abbildung 90: Geometry Expressions akzeptiert zwei algebraisch mögliche Constraints nicht. 

Verschärft wird dieser Sachverhalt dadurch, dass Constraints im Sinne von Geometry Ex-

pressions bereits durch eine symbolische Benennung definiert werden. Das kann zu zwei 

Szenarien führen: 

1. Wie gerade eben wird eine Fehlermeldung ausgegeben, obwohl alle Relationen lo-

gisch vereinbar sind.  

2. Das Verhalten der Konfiguration kann sich im Zugmodus ändern. 

Beispiel: Änderung des Verhaltens im Zugmodus 

Wir betrachten zwei Punkte ὃ und ὄ und den mittels Construct erzeugten Mittelpunkt ὓ. 

Wird am Punkt ὓ gezogen, so kann sich gemäß dem Hauptprinzip der RGS die Konfiguration 

nur so ändern, dass ὓ weiterhin der Mittelpunkt der Strecke ὃὄ bleibt. Dafür gibt es theore-

tisch drei Möglichkeiten: Nur die Position von ὃ ändert sich, nur die Position von ὄ ändert 

sich oder beide Punkte verändern ihre Position.  

Bei Geometry Expressions liegt der zweite Fall vor, unabhängig davon, ob ὓ zu ὃ hin oder 

weggezogen wird. Wird jedoch am Punkt ὄ gezogen, so ändert sich die Lage von ὓ, der 

Punkt ὃ bewegt sich nicht mit. Allerdings ändert sich dieses letzte Verhalten im Zugmodus, 

wenn dem Punkt ὓ allgemeine Koordinaten zugeordnet werden: 

 
 

Abbildung 91: Besitzt ╜ allgemeine Koordinaten (links), so bewirkt ein Zug an ═ bzw. ║ eine symmetri- 

                          sche Verlängerung der Strecke ═║ (rechts). 

Geometry Expressions interpretiert allgemeine Koordinaten tendenziell als Constraint: Das 

System reagiert auf einen Zug an ὃ bzw. ὄ mit einer symmetrischen Verlängerung bzw. Ver-

kürzung der Strecke ὃὄ. 
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Die Komposition eines Dreiecks mit vorgegebenen Seitenlängen SSS funktioniert intuitiv, 

ebenso die Parabel als Ortskurve und der Gelenkmechanismus.  

Bei der Komposition des Dreiecksinkreises durch Tangentialbedingungen haben wir bereits 

im Unterkapitel 3.5 gesehen, dass der Inkreis zum Ankreis wird, wenn man das Dreieck um-

schlägt. Das lässt sich im Zugmodus nicht mehr umkehren. Es ist außerdem mit Geometry 

Expressions nicht möglich, die Inzidenz zweier Punkte zu fordern. Daraus folgt, dass ein Be-

nutzer ein Viereck nicht zum Dreieck machen kann. 

FeliX 1.0 

FeliX von R. OLDENBURG ist ein algebraisches RGS, vgl. [Oldenburg06 und Oldenburg08]. 

Das Zugverhalten der Komposition wird durch ein System von Gleichungen und Unglei-

chungen zwischen den Koordinatenvariablen beschrieben. 

 
 

Abbild ung 92: Programmfenster von FeliX (Ausschnitt) 

Ein Benutzer kann beliebige Gleichungen eingeben. Für die üblichen Relationen wie Ortho-

gonalität von Geraden oder Inzidenz gibt es Buttons, die das Eintragen der Gleichungen über-

nehmen. Die so entstehenden Gleichungen sind sichtbar und können von Hand weiter modi-

fiziert werden. FeliX kann weiter die impliziten Gleichungen von Ortskurven berechnen. In 

FeliX dürfen sich Constraints sogar widersprechen. Beispielsweise kann man für einen Punkt 

A(x,y) die Koordinaten-Relationen ὼ π, ώ π und ὼ ς fordern. Er wird dann bei ρȿπ 

gezeichnet und es wird vermerkt, dass die erste und dritte Relation verletzt sind: 
 

 

 
 

Abbildung 93: Sich widersprechende Constraints in FeliX (Ausschnitt) 
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Softwaretechnische Umsetzung eines RGS 
 

Wenn sich ein RGS auf die Eigenschaften der Definition beschränkt, hat das zur Folge, dass 

die intellektuelle Leistung, die für die Entwicklung aufgebracht werden muss, in der Behand-

lung der Relationen liegt.  

Für den Zugmodus setzt Geometry Expressions die Bedingungen in eine selbst ermittelte 

Konstruktion um, in der das zu ziehende Objekt ein Basisobjekt sein muss und berechnet dann 

die Konstruktion wie in einem DGS.13 Deshalb lassen sich im Wesentlichen nur solche Kon-

struktionen durchführen, die sich auch mit einem DGS durchführen lassen. Es ist daher bei-

spielsweise nicht möglich, die Winkeldreiteilung nach Archimedes umzusetzen. 

 

Eine andere Strategie verwendet die Übersetzung der Relationen in ein Gleichungssystem und 

dessen Lösung. Das ist bei FeliX der Fall. Ein Geometrieprogramm, in dem beliebige Rela-

tionen durch Gleichungen und Ungleichungen vom Benutzer gesetzt werden können, wird in 

[Oldenburg05, S. 249 ff.] beschrieben und als algebraisch dynamisches Geometriesystem 

(ADGS) bezeichnet. Die in der Definition eines RGS genannten Relationen können algebra-

isch formuliert werden, daraus folgt: Jedes ADGS ist ein RGS. 

Zur vertiefenden Lektüre finden Sie in [Hoffmann/Joan-Arinyo05] eine gute Einführung in 

Constraint solving im Kontext der Geometrie.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
13 Persönliche Mitteilung von Philip Todd am 19. Januar 2014 
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3.9 Gegenüberstellung DGS ï RGS 

 

In diesem Unterkapitel stellen wir DGS und RGS zusammenfassend und vergleichend gegen-

über. Tabelle 11 korrespondiert mit Tabelle 7, in der die zentralen Aspekte des funktionalen 

und relationalen Denkens aufgelistet werden. 

 
Tabelle 11: Gegenüberstellung DGS ï RGS 

 

  

DGS 
 

 

RGS 

 

Zugmodus 
 

 

Eingeschränkt durch die 

Trennung zwischen freien 

und abhängigen Punkten 
 

 

Nicht eingeschränkt durch 

diese Trennung 

 

Zu Grunde liegendes 

mathematisches Konzept 
 

 

Funktionales Prinzip ba-

sierend auf der Trennung 

zwischen freien und ab-

hängigen Punkten 
 

 

Hauptprinzip der RGS ba-

sierend auf Relationen 

bzw. Einschränkungen 
 

 

Zeitliche Reihenfolge der 

Arbeitsschritte 
 

 

Relevant 
 

Nicht relevant 

 

 

Ändern der Konfiguration  
  

 

Mit Aufwand verbunden 
 

 

Standard 
 

 

Makros 
 

 

Ja 
 

Denkbar 

 

Ortslinie  
 

 

Ja 
 

 

Ja 
 

 

Konzeptuelle Überschneidungen 

der Software-Vertreter  
 

 

EUKLID bietet einzelne 

relationale Werkzeuge. 
 

 

GE verfügt über einzelne   

Konstruktionswerkzeuge. 
 

 

Springende Konfigurationen 
 

 

Ja 
 

 

Ja 
 

 
Zugmodus 
 

In einem DGS ist der Zugmodus eingeschränkt durch die Unterscheidung zwischen freien und 

abhängigen Punkten: Es kann nur direkt die Position der freien Punkte verändert werden und 

dadurch indirekt die Lage der abhängigen Punkte. In einem RGS hingegen gibt es diese Un-

terscheidung nicht: im Zugmodus kann jedes Objekt verschoben werden. Aus der Sicht eines 

Benutzers ist der Zugmodus in einem DGS im Vergleich zu einem RGS komplexer, denn es 

gibt deutlich mehr Möglichkeiten auszuwählen, an welchen Objekten gezogen wird.  

Zu Grunde liegendes mathematisches Konzept 

Einem DGS liegt das funktionale Prinzip zugrunde: Neue Objekte, die aus bereits 

existierenden entstehen, hängen von diesen funktional ab. Diese funktionalen Abhängigkeiten 
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bleiben im Zugmodus erhalten. Abhängige Objekte lassen sich nicht direkt verändern. Das 

funktionale Prinzip gilt für jeden Schritt einer Konstruktion.  

In einem RGS hängen Objekte nicht funktional einseitig voneinander ab, sondern sie hängen 

relational zusammen. Es gilt das Hauptprinzip der relationalen Geometriesoftware: Das RGS 

realisiert die Bedingungen, die man übermittelt, aber abgesehen davon kann der Benutzer die 

Konfiguration frei verändern. 

 

Zeitliche Reihenfolge der Arbeitsschritte 
 

In einem DGS ist die Reihenfolge der Arbeitsschritte wegen des funktionalen Prinzips rele-

vant. In einem RGS hingegen gibt es keine ausgezeichnete Reihenfolge der Arbeitsschritte, da 

die Relationen paarweise durch das logische UND miteinander verknüpft sind. Es ist lediglich 

die zeitliche Trennung zwischen der Erzeugung der beteiligten Objekte und dem Setzen der 

Relationen zu beachten. 

 

Ändern der Konfiguration  
 

Bemerkt ein Benutzer im Laufe einer Konstruktion mit einem DGS einen Fehler, so muss er 

an die Stelle im Konstruktionsprotokoll zurückgehen, wo der Fehler auftaucht. Eine Ände-

rung bedeutet bei DGS, dass ein falsch gesetzter Schnittpunkt gelöscht werden muss und 

durch den richtigen ersetzt werden muss. Durch das Löschen des falschen Schnittpunktes wer-

den alle Objekte, die davon abhängen, ebenfalls gelöscht. Die Konstruktion wird also ab dem 

Fehler unbrauchbar und muss ab dem ersten falschen Konstruktionsschritt nochmals erstellt 

werden.  

 

Bildhaft gesprochen errichtet man mit einer Konstruktion Stockwerk um Stockwerk eines 

Turms: Ist eine Etage fehlerhaft, so sind alle Etagen darüber ebenfalls unbrauchbar. Bei einem 

RGS hingegen ist das Abändern der Konfiguration nicht die ungewollte Ausnahme, sondern 

die Regel: Bedingungen können jederzeit gesetzt und gelöscht werden. 

 

Makros 

 

Makros sind ein fester Bestandteil der DGS und stehen für mentale Großschritte. Bislang bie-

tet zwar kein RGS die Möglichkeit zur Makrodefinition (Stand März 2016), aber es sind in 

einem RGS Relationsmakros denkbar: Die Anwendung eines Relationsmakros verändert die 

Konfiguration derart, dass die gewünschten Relationen erfüllt werden. Beispielsweise würde 

ein Makro Dreiecksumkreis als Eingabe ein Dreieck und einen Kreis erwarten und bei An-

wendung dann diejenigen Relationen setzen, die zusammen implizieren, dass der Kreis zum 

Inkreis des Dreiecks wird. Diese Überlegungen werden im Unterkapitel 6.2 auf S. 201 ff. aus-

geführt. 

 

Ortslinie  

 

Ortslinien sind wie Makros ebenfalls fester Bestandteil der DGS. Mit einer Ortslinie kann 

nach GRAUMANN  et al. die Bahnbewegung eines abhängigen Punktes visualisiert werden. 

Etwas plakativ formuliert wird hier ein abhängiger Punkt ausgewählt und mit einem imagi-

nären Farbstift verknüpft. Bewegt man nun einen freien Punkt, so hinterlässt der ausgewählte 

abhängige Punkt eine Farbspur, die sogenannte Ortslinie. Auch in RGS wie Geometry Ex-

pressions sind Ortslinien verfügbar. Mögliche Anwendungen hierzu finden Sie im Unter-

kapitel 6.2 auf Seite 206 mit den Beispielen der Scherung und der Hyperbel als Ortskurve. 
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Konzeptuelle Überschneidungen der Software-Vertreter  

 

In EUKLID DynaGeo gibt es zwar einzelne relationale Werkzeuge wie Strecke fester Länge, 

Punkt auf Linie, Punkt fixieren und Punkt in freien Basispunkt verwandeln, aber dadurch wird 

dieses DGS nicht zu einem RGS, denn das Hauptprinzip der RGS ist nicht erfüllt, mit anderen 

Worten: Im Zugmodus gilt das funktionale Prinzip, an abhängigen Punkten kann nicht gezo-

gen werden. 

 

Analog existieren in Geometry Expressions zwar einzelne Konstruktionswerkzeuge wie 

Mittelpunkt einer Strecke, Schnittpunkt, Mittelsenkrechte und weitere, aber dadurch wird 

dieses RGS nicht zu einem DGS, denn das funktionale Prinzip ist nicht durchgehend erfüllt: 

Es gibt keine Trennung zwischen freien und abhängigen Punkten. Positiv formuliert: Für den 

Zugmodus gilt das Hauptprinzip der RGS. 

 

Springende Konfigurationen 

 

Wir haben gesehen, welche Arten von Unstetigkeit in den beiden Systemen auftreten: In 

einem DGS gibt es aus prinzipiellen Gründen Konfigurationen mit springenden Punkten und 

Parallelogramme können zu Trapezen werden, in einem RGS wie Geometry Expressions kann 

ein Inkreis zum Ankreis springen. Inwiefern solche Unstetigkeiten in einem RGS prinzipieller 

Natur sind, hängt entscheidend von der konkreten Implementierung ab. 
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4 Untersuchung der Arbeitsweise von studentischen 
Probanden  

Dieses Kapitel beschreibt den Praxisteil der Dissertation in Form einer qualitativ 

empirischen Studie. Gegenstand ist die Arbeitsweise von studentischen Probanden 

im Umgang mit DGS (EUKLID DynaGeo) und RGS (Geometry Expressions). Die 

dreizehn Probanden wurden hierfür während eines aufgabenzentrierten Interviews 

videografiert. 

  

4.1 Praktische Forschungsfragen und Design der Untersuchung  

In diesem Unterkapitel werden ausgeführt: die praktischen Forschungsfragen, die Auswahl 

der Probanden, die Auswahl der Softwarevertreter, der Ablauf der Software-Schulungen und 

der Untersuchung und die Grundsätze der Videointerviews. Das Auswertungsverfahren ver-

dient ein eigenes Unterkapitel und wird in 4.2 vorgestellt. 

Praktische Forschungsfragen 

In der Einleitung haben wir erfahren, dass der Wunsch von Schülern nach relationalen Werk-

zeugen bereits in [Hölzl94, S. 90 ff.] dokumentiert wurde. Das war der Anlass für die Frage, 

welche Software seitdem entwickelt wurde und welche didaktischen Möglichkeiten sich da-

raus ergeben. 

 

 

 

 

 

 

 

Auswahl der Probanden 

Die Probanden wurden im Rahmen der Verfügbarkeit ausgesucht unter Berücksichtigung fol-

gender Parameter:  

1. erstes Semester, 
 

2. Studiengang Mathematik für das Haupt-/Realschullehramt oder das gymnasiale 

Lehramt und 
 

3. keine Vorerfahrung mit Geometriesoftware.  

Insgesamt fanden sich zwölf Probandinnen und ein Proband, somit gab es für geschlechts-

spezifische Fragestellungen keine Grundlage. 

 

Praktische Forschungsfragen 
 

(F1)  Wie gehen Lernende mit den Möglichkeiten von Geometry Expressions als Vertreter    

          eines RGS um? 

 

(F2) Wie kommen Lernende mit dem Konzept Bedingungen setzen innerhalb der  

          Umgebung von Geometry Expressions zurecht? 

(F3)dfffKönnen Lernende geeignete Werkzeuge innerhalb einer Software-Umgebung  

          auswählen, um ein vorgegebenes Problem zu lösen? 
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Auswahl der Softwarevertreter 

Neben RGS habe ich auch DGS als Softwaretyp für die Untersuchung ausgewählt. Der 

Hauptgrund dafür liegt in dem Ansatz einer Abgrenzung zu einem etablierten System (DGS) 

und der Forschungsfrage (F3).  

Als Vertreter von DGS habe ich mich für das Programm EUKLID DynaGeo entschieden, da 

dieses zu diesem Zeitpunkt weit verbreitet war. Bei RGS fiel meine Wahl auf das Programm 

Geometry Expressions, da dieses in den USA bereits benutzt wurde und seine Benutzer-

Schnittstelle relativ weit entwickelt war. 

 

Ablauf der Software-Schulungen und der Untersuchung 

Die Softwareschulungen des ersten Durchgangs fanden am 17. und 18. November für DGS 

und am 24. und 25. November 2010 für RGS statt. Die Softwareschulungen des zweiten 

Durchgangs fanden am 5. und 10. Mai 2011 für DGS und am 12. Mai für RGS statt. Jede 

Schulung bestand aus einer Präsentation in Form von Frontalunterricht, anschließender selb-

ständiger Bearbeitung von Übungsaufgaben und deren Besprechung im Plenum. Dadurch 

wurde der Input für alle Teilnehmer möglichst einheitlich gehalten. Bei einer freien Beschäfti-

gung mit Arbeitsmaterial wäre ein einheitlicher Input für alle Teilnehmer nicht in diesem 

Umfang gewährleistet worden. Ein DGS bildet die üblichen Werkzeuge Zirkel, Lineal und 

weitere virtuell ab, liegt somit für Lernende näher an der Geometrie mit Papier und Bleistift 

als ein RGS. Vor diesem Hintergrund finde ich es daher bei der Software-Schulung der Pro-

banden sinnvoll, erst DGS zu behandeln und dann abgrenzend dazu RGS. Die beiden Einfüh-

rungen in die Software dauerten jeweils ca. 90 Minuten und waren ähnlich gegliedert. Behan-

delt wurde bei der Einführung in DGS: 

1. der Einstieg in Benutzeroberfläche die von EUKLID DynaGeo,  

2. freie und abhängige Objekte, 

3. das funktionale Prinzip,  

4. der Satz vom Mittelpunkt des Dreiecksumkreises und  

5. der Satz des Thales.  

 

Die Themen der RGS-Einführung waren: 

1. der Einstieg in die Benutzeroberfläche von Geometry Expressions,  

2. das Hauptprinzip der RGS,  

3. Relationen und Einschränkungen und 

4. der Kongruenzsatz SSS. 

Geometrische Grundlagen wie der Satz vom Mittelpunkt des Dreiecksumkreises, der Satz des 

Thales und der Kongruenzsatz SSS wurden behandelt, um ein fachliches Mindestniveau 

sicherzustellen. Die zugehörigen Schulungsmaterialien sind in den Abschnitten 7.1 und 7.2 

des Anhangs aufgeführt. 

Es gab zwei Durchgänge der Interviews: im Dezember 2010 und im Mai 2011. Im ersten 

Durchgang fanden fünf Interviews mit neun Probanden statt (ein Einzelinterview, vier 
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Zweierinterviews), im zweiten Durchgang fanden zwei Interviews mit jeweils zwei Pro-

banden statt. Jedes Interview dauerte ca. zwei Zeitstunden. 

Grundsätze der Videointerviews 

Die Videointerviews wurden in den folgenden Punkten einheitlich durchgeführt: Die Auf-

gaben wurden auf einzelnen Blättern getrennt ausgeteilt, das heißt auf einem Blatt stand 

genau eine Aufgabe. Aufgaben wurden individuell eingereicht, abhängig vom vermuteten 

Leistungsniveau der Probanden. Allen Interviews gemeinsam war eine leichte Einstiegsauf-

gabe. Die erste Handlungsaufforderung durch den Interviewer lautete, sich die Aufgaben-

stellung in Ruhe durchzulesen. Probanden hatten die Wahl zwischen EUKLID DynaGeo oder 

Geometry Expressions. Daneben durften auch Papier und Bleistift benutzt werden. Die Pro-

banden arbeiteten zu zweit an einem Computer (einzige Ausnahme: ein Einzelinterview) und 

wechselten sich mit der Bedienung ab. Des Weiteren sollten die Probanden laut denken. 

 

 

4.2 Vorstellung und Begründung des Auswertungsverfahren s 

Im Unterkapitel ĂProblem der ¦bertragung auf mathematikdidaktische Fragestellungenñ ver-

weist HATTERMANN in [Hattermann11, S. 68] mit folgenden Worten auf [Wittmann02]: 

 ĂForschungsvorhaben der Mathematikdidaktik sind aufgrund ihrer Verortung in 

einer Grenzdisziplin zur Fachmathematik, Pädagogik, Psychologie, Geschichte und 

Soziologie, vgl. Wittmann [2002, S. 2], besonderen Schwierigkeiten bei der Auswahl 

von Untersuchungsmethoden und deren genauer Konzeption ausgesetzt. So sind 

Lehrbücher zur qualitativen Sozialforschung auf sozialwissenschaftliche Fragestel-

lungen und Forschungskonzeptionen ausgerichtet, sodass eine barrierefreie Übertra-

gung auf konkrete Fragestellungen der Mathematikdidaktik hinsichtlich der For-

schungsmethoden, deren Durchführung und Evaluation bzw. der Anwendung von mo-

dernen Gütekriterien nicht immer problemlos durchführbar ist.ñ 

Auf der gleichen Seite kommt HATTERMANN  zu dem Schluss: 

ĂAufgrund des Vorhabens, das Verhalten von Probanden in 3D-dynamischen Geo-

metriesystemen hinsichtlich des Zugmoduseinsatzes zu erforschen, ist ein qualitativer 

Zugang dem Forschungsgegenstand gegenüber als angemessen anzusehen.ñ  

[ebenda, S. 68] 

Dieser Einschätzung folgend war mein erstes Referenzwerk für die Formulierung des Aus-

wertungsverfahrens die qualitative Inhaltsanalyse [Mayring10]. Dort schreibt der Autor auf 

Seite 29: 

1. ĂEine qualitative Inhaltsanalyse darf die Vorzüge quantitativer Techniken, wie sie 

im Bereich der Kommunikationswissenschaften entwickelt wurden, nämlich deren 

systematisches Vorgehen, nicht aufgeben. Sonst muss sie sich Vorwürfe des Im-

pressionistischen, des Beliebigen gefallen lassen. 

2. Eine qualitative Inhaltsanalyse darf ihr Material nicht isoliert, sondern als Teil 

einer Kommunikationskette verstehen. Sie muss es in ein Kommunikationsmodell 

einordnen. 
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3. Viele Grundbegriffe quantitativer Inhaltsanalyse lassen sich auch in einer quali-

tativen Inhaltsanalyse beibehalten. So vor allem die Konstruktion und Anwendung 

eines Systems von Kategorien als Zentrum der Analyse.  

4. Eine qualitative Inhaltsanalyse muss sich wie jede wissenschaftliche Methode an 

Gütekriterien überprüfen lassen." 

Als ein Merkmal hermeneutischer Wissenschaft sieht MAYRING Ădass wenig versucht wird, 

einzelne Techniken des Verstehens zu entwickeln, sondern eher die Grundstruktur aus-

zuführenñ (ebenda, S. 30). MAYRING lobt die Ansätze von DANNER zu konkreten Verfahrens-

schritten, um die hermeneutische Methodologie weniger theoretisch-abstrakt durchzuführen, 

vgl. [Danner79, S. 89-90]. Diese bestehen aus den drei Hauptpunkten, die ich sinngemäß 

zusammenfasse: 

(A)  Vorbereitende Interpretation: Welche Vormeinung und welche Erwartungen hat der    

 Interpret? Was ist die Kernaussage des Textes? 

(B)  Textimmanente Interpretation: Wie kann der Text grob oder fein gegliedert werden?   

 Wie ist im Sinne des hermeneutischen Zirkels zwischen dem Ganzen und seinem Teil   

 hin- und herzuwechseln? Wie geht der Interpret mit einem Widerspruch um? 

(C)  Koordinierende Interpretation: Wie lauten die bewussten und unbewussten Voraus- 

 setzungen des Autors? Wie können die Zusammenhänge als Hypothesen formuliert  

 werden? [Mayring10, S. 30-31] 

Als Zwischenschritt auf dem Weg zu einem Auswertungsverfahren habe ich die Gedanken 

von HATTERMANN und MAYRING in vier Leitgedanken übertragen:  

1. Unabhängig von MAYRING liegt mein Kommunikationsmodel im lauten Denken der 

Probanden und meinen Fragen als Interviewer, die dieses fortlaufend initiieren sollen, 

begründet. Die Kommunikation zwischen den Probanden untereinander und zwischen 

den Probanden und mir wird schließlich abgebildet in der Transkription des gespro-

chenen Wortes der Videoaufnahmen. 

2. Die Untersuchung ist fest in den Kontext von Geometriesoftware eingebettet, dem-

entsprechend sinnvoll finde ich neben der Transkription der Sprache auch die Doku-

mentation der Aktivitätsbeschreibung und der Bildschirmaufnahmen. 

3. Mit Blick auf den Punkt (C) lege ich hiermit offen, dass ich die Hypothese (H1) be-

reits vor den Interviews aufgrund meiner eigenen Erfahrung als Benutzer von Geo-

metry Expressions hatte. 

4. Ein wesentliches Gütekriterium besteht für mich darin, aus Beobachtungen gewon-

nene Hypothesen sowohl theoretisch zu unterfüttern als auch möglichst breit und 

rigoros anzugreifen. 

 

Bei der gedanklichen Auseinandersetzung mit dem vierten Punkt hatte ich die Assoziation 

eines Disputes zwischen zwei Parteien, die sich vor Gericht befinden und ihren Standpunkt 

vertreten. Geht man von dieser Situation zeitlich zurück, so gelangt man zum Kontext eines 

Tatortes: Dieser ist möglichst unvoreingenommen und sachlich zu untersuchen, man sammelt 

Beobachtungen, manche davon werden später zu Indizien, man befragt Zeugen und so weiter. 
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Freilich lässt sich einwenden, dass sich der Interviewer und Forscher bereits an diesem 

ĂTatortñ bzw. mitten im Geschehen befindet und interagiert, gleichwohl habe ich mich bei der 

Formulierung des Auswertungsverfahrens (und später der Auswertung) an dieser Metapher 

festgehalten: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Die in Unterkapitel 4.4 ab S. 120 transkribierten Passagen Nr. 1 bis Nr. 7 habe ich ausge-

wählt, da ich sie mit Blick auf die Forschungsfragen als relevant einschätze. Das heißt, eine 

Passage wurde ausgewählt, wenn sie als Indiz dienen kann, eine Hypothese zu generieren, 

diese zu untermauern oder anzugreifen. Der Begriff ĂIndizñ (von lat.: indicare, zu Deutsch  

Ăanzeigenñ) stammt bekanntlich aus den Rechts- bzw. Kriminalwissenschaften und bildet die 

Mitte der Steigerungskette Behauptung-Indiz-Beweis. 

So schätze ich a priori Passagen, in denen Probanden innerhalb des RGS Bedingungen setzen, 

als grundsätzlich relevant für die Forschungsfrage (F2) ein und wähle aus dieser Teilmenge 

weitere Passagen aus. Bei der Eingrenzung des Datenmaterials für (F3) konzentriere ich mich 

auf die Passagen, in denen eine Konfiguration mit Software (DGS/RGS) umgesetzt wurde. 

Bei der Auswahl für (F1) gehe ich allgemein von den Interview-Passagen aus, in denen Pro-

banden eine Konfiguration mit Geometry Expressions umsetzen bzw. explorieren.  

U. ECO formuliert im Unterkapitel ĂWas ist Wissenschaftlichkeit?ñ seines Buches [Eco10] 

 

ĂSie [die Arbeit] wird erst dann wissenschaftlich, wenn sie meine Erfahrung öffent-

lich und kontrollierbar dokumentiert. So könnte sie jeder wiederholen, sei es, um zu 

gleichen Ergebnissen zu kommen, sei es, um herauszufinden, dass meine Ergebnisse 

zufällig und keineswegs auf meinen Einfluss zurückzuführen waren, sondern auf 

Faktoren, die ich nicht ber¿cksichtigt habe.ñ [Eco10, S. 45] 

Mithin bleiben bei der Auswahl und Interpretation von Passagen ein menschlicher Faktor und 

damit eine gewisse Willkür übrig. Es ließe sich für einen Computer nicht determinieren, wa-

rum genau diese eine Szene ausgewählt wurde und eine andere hingegen nicht. Dement-

sprechend ist ein Forscher in der Pflicht: Bei der späteren qualitativen Auswertung (ab S. 159) 

werden Hypothesen nicht nur theoretisch unterfüttert, sondern auch angegriffen.  

 

 

 

Auswertungsverfahren 

 
1. Aus der Transkription werden Beobachtungen gesichtet. 

 

2. Die Beobachtungen werden zu einer oder mehreren möglichst falsifizierbaren 

Hypothese/n verdichtet. 

 

3. Die Hypothese wird analysiert: 

 

a) Die Hypothese wird theoretisch unterfüttert. 

b) Die Hypothese wird theoretisch angegriffen. 

 

4. Die Hypothese wird angenommen, modifiziert oder abgelehnt. 
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4.3 Auswahl  und Be sprechung  der Interviewaufgaben  

Zur Vorbereitung der Interviews habe ich die folgenden Aufgaben zusammengestellt. Hier 

sind die internen Bezeichnungen der Aufgaben ergänzt, bei den Handreichungen für die Pro-

banden war das nicht der Fall. Die Aufgaben finden Sie auch als Übersicht im Abschnitt 7.3 

des Anhangs.  

 
Tabelle 12: Quellenangabe der Interviewaufgaben 

 
 

Aufgabe 
 

 

Quelle bzw. Entstehung 

 

ĂQuadratñ 
 

 

Entstanden durch spielerische Anwendung mit relationalen 

Eigenschaften einer Raute bzw. eines Quadrates 
 

 

ĂUmkreismittelpunkt eines Dreiecksñ  
 

 

Standardaufgabe der Geometrie 
 

 

ĂUmkreis Viereckeñ 
 

 

Als Fragestellung spontan entstanden in einem Interview 

im Anschluss an die Aufgabe ĂUmkreismittelpunkt eines 

Dreiecksñ 
 

 

ĂAbrutschende Leiterñ 
 

 

Gefunden in [Filler11] 

 

ĂBlumenmusterñ 
 

 

Entstanden durch geometrische Variation bzw. Ergänzung 

der Konfiguration sechsmaliges Abzirkeln eines Kreises 
 

 

ĂOrtslinieñ 
 

 

Entstanden durch spielerische Anwendung der Prinzipien 

der Variation von [Schupp02], ausgehend von der Mittel-

senkrechten als Ortslinie 
 

 

ĂGemeinsame Tangenten zweier Kreiseñ 
 

 

Mündliche Kommunikation mit R. OLDENBURG 
 

 

ĂEigenmann Nr. 78ñ 
 

 

[Eigenmann81, S. 13] 
 

 

ĂEigenmann Nr. 107ñ 
 

 

[Eigenmann81, S. 17] 
 

 

ĂEigenmann Nr. 51 des zweiten Teilsñ 
 

 

[Eigenmann81, S. 39] 
 

  
  

Allgemeine Begründung der Interviewaufgaben 

 

Mit Blick auf die Forschungsfragen sollte die Bearbeitung der Aufgaben durch die Probanden 

typische Situationen im Umgang mit DGS bzw. RGS generieren. Für die Interviews habe ich 

ein Aufgabenportfolio zusammengestellt, um während der Befragung den Schwierigkeitsgrad 

für die Probanden anpassen zu können. Dementsprechend kamen einige Aufgaben öfter zum 

Einsatz als andere. Außerdem habe ich neben geschlossenen Aufgabenformulierungen auch 

offene ausgewählt, um den Probanden Lösungs- und Bedienungsfreiraum zu lassen. Vertreter 

der offenen Aufgaben sind die minimalistisch formulierten Eigenmann-Aufgaben. Im Anhang 

7.4 auf S. 231 finden Sie die Auflistung der charakteristischen Eigenschaften dieser Auf-

gaben, eine ausführlichere Darstellung wird in [Schneider09] gegeben.  

Ein weiterer Teil der Vorbereitung bestand darin, mögliche Lösungswege der Probanden und 

auch mögliche Schwierigkeiten und Sackgassen bei der Umsetzung einer Konfiguration auf 

der Softwareebene zu bedenken. Die nachfolgende Besprechung fällt stellenweise etwas um-
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fangreich aus, einige der Eventualitäten habe ich während der Interviews nicht benötigt, aber 

mir ging es darum, möglichst sattelfest in die Untersuchung zu gehen. 

 

Die folgende Tabelle gibt eine Übersicht, welche Aufgaben in welchen Interviews gestellt 

wurden und welche Software von den Probanden benutzt wurde. 

 
Tabelle 13: Interviews aufgeschlüsselt nach der Reihenfolge der gestellten Aufgaben  

und der verwendeten Software 

 
 

Aufgabe 
 

Interview 
 

 

1. 
 

2. 
 

3. 
 

4. 
 

5. 
 

6. 
 

7. 

 

Anne & 

Sonja 

 

Umkreis- 

Mittelpunkt 
. 
GE, Euklid 

 

Quadrat 

 
 

GE 

 

EIG 107 

 
 

GE, Euklid 

 

Blumen-

muster 
 

GE 

 

Leiter 

 
 

GE 

 

- 
 

- 

 

Lara-Marie 
 

Umkreis-

mittelpunkt 
 

GE, Euklid 

 

Quadrat 

 
 

GE, Euklid 

 

EIG 107 

 
 

GE, Euklid 

 

EIG 78 

 
 

GE, Euklid 

 

Blumen- 

Muster 
 

GE 

 

Gemeinsame 

Tangenten  
 

GE 

 

Leiter 

 
 

GE 
 

 

Tina & 

Natalie 

 

Quadrat 

 
 

GE, Euklid 
 

 

Umkreis- 

mittelpunkt 
 

GE  

 

EIG 51 (II) 

 
 

GE, Euklid 

 

Gemeinsame 

Tangenten 
 

GE 
 

 

Leiter 

 
 

GE 

 

-  
 

- 

 

Elena & 

Irmgard 

 

Quadrat 

 
 

GE 

 

Umkreis 

Vierecke 
 

GE, Euklid 

 

Umkreis- 

mittelpunkt 
 

GE 

 

EIG 78 

 
 

GE, Euklid 

 

Leiter 

 
 

Euklid, GE 

 

Ortslinie 

 
 

GE 

 

- 

 

Lena & 

Hasan  

 

Quadrat 

 
 

GE, Euklid 

 

Umkreis- 

mittelpunkt 
 

GE 

 

EIG 51 (II) 

 
 

GE 

 

Umkreis 

Vierecke 
 

GE 

 

Leiter 

 
 

GE, Euklid 

 

EIG 78 

 
 

GE, Euklid 

 

- 

 

Jennifer & 

Daniela 

 

Quadrat 

 
 

GE, Euklid 

 

Umkreis- 

mittelpunkt 
 

GE, Euklid 

 

Blumen- 

muster 
 

GE 

 

Gemeinsame 

Tangenten 
 

GE 

 

Umkreis 

Vierecke 
 

GE, Euklid 

 

- 
 

- 

 

Beatrice & 

Selina 

 

 

Quadrat 

 
 

GE, Euklid 

 

Umkreis- 

Mittelpunkt 
 

GE, Euklid 

 

Gemeinsame 

Tangenten 
 

GE 
 

 

Blumen- 

muster 
 

GE 

 

- 

 

- 

 

- 

 
Die Aufgaben Quadrat, Blumenmuster, Eigenmann-Nr. 78, Umkreismittelpunkt und Eigen-

mann-Nr. 51 (II) kommen später in den ausgewählten Interview-Passagen ab S. 120 vor, also 

besprechen wir diese als Erstes. Die Diskussion der Interviewaufgaben gliedert sich in die 

folgenden Teile: 

 

1. Aufgabenstellung 

2. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration 

3. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Exploration 
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4.3.1 Aufgabe ĂQuadratñ 

1. Aufgabenstellung 

a)   Ist ein Viereck mit vier gleich langen Seiten zwangsläufig ein Quadrat? 

b)  Erstellen Sie mit einem Programm Ihrer Wahl ein Quadrat. Es soll möglich sein, an einem 

          Eckpunkt zu ziehen und das Quadrat so größer bzw. kleiner zu machen.  

c)     Wann genau ist ein Viereck ein Quadrat? Bitte geben Sie eine kurze, präzise Formulierung: 

Ein Viereck ist ein Quadrat genau dann, wenn ______________________________________  

 

2. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration en mit einem DGS und Exploration 

Für die Antwort des Aufgabenteils a) ist keine Software nötig. Eine Begründung kann etwa 

mit vier gleich langen Stiften oder als gleich lang gedachten Fingern gegeben werden, die zu 

einer Raute zusammengesetzt werden, dessen Seiten nicht senkrecht aufeinander stehen. 

 

Im Aufgabenteil b) ist für ein Quadrat folgende Konstruktion denkbar: 
 
 

 
 

Abbildung 94: Eine mögliche Konstruktion eines Quadrates 

 

1. Konstruiere eine Strecke ὃὄ. 
 

2. Erstelle die Senkrechte Ὣ auf der Strecke ὃὄ durch den Punkt ὃ. 
 

3. Schlage den Kreis ὑ um ὃ mit Radius ὶ ȿὃὄȿ. Der Kreis ὑ schneidet die Senk-

rechte Ὣ in den Punkten ὅ und ὅᴂ. 
 

4. Konstruiere die Senkrechte Ὤ auf der Geraden Ὣ durch den Punkt ὅ. 
 

5. Konstruiere die Senkrechte Ὥ auf der Strecke ὃὄ durch den Punkt ὄ. Die Senkrechte Ὥ 
schneidet die Gerade Ὤ im Punkt Ὀ. 
 

6. Verbinde die Punkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ zu einem Quadrat. 
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Danach kann an den freien Punkten ὃ und ὄ gezogen werden, um die Lage und Größe des 

Quadrates zu variieren. 

 

Eine andere Lösung besteht darin, mit einer Diagonalen anstatt einer Seite zu beginnen. Hier 

benutzt man die Eigenschaft, dass die Diagonalen in einem Quadrat senkrecht aufeinander 

stehen und sich gegenseitig halbieren: 

 

1. Konstruiere die Strecke ὃὄȢ 
 

2. Konstruiere den Mittelpunkt ὓ der Strecke ὃὄȢ 
 

3. Konstruiere die Senkrechte Ὣ auf der Strecke ὃὄ durch den Punkt ὓ. 
 

4. Schlage den Kreis ὑ um ὓ mit Radius ὶ πȟυϽȿὃὄȿ. Der Kreis ὑ schneidet die 

Senkrechte Ὣ in den Punkten ὅ und Ὀ. 
 

5. Verbinde die Punkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ zu einem Quadrat. 

 
Abbildung 95: Konstruktion eines Quadrates ausgehend von einer Diagonalen 

 

Hier kann ebenfalls an den freien Punkten ὃ und ὄ gezogen werden, um die Lage und Größe 

des Quadrates zu ändern. 

 

Im Teil c) sollten Probanden als definierenden Eigenschaften eines Quadrats formulieren kön-

nen, dass alle Seiten des Vierecks gleich lang sind und zwei benachbarte Seiten senkrecht 

zueinander stehen.  

3. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration en mit einem RGS und Exploration 

Mit einem RGS wird ein gleichseitiges Viereck durch folgende Komposition umgesetzt: 

 

1. Erzeuge vier Punkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ und vier Strecken ὃὄ, ὃὈ, ὄὅ und ὅὈ. 

2. Übermittle die vier Bedingungen: ȿὃὄȿ ὥ, ȿὃὈȿ ὥ, ȿὄὅȿ ὥ und ȿὅὈȿ ὥ. 

Hier wird wie üblich eine Formvariable ὥ benötigt, um zu fordern, dass zwei Strecken gleich 

lang sein sollen. 
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Abbildung 96: Umsetzung eines gleichseitigen Vierecks mit Geometry Expressions 

 

In der Bildfolge sehen Sie, wie ein allgemeines Viereck ὃὄὅὈ Schritt für Schritt in ein 

gleichseitiges Viereck umgewandelt wird. Das Viereck in der Figur 4 ist offenkundig kein 

Quadrat, es fehlt die Bedingung, dass zwei benachbarte Seiten senkrecht aufeinander stehen. 

Diese ergänzen wir: 
 

 
Abbildung 97: Die Raute ist zum Quadrat geworden. 

 

4.3.2 Aufgabe ĂBlumenmusterñ 

1. Aufgabenstellung 

 

Gegeben sei ein Kreis ὑ mit Mittelpunkt ὓ durch den Punkt ὖ. Erzeugen Sie sechs gleich 

große Kreise um den Kreis ὑ, die ὑ berühren, so dass folgendes Blumenmuster entsteht. 
 

 
Abbildung 98: Figur zur Aufgabe ĂBlumenmuster"  

Wenn Sie benachbarte Mittelpunkte der sechs äußeren Kreise miteinander verbinden erhalten 

Sie ein Sechseck. Welche Eigenschaften besitzt dieses Sechseck? 
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2. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration 

 

Wir ergänzen die Figur durch drei gleichseitige Dreiecke. Die Punkte ὃ, ὄ, ὅ, Ὀ, Ὁ und Ὂ der 

folgenden Abbildung sind dann die Mittelpunkte der gesuchten Außenkreise:  
 

 
Abbildung 99: Drei gleichseitige Dreiecke werden als Hilfsobjekte eingeführt. 

 

Die Seitenlänge der gleichseitigen Dreiecke beträgt ί ςȿὓὖȿ. Mit dieser Zerlegung kann 

ein Proband zu einer Konstruktion der gesuchten Punkte ὃ bis Ὂ gelangen: 

 

1. Konstruiere den Halbstrahl ὓὖ. Schlage einen Kreis um ὓ mit Radius ὶḧȿὓὖȿ. 
Dieser Kreis schneidet den Halbstrahl im Punkt ὃ. 
 

2. Schlage einen Kreis um ὓ mit Radius ςὶ und einen Kreis um ὃ mit Radius ςὶ. Beide 

Kreise schneiden sich oberhalb des Halbstrahls ὓὖ im Punkt ὄ und unterhalb im 

Punkt Ὂ. 
 

3. ὅ ist der Spiegelpunkt von ὃ bzgl. der Strecke ὓὄ. 
. 

4. Ὀ ist der Spiegelpunkt von ὃ bzgl. ὓ.  
 

5. Ὁ ist der Spiegelpunkt von ὅ bzgl. der Strecke ὓὃ. 
 

6. Schlage jeweils einen Kreis um ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ,Ὁ und Ὂ mit Radius ὶ. 
 

 

 
 

Abbildung 100: Eine mögliche Konstruktion des Blumenmusters 
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Ein anderer Lösungsansatz besteht im sechsfachen Abzirkeln des zentralen Kreises, ausge-

hend vom Punkt ὖ jeweils durch ὓ: 

 

 
 

Abbildung 101: Alternativer Lösungsweg mit DGS der Aufgabe ĂBlumenmusterñ 

 

In diesem Lösungsweg entstehen die Mittelpunkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ,Ὁ der gesuchten Außenkreise als 

Schnittpunkte zwischen den abgezirkelten Kreisen und den Symmetrieachsen. 

 

2. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Exploration 

 

Der Ausgangskreis ὑ berührt die sechs äußeren Kreise, außerdem berühren sich jeweils zwei 

äußere benachbarte Kreise und die Radien aller Kreise sind gleich groß. Somit könnte ein Pro-

band dieses Blumenmuster durch Abstands- und Tangentialbedingungen umsetzen: 

 

 
 

Abbildung 102: Umsetzung der Konfiguration ĂBlumenmusterñ mit Geometry Expressions 
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Hier sieht man deutlich, wie sich der Anfangszustand mit steigender Zahl der übermittelten 

Bedingungen Schritt für Schritt der gewünschten Konfiguration annähert. Als Kompositions-

protokoll formuliert lautet die obige Bildfolge: 

 

1. Erzeuge sieben Kreise. 
 

2. Übermittle die sieben Bedingungen, dass jeder Radius gleich derselben Variablen ist. 
 

3. Realisiere die Bedingungen, dass jeder äußere Kreis tangential zum Mittelkreis liegt. 
 

4. Realisiere die Bedingungen, dass jeder äußere Kreis tangential zu jedem benachbarten, 

äußeren Kreis liegt.  

4.3.3 Aufgabe ĂEigenmann  Nr. 78ñ 

 

1. Aufgabenstellung 
 

 

 
Abbildung 103: Figur zur Eigenmann-Aufgabe Nr. 78 

Typisch für Eigenmann-Aufgaben ist, dass keine textuelle Handlungsaufforderung formuliert 

wird und dass die zugehörige Abbildung als Figur interpretiert werden muss. In der Aufgabe 

Nr. 78 soll ein Betrachter annehmen, dass der Kreis jeweils tangential zu allen drei angren-

zenden Strecken liegt. Wir führen für die weitere Diskussion einer möglichen Lösung Be-

zeichnungen und Hilfslinien ein: 
 

 
 

Abbildung 104: Eigenmann-Aufgabe Nr. 78 mit eingeführten Bezeichnungen und Hilfslinien  
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Bei dem Kreis handelt es sich um einen Ankreis des Dreiecks ὃὄὅ. Gesucht ist der Radius ὼ. 
Das Dreieck ὃὄὅ ist rechtwinklig, in ihm sind zwei Seitenlängen bekannt. Die dritte Seite 

ergibt sich also mit dem Satz des Pythagoras: 
 

                   ȿὃὅȿ  ςωὧά ςρὧά  

ςπὧά. 

Anschließend lassen sich die Winkel ‌ und ‍ bestimmen: 

 

ÔÁÎ‍ ςπȾςρ, 
 

                                                                      ‍ τσȟφЈ 
 

Mit der Winkelsumme im Dreieck ergibt sich weiter: ‌ τφȟτЈ. 
 

Der Halbstrahl ὃὓ ist die Winkelhalbierende des Winkels bei ὃ. Daher lässt sich die Rech-

nung fortsetzen durch Anwendung des Tangens im Dreieck ὃὓὖ: 
 

ÔÁÎ‌ς  
ὼ

ςπ ὼ
Ͻ 

 

Nach kurzer Umformung und Einsetzen des Wertes von ‌ ergibt sich für die gesuchte Größe:  
 

ὼ ρυὧά. 
 

2. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration 

 

Mit Blick auf die gegebenen Seitenlängen empfiehlt sich ein Maßstab ρȡρπ. Das erste Teilziel 

besteht in der Konstruktion des oberen Dreiecks ὃὄὅ. Danach wird der Kreis ὑ als Ankreis 

konstruiert. Der zugehörige Mittelpunkt ὓ entsteht als Schnittpunkt zweier Winkelhalbie-

renden. Einen Punkt auf der Kreislinie ὑ konstruiert man schließlich als Schnittpunkt eines 

Lotes von ὓ auf einen der beiden Halbstrahlen. 

 

Als ausformulierte Konstruktionsbeschreibung erhalten wir: 

 

1. Konstruiere eine Strecke ὄὅ der Länge ςȟρὧά. 

2. Konstruiere eine Senkrechte Ὣ auf ὄὅ durch den Punkt ὅ. 

3. Schlage einen Kreis Ὧ um ὄ mit Radius ςȟωὧά. 

4. Der Kreis Ὧ schneidet Ὣ oberhalb von ὅ im Punkt ὃ. 

5. Verlängere die Strecke ὃὅ über ὅ hinaus zur Halbgeraden Ὤ. 

6. ύ  ist die Winkelhalbierende von ὃὄ und ὃὅ. 

7. ύ  ist die Winkelhalbierende von ὄὅ und dem Halbstrahl Ὤ ausgehend von ὄ. 

8. ὓ ist der Schnittpunkt von ύund ύ . 

9. Fälle das Lot ὰ von ὓ auf Ὣ. 

10. ὖ ist der Schnittpunkt von ὰ und Ὣ. 

11. ὑ ist der Kreis mit Mittelpunkt ὓ durch den Punkt ὖ. 
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Abbildung 105: Eine mögliche Konstruktion der Figur der Eigenmannaufgabe Nr. 78 

 

Nun kann ein Proband in dem DGS die Strecke ὓὖ abmessen lassen. Er erhält  
 

ὼ ȿὓὖȿ ρȟυὧά. 
 

Mit dem Maßstab ρȡρπ ergibt sich die Lösung ὼ ρυὧά.  
 

3. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Exploration 

 

Mit einem RGS kann ein Proband die zugehörige Konfiguration folgendermaßen umsetzen: 

 

 
Abbildung 106: Umsetzung der Konfiguration der Eigenmann-Aufgabe Nr. 78 (Beginn Protokoll) 
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Kompositionsprotokoll: 

 

1. Erzeuge einen Punkt ὃ und zwei Halbgeraden, die von ὃ ausgehen. 

2. Setze einen Punkt ὄ auf die linke Halbgerade. 

3. Realisiere die Abstandsbedingung: ȿὃὄȿ ςȢω ὧά. 

4. Setze einen Punkt ὅ auf die rechte Halbgerade. 

5. Realisiere die Abstandsbedingung: ȿὃὅȿ ςȢρ ὧά. 

6. Erzeuge die Strecke ὄὅ und setze sie orthogonal zur rechten Halbgeraden. 

 

In der nächsten Bildfolge sehen wir, wie der Komposition ein Kreis hinzugefügt und tangen-

tial eingepasst wird. 
 

 
Abbildung 107: Umsetzung der Konfiguration der Eigenmann-Aufgabe Nr. 78 (Fortsetzung) 

 

7. Erzeuge einen Kreis ὑ unterhalb der Strecke ὄὅ. 

8. Realisiere die Bedingungen, dass der Kreis ὑ jeweils tangential zur Strecke ὄὅ und 

den beiden Halbgeraden liegt. 

 

Danach kann ein Benutzer in dem RGS den Radius des eingepassten Kreises messen lassen. 

Geometry Expressions liefert: ὼ ρȢυ. Mit dem veränderten Maßstab erhält ein Proband also 

die Lösung ρυὧά. 

4.3.4 Aufgabe ĂEigenmann Nr. 51 (II)ñ  

1. Aufgabenstellung 

 
 

Abbildung 108: Eigenmann-Aufgabe Nr. 51 des zweiten Teils 



 

103 

2. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration 

 

Mit Blick auf die Abmessungen empfiehlt sich der Maßstab ρȡρπ. Die Konfiguration lässt 

sich aufteilen in die beiden Dreiecke ὃὄὈ und Ὀὄὅ. In beiden Dreiecken sind alle Seiten-

längen bekannt, daher können beide Dreiecke und damit das Viereck mit der Diagonalen ὄὈ 
durch die Konstruktion SSS erstellt werden. Mit formalen Makros lautet eine mögliche Kon-

struktionsbeschreibung: 

 

1. Konstruiere das Dreieck ὃὄὈ mittels SSS, 

2. Konstruiere das Dreieck Ὀὄὅ mittels SSS. 

 

Eine Anwendung des Kongruenzsatzes SSS auf die Dreiecke ὃὄὈ und Ὀὄὅ impliziert dann, 

dass das Viereck ὃὄὅὈ eindeutig bestimmt ist, das heißt, im Zugmodus kann nur noch die 

Lage, aber nicht mehr die Form des Vierecks verändert werden.  

 

Eine mögliche Schwierigkeit könnte den Probanden das relationale Werkzeug Strecke fester 

Länge bereiten: Dieses lässt sich zwar zweimal anwenden, um zwei Seitenlängen eines Drei-

ecks zu realisieren, aber nicht um das Dreieck zu vollenden, da Anfangs- und Endpunkt gleich 

wären, was zu einem Zirkelschluss führen würde, vgl. S. 63. Unabhängig davon könnte ein 

Proband den Ansatz verfolgen, zu prüfen, ob sich die Mittelsenkrechten in einem Punkt 

schneiden. 

 

Ein Viereck, das einen Umkreis besitzt, heißt Sehnenviereck. In einem Sehnenviereck beträgt 

die Winkelsumme gegenüberliegender Winkel ρψπЈ. Mit dieser definierenden Eigenschaft 

wäre die Aufgabenstellung schnell durch Abmessen der Innenwinkel lösbar, allerdings gehört 

diese Kenntnis kaum zum abrufbaren Wissensrepertoire eines durchschnittlichen Probanden. 

 

3. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Exploration 

 

Ein Benutzer erzeugt Viereck ὃὄὅὈ und die Diagonale ὄὈ und setzt dann die Seitenlängen 

durch Abstandsbedingungen im Maßstab ρȡρπ um: 
 

 
Abbildung 109: Das Viereck ═║╒╓ wurde mit fünf Abstandsbedingungen umgesetzt. 

 
1. Erzeuge vier Punkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ, das Viereck ὃὄὅὈ und die Diagonale ὄὈ. 

 

2. Übermittle die Abstandbedingungen: ȿὃὄȿ φ, ȿὃὈȿ υȢς, ȿὄὅȿ σȢω, ȿὄὈȿ υȢφ 
und ȿὅὈȿ ςȢυ. 
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Durch Abwechslung zwischen der Benutzung des Zugmodus und der Übermittlung der Ab-

standsbedingungen sieht ein Proband, wie der Freiheitsgrad der Konfiguration kleiner wird 

bis er am Ende gleich π ist. Dann lässt sich das Viereck nicht mehr in der Form verändern, 

nur noch verschieben.  

 

Theoretisch könnte nun ein Proband einen potenziellen Umkreismittelpunkt Ὗ erzeugen und 

dann prüfen, ob sich vier gleiche Abstandsbedingungen von Ὗ zu den Eckpunkten ὃ,ὄ,ὅ,Ὀ 

des Vierecks mittels einer Formvariablen ὥ übermitteln lassen. Das führt allerdings zur Feh-

lermeldung, dass Geometry Expressions eine Kombination von Bedingungen (Abbildung 90 

auf S. 81) nicht akzeptiert. Ein Ausweg besteht im Wechsel hin zum Konstruieren: Ein 

Proband erzeugt zwei Mittelsenkrechten und deren Schnittpunkt Ὗ. Nun konstruiert er den 

Kreis ὑ um Ὗ durch einen der vier Eckpunkte und überprüft weiter, ob dieser Kreis durch die 

anderen Eckpunkte verläuft: 

 

 
 

Abbildung 110: Augenscheinlich besitzt das Viereck einen Umkreis. 

 

4.3.5 Aufgabe ĂUmkreismittelpunkt eines Dreiecksñ 

1. Aufgabenstellung 

Wann liegt der Umkreismittelpunkt eines Dreiecks innerhalb des Dreiecks, wann außerhalb? 

2. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem DGS und Exploration 

Der Umkreismittelpunkt ergibt sich als Schnittpunkt zweier Mittelsenkrechten, denn die Mit -

telsenkrechte ist der geometrische Ort aller Punkte, die von zwei Punkten den gleichen Ab-

stand besitzen. Wendet man das Prinzip der Vertauschung zusammen mit dem Rückwärts-

arbeiten an (vgl. S.44 ff.), dann kann man alternativ mit dem Kreis ὑ beginnen und die Eck-

punkte ὃ,ὄ,ὅ des Dreiecks auf diesen Kreis setzen: 
 

1. Konstruiere einen Kreis ὑ mit Mittelpunkt Ὗ durch einen Punkt ὖ. 

2. Setze mit dem Werkzeug Punkt auf Linie die Punkte ὃ,ὄ,ὅ auf die Kreislinie von ὑ. 

3. Konstruiere das Dreieck ὃὄὅ. 
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Dann sind alle relevanten Relationen umgesetzt, und Ὗ ist der Mittelpunkt des Umkreises ὑ 

des Dreiecks ὃὄὅ: 
 

 
 

Abbildung 111: Umsetzung einer äquivalenten Konfiguration durch das Prinzip der Vertauschung 

 

Die entstehende Konfiguration ist im Vergleich zur Konstruktion durch die Mittelsenkrechten 

im Zugmodus ein wenig ruhiger und enthält weniger Objekte. Die Form des Dreiecks kann im 

Zugmodus von DGS so verändert werden, dass der Umkreismittelpunkt einmal innerhalb des 

Dreiecks liegt und einmal außerhalb. In einem DGS kann der Punkt Ὗ nur dann direkt bewegt 

werden, wenn er ein freier Punkt ist. Das ist nur in der zweiten Konfiguration der Fall. Im 

ersten Fall hängt Ὗ von den Mittelsenkrechten ab und dieser wiederum hängen von den freien 

Punkten ὃ, ὄ und ὅ ab. Hier muss also an ὃ, ὄ oder ὅ so gezogen werden, dass Ὗ einmal in-

nerhalb und einmal außerhalb des Dreiecks liegt, um die Fragestellung zu explorieren. 

Das Erkennen des Spezialfalls, dass der Punkt Ὗ auf einer Dreiecksseite liegt, ist ein wich-

tiger Etappensieg auf dem Weg zur Lösung der Aufgabe: In diesem Fall fällt der Umkreis mit 

dem Thales-Kreis zusammen und das Dreieck ist rechtwinklig. 

 
Abbildung 112: Liegt der Umkreismittelpunkt ╤ auf einer Seite, so ist das Dreieck rechtwinklig. 

In diesem Spezialfall korrespondiert also die Lage des Umkreismittelpunktes Ὗ mit dem Win-

kel bei ὅ in markanter Weise. Mit dieser speziellen Konfiguration setzt sich die Lösung fort: 

Ein Proband verschiebt Ὗ (direkt oder indirekt) aus dem Dreieck und dann wieder zurück und 

beobachtet oder misst den Winkel bei ὅ. Somit ist die Lösung der Ausgangsfrage gefunden: 

Ist das Dreieck spitz, dann liegt der Umkreismittelpunkt innerhalb des Dreiecks, ist das 

Dreieck stumpf, dann liegt der Umkreismittelpunkt außerhalb des Dreiecks. 
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Abbildung 113: Die Lage des Umkreismittelpunktes hängt davon ab, ob das Dreieck spitz oder stumpf ist. 

3. Mögliche Umsetzungen der Konfiguration mit einem RGS und Exploration 

Der Umkreismittelpunkt Ὗ hat von jedem Eckpunkt des Dreiecks den gleichen Abstand. Die-

se Abstandsbedingungen lassen sich mit einem RGS direkt umsetzen: 
 

 

Abbildung 114: Der Mittelpunkt ╤ des Umkreises wird durch drei Abstandsbedingungen realisiert. 

 
Wir formulieren die Bildfolge als Kompositionsprotokoll: 
 

1. Erzeuge die Punkte ὃ,ὄ,ὅ,Ὗ und die Strecken ὃὄ, ὃὅ, ὄὅ. 

2. Realisiere die Abstandsbedingungen ȿὟὃȿ Ὠ, ȿὟὄȿ Ὠ, ȿὟὅȿ Ὠ. 

3. Erzeuge den Kreis ὑ mit Mittelpunkt Ὗ durch den Punkt ὃ (oder ὄ oder ὅ). 

 

Die zwangsläufige Verwendung der Formvariablen Ὠ hat für die Exploration im Zugmodus 

Konsequenzen: Nach Umsetzung der ersten Bedingung lässt sich der Punkt Ὗ um einen Kreis 

mit Mittelpunkt ὃ und (variablem) Radius Ὠ bewegen. Das ändert sich, nachdem die zweite 

Bedingung realisiert ist: Dann lässt sich Ὗ auf der Mittelsenkrechten der Strecke ὃὄ bewegen. 






































































































































































































































































