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EINLEITUNG-

In dieser Arbeit soll der von P. Kasch definierte Begriff des 
Totais für volle Modulkategorien systematisch untersucht wer­
den .

Wir wollen unter einer Klasse k von R-Moduln (R Ring mit Eins­
element) stets eine solche Klasse verstehen , hei der mit M £ k 
auch jeder zu M isomorphe R-Modul Element von k ist.
Für eine Klasse k von R-Moduln und R-Moduln A,B bezeichnen wir 
o<£HomR(A,B) als totalen k-Nichtisomorphismus , wenn für alle 
direkten Summanden 0 ^ AQ von A und BQ von B mit Aq € k , Bq 6 k 
und c<(Aq)c Bq Aq 3 1 1--- *■ oC(x) £ Bq nicht isomorph ist.Die Men­
ge der totalen k-Nichtisomorphismen von A nach B wird als k-To- 
tal von A nach B bezeichnet , kurz Tot^CAjB).Für den Fall , daß 
k die ganze Kategorie der R-Moduln ist , sprechen wir vom Total 
von A nach B , kurz Tot(A,B) .
Ich nenne einen R-Modul M total , wenn Tot(M,M) additiv abge­
schlossen ist. Die totalen Moduln erweisen sich als von großer 
Bedeutung für die in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen.

Diese Fragestellungen sollen nun angegeben werden. Für jede 
Klasse k von R-Moduln ist (Tot^CA.B) | A,B £ Halbideal in
der Kategorie der R-Moduln , d.h. für alle R-Moduln A,B,X,Y 
ist Hom^(B,Y)Totk(A,B)Hom^(X,A)C Tot^CX.Y). F. Kasch hat mir 
folgende Fragestellungen vorgelegt:

- Für welche Klassen k ist (Totj^A.B) | A.BE'JTlß} sogar Ideal ?

- Welcher Zusammenhang besteht mit der Austauscheigenschaft ?

- Welcher Zusammenhang besteht mit dem Radikal ?

- Welche Keimzeichnungen des Totais im Endomorphismenring sind 
möglich ?
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Die sechs Kapitel dieser Arbeit geben auf diese Fragen Antwort. 
Zentrale Rollen nehmen hierbei die von mir eingeführten Begrif­
fe des totalen. Moduls , des RaT-Moduls und der d2-Austauschei- 
genschaft ein. Totaler Modul und RaT-Modul sind Verallgemeinerungen 
des IB-Moduls (Modul mit lokalem Endomorphismenring). Für Ringe 
führe ich ein seitenunabhängiges Total und die Begriffe des to­
talen Rings und des RaT-Rings ein , welche eine Verallgemeine­
rung des lokalen Rings darstellen.

Im folgenden soll über die genaueren Inhalte der sechs Kapitel 
ein Überblick gegeben werden.

I. Kapitel
Ich weise zunächst nach , daß für jede Klasse k von R - Moduln 
(Tot^CA.B) | A,B € Halbideal in der Kategorie der R-Mo-
duln ist , d.h. für R- Moduln A,B,X und Y gilt grundsätzlich 
Hom^CB,Y)Totk(A,B)HomR(X,A)C Tot^CX.Y). Folgender Fragestellung 
von F. Kasch gehe ich anschließend nach: Gibt es zu einem vor­
gegebenen Halbideal (l(A,B) | A,B£W^} in der Kategorie der 
R-Moduln eine Klasse k von R-Moduln , vielleicht sogar eine 
dS-Klasse , mit Totk(A,B)3I(A,B) bzw. Totk(A,B) = l(A,B) für 
alle R-Moduln A,B ? Eine dS-Klasse k von R-Moduln ist dadurch 
ausgezeichnet , daß für jedes M £ k nicht nur jeder zu M isomor­
phe R-Modul , sondern auch jeder von Null verschiedene direkte 
Summand von M Element von k ist .

II. Kapitel
Ich führe den Begriff des totalen Moduls ein. In einem totalen 
Modul MR ist Tot(M,M) zweiseitiges Ideal in EndR(M). Ich weise 
nach , daß ein Modul genau dann total ist , wenn er die soge­
nannte d2-Austauscheigenschaft , kurz d2-ATE , besitzt.Wie von 
mir gezeigt wird , handelt es sich bei der d2-ATE um eine abge­
schwächte Form der 2-Austauscheigenschaft , kurz 2-ATE. Am Ende 
des II.Kapitels werden wichtige Beispiele für totale Moduln ge­
nannt .
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III. Kapitel
Ich weise nach , daß für eine dS - Klasse k von R-Moduln das 
Halbideal (Tot^CA.B) | A,B genau dann ein Ideal in der Ka­
tegorie der R-Moduln ist , wenn k eine Teilklasse der dS- 
Klasse der totalen R-Moduln ist .

IV. Kapitel
Für einen Modul M gilt grundsätzlich Ra(End(M))c Tot(M,M) .
Ich bezeichne M ^ 0 als RaT-Modul, wenn Ra(End(M)) = Tot(M,M) 
gilt. RaT-Moduln sind totale Moduln. Im IV. Kapitel weise ich 
nach , daß ein Modul genau dann RaT-Modul ist , wenn er eine 
verschärfte d2-ATE besitzt.Wie von mir gezeigt wird ,fällt die 
2-ATE unter diese verschärfte d2-ATE. Wie weiter Beispiele 
zeigen , gilt folgendes Schema: 2-ATE-Modul RaT-Modul rj* 
d2-ATE-Modul < > totaler Modul .

V. Kapitel
Ein Modul besitzt eine RaT-Zerlegung , wenn er direkte Summe 
von RaT-Moduln ist. LE-Zerlegungen sind also spezielle RaT - 
Zerlegungen. Ein wichtiges Ergebnis von Azumaya für LE-Zerle­
gungen kann ich für RaT-Zerlegungen verallgemeinern : zu je­
dem direkten Summanden N ^ 0 eines Moduls mit RaT-Zerlegung 
M = M^ gibt es i 6 I und dazu einen direkten Summanden 
von M̂  , so daß N einen zu M| isomorphen direkten Summanden 
besitzt. Aus dieser Tatsache folgt insbesondere , daß jeder 
Modul , der eine RaT-Zerlegung besitzt , total ist.Eine zen­
trale Rolle im V. Kapitel nimmt auch die Frage ein, wann ein 
Modul , der eine RaT-Zerlegung besitzt , RaT-Modul ist .

VI. Kapitel
Ich gebe zunächst für das Total eines Moduls eine Kennzeich­
nung im Endomorphismenring des Moduls an. Daraus läßt sich 
dann ableiten , daß für jeden Ring R mit Eins ein seitenunab­
hängiges Total Tot(R) eingeführt werden kann.Tot(R) ist Halb­
ideal in R , d.h. RTot(R)RC Tot(R) und es ist Ra(R)C Tot(R) . 
Ich nenne R totalen Ring bzw. RaT-Ring , wenn Tot(R) additiv 
abgeschlossen ist bzw. Ra(R) = Tot(R) gilt. Für jeden Modul M
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ist Tot(M,M) gerade das Total seines Endomorphismenrings. Am 
Ende des VI. Kapitels werden zahlreiche Beispiele für totale 
und nicht totale Ringe und deren Totale angegeben. Die Arbeit 
schließt mit dem bemerkenswertesten dieser Beispiele.

Der Fachmann wird erkennen , daß die Auseinandersetzung mit 
dem Totalbegriff auf gewisse Kategorien ausgeweitet werden kann.

Die Bezeichnungen in dieser Arbeit werden wie im Lehrbuch "Mo­
duln und Ringe" und in der Seminarausarbeitung "Zerlegungsei­
genschaften von Moduln und Ringen" gehandhabt (vgl. Literatur­
verzeichnis [5] , [6 ] ) und bedürfen keiner gesonderten Erklä­
rung .

Wie anfangs erwähnt , geht der Begriff des Totais , wie er die­
ser Arbeit zu Grunde liegt , auf F. Kasch zurück , der mir auch 
die in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen vorgelegt hat. 
Während der Arbeit hat er mich weiterhin durch Fragen und Be - 
merkungen angeregt und unterstützt. Für seine Bemühungen möchte 
ich F. Kasch recht herzlich danken.
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I. DER BEGRIFF DES TOTALS UND SEIHE STELLUNG IN DER THEORIE 
DER HALBIDEALE

Sei R ein Ring mit Eins und J3lR die Kategorie der R-Rechtsmoduln .

1.1 Definitionen
a) Ein System {l(A,B)|A,B £ m R} von Teilmengen l(A,B) von 

HomR(A,B) wird als Ideal in der Kategorie m R bezeichnet, 
wenn (E1) und (E2) gelten.
(E1) : V A,B,X,Y £ WtR HomR(B,Y)I(A,B)HomR(X,A) C I(X,Y)
(E2 ) : V A,B£ m R I(A,B) additiv abgeschlossen

{l(A,B)|A,B £ WlR} wird als Halbideal in der Kategorie 7tflR 
bezeichnet , wenn nur (E1 ) gilt.

b) Unter einer Klasse k von R-Rechtsmoduln wollen wir in dieser 
Arbeit stets eine solche Klasse verstehen,bei der für jedes MEk 
auch jeder zu M isomorphe R-Rechtsmodul Element von k ist .
Sei nun k eine Klasse von R-Rechtsmoduln ; für R-Rechtsmoduln 
A,B sei ferner <X £ HomR(A,B) .
o< heißt totaler k-Nichtisomorphismus , wenn für alle direkten
Summanden O^A von A und B von B mit A £ k , B £ k undo o o o
o<(Aq) c Bq Aq 3 x i--->cx(x)E Bq nicht isomorph ist.

Die Menge {o<: £ HomR(A,B) | cx totaler k-Nichtisomorphismus} wird 
als das k-Total von A nach B , kurz Tot^CA^) , bezeichnet .

Die größtmögliche Klasse von R-Rechtsmoduln ist die ganze 
Kategorie W R . In diesem Spezialfall k = UlR können wir an­
stelle von totaler m R-Nichtisomorphismus einfacher nur 
totaler Nichtisomorphismus sagen.
Die Menge (o<£HomR(A,B)|o< totaler Nichtisomorphismus} wird als 
Total von A nach B , kurz Tot(A,B) , bezeichnet.

1.2 Lemma
Sei k eine Klasse von R-Rechtsmoduln ;



-2-

dann ist (Totk(A,B)|A,B £ WtR} Halbideal in der Kategorie WlR 
der R-Rechtsmoduln.

Beweis:
Es ist die Eigenschaft (E1 ) aus 1.1 nachzuweisen:
Seien also A,B,X,Y R-Rechtsmoduln , <*£Totk(A,B) , g£HomR(X,A) 
und fEHom^B.Y) ; 

angenommen fcxg / Totk(X,Y) ,
dann gibt es direkte Summanden 0^XQ von X und YQ von Y mit XQ £ k ,
Yq E k und f0<g(X0)cY0 , so daß Xq 3 x i--- »■ focg(x) £ Yq isomorph
ist ; als Folge ist glY ein zerfallender Monomorphismus , d.h.I -̂oO^g(xo) ist direkter Summand von A und Element von k ; da aus dem 
Isomorphismus von XQ nach Yq weiterhin folgt, daß ) e^n zer“
fallender Monomorphismus ist , haben wir also einen Widerspruch 
zu o< £ Totk(A,B) .

Wir wenden uns folgender Problemstellung zu :
{I(A,B)!A,B £ <(3lR} sei Halbideal in der Kategorie WlR der R-Rechts­
moduln. Gibt es eine Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) 3 
I(A,B) oder Totk(A,B) = I(A,B) für alle A,B £ WlR ?
Gleichwertig damit ist folgende Frage: Gibt es eine Klasse k von 
R-Rechtsmoduln mit Totk(M,M)D I(M,M) oder Totk(M,M) = I(M,M) für 
alle M £ W R ?

Die Gleichwertigkeit der beiden Fragestellungen wird im folgenden 
Lemma nachgewiesen.

1.3 Lemma (vgl. [1 3] L.3 )
Seien {l(A,B)|A,B £ fflR} und {j(A,B)|A,B £ W R} Halbideale in der 
Kategorie M R der R-Rechtsmoduln ; dann gilt :

a) \/ A,B £ WtR J(A,B) d  I(A,B) <==> \j M £ ® R J(M,M) DI(M,M)

b)\/A.B e W R J(A,B)CI(A,B) <=> y  M £ WlR J(M,M) C I(M,M)

c)V/A,B£TOr J(A,B) = I(A,B) «=> y  M £ m R J(M,M) = I(M,M)
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Beweis von a):
" =>" : Klar .
"«=» : Für alle ME W R gelte also J(M,H)d I(M,M) ;
seien A,B R-Rechtsmoduln ;
angenommen J(A,B)ftI(A,B) ,
dann gibt es o< mit crf£I(A,B) und J(A,B) ;
sei M := A © B , bzw. lg die Inklusion von A bzw. B in M und 
1T bzw. Tß die Projektion von M auf den direkten Summanden A 
bzw. B ; wegen der Halbidealeigenschaft ist L^odl^ Element von 
I(M,M) und auf Grund der Voraussetzung damit auch von J(M,M) ; 
aus o<=Tg a un<̂  ^er Halbidealeigenschaft folgt cXEJ(A,B),
also Widerspruch .

Beweis von b):
Wie Beweis von a) mit vertauschtem I und J .

Beweis von c):
Folgt aus a) und b) .

1.4 Beispiel
Sei k' eine Klasse von R-Rechtsmoduln und l(A,B) := Tot^^A.B) 
für R-Rechtsmoduln A,B .
a) Für eine Klasse k von R-Rechtsmoduln sind äquivalent :

(i) y R-Rechtsmoduln A,B Tot^CA.B)3 Tot^,(A,B)
(ii) Jeder R-Rechtsmodul  ̂0 aus k besitzt einen direkten 

Summanden  ̂0 aus k' .
b) Sei

kg :={M£TOr| M= 0 v M besitzt einen direkten Summanden£0 aus k!}.

Dann ist k^ Klasse von R-Rechtsmoduln. Für jede Teilklasse k 
von k̂ . gilt Tot^CAjB)d Tot^,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B . 
k^ ist die größte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)3 
Totk,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B.

c) Für eine Klasse k von R-Rechtsmoduln mit kuk' sind äquivalent:
(i) \f R-Rechtsmoduln A,B Tot^A.B) D Totk, (A,B)
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(ii) \/ R-Rechtsmoduln A,B Totk(A,B) - Totk,(A,B)
(iii) Jeder R-Rechtsmodul P 0 aus k besitzt einen direkten 

Summanden £ 0 aus k' .
d) Für jede Klasse k von R-Rechtsmoduln mit k'c kck^ gilt 

Totk(A,B) = Totk,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B . 
k' ist die größte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)= 
Totk,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B .

Beweis von a):
(i)=>(ii) : Für alle R-Rechtsmoduln A,B sei Totk(A,B)3 Totk,(A,B); 
angenommen es gibt einen R-Rechtsmodul M  ̂0 aus k , der keinen 
direkten Summanden £ 0 aus k' enthält ,
dann ist Totk,(M,M) = End^(M) und auf Grund der Voraussetzung da­
mit auch Totk(M,M) = End^(M);wegen O^M6 k ist aber 1^ kein Element 
von Totk(M,M) , also Widerspruch .
(ii)<=(i) : Jeder R-Rechtsmodul k 0 aus k besitze einen direkten 
Summanden £ 0 aus k';
seien A,B R-Rechtsmoduln ; 
angenommen Totk(A,B)fi Totk,(A,B) ,
dann gibt es o< mit o( £ Totk, (A,B) und o<^Totk(A,B) ; folglich exi­
stieren direkte Summanden 0 M o von A und BQ von B mit AQ £ k ,
Bq £ k und cX(A0)c BQ , so daß Aq 3 x >---> cx(x) £ Bq isomorph ist ;
nach Voraussetzung besitzt Aq einen direkten Summanden oM-j aus k'; 
Â  3 x \--- > oc(x) £ c<(Â ) ist isomorph,im Widerspruch zu cxe Totk, (A,B).

Beweis von b):
Folgt aus a) .

Beweis von c):
(i)<=Kiii) : Nach a) •
(i i) =$• (i) : Klar .
(i) =3> (ii) : Wegen k Dk' gilt von vornherein für alle R-Rechts­
moduln A,B Totk(A,B)C Totk,(A,B) .

Beweis von d):
Folgt aus c) und a) .
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Wir verschärfen unsere bisherige (im Anschluß an 1.2 formulierte) 
Fragestellung:
{l(A,B) | A,B £ TiflR } sei Halbideal in der Kategorie W R der R-Rechts-
moduln. Gibt es eine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Tot^CA.B)
DI(A.B) oder Tot, (A,B) = I(A,B) für alle A,B £ ?K K
Dabei soll eine Klasse k von R-Rechtsmoduln als dS-Klasse bezeich­
net werden , wenn für jedes ME k nicht nur jeder zu M isomorphe R- 
Rechtsmodul , sondern auch jeder direkte Summand  ̂0 von M Element 
von k ist.

Für Halbideale (l(A,B)| A,B £ W R} und {J(A,B)|A,B £ sei

kJ]; := {M £ WlR | J(M,M) 3 I(M,M)} .

1.5 Lemma
kjj ist eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln .

Beweis:
a) Es wird nachgewiesen , daß für jedes M £ kĵ . auch jeder zu M 

isomorphe R-Rechtsmodul Element von kjj ist :
sei also M £ kjj , N weiterer R-Rechtsmodul und cx Isomorphis­
mus von M nach N ; dann ist wegen der Halbidealeigenschaft 
ocl(M,M)oT1 = I(N,N) und cXJ(M, M)of1 = J(N,N) ; aus J(M,M) 3 
I(M,M) folgt J(H,N)DI(H,H) , d.h. N £ kJ]; .

b) Es wird nachgewiesen , daß für jedes ME kĵ . auch jeder direkte 
Summand ^ 0 von M Element von kJI ist :
sei also M £ ky^ und A ^ 0 direkter Summand von M ; sei L die 
Inklusion von A in M und TT Projektion von M auf den direkten 
Summanden A ; 
angenommen A £ kjj ,
dann gibt es cx mit oc£I(A,A) und o<̂  J(A,A) ; wegen der Halb­
idealeigenschaft ist locr Element von I(M,M) und auf Grund von 
M£ kjj damit auch von J(M,M) ; aus oC = ITloCri und der Halb - 
idealeigenschaft folgt o<£ J(A,A) , also Widerspruch .

Wir schreiben im Falle {j(A,B)|A,BE WlR} = (Tot(A,B)|A,B£ W R} an­
stelle von kjQ-t;! kürzer kj .
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Für ein Halbideal {l(A,B)|A,B£ W r} ist also 

kj = {M£ W R | Tot(M,M)Z> I(M,M)} .

1.6 Lemma
Für jede Klasse k von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von kj ist , 
gilt Totj^AjB) I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B .

Beweis:
Sei also k eine Teilklasse von k-j- und seien A,B R-Rechtsmoduln ; 
angenommen Tot^ (A,B)fiI(A,B) ,
dann gibt es (X mit o<e i(a ,B) und o<^Totk(A,B) ; dann existieren
direkte Summanden 0£Aq von A und BQ von B mit AQ £ k , BQ £ k und
o<(A ) c B , so daß cx: A 3 x >--- > o<(x) £ B isomorph ist ;o o o o r
seien l die Inklusion von A in A und ir Projektion von B auf den

— -1— —- 1direkten Summanden B„ ; wegen 1« =o< cX = cx Text und der Halb-U Aq
idealeigenschaft ist 1. Element von I(A ,A ) und müßte es auf

A q  0  0

Grund von Aq £ kj damit auch von Tot(AQ,A0) sein , im Widerspruch 
zu 1A t Tot(A0 ,A0) .

1.7 Lemma
Zum Halbideal {l(A,B)|A,B £ gebe es eine dS-Klasse k von 
R-Rechtsmoduln mit Tot^(A,B) z> l(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B ;

dann ist k eine Teilklasse von kj .

Beweis:
Sei M £ k ;
da k eine dS-Klasse ist , ist Tot^CM.M) = Tot(M,M) ; nach Voraus­
setzung gilt Totk(M,M)3 I(M,M) ; es folgt also Tot(M,M)D l(M,M) , 
d.h. M £ k-j- .

1 .8 Satz
Sei (l(A,B) | A,B £ Halbideal in der Kategorie der R-Rechts­
moduln und sei k eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln .
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Genau dann gilt Tot^CAjB)o I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B , 
wenn k eine Teilklasse von kj ist.

Insbesondere ist also k̂  die größte dS-Klasse k von R-Rechts- 
moduln mit Totk(A,B)3 I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B .

Beweis:
Folgt aus 1.5 , 1 . 6 , 1.7 .

1.9 Beispiel
Sei k' eine Klasse von R-Rechtsmoduln und l(A,B) := Totj^CA.B) 
für R-Rechtsmoduln A,B ; sei
kdg : =  kI = {M e ¥ l R I Tot(M,M) 3 Totk,(M,M)} =

= {M 6 m R I Tot(M,M) = Tot^, (M,M)} .

a) Die Klasse k ^  kann wie folgt gekennzeichnet werden :

kdg = e I jeder direkte Summand h 0 von M
besitzt einen direkten Summanden £ 0 aus k'} .

kJ ist eine Teilklasse der in 1 .4 behandelten Klasse k' . An dg gder soeben angegebenen Kennzeichnung von kJ ist dies auf den 
ersten Blick zu erkennen.

b) Nach 1.4 gilt für jede Klasse k von R-Rechtsmoduln , die Teil­
klasse von k' ist , Tot,(A,B)3 Tot,,(A,B) für alle R-Rechts-g K. K
moduln A,B .
Nach 1.8 ist kJ die größte dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln 
mit Tot^CAjB)3 Tot^,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B .

c) kJ braucht keine Überklasse von k' zu sein .dgIst allerdings k 1 insbesondere eine dS-Klasse von R-Rechtsmo­
duln , so ist kl Oberklasse von k'. dg

d) Ist k' insbesondere eine dS-Klasse , so gilt nach 1.4 für 
jede Klasse k von R-Rechtsmoduln mit k'c kck^ und damit erst 
recht für jede Klasse k mit k'c k c k ^  Totk(A,B) = Tot^, (A,B) 
für alle R-Rechtsmoduln A,B .
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k! ist in diesem Pall nach 1 . 8 die größte dS-Klasse k dgvon R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) = Tot^,(A,B) für alle 
R-Rechtsmoduln A,B.

Beweis von a):
" er " : Sei M £ k^ , d.h. Tot(M,M)D Tot^,(M,M) ; sei weiterhin 
A M  direkter Summand von M ;
angenommen A besitzt keinen direkten Summanden  ̂0 aus k' ,
dann ist Totk,(A,A) = EndR(A) ; k^g ist nach 1.5 dS-Klasse , so 
daß mit M auch A Element von k^g ist , d.h. Tot(A,A) DTot^, (A,A); 
es folgt Tot(A,A) = EndR(A) , im Widerspruch zu Tot(A,A) .
" o  " : Sei M R-Rechtsmodul und jeder direkte Summand f= 0 von 
M besitze einen direkten Summanden ^ 0 aus k' ;
angenommen M f k^g ,
dann gibt es o< mit cx £ Totk, (M,M) und cx̂  Tot(M,M) ; folglich exi­
stieren direkte Summanden 0 ^ A und B von M , so daß A 3 x i--- >

o<(x) £ B isomorph ist ; A besitzt einen direkten Summanden A Q £ 0
aus k 1 ; AQ 3 x t--- > cx(x) £ °<(A0) ist isomorph , im Widerspruch zu
a £ Totk, (M,M) .

"Beweis" von c):
Sei R = Z , d.h. der Ring der ganzen Zahlen ; sei weiterhin 
F := Z2 x Z2 mit Z2 := Z/2Z ;
dann ist k' := [m E KiH | = F^} eine Klasse von Z-Rechtsmoduln , 
allerdings keine dS-Klasse .
F ist Element von k' ; da der direkt unzerlegbare direkte Sum­
mand Z2 von F nicht zu F isomorph ist , kann F nach der Kenn­
zeichnung von k' in a) kein Element von k' sein , d.h. k' ist dg dg dg
keine Oberklasse von k'.

Ist k 1 jedoch eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln , so ist k^ nach
1.7 Oberklasse von k 1 .



-9-

Der Übersichtlichkeit halber sollen die wesentlichen Erkenntnisse 
der Beispiele 1.4 und 1.9 nochmals in einem Satz zusammengefaßt 
werden.

1 .10 Satz
Sei k' eine Klasse von R-Rechtsmoduln ;
seien dazu k^ und k^g wie in 1.4 bzw. 1.9 (k1 und k^g sind Teil­
klassen von k') ;o
dann gilt :
a) Für jede Klasse k von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von kg 

ist , gilt Totk(A,B)^Tot^,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B. 
k' ist die größte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Tot, (A,B)3>g K 

Tot^jCA.B) für alle R-Rechtsmoduln A,B. ist die größte 
dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Tot^CA^) => Tot-̂., (A,B) für 
alle R-Rechtsmoduln A,B .

b) Für jede Klasse k von R-Rechtsmoduln mit k' c k c k^ gilt
Tot,(A,B) = Tot,,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B . k' ist IC iC §
die größte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Tot^(A,B)= Tot^,(A,B) 
für alle R-Rechtsmoduln A,B .
Ist k 1 insbesondere eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln , so
gilt k' c k' c k! und k' ist die größte dS-Klasse k von & dg g dg
R-Rechtsmoduln mit Tot^A.B) = Totk,(A,B) für alle R-Rechts­
moduln A,B .

Wir knüpfen an den letzten Satz in 1.10 b) an. Gibt es für den Fall, 
daß k' keine dS-Klasse ist , auch eine dS-Klasse k von R-Rechtsmo­
duln mit Tot^A.B) = Totk,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B ?

Wir gehen der allgemeineren Fragestellung nach
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(l(A,B)IA,B £ Ul ] sei Halbideal in der Kategorie der R-Rechts­
moduln. Gibt es eine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) 
= l(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B ?
Es ist klar , daß man nur dann eine positive Antwort erwarten 
kann , wenn man für das Halbideal fordert , daß I(A,B)^ Tot(A,B) 
für alle R-Rechtsmoduln A,B gilt ; dies wird im folgenden stets 
stillschweigend getan.

Für Halbideale {I(A,B) | A,B £ und {J(A,B)|A,B £ sei

k(Jl) := {M £ m R \ J(M,M) = I(M,M)} .

1.11 Lemma
k(Jl) ist eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln .

Beweis:
Identisch mit dem Beweis von 1-5 ; im Beweis von 1.5 sind ledig­
lich jeweils die Bezeichnung kj-j. durch die Bezeichnung k(Jl) und 
die "d "-Zeichen durch Gleichheitszeichen zu ersetzen.

V/ir schreiben im Falle {j(A,B)|A,B £ = {Tot(A,B)| A,B £ TOR} an­
stelle von k(Totl) kürzer k(I).
Für ein Halbideal {l(A,B)|A,B £ ist also

k(I) = {M £ Wl | Tot(M,M) = I(M,M)} .

Zum Vergleich :

kx = {M£ ¥lR I Tot(M,M) D I(M,M)} .

k(l) ist eine Teilklasse von kj . Ist k 1 eine Klasse von R-Rechts­
moduln und I(A,B) := Totk,(A,B) , so stimmen k(l) und kj überein ; 
wir haben für k(I) = kj die spezielle Bezeichnung k^g eingeführt .

Wir betrachten weiterhin ein beliebiges Halbideal {I(A,B) | A,B£ Wl̂ } 
in der Kategorie m R der R-Rechtsmoduln . Aus der Tatsache , daß 
k(I) eine Teilklasse von kj ist , folgt mit 1.6 unmittelbar:
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1.12 Lemma
a) Für jede Klasse k von R-Rechtsmoduln, die Teilklasse von k(I) 

ist , gilt Totk(A,B) ̂  I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B.
b) Für eine Klasse k von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von k(l) 

ist , sind äquivalent :
(i) \/ R-Rechtsmoduln A,B Totk(A,B) = I(A,B)
(ii) \j R-Rechtsmoduln A,B Totk(A,B) c I(A,B) .

1.13 Lemma
Zum Halbideal {l(A,B)|A,B£ OTr} gebe es eine dS-Klasse k von 
R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) =I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B;

dann ist k eine Teilklasse von k(l) .

Beweis:
Identisch mit dem Beweis von 1.7 ; im Beweis von 1.7 sind ledig­
lich die " 3 "-Zeichen durch Gleichheitszeichen und die Bezeich­
nung kj durch die Bezeichnung k(I) zu ersetzen.

1.14 Satz
Sei {l(A,B)|A,B 6 Halbideal in der Kategorie der R-Rechts­
moduln ; dann sind äquivalent :

(i) ] dS-Klasse k (von R-Rechtsmoduln) V A, B£WlR Totk(A,B) = l(A,B)

(ii) ] dS-Klasse kck(I) \/ A,B£ffilR Totfc(A,B) = I(A,B)

(iii)3 dS-Klasse kck(I) \j A,BEWlR Totk(A,B) c I(A,B)

(iv) \/ A,BEOTR Tot^j j(A,B) c  I(A,B)

(v) \/ A,BE m R Totk(I)(A,B) = I(A,B) .

Ist eine (und damit alle) der Bedingungen erfüllt , so ist k(I) 
die größte dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)= I(A,B) 
für alle R-Rechtsmoduln A,B .
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Beweis:
(i)=>(ii) : Nach 1.13 •
(ii)r_̂ >(i) : Klar.
(ii)<=>(iii) : Nach 1.12 .
(iv)=^(iii) : Klar .
(iv)4=>(v) : Nach 1.12 .
(iii) =>(iv) : Es existiere also eine dS-Klasse k von R-Rechts­
moduln , die Teilklasse von k(l) ist , mit Totk(A,B) c I(A,B) 
für alle R-Rechtsmoduln A,B ; wegen kck(I) gilt Totk(j)(A,B)
C Totk(A,B) und folglich Tot^^U.Bjc Totk(A,B)G I(A,B) für 
alle R-Rechtsmoduln A,B .

Ist eine (und damit alle) der Bedingungen erfüllt , so gilt 
nach (v) Totk^^(A,B) = l(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B und 
nach 1.11 ist k(l) dS-Klasse .Ist k eine weitere dS-Klasse von 
R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) = I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln 
A,B , so ist k nach 1.13 Teilklasse von k(l) .

Hat man also ein Halbideal {l(A,B)|A,B E W R) vorgegeben (es sei 
nochmals explizit auf die sinnvolle Forderung I(A,B)^ Tot(A,B) 
für alle R-Rechtsmoduln A,B hingewiesen) und hat zu entscheiden , 
ob es eine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) = I(A,B) 
für alle R-Rechtsmoduln A,B gibt , so hat man zu überprüfen , 
ob Totk^^(A,B)c I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln gilt. Diese Über­
prüfung reduziert sich nach 1 .3 dahingehend , daß man nur zu te­
sten hat , ob Tot^j^M.M) C  l(M,M) für alle R-Rechtsmoduln M 
gilt.

Im folgenden Punkt 1.16 wird ein Beispiel für ein Halbideal
{I(A,B)IA,B 6 TU-} mit I(A,B) 3) Tot(A,B) für alle R-Rechtsmoduln
A,B angegeben , für das es keine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln
mit Tot.(A,B) = I(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B gibt. Damit J£
wird auch die im Anschluß an 1.10 gestellte Frage beantwortet, ob 
es zu einer Klasse k' von R-Rechtsmoduln , die keine dS-Klasse 
ist , stets eine dS-Klasse k mit Totk(A,B) = Totk,(A,B) für alle 
R-Rechtsmoduln A,B gibt.
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1.15 Beispiel
a) Sei k' eine Klasse von R-Rechtsmoduln und sei l(A,B) := 

Totk,(A,B) für R-Rechtsmoduln A,B ;
dann ist k(l) = kj = k^g wie in 1.9 .

Nach 1.14 sind äquivalent :

(i) ] dS-Klasse k \j A,B£Wr Tot^(A,B) = Tot^, (A,B)

(ii) \/ A,B £ WtR Totk, (A,B) = Totk,(A,B)
dg

(iii)\/A,B£mR Totk, (A,B) c Totk, (A,B) .
dg

Ist eine (und damit alle) der Bedingungen erfüllt , so ist 
nach 1.14 k^ die größte dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln 
mit Totk(A,B) = Totk,(A,B) für alle R-Rechtsmoduln A,B .

b) Seien R = Z , F := ^2. ^2 := ^/2Z und die Klasse 
k' = I = ^2  ̂ wie im "Sewe^s" von 1«9 c) ;

Z2 und F selbst sind bis auf Isomorphie die einzigen direk­
ten Summanden 0 von F^ . Da Z^ direkt unzerlegbar ist und 
nicht zu F isomorph ist , ist nach der Kennzeichnung von k^g 
in 1.9 a) weder noch F Element von k£g . Folglich ist
Tot,, (F,F) = End„(F) . 

dg L

Hingegen ist Totk,(F,F) = (cx £ Endz(F) | cx nicht isomorph}

und damit Totk, (F,F) Totk,(F,F) . 
dg

Es gibt demnach keine dS-Klasse k von Z - Rechtsmoduln mit 
Totk(A,B) = Totk,(A,B) für alle Z-Rechtsmoduln A,B .
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II. TOTALE MODULN

Sei R ein Ring mit Eins und THSU die Kategorie der R-Rechtsmoduln .K,

2.1 Definition
Ein R-Rechtsmodul M heiße total , wenn Tot(M,M) additiv abgeschlos­
sen ist.

2.2 Bemerkungen und Beispiele
a) Ist M totaler R-Rechtsmodul , so ist Tot(M,M) zweiseitiges 

Ideal in EndR(M) .
Beweis:
Nach 1.2 ist (Tot(A,B) | A,B E1IIR} Halbideal in der Kategorie 
fölß der R-Rechtsmoduln .

b.) Ist M totaler R-Rechtsmodul , so auch jeder zu M isomorphe 
R-Rechtsmodul .
Beweis:
Sei also M totaler R-Rechtsmodul , N weiterer R-Rechtsmodul 
und Isomorphismus von M nach N ; wegen der in 1.2 nachge­
wiesenen Halbidealeigenschaft gilt Tot(N,N) = cxTot(M,M)o<-  ̂; 
da Tot(M,M) additiv abgeschlossen ist , ist es folglich auch 
Tot(N,N) .

c) Ein direkt unzerlegbarer R-Rechtsmodul M ist genau dann to­
tal, wenn er LE-Modul ist , d.h. wenn End^(M) lokaler Ring ist.
Beweis:
In einem direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M ist Tot(M,M)=
(o< £ Endß(M)| o< nicht automorph}; die Menge der Nichteinheiten 
in EndR(M) ist genau dann additiv abgeschlossen,wenn EndR(M) 
lokaler Ring ist .

Die direkt unzerlegbaren totalen R-Rechtsmoduln sind also die LE- 
Moduln. Für den Ring Z der ganzen Zahlen ist beispielsweise Z ̂  
direkt unzerlegbar , aber kein LE-Modul . Zg ist also ein Beispiel 
für einen nicht totalen Rechtsmodul.
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Es stellt sich die Frage nach weiteren Beispielen für totale 
Rechtsmoduln , insbesondere nach solchen , die nicht direkt 
unzerlegbar sind. In 2. 9 werden derartige Beispiele angege­
ben .
Zunächst aber sollen die totalen Rechtsmoduln durch eine ge­
eignete Form von Austauscheigenschaft charakterisiert werden .
Wir benötigen die Aussage des folgenden Lemmas :
Nach 2.2 b) bilden die totalen R-Rechtsmoduln eine Klasse von 
R-Rechtsmoduln , die wir k^ nennen wollen .

2.3 Lemma
k̂. ist insbesondere eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln , d.h. 
jeder direkte Summand ^ 0 eines totalen R-Rechtsmoduls ist 
total .

Beweis:
Sei also M totaler R-Rechtsmodul und A £ 0 direkter Summand von 
M ; seien weiterhin f,g £Tot(A,A) ; 
wir weisen f + g £ Tot(A,A) nach :
Ist l die Inklusion von A in M und T Projektion von M auf den 
direkten Summanden A , so ist nach 1.2 lf ir £ Tot(M,M) und ebenso 
lgir £Tot(M,M) ; da Tot(M,M) additiv abgeschlossen ist , folgt 
L(f + g)T = lfV + IgT £ Tot(M,M) ; damit ergibt sich nach 1 . 2 
f + g = 1Tl(f + g)TU £ Tot(A,A) .

Die beabsichtigte Charakterisierung der totalen Rechtsmoduln 
durch eine geeignete Form von Austauscheigenschaft wird durch 
ein Ergebnis von Warfield motiviert. Ein direkt unzerlegbarer 
Rechtsmodul ist genau dann LE-Modul , also total , wenn er die 
2-Austauscheigenschaft besitzt ( [10] Prop. 1 ; [2] Def. 3.1r 
und L. 5.1 ) . Wir streben eine vergleichbare Charakterisierung 
an , bei der jedoch nicht die direkte Unzerlegbarkeit voraus­
gesetzt werden muß .

2.4 Definition 
Sei M R-Rechtsmodul .
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a) Zunächst soll die auf Crawley und Jonsson zurückgehende 
Definition der 2-Austauscheigenschaft angegeben werden 
( [2] Def. 3.1 ) :

M hat die 2-Austauscheigenschaft (kurz 2-ATE) : <==>

für jede Situation AR = M ' © N  = C © D  , wobei M' = M , 
gibt es Untermoduln C1 von C und D' von D mit 
A = M 1 © C' © D' .

b) Neu eingeführt wird die folgende Definition :

M hat die d2-Austauscheigenschaft (kurz d2-ATE) : <==>

für jeden direkten Summanden M ^ 0 von M und für jede 
Situation AR =M' © N = C © D , wobei M' = M , gilt : 
es gibt Untermoduln Mj ^ 0 von M' und C' von C mit 
A = MJj © C ' © D oder Untermoduln M£ ^ 0 von und 
D' von D mit A = © C © D' .

Unmittelbar aus der Definition folgt :

2.5 Bemerkung
Hat ein R-Rechtsmodul M die d2-ATE , so auch jeder zu M isomor­
phe R-Rechtsmodul und jeder direkte Summand von M.

Die R-Rechtsmoduln , die die d2-ATE besitzen , bilden also eine 
dS-Klasse von R-Rechtsmoduln. Wir zeigen, daß sie mit der Klas­
se k, der totalen R-Rechtsmoduln identisch ist und erhalten da- 
mit die angestrebte Charakterisierung der totalen Rechtsmoduln. 
Wir brauchen den folgenden wichtigen Hilfssatz .

2.6 Hilfssatz
Die Anregungen zu diesem Hilfssatz gehen auf [10] Prop. 1 und 
[6] Satz 2.3.1. zurück.
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Sei M R-Rechtsmodul und f 6 EndR(M) ; g := 1 - f ;
dann besitzt der R-Rechtsmodul M*M die direkten Zerlegungen

M x M = M.1 M2 = Cf © D

mit M1 = {(x,0) | x £ m) , M2 = {(0,x) | x £ M} , D = {(x,x) | X £ M } 
und Cf = {(f(x),-g(x))|x£ M} .

Die Zerlegung von (x,y)£ M X M  in © D lautet 
(x,y) = (f(x-y),-g(x-y)) + (x - f(x-y),x - f(x-y)) .

Wichtige Isomorphismen :
M = via : M 3 x t--->• (x,0) £ M1
M = M2 via t̂ 2 : m 3 x '--- * (0,x) £ M2
M =  D via (j) : M 3 x '--- ► (x,x) £ D
M = Ĉ. via M 3 x >- (f(x),-g(x))£ Cf

Nun zu den eigentlichen Aussagen des Hilfssatzes :
a) Sei TTj die Projektion von M x M = ® D auf den Summanden D ; 

dann ist

ri_2 = f und k-1 ^1 §M£ v *- ' x I rl-J

b) Gibt es Untermoduln von und von M2 mit =
= Cf ® M.* © M£ , so gilt im Palle £ 0 f / Tot(M,M) , 
im Falle M.j £ 0 g f. Tot(M,M) .

c) Sei = C| © C£ und tf die Projektion von M x M = C£ © C£ © D 
auf den Summanden C£ © D ;
sei M := ff“1(Cp , M., := ^  (g) , M2 := ^(M) ; 
dann ist

t^CM^cD und tf(M2)cD 
und es gilt

D M2 i ,-1 D
m2 M = f |M und <t> S M-|

M-j
M M *



d) Gibt es Untermoduln C ’. 0 von und M.j von mit 
M x H  = © M2 , so ist f i Tot(M,M) .
Gibt es Untermoduln  ̂0 von und M£ von mit 
M x M = ® M1 © M£ , so ist g^Tot(M,M) .

Beweis von a):
Die Zerlegung von (x,0)E in © D lautet
(x,0) = (f(x),-g(x)) + (x - f(x),x - f (x)) , d.h. Tf(x,0) =
= (x - f(x),x - f(x)) = (g(x),g(x)) für alle (x,0)e M1 ; 
also (ffVJ Ul = g •I ii.)
Die Zerlegung von (0,x)£ M2 in © D lautet
(0,x) = (f(-x),-g(-x)) + (f(x),f(x)) , d.h. 1^(0,x) = (f(x),f(x)) 
für alle (0,x)£ M2 ; also jM U 2 = f •

Beweis von b):
Es gebe also Untermoduln MJj von M̂  und M£ von M2 mit M * M =
= Cf © MJj © M£ ;
dann ist 1T>I Isomorphismus und IT̂ I und TrJ sind zer-|M̂  © M£ * f|M.j IM£
fallende Monomorphismen ;
seien N := (MJj) und L := t 2̂“^(M£) ; N und L sind direkte 
Summanden von M ;

Ist MJj ^ 0 , so ist auch N £ 0 und damit ist g kein Element von 
Tot(M,M) ; ist M£ ^ 0 , so ist auch 1 ^ 0  und damit ist f kein 
Element von Tot(M,M) .

J.-1 Mi inach a) ist (J) |M ,̂ -1 N = S|n und
gj^ und fj^ sind damit zerfallende Monomorpnismen .

Beweis von c):
Sei (x,0)£ ̂  ; dann ist (f(x),-g(x))£ ; die Zerlegung von 
(x,0) in © D lautet (x,0) = (f(x),-g(x)) + (g(x),g(x)) ;
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Sei (0,x) 6 M2 ; dann ist ff(-x) = (f(-oc),-g(-x)) £ Ĉ. ; die Zer­
legung von (0,x) in € CJ ® D lautet (0,x) = (f(-x),-g(-x)) + 
+ (f(x),f(x)) ; tf(0,x) = (f(x),f(x))£ D . 

l - 1.Man hat also (J) TTf D -n - 12 m2 l
M2 _
M " f |M

Beweis von d,):
Es gebe also Untermoduln 0 von und M.j von mit M x M =
= C£ € M.j « M2 ;
dann ist Cf = C£ © C£ mit C£ : = Cf n(MJ| ® M2) ; 
sei wie in c) tf die Projektion von HxH = 6 CJ ® D auf den 
Summanden © D ; ebenso seien M und M2 wie in c) : M ist di­
rekter Summand von M und M2 direkter Summand von M2 ;
■tf L. ~ ist Isomorphismus und damit zerfallender Mono-x | M_J © M2 1 |m 2
morphismus ;

D
M ^ 2

m2
~ = f Sf ; demnach ist M IMnach c) ist tf(M2)CD und (j> tf 

f|g zerfallender Monomorphismus ; 
wegen ^ 0 ist M ein von Null verschiedener direkter Summand 
von M und folglich f kein Element von Tot(M,M) .

Gibt es Untermoduln £ 0 von Cf und M£ von M2 mit M * M =
= C' © M © M' , so folgt mit den Bezeichnungen aus c),daß tfl~

j I M*fzerfallender Monomorphismus ist , was nach c) g f Tot(M,M) 1
zur Folge hat .

2.7 Satz
Für einen R-Rechtsmodul M sind äquivalent :

(i) M hat die d2-ATE

(ii) Für jeden direkten Summanden M ^ 0 von M und für jede Si­
tuation AR = M ' © N = C © D ,  wobei M 1 =r M , N = M,C = M 
und D = M , gilt :
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es gibt Untermoduln M.j  ̂0 von M' und C' von C mit 
A = M.j © C' © D oder Untermoduln M£ ^ 0 von M' und 
D' von D mit A = © C © D’

(iii) M ist total

(iv) Jeder direkte Summand ^ 0 vo 
direkten Summanden £ 0 .

Beweis:
(i) => (ii) : Klar .
(ii)=>(iii) : M habe also die in (ii) beschriebene Eigenschaft; 
seien o< £ Tot(M,M) , ß £ Tot(M,M) ; es ist cx + ß E Tot(M,M) zu zeigen :
Angenommen o< + ß f- Tot(M,M) ,
dann gibt es direkte Summanden O^M und 1 von M mit (o< + ß )(M)c M, 
so daß (X + ß : M3x>---► (<>< + ß)(x)£ M isomorph ist;
sei  ̂£ HomR(M,M) der inverse Isomorphismus , l die Inklusion von 
H in M und T Projektion von M auf den direkten Summanden M ;
es ist cx+ (3 = ir( o< + ß)l = TTc<L + irßt und folglich ^ oC + ß =
= îrcXl + îrßL = 1g ;
wir setzen f := îro(l und g := '̂■'"ßl = f >

wir betrachten wie in Hilfssatz 2.6 (mit M in der Rolle des dor­
tigen M) den R-Rechtsmodul

M x. M = M1 © M2 - Cf © D ;
nach 2,6 ist M1 = H , M 2 = M , C ^ = M , D = M ;  nach Voraussetzung
gibt es Untermoduln  ̂0 von und von mit M * M =
= C£ © M.j © oder Untermoduln C£ £ 0 von und M£ von M^ mit
M * M = C£ © M1 © M£ ;
nach 2.6 d) folgt f £Tot(M,M) oder g { Tot(M.M) ;
nach 1.2 gilt aber wegen ô ,ß £ Tot(M,M) sowohl f = îroa £ Tot(M,M) 
als auch g = £ Tot(M,M) , also Widerspruch .

(iii)=»(iv) : Ist M total , so ist nach 2.3 auch jeder von Null 
verschiedene direkte Summand von M total .



-21-

(iv)==>(i) : Jeder direkte Summand £ 0 von M besitze also einen 
totalen direkten Summanden ^ 0 ;
sei M ^ 0 direkter Summand von M und AR = M' © N = C © D , wobei 
M' = M ;
es ist nachzuweisen:
es gibt Untermoduln M^O von M' und C 1 von C mit A = M.j © C* © D 
oder Untermoduln M£^0 von und D' von D mit A = M£ © C © D'.
Nach Voraussetzung besitzt K' einen totalen direkten Summanden 
M" ^ 0 ; M' = M" © I ;
seien l die Inklusion von M" in A , T  die Projektion von A =
= M" ® L © N auf M" und ê  bzw. der Projektor von A = C © D 
auf den Summanden C bzw. D ;
aus 1A = ec + eD folgt 1̂ „ = TL = ir1Al = TTê L + 1Tê L ;
1ĵ M ist kein Element von Tot(M",M") ; da M" total ist , folgt 
irecL £ Tot(M",M") oder TTe-pl $ Tot(M",M") .

1_._Möglichkeit: ^e^l  ̂Tot(M"fM") .
Dann gibt es direkte Summanden Mj^O und M v o n  M" mit frê  l(M.j )cM!j , 
so daß trecL : 3 x — » ireci.(x) £ M!J isomorph ist ;
sei M" = M!| © P und t die Projektion von M" = M!j © P auf M!J ; dann

m A = M" © P
und folglich

ist tir die Projektion von A = M” © P © L © N auf M!j ;
es ist TrecL = tiTê t M'

A = M.j © Ker(trec) = © D © (Ker(tir)nc) , 

mit C ’ := Ker(tir)nc also A = © C1 © D .

2,_M£glichkeitj. TTê L f Tot(M",M") .
Völlig analog zur 1. Möglichkeit findet man Untermoduln M£^0 von 
M1 und D 1 von D mit A = M£ © C © D 1 .

Aus dem im Vorfeld von 2.4 angegebenen Ergebnis von Warfield , aus
2.7 und 2.2 c) folgt :

2.8 Korollar
Für einen direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M sind äquivalent :
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(i) M ist total
(ii) M ist LE-Modul
(iii) M hat die 2-ATE
(iv) M hat die d2-ATE .

Der Schluß (iii)=>(i) bzw. (iii)=>(iv) gilt auch für Rechts­
moduln , die eine direkte Zerlegung besitzen: Hat ein Rechtsmo­
dul die 2-ATE , so ist er total bzw. hat die d2-ATE . Umgekehrt 
braucht jedoch ein Rechtsmodul , der eine direkte Zerlegung be­
sitzt und total ist bzw. die d2-ATE hat , nicht die 2-ATE zu ha­
ben. Dies alles wird in 2.9 und 2.14- gezeigt.
In 2.9 werden, wie bereits im Anschluß an 2.2 angekündigt, Bei­
spiele für totale Rechtsmoduln angegeben.

2.9 Beispiele
a) Jeder R-Rechtsmodul M , der eine LE-Zerlegung besitzt (d.h.

M ist direkte Summe von LE-Moduln , also von direkt unzer­
legbaren totalen Untermoduln) , ist total .

b) Ein artinscher oder noetherscher R-Rechtsmodul £ 0 ist ge­
nau dann total , wenn er eine endliche LE-Zerlegung besitzt.

c) Jeder R-Rechtsmodul , der die 2-ATE hat , ist total .

Beweis von a):
Jeder direkte Summand ^ 0 eines Moduls M , der eine LE-Zerlegung 
M = M^ hat, besitzt nach einem Ergebnis von Azumaya einen di­
rekten Summanden  ̂0 , der zu einem der M^ isomorph und damit to­
tal ist ( [1] Th. 1 ). Nach 2.7 ist damit jeder Modul M^ , der 
eine LE-Zerlegung besitzt , total .

Beweis von b):
Jeder artinsche oder noethersche R-Rechtsmodul M 0 ist endli­
che direkte Summe von direkt unzerlegbaren Untermoduln M ,...,Mn 
( [5] Satz 7.2.9 ). Ist M total, so sind auch die als direkte 
Summanden total , also LE-Moduln .



-23-

Umgekehrt ist nach a) jeder R-Rechtsmodul mit LE-Zerlegung total.

Beweis von c); Sei M R-Rechtsmodul und im Besitz der 2-ATE ; 
wie im Beweis des späteren Satzes 4.7 könnte man den Besitz der 
d2-ATE nachweisen , was nach 2.7 genügt ; ohne den Begriff der 
d2-ATE und Satz 2.7 kommt der folgende direkte Beweis aus :
Seien <x £ Tot(M,M) , ß£Tot(M,M) ; angenommen o( + ß f Tot(M, M),
dann gibt es direkte Summanden M^O und M von M mit (cx + |3)(M)cM, 
so daß cx + ß : M 3 x i---- > (o< + ß ) (x)£ M isomorph ist ;
seien  ̂E HomR(M,M) der inverse Isomorphismus, Ldie Inklusion von 
M in M und 1T Projektion von M auf den direkten Summanden M ;
es ist cx + ß = ir(cx + ß ) t = 'frcxl + rßl und folglich ist ^ o<+ (3 =
= ^o<t + yrßl = ;
wir setzen f := îro<i und g := "̂irßt = - f ;
wir betrachten wie in Hilfssatz 2.6 (mit M in der Rolle des dor­
tigen M) den R-Rechtsmodul

M x M = M1 © M2 = Cf © D ;
/ \  A  Anach 2.6 ist D = M , = M ; M besitzt als direkter Summand von 

M die 2-ATE ; folglich gibt es Untermoduln M.j von und M£ von 
M2 mit M x M = Cf © © M£ ;
es ist = D ; wegen D ^ 0 ist also M.j £ 0 oder 0 , so
daß nach 2.6 b) g / Tot(M,M) oder f f Tot(M,M) ;
nach 1.2 gilt aber wegen cx, |3 E Tot(M,M) sowohl f = ̂ To<l £ Tot(M,M) 
als auch g = îrßt ETot(M,M) , also Widerspruch .

Nach 2.9 a) ist jeder Rechtsmodul , der eine LE-Zerlegung hat , 
total . Für R-Rechtsmoduln A und B , die LE-Zerlegungen besit­
zen , soll Tot(A,B) näher untersucht werden. Anlaß ist die Tat­
sache , daß für Moduln , die eine LE-Zerlegung haben , bereits 
seit mehreren Jahren ein Total bekannt ist .

2.10 Definition
Sind A , B R-Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen A = € A. und

iEI 1
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B = © B. und ist i. (i £ I) die Inklusion von A. in A bzw. T,j£J J 1 3
(j £ J) die Projektion von B auf B. , so soll die von Harada undJ
Sai in [3] eingeführte Menge [cx £ Hom^A.B) | 1t\ o<L nicht isomorph 
für alle i £ I, j £ J"} als Harada-Total von A nach B bezeichnet 
werden , kurz TotH(A,B) (siehe auch [6] Def. 3.2.3.) .

2.11 Lemma ([6] H.satz 3.2.4. und 3.2.5.)
a) TotH(A,B) ist additiv abgeschlossen .
b) Sind C,D weitere R-Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen C = © C,k£K K

und D = D1 , so ist Hom^B,D)TotH(A,B^om^C ,A) c TotH(C ,D) .

Wir wollen nun nachweisen , daß das Harada-Total und das in die­
ser Arbeit definierte Total identisch sind .

2.12 Lemma
Seien A , B R-Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen A = © A* undi£I
B = © B. und sei l. (i£ I) die Inklusion von A. in A bzw. Tr. j£J 3 1 i D
(j £ J) die Projektion von B auf B^ ; dann ist

Tot(A,B) = TotH(A.B) = jo<£Hom(A,B) | n i c h t  isomorph y i£l, j£j] . 

Beweis:
" C " : Sei (X £ Tot(A,B) ; dann ist nach 1.2 T̂ CXL. £ Tot(A^ ,B̂ .) für 
alle i £ I, j £ J , d.h. nicht isomorph für alle i £ I, j £ J .
11 D  " : Sei also cx£TötH(A,B) ;
angenommen o< ist kein Element von Tot(A,B) ,
dann gibt es direkte Summanden O^A' von A und B 1 von B mit cx(A')
CB' , so daß cx: A 1 3 x '--- > cx(x) £ B' isomorph ist ;
nach einem im Beweis von 2.9 a) angegebenen Ergebnis von Azumaya 
besitzt A' einen direkten Summanden N , der zu einem der A^ iso­
morph ist , sagen wir zu A., ;o



-25-

o<: N 3 x i----> <X(x) 6 cx(N) ist isomorph ; dazu können wir jedoch
einen Widerspruch konstruieren :
Sei q Isomorphismus von N nach A. , L die Inklusion von N in Axo
und ir Projektion von B auf den direkten Summanden cx(N) ; setze
ß := iq'"1'rri ;xo
es gibt 0  ̂x £N ; dazu gibt es eine endliche Teilmenge J1 von J
mit T.ocßl. q(x) = 0 für alle j £ J \ J ’ ; sei J" := J\J' und e'
bzw. e" der Projektor von B = ( ©  B j  ® ( ® B j  auf den erstenj£J1  ̂ j£j» 3
bzw. zweiten Summanden ;
es ist cx = iroa = Tro<ßl. q = Te'cxßl. q + ire"o<ßi. q’ ;-■•o 1o i0
TTe"o<ßL. q ist kein Monomorphismus und daher kein Isomorphismus ; ■*■0
'ITe'aßL. q ist nach 2.11 wegen oC6TotH(A,B) ebenfalls kein Iso- xo
morphismus , so daß auch Si als Summe zweier Nichtisomorphismen 
nicht isomorph sein kann.^

Für das Harada-Total ist eine Vielzahl von Resultaten bekannt. Im 
nächsten Satz fassen wir einige davon zusammen .

2. 13 Satz ([6] Satz 3.3.1 . und Hpt.satz 4.1.3. ; [11] Th. 1 ) 
Für einen R-Rechtsmodul M , der eine LE-Zerlegung besitzt , gilt 
grundsätzlich Ra(EndR(M))c Tot(MfM) und genau dann stimmen 
Ra(EndR(M)) und Tot(M,M) überein , wenn M die 2-ATE besitzt.

Der Satz ermuntert uns , generell den Zusammenhang zwischen dem 
Totalbegriff und dem Radikalbegriff zu untersuchen ; dies soll im
IV. Kapitel geschehen. Zunächst einmal können wir mit Hilfe des 
Satzes ein Beispiel für einen totalen Rechtsmodul angeben , das 
nicht unter die bereits in 2.9 behandelten Beispiele fällt . Mit 
dem in 2.14 angegebenen Beispielmodul setzt sich auch Zöllner in 
([12] 5 . Some ex.) auseinander.



-26-

2.14 Beispiel
Wir lernen einen totalen Rechtsmodul kennen , der weder eine LE- 
Zerlegung noch die 2-ATE besitzt.
Sei k ein Körper und T ein lokaler Unterring von k ; dann sei

R := (^JnEfcl £ klKi| 3 n0EN • tE T V ^ n o xn = t } .
Nicholson und Stock haben sich mit diesem Ringtyp beschäftigt 
([7] Ex. 1.7 ; [8] Bsp. 1.18 ) . R ist kommutativ , Austausch­
ring (d.h. Rr hat die 2-ATE) , nicht regulär und es ist Ra(R)=0. 
Nach Resultaten von Stock besitzt damit der R-Rechtsmodul

M := R^)

nicht die 2-ATE ( [8] Prop. 4.5 » Kor. 4.13).Man kann Tot(M,M)= 0 
nachweisen . Nach Satz 2.13 kann M demnach wegen Ra(EndR(M)) =
= Tot(M,M) = 0 keine LE-Zerlegung haben .

Der Nachweis von Tot(M,M) = 0 erfolgt in zwei Schritten :

j_._S£hritt2_ = 0 •
Sei für i 6IW .e = definiert durch ,e. := I 1 n ~ * .i  i n  n t  i n i n  n  ^  ±

Die R-Rechtsmoduln ^eR (i£M) sind einfach . Für jede endliche
Teilmenge L von IM ist © ,-eR direkter Summand von RD .i£ L R
Sei nun 0 £ cx£End(RR) ; dann gibt es j £ IN mit o<(l)̂ e £ 0 und
wegen cx(.e) = cx(l).e = .ecx(l) ist also 0 ^ cx(.eR)c .eR ; da .eR <J J J v D t)
einfach ist , ist folglich .eR 3 x i--- > o<(x) £ .eR ein Automor-D 3
phismus und damit (X kein Element von Tot(R^,RR) .

2._Schritt_2_ Schluß auf Tot(M,M) = 0 .
Mp = ® IVL , M = RD V ne IM ; seien l (n £ IM ) die Inklusion von M_ K n£N n K  n n
in M und irn die Projektion von M auf Mn ;
ist nun 0 £ £ £EndR(M) , so gibt es i , j £ IW mit £ 0 ; nach
dem 1 . Schritt ist tr.fl. kein Element von Tot(M1 ,M.) , weswegen

D l  i  D
f nach 1.2 kein Element von Tot(M,M) ist .
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III. DIE STELLUNG DER TOTALEN MODULN IN DER THEORIE DER IDEALE
UND HALBIDEALE

Nach dem I .Kapitel ist für eine Klasse k' von R-Rechtsmoduln 
{Totj^CA.B) | A,B £ TOR} Halbideal in der Kategorie W.R der R- 
Rechtsmoduln.
Ist k 1 insbesondere die dS-Klasse der totalen R-Rechtsmoduln , 
so ist nach der Kennzeichnung in 1.9 a)

k^g = {M £ W R | jedef direkte Summand £ 0 von M be­
sitzt einen totalen direkten Summanden £ o} 

und nach 2.7 somit k^g = k' . Nach 1.10 gilt daher der folgen­
de Satz :

3.1 Satz
Sei k^ die Klasse der totalen R-Rechtsmoduln;

dann gibt es keine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln , welche echt
größer als k^ ist und für die Totjt(A,B) Totjj. (A,B) für alle R-t
Rechtsmoduln A,B gilt .

Im I. Kapitel beschäftigten wir uns ausschließlich mit den Halb­
idealeigenschaften von {Totk(A,B) | A,B£3JtR}. Die Idealfrage wur­
de dort vorerst nicht angesprochen :
Für welche Klassen k von R-Rechtsmoduln ist das Halbideal 
{Tot^(A.B) | A,B £ TOR} sogar ein Ideal in der Kategorie der R- 
Rechtsmoduln ?

Beschränken wir uns auf dS-Klassen von R-Rechtsmoduln ,so gelingt 
eine vollständige Antwort.
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3.2 Lemma
Sei kj. die Klasse der totalen R-Rechtsmoduln und k eine dS-Klasse 
von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von k^ ist ;

dann ist (Totk(A,B) J A,B £ } Ideal in der Kategorie der R- 
Rechtsmoduln .

Beweis:
Da die Halbidealeigenschaft klar ist , bleibt die additive Abge­
schlossenheit nachzuweisen:
Seien also A , B R-Rechtsmoduln und cx £ Totj^AjB) , ß £ Totfc(A,B) ; 
angenommen o< + ß j. Totk(A,B) ,
dann gibt es direkte Summanden 0^kQ von A und B0 von B mit A0 £ k,
B0 £ k und (cx + ß)(AQ)cB0 , so daß <X+ (3 : A0 3 x ■--- ► (cx + [3)(x) £ BQ
isomorph ist ;
sei  ̂£ HomR(B0,A0) der inverse Isomorphismus , L die Inklusion von 
A0 in A und ir Projektion von B auf den direkten Summanden BQ ;
es ist (X + ß = 7r(cX + ß )l = 1To<l + TTpL und folglich ^ o< + ß =
= îroa + -̂rrjk = 1A ;
1̂  ist kein Element von Tot(A0 ,A0) ; da A0 total ist , folgt dem­
nach ^roa f. Tot(A0,A0) oder îrßl̂  Tot(A0,A0) ;
da k eine dS-Klasse ist und A0 Element von k ist , gilt anderer­
seits Tot(A0,A0) = Totjc(A0,A0) , so daß auf Grund der Halbideal­
eigenschaft wegen cx,ß £ Totk(A,B) sowohl ̂ iro<l als auch )(irßl Ele­
ment von Tot(A0,A0) sein müßten , also Widerspruch .

3.3 Lemma
Sei k eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln mit der Eigenschaft , daß 
{Totj£.(A,B) | A,B £ m R) Ideal in der Kategorie m R der R-Rechtsmo­
duln ist ;

dann ist k eine Teilklasse der Klasse k^ der totalen R-Rechtsmo­
duln .
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Beweis:
Sei M E k ; da k dS-Klasse ist , ist dann Totk(M,M) = Tot(M,M) ; 
nach Voraussetzung ist {Totjj.(A,B) | A,B E W R} Ideal , so daß also 
Tot(M,M) additiv abgeschlossen ist , d.h. M ist total .

Aus 3.2 und 3.3 folgt unmittelbar :

3.4 Satz
Für eine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln ist (lot^CA.B)! A,B£ W R} 
genau dann ein Ideal in der Kategorie der R- Rechtsmoduln , 
wenn k eine Teilklasse der Klasse der totalen R-Rechtsmoduln 
ist .

Die Klasse k^ ist also insbesondere die größte dS-Klasse k von 
R-Rechtsmoduln , für die { Tot^CA,B)|A,B£ WlR} Ideal in der Ka­
tegorie der R-Rechtsmoduln ist .

Mit 2.10 c)folgt aus 3.4 ein Ergebnis von Zöllner ( [12] Cor. 1 ) :

3.3 Korollar
Sei k2 die Klasse der R-Rechtsmoduln , die die 2-ATE besitzen ;

dann ist {Tot^ (A,B)|A,B E Ideal in der Kategorie der
R-Rechtsmoduln .
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IV. DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN TOTAL UND RADIKAL UND DER BEGRIFF
DES RaT-MODULS

In 2.13 wurde schon einmal auf den Zusammenhang zwischen Total 
und Radikal eingegangen , allerdings beschränkten sich die Aus­
sagen auf Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen .

4.1 Satz

Für jeden R-Rechtsmodul M gilt Ra(EndR(M))C Tot(M,M) .

Beweis:
Für R-Rechtsmoduln , die eine LE-Zerlegung besitzen , haben wir 
diese Aussage bereits in 2.13 formuliert.
Sei also M R-Rechtsmodul und S := EndR(M) ; für o< £ S ist zu zei­
gen: o< ̂  Tot(M,M) = >  oC^Ra(S) .
Sei nun <X £ S ̂  Tot(M,M) ; dann gibt es direkte Summanden Oĵ M̂  und
M2 von M mit cx(M1 )c M2 , so daß (X : 3 x i--- * o((x) £ M2 isomorph
ist ;
seien (3 £ HomR(M2 ,M^) der inverse Isomorphismus , Li die Inklusion 
von in M , t\ Projektion von M auf den direkten Summanden M^ 
und e^ = (i = 1 ,2) ; setze ^ := L̂ ßir2 ;
aus ö( = ir2c*l1 folgt e2«^ = l2r2oa-]ßir2 = L̂ cxßl̂  = 1-2ir2 = e 2 und 
folglich o<̂  + (1M - e2)(lM - cx̂ ) = + 1M - ^  - e2 + e2cx̂  = 1M , 

d.h. cxS + (1M - e2)S = S ;
wegen M2^0 ist (1^ - e2)S ^ S ; damit ist o<S nicht klein in S und 
somit oc kein Element von Ra(S) .

4.2 Definition
Einen R-Rechtsmodul M ^ 0 , für den Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) gilt , 
wollen wir als RaT-Modul bezeichnen .
Ein R-Rechtsmodul M , der eine LE-Zerlegung besitzt und für den 
Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) gilt , wird speziell als Harada-Modul be­
zeichnet (vgl. [6] S. 57) .
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4.5 Bemerkungen und Beispiele
a) Ist MR RaT-Modul , so auch jeder zu M isomorphe R-Rechtsmodul. 

Beweis:
Seien also M,N R-Rechtsmoduln , M insbesondere RaT-Modul und cx 
Isomorphismus von M nach N;wegen Ra(EndR(N))= o<Ra(EndR(M))oC^ 
und Tot(N,N)= ocTot(M,M)cx-1 folgt aus Ra(EndR(M)) = Tot(M, M) 
auch Ra(EndR(N)) = Tot(N,N) .

b) Ist MR RaT-Modul, so auch jeder direkte Summand von M.

Beweis:
Sei also MR RaT-Modul und A ein direkter Summand von M ; ist l 
die Inklusion von A in M und Tr Projektion von M auf den direk­
ten Summanden A , so ist nach 1 . 2 Tot(A,A) = irTot(M,M)l ; da 
auch Ra(EndR(A)) = trRa(EndR(M))l gilt , stimmen also wegen
Ra(Endn(M)) = Tot(M,M) folglich Ra(EndD(A)) und Tot(A,A) über- K K
ein .

c) Jeder RaT-Modul MR ist total .

Beweis:
Ra(EndR(M)) ist additiv abgeschlossen.

d) Für einen direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M sind äquivalent:
(i) M ist total
(ii) M ist LE-Modul
(iii) M ist Harada-Modul
(iv) M ist RaT-Modul .

Beweis:
In einem direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M ist Tot(M,M) die 
Menge der nicht automorphen Endomorphismen.
V/ährend (i)=>(ii) und (iii) = > (iv) => (i) nach 2.2 c) und 4.3 
c) klar sind , ist auf (ii)=>(iii) noch einzugehen:
Ist M LE-Modul, so ist für alle cx £ Tot(M,M) 1M ~°< automorph,so 
daß also Tot(M,M)c Ra(EndR(M)) gilt und die umgekehrte Inklu­
sion gilt nach 4 . 1 von vornherein.

f) Jeder halbeinfache R-Rechtsmodul M ist ein Harada-Modul;es ist
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Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) = 0.

Beweis:
Ein halbeinfacher R-Rechtsmodul M ist direkte Summe von ein­
fachen Untermoduln . Diese einfachen Untermoduln sind insbe­
sondere LE-Moduln . Da ein Homomorphismus zwischen einfachen 
Moduln entweder der Nullhomomorphismus oder ein Isomorphis­
mus ist, folgt unter Benützung von 2.12 Tot(M,M)=0 und nach
4.1 also Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) = 0.

f) Der in 2.14 behandelte Rechtsmodul M ist ein Beispiel für ei­
nen RaT-Modul , der kein Harada-Modul ist. Nach den Ausführun­
gen in 2.14 ist Ra(End(M)) = Tot(M,M) = 0.

g) Es wird ein Beispiel für einen totalen Rechtsmodul angegeben, 
der kein RaT-Modul ist .
Sei R = Z , d.h. der Ring der ganzen Zahlen und für eine fe­
ste Primzahl p sei M„ := 11 Z n = © Z'n ; dabei steht Z ^z nein P ne IN Pn Pn
kurz für Z/p1̂  .
Die Z-Rechtsmoduln Z^n (n £ IM) sind LE-Moduln , so daß M^ nach
2 .9  a) total ist .
Mz ist allerdings kein Harada-Modul , was im folgenden nachge­
wiesen wird:

_ _ _ z ^=n
Seien für nelKl T]_n: Zpn'--»Z^n , z>— " mit Zi : = | 0 Ljl '

ln die Inklusion von Z^n in M , 1Tn die Projektion von M auf

Z'n , f : Z n 3 z i-- > pz 6 Z n+-i und o< := L ..T) . f t? "̂ ir ;p" n pa * p“TI n n+1 tn+1 n <-n n

o<£End7 (M) sei definiert durch o((x) := ^  . o< (x) .
L *n(x ^ 0  n

Pür i, j EM ist ir̂ cxî  im Palle j=i+1 gleich ^i+1 f^ - 1 , sonst 0
und damit also nicht isomorph , so daß unter Benutzung von
2.12 <X £ Tot(M.M) folgt .
Wegen (1 ) f Bi(1M - o<) ist aber 1^ - o< kein Epimorphismus und 
damit o( kein Element von Ra(EndR(M)) .
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Nach 4.3 bilden die RaT-Moduln über einem Ring R eine dS-Klasse 
von R-Rechtsmoduln , die insbesondere Teilklasse der Klasse der 
totalen R-Rechtsmoduln ist.Da die totalen Rechtsmoduln bekannt­
lich genau die sind , die die d2-Austauscheigenschaft besitzen, 
sollte es möglich sein , die RaT-Moduln durch eine verschärf - 
t e d2-ATE zu charakterisieren.Eine derartige Charakterisierung 
wird in 4.5 angegeben. Wir benützen den folgenden Hilfssatz.

4.4 Hilfssatz
Sei M R-Rechtsmodul ;
der R-Rechtsmodul M * M besitzt nach 2.6 folgende Zerlegungen :
M x H = M. 8 M„ , für alle f £ End_(M) M * M = C © D .1 c. Xt I
(Dabei sind die Bezeichnungen wie in 2.6 .)

Die Aussagen des Hilfssatzes lauten :

a) Für alle f £ Ra(EndR(M)) gilt M *M = Cf © M1 .

b) M ist genau dann RaT-Modul , wenn für alle f £ Tot(M,M)
M* M = Cf © M1 gilt .

Beweis:
Wir verwenden 2.6 a) ; danach gilt
% für alle f £ EndR(M) (jr1irf ^  = 1M - f ,
wobei Tf insbesondere die Projektion von M*M = C^ © D auf D ist.

Nun zum Beweis von a):
Ist f £Ra(End^(M)) , so ist 1M - f automorph und wegen * damit 

isomorph ; es folgt M * M = © Ker('TTf) = .

Beweis von b):
Ist Ra(EndR(M)) = Tot(M.M) , so folgt nach a) M * M = Cf © M.) für 
alle f £ Tot(M,M) .
Gilt umgekehrt für alle f £Tot(M,M) M *M = C^ © M1 , dann ist 
für alle f £ Tot(M,M) isomorph ; wegen * ist damit 1^ - f für 1 

alle f £ Tot(M,M) automorph , so daß also Tot(M,M)C Ra(EndR(M)) 
gilt ; die umgekehrte Inklusion gilt nach 4.1 von vornherein .
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4.5 Satz
Für einen R-Rechtsmodul M sind äquivalent:

(i) M ist RaT-Modul

(ii) Für jede Situation AR =M' © N = C © D , wobei M' = M , 
gilt (*0 oder (**) oder (***)

(iii) Für jede Situation AR =M' © N  = C © D ,  wobei M 1 = M ,
N s M , C 2 M und D = M , gilt (*) oder (**) oder (***) .

Dabei ist jeweils

(*) es gibt Untermoduln M^ ^ 0 von M 1 und C 1 von C mit A =
= M.j © C' © D und Untermoduln M£ ^ 0 von M' und D' von D 
mit A = M£ © C © D'

(**) es gibt einen Untermodul C ' von C mit A = M' © C' © D

(***) es gibt einen Untermodul D' von D mit A = M' © C © D' .

Beweis:
(i) =» (ii) : Sei also M RaT-Modul ;
sei A = M' © N = C © D , wobei M' = M ; es ist zu zeigen , daß
(&) oder (*■*) oder .(***) gilt :
Seien l die Inklusion von M' in A , T die Projektion von A =
= M' © N auf M' und ec bzw. e^ der Projektor von A = C © D auf 
den Summanden C bzw. D ;
aus 1A = ec + eD folgt 1M , = iri = U 1̂ L = iregl + ireD l ; 
da M 1 als RaT-Modul total ist , ist folglich ITê L  ̂Tot(M',M') 
oder ITê L f. Tot(M',M') ; es gibt nun drei Möglichkeiten:

1  *_Möglichkeitj_ TTec L ̂  Tot(M1 ,M' ) und TTe.pl t Tot(M' ,M1 ) .
Dann gibt es direkte Summanden M^O , M£^0 , M!J und MtJ von M' mit
TegL(M^' )c M̂' und TreDl(M£)c M£ , so daß irecl :MJj Bxi--->■ TrepL(x) 6 Mlf
und Teji : M£3xi-- > ire-Ql (x) £ M£ isomorph sind ;
sei t1 bzw. t2 Projektion von M 1 auf den Summanden M'j bzw. M£ ;
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es ist Trecl = t-jirê L J M , und fre-pL = -t2TreDL | n» 5 folglich ist

A = MJj © Ker(t1rec) = MJj © D © (Ker(^ir) n c) und

A = M£ © Ker(t2re;D) = M£ © C © (Ker( t ^ )  n D) ;

mit C' := Ker(t^ir)nC und D' := Ker(t2ir)nD gilt demnach (*) .

2._Möglichke_it£ re^ L f Tot(M',M') und irê L £ Tot(M',M') .
Da M' RaT-Modul ist , gilt trê l £ Ra(EndR(M')) und folglich ist 
ireCL = ^M! - TeD1' > damit ist

A = M ’ © Ker(irec) =■ M ’ © D © (Ker(ir)nc) ;

setzen wir C' := Ker(ir) n C = NflC , so gilt demnach (* *) .

5.„Möglichkeit! irecl £ Tot(M',M') und Te^L i Tot(M',M') .
Völlig analog zur 2. Möglichkeit findet man einen Untermodul D' 
von D mit A = M' © C © D' ; es gilt also (***) .

(ii) ==> (iii) : Klar .

(iii) ==> (i) : M habe also die in (iii) beschriebene Eigenschaft; 
um Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) nachzuweisen , genügt es nach 4.4 b) zu 
zeigen , daß für alle f £ Tot(M,M) M * M = C © M̂  gilt mit Cf , M̂  
wie in 2 . 6 :

Sei also f £ Tot(M,M) ; nach 2.6 ist M *M = © M2 = Cf © D und 
es ist = M , D s M , = M , Mg s M ;■
nach Voraussetzung gilt in der Situation M^M = C ^ © D = M 1 © M2 

(*) es gibt Untermoduln £ 0 von Cf und M.j von mit
MxM = I Hj © M2 und Untermoduln jz 0 von und 
M£ von M2 mit M * M = C£ © © M£ 

o d e r
(**) es gibt einen Untermodul M* von M1 mit M * M = Cf © M.j © M2 

o d e r
(*■*#) es gibt einen Untermodul M£ von Mg mit MxM = Cf © M1 © M£ ;
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wegen f E Tot(M,M) kommen nach 2.6 d) die Möglichkeiten (*) und 
(**) nicht in Präge ; es bleibt also M *M = Cf © M̂  © M£ ; 
nach 2.6b) gilt wegen f E Tot(M,M) M£ = 0 , so daß wir also 
M x- M = Cf © M1 haben .

Der folgende Satz 4.6 beschäftigt sich mit Rechtsmoduln , die 
direkte Summe eines RaT-Untermoduls und eines totalen Untermo­
duls sind .

4.6 Satz
Jeder R-Rechtsmodul , der direkte Summe eines RaT-Untermoduls 
und eines totalen Untermoduls (nicht notwendig RaT-Untermodul) 
ist , ist total.

Beweis:
Sei also = M © N , wobei M RaT-Modul und N total ; nach 2.7 
genügt es nachzuweisen , daß jeder direkte Summand £ 0 von M 
einen totalen direkten Summanden ^ 0 besitzt :
Sei also C ^ 0 direkter Summand von M : M = C © D ; für die Si­
tuation M = M © N = C © D  gilt nach 4.5
(*) es gibt Untermoduln M1 ^ 0 von M und C' von C mit M =

= M.j © C 1 © D und Untermoduln Mg £ 0 von M und D 1 von 
D mit M = M2 © C © D 1 

o d e r
(* *) es gibt einen Untermodul C ' von C mit M = M © C 1 © D 
o d e r
(***) es gibt einen Untermodul D' von D mit M = M © C © D 1 ; 
im Pall (*) ist C = © G' und ist als direkter Summand von 
M total ;
im Fall (**) ist C = M © C ' und M ist total ;
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im Pall (***) ist C © D' = N , so daß wegen N total auch C to­
tal ist.

Ein Rechtsmodul , der direkte Summe zweier totaler Untermoduln 
ist , kann allerdings auch dann total sein , wenn keiner der 
beiden totalen direkten Summanden RaT-Modul ist. So können wir 
beispielsweise für einen Rechtsmodul M , -der eine LE-Zerlegung 
besitzt , aber kein Harada-Modul ist , den Rechtsmodul M * M be­
trachten. M x- M läßt sich als direkte Summe zweier totaler Unter­
moduln darstellen , die beide keine RaT-Moduln sind ; nach 2.9
a) ist Mxm total. Ein Beispiel für einen Rechtsmodul M , der 
eine LE-Zerlegung besitzt , aber kein Harada-Modul ist , haben 
wir in 4.3 g) kennengelernt.

Nach dem Satz 4.6 soll ein weiteres wichtiges Ergebnis formu­
liert werden , das sich aus der Charakterisierung der RaT-Mo - 
duln in 4.5 ergibt. Dieses Ergebnis stellt insbesondere eine 
Verschärfung der Aussage von 2.9 c) dar.

4.7 Satz
Jeder Rechtsmodul , der die 2-ATE besitzt , ist RaT-Modul .

Beweis: Sei M R-Rechtsmodul und im Besitz der 2-ATE ; 
es wird nachgewiesen , daß die Bedingung (iii) in 4.5 erfüllt 
ist: sei A = M' « N = C « D mit M' = M , N = M , C = M , D = M ; 
es wird gezeigt , daß in dieser Situation (*) oder (**) oder 
(***) wie in 4 .5 beschrieben gilt .

ADa M die 2-ATE besitzt , gibt es zunächst einmal Untermoduln C
/ \  A  Avon C und D von D mit A = M' © C © D ; es gibt drei Möglichkeiten: 

1_._Möglichkeitj_ es ist C ^ C und D  ̂D .
In diesem Pall wollen wir die Tatsache benützen , daß C und D 
wegen C = M und D = M die 2-ATE und nach [2] L. 3.11 damit die 
endliche ATE besitzen ; wir wenden sie auf die Situation A = 
= C © D = M '  © C © D a n :
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es gibt Untermoduln M.j von M', C' von C , D' von D mit A =
= D € M.j © C' © D' und Untermoduln M£. von M* , C 1 von C , D' 
von D mit A = C © M £ © C ' © D I;

A A  Ada C' Untermodul von C und D' Untermodul von D ist , muß C'= 0
Aund D' = 0  gelten ;

es folgt A = M.j © C' © D und A = © C © D' ; wegen C ^ C 
und D ^ D ist auch C 1  ̂C und D'  ̂D und damit gilt M̂j  ̂0 
und M£ ^ 0 , so daß also (*) gegeben ist .

2 ._Möglichkeit£ D = D ..
AIn diesem Fall ist A = M 1 $ C © D , so daß also (* *) gegeben ist.

3 ̂ Kögli chkej. t^ C = C .
In diesem Pall ist A = M' © C © D , so daß also (***) gegeben 
ist .

Die Erkenntnis , daß aus der 2-ATE direkt auf die d2-ATE ge - 
schlossen werden kann , verdanke ich einer Mitteilung von J.
Stock vom 19.12.1986. Im Beweis von 4.7 benütze ich auf J. Stock 
zurückgehende Gedankengänge .

Umgekehrt braucht ein Rechtsmodul nicht notwendig die 2-ATE zu 
besitzen , wenn er RaT-Modul ist.
Für den in 2.14 behandelten Rechtsmodul M gilt Ra(EndR(M)) =
= Tot(M,M) = 0;er ist also RaT-Modul.Wie in 2.14 festgestellt, 
besitzt M nicht die 2-ATE.
Hat ein Rechtsmodul allerdings eine LE-Zerlegung , so besitzt er 
nach 2.13 genau dann die 2-ATE , wenn er RaT-Modul ist.
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V. RaT-ZERLEGUNGEN

LE-Moduln sind RaT-Moduln. Die Tatsache , daß LE-Zerlegungen im 
bisherigen Verlauf der Arbeit eine wichtige Rolle gespielt ha­
ben , veranlaßt zur folgenden Definition.

5.1 Definition
Ist ein R-Rechtsmodul M direkte Summe von RaT- Untermoduln M^ 
(i£ I) , so wird die Zerlegung M = © M^ als RaT-Zerlegung be­
zeichnet.

LE-Zerlegungen sind also spezielle RaT-Zerlegungen . In 4 . 3 g) 
haben wir ein Beispiel für einen Rechtsmodul kennengelernt, der 
eine RaT-Zerlegung besitzt,ohne dabei selbst RaT-Modul zu sein. 
In diesem V. Kapitel nimmt die Frage , wann ein Rechtsmodul , der 
eine RaT-Zerlegung besitzt , insbesondere RaT-Modul ist , eine 
zentrale Stellung ein.

5.2 Hilfssatz ( [6] H.satz 3.3.2. )
Seien A, B R-Rechtsmoduln und cx E HomR(A,B) , ßE HomR(B,A) ; 
dann gilt:

1A + ßo< ist automorph <=> 1^ + o<ß ist automorph .

5.3 Lemma
Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung M = © M. ; S := EndR(M) ;iE I K
für i £ I sei e^ 6 S der Projektor von M auf den Summanden M^ ; 

dann ist für alle i£ I e^Tot(M,M)c Ra(S) und Tot(M,M)eic Ra(S ) .

Beweis:
Ist M = © M. speziell eine LE-Zerlegung , so findet sich eine iEI 1 rentsprechende Aussage in |_6J Satz 3.3.3. .
Sei also i EI ; es soll e^Tot(M,M)c Ra(S) gezeigt werden:



-40-

Dazu ist für alle cX£Tot(M,M) die Isomorphie von 1M + ê cx =
= 1M + eieicx , die nach 5.2 mit der Isomorphie von 1^ + eio<ei 
äquivalent ist , nachzuweisen ;
wir geben also o< £ Tot(M,M) vor ; dann ist ê xe.̂  £ e^Tot(M,M)e^ ;
seien (i £ I) die Inklusion von in M und ir̂  die Projek­
tion von M auf ;
nach 1.2 ist eiTot(M,M)ei = liTot(Mi ; da M^ RaT-Modul 
ist , folgt eiTot(M,M)e^ = l ^ R a C E n d j ^ M j ;  )  ) T T \  = eiRa(S)ei =
= Ra(eiSei) ;
also ê cxê  £ RaCe^Se^) ; dann besitzt + ê ocê  ein Inverses 
eipei in ejSei ;
1 jj - ei + ê fiê  ist Inverses von 1M + e;jocei in S , denn es ist 
(1M - e. + eißei)dH + e^e..) = (1H - e± + e ^ e ^ (1M - e. + e;L +
+ eio<ei) = 1M - ei + ei='1M und ebenso (1M + ei0Ce±KlM ~ eL +
+ e.(ie.) = 1M .

Der Nachweis von TotCMjMje^c Ra(S) verläuft völlig analog zum 
Nachweis von e^TotCMjM)C Ra(S) .

5.4 Satz
n

Sei M R-Rechtsmodul mit endlicher RaT-Zerlegung M = © ;i=1 x
dann ist M RaT-Modul .

Beweis:
Setze S := End^(M) ; es ist Tot(M.M) = Ra(S) zu zeigen, wobei 
nach 4.1 der Nachweis von Tot(M,M)cRa(S) genügt :

Sei für i£ {l,...,n} e J  S der Projektor von M auf den Summan-
n

den ; wegen 1M = ei ßil1: nach 5*3 Tot(M,M) = 1^Tot(M,M) =
n 1 - 1

= XI e1Tot(M,M)CRa(S) . 
i=1 1
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n
Ist in 5*4 M = © M- speziell eine LE-Zerlegung , so findet i=1
sich eine entsprechende Aussage in [6] Folg. 3.3.4. .

5.5 Korollar
Sei M artinscher oder noetherscher R-Rechtsmodul ; dann sind 
äquivalent:

(i) M besitzt eine endliche LE-Zerlegung
(ii) M besitzt eine endliche RaT-Zerlegung
(iii) M ist RaT-Modul
(iv) M ist total .

(ii) : Jede LE-Zerlegung ist eine RaT-Zerlegung .
> (iii) : Nach 5.4 .
=r- (iv) : Siehe 4.3 c) .
?(i) : Siehe 2.9b) .

Jeder Rechtsmodul , der eine endliche RaT-Zerlegung besitzt , ist 
also grundsätzlich ein RaT-Modul. Daß die entsprechende Aussage 
für Rechtsmoduln mit unendlicher RaT-Zerlegung nicht möglich ist, 
zeigt das Beispiel 4.3 e) ; wir haben dies bereits im Anschluß 
an 5.1 festgestellt. Ehe wir nach hinreichenden Bedingungen su­
chen , unter denen auch ein Rechtsmodul , der eine unendliche 
RaT-Zerlegung besitzt , stets RaT-Modul ist , soll ein Ergebnis 
von Azumaya verallgemeinert werden.Wir haben von diesem Ergebnis 
schon Gebrauch gemacht ; es besagt, daß jeder direkte Summand 4 0 
eines Rechtsmoduls M mit LE-Zerlegung M = ^©^ M^ einen direkten 
Summanden besitzt , der zu einem der M̂  ̂isomorph ist ( [l3 Th. 1 ).

5 .6 Hilfssatz 
nSei Md = © M,- , wobei die Mn- alle total sind ;

R i=1 1 1

Beweis: 
(i) => 
(ü) =  
(iii) = 
(iv) =
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dann sind äquivalent:

(i) M ist total

(ii) Zu jedem direkten Summanden N ^ 0 von M gibt es ie{l,...,n} 
und dazu einen direkten Summanden M| ^ 0 von , so daß N 
einen zu I'H isomorphen direkten Summanden besitzt .

Beweis:
(ii) = > (i) : Sei also die in (ii) beschriebene Eigenschaft gege­
ben ; da die AL alle total sind , sind auch alle direkten Summan­
den der total und damit besitzt jeder direkte Summand N ̂  0 von 
M einen totalen direkten Summanden ^ 0 , so daß M nach 2 . 7 total 
ist .
(i) => (ii) : Sei also M total und N ^ 0 direkter Summand von M :
M = N © 1 ; sei für i£ {l,...,n} ê  der Projektor von M = ©. .©Mn
auf den Summanden und ejj der Projektor von M = N©L auf N ;

iL, n
es ist 1M = 5Z e. und folglich e„ = e„e. ;

i=1 1 w i=1 “ 1 
da ê  kein Element von Tot(M,M) ist und M total ist , existiert
i £ {1,...,n) mit e„e.  ̂Tot(M,M) ; u JM 1 o
sind L. die Inklusion von M. in M. , lM die Inklusion von N in M, Ao io "

die Projektion von M= auf und tt̂  die Projektion
von M=N©L auf N , so ist e. = l, T. und ew = U X  ;1o 1o 1o ^
aus ewe . i Tot(M,M) folgt irM l., f- Tot(M. ,N) und damit existierenJN 1 q a Xq 1 q
direkte Summanden M! ^0 von M. und N' von N mit T„L. (M' )cü'J-o 1o w io 1o
so daß M! 3 xi-- > tr„L, (x) £ N' isomorph ist ;xo xo
N' ist also ein direkter Summand von N , der zum direkten Summan­
den M'. ĵ O von M. isomorph ist . xo 1 o

5.7 Satz
Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung M = © M. ; dann besitzti£ I 1
M folgende Eigenschaft :
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Zu jedem direkten Summanden N ^ 0 von M gibt es ein i £ I und da­
zu einen direkten Summanden I'H £ 0 von NL , so daß N einen zu Mj 
isomorphen direkten Summanden besitzt .

Beweis:
1,._Fall }_ I ist endlich .
Nach 5-4 ist M in diesem Fall RaT-Modul und damit total , so daß 
die Aussage des Satzes aus 5.6 folgt .

2._Fall I ist unendlich .
Sei N ^ 0 direkter Summand von M : M = N © L .

Man kann zunächst zeigen :
Es gibt eine endliche Teilmenge I 1 von I und einen direkten Sum­
manden X ^ 0 von © M. . so daß N einen zu X isomorphen direkten i&I’ 1
Summanden N' besitzt .

Wie im 1. Fall kann man dann folgern , daß es i E 1 1 und dazu ei­
nen direkten Summanden M!̂ ^ 0 von Mi gibt , so daß X und damit N 1 

einen zu M^ isomorphen direkten Summanden besitzt .

Die Existenz von I 1 und X weist man wie folgt nach :

Es gibt eine endliche Teilmenge I’ von 1 mit Nn © M.  ̂0 ; wir
i£I' 1

setzen M := © M. : i£I' 1
nach 5.4 ist M RaT-Modul ; in der Situation M = M © ( © M.) =

i£I'I* 1
= N © L gilt daher nach 4 . 5

(*) es gibt Untermoduln ^ 0 von M und N* von N mit M =
= © N' © 1 und Untermoduln M2 £ 0 von M und L ' von 
L mit M = M2 © N © L’ 

o d e r
(**) es gibt einen Untermodul N ’ von N mit M = M © N' © L 
o d e r
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(***) es gibt einen Untermodul L' von L mit M = M © N © L 1 ;

die Möglichkeit (***) ist auf Grund von HfiM 0 ausgeschlossen;

sei TT-jj die Projektion von M = N © L auf N und sei bei Möglich­
keit (*) X := M̂  , bei Möglichkeit (**) X := M ;
bei beiden Möglichkeiten (*) und (**) ist TTwl Isomorphis-|X © N'
mus bzw. zerfallender Monomorphismus ;
es ist also X ein direkter Summand /= 0 von M = © M* und N 1 : =iEI1 1
= TTjj(X) ist ein zu X isomorpher direkter Summand von N .

5.8 Korollar

Jeder R-Rechtsmodul , der eine RaT-Zerlegung besitzt , ist total . 

Beweis:
Nach 5.7 besitzt jeder direkte Summand £ 0 eines Rechtsmoduls , 
der eine RaT-Zerlegung hat,einen totalen direkten Summanden ̂ 0 ; 
nach 2.7 ist damit jeder Rechtsmodul,der eine RaT-Zerlegung be­
sitzt , total .

Die Aussage von 5.8 stellt eine Verallgemeinerung von 2.9a) dar.

Im folgenden soll eine hinreichende Bedingung erarbeitet werden , 
unter der auch ein Rechtsmodul , der eine unendliche RaT-Zerle- 
gung besitzt , stets RaT-Modul ist. Hat man einen Rechtsmodul M 
gegeben und will zeigen , daß M RaT-Modul ist , so hat man unter 
Berücksichtigung von 4.1 nachzuweisen , daß für alle f £ Tot(M,M) 
ly! - f automorph ist. Bei einem Rechtsmodul , der eine RaT-Zerle­
gung besitzt , reduziert sich der Nachweis der Bijektivität von 
1jj - f auf den Nachweis der Surjektivität. Dies besagt das folgen­
de Lemma. Für den Spezialfall einer LE-Zerlegung findet sich die 
Aussage des Lemmas in [6] S. 46 .
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5.9 Lemma
Pur einen R-Rechtsmodul M mit RaT-Zerlegung M = •© M. gilt :

iE I 1
Für alle f £ Tot(M,M) ist 1^ - f monomorph .

Beweis:
Sei f 6 Tot(M,M) und x£ M  mit (1M - f)(x) = 0 ; es ist x = 0 zu 
zeigen :
Es gibt eine endliche Teilmenge I' von I mit x £ 9 M. ; sei

L e i '  1

für i£ I e^ £ EndR(M) der Projektor von M auf den Summanden
und sei e := 51 ;

i£X1 1 „
dann ist nach 5*3 fe = 2_. fê  £ Ra(Endc(M)) ; für den Auto-

iei' R
morphismus 1M - fe gilt (1M - fe)(x) = (1M - f)(x) = 0 und da­
her ist x = 0 .

In 5-12 soll die angekündigte hinreichende Bedingung formuliert 
werden , unter der auch ein Rechtsmodul mit unendlicher RaT-Zer- 
legung stets RaT-Modul ist.

5.10 Definition
Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung .
Ein Untermodul A von M heiße lokaler direkter Summand von M ,
wenn A eine RaT-Zerlegung A = © A. besitzt und für jede end-

k£K *
liehe Teilmenge K 1 von K © A direkter Summand von N  ist .

k£K' K

Eine entsprechende Definition für LE-Zerlegungen geht auf [4]
S. 473 zurück (siehe auch [6] 5.3.).

5.11 Lemma

Pür einen R-Rechtsmodul M mit RaT-Zerlegung M = © Mj gilt :
i£I 1
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Für alle f £ Tot(M,M) ist (1^ - f)(M) lokaler direkter Summand 
von M .

Beweis:
Sei also f £ Tot(M,M) ;
nach 5.9 ist 1M -f monomorph , so daß (lM -f)(M) = © 
RaT-Zerlegung von (1^— f)(M) ist ;
sei nun I 1 eine endliche Teilmenge von I ; es ist nachzuweisen,
daß © (l..-f)(M. ) direkter Summand von M ist :

i£ 1 1 M
Für i £ I sei £ EndR(M)' der Projektor von M auf den Summanden
M- und es sei e := e. ; nach 5 . 3 ist fe = E  fe- Element 

1 i£I’ 1 i£I'
von Ra(EndR(M)) und damit 1M ~fe automorph ; wir haben folglich
M = (1„- fe)(M) = © (1 -f)(M ) © © (1 -fe)(M ). n i£i1 1 i£lsl 1 1

5.12 Satz
Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung M = © M. ■; jeder lokale

iE I 1
direkte Summand von M sei insbesondere direkter Summand von M ; 

dann ist M RaT-Modul .

Beweis:
Unter Berücksichtigung von 4.1 ist zu zeigen , daß 1^ - f für 
alle f £ Tot(M,M) Automorphismus ist ; dies ist äquivalent dazu , 
daß 1M - f für alle f E Tot(M,M) zerfallender Monomorphismus ist, 
denn besitzt 1^ - f für alle f £ Tot(M,M) ein linksinverses in 
EndR(M) , so auch ein Inverses (vgl. [5] H.satz 9.3.1 ) .

Aus 5.9 , 5.11 und der Voraussetzung , daß jeder lokale direkte 
Summand von M insbesondere direkter Summand von M ist , folgt un­
mittelbar , daß 1M - f für alle f £ Tot(M,M) zerfallender Mono­
morphismus ist .
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Ist in 5*11 und 5.12 M = M^ speziell eine LE-Zerlegung , so 
finden sich vergleichbare Aussagen in [6] 5.3. .

Umgekehrt braucht ein Rechtsmodul , der eine RaT-Zerlegung be­
sitzt , in dem Pall , daß er RaT-Modul ist , nicht notwendig 
die Eigenschaft zu haben , daß jeder lokale direkte Summand di­
rekter Summand ist . Ist nämlich R wie in 2.14 , so ist wegen 
Ra(End(RR)) = Tot(RR,RR) = 0 RR ein RaT-Modul ; der Untermodul
U : = © j-eR von RD (mit meR wie in 2.14 angegeben) ist lokaler mEM m R 111direkter Summand von RR ■ , aber kein direkter Summand von RR ,
denn U ist groß in R^ (zu jedem 0 / xER existiert ein mElKl mit
me £ xR ) .
Der in 2.14 behandelte R-Rechtsmodul M = R^^ ist demnach ein 
Beispiel für einen RaT-Modul , der weder die 2-ATE noch die Ei­
genschaft , daß jeder lokale direkte Summand direkter Summand 
ist , besitzt .
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VI. DAS TOTAL VON RINGEN

Für jeden Modul %  ist Tot(M,M) nach 1.2 Haitiideal in S:=EndR(M), 
d.h. STot(M,M)Sc Tot(M,M) . Im folgenden Satz werden die Elemente 
von S , die Tot(M,M) angehören , näher gekennzeichnet.

6.1 Satz
Sei M R-Rechtsmodul , S := End^(M) und o< £ S ; dann sind äquiva­
lent :

(i) (X £ Tot(M,M)

(ii) \/ Idempotente 0 ^ e £ S V ß£S ßcxe £ e

(iii) \f ß£S [ ßcx Idempotent in S = >  ßa = o]

(iv) y Idempotente O ^ e E S  V ß g S cxße ^ e

(v) \j ß£S [cxß Idempotent in S =?> cxß = 0] .

Beweis:
(i) ==> (ii) : Sei also oc£Tot(M,M) ;
angenommen es gibt ein Idempotent 0 ^ e £ S und ß£ S mit ßcxe = e , 
dann ist e(M) direkter Summand  ̂0 von M ; ist l die Inklusion 
von e(M) in M und v  Projektion von M auf den direkten Summanden 
e(M) , so ist Trßcxei = Tßtfl = Tret = 1e(]y[) und damit o<L zerfallen­
der Monomorphismus , im Widerspruch zu cXETot(M,M).

(ii) => (iii) : Gelte also für alle Idempotente 0 ^ e£S und für 
alle ß£S ßcxe ^ e ; ist dann für ß£S ßo< Idempotent in S , so ist 
ßcxßcx = ßcx und damit muß ßcx = 0 sein .

(iii) = >  (iv) : Gelte also für alle ß£ S [ßoddempotent in S
ß<X = 0 ] ; hat man dann ein Idempotent e £ S und ß E S mit cxße = e , 
so ist ßecxßecx = ßeo< und daher ist ßecx = 0 , woraus aßecx= ecx = 0 
und schließlich eaße = e = 0 folgt .

(iv) (v) : Gelte also für alle Idempotente 0 ^ e E S und für 
alle ß £ S o<ße £ e ;
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ist dann für ß £ S cxß Idempotent in S , so ist cxßocß = cxß und da­
mit muß cxß = 0 sein .

(v) ==> (i) : Gelte also für alle ß£S [o<ß Idempotent in S =— > 

(Xß = 0] ;
angenommen o< ist kein Element von Tot(M,M) ,
dann gibt es direkte Summanden O^A und B von M mit a(A)cB, so 
daß öi : A 3 x i---> cx(x) £ B isomorph ist ; sei ß der inverse Iso­
morphismus von cx , l. bzw . Lt, die Inklusion von A bzw. B in M

A  JtJ

und Tr̂  bzw. TTg Projektion von M auf den direkten Summanden A 
bzw. B; mit eB = und ß: = lAßirB ist eBo<ßeB = l^cx^ß^eg =
= IgCXßTg = t-BirB = eB und damit tfßeBo<ßeB = «ßeB ;daher muß aßeB =0 

sein-, was aber wegen eBc<ßeB = eB im Widerspruch zu eB ^ 0 steht .

Bei entsprechender Formulierung der Definitionen für Linksmoduln 
lassen sich alle Aussagen und Beispiele der Kapitel I. bis V. und 
der Satz 6.1 auch für Linksmoduln bilden.

Für einen Ring R mit Eins sollen Tot(RR,RR) und Tot(RR,RR) ver­

glichen werden . Dazu erinnern wir , daß

End(RR) = { r ^  : R 3 x i--- >■ rx £ R | r £ R ]

End(RR) = |r^r  ̂ : R 3 x i--- > xr £ R | r £ R }

ist und

^  : R 3 r i--- > r ^  £ End(RR) und ^  : R 3 r i--- > r ^  £ End(RR)

Ringisomorphismen sind.

Dann folgt aus 6.1 unmittelbar :

6.2 Satz
Sei R ein Ring mit Eins und r £ R ; dann sind äquivalent :
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(i) r( l ) 6 Tot(RR,RR)

(i') r ^  £ To t (RR, RR)

(ii) Idempotente 0 ^ e E R V sER sre £ e

(iii) y s 6 R [ sr Idempotent in R = >
I---------------------------------

1

oIIuCO
(iv) \J Idempotente 0 e E R y sER rse ^ e

(v) W s E R [ rs Idempotent in R =s> I-------------------------
1

o
IICQu

6.3 Definition
Für einen Ring R mit Eins soll r£ R als totales Element von R 
bezeichnet werden , wenn r die äquivalenten Bedingungen in 6.2 
erfüllt.
Die Menge aller totalen Elemente von R wollen wir als Total 
von R , kurz Tot(R) , bezeichnen.

Tot(R) = ^l-1 (Tot(RR,RR)) = )r~1(Tot(RR’RR)) •

Ra(R) = ^l"1 (Ra(End(RR)) = ^r “ 1 (Ra(End(RR)) .

Nach 1.2 ist Tot(R) grundsätzlich Halbideal in R , d.h. es ist 
RTot(R)Rc Tot(R) , und nach 4.1 ist grundsätzlich Ra(R)cTot(R).

6 .4 Definition
Ein Ring R mit Eins soll als totaler Ring bezeichnet werden , 
wenn Tot(R) additiv abgeschlossen ist.
R werde als RaT- Ring bezeichnet , wenn Ra(R) = Tot(R) gilt .

In einem totalen Ring ist Tot(R) zweiseitiges Ideal. Außerdem 
sei bemerkt , daß jeder RaT-Ring totaler Ring ist.

Aus den Definitionen ergibt sich auf der Grundlage des Satzes
6.2 das folgende Korollar.
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6.5 Korollar
Sei R ein Ring mit Einselement .

a) Dann sind äquivalent :
(i) R ist totaler Ring
(ii) RR ist total
(iii) rR ist total .

b) Dann sind äquivalent :
(i) R ist RaT-Ring
(ii) Rd ist RaT-Modul
(iii) „R ist RaT-Modul .K

Im folgenden Satz wird ein wichtiger Zusammenhang angegeben .

6 . 6 Satz
Sei M R-Rechtsmodul oder R-Linksmodul ; S := EndR(M) ; 

dann ist Tot(M,M) = Tot(S) .

Beweis:
Nach 6.1 und 6.2 gilt für oc £ S :
oc6 Tot(M,M) <=> \/ Idempotente 0 e E S \/ ß E S ßexe ± e 
<̂ => o<. E Tot(S) .

Aus den Definitionen ergibt sich mit 6 . 6 unmittelbar:

6.7 Korollar
Sei M R-Rechtsmodul oder R-Linksmodul ; S := EndR(M) .

a) M ist genau dann totaler Modul , wenn S totaler Ring ist .
b) M ist genau dann RaT - Modul , wenn S RaT - Ring ist .
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Es sollen Beispiele für totale und nicht totale Ringe und deren 
Totale angegeben werden.

6.8 Beispiele

1. Sei R Ring mit Eins und RR bzw. RR direkt unzerlegbar .

a) Es sind für rE R äquivalent :
(i) r E Tot(R)
(ii) r hat kein Linksinverses
(iii) r hat kein Rechtsinverses
(iv) r hat kein Inverses .

b) Es sind äquivalent :
(i) R ist lokaler Ring
(ii) R ist RaT- Ring
(iii) R ist totaler Ring .

Beweis von a):
0 und 1 sind die einzigen Idempotente in R , so daß die 
Äquivalenzen aus 6 .2 folgen.

Beweis von b):
Rr ist genau dann LE-Modul , wenn R lokaler Ring ist , so 
daß 4.3 d) herangezogen werden kann .

So ist für R = Z ( = Ring der ganzen Zahlen) oder R = k[X] (k be­
liebiger Körper) RR bzw. ^R direkt unzerlegbar , jedoch genügt R 
in beiden Fällen nicht den unter b) genannten äquivalenten Bedin­
gungen.
Tot(Z) = z^f+1,-1} Ra(Z) = 0
Tot(k[X] ) = k[X]s k* ( k* = k^O ) Ra(k[X]) = 0
Bei der Ringerweiterung kCk[X] ist also der Unterring k ein to­
taler Ring , der Oberring k[X] hingegen nicht.
Es sei außerdem noch bemerkt , daß k[X] ein Beispiel für eine 
nicht totale unendlich dimensionale k-Algebra ist.



2. Seien R. (i £ I) Ringe mit Einselement und R := TT R. ;
1 i£I 1

dann ist

Tot(R) = {(ri)ieI ES | r± E Tot(Ri) V i£l}

und R ist genau dann totaler Ring bzw. RaT-Ring , wenn 
für alle i£ I R. totaler Ring bzw. RaT-Ring ist .

Beweis:
Sei r = (r^) £ R ;
gibt es i £ I mit r. f Tot(R. ) , so existiert nach der Kenn-1o o
Zeichnung in 6.2 ŝ  £ R. derart, daß s- r. Idempotent^O in 1o 1o 1o 1o
R. ist ; für x = (x. ) £ R mit x. = s. , sonst x. = 0 ist so- i 0 1 io io 1
mit xr Idempotent^O in R und daher nach 6.2 r ̂  Tot(R) .
Ist umgekehrt r^Tot(R), so existiert nach 6.2 s = (s^)ER , so
daß sr Idempotent£ 0 in R ist ; in sr = (s.r.) gibt es s- r.

1 1  xo xo
mit s. r. ^ 0 ; s r ist dann Idempotent^0 in R. , so daß io xo xo io io
nach 6 . 2 r. £ Tot(R. ) folgt . o xo
Klar ist Tot(R) genau dann additiv abgeschlossen, wenn es al­
le TotCR^) sind.
Ra(R) = Tot(R) gilt genau dann , wenn für alle iE I Ra(R^) = 
= Tot(Ri) gilt, denn in vergleichbarer Weise ist wie beim To­
tal Ra(R) = {(r.)E R | r.E Ra(R.) \J i E I } .

5. Sei R ein Ring mit Einselement .

Besitzt RR oder RR eine RaT-Zerlegung, so ist R RaT-Ring.

Beweis:
Besitzt RR oder RR eine RaT-Zerlegung , so ist diese nach [5] 
H.satz 7.2.3 endlich ; nach dem Satz 5-4 sind dann RR und R R 
RaT-Modul .
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Wir wollen einige explizite Beispiele für Ringe angeben , bei 
denen RR insbesondere eine LE-Zerlegung besitzt:

- lokale Ringe (Ist R lokal , so ist R^ LE-Modul.)

- halbeinfache Ringe; es ist Ra(R) = Tot(R) = 0 (vgl. 4.3 e))

- semi-perfekte Ringe (Ist R semi-perfekt, so besitzt RR nach
[5] Folg. 11.4.3 eine LE-Zerlegung.) .

4. Für einen rechts (bzw. links) noetherschen Ring R sind 
äquivalent:

(i) Rr (bzw. rR) besitzt eine endliche LE-Zerlegung

(ii) R ist RaT-Ring

(iii) R ist totaler Ring .

Ist R beidseitig noethersch , dann sind äquivalent :

(i) Rr besitzt eine endliche LE-Zerlegung

(ii) rR besitzt eine endliche LE-Zerlegung

(iii) R ist RaT-Ring

(iv) R ist totaler Ring .

Beweis: Folgt unmittelbar aus Korollar 5.5 •

V/ir wollen einige Beispiele behandeln:

a) Jeder rechts (bzw. links) artinsche Ring ist ein Beispiel 
für einen rechts (bzw. links) noetherschen Ring , der den 
äquivalenten Bedingungen (i) bis (iii) genügt.
Nach [5] Folg. 11.1.6 ist nämlich jeder rechts oder links 
artinsche Ring ein semi-perfekter Ring und als solcher nach
6.8  ein RaT-Ring.
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Ein Beispiel für einen beidseitig artinschen Ring ist der
Ring R = Z/nZ (Z Ring der ganzen Zahlen ; n £ M , n> 1).
Ist n=p1 • • •pi,’̂  die Primzahlzerlegung von n (mit p. ^p.

kfür alle i^ j , l.EIN) , so ist R = © ^ Z/nZ LE-Zerle-
i=1 ?i i

gung von Rr und RR .
Es ist Ra(R) = Tot(R) = p^-'^p^/nZ.

Ein weiteres Beispiel für einen beidseitig artinschen Ring 
ist jede endlich dimensionale k-Algebra über einem Körper k.

b) Beispiele für nicht totale beidseitig noethersche Ringe ha­
ben wir in 6 .8 1^ kennengelernt: Z , k [x ]

c) Sei kcK eine unendlich dimensionale Körpererweiterung und

R := ( k K 
\0 K

R ist nicht kommutativ. Nach [5] S. 140/ 141 ist R rechts 
noethersch und artinsch , links hingegen nicht noethersch. 
RR besitzt die LE-Zerlegung R = ( ^ K ] ©  ̂̂  0

,0 0 / V 0 K

Wir bestimmen Tot(R) = Ra(R) :
/ Q VSeien a £ k , b,c £ K und r : =

0 c
im Palle a jfc 0 und c £ 0 ist r Einheit in R , im Falle 

a t 0 und c = 0 ist f a 1 0 } r = ( 1 ba 1 ) idempotent£ 0
,0 0 / \ 0  0 

in R , im Falle a = 0 und c £ 0 ist ( 0  ̂r = ( ® c
0, c-1/ \ 0 1

Idempotent £ 0 in R ;

nach der Kennzeichnung in 6.2 folgt demnach: r£ Tot(R) 

a = 0 und c = 0 ; wir zeigen , daß auch " 4=  " gilt:
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dazu bilden wir für x E k , x, y £ K /x ^ \ = ( 0 x ^
[o z ) [ o  0 / Vo 0

und stellen wegen /  ̂xb \ _ Q ^es -̂  ̂ ^aß s / 0 b \ a^_
^0 0 j  \o oj

le s £ R kein von Null verschiedenes Idempotent in R ist ;

nach der Kennzeichnung in 6.2 folgt ( ̂  ^ ]£Tot(R) und da-
\ 0 0

mit ist also

Tot(R) = Ra(R) = ( ° K 
\ 0 0

Es sei noch bemerkt , daß auch RR eine LE-Zerlegung besitzt:

R = ( *  ° )  © ( °  K 
\ 0 0 / V 0 K

Außerdem sei noch darauf hingewiesen , daß es sich bei R ins­
besondere um eine unendlich dimensionale k-Algebra handelt .

5. Jeder reguläre Ring R ist RaT-Ring ; es ist Ra(R)= Tot(R) = 0 . 

Beweis:
Ist R regulärer Ring und r £ R , so gibt es s £ R mit rsr = r 
und sr ist dann Idempotent in R ; ist nun rE Tot(R) , so muß 
nach der Kennzeichnung in 6.2 sr = 0 sein und folglich ist 
r = rsr = 0 .

6^ Jeder Austauschring R (d.h. RR hat die 2-ATE) ist RaT-Ring. 

Beweis: Folgt aus 4.7 .

Ein Beispiel für einen Austauschring ist der in 2.14 behan­
delte Ring R. Nach 2. 14 besitzt RR bzw. RR keine LE-Zerle­
gung , ist R nicht regulär und es ist Ra(R) = Tot(R) = 0.

7• V/ir wollen folgenden totalen Endomorphismenring betrachten:
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Sei M ein Rechts- oder Linksmodul , der eine LE-Zerlegung be­
sitzt , aber kein Haradamodul ist (z.B. M der in 4.3 g) behan­
delte Z-Modul M„ = I I Z/pnZ mit fester Primzahl p) und sei S

n£N
der Endomorphismenring von M ; nach 6.6/6.7 ist S totaler Ring 
ohne RaT-Ring zu sein.(Bei der Behandlung von Mz in 4.3g) wird 
explizit ein f angegegeben, das zwar in Tot(M,M)=Tot(S) liegt, 
nicht aber in Ra(S).)

V/ir fassen die Besonderheiten von S zusammen:

- S ist totaler Ring
- S ist kein RaT-Ring
- Sg bzw. gS besitzt keine RaT-Zerlegung und damit erst recht 
keine LE-Zerlegung (folgt aus 6 . 8 3.)

- S ist weder rechts noch links noethersch (folgt aus 6 . 8 4.)
- S ist nicht regulär (folgt aus 6 . 8 5•)
- S ist kein Austauschring (folgt aus 6 . 8 6_j_) .

In Sg bzw. lernen wir also ein Beispiel für einen totalen 
Modul kennen , der keine RaT-Zerlegung hat !
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