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EINLEITUNG

In dieser Arbeit soll der von F, Kasch definierte Begriff des
Totals fiir volle Modulkategorien systematisch untersucht wer-

den.

Wir wollen unter einer Klasse k von R-Moduln (R Ring mit Eins-
element) stets eine solche Klasse versteﬁen , bei der mit Mtk
auch jeder zu M isomorphe R-Modul Element von k ist.

Fiir eine Klasse k von R-Moduln und R-Moduln A,B bezeichnen wir
o(EHomR(A,B) als totalen k-Nichtisomorphismus , wenn fiir alle

direkten Summanden O # A, von A und B von B mit AOE x, BOE k
undo((Ao)C'.Bo Aoa X — X(x) € B, nicht isomorph ist.Die Men-
ge der totalen k-Nichtisomorphismen von A nach B wirdals k-To-
tal von A nach B bezeichnet , kurz Totk(A,B).Fﬁr den Fall , dasB
k die ganze Kategorie der R-Moduln ist , sprechen wir vom Total
von A nach B , kurz Tot(4,B). _

Ich nenne einen R-Modul M total , wenn Tot(M,M) additiv abge -
schlossen i1st. Die totalen Moduln erweisen sich als von groBer

Bedeutung fiir die in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen.

Diese Fragestellungen sollen nun angegeben werden. Fiir jede
Klasse k von R-Moduln ist {Totk(A,B)I A,B EFHR} Halbideal in
der Kategorie NﬂR der R-Moduln , d.h. fiir alle R-Moduln A,B,X,Y
ist HomR(B,Y)Totk(A,B)HomR(X,A)C:Totk(X,Y). F. Kasch hat mir

folgende Fragestellungen vorgelegt:

- Fiir welche Klassen k ist {Tot,(4,B) | A,BEWy} sogar Ideal ?
- Welcher Zusammenhang besteht mit der Austauscheigenschaft ?
- Welcher Zusammenhang besteht mit dem Radikal ?

— Welche Kennzeichnungen des Totals im Endomorphismenring sind
méglich ?
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Die sechs Kapitel dieser Arbeit geben auf diese Fragen Antwort.
Zentrale Rollen nehmen hierbei die von mir eingefilhrten Begrif-
fe des totalen Moduls , des RaT-Moduls und der d2-Austauschei-
genschaft ein.Totaler Modul und RaT-Modul sind Verallgemeinerungen
des LE-Moduls (Modul mit lokalem Endomorphismenring) . Fiir Ringe
fithre ich ein seitenunabhingiges Total und die Begriffedes to-
talen Rings und des RaT-Rings ein , welche eine Verallgemeine-

rung des lokalen Rings darstellen.

Im folgenden soll iiber die genaueren Inhalte der sechs Kapitel
ein Uberblick gegeben werden .

I, Kapitel

Ich weise zundchst nach , daB filir jede Klasse k von R - Moduln
{Tot, (4,B) | 4,B € mR} Halbideal in der Kategorie Wy der R-Mo-
duln ist , d.h. flir R~ Moduln A,B,X und Y gilt grundsidtzlich
HomR(B,Y)Totk(A,B)HomR(X,A)CTotk(X,Y). Folgender Pragestellung
von F. Kasch gehe ich anschlieflend nach: Gibt es zu einem vor-
gegebenen Halbideal {I(4,B)| A,BEWL,} in der Kategorie Wi, der
R~Moduln eine Klasse k von R-Moduln , vielleicht sogar eine
dS-Klasse , mit Totk(A,B)DI(A,B) bzw. Totk(A,B) = I(A,B) fiir
alle R-Moduln A,B ? Eine dS-Klasse k von R-Moduln ist dadurch
ausgezeichnet , daB fir jedes M€ k nicht nur jeder zu M isomor-
phe R-Modul , sondern auch jeder von Null verschiedene direkte
Summand von M Element von k ist.

1I. Kapitel

Ich flihre den Begriff des totalen Moduls ein. In einem totalen
Modul MR ist Tot(M,M) zweiseitiges Ideal in EndR(M). Ich weise
nach , daB ein Modul genau dann total ist , wenn er die soge-
nannte d2-Austauscheigenschaft , kurz d2-ATE , besitzt.Wie von
mir gezeigt wird , handelt es sich bei der d2-ATE um eine abge-
schwdchte Form der 2-Austauscheigenschaft, kurz 2-ATE, Am Ende
des II.Kapitels werden wichtige Beispiele fiir totale Moduln ge-

nannt.
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ITI. Kapitel

Ich weise nach , daB fir eine dS - Klasse k von R-Moduln das

Halbideal {Totk(A,B)l A,B ]HR} genau dann ein Ideal in der Ka-
tegorie URR der R-Moduln ist , wenn k eine Teilklasse der dS-

Klasse der totalen R-Moduln ist.

IV. Kapitel

Fir einen Modul M gilt grundsdtzlich Ra(End(M))}C Tot(M,M).
Ich bezeichne M # 0 als RaT-Modul, wenn Ra(End(M)) = Tot(M,M)
gilt. RaT-Moduln sind totale Moduln. Im IV. Kapitel weise ich
nach , daf ein Modul genau dann RaT-Modul ist , wenn er eine
verschidrfte d2-ATE besitzt.Wie von mir gezeigt wird,fdallt die
2-ATE unter diese verschidrfte d2-ATE. Wie weiter Beispiele
zeigen , gilt folgendes Schema: 2—ATE—ModuJ.:;2RaT—Modul é;j
d2-ATE-Modul < totaler Modul.

V. Kapitel

Ein Modul besitzt eine RaT-Zerlegung , wenn er direkte Summe
von RaT-Moduln ist. LE-Zerlegungen sind also spezielle RaT -
Zerlegungen. Ein wichtiges Ergebnis von Azumaya fiir LE-Zerle-
gungen kann ich fiir RaT-Zerlegungen verallgemeinern : zu. je-
dem direkten Summanden N # O eines Moduls mit RaT-Zerlegung
M= i?I Mi gibt es 1€ I und dazu einen direkten Summanden Mi
von Mi , 8o daB N einen zu Mi isomorphen direkten Summanden
besitzt. Aus dieser Tatsache folgt insbesondere , daB jeder
Modul , der eine RaT-Zerlegung besitzt , total ist.Eine zen-
trale Rolle im V. Kapitel nimmt auch die Frage ein, wann ein
Modul , der eine RaT-Zerlegung besitzt , RaT-Modul ist.

VI. Kapitel

Ich gebe zundchst fiir das Total eines Moduls eine Kennzeich-
nung im Endomorphismenring des Moduls an. Daraus 1liB8t sich
dann ableiten , daB fiir jeden Ring R mit Eins ein seitenunab-
hingiges Total Tot(R) eingefilhrt werden kann.Tot(R) ist Halb-
ideal in R , d.h. RTot(R)RC Tot(R) und es ist Ra(R)C Tot(R).
Ich nenne R totalen Ring bzw. RaT-Ring , wenn Tot(R) additiv
abgeschlossen ist bzw. Ra(R) = Tot(R) gilt. Fir jeden Modul M
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ist Tot(M,M) gerade das Total seines Endomorphismenrings. Am
Ende des VI, Kapitels werden zahlreiche Beispiele flr totale
und nicht totale Ringe und deren Totale angegeben. Die Arbeit
schlieBt mit dem bemerkenswertesten dieser Beispiele.

Der Fachmann wird erkennen , daB die Auseinandersetzung mit
dem Totalbegriff auf gewisse Kategorien ausgeweitet werden kann.

Die Bezeichnungen in dieser Arbeit werden wie im Lehrbuch "Mo-
duln und Ringe" und in der Seminarausarbeitung "Zerlegungsei-
genschaften von Moduln und Ringen" gehandhabt (vgl. Literatur-
verzeichnis [5], [6] ) und bediirfen keiner gesonderten Erkld -
rung .

Wie anfangs erwdhnt , geht der Begriff des Totals , wie er die-
ser Arbeit zu Grunde liegt , auf F. Kasch zuriick , der mir auch
die in dieser Arbeit behandelten Fragestellungen vorgelegt hat.
Wahrend der Arbeit hat er mich weiterhin durch Fragen und Be -
merkungen angeregt und unterstiitzt. Pir seine Bemithungen méchte
ich F. Kasch recht herzlich danken.



I. DER BEGRIFF DES TOTALS UND SEINE STELLUNG IN DER THEORIE
DER HALBIDEALE

Sei R ein Ring mit Eins und e die Kategorie der R-Rechtsmoduln .

1.1 Definitionen

a) Ein System {I(4,B)|4,B EWNR} von Teilmengen I(A,B) von
HomR(A,B) wird als Ideal in der Kategorie mnR‘bezeichnet,
wenn (E1) und (E2) gelten.

(1) : Y 4,B,X,Yemy  Homy(B,Y)I(4,B)Homp(X,A) C I(X,Y)

(B2) : V A,Bew

R I(A,B) additiv abgeschlossen

{1(a,B)|A,B € Wy} wird als Halbideal in der Kategorie Wiy
bezeichnet , wenn nmur (E1) gilt.

b) Unter einer Klasse k von R-Rechtsmoduln wollen wir in dieser
Arbeit stets eine solche Klasse verstehen,bei der fiir jedes Mtk
auch jeder zu M isomorphe R-Rechtsmodul Element von k ist.

Sei nun k eine Klasse von R~-Rechtsmoduln ; filir R-Rechtsmoduln
A,B sei ferner o(EHomR(A,B).

& heiBt totaler k-Nichtisomorphismus , wenn fiir alle direkten
Summanden O;éAo von A und Bo von B mit AOE k, BOE k und
o«AO)C:Bo A3 x > x(x) € B, nicht isomorph ist.

Die Menge {o(EHomR(A,B)lo<totaler k-Nichtisomorphismus} wird
als das k-Total von A nach B , kurz Totk(A,B) , bezeichnet .

Die gréBtmégliche Klasse von R-Rechtsmoduln ist die ganze

Kategorie ng - In diesem Spezialfall k = mnR kdnnen wir an-
stelle von totalervKMR
totaler Nichtisomorphismus sagen.

-Nichtisomorphismus einfacher nur

Die Menge &xEHomR(A,B)|oitota1er Nichtisomorphismus} wird als
Total von A nach B , kurz Tot(A,B) , bezeichnet.

1.2 Lemma

Sei k eine Klasse von R-Rechtsmoduln ;



dann ist {Tot (4,B)|A,B EKMR} Halbideal in der Kategorie mnR
der R—Rechtsmoduln )

Beweis:

Es ist die Eigenschaft (E1) aus 1.1 nachzuweisen:

Seien also A,B,X,Y R-Rechtsmoduln , C<ETotk(A,B) , €€ HomR(X,A)
und fE€ HomR(B,Y)

angenommen ﬂxgﬁ'Totk(X,Y) ,

dann gibt es direkte Summanden O#Xo von X und Y  von Y mit X ¢ k,
Y €k und fdg(X )C:Y , so daB X 3 x —— fog(x) € Y, isomorph
ist ; als Folge ist g|X ein zerfallender Monomorphismus , d.h.
O#g(X ) ist direkter Summand von A und Flement von k ; da aus dem
Isomorphlsmus von X nach Y weiterhin folgt, daB (Xo) ein zer-
fallender Monomorphlsmus 1st , haben wir also einen Widerspruch
zu X EToty (A,B) .

Wir wenden uns folgender Problemstellung zu :

{1(a,B)!A,B ¢ mR} sei Halbideal in der Kategorie W, der R-Rechts-
moduln. Gibt es eine Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) D
I(A,B) oder Totk(A,B) = I(A,B) fiir alle A,B¢ my ?

Gleichwertig damit ist folgende Frage: Gibt es eine Klasse k von
R-Rechtsmoduln mit Totk(M,M):JI(M,M) oder Totk(M,M) = I{M,M) fiir
alle M E]MR ?

Die Gleichwertigkeit der beiden Fragestellungen wird im folgenden
Lemma nachgewilesen.

1.3 Lemma (vgl. [13] ©.3 )
Seien {I(4,B)|A,B €wy} und {J(4,B)|4,B € Wy} Halbideale in der

Kategorie Wy der R-Rechtsmoduln ; dann gilt :
a) Y A,B¢ wy J(A,B)DI(4,B) <= Y Mewy J(M,M) DI(M,M)

b) Y A,B¢ Wy J(A,B)CI(4,B) &= \ Mt My J(M,M)C 1(M,M)

c) Y 4,Be Wy J(A,B) =1(A,B) < Y Me Wy J(M,M) = I(M,M)



Beweis von a):

"=" : Klar.

"e=" : Fir alle M EIMR gelte also J(M,M)>I(M,M) ;

seien A,B R-Rechtsmoduln ;

angenommen J(4,B) 2 I(4,B) ,

dann gibt es o mit X€I(A,B) und £ J(4,B);

sei M := A ® 3B, LA bzw. LB die Inklusion von A bzw. B in M und
WA bzw. TB die Projektion von M auf den direkten Summanden A
bzw. B ; wegen der Halbidealeigenschaft ist LBcXﬂh Element von
I(M,M) und auf Grund der Voraussetzung damit auch von J(M,M) ;
aus =T, LT, L, und der Halbidealeigenschaft folgt X €J(4,B),

B BT A A
also Widerspruch .

Beweis von b):
Wie Beweis von a) mit vertauschtem I und J .

Beweis von c):
Folgt aus a) und b) .

1.4 Beispiel
Sei k' eine Klasse von R-Rechtsmoduln und I(A,B) := Totk,(A,B)
fiir R-Rechtsmoduln A,B.
a) Fir eine Klasse k von R-Rechtsmoduln sind #quivalent :
(i) \-/R—Reqhtsmoduln A,B Totk(A,B)DTotk,(A,B)
(ii) Jeder R-Rechtsmodul # O aus k besitzt einen direkten
Summanden # O aus k' .
b) Sei

ké :={MEF&R|M= O v M besitzt einen direkten Summanden#0 aus k’}.

Dann ist k! Klasse von R-Rechtsmoduln. Fiir jede Teilklasse k
von ké»gilt Totk(A,B):)Totk,(A,B) fiilr alle R-Rechtsmoduln A,B.
ké ist die groBte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Tot,(4,B)>
Totk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln 4,B.

¢) Plir eine Klasse k von R-Rechtsmoduln mit k Dk' sind dquivalent:

(1) Y R-Rechtsmoduln A,B Tot,(4,B) D Tot,, (4,B)



(ii) Y R-Rechtsmoduln 4,3 Tot) (4,B) = Totk,(A,B)

(i1i) Jeder R-Rechtsmodul # O aus k besitzt einen direkten

Summanden # O aus k' .

d) Fiir jede Klasse k von R-Rechtsmoduln mit k'C kcC kg gilt
Totk(A,B) = Totk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B.
k' ist die groBte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)=

Totk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B .

Bewels von a):

(i) =>(ii) : Fiir alle R-Rechtsmoduln A,B sei Totk(A,B)Z>Totk,(A,B);
angenommen es gibt einen R-Rechtsmodul M # O aus k , der keinen
direkten Summanden # O aus k' enthilt ,

dann ist Totk,(M,M) = EndR(M) und auf Grund der Voraussetzung da -
mit auch Totk(M,M) = EndR(M);wegen 0#M € k ist aber 1y kein Element
von Totk(M,M) , also Widerspruch .

(ii)4<=(i) : Jeder R-Rechtsmodul # O aus k besitze einen direkten
Summanden # O aus k';

seien A,B R-Rechtsmoduln ;

angenommen Totk(A,B)¢>Totk,(A,B) ,

dann gibt es & mit € Tot,,(A,B) und ¢ Tot,(4,B) ; folglich exi-
stieren direkte Summanden O;éAo von A und BO von B mit AOE k,

B € k und d(AO)C:BO , so daB A 3x —— ox(x) € B, isomorph ist;
nach Voraussetzung besitzt Ao einen direkten Summanden O;éA1 aus k';
A3 x——(x) € o{Ay) ist isomorph,im Widerspruch zu € Toty, (A,B).

Beweis von b):
Folgt aus a).

Beweis von c¢):

(i)e=(iii) : Nach a).

(ii) = (i) : Klar.

- (i) => (ii) : Wegen k Dk' gilt von vornherein fiir alle R-Rechts-
moduln A,B Totk(A,B)CITotk.(A,B).

Beweis von 4):
Folgt aus c) und a).



Wir verschirfen unsere bisherige (im AnschluB an 1.2 formulierte)
Fragestellung:

{I(A,B)IA,B ETMR} sei Halbideal in der Kategorie %l der R-Rechts-
moduln. Gibt es eine dS-Klasse k von R-Rechismoduln mit Totk(A,B)
D5I(A,B) oder Totk(A,B) = I(A,B) fiir alle A,B ¢ my 2

Dabei soll eine Klasse k von R-Rechtsmoduln als dS-Klasse bezeich-
net werden , wenn fiir jedes M€ k nicht nur jeder zu M isomorphe R-
Rechtsmodul , sondern auch jeder direkte Summand # O von M Element

von k ist.

Fir Halbideale {I(A,B)|A,B¢ e} und {3(a,B)|A,B € mR} sei

k= {Mst | J(M,M)D>I(M,M)} .

1.5 Lemma

k ist eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln .

JI

Beweis:

a) Es wird nachgewiesen , daB fiir jedes M€ kJI auch jeder zu M
isomorphe R-Rechtsmodul Element von kﬁI ist :
sei also M Eij s N weiterer R-Rechtsmodul und &« Isomorphis-
mus von M nach N ; dann ist wegen der Halbidealeigenschaft
o<I(M,1v1)o<"1 = I(N,N) und ch(M,M)cx'1 = J(N,N) ; aus J(M,M) D
I(M;M) folgt J(N,N)DI(N,H) , d.h. NE L

b) Es wird nachgewiesen , daB fiir jedes ME¢ kJI auch jeder direkte
Summand # O von M Element von kjy ist :
sei also MEt kJI und A # O direkter Summand von M ; sei L die
Inklusion von A in M und T Projektion von M auf den direkten
Summanden A ;
angenommen A)? kJI ,
dann gibt es o« mit x€I(4,4) undcfo(A,A) ; wegen der Halb-
idealeigenschaft ist XV Element von I(M,M) und auf Grund von
ME k;; damit auch von J(M,M) ; aus o = wiowl und der Halb -
idealeigenschaft folgt <€ J(A,A) , also Widerspruch .

Wir schreiben im Falle {J(4,B)|A,B€ Wy} = {Tot(4,B)[A,B e W} an-
stelle von kg .7 kilrzer kg .



Fiir ein Halbideal {I(A,B)|A,BE W} ist also

k= {me W | Pot(M,M)D (MM} .

1.6 Lemma
Flir jede Klasse k von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von kI ist ,

gilt Toty(A4,B) D I(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B .

Beweis:

Sei also k eine Teilklasse von kI und seien A,B R-Rechtsmoduln ;
angenommen Tot, (A,B)¢>I(A,B),

dann gibt es xmit X€I(A,B) und o<¢Totk(A,B) ; dann existieren
direkte Summanden O;EAo von A und B° von B mit AOE k, BOE k und
O((AO)CBO , 80 daB & A°3 x — o(x)E Bo isomorph ist ;

seien L die Inklu;ion von AO in A und_?’Proji$tion von B auf den
direkten Summanden B, ; wegen 1, =& X = X TXL und der Halb-
idealeigenschaft ist 1Ao Element von I(AO,AO) und miiBte es auf
Grund von A € k; damit auch von Tot(Ao,Ao) sein , im Widerspruch
zZu 1Ao¢ Tot(A,,A,) -

1.7 Lemma
Zum Halbideal {I(4,B)|A,B &UMR} gebe es eine dS~Klasse k von
R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)D I(A,B) filr alle R-Rechtsmoduln 4,B ;

dann ist k eine Teilklasse von kI.

Beweis:

Sei Mek ;

da k eine dS-KIasse ist , ist Totk(M,M) = Tot(M,M) ; nach Voraus-
setzung gilt Toty(M,M)D> I(M,M) ; es folgt also Tot(M,M)D I(M,M),
d.h, M€ kI.

1.8 Satz
Sei {I(4,B)|A,B € Wy} Halbideal in der Kategorie Wy der R-Rechts-

moduln und sei k eine d3-Klasse von R-Rechtsmoduln.



Genau dann gilt Totk(A,B): I(A,B) filr alle R-Rechtsmoduln A,B ,

wenn k eine Teilklasse von kI ist.

Insbesondere ist also kI die groBte dS-Klasse k von R-Rechts-

moduln mit Totk(A,B):DI(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B.

Beweis:
Folgt aus 1.5 , 1.6 , 1.7 .

1.9 Beispiel

Sei k' eine Klasse von R-Rechtsmoduln und I(4,B) := Totk.(A,B)
fiir R-Rechtsmoduln A,B ; sei

kl

= {memy | Tot(M,M) D> Tot,, (M,M)} =

|1}

[
[

l

{Memg | Tot(M,M) =Tot,, (M,M)}

a) Die Klasse kég kann wie folgt gekennzeichnet werden :

b)

c)

d)

k! ={Mem

dg = jeder direkte Summand # O von M

g |
besitzt einen direkten Summanden # O aus k'}.

kég

der soeben angegebenen Kennzeichnung von kég ist dies auf den

ist eine Teilklasse der in 1.4 behandelten Klasse ké . An

ersten Blick zu erkennen.

Nach 1.4 gilt fiir jede Klasse k von R-Rechtsmoduln, die Teil-
klasse von k! ist , Totk(A,B):>Totk,(A,B) fiir alle R-Rechts-
moduln A,B.

Nach 1.8 ist k&g die groBte dS-Klasse k von R-Rechitsmoduln
mit Totk(A,B):)Totk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B.

ké braucht keine Oberklasse von k' zu sein.
Ist allerdings k' insbesondere eine dS~Klasse von R-Rechtsmo-
duln , so ist kég Oberklasse von k'.

Ist k' insbesondere eine dS~Klasse , so gilt nach 1.4 fiir
jede Klasse k von R-Rechtsmoduln mit k'C kC k! und damit erst
recht fiir jede Klasse k mit k'C kC kég Totk(A,B) =Totk,(A,B)
fiir alle R-Rechtsmoduln 4,B .



kég ist in diesem Fall nach 1.8 die groBte dS-Klasse k
von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) = Totk,(A,B) fir alle

R-Rechtsmoduln A,B.

Bewels von a):
"M Sei M kég , d.h. Tot(M,M):>Totk,(M,M) ; sei weiterhin

A £ 0 direkter Summand von M ;
angenommen A besitzt keinen direkten Summanden # O aus k',

dann ist Tot,(A,A) = Endg(A) ; kég ist nach 1.5 dS-Klasse, so
daB mit M auch A Element von kég ist , d.h. Tot(A,A)IDTotk,(A,A);
es folgt Tot(A,A) = EndR(A) , im Widerspruch zu 1A¢ Tot(A,A) .

" 5" : Sei M R-Rechtsmodul und jeder direkte Summand £ O von

M besitze einen direkten Summanden # O aus k' ;

angenommen M ¢kég ,
dann gibt es « mit o(ETotk,(M,M) und < f Tot(M,M) ; folglich exi-
stieren direkte Summanden O # A und B von M , so daB A3 x —o
X(x) € B isomorph ist ; A besitzt einen direkten Summanden A £ 0O
aus k' ; A 3x+—— x(x) € M(Ao) ist isomorph , im Widerspruch zu

X € Toty,(M,M) .

"Beweis" von c¢):

Sei R =2 , d.h., der Ring der ganzen Zahlen ; sei weiterhin

F =7, % Z, mit 2, := 2/2% ;

dann ist k' := {M E%MZ| MZ = FZ} eine Klasse von Z-Rechtsmoduln,
allerdings keine dS-Klasse .

F ist Element von k' ; da der direkt unzerlegbare direkte Sum-
mand Z2 von F nicht zu F isomorph ist , kann F nach der Xenn -
. . X . . v s
zeichnung von kdg in a) kein Element von kdg sein, d.h, kdg ist

keine Oberklasse von k'.

Ist k' jedoch eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln, so ist kég nach
1.7 Oberklasse von k'.



Der Ubersichtlichkeit halber sollen die wesentlichen Erkenntnisse
der Beispiele 1.4 und 1.9 nochmals in einem Satz zusammengefaBt
werden.

1.10 Satz

Sei k! eine Klasse von R-Rechtsmoduln ;

seien dazu ké und kég wie in 1.4 bazw. 1.9 (k! upd kég sind Teil-

klassen von ké) ;

dann gilt :

a) Pir jede Klasse k von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von ké
ist , gilt Totk(A,B)IDTotk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B.
ké ist die groBte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)D
Totk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B. kég ist die groBte
dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B):)Totk.(A,B) fiir
alle R-Rechtsmoduln A,B.

b) Fir jede Klasse k von R-Rechtsmoduln mit k' C k C ké gilt
Totk(A,B) = Totk,(A,B) fiir alle R~-Rechtsmoduln A,B. ké ist
die gréBte Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)==Totk,(A,B)
fiir alle R~Rechtsmoduln A,B.
Ist k' insbesondere eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln , so
gilt k' C kﬁg(: ké und kég ist die groBte dS~Klasse k von
R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) = Totk,(A,B) fir alle R-Rechts -

moduln A,B.

Wir kniipfen an den letzten Satz in 1.10 b) an. Gibt es fiir den Fall,
daB k' keine dS-Klasse ist , auch eine d4S~Klasse k von R-Rechtsmo-
duln mit Totk(A,B) = Totk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln 4,B ?

Wir gehen der allgemeineren Fragestellung nach :
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{I(4,B)|4,B EKMR} sei Halbideal in der Kategorie !, der R-Rechts-
moduln. Gibt es eine dS~-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)
= I(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B ?

Es ist klar ,‘daB man nur dann eine positive Antwort erwarten
kann , wenn man fir das Halbideal fordert , daB8 I(A,B)> Tot(A,B)
fiir alle R-Rechtsmoduln A,B gilt ; dies wird im folgenden stets
stillschweigend getan.

Fiir Halbideale {I(4,B)|4,B €W} una {J(4,B)[4,B ¢ Wy} sei
k(J1) == {Me Wy | J¢M,M) = T(M,M)} .

1.11 Lemma

k(JI) ist eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln .

Beweis:

Identisch mit dem Beweis von 1.5 ; im Beweis von 1.5 sind ledig-
lich jeweils die Bezeichnung kJI durch die Bezeichmung k(J1) und
die "D "-Zeichen durch Gleichheitszeichen zu ersetzen.

Wir schreiben im Falle {J(A,B)|A,B € mR} = {Tot(4,B)|A,B¢ wg} an-
stelle von k(TotI) kiirzer k(I).
Fiir ein Halbideal {I(4,B)|A,B€ Wy} ist also

k(1) = {M €Wy | Tot(M,M) = T(M,M)} .

Zum Vergleich :

kp = {Mme Wy | Tot(M,M) D (MM} .

k(1) ist eine Teilklasse von kI . Ist k' eine Klasse von R-Rechts-
moduln und I(A,B) := Totk,(A,B) , so stimmen k(I) und k; liberein ;
wir haben fiir k(I) = kI die spezielle Bezeichnung kég eingefiihrt .

Wir betrachten weiterhin ein beliebiges Halbideal {I(A,B)IA,BEBMR}

in der Kategorie XHR der R-Rechtsmoduln ., Aus der Tatsache , daB

k(I) eine Teilklasse von k; ist , folgt mit 1.6 unmittelbar:



-11=

1.12 Lemma

a) Fiir jede Klasse k von R-Rechitsmoduln, die Teilklasse von k(I)
ist , gilt Tdtk(A,B)DI(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln 4,B. '

b) Fiir eine Klasse k von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von k{I)
ist , sind dquivalent :

(i) Y R-Rechtsmoduln 4,B Tot, (4,B) = I(4,B)
(1i) \Y R-Rechtsmoduln 4,B Totk(A,B) C I(A,B)

1.13 Lemmg
Zum Halbideal {I(A,B){A,BE mnR} gebe es eine dS-Klasse k von
R-Rechtsmoduln mit Tot,(4,B) =I(4,B) fiir alle R-Rechtsmoduln 4,B;

dann ist k eine Teilklasse von k(I).

Beweis:
Identisch mit dem Beweis von 1.7 ; im Beweis von 1.7 sind ledig-
Iich die ">"-Zeichen durch Gleichheitszeichen und die Bezeich-

nung k. durch die Bezeichnung k(I) zu ersetzen.

I

1.14 Satz
Sei {I(a,B)|A,B¢ mR} Halbideal in der Kategorie @y, der R-Rechts-
moduln ; dann sind dquivalent :

(i) ] as-Klasse k (von R-Rechtsmoduln) \/ A,Be Wy Totk(A,B)= I(4,B)

(ii) ] da5-Klasse kck(I) VY A,Bem

R Totk(A,B)=I(A,B)

(1ii)] as-Klasse kck(I) Y A,Bemly Tot,(A,B)cCI(4,B)
(iv) Y A,Bewny Totk(I)(A,B)CI(A,B)

(v) Y A,Bemg Totk(I)(A,B)=I(A,B).

Ist eine (und damit alle) der Bedingungen erfilllt , so ist k(I)
die gréBte dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B)z I(A,B)

fiir alle R-Rechtsmoduln A4,B,
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Beweis:

(i)=>(ii) : Nach 1.13

(ii) ==(i) : Klar.,

(ii)&==>(iii) : Nach 1.12 .

(iv)=»(iii) : Klar.

(iv)e=>(v) : Nach 1.12.

(iii) =>(iv) : Es existiere also eine dS-Klasse k von R-Rechts-
moduln , die Teilklasse von k(1) ist , mit Totk(A,B) c I(aA,B)
fiir alle R-Rechtsmoduln A,B ; wegen kC k(I) gilt Totk(I)(A,B)
c Totk(A,B) und folglich Totk(I)(A,B)C Totk(A,B)CII(A,B) fiir
alle R-Rechtsmoduln A,B .

Ist eine (und damit alle) der Bedingungen erfiillt , so gilt
nach (v) Totk(I)(A,B) = I(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B und
nach 1.19 ist k(I) dS-Klasse .Ist k eine weitere d5-Klasse von
R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) = I(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln
A,B , so ist k nach 1.13 Teilklasse von k(I).

Hat man also ein Halbideal {I(A,B)|A,B EWHR} vorgegeben (es sei
nochmals explizit auf die sinnvolle Forderung I(A,B)> Tot(A,B)
fiir alle R-Rechtsmoduln A,B hingewiesen) und hat zu entscheiden,
ob es eine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln mit Totk(A,B) = I(A,B)
fiir alle R-Rechtsmoduln A,B gibt , so hat man zu iiberpriifen,

ob Totk(I)(A,B)CZI(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln gilt. Diese Uber-
priifung reduziert sich nach 1.3 dahingehend , daB man nur zu te-
sten hat ., ob Totk(I)(M,M)(: I(M,M) fiir alle R-Rechtsmoduln M
gilt.

Im folgenden Punkt 1.16 wird ein Beispiel fiir ein Halbideal
{1(4,B)|A,B ETHR} mit I(4,B)D>Tot(4,B) fiir alle R-Rechtsmoduln
A,B angegeben , fiir das es keine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln
mit Totk(A,B) = I(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B gibt. Damit
wird auch die im Anschlu8 an 1.10 gestellte Frage beantwortet, ob
es zu einer Klasse k' von R-Rechtsmoduln , die keine dS-Klasse
ist , stets eine dS-Klasse k mit Totk(A,B) = Totk,(A,B) fiir alle
R-Rechtsmoduln A,B gibt.



-13~

1.15 Beispiel

a)

b)

Sei k' eine Klasse von R-Rechtsmoduln und sei I(A,B) :=
Totk,(A,B) fiir R-Rechtsmoduln A,B ;

dann ist k(I) = kI = k&g wie in 1.9 .

Nach 1.14 sind &quivalent :

(i) ] ds-Klasse k Y A,BeTM,  Tot,(4,B) = Tot,,(A,B)
(ii) \/A,Bssz Totkég(A,B) = Tot, ,(4,B)

(111) A, Be Wy Totkég(A,B) C Toty,(4,B).

Ist eine (und damit alle) der Bedingungen erfiillt , so ist

nach 1.14 ki, die groBte dS~Klasse k von R-Rechtsmoduln
mit Totk(A,B§ = Totk,(A,B) fiir alle R-Rechtsmoduln A,B.

=

Seien R =2 ,

k' = {Men%l M

i= Ty X2y mit 2, := 7Z/2Z und die Klasse

[0}

5 = FZ} wie im "Beweis" von 1.9 ¢) ;

Z, und F selbst sind bis auf Isomorphie die einzigen direk-
ten Summanden # O von FZ . Da Z2 direkt unzerlegbar ist und
nicht zu F isomorph ist, ist nach der Kennzeichnung von k&g
in 1.9 a) weder Z, noch F Element von ki - Folglich ist
Tot,, (F,F) = EndZ(F).
dg
Hingegen ist Tot,,(F,F) = {o<&EndZ(F)|<X nicht isomorph}
und damit Totké (F,F) ¢ Toty,(F,F) .

g

Es gibt demnach keine dS-Klasse k von Z -~ Rechtsmoduln mit
Totk(A,B) = Totk,(A,B) fir alle Z-Rechtsmoduln A,B .
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II. TOTALE MODULN

Sei R ein Ring mit Eins und KMR die Kategorie der R-Rechtsmoduln,

2.1 Definition

Ein R-Rechtsmodul M heiBe total , wenn Tot(M,M) additiv abgeschlos-
sen ist.

2.2 Bemerkungen und Beispiele

a) Ist M totaler R-Rechtsmodul , so ist Tot(M,M) zweiseitiges
Ideal in EndR(M).

Beweis:
Nach 1.2 ist {Tot(A,B)|4,B ¢ mR} Halbideal in der Kategorie

DRR der R-Rechtsmoduln .

b) Ist M totaler R-Rechtsmodul , so auch jeder zu M isomorphe
R-Rechtsmodul .

Beweis:

Sei also M totaler R-Rechtsmodul , N weiterer R-Rechtsmodul

und o Isomorphismus von M nach N ; wegen der in 1.2 nachge-

wiesenen Halbidealeigenschaft gilt Tot(N,N) = uTot(M,M)oT1;

da Tot(M,M) additiv abgeschlossen ist , ist es folglich auch
Tot(N,N) .

¢) Ein direkt unzerlegbarer R-Rechtsmodul M ist genau daun to-
tal, wenn er IE-Modul ist, d.h. wenn EndR(M) lokaler Ring ist.

Beweis:

In einem direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M ist Tot(M,M)=
{OifEndR(M)]u nicht automorph}; die Menge der Nichteinheiten
in EndR(M) ist genau dann additiv abgeschlossen,wenn EndR(M)
lokaler Ring ist .

Die direkt unzerlegbaren totalen R-~-Rechtsmoduln sind also die LE-
Moduln, Fir den Ring Z der ganzen Zahlen ist beispielsweise ZZ
direkt unzerlegbar , aber kein LE-Modul. ZZ ist also ein Beispiel
fir einen nicht totalen Rechtsmodul.
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Es stellt sich die Frage nach weiteren Beispielen fiir totale
Rechtsmoduln , insbesondere nach solchen , die nicht direkt
unzerlegbar sind. In 2.9 werden derartige Beispiele angege-
ben.

Zunidchst aber sollen die totalen Rechtsmoduln durch eine ge-
eignete Form von Austauscheigenschaft charakterisiert werden .

Wir bendtigen die Aussage des folgenden Lemmas :

Nach 2.2 b) bilden die totalen R-Rechtsmoduln eine Klasse von
R-Rechtsmoduln , die wir kt nennen wollen .

2.3 Lemma

kt ist insbesondere eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln , d.h.
jeder direkte Summand # O eines totalen R-Rechtsmoduls ist
total .

Beweis: .

Sei also M totaler R-Rechtsmodul und & # 0 direkter Summand von
M ; seien weiterhin f,g €Tot(A,A) ;"

wir weisen f + g € Tot(A,A) nach :

Ist L die Inklusion von A in M und T Projektion von M auf den
direkten Summanden A , so ist nach 1.2 LfT€Tot(M,M) und ebenso
Lg¥ €Tot(M,M) ; da Tot(M,M) additiv abgeschlossen ist , folgt
L(f + g)T = LfTr + lgT € Tot(M,M) ; damit ergibt sich nach 1.2
f+g="uUf+ g)TL € Tot(a,r) .

Die beabsichtigte Charakterisierung der totalen Rechtsmoduln
durch eine geeignete Form von Austauscheigenschaft wird durch
ein Ergebnis von Warfield motiviert. Ein direkt unzerlegbarer
Rechtsmodul ist genau dann LE-Modul , also total , wenn er die
2-Austauscheigenschaft besitzt ( [10] Prop. 1 ; [2] Def. 3.1
und L. 5.1 ). Wir streben eine vergleichbare Charakterisierung
an , bei der jedoch nicht die direkte Unzerlegbarkeit voraus-
gesetzt werden mufl.

2.4 Definition

Sei M R-Rechtsmodul.
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a) Zundchst soll die auf Crawley und Jonsson zuriickgehende
Definition der 2-Austauscheigenschaft angegeben werden
( [2] Def. 3.1 ) :

M hat die 2-Austauscheigenschaft (kurz 2-ATE) =

113
=

fiir jede Situation AR =M"@N=C®D, wobei M!
gibt es Untermoduln C' von C und D' von D mit
A=M ©C" 9 D'.

b) Neu eingefiihrt wird die folgende Definition :
M hat die d2-Austauscheigenschaft (kurz d2-ATE) : <

fir jeden direkten Summanden M # O von M und fiir jede
Situation A, = M' @ N =C @ D, wobei M' ¥ W , gilt :
es gibt Untermoduln Mj #0 von M' und C' von C mit
A=M; ©C'©D oder Untermoduln Mj # O von M' und
D' von D mit A = Mé e CeD

Unmittelbar aus der Definition folgt :

2.5 Bemerkung

Hat ein R-Rechtsmodul M die d2-ATE , so auch jeder zu M isomor-
phe R-Rechtsmodul und jeder direkte Summand von M.

Die R-Rechtsmoduln , die die d2-ATE besitzen , bilden also eine
dS-Klasse von R-Rechtsmoduln. Wir zeigen, daB sie mit der Klas-
se kt der totalen R-Rechtsmoduln identisch ist und erhalten da-
mit die angestrebte Charakterisierung der totalen Rechtsmoduln.

Wir brauchen den folgenden wichtigen Hilfssatz.

2.6 Hilfssatz

Die Anregungen zu diesem Hilfssatz gehen auf [10] Prop. 1 und
[6] Satz 2.3.1. szuriick.
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Sei M R-Rechtsmodul und f ¢ EndR(M) ;g =1y -1

dann besitzt der R-Rechtsmodul M XM die direkten Zerlegungen

MxXM=M 6M,=C_60D

1 2 T %f
mit M, = {(x,0)|xen}, M, = {(0,x)|xeM}, D = {(x,x)[x¢eM}
und C, = {(£(x),-g(x))|xem} .

Die Zerlegung von (x,y)E MXM in Ce ® D lautet

(x,y) = (£(x-y),-glx-y)) + (x - £(x-y),x - £f(x-y)) .

Wichtige Isomorphismen :

M
M
M
M

e

M1 via K M3x —s (x,0) € M1

I

o via Myt M3x +—— (0,x) € M,

n

M
D via $: M3x +—— (x,x)ED
Cc

IR

¢ Via \Yf: M3x +— (f(x),-glx))e€ Ce

Nun zu den eigentlichen Aussagen des Hilfssatzes :

a) Sei Te die Projektion von MxM = C. ® D auf den Summanden D ;

dann ist

-1 -1 ,
¢ Wfle*lz =f und O Wf’M1Tl1 =8

b) Gibt es Untermoduln Mi von M; und M) von M, mit MxM

c)

=C, 0 M @M , sogilt im Falle My # 0 £ f Tot(M,M) ,

£ 1 2

im Falle M} £ 0 g f Tot(M,M) .

3 — 1 " : 3 ' 3 —
Sei Cf = Cf & Cf und tf die Projektion von MxM_Ci. @

auf den Summanden Cg. ® D ;
sei ﬁ o= ff-1(0£) ’ 'M‘I = T?_,](ﬁ) ’ ﬁ2 = le(ﬁ) H
dann ist
tf(ﬁ1 )CD und tf(ﬁz)CD
und es gilt

B D M D lﬁ
1 2 L -1 1
¢ tf‘ﬁz’lz‘ﬁ = fIM und ¢ tf‘m M|y = ¢

M

"
Ct

6D
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d) Gibt es Untermoduln C% £ 0 von C,. und Mi von M, mit

f 1
MxM=CL®M @M, , soist £ Tot(M,M).
Gibt es Untermoduln Cf # 0 von Cf und Mé von M2 mit
MxM=0Cl @M @M , soist g £ Tot(M,M) .

Beweis von a):
Die Zerlegung von (x,0)¢ M1 in Cf ® D lautet
(x,0) = (£f(x),-g(x)) + (x - f(x),x - £(x)) , d4.nh. Tf(x,o) =
= (x - f(x),x - f(x)) = (g(x),g(x)) fir alle (x,0)€ M; ;
also ¢~ 1ﬂf|M N =
Die Zerlegung von (O, x) € M, in Cf ® D lautet
(0,x) = (£(-x),-g(~x)) + (£(x),£(x)) , d.h. T(0,x) = (£(x),f(x))
fiir alle (O, x)E M, ; also ¢ Wf‘M Mo =1 .

Beweis von b):
Es gebe also Untermoduln M

= Cf 9 M1 ") M2 H

i ’ [ i T 0 i -
dann ist Te Mi o M Isomorphismus und £ M{ und £l sind zer

j von M, und M) von M, mit MxM =

2
fallende Monomorphismen ;

seien N := —1(M') und L := -1(M’) s N und I sind direkte
1 1 Mo M3
Summanden von M ;
l
nach a) ist ¢ fIM'TL1 glN und ¢ WE'M.TLZ} f|L ;
2

g‘N und f]L sind damlt zerfallende Monomorphismen .

Ist Mi £#0 , so ist auch N # 0 und damit ist g kein Element von
Tot(M,M) ; ist M £0, so ist auch L £ 0 und damit ist f kein
Element von Tot(M,M) .

Beweis von c¢):

Sei (x,0)¢ ﬁ1 ; dann ist (f(x),-g(x))€ ¢, ; die Zerlegung von
(x,0) in C; © C} ® D lautet (x,0) = (£(x),-g(x)) + (&(x),8(x));
te(x,0) = (glx),g(x))ED.

- D M
Man hat also ¢ 1Wf]~ 7L1lﬁ1 = g|~
"
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v

Sei (0,x)€ M2 ; dann ist ?f(—x) = (f(=x),-g(-x)) ¢ Ci 5 die Zer-
legung von (0,x) in CL © C} @ D lautet (0,x) = (£(-x),-g(-x)) +
+ (£(x),£(x)) 5 t,(0,x) = (£(x),£(x))€D.

D M
2 ~
EZTLZ # fIM .

Man hat also ¢‘1wfl

Beweis von 4):
Es gebe also Untermoduln CL # O von Cf und M{ von M1 mit MxM =

f
=CLOM oM, ;

dann ist Cp = Cp & C} mit C} : = Cffﬂ(M; ® M2) ;
sei wie in e¢) tf die Projektion von M %M = C% ® Cg ® D auf den

Summanden C% ® D ; ebenso seien M und ﬁ2 wie in ¢) : M ist di-

rekter Summand von M und ﬁz direkter Summand von M2 H
tfl ist Isomorphismus und tf'N damit zerfallender Mono-
M{ ] M2 M2
morphismus ; -
: 5 ~1, |2 |
nach ¢) ist tf(Mz)CZD und ¢ te ﬁZTLZ i
flﬁ zerfallender Monomorphismus ;

= flﬁ ; demnach ist

wegen C% # 0 ist M ein von Null verschiedener direkter Summand

von M und folglich f kein Element von Tot(M,M).

Gibt es Untermoduln C% # 0 von Cf und Mé von M2 mit MxM =

= C% 0 M1 (o} Mé , so folgt mit den Bezeichnungen aus c),daB te ¥
zerfallender Monomorphismus ist , was nach ¢) g Tot(M,M) 1

zur Folge hat.

2.7 Satz

Fir einen R-Rechtsmodul M sind Zgquivalent :
(i) M hat die d2-ATE

(ii) Pir jeden direkten Summanden M # O von M und fiir jede Si-

tuation Ap = M' © N =C @ D , wobei M' * M ,N=HM,C = H

und D = M, gilt :
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es gibt Untermoduln MJ # 0 von M' und C' von C mit
A =M ®C' ®D oder Untermoduln M} # O von M' und

D' von D mit A =M} @ C & D'
(iii) M ist total

(iv) Jeder direkte Summand # O vo

direkten Summanden # O .

Beweis:

(i) = (ii) : Kiar .

(ii) =>(iii) : M habe also die in (ii) beschriebene Eigenschaft ;
seien X € Tot(M,M), PETot(M,M); es ist x + P € Tot(M,M) zu zeigen:
Angenommen o« +f f Tot(M,M) ,

dann gibt es direkte Summanden O#M und ® von M mit (X + p)(ﬁ)cﬁ,
so daB X+ : M3x—> (X + P)(x)e M isomorph ist;

se1 XE HomR(M M) der inverse Isomorphismus , L die Inklusion von
Min M und T Projektion von M auf den direkten Summanden M ;

es ist o<+[3 = Mo+ P)L = TXL +TPL und folglich Xo(+[3
= X‘ITO(L + prpL = 1_ﬁ ;
wir setzen f := KMXL und g := X‘rrﬁl, =15 =-f;

wir betrachten wie in Hilfssatz 2.6 (mit M in der Rolle des dor-~
tigen M) den R-Rechtsmodul

Mxfi=mM @M, =C, 00D ;

nach 2.6 ist M, ¥ M, M, ¥ M, Cp = M, D= M; nach Voraussetzung
gibt es Untermoduln Ci" # 0 von Cf und Mj von M1 mit M= M =

- L L} 1] 1 3
= Cf 7] M1 ® M2 oder Untermoduln Cf £ O von Cf und M2 von M2 mit

A y 1 Ml
MxM =0y oM 0N ;
nach 2.6 d) folgt f ¢Tot(ﬁ,f’[) oder g Tot(ﬁ,ﬁ)

nach 1.2 gilt aber wegen «,f3€ Tot(M,M) sowohl f = XTro(LETot(ﬁ,ﬁ)
als auch g = XTrF)L € Tot(M,M) , also Widerspruch. '

(iii)=>(iv) : Ist M total , 80 ist nach 2.3 auch jeder von Null
verschiedene direkte Summand von M total .
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(iv)=> (i) : Jeder direkte Summand # O von M besitze also einen

totalen direkten Summanden £ O ;

sei M # 0 direkter Summand von M und AR =M @N=C 80D , wobei

M 2 M;

es ist nachzuweisen:

es gibt Untermoduln M!#0 von M' und C' von C mit A = M} 6 C' @ D
oder Untermoduln Mé#O von M' und D' von D mit A =M} & C & D'.

Nach Voraussetzung besitzt M' einen totalen direkten Summanden
M L0 M =W"OL;

seien L die Inklusion von M" in A , ™ die Projektion von A =
=" ® L & N auf M" und eq bzw. ey der Projektor von A = C & D
auf den Summanden C bzw. D ;

aus 1A = ey + e folgt 1ﬁ“7= TL = W1AL = WeCL + WgDL ;
13n ist kein Element von Tot(M",M") ; da M" total ist , folgt

Tegl # Tot(M",M") oder Tepl ¢Tot(l‘7[",_r7l") .

1. MBglichkeit: Tegl § Tot(M",M") .
Dann gibt es direkte Summanden M{#O und Mq.von M" mit WeCL(M{)CMq,

so daB Teyl : M} 3 x WeCL(x)E M} isomorph ist ;

sei M" = Mq ® P und t die Projektion von M" = Mq ® P auf Mq; dann

ist tw die Projektion von A = Mq ®POL O®N auf Mq H

es ist Teql = tveCL - und folglich
1
A = M{ ] Ker(tvec) = M% @ D ® (Kex(tw)ng) ,

mit C' := Ker(tm)NC also A = M: @ C' ®D.

2. Moglichkeit: eyl f Tot(M",H") .

V6llig analog zur 1. Moglichkeit findet man Untermoduln Mé#O von
M' und D! von D mit A = M} € C & D'.

Aus dem im Vorfeld von 2.4 angegebenen Ergebnis von Warfield , aus
2.7 und 2.2 ¢) folgt :

2.8 Korollar

Fiir einen direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M sind Hquivalent :
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(i) M ist total

(ii) M ist LE-Modul
(iii) M hat die 2-ATE
(iv) M hat die d2-ATE .

Der SchluB (iii)=(i) bzw. (iii)==(iv) gilt auch fiir Rechts~
moduln , die eine direkte Zerlegung besitzen: Hat ein Rechtsmo-
dul die 2-ATE , so ist er total bzw. hat die d2-ATE . Umgekehrt
braucht jedoch ein Rechtsmodul , der eine direkte Zerlegung be-
sitzt und total ist bzw. die d2-ATE hat, nicht die 2-ATE zu ha-
ben. Dies alles wird in 2.9 und 2.14 gezeigt.

In 2.9 werden, wie bereits im AnschluB an 2.2 angekiindigt, Bei-
spiele fiir totale Rechtsmoduln angegeben.

2.9 Beispiele

a) Jeder R-Rechtsmodul M , der eine LE-Zerlegung besitzt (d.h.
M ist direkte Summe von LE-Moduln , also von direkt unzer -

legbaren totalen Untermoduln) , ist total.

b) Ein artinscher oder noetherscher R-Rechtsmodul £ O ist ge -

nau dann total, wenn er eine endliche LE-Zerlegung besitzt.

c) Jeder R-Rechtsmodul , der die 2-ATE hat , ist total .

Beweis von a):

Jeder direkte Summand # O eines Moduls M , der eine LE-Zerlegung
M= @ M hat,besitzt nach einem Ergebnis von Azumaya einen di-
rekten Summanden £ 0, der zu einem der M isomorph und damit to-
tal ist ( [1] Th. 1 ). Nach 2.7 ist damlt jeder Modul M, , der
eine LE-Zerlegung besitzt , total.

Beweis von b):

Jeder artinsche oder noethersche R-Rechtsmodul M # 0 ist endli-
che direkte Summe von direkt unzerlegbaren Untermoduln M1”"’Mn
( [5] 8atz 7.2.9 ). Ist M total, so sind auch die M; als direkte
Summanden total, also LE-Moduln.
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Ungekehrt ist nach a). jeder R-Rechtsmodul mit LE-Zerlegung total.

Beweis von c): Sei M R-Rechtsmodul und im Besitz der 2-ATE ;
wie im Beweis des spidteren Satzes 4.7 konnte man den Besitz der
d2-ATE nachweisen, was nach 2.7 geniigt ; ohne den Begriff der
d2-ATE und Satz 2.7 kommt der folgende direkte Bewels aus:

Seien o € Tot(M,M), 3 € Tot(M,M) ; angenommen o + 3 § Tot(M,M),

dann gibt es direkte Summanden ﬁ#o und M von M mit (X + p)(ﬁ)c:ﬁ,
so daB o+ : M3x — (o + ﬁ)(x)&ﬁ isomorph ist ;

selen X’EHomR(M M) der inverse Isomorphismus, L die Inklusion von
f in M und T Projektion von M auf den direkten Summanden M ;

es ist o+ = m(x+ P)L = TxL+TPL und folglich ist y o+ =
= Xv«L+—xwﬁL =14

wir setzen f := YL und g := prL =15 - £ ;

wir betrachten wie in Hilfssatz 2.6 (mit M in der Rolle des dor-
tigen M) den R-Rechtsmodul

MXM=M1®M2=Cf

nach 2.6 ist D = M , Cf = ﬁ ; # besitzt als direkter Summand von

@ D ;

M die 2-ATE ; folglich gibt es Untermoduln M{ von M1 und Mé von

1 = b » .
M2 mit MxM = Cf 0 M% @ Mé ;

es ist M% o] Mé D; wegen D £ 0 ist also Mi £ 0 oder Mé £0, so

daB nach 2.6 b) gﬁ'Pot(ﬁ ) oder ff Tot(ﬁ M) ;

nach 1.2 gilt aber wegen «,[ € Tot(M,M) sowohl f = XTOQ,ETot(M M)
als auch g = XWBL e Tot(M,M) , also Widerspruch .

Nach 2.9 a) ist jeder Rechtsmodul , der eine LE-Zerlegung hat ,
total . Fiir R-Rechtsmoduln A und B , die LE-Zerlegungen besit-
zen, soll Tot(A,B) niher untersucht werden. AnlaB ist die Tat-
sache , daB fiir Moduln , die eine LE-Zerlegung haben , bereits
seit mehreren Jahren ein Total bekannt ist .

2.170 Definition

Sind A , B R-Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen A = & Ai und
i€l
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B= ® B, und ist ¢, (i€ I) die Inklusion von A, in A bzw. T
jeJ 4 i i j
(j€J) die Projektion von B auf Bj , 80 so0ll die von Harada und
Sai in [3] eingefiihrte Menge {C)(&HomR(A,B)I11’3.0((.i nicht isomorph
fiir alle i€1I,j¢ J} als Harada-Total von A nach B bezeichnet

werden , kurz TotH(4,B) (siehe auch [6] Def. 3.2.3.).

2.11 Lemma ((6] H.satz 3.2.4. und 3.2.5.)
a) TotH(A,B) ist additiv abgeschlossen .
b) Sind C,D weitere R-Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen C = @_ C

kéK k
und D = l?L D, , so ist HomR(B,D)TotH(A,B)HomR(C,A)CZTotH(C,D).

Wir wollen nun nachweisen , daB das Harada-Total und das in die-

ser Arbeit definierte Total identisch sind.

2,12 Lemma
Seien A , B R-Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen A = '?I Ay und
i

B= ® B. und sei Ly (i€1I) die Inklusion von A, in A bzw. T,
jEJ 1 d

(j€J) die Projektion von B auf Bj ; dann ist

Tot(A,B) = TotH(A,B) = {ueHom(A,B)[wrjchi nicht isomorph Y/ isI,jsJ} .

Beweis:

" " : Sei X€ Tot(A,B) ; dann ist nach 1.2 WaOHiE Tot(Ai,Bj) fir
alle i€I,j€J , d.h. ﬂddli nicht isomorph fiir alle i €I,jeJ .

" 5" : gSei also XE& TotH(A,B) ;
angenommen & ist kein Element von Tot(A,B) ,

dann gibt es direkte Summanden O#A' von A und B' von B mit «(A')
CB' , so daB X: A'3 x —— ofx) € B' isomorph ist ;

nach einem im Beweis von 2.9 a) angegebenen Ergebnis von Azumaya
besitzt A' einen direkten Summanden N , der zu einem der Ai iso-

morph ist , sagen wir zu Ai H
)
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&: N3x — xX(x) € (N) ist isomorph ; dazu kénnen wir jedoch

einen Widerspruch konstruieren :

Sei q Isomorphismus von N nach Ai , L die Inklusion von N in A
o

und T Projektion von B auf den direkten Summanden «(N) ; setze
oo -1 .
p .= Lq 'H’io 3 .
es gibt O # x €N ; dazu gibt es eine endliche Teilmenge J' von J
mit ﬂﬁuﬁti q(x) = 0 fiir alle JEJNJ' ; sei J" := J\J' und e'
0 . -
bzw. e" der Projektor von B = ( & B.) ® ( & B.) auf den ersten
JET? J jeJgn J
bzw. zweiten Summanden ;
: & = - - 1 " *,
es ist X = XL = Wo([BLioq = Te o([SLioq + Te o([&Lioq ;
We"dpLi g ist kein Monomorphismus und daher kein Isomorphismus ;
0
Te'aPl; q ist nach 2.11 wegen * ETotH(A,B) ebenfalls kein Iso -
0

2 N, 3 3 '3 .
morphismus , so daf auch K als Summe zweier Nichtisomorphismen

nicht isomorph sein kann.f

Flir das Harada-Total ist eine Vielzahl wvon Resultaten bekannt. Im
ndchsten Satz fassen wir einige davon zusammen,

2. 13 Satz ((6] satz 3.3.1. und Hpt.satz 4.1.3. ; [11] Th.1)
Flir einen R-Rechtsmodul M , der eine LE-Zerlegung besitzt , gilt
grundsdtzlich Ra(EndR(M))(: Tot(M,M) und genau dann stimmen
Ra(EndR(M)) und Tot(M,M) iiberein , wenn M die 2-ATE besitzt.

Der Satz ermuntert uns , generell den Zusammenhang zwischen dem

Totalbegriff und dem Radikalbegriff zu untersuchen; dies soll im
IV. Kapitel geschehen. Zunichst einmal konnen wir mit Hilfe des

Satzes ein Beispiel flir einen totalen Rechtsmodul angeben , das

nicht unter die bereits in 2.9 behandelten Beispiele fdllt. Mit
dem in 2.14 angegebenen Beispielmodul setzt sich auch Z&llner in
((12] 5.Some ex.) auseinander.
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2,14 Beispiel

Wir lernen einen totalen Rechtsmodul kennen , der weder eine LE-
Zerlegung noch die 2-ATE besitzt.

Sei k ein Korper und T ein lokaler Unterring von k ; dann sei
N -
={(Xn)nENEk ]]nOEN,tET Vngno xn‘t} .

Nicholson und Stock haben sich mit diesem Ringtyp beschdftigt
([7] BEx. 1.7 ; [8] Bsp. 1.18 ) . R ist kommutativ , Austausch-
ring (d.h. Rp hat die 2-ATE) , nicht reguldr und es ist Ra(R)=0,.
Nach Resultaten von Stock besitzt damit der R-Rechtsmodul

M:= R(N)

nicht die 2-ATE ([8] Prop. 4.5, Kor. 4.13).Man kann Tot(M,M)=0
nachweisen . Nach Satz 2 .13 kann M demnach wegen Ra(EndR(M)) =
= Tot(M,M) = O keine LE~Zerlegung haben .

Der Nachweis von Tot(M,M) = O erfolgt in zwei Schritten:

1._Schritt: Tot(Rg,Rp) =0 .
) 1 n=1
0 n#i

eR (1€MN) sind einfach . Fiilr jede endliche

Sei fiir ieN ;€ = (ien

HEN € R definiert durch iepn = [

Die R-Rechtsmoduln i

Teilmenge L von N ist '?L jeR direkter Summand von Rp .
i

Sei nun 0 # EEnd(RR) ; dann gibt es JEN mit m(1)je £ 0 und
wegen u(je) = 041)je = jeo((‘l) ist also 0 # Q(jeR)C:jeR ; da jeR
einfach ist , ist folglich jeR.ax — o(x) € jeR ein Automor -

phismus und damit X kein Element von Tot(RR,RR) .

2. Schritt: SchluB auf Tot(M,M) = 0.

Mp = nEN My, M 2Ry YneN; seien L, (n€&N) die Inklusion von M,
in M und %, die Projektion von M auf M ;

ist nun 0 £ £ € Endy (M), so gibt es i, jeN mit W £y # 0 ; mnach

dem 1. Schritt ist ijLi kein Element von Tot(Mi,Mj) ’ weswegén

f nach 1.2 kein Element von Tot(M,M) ist .
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III. DIE STELLUNG DER TOTALEN MODULN IN DER THEORIE DER IDEALE
UND HALBIDEALE

Nach dem I .EKapitel ist fiir eine Klasse k' von R-Rechtsmoduln
{rot,,(4,B) | 4,B € Wy} Halbideal in der Kategorie Wy der R-
Rechtsmoduln. ,
Ist k' insbesondere die dS-Klasse der totalen R-Rechtsmoduln ,
so ist nach der Kennzeichnung in 1.9 a)

kg = {me W | jeder direkte Summand # O von M be-

sitzt einen totalen direkten Summanden # O}

und nach 2.7 somit kég = k'. Nach 1.10 gilt daher der folgen-

de Satz:

3.1 Satz

Sei kt die Klasse der totalen R-Rechtsmoduln;

dann gibt es keine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln , welche echt

+
Rechtsmoduln A,B gilt.

gréBer als k, ist und fiir die Totk(A,B):>Totkt(A,B) fir alle R~

Im I. Kapitel beschdftigten wir uns ausschlieBlich mit den Halb-
idealeigenschaften von {Totk(A,B)l A,BEEMR}. Die Idealfrage wur-
de dort vorerst nicht angesprochen:

Fir welche Klassen k von R-Rechtsmoduln ist das Halbideal
{Totk(A,B)l A,B EEMR} sogar ein Ideal in der Kategorie Wy der R~

Rechtsmoduln ?

Beschridnken wir uns auf dS-Klassen von R-Rechtsmoduln,so gelingt

eine vollstidndige Antwort.
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3.2 Lemma
sei kt die Klasse der totalen R-Rechtsmoduln und k eine dS-Klasse

von R-Rechtsmoduln , die Teilklasse von kt ist 3

dann ist {Totk(A,B) [ A,BE WR} Ideal in der Kategorie Wy der R-

Rechtsmoduln .

Beweis:
Da die Halbidealeigenschaft klar ist , bleibt die additive Abge-
schlossenheit nachzuweisen:

Seien also A, B R-Rechtsmoduln und o(ETotk(A,B) , P& Totk(A,B) ;
angenommen o+ [3 f Totk(A,B) ,

dann gibt es direkte Summanden O,-;éA0 von A und B, von B mit A € Kk,
B, € k und (x + {3)(A0)C B, , so daB o<+[3: Ay 3 X +— (x + p)(x) € B,
isomorph ist ;

sei ¥ € HomR(BO,Ao) der inverse Isomorphismus , L die Inklusion von
Ap in A und ™ Projektion von B auf den direkten Summanden B, ;

es ist X +f =m(X+ Pl = TL+ TRL und folglich Yo+ =
= YT+ YTHL

1A0 ;

1Ao ist kein Element von Tot(Ao,Ao) ; da 44 total ist , folgt dem-
nach XWO(L)!Tot(AO,AO) oder prLﬁTot(Ao,Ao) :

da k eine dS-Klasse ist und A, Element von k ist , gilt anderer-
seits Tot(Ay,4,) = Toty(Ay,4,) , so daB auf Grund der Halbideal-
eigenschaft wegen CX,B € Totk(A,B) sowohl XWO(L als auch XW[}L Ele-

ment von Tot(Ao,Ao) sein miiBten , also Widerspruch .,

3.3 Lemma
Sei k eine dS-Klasse von R-Rechtsmoduln mit der Eigenschaft , daB
{70t,(4,B) | A,B €Wy} Ideal in der Kategorie Wy der R-Rechtsmo-

duln ist ;

dann ist k eine Teilklasse der Klasse kt der totalen R-Rechtsmo-

duln .
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Bewelis:

Sei M€k ; da k dS-Klasse ist , ist dann Totk(M,M) = Tot(M,M) ;
nach Voraussetzung ist {Totk(A,B)IA,BE‘mﬂR} Ideal , so daB also
Tot(M,M) additiv abgeschlossen ist , d.h. M ist total .

Aus 3.2 und 3.3 folgt unmittelbar :

3.4 Satz

Fiir eine dS-Klasse k von R-Rechtsmoduln ist {Totk(A,B)|A,B EKﬂR}
genau dann ein Ideal in der Kategorie XHR der R- Rechtsmoduln ,
wenn k eine Teilklasse der Klasse kt der totalen R-Rechtsmoduln
ist.

Die Klasse kt ist also insbesondere die groBte dS-Klasse k von

R-Rechtsmoduln , filr die {Tot,(A,B)|4,B € Wy} Ideal in der Ka-

tegorie WMR der R-Rechtsmoduln ist .

Mit 2.10 ¢) folgt aus 3.4 ein Ergebnis von Z&llner ([12] Cor.1):

3.5 Korollar

Sei k2 die Klasse der R-Rechtsmoduln , die die 2-ATE besitzen ;

dann ist {Totkz(A,B)lA;B EamR} Ideal in der Kategorie W der
R-Rechtsmoduln .
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IV. DER ZUSAMMENHANG ZWISCHEN TOTAL UND RADIKAL UND DER BEGRIFF
DES RaT-MODULS '

In 2 .13 wurde schon einmal auf den Zusammenhang 2zwischen Total
und Radikal eingegangen , allerdings beschrénkten sich die Aus-
sagen auf Rechtsmoduln mit LE-Zerlegungen.

4,1 Satz

Fiir jeden R-Rechtsmodul M gilt Ra(EndR(M))C:Tot(M,M).

Beweis:
Fiir R-Rechtsmoduln , die eine LE-Zerlegung besitzen , haben wir
diese Aussage bereits in 2.13 formuliert.

Sei also M R-Rechtsmodul und S := EndR(M) ; fiir ®€S ist zu zZei-
gen: o f Tot(M,M) => o fRa(S) .
Sei nun X €S~ Tot(M,M) ; dann gibt es direkte Summanden O#M1 und

M, von M mit 0((M1)CZM2 , 50 daB X : M, 3x —— o(x) € M, isomorph

ist s

1

seien'ﬁs HomR(MZ,M1) der inverse Isomorphismus, Li die Inklusion
von Mi in M, vi Projektion von M auf den direkten Summanden M1

und e; = ;T (i = 1,2) ; setze ¥ = L1B“é ;

aus « = ToXly folgt ezcxx = L2“’2°<L1E1T2 = 12&[_3“2 = Lo, = e; und

folglich O<X+ (1M - 92)(1M - 0‘2() = O(X‘f‘ 1M - O(X - 92 + eZO(X = 1M ’
d.h., S + (1M - ez)s =8 ;

wegen MZ#O ist (1M - e2)S # 5 ; damit ist oS nicht klein in S und
somit K kein Element von Ra(S) .

4.2 Definition

Einen R-Rechtsmodul M # O , fiir den Ra(Endp(M)) = Tot(M,M) gilt,
wollen wir als RaT-Modul bezeichnen .

Ein R-Rechtsmodul M , der eine LE-Zerlegung besitzt und fiir den
Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) gilt , wird speziell als Harada-Modul be-
zeichnet (vgl, [6] S. 57).
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4.3 Bemerkungen und Beispiele

a)

b)

c)

d)

f)

Ist MR RaT-Modul , so auch jeder zu M isomorphe R-Rechtsmodul.

Beweis:

Seien also M,N R-Rechtsmoduln, M insbesondere RaT-Modul und &
Isomorphismus von M nach N;wegen Ra(EndR(N))= mRa(EndR(M))cx‘1
und Tot(N,N)= «Tot(M, M) folgt aus Ra(Endp(M)) = Tot(M, M)
auch Ra(EndR(N)) = Tot(N,N).

Ist MR RaT-Modul, so auch jeder direkte Summand von M.

Beweis:

Seil also F&lRaT—Modul und A ein direkter Summand von M 3 ist L

die Inklusion von A in M und T Projektion von M auf den direk-
ten Summanden A , so ist nach 1.2 Tot(A,A)=TTot(M,M)L ; Qda

auch Ra(EndR(A)) = TrRa(EndR(M))L gilt , stimmen also wegen

Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) folglich Ra(EndR(A)) und Tot(A,A) {iber-
ein.

Jeder RaT-Modul MR ist total.

Beweis:
Ra(EndR(M)) ist additiv abgeschlossen.

Flir einen direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M sind &dquivalent:
(i) M ist total

(ii) M ist LE-Modul

(iii) M ist Harada-Modul

(iv) M ist RaT-Modul .

Beweis:

In einem direkt unzerlegbaren R-Rechtsmodul M ist Tot(M,M) die
Menge der nicht automorphen Endomorphismen.

Wahrend (i)==(ii) und (iii) =>(iv)=>(1) nach 2.2 ¢) und 4,3
¢) klar sind , ist auf (ii)=>(iii) noch einzugehen:

Ist M LE-Modul, so ist fiir alle o € Tot(M,M) 1M-u automorph,so
daB also Tot(M,M)C Ra(Endp(M)) gilt und die umgekehrte Inklu-
sion gilt nach 4.1 von vornherein.

Jeder halbeinfache R-Rechtsmodul M ist ein Harada-Modul;es ist
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g)
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Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) = 0.

Beweis:

Ein halbeinfacher R-Rechtsmodul M ist direkte Summe von ein-
fachen Untermoduln . Diese einfachen Untermoduln sind insbe-
sondere LE-Moduln . Da ein Homomorphismus zwischen einfachen
Moduln entweder der Nullhomomorphismus oder ein Isomorphis-
mus ist, folgt unter Beniitzung von 2.12 Tot{(M,M)= 0 und nach
4.1 also Ra(Endy(M)) = Tot(M,M) = O.

Der in 2.14 behandelte Rechtsmodul M ist ein Béispiel fiir ei-
nen RaT-Modul , der kein Harada-Modul ist. Nach den Ausfiihrun-
gen in 2,14 ist Ra(End(M)) = Tot(M,M) = O.

Es wird ein Beispiel fiir einen totalen Rechtsmodul angegeben,
der kein RaT-Modul ist .

Sei R =2 , d.h. der Ring der ganzen Zahlen und fiir eine fe-

ste Primzahl p sei M, := L 2 = @® Z'py ;dabei steht Z
P Z T gew P T pen PR p?

kurz fir 2/p"% .

Die Z-Rechtsmoduln an (neN) sind LE-Moduln , so daB8 MZ nach
2.9 a) total ist.

MZ ist allerdings kein Harada-Modul , was im folgenden nachge-

wiesen wird: _
{z i=n

Seien fiir neN Qn: Z_n+—72! i

D ot Zr——e(zi)iEN mit z; :=

0 i#n

l, die Inklusion von Zin in M, L die Projektion von M auf

' . e = . -1 .
an ’ fn. an 32— Pz Ean*1 und dn t= Ln+1Qn+1fﬁQn L

& € Endy (M) sei definiert durch «(x) := jg:: o, (x) .

. Oh(x)fo
Fiir i,j€EN ist ;%\ im Palle j=i+! gleich Wi+1fiqi'1’ sonst 0
und damit also nicht isomorph , so daB unter Benutzung von
2.12 X € Tot(M,M) folgt .
Wegen ru(T) ;’ Bi(1y - %) ist aber 1y —* kein Epimorphismus und
damit & kein Element von Ra(EndR(M)).
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Nach 4.3 bilden die RaT-Moduln iiber einem Ring R eine dS-Klasse
von R-Rechtsmoduln , die insbesondere Teilklasse der Klasse der
totalen R-Rechtsmoduln ist.Da die totalen Rechtsmoduln bekannt-
lich genau die sind , die die d2-Austauscheigenschaft besitzen,
sollte es mdglich sein , die RaT-Moduln durch eine verschirf-
te d2-ATE zu charakterisieren.Eine derartige Charakterisierung
wird in 4.5 angegeben. Wir beniitzen den folgenden Hilfssatz.

4.4 Hilfssatz

Sei M R-Rechtsmodul ;

der R-Rechtsmodul Mx M besitzt nach 2.6 folgende Zerlegungen :
MxM = M1 8 M2 ' fir alle f€ EndR(M) MxM = Cf & D.
(Dabei sind die Bezeichnungen wie in 2.6 .)

Die Aussagen des Hilfssatzes lauten:
a) Fir alle f € Ra(Endp(M)) gilt MxM = C, @ M, .

b) M ist genau dann RaT-Modul , wenn fiir alle £ € Tot(M,M)
MxM =C, 0 M, gilt.

Beweis:
Wir verwenden 2.6 a) ; danach gilt
s -1 .
* filr alle f €BEndp(M) ¢ wf‘M1Q1 =y -1,

wobei Ty insbesondere die Projektion von M*x M = Cf ® D auf D ist,

Nun zum Beweis von a):
Ist £ € Ra(EndR(M)) » 80 ist 1y - f automorph und wegen ¥ damit
Wf|M1 isomorph ; es folgt MxM = My @ Ker(mr) =M, © Cp .

Beweis von b):

Ist Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) , so folgt nach a) MxM = C, ® M, fiir
alle f € Tot(M,M).

Gilt umgekehrt fiir alle f € Tot(M,M) MxM = Cr, ® M, , dann ist ﬂflM
fiir alle f € Tot(M,M) isomorph ; wegen * ist damit 1y - £ fir 1
alle f ¢ Tot(M,M) automorph , so daB also Tot(M,M)C:Ra(EndR(M))
gilt ; die umgekehrte Inklusion gilt nach 4.1 von vornherein.
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4.5 Satz

Flir einen R-Rechtsmodul M sind &quivalent:

(i) M ist RaT-Modul

(ii) Fir jede Situation Ap = M' 8 N = C & D, wobei M' =M ,
gilt (%) oder (%%) oder (k%%
(1ii) Piir jede Situation Ap = M' @ N = C @ D, wobel M' =M ,

N==M,C=Mund D =M, gilt (k) oder (%% oder (xkx% .

Dabei ist jeweils

(%) es gibt Untermoduln M% £ 0 von M' und C' von C mit A =
= M{ ® C' @ D und Untermoduln M, /0 von M' und D' von D
mit A = Mé 5 C o D

M'"9C' @D

(k%) es gibt einen Untermodul C' von C mit A

M'"®C D',

(%%%) es gibt einen Untermodul D' von D mit A

Beweis:

(i) = (ii) : Sei also M RaT-Modul;

sei A=M" @ N=C® D, wobei M'" =M ; es ist zu zeigen , daB
(%) oder (k%) oder (k%% gilt :

Seien L die Inklusion von M' in A , T die Projektion von A =
=M' & N auf M' und ey bzw. ep der Projektor von A =C & D auf
den Summanden C bzw. D ;

aus 1A = ey + ep folgt 1M' =Tl = WL = Tegl + Tepl ;
da M' als RaT-Modul total ist , ist folglich WeCL¢ Tot(M',M")

oder WeDL¢ Tot(M',M') ; es gibt nun drei Moglichkeiten:

1. Mdglichkeit: WeCL¢ Tot(M',M') und WeDLf Tot(M',M') ,

Dann gibt es direkte Summanden M{#£0, Mé%o, MY und M3 von M' mit
WecL(M{)C:Mq und WeDL(Mé)c:Mg , 50 daB Tegl :Mi3xr—> Teql(x) € MY
und Tepl: M) 3x+—— Tepl(x) € MY isomorph sind ;

sei ty bzw. t, Projektion von M' auf den Summanden MY bzw. M% ;
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es ist FéC—L = t1veCL|M{ und Tepl tZTreDLlMé ; folglich ist

A = Mj @ Ker(tyTey) =M} @ D @ (Ker(t1’rr)ﬂC) und

1

N

1
M2 ® C

>}

A

M! @ Ker(tZWreD) (Ker(tzTr)ﬂD) ;

[!]
N

mit C!

i

Ker(t,ITr)ﬂC und D' := Ker(t,m) ND gilt demnach (%) .

2. _Moglichkeit: Tegt § Tot(M',M') und Teyl € Tot(M',M') .
Da M' RaT-Modul ist , gilt Tepl € Ra(EndR(M')) und folglich ist

Te L = 1

c - Te

L automorph ; damit ist

M D

A =M 9 Ker(‘irec) =M @D ® (Ker(r)NngC) ;
setzen wir C' := Ker(w)NC = NNC , so gilt demnach (*%) .

5. Moglichkeit: Tegl € Tot(M',M') und eyt f Tot(M',M") .

V6llig analog zur 2. Mdglichkeit findet man einen Untermodul D!

von D mit A =M' ® C & D' ; es gilt also (k%% ,
(ii) = (iii) : RKlar.

(iii) = (i) : M habe also die in (iii) beschriebene Eigenschaft;
um Ra(EndR(M)) = Tot(M,M) nachzuweisen , geniigt es nach 4.4 b) zu

zeigen , daB fiir alle £ & Tot(M,M) M*xM = cf ® M, gilt mit Cp , M,

wie in 2.6:

Sei also f € Tot(M,M) ; nach 2.6 ist M*xM = M =C. 0D und

&M, = Cp

1

es ist Cf EM,D=M,M, M, M=EM;

1 2
nach Voraussetzung gilt in der Situation M» M = Crp,®@D =My @M

(%) es gibt Untermoduln C/ £ 0 von Cp und Mi von M, mit

MxM = C% 6 M oM, und Untermoduln C‘f' £ 0 von Ce und

1 3 — "
M2 von M2 mit MxM = Cf ] M1 0] Mé

oder

(¥%) es gibt einen Untermodul M1' von M1 mit MxM = Cf ® M1‘ ® M2

oderx

(x%%) es gibt einen Untermodul Mé von M2 mit MxM = Cf ® M1 0 Mé H
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wegen f £ Tot(M,M) kommen nach 2.6 d) die Mdglichkeiten (%) und
(k%) nicht in Frage ; es bleibt also MxM = Cr @ My @ M)
nach 2.6 b) gilt wegen f € Tot(M,M) M) =0 , so daB wir also

MxM=C_, @ M1 haben .

f

Der folgende Satz 4.6 beschdftigt sich mit Rechtsmoduln , die
direkte Summe eines RaT-Untermoduls und eines totalen Untermo-
duls sind.

4.6 Satz
Jeder R-Rechtsmodul , der direkte Summe eines RaT - Untermoduls
und eines totalen Untermoduls (nicht notwendig RaP-Untermodul)

ist , ist total.

Beweis:

Sei also My = M ® N , wobei M RaT-Modul und N total ; nach 2.7
geniigt es nachzuweisen , daB jeder direkte Summand # 0 von M
einen totalen direkten Summanden # O besitzt

Sei also C # 0 direkter Summand von M : M = C & D; fiir die Si~-
tuation M = M ® ¥ = C @ D gilt nach 4.5

(%) es gibt Untermoduln E1 #0 von M und C' von C mit M =

T, ® C' & D und Untermoduln ﬁz £ 0 von M und D' von

1
D mit M = Ez ®C o D'

oder

(¥ %) es gibt einen Untermodul C' von C mit M = M@ C' @ D
oder

(¥x%) es gibt einen Untermodul D' von D mit M = M @ C @ D' ;

im Fall (%) ist CEéﬁ1 ® C' und ﬁ1 ist als direkter Summand von
M total ;
im Fall (%%) ist C2M @ C' und M ist total ;
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im Pall (k%%) ist C ® D' = N , so daB wegen N total auch C to-

tal ist.

Ein Rechtsmodul , der direkte Summe zweier totaler Untermoduln

ist , kann allerdings auch dann total sein , wenn keiner der

beiden totalen direkten Summanden RaT~Modul ist. So kinnen wir

beispielsweise fiir einen Rechtsmodul M , ‘der eine LE-Zerlegung

besitzt , aber kein Harada-Modul ist , den Rechtsmodul M X M be-

trachten.M*x M 188t sich als direkte Summe zweier totaler Unter-
moduln darstellen , die beide keine RaT-Moduln sind ; nach 2.9

a) ist MxM total. Ein Beispiel fiir einen Rechtsmodul M , der

eine LE-Zerlegung besitzt , aber kein Harada-Modul ist , haben

wir in 4.3 g) kennengelernt.

Nach dem Satz 4.6 soll ein weiteres wichtiges Ergebnis formu -
liert werden , das sich aus der Charakterisierung der RaT-Mo -
duln in 4.5 ergibt. Dieses Ergebnis stellt insbesondere eine
Verschiarfung der Aussage von 2.9 c¢) dar.

4,7 Satz
Jeder Rechtsmodul , der die 2-ATE besitzt , ist RaT-Modul.

Beweis: Sei M R-Rechtsmodul und im Besitz der 2-ATE ;

es wird nachgewiesen , daB die Bedingung (iii) in 4.5 erfiilllt
ist: sei A =M @N=C O DmitM TM,NZM,C=M,DMN;
es wird gezeigt , daB in dieser Situation (%) oder (xx) oder
(xx%) wie in 4.5 beschrieben gilt .

Da M die 2-ATE besitzt , gibt es zundchst einmal Untermoduln ¢
A
von C und D von D mit &4 = M' © 6 ® D; es gibt drei Moglichkeiten:

. .
1. Moglichkeit: es ist C #C und D # D .

In diesem Fall wollen wir die Tatsache beniitzen , daB8 C und D
wegen C ¥ Mund D ¥ M die 2-ATE und nach [2] L. 3.11 damit die
endliche ATE besitzen ; wir wenden sie auf die Situation A =
=CoD=M 636D an:
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es gibt Untermoduln Mj von M', C' von G , D' von D mit A =
=D® M &C'® D' und Untermoduln M} von M' , ' von G , DI
von D mit A =C @ My © C' & Dr;

da 6' Untermodul von C und ﬁ' Untermodul von D ist , muB 6': 0
und ﬁ' = 0 gelten ;

es folgt A = M! € C' #Dund 4 = M} & C & D' ; wegen C 4£c
und D #D ist auch C' # C und D' # D und damit gilt M £0

und M} # 0 , so daB also (%) gegeben ist .

2. Mglichkeit: D = D .

In diesem Fall ist A = M' 8 C © D , 80 daB also (¥ %) gegeben ist.
3. Moglichkeit: G = C .

M'9C®D , 50 daB also (¥#%%) gegeben

=
1)

In diesem Fall ist
ist .,

Die Erkenntnis , daB aus der 2-ATE direkt auf die d2-ATE ge -
schlossen werden kann , verdanke ich einer Mitteilung von J.
Stock vom 19.12.1986 . Im Beweis von 4.7 beniitze ich auf J. Stock
zurlickgehende Gedankenginge .

Umgekehrt braucht ein Rechtsmodul nicht notwendig die 2-ATE zu
besitzen , wenn er RaT-Modul ist.

Fiir den in 2.14 behandelten Rechtsmodul M gilt Ra(EndR(M)) =
= Tot(M,M) = Oj;er ist also RaT-Modul.Wie in 2.14 festgestellt,
besitzt M nicht die 2-ATE, ‘

Hat ein Rechtsmodul allerdings eine LE-Zerlegung,so besitzt er
nach 2.13 genau dann die 2-ATE , wenn er RaT-Modul ist.
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V. RaT-ZERLEGUNGEN

IE-Moduln sind RaT-Moduln. Die Tatsache , daB8 LE-Zerlegungen im
bisherigen Verlauf der Arbeit eine wichtige Rolle gespielt ha-
ben , veranlaBt zur folgenden Definition.

5.1 Definition

Ist ein R- Rechtsmodul M direkte Summe von RaT- Untermoduln Mi
(i€I), so wird die Zerlegung M = @ M; als RaT-Zerlegung be-

zeichnet. i€l

LE-Zerlegungen sind also spezielle RaT-Zerlegungen . In 4.3 g)
haben wir ein Beispiel fiir einen Rechtsmodul kennengelernt, der
eine RaT-Zerlegung besitzt,ohne dabei selbst RaT-Modul zu sein.
In diesem V. Kapitel nimmt die Frage, wann ein Rechtsmodul, der
eine RaT-Zerlegung besitzt, insbesondere RaT-Modul ist, eine
zentrale Stellung ein.

5.2 Hilfssatz ( [6] H.satz 3.3.2. )

Seien A, B R-Rechtsmoduln und o<EHomR(A,B) s PE HomR(B,A) ;
dann gilt:
1A + Px ist automorph <—— 1B + P ist automorph .
5.3 Lemma
Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung M = '?I Mi ; S &= EndR(M);
i

fir 1 €1 sei ej €S der Projektor von M auf den Summanden M ;

dann ist fiir alle i€ I eiTot(M,M)C:Ra(S) und Tot(M,M)eiCZRa(S),

Beweis:
Ist M = _@I Mi speziell eine LE-Zerlegung , so findet sich eine

it
entsprechende Aussage in [6] Satz 3.3.3. .

Sei also i €I ; es soll eiTot(M,M)c:Ra(S) gezeigt werden:
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Dazu ist flir alle X€Tot(M,M) die Isomorphie von 1y + e;x =

= 1M + eieio<, die nach 5.2 mit der Isomorphie von 1M+eio<ei
dquivalent ist , nachzuweisen ;
wir geben also & € Tot(M,M) vor ; dann ist e o, € eiTot(M,M)ei;

seien Ly (i€ 1) die Inklusion von My in M und T die Projek-
tion von M auf Mi H

nach 1.2 ist eiTot(M,M)ei = LiTot(Mi,Mi)Tri ; da M; RaT-Modul
ist , folgt eiTot(M,M)ei = LiRa(EndR(Mi))ﬂi = eiRa(S)ei =
= Ra(eiSei);

also efxeie Ra(eisei) ; dann besitzt ei + eiocei ein Inverses

e, i .Se. 3
elpel in e Se; ;

jXe 3 in S, denn es ist

1y = ©; + e;Pe; ist Inverses von 1y + e

1

(1M - e, + eiBei)(1M + eiuei)= (1M - e,

it eiﬁei)(1M--ei+ei +

i
+ eiuei) =1y - € + ei='1M und ebenso (1M + efxei)(1M -+
+ eiﬂei) = 1y -

Der Nachweis von Tot(M,M)eic:Ra(S) verliuft vollig analog zum
Nachweis von eiTot(M,M)c:Ra(S).

5.4 Satz

n
Sei M R-Rechtsmodul mit endlicher RaT-Zerlegung M = .®1 My o
1l=
dann ist M RaT-Modul .
Beweis:

Setze S := EndR(M) ; es ist Tot(M,M) = Ra(S) zu zeigen, wobei
nach 4.1 der Nachweis von Tot(M,M)cRa(S) geniigt :

Sei fiir i€ {1,...,n} e; € § der Projektor von M auf den Summan-

n
den M, ; wegen 1y = Z=:i e; gilt mach 5.3 Tot(M,M)=1,Tot(M,M)=

n
= Z eiTot(M,M)CRa(S) .
i=1
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n
Ist in 5.4 M = .@1 M; speziell eine LE-Zerlegung , so findet
1=

sich eine entsprechende Aussage in [6] Folg. 3.3.4. .

5.5 Korollar

Sei M artinscher oder noetherscher R-Rechtsmodul ; dann sind

dguivalent:

(i) M besitzt eine endliche LE-Zerlegung
(ii) M besitzt eine endliche RaT-Zerlegung
{iii) M ist RaT-Modul

(iv) M ist total.

Beweis:

(i) = (ii) : Jede LE-Zerlegung ist eine RaT-Zerlegung .
(1i) == (iii) : Nach 5.4 .

(iii) = (iv) : Siehe 4.3 ¢c) .

(iv) = (i) : Siehe 2.9 b) .

Jeder Rechtsmodul , der eine endliche RaT-Zerlegung besitzt, ist
also grundsdtzlich ein RaT-Modul, DaB die entsprechende Aussage
fiir Rechtsmoduln mit unendlicher RaT-Zerlegung nicht moglich ist,
zeigt das Beispiel 4.3 e) ; wir haben dies bereits im AnschluB
an 5.1 festgestellt. Ehe wir nach hinreichenden Bedingungen su -
chen , unter denen auch ein Rechtsmodul , der eine unendliche
RaT-Zerlegung besitzt , stets RaT-Modul ist , soll ein Ergebnis
von Azumaya verallgemeinert werden.Wir haben von diesem Ergebnis
schon Gebrauch gemacht ; es besagt, daB jeder direkte Summand # O
eines Rechtsmoduls M mit LE-Zerlegung M = i? M; einen direkten
Summanden besitzt , der zu einem der M; isomorph ist (1] T™h.1).

5.6 Hilfssatz

3 n
Sel MR = 9 M'

i » Wwobei die M; alle total sind ;
i=1
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dann sind &dquivalent:
(i) M ist total

(ii) Zu jedem direkten Summanden N £ O von M gibt es i8{1,...,n}
und dazu einen direkten Summanden Mi £ 0 von Mi , So daB N

einen zu Mi isomorphen direkten Summanden besitzt .

Beweis:

(ii) == (i) : Sei also die in (ii) beschriebene Eigenschafi gege-
ben ; da die M alle total sind , sind auch alle direkten Summan-
den der M; total und damit besitzt jeder direkte Summand N# O von
M einen totalen direkten Summanden # O , so daB8 M nach 2. 7 total
ist .

(1) = (11) : Sei also M total und N # O direkter Summand von M :
M=N® L ; sei fiir i€ {1,...,n} e; der Projektor von M=M @..@Mn

i
auf den Summanden M; und ey der Projektor von M= N®L auf N;
n
es ist 1 }Q’ ey und folglich ey = :Z: eye; s
i= i’

da ey kein Element von Tot(M,M) ist und M total ist , existiert

i€ {1,...,n} mit ege io¢ Tot(M,M) ;

sind Ly die Inklusion von Mi in M”LN die Inklusion von N in M,
)

¥; die Projektion von M= M;8..8M,; auf M; und wy die Projektion

) 0
von M=N®L auf N , so ist eio = Li&Wio undveN = LNWN H
aus eye, f Tot(M,M) folgt myl; f Tot(M, ,N) und damit existieren
ig N-i, io

direkte Summanden M! #O von M; und N' von N mit mgt, (M} JcN',
to i 10

so daB Mi 3 XF——e'v 4 (x)E N! 1somorph ist ;

N' ist also ein dlrekter Summand von N , der zum direkten Summan-

den M! #£0 von M, isomorph ist.
1o 1o

5.7 Satz

Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung M = i?I Mi ; dann besitzt

M folgende Eigenschaft :
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Zu jedem direkten Summanden N £ O von M gibt es ein i€ T und da-
zu einen direkten Summanden Mi # 0 von Mi , 80 daB N einen zu Mi

isomorphen direkten Summanden besitzt .

Beweis:
1. Pall : I ist endlich .

Nach 5.4 ist M in diesem Fall RaT~Modul und damit total , so daB

die Aussage des Satzes aus 5.6 folgt .

2. Fall : I ist unendlich .

Sei N # 0 direkter Summand von M : M =N & L.

Man kann zunichgt zeigen :

Es gibt eine endliche Teilmenge I' von I und einen direkten Sum-

manden X # O von 'gl'Mi’ so Qa8 N einen zu X isomorphen direkten
1 .

Summanden N' besitzt .

Wie im 1. Fall kann man dann folgern , daB es i€ I' und dazu ei-
nen direkten Summanden M{ # 0 von M, gibt, so daB X und damit N'

einen zu Mi igomorphen direkten Summanden besitzt .

Die Existenz von I' und X weist man wie folgt nach :

BEs gibt eine endliche Teilmenge I' von I mit Nn @ Mi # 0 ; wir

_ i€x!
setzen M 1= @ M. ;
iere L _ _
nach 5.4 ist ¥ RaT-Modul ; in der Situation M =¥ & ( @ Mi) =

1EI~T?
=N & L gilt daher nach 4.5

(%) es gibt Untermoduln ﬁ1 #0 von M und K* von N mit M =

[t}

E1 $ N' @ I und Untermoduln ﬁz £ 0 von M und L' von
LomitM=M @ N6 L'

oder

(x%) es gibt einen Untermodul N' von N mit M =M @ N' @ L

oder
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(k%x%) es gibt einen Untermodul L' von L mit M = MeNO®L';
die Mdglichkeit (x%%) ist auf Grund von NNM # O ausgeschlossen;

sei Ty die Projektion von M = N @ L auf N und sei bei Moglich-
keit (%) X := M, , bei Moglichkeit (%%) X := M ;

bei beiden Moglichkeiten (%) und (¥%) ist Ty , Isomorphis-

‘ X8N
mus bzw. ‘WN|X zerfallender Monomorphismug;

es ist also X ein direkter Summand £ O von ¥ = '?I'Mi und N' :=
i

= WN(X) ist ein zu X isomorpher direkter Summand von N .

5.8 Korollar

Jeder R-Rechtsmodul , der eine RaT-Zerlegung besitzt, ist total.

Beweis:

Nach 5.7 besitzt jeder direkte Summand # O eines Rechtsmoduls ,
der eine RaT-Zerlegung hat,einen totalen direkten Summanden #0 ;
nach 2,7 ist damit jeder Rechtsmodul,der eine RaT-Zerlegung be-
sitzt, total.

Die Aussage von 5.8 stellt eine Verallgemeinerung von 2.9a) dar.

Im folgenden soll eine hinreichende Bedingung erarbeitet werden,
unter der auch ein Rechtsmodul, der eine unendliche RaT-Zerle-
gung besitzt , stets RaT-Modul ist. Hat man einen Rechtsmodul M
gegeben und will zeigen , daB8 M RaT-Modul ist , so hat man unter
Beriicksichtigung von 4.1 nachzuweisen , daB filr alle f € Tot(M,M)
1M ~ f automorph ist. Bei einem Rechtsmodul , der eine RaT-Zerle-
gung besitzt , reduziert sich der Nachweis der Bijektivitdt von

1M ~ f auf den Nachweis der Surjektivitdt. Dies besagt das folgen-
de Lemma. Fiilr den Spezialfall einer LE-Zerlegung findet sich die

Aussage des Lemmas in [6] S. 46.
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5.9 Lemma

Fiir einen R-Rechtsmodul M mit RaT-Zerlegung M = # M, gilt :
ieX

Fiir alle f € Tot(M,M) ist 1y — £ monomorph .

Beweis:

Sei f ¢ Tot(M,M) und xe M mit (1y - £)(x) =0 ; es ist x = 0 zu
zeigen : .

Es gibt eine endliche Teilmenge I' von I mit x€ @ M; ; sei
i€

fir 1€ 1 e; € EndR(M) der Projektor von M auf den Summanden Mi
und sei e := E: e, 3

iert *
dann ist nach 5.3 fe = ). fe; € Ra(Endy(M)) ; fir den Auto-
3 !

i
morphismus 1, - fe gilt (1, - fe)(x) = (1y - £)(x) = 0 und da-

her ist x = 0.

In 5.12 soll die angekiindigte hinreichende Bedingung formuliert
werden , unter der auch ein Rechismodul mit unendlicher RaT-Zer-
legung stets RaT-Modul ist.

5.10 Definition

Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung.

Ein Untermodul A von M heifie lokaler direkter Summand von M ,

wenn A eine RaT-Zerlegung A = @K Ak besitzt und fiir jede end-
kE

liche Teilmenge K' von X @& Ak direkter Summand von M ist .
keK!

Eine entsprechende Definition fiir LE-Zerlegungen geht auf [4]
S. 473 gzuriick (siehe auch [6] 5.3.).

5.11 Lemma

Pir einen R-Rechtismodul M mit RaT-Zerlegung M = 'gI M gilt
i
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Fiir alle f € Tot(M,M) ist (1M - £)(M) lokaler direkter Summand

von M .

Beweis:

Sei also f € Tot(M,M) ;

nach 5.9 ist 1y - f monomorph , so daB (1y-£)(M) = @ (1M- £)(M;)

RaT~Zerlegung von (1 - £)(M) ist ;

sei nun I' eine endliche Teilmenge von I ; es ist nachzuweisen,

daB ® '(1M-f)(Mi) direkter Summand von M ist :

Fir ;i}I sel e € EndR(M)‘der Projektor von M auf den Summanden

Mi‘und es sel e := E: e ; nach 5.3 ist fe = Z: fe Element
ieI! ieT!

von Ra(EndR(M)) und damlt 1y - fe automorph ; wir haben folglich

M= (1,- fe)(M) = i?I.“M'f)(Mi) ) iE?\I'“M_fe)(Mj‘) .

5.12 Satz
Sei M R-Rechtsmodul mit RaT-Zerlegung M = © M + jeder lokale

i€I
direkte Summand von M sei insbesondere direkter Summand von M;

dann ist M RaT-Modul .

Beweis:

Unter Beriicksichtigung von 4.1 ist zu zeigen , daB m = f fiir
alle f € Tot(M,M) Automorphismus ist ; dies ist &quivalent dazu,
daB 1M - f fiir alle f € Tot(M,M) zerfallender Monomorphismus ist,
denn besitzt 1, - f fir alle f¢€ Tot(M,M) ein Linksinverses in

EndR(M) , so auch ein Inverses (vgl. [5] H.satz 9.3.1) .

Aus 5.9 , 5.11 und der Voraussetzung , daB jeder lokale direkte
Summand von M insbesondere direkter Summand von M ist, folgt un-
mittelbar , daB 1y - f fiir alle f € Tot(M,M) zerfallender Mono-

morphismus ist .
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Ist in 5.11 und 5.12 M = i?I Mi speziell eine LE-Zerlegung , so

finden sich vergleichbare Aussagen in [6] 5.3. .

Umgekehrt braucht ein Rechtsmodul , der eine RaT~Zerlegung be-
sitzt , in dem Fall , daB er RaT-Modul ist , nicht notwendig
die Eigenschaft zu haben , da8 jeder lokale direkte Summand di-
rekter Summand ist . Ist ndmlich R wie in 2.14 , so ist wegen
Ra(End(RR)) = Tot(RR,RR) = 0 Rp ein Ral-Modul ; der Untermodul
U := m@ meR von Rp (mit peR wie in 2.14 angegeben) ist lokaler
direkter Summand von RR‘ , aber kein direkter Summand von RR R
denn U ist grofl in RR (zu jedem 0 # x€R existiert ein meEN mit
me € XR) . '

Der in 2.14 behandelte R-Rechtsmodul M = R(N) ist demnach ein
Beispiel fiir einen RaT-Modul , der weder die 2-ATE noch die Ei-
genschaft , daB jeder lokale direkte Summand direkter Summand
ist , besitzt.
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VI. DAS TOTAL VON RINGEN

Fiir jeden Modul Mz ist Tot(M,M) nach 1.2 Halbideal in S:=Endp (M),
d.h. STot(M,M)SC Tot(M,M) . Im folgenden Satz werden die Elemente
von S , die Tot(M,M) angeh®ren , niher gekennzeichnet.

6.1 Satz
Sei M R-Rechtsmodul , S := Endp(M) und €S ; dann sind &dquiva-

lent :

(i) o€ Tot(M,M)

(11) Y 1Idempotente 0 £ e€S Y PeES pPxe # e
(i11) Y P€s [ Px Idempotent in § == fo = 0 ]
(iv) Y/ Idempotente O ;é e €S Y Bes oPe #e

(v) Y Bes [%B Idempotent in S =— P = o] .

Beweis:

(i) = (ii) : Sei also xX€Tot(M,M) ;

angenommen es gibt ein Idempotent O # e€S und BES mit Poe = e,
dann ist e(M) direkter Summand # O von M ; ist L die Inklusion

von e(M) in M und T Projektion von M auf den direkten Summanden

e(M) , so ist TPxel = TPxL = Tel = Te(y) und damit i zerfallen-
der Monomorphismus , im Widerspruch zu o € Tot(M,M).

(ii) = (iii) : Gelte also fiir alle Idempotente O # e€S und fiir
alle PES Bue # e; ist dann fiir P€S pPx Idempotent in S, so ist
fxPot = Bx und damit muB Bx = O sein,

(iii) = (iv) : Gelte also fiir alle €S [BxIdempotent in § ==
P = 0] ; hat man dann ein Idempotent e € S und BES mit xfPe = e,
so ist Pexflex = PBeoct und daher ist fex = 0, woraus xfex= ex = 0
und schlieBlich exfle = e = 0 folgt.

(iv) = (v) : Gelte also fiir alle Idempotente O # e €S und fiir
alle BE S xPe # e;
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ist dann fiir €S B3 Idempotent in S , so ist xPxfd = und da-
mit muB xB3 =0 sein .

(v) = (1) : Gelte also fiir alle BES [P Idempotent in 8 —=
«p=0];

angenommen & ist kein Element von Tot{M,M) ,

dann gibt es direkte Summanden O#A und B von M mit «(A)C B, so.
daB X : A3x — x(x) € B isomorph ist ; sei Ti der inverse Iso-
morphismus von X , L, bzw. L, die Inklusion von A bzw, B in M

A B

und TYA bzw. ’H’B Projektion von M auf den direkten Summanden A

bzw. B; mit ep = LWy und Bi= (P, ist epofep = LWl BTey =

= LgXPIy = LgT. und damit oPegxPep =°(B9B ;daher muB fep =0

B~ BB~ °B
sein-, was aber wegen eBo<[3eB = eg im Widerspruch zu eg # 0 steht .

Bei entsprechender Formulierung der Definitionen fiir Linksmoduln
lassen sich alle Aussagen und Beispiele der Kapitel I. bis V. und
der Satz 6.1 auch fiir Linksmoduln bilden.
Fiir einen Ring R mit Eins sollen Tot(RR,RR) und Tot(RR, R) ver-
glichen werden . Dazu erinnern wir , da8

End(RR) = {r(l) : R3x+—>TXxER | rER}

End(gR) = {r(r) : R3x+—> XreR ] rER}
ist und

. (1) . (r)
9, : R3rr——s o1 EEnd(RR) und ﬁr t:R3r——>r EEnd(RR)
Ringisomorphismen sind.

Dann folgt aus 6.1 unmittelbar :

6.2 Sata

Sei R ein Ring mit Eins und r€R ; dann sind &quivalent :



-50-

(1) =1 e mot(ry,Ry)
(1) =(Te Tot(zR,gR)
(ii) v Idempotente O # e €R V sER sre £ e
(1ii1) |y se€R [ sr Idempotent in R == sr = 0 |
(iv) Y Idempotente O # eé€R \v’ sER rse £ e

(v) V SER [ rs Idempotent in R == rs = 0] .

6.3 Definition

Fir einen Ring R mit Eins soll reR als totales Element von R
bezeichnet werden , wenn r die dquivalenten Bedingungen in 6.2
erfiillt.

Die Menge aller totalen Elemente von R wollen wir als Total
von R , kurz Tot(R) , bezeichnen.

Tot(R) = § 7' (Tot(Ry,Rp)) = 8.7 (Tot(yR,pR))

Ra(R) 51'1(Ra(End(RR)) gr"1(Ra(End(RR)) .

n
1}

Nach 1.2 ist Tot(R) grundssdtzlich Halbideal in R, d.h. es ist
RTot(R)RC Tot(R), und nach 4.1 ist grundsdtzlich Ra(R)CTot(R).

6.4 Definition

Ein Ring R mit Eins soll als totaler Ring bezeichnet werden,
wenn Tot(R) additiv abgeschlossen ist.
R werde als RaT- Ring bezeichnet , wenn Ra(R) = Tot(R) gilt.

In einem totalen Ring ist Tot(R) zweiseitiges Ideal. AuBerdem
seli bemerkt , daB jeder RaT-Ring totaler Ring ist.

Aus den Definitionen ergibt sich auf der Grundlage des Satzes
6.2 das folgende Korollar.
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6.5 Korollar

Sei R ein Ring mit Einselement.

a) Dann sind &dquivalent :
(i) R ist totaler Ring
(ii) R

R ist total

(iii) gR ist total .

b) Dann sind &quivalent :
(i) R ist RaT-Ring
(ii) R, ist RaT - Modul

(1ii) RR ist RaT - Modul .

Im folgenden Satz wird ein wichtiger Zusammenhang angegeben.

6.6 Satz
Sei M R-Rechtsmodul oder R-Linksmodul ; S := Endgp(M) ;

dann ist Tot(M,M) = Tot(S) .
Beweis:
Nach 6.1 und 6.2 gilt fir «x€S :

X ETot(M,M) < Y Idempotente 0 # et€S Y/ BES Puxe £ e

& X €Tot(S).

Aus den Definitionen ergibt sich mit 6.6 unmittelbar:

6.7 Korollar
Sei M R-Rechitsmodul oder R-Linksmodul ; S := EndR(M) .

a) M ist génau dann totaler Modul , wenn S totaler Ring ist.

b) M ist genau dann RaT- Modul , wenn S RaT- Ring ist.
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Es sollen Beispiele filir totale und nicht totale Ringe und deren
Totale angegeben werden.

6.8 Beispiele

1. Sei R Ring mit Eins und Ry bzw. RR direkt unzerlegbar .

a) BEs sind fiir re R dquivalent :
(1) r € Tot(R)
(ii) 1 hat kein Linksinverses
(iii) r hat kein Rechtsinverses

(iv) 7 hat kein Inverses.

b) Bs sind dquivalent :
(i) R ist lokaler Ring
(ii) R ist RaT- Ring

(iii) R ist totaler Ring .

Beweis von a):
O und 1 sind die einzigen Idempotente in R , so daB die
Kquivalenzen aus 6.2 folgen.

Beweis von b):
RR ist genau dann LE-Modul , wenn R lokaler Ring ist, so
daB 4.3 d) herangezogen werden kann .

So ist flir R = Z (= Ring der ganzen Zahlen) oder R = k[X] (k be-
liebiger Koérper) RR bzw. RR direkt unzerlegbar , jedoch geniigt R
in beiden Fdllen nicht den unter b) genannten dquivalenten Bedin-
gungen,

Tot(Z) = 2~ {+1,~1} Ra(z) = 0
Tot(k[X]) = k[X] k* (k* = k~0) Ra(k[X]) = 0

Bei der Ringerweiterung kCk[X] ist also der Unterring k ein to-
taler Ring , der Oberring k{X] hingegen nicht.

Es sei auBerdem noch bemerkt , daB k[X] ein Beispiel fiir eine
nicht totale unendlich dimensionale k-Algebra ist.
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2. Seien R, (1€I) Ringe mit Einselement und R := TT R; ;
i€T
dann ist

Tot(R) = {(ri)iEIER r; € Tot(Ry) VY i€ I}

und R ist genau dann totaler Ring bzw. RaT-Ring , wenn
flir alle i€ I Ri totaler Ring bzw. RaT-Ring ist .

Bewels:

Sei r = (r;)ER ;

gibt es i €I mit r; ;ZTot(Ri ) , so existiert nach der Kenn-
) )

zeichnung in 6.2 s, € R. derart, daB s, r. Idempotent#O in

1, 1o 1o %0

Rio ist ; fiir x = (xi)E R mit xio = sio' sonst X, = 0 ist so-

mit xr Idempotent #0 in R und daher nach 6.2 rﬁTot(R) .

Ist umgekehrt r ¢ Tot(R), so existiert nach 6.2 s = (sj)€R, 80

daB sr Idempotent# 0 in R ist ; in sr = (s.r,) gibt es s; I,

iti i,71,
mit s, r. #0 ; s, r, ist dann Idempotent#0 in R, , so daB
i, 1 i1, i,

nach 6.2 rio¢ Tot(Rio) folgt .

Klar ist Tot(R) genau dann additiv abgeschlossen, wenn es al-

le Tot(Ri) sind.

Ra(R) = Tot(R) gilt genau dann , wenn fiir alle i€ I Ra(Ri) =

= Tot(Ri) gilt , denn in vergleichbarer Weise ist wie beim To-

tal Ra(R) = {(ri)e R|r;eRa(Ry) Y iEI} .

3. Sei R ein Ring mit Einselement.

Besitzt RR oder RR eine RaT-Zerlegung, so ist R RaT-Ring.

Beweis:

Besitzt RR oder RR eine RaT-Zerlegung , so ist diese nach [5]
H.satz 7.2.3 endlich ; nach dem Satz 5.4 sind dann RR und RR
RaT~Modul .
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Wir wollen einige explizite Beispiele fiir Ringe angeben , bei
denen Rp insbesondere eine LE-Zerlegung besitzt:

- lokale Ringe (Ist R lokal , so ist RR LE-Modul.)
- halbeinfache Ringe; es ist Ra(R) = Tot(R) = 0 (vgl. 4.3 e))

- semi-perfekte Ringe (Ist R semi-perfekt, so besitzt RR nach
[5] Folg. 11.4.3 eine LE-Zerlegung.) .

4. Fir einen rechts (bzw. links) noetherschen Ring R sind

dquivalent:
(i) RR (bzw. RR) besitzt eine endliche LE-Zerlegung
(ii) R ist RaT-Ring

(iii) R ist totaler Ring .

Ist R beidseitig noethersch , dann sind &dquivalent:
(i) RR besitzt eine endliche LE-Zerlegung

(i1) gR besitzt eine endliche LE-Zerlegung

(iii) R ist RaT-Ring

(iv) R ist totaler Ring .
Beweis: Folgt unmittelbar aus Korollar 5.5 .

Wir wollen einige Beispiele behandeln:

a) Jeder rechts (bzw. links) artinsche Ring ist ein Beispiel
fiir einen rechts (bzw. links) noetherschen Ring , der den
dquivalenten Bedingungen (i) bis (iii) geniigt.

Nach [5] Folg. 11.1.6 ist ndmlich jeder rechts oder links
artinsche Ring ein semi-perfekter Ring und als solcher nach

6.8 3. ein RaT-Ring.
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Ein Beispiel fiir einen beidseitig artinschen Ring ist der

Ring R = Z/nZ (Z Ring der ganzen Zahlen ; n& N , n>1).

Ist n=p111e--pklk:die Primzahlzerlegung von n (mit pi,/:pj
k n
fiir alle i# j, 1,eN) , so ist R = © 7-Z2/nZ LE-Zerle-
i

i=1 Pi
gung von RR und RR.

Es ist Ra(R) = Tot(R) = p,-+*p,/nZ.

Ein weiteres Beispiel fiir einen beidseitig artinschen Ring

ist jede endlich dimensionale k-Algebra iiber einem Korper k.

Beispiele filir nicht totale beidseitig noethersche Ringe ha-

ben wir in 6.8 1. kennengelernt: Z , k[X]

Sei kCK eine unendlich dimensionale Kdrpererweiterung und

R := ¥k K
: 0 KX

R ist nicht kommutativ. Nach [5] S. 140/ 141 ist R rechts
noethersch und artinsch , links hingegen nicht noethersch.

RR besitzt die LE-Zerlegung R = k X ® 0 0
- 0 O 0 K

Wir bestimmen Tot(R) = Ra(R) :

Seienmatk , byc€K und r := <a b>;
0 ¢

im Palle a # O und ¢ # 0 ist r Einheit in R , im PFalle

-1 -1
a#0und ¢ = 0 ist <a O> r = < 1 ba > Idempotent # 0
0 0

inR , imPallea=Ound c#0ist (O 1 \r=(0 ¢
0o ¢! 0 1
Idempotent #0 in R ; ’

nach der Kennzeichnung in 6.2 folgt demnach: r e Tot(R) —

a =0und ¢ =0 ; wir zeigen , daB auch "&=" gilt:
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0 =z 0 O 00

dazu bilden wir fiir x€k , x,y€K (x y> <O b> = <0 Xb>
2
und stellen wegen <0 Xb) = 0 fest , daB s (8 g) fiir al-

00
le s€ R kein von Null verschiedenes Idempotent in R ist ;

nach der Kennzeichnung in 6.2 folgt <0 b/>ETot(R) und da-
0 0

mit ist also

Tot(R) = Ra(R) = <° K> .
0 0

Es sei noch bemerkt , daB auch RR eine LE-Zerlegung besitzt:

R=<k0>@OK.
0 O 0 K
AuBerdem sei noch darauf hingewiesen, daB es sich bei R ins-

besondere um eine unendlich dimensionale k-Algebra handelt .

5. Jeder reguldre Ring R ist RaT-Ring ; es ist Ra(R)= Tot(R)=0.

Beweis:
Ist R regulidrer Ring und r€¢R , so gibt es s€ R mit rsr = r
und sr ist dann Idempotent in R ; ist nun re Tot(R), so muB

nach der Kennzeichnung in 6.2 sr = 0 sein und folglich ist

6. Jeder Austauschring R (d.h. RR hat die 2-ATE) ist RaT-Ring.
Beweis: Folgt aus 4.7 .

Ein Beispiel fiir einen Austauschring ist der in 2.74 behan-
delte Ring R. Nach 2. 14 besitzt RR bzw. RR keine LE-Zerle-
gung , ist R nicht reguldr und es ist Ra(R) = Tot(R) = 0.

7. Wir wollen folgenden totalen Endomorphismenring betrachten:
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Sei M ein Rechts- oder Linksmodul , der eine LE-Zerlegung be-
sitzt , aber kein Haradamodul ist (z.B. M der in 4.3 g) behah—
delte Z—Modul_MZ = ﬂgk Z/an mit fester Primzahl p) und sei S
der Endomorphismenring von M ; nach 6.6/6.7 ist S totaler Ring:
ohne RaT-Ring zu sein.(Bei der Behandlung von MZ in 4.3g) wird
explizit ein f angegegeben,das zwar in Tot(M,M)=Tot(S) liegt,

nicht aber in Ra(S).)

Wir fassen die Besonderheiten von S zusammen:

S ist totaler Ring

S ist kein RaT-Ring

SS bzw. SS besitzt keine RaT-Zerlegung und damit erst recht
keine LE-Zerlegung (folgt aus 6.8 3.)

- S ist weder rechts noch links noethersch (folgt aus 6.8 i;)

S ist nicht reguldr (folgt aus 6.8 5.)

S ist kein Austauschring (folgt aus 6.8 6.) .

In SS bzw. SS lernen wir also ein Beispiel fiir einen totalen

Modul kennen , der keine RaT-Zerlegung hat !
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