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Objektorientiertes Losen von
Gleichungssystemen mit MuPAD

von
Reinhard Oldenburg, Goéttingen

Zusammenfassung: Die Theorie des Reifikationsprozesses wird in Bezug zum Paradigma
der objektorientierten Modellierung gesetzt und in einem Unterrichtsversuch zur Losung
von linearen Gleichungssystemen umgesetzt.

Summary: The theory of reification is combined with the concept of object oriented model-
ling from computer science. An application in the teaching of linear systems of equations is
described.

Einleitung

Das Operieren mit Objekten wird in der Folge von Piaget und anderer konstrukti-
vistischer Schulen zu den Grundvoraussetzung des Aufbaus geeigneter kognitiver
Strukturen gerechnet. Aus der Sicht der Mathematikdidaktik ist vor allem die indi-
viduelle Genese mathematischer Objekte wichtig, wie sie in der Reifikationstheorie
untersucht wird.

Ausgangspunkt fiir die vorliegende Arbeit war die Beobachtung, dass es eine Par-
allelitdt dieser kognitiven Theorien mit der in der Softwaretechnik weithin einge-
setzten Technik der objektorientierten Modellierung gibt (vgl. [Baumann 1996, S.
2771f]). Dies bietet einen praktischen wie theoretischen Rahmen, in dem die Exis-
tenz mathematischer Objekte auf den Computer ausgedehnt werden kann. Am Bei-
spiel des Losens linearer Gleichungen in Klasse 9 wird dieser neue Ansatz vorge-
stellt, und es wird tiber Erfahrungen im Unterricht berichtet.

Von der Reifikationstheorie zur Objektorientierung in der Computer-
algebra

Die Objekte der Mathematik konnen den Schiilern nicht gegeben werden, sondern
sie miissen von ihnen erschaffen werden. Dieser Umstand nimmt eine zentrale Po-
sition in vielen aktuellen Erkenntnistheorien ein. Beispielsweise schreibt Stein-
bring im Kontext einer auf Saussures Semiotik aufbauenden Epistemologie [Stein-
bring 2000, S. 33], dass ,,das vom Mitteilenden intendierte Bezeichnete ... nur vom
Mitteilungsempfanger hergestellt werden [kann]*.
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Ziel des Unterrichtenden muss es also sein, Lernumgebungen zu schaffen, in denen
die Schiiler die Konstruktionen effektiv durchfiihren konnen. Diese Konstruktionen
konnen (in nicht klar trennbarer Weise) dem Erwerb von mathematischen Begrif-
fen oder der Erzeugung mathematischer Objekte dienen. Die vorliegende Arbeit
beschiftigt sich besonders mit dem letztgenannten Zweck.

Vollrath hat in seiner Didaktik der Algebra anhand des Beispiels der Funktionen
den Weg des Lernens in vier Stufen eingeteilt, deren hochste darin besteht, dass die
Schiiler unter dem Begriff ein (abstraktes) Objekt verstehen, mit dem sie operieren
konnen (die interessante Frage, inwieweit Vollraths Darstellung eine Konzentrati-
on auf bestimmte Begriffstypen zugrunde liegt, bleibt hier unbeantwortet). Hier
bietet sich eine erste Parallele zur Softwaretechnik, in der denjenigen Program-
miersprachen die hochste Ausdruckskraft zugesprochen wird, in denen alle
Sprachobjekte first-class [siche z.B. Abelson & Sussman 1998, S. 78] sind, also
beliebig in Datenstrukturen gespeichert und als Argumente und Ergebnisse von Be-
rechnungen anonym oder benannt erzeugt werden kénnen. Dies entspricht auch der
iiblichen Arbeitshaltung der Hochschulmathematik.

Wie aber konnen Schiiler dieses Niveau erreichen, auf dem sie problemlos mit abs-
trakten Objekten spielen kdnnen? Ich schlieBe mich der (in sich reichlich heteroge-
nen) Position an, dass sich die Entwicklung mathematischer Konzepte auf die Aus-
fiihrung von Operationen stiitzt [z.B. Piaget, Dorfler, Sfard]. Allerdings ist der
Weg von der Handlung zum Konzept &uflerst komplex, wie aus verschiedener
Sicht dargelegt wurde. Beispielsweise ist das von Dorfler unter dem Schlagwort
der ,.kognitiven Distanz zwischen Handlung und Konstrukt™ ins BewuBtsein ge-
brachte lernpsychologische Problem aus philosophischer Sicht ein Spezialfall der
,Unterbestimmtheit der Theorie durch die Erfahrung® [Quine 1992, S 96ff], wie
sie in der naturalisierten Erkenntnistheorie schon ldnger diskutiert wurde. Die
Handlungen legen also keinesfalls fest, welche kognitiven Konstrukte aufgebaut
werden, aber sie geben einen Rahmen vor, gewissermallen eine Schnittstelle, die
die Menge der konkreten Handlungen absteckt.

Diese Bemerkungen machen deutlich, dass hier ausgiebige Untersuchungen nétig
sind. Anna Sfard hat in einer Reihe von Arbeiten, die in den neunziger Jahren des
letzten Jahrhunderts erschienen sind, hier Wesentliches geleistet. Bei ihrer Unter-
suchung zur Entstehung der Objekte, die sie mit dem Schlagwort ,,Reifikation* be-
zeichnet, hat sie sowohl die individuelle als auch die kollektiv-geschichtliche Per-
spektive einbezogen. Dabei stellt sie den Prozess- und den Objektcharakter ma-
thematischer Konzepte einander gegeniiber und interpretiert ihre Dualitét als zeit-
lich-logischen Ablauf: Kognitive Konzepte nehmen ihren Ausgang als Prozesse,
die erst spdter eine klare Objektinterpretation bekommen (dabei verliert der Pro-
zesscharakter aber nicht seinen Wert, beide bleiben in einer Art Komplementaritit
verbunden). In der historischen Dimension bedeutet das beispielsweise, dass kom-
plexe Zahlen zunéchst (in den Cardanoschen Formeln) als Hilfsmittel im Rechen-
prozess auftraten, bevor ihnen eine eigenstiandige Existenz zuerkannt wurde.
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Diese wichtige Erkenntnis, dass ndmlich die Reifikation erst am Ende eines not-
wendigen Prozesses stehen kann, wird auch von ganz anderer Seite theoretisch ge-
stiitzt. Quine hat wiederholt auf die zentrale Stellung der Ontologie im ,,geistigen
Betriebssystem® (dieser Terminus ist von den Vertretern der Osnabriicker Schule
[Sjuts 1999, S. 8] entlichen, er trifft aber das, was Quine meist mit der Metapher
des Netzes belegt, recht gut) des Menschen hingewiesen (beispielsweise bestimmt
sie die Bedeutung der Quantoren). Die Ontologie ist deshalb besonders immun ge-
gen Anderungen. Der Mensch ist in diesem Bereich von Natur aus konservativ und
reifiziert nur nach ausreichender Bewéhrung eines Konzeptes (in den emanzipierte-
ren Bereichen des Denkens mag das nicht mehr so sein, doch auch dort ruft uns
Oackhams Rasiermesser [Honderich 1995, S. 633] zu ontologischer Bescheiden-
heit).

Aus didaktischer Sicht ist es natiirlich unbefriedigend, nur die Schwierigkeiten des
Weges zu konstatieren. Quine hat in seiner naturalisierten Erkenntnistheorie aber
auch verschiedene Prinzipien der Reorganisation des kognitiven Systems unter-
sucht [Quine 1992, S 14ff]. Besonders wichtig ist das Prinzip der kleinsten Verin-
derung (kleinste Verstimmelung). Aus ihm kann man den Schluss ziehen, dass es
zur Forderung des Reifikationsprozesses giinstig ist, wenn die zur Reifikation fiih-
renden Operationen bereits in einer mit der aufzubauenden Objektstruktur konsi-
stenten Art durchgefiihrt werden. Dann bleiben die Anderungen insgesamt gering,
weil weniger vermittelnde Interpretation zwischen reifiziertem Objekt (interner
Bezug) und Operationsgegenstand (externer Bezug) nétig ist. In Reinform gedacht
ergibt sich freilich ein Dilemma: Idealerweise sollten die Schiiler mit den Gegen-
stdnden operieren, die sie ja gerade erst erschaffen miissen. Es war wiederum Anna
Sfard [Sfard 1998], die auf dieses konstruktivistischen Auffassungen inhirente
Problem hingewiesen hat.

Als Losung bietet sich eine externe, computer-basierte Realisierung der Objekte
an, denn die Methoden der objektorientierten Modellierung sind auch auf algebrai-
sche Objekte anwendbar. Damit kann ein Operationsfeld bereit gestellt werden, in
dem die Reifikation begiinstigt wird. Dies ist die Grundthese der vorliegenden Ar-
beit.

Das Paradigma der Objektorientierung in der Informatik wurde in den letzten Jahr-
zehnten mit immer groBerem Erfolg angewendet und stellt heute das Standardver-
fahren zur informatorischen Modellierung sowohl im Kleinen (Programmierung)
als auch im GroBen (Planung) dar [Meyer 1988]. Objekte im Sinne dieses Ansatzes
besitzen einen inneren, gekapselten Zustand, der durch Nachrichten verandert wer-
den kann. Jedes Objekt ist Instanz einer Klasse, die sein Protokoll, also die Menge
der moglichen Nachrichten, bestimmt. In der Mathematik werden zwar génzlich
andere Begriffe verwendet, aber es gibt eine offensichtliche Analogie zwischen
den beiden Bereichen:
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Mathematik Objektorientierung
Kategorie abstrakte Klasse/ interface
algebraische Struktur (Menge) Klasse
einzelnes Objekt Objekt (Instanz einer Klasse)
Abbildung, Funktion, Relation, ... Methode

Gefiillt mit einem konkreten Beispiel sieht diese Tabelle so aus:

Mathematik Objektorientierung (Java-Syntax)
Korper interface field ...
komplexe Zahlen class Complex implements field ...
3-4i Complex z=new Complex(3,—4)
2| z.abs()

Natiirlich soll keineswegs behauptet werden, dass diese Ubertragung ein Schema
zur Mechanisierung der Mathematik liefere. Fern von den theoretischen Grenzen
eines solchen Vorhabens zeigen die Computeralgebrasysteme Axiom und MuPAD
trotz erheblicher Erweiterung der informatorischen Modellierung (z.B. durch Kate-
gorien und Axiome), dass hier nur Teile, wenn auch wichtige Teile, mathemati-
scher Inhalte umgesetzt werden konnen.

Die hier aufgefiihrte Analogie beansprucht keineswegs Originalitit, sie ist weit
verbreitetet, ohne dass es eine klare Referenz darauf gibt. Es gibt allerdings auch
abweichende Interpretationen der objektorientierten Modellierung, beispielsweise
von [Leinbach&Fink 2002], bei denen lediglich der Modulaspekt von Klassen
wichtig ist.

Wichtiger ist hier der Bezug zu den kognitiven Prozessen der Lernenden, die die
folgende Tabelle umreif3t:

Objektorientierung Reifikationstheorie
Klasse Begriff
Objekt Objekt
Methoden Operationen
Implementation verborgen, unzugéngliche individuelle Konstruk-
Methoden definieren Umgang tion, durch Operationen definiert
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Auch hier ist die Warnung angebracht, dass die Analogie nicht als Identitdt miss-
verstanden werden darf. Gerade der Unterschied, dass die Objekte im Computer im
Gegensatz zum Gehirn der Lernenden geplant und kontrolliert erzeugt werden
konnen, ist ja fiir die hier beschriebene Anwendung entscheidend. In beiden Féllen
aber wird die Bedeutung der Objekte durch ihre Objekte/Methoden definiert, mit
Wittgenstein konnte man sagen, dass sie ein Sprachspiel definieren, an dem die
Schiiler teilnehmen kénnen.

Es gibt mittlerweile auch eine Reihe von objektorientiert arbeitenden Computeral-
gebraprogrammen (Axiom, MuPAD und in Ansédtzen Maple). Diese Systeme er-
lauben neben dem objektorientierten auch den funktionalen und prozeduralen Pro-
grammierstil.

Konkretisierung am Beispiel linearer Gleichungssysteme

Die theoretischen Uberlegungen des letzten Abschnitts kdnnen naturgemiB auf ei-
ne ganze Reihe von Konstruktionen, die die Schiiler im Mathematikunterricht leis-
ten miissen, angewendet werden. Typische Beispiele konnten Wurzeln, Vektoren
oder auch komplexe Zahlen als neuartige Objekte sein. Ich habe eine konkrete
Umsetzung aber an einem anderen Thema untersucht, das mdglicherweise nicht so
naheliegend ist, ndmlich den linearen Gleichungssystemen. Grundlage dieser Ent-
scheidung war meine Beobachtung, dass die Schiiler einer neunten Klasse beim
Losen von Gleichungssystemen sich vornehmlich auf die Umformung einzelner
Gleichungen und gelegentliches, aber nicht sehr systematisches Einsetzen stiitzten.
Dies resultierte sicher daraus, dass die Schiiler das Losen linearer Gleichungssys-
teme selbst erarbeiten mussten, eine Klassifizierung der verschieden Techniken in
die tiblichen Schemata (Einsetzungs- Gleichsetzungsverfahren) erfolgte erst im
Nachhinein. Mich storte an diesem Zustand, dass die Schiiler das Gleichungssys-
tem nicht als ganzes Objekt manipulierten, sondern stets auflosten. Offensichtlich
hatten sie die Systeme noch nicht als eigenstindige Objekte reifiziert. Als Antwort
habe ich gemiB den theoretischen Uberlegungen eine spezialisierte Lernumgebung
im CAS MuPAD realisiert. Sie wird im nédchsten Abschnitt vorgestellt, bevor eine
didaktische Bewertung der damit méglichen Interaktionsformen erfolgt.

Die Lernumgebung der Schiiler

Die Bearbeitung von Gleichungen kann mittels eines kleinen Programmpakets
(beim Autor via Email erhiltlich) fiir das CAS MuPAD im Stil der objektorientier-
ten Programmierung erfolgen. Dazu muss zundchst ein Gleichungssystem erzeugt
werden:

g:=GSys ( [x+x+y=4,x*2=4%*y]) :
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Uber den Namen g kann das Gleichungssystem angesprochen werden (das ist
wichtig, man kann ndmlich mit mehreren Gleichungssystemen gleichzeitig arbeiten
(z.B.mit g2 : =GSys ([21*x=4-y,x=9*%y])).

Gemaf der Sichtweise der Objektorientierung konnen die so erzeugten Objekte
manipuliert werden, indem ihnen Nachrichten geschickt werden. Diese Nachrich-
ten stellen die Verbindung der autonomen Objekte zur Aullenwelt dar, definieren
also die Menge der moglichen Operationen. Beispielsweise schickt man zum Se-
hen dem Objekt g die print-Nachricht:
g::print ()

[2X +y=42x = 4y]
Jetzt wird das System bearbeitet: Multiplikation der zweiten Gleichung mit Va:
g::multipliziere(2,1/4)

[2X+y=4,%=y}

Analog gestaltet sich die Addition eines Terms zu einer Gleichung:
g::addiere (1, -2*x)

[y = —2x+4,§ = y}

Sobald eine der Gleichungen nach einer Variablen aufgelost ist, kann eingesetzt
werden.

g::setzeein(l,2)
l:y=—2x+4,§=—2x+4}

Bestimmte Schritte konnen beschleunigt werden, indem mit g: : loese (1, x)
eine der Gleichungen nach einer der Variablen aufgelost wird. Da die Schiiler diese
Technik schon beherrschen (sollten), wird sie so gekapselt und an den Computer
delegiert. Dies ist eine schone Anwendung der Geriistdidaktik nach Kutzler.

Recht niitzlich ist die Eigenschaft der Gleichungssystem-Objekte, sich an ihre Ver-
gangenheit zu erinnern: Man kann Aktionen riickgéingig machen, und man kann
sich den Verlauf der ganzen Rechnung anzeigen lassen. Nach den Beobachtungen
im Unterricht machen allerdings nur wenige Schiiler — dann aber intensiv — von
dieser Moglichkeit Gebrauch.
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Ubersicht iiber die moglichen Nachrichten

Nachricht Wirkung

print () schreibe Gleichungssystem

Rechnung () zeige die gesamte bisherige Rechnung an

zurueck () mache den letzten Schritt riickgidngig (Reversi-
bilitét!)

addiere(i,a) addiere den Term a zur i-ten Gleichung

multipliziere(i,a) |multipliziere die i-te Gleichung mit a

addiereGlg(i,j) addiert die i-te Gleichung zur j-ten

setzeein (i, Jj) setze die i-te Gleichung (muss von der Form
,»Variable = Term* sein) in die j-te ein

vertausche (1) vertauscht in der i-ten Gleichung links und
rechts

vertausche (1, 7) vertauscht die i-te mit der j-ten Gleichung

loese () 16se das System in einem Schritt

loese(1i,x) 16se die i-te Gleichung nach x auf

zeichne () zeichne die Losungsmengen der einzelnen Glei-
chungen (nur moglich bei zwei oder drei Vari-
ablen)

Griinde fiir die Ausgestaltung der Lernumgebung

Im Sinne der im Theorieteil erlduterten Analogie zwischen Konzepten der Informa-
tik und kognitiven Konzepten war zentrales Designziel der Lernumgebung, Glei-
chungssysteme als Ganzes als Objekte zu reprisentieren und iiber eine Menge von
Nachrichten (Operationen) manipulierbar zu machen. Durch diese Grundidee sind
bereits die meisten, aber nicht alle Implementationsentscheidungen gefallen. Eine
aus didaktischer Sicht besonders diskussionswiirdige Ausnahme ist der hier reali-
sierte Identitétsbegriff. Ein Objekt der Klasse GSys erlaubt Operationen, bei denen
sich das Gleichungssystem durchaus éndert, bei dem aber die Losungsmenge inva-
riant bleibt. Es reprisentiert also eigentlich eine Aquivalenzklasse von Gleichungs-
systemen. Aber dieses Reprisentation ist nicht 1:1, denn verschiedene GSys-Ob-
jekte kénnen die gleiche Aquivalenzklasse realisieren, ohne dass dies durch den
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Operator ,,=* von MuPAD bemerkt wiirde (dies liele sich allerdings mit vertretba-
rem Aufwand beheben, wenn es sich als sinnvoll erweisen sollte).

Gestaltung des Unterrichtsgangs

Die Erprobung des oben vorgestellten Konzeptes fand in einer neunten Klasse statt,
die zunéchst fiinf Wochen lang Gleichungs- und Ungleichungssysteme in zwei Va-
riablen von Hand gel6st hatte. Dabei lag der Schwerpunkt neben den Losungsver-
fahren auf dem Aufstellen der Gleichungen (wobei auch Anwendungssituationen
eingestreut wurden, die zu nichtlinearen Gleichungssystemen fiihren).

Nach der Klassenarbeit wurde eine knapp zweiwochige CAS-Einheit durchgefiihrt:

1. Stunde: Kennenlernen von MuPAD mit den objektorientierten Erweiterungen.
Nachvollziehen eines Beispiels zum schrittweisen Losen von Gleichungs-
systemen

2. Stunde: Gleichungen am Computer schrittweise 16sen, Graphen plotten
3. Stunde: Frage: Bei welchen Operationen dndert sich das Geradenbild?

4. Stunde: Drei Gleichungen in zwei Variablen, eine Gleichung in drei Variablen,
Bedeutung, Plotten

5. Stunde: Gleichungssystem in drei Variablen: Graphische Interpretation, Erken-
nen von leicht 16sbaren Fillen

6. Stunde: Losungsstrategie fiir Systeme von drei Gleichungen in drei Variablen
erarbeiten

7. Stunde (im Klassenraum): Losungsstrategien anwenden

Beobachtungen und Folgerungen

Erwartungsgemal standen in der ersten Stunde Probleme mit der Syntax im Vor-
dergrund, die aber sehr schnell iiberwunden wurden (dies lag sicher daran, dass die
Schiiler vom TI-82 her bereits mit der computeriiblichen Termschreibweise ver-
traut waren). Alle Schiiler lernten die Anwendung der Nachrichten kennen und
konnten sachgerecht mitarbeiten. Vor allem bei schwicheren Schiilern gab es aber
bis zum Schluss anhaltende Semantikprobleme. Besonders bei der Neudefinition
des Gleichungssystem (also einer erneuten Zeile der Art g:=GSys (.. .)) kames
zu Fehlvorstellungen. So wurde erwartet, dass die alten Gleichungen, da sie ja
noch am Bildschirm standen, noch ,,vorhanden®, also zusammen mit den neuen
Gleichungen zu betrachten oder zumindest noch manipulierbar seien.

Der Umgang mit dem CAS half bei der Diagnose von Fehlvorstellungen. So zeigte
sich eine mangelnde Integration der Losungsverfahren in der Frage, warum das Sy-
stem einen Befehl zum Einsetzen, nicht aber zum Gleichsetzen habe.
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Haben die Stunden nun dazu beigetragen, Gleichungssysteme als Objekte im
kognitiven Betriebsystem* der Schiiler zu verankern? Zunichst ein Gegenbei-
spiel: Eine Zweiergruppe wollte noch in der vierten Stunde die Gleichungen am
liebsten aus dem System herausnehmen und getrennt bearbeiten. Mehrheitlich gin-
gen die Schiiler in ihrer Sprechweise nahtlos zur Objekt-Nachricht-Sprechweise
iber: Die von den Schiilern gefundenen Verfahren zum Losen von Gleichungssys-
temen mit drei Variablen wurden im Plenum anhand der Nachrichten-Folge erléu-
tert.

Bei den abschliefenden hindisch zu bearbeitenden Aufgaben war zu bemerken,
dass sich der Anteil derjenigen, die auch auf Papier stets mit vollstdndigen Glei-
chungssystemen arbeiteten, erhoht hatte.

Erwéhnenswert ist weiter, dass die Fragestellung der dritten Stunde fiir die Schiiler
eine echte Herausforderung darstellte, die zu teils lautstarken Meinungsverschie-
denheiten fiihrte. Es spricht aber stark fiir den CAS-Einsatz (egal ob nun objektori-
entiert oder nicht), dass diese von den Schiilern selbst (wohlgemerkt in der dritten
Stunde des CAS-Einsatzes!) gelost werden konnten.

Bewertung von Alternativen

Im Bereich der Computeralgebra stellt die Objektorientierung einen vergleichswei-
se neuen Ansatz dar. Traditionell wurde ein funktionaler Stil verwendet, in dem die
Arbeit mit Gleichungssystemen folgenden typischen Schritt enthalten wiirde:

multGlg ( [x+4y=5,3x-y=7],2,4) > [x+4y=5,12x-4y=28]

Dem funktionalen Paradigma folgend, stellt dabei jedes Ergebnis einen neuen Wert
dar, alte Objekte werden nicht verdndert. In den alten Derive-Versionen manifes-
tiert sich das besonders deutlich durch die unverdnderliche Folge der Objekte #1,
#2, #3 ... (Derive 5.0 erlaubt hier etwas mehr destruktive Eingriffe, die aber nur
auf das Aussehen des Dokumentes, nicht auf die interne Représentation wirken).
Im funktionalen Ansatz wird also in jedem Schritt aus dem alten (unverdnderten)
Gleichungssystem ein neues gemacht. Im néchsten Schritt muss dieses in den neu-
en Befehl kopiert werden (oder jedes Zwischenergebnis hitte benannt werden miis-
sen). Die parallele Arbeit an verschiedenen Gleichungssystemen erfordert deshalb
vom Benutzer eine gewisse Disziplin. Das gilt auch dann, wenn die Anwendung
der Funktionen durch das System (Beispiel: Derive) erleichtert wird, indem man
die Argumente mit der Maus auswidhlen und die Funktionen in traditioneller
Schreibweise angeben kann. Im Lichte der einleitenden Theorie ist hier vor allem
die mangelnde Unterstiitzung der Vorstellung des Gleichungssystems als ein Ob-
jekt, das manipuliert (umgeformt) wird, zu beméangeln.

Der prozedurale Ansatz wére durch die Verwendung destruktiver Operationen ge-
kennzeichnet. Diese sind — wenn der Benutzer nicht durch Dokumentation seiner
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Schritte und die Kenntnis der inversen Operationen dies umgeht — als solche irre-
versibel. Vom Standpunkt der Piagetsschen Theorie ist das problematisch.

Die Taschenrechner von Texas Instruments besitzen eine Reihe von Befehlen zur
Manipulation von Matrizen, mit denen Gleichungssysteme ebenfalls schrittweise
geldst werden konnen. Der entscheidende Unterschied ist, dass die Verwendung
eines CAS die Matrizenschreibweise vermeidet. Die Schiiler kdnnen also unmittel-
bar mit den Gleichungen, die sie aus einem Modellbildungsprozess oder aus der
Aufgabenstellung haben, arbeiten. Insbesondere konnen die Gleichungen nichtli-
near sein. Da man m.E. immer wieder Anlass geben sollte, die Anwendbarkeit der
Methoden kritisch zu priifen, ist das ein wichtiger Punkt.

Denkbar — und wiinschenswert — wére es natiirlich auch, die Objektorientierung an
Mausereignisse zu koppeln, sprich: Man wihlt mit der Maus die zu bearbeitende
Gleichung innerhalb des Systems aus und sendet ihr eine aus einem Menii gewahl-
te Nachricht. Bei Derive ist das mdglich, sofern man nur einzelne Gleichungen
(auch als Teil eines Systems) bearbeitet. Bei Gleichungssystemen wire allerdings
ein stdndiges Aufschniiren und neues Zusammenpacken der Liste der Gleichungen
des Systems notig. Dies steht im Widerspruch zur zu fordernden Vorstellung, dass
es sich um ein Gleichungssystem handelt.

Schlussbetrachtung

Die Beobachtungen in der Unterrichtsreihe deuten darauf hin, dass hier ein sinn-
voller Ansatz vorliegt. Die empirische Basis ist aber zu diinn, um defnitive Ant-
worten geben zu konnen. Da auch andere CAS-gestiitzte Unterrichtsgénge zu die-
sem Thema positive Effekte zeigen, miisste eine empirische Vergleichsuntersu-
chung auf besonders grofle Trennschérfe ausgelegt werden. Es wire aber sicher
lohnend, die hier vorgestellte Theorie auch auf andere Themen des Mathematikun-
terrichts anzuwenden. Beispielsweise ldsst sich der groBBe Erfolg dynamischer Ge-
ometrieprogramme in Beziehung setzen zu ihrem intrinsisch objektorientierten An-
satz. Damit werden Designziele und BewertungsmaBstibe fiir weitere Software-
entwicklungen (beispielsweise [Oldenburg 2003]) geliefert.
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