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Ein Prototyp zur Integration von CAS und DGS

Reinhard Oldenburg, Géttingen

Das Beispiel der Parabelkonstruktion macht deutlich, dass die Alternative zwischen den
Werkzeugen CAS und DGS ungiucklich ist. Anhand eines Prototypen werden die Mdg-
lichkeiten eines integrierten CAS-DGS diskutiert.

1 Einleitung

Computeralgebrasysteme (CAS) und dyna-
mische Geometrieprogramme (DGS) gehé-
ren zur selbstverstandlichen Werkzeug-
sammiung des modernen Mathematikunter-
richts. Nun gibt es einen beachtlichen Be-
reich mathematischer Inhalte, die mit beiden
Werkzeugen bearbeitet werden kdnnen. Mit
einem Programm, das beide Fahigkeiten
vereint, kdbnnte man sich die Qual der Wahl
ersparen und zudem neue didaktische Wege
eroffnen. In diesem Aufsatz soll ein solches
Programm vorgestellt werden, das das CAS
Mathematica und ein selbst geschriebenes
DGS integriert.

Zunéchst wird der didaktische Hintergrund
beschrieben, aus dem sich die Zielsetzung
einer solchen Integration ergeben hat. Dazu
wird am Beispiel der Einfihrung von Para-
beln die Alternative zwischen CAS und DGS
herausgearbeitet. in der anschlieBenden Dis-
kussion des Programms Feli-X wird dieses
Beispiel wieder aufgenommen.

Die hier vorgestellte Arbeit entspringt einem
Bild von Mathematik und Mathematikunter-
richt, das mit den folgenden Schlagworten
umrissen werden kann:

* Mathematik ist eine erméachtigende Wis-
senschaft, und Schiler missen den Zu-
wachs an eigner Macht erfahren kénnen.

* Mathematik ist ein Werkzeug und benutzt
Werkzeuge.

* Werkzeuge sind nicht passiv, sie pragen
als Interaktionspartner die mathemati-
schen Inhalte.

* Die Wahl des richtigen Werkzeugs ist eine
zu erwerbende Kompetenz.

2 Parabeln

Es ist Konsens der Mathematikdidaktik, dass
Parabeln als geometrische Objekte und nicht

nur als Graphen quadratischer Funktionen
behandelt werden sollten. Bei Parabeln ist ih-
re Brennpunkt- bzw. Leitlinieneigenschaft
zentral fir ihre technische Anwendung und
bietet somit reiche Vernetzungsmaéglichkeit.

Eine Parabel in der Euklidischen Ebene E
wird festgelegt durch einen Brennpunkt F
und eine Leitgerade g (die F nicht enthalt).
Die zugehérige Parabel ist die Menge derje-
nigen Punkte, deren Abstand von g genauso
groR ist wie ihr Abstand von F. Also:
{P E /d(P.g)=d(P,F)}.

Diese mathematische Definition gilt es unter-
richtlich umzusetzen. Im folgenden werden
Erfahrungen mit verschiedenen Ansatzen da-
Zu berichtet.

3 Parabeln mit DGS

Weitgehend dem Ansatz des innovativen Ma-
thematikschulbuches Mathenetz folgend, ha-
be ich zunachst andere, bekannte Abstands-
eigenschaften (Mittelsenkrechte, Kreis) wie-
derholt, um dann auf die Konstruktion der
Parabel mittels Tangente (Abb. 1) zuzusteu-
ern.

Leider hat kein einziger meiner Schuler diese
Vorlage der Mittelsenkrechten genutzt. Statt
dessen kamen Schiler auf verschiedene Va-
rianten der Idee, einen Kreis von variablem
Radius um F zu schlagen und eine Parallele
zu g im Abstand des Kreisradius zu kon-
struieren. Die Schnittpunkte von Kreis und
Parabel liegen dann naturlich auf der Parabel
(Abb. 2).

Eine Analyse der kognitiven Anforderungen
der beiden Wege fordert zu Tage, warum der
zweite Weg einfacher ist: Er setzt namlich die
geforderte Eigenschaft geradliniger um. Von
der geforderten Abstandseigenschaft der Pa-
rabelpunkte kann man durch gerichtete Ar-
gumentationsschritte unmittelbar die Richtig-
keit der Konstruktion einsehen. im ersten Fall
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dagegen, ist es einfacher, von der fertigen Besonders interessant ist die, aq.ch in Abb|'|2|
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Abb. 2: Die Konstruktion der Parabel mit einem Schieberegler und Hilfskreisen
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entdeckte Vanante, den gemeinsamen Rad:-
us und Paralielenabstand durch einen
selbstgebauten Schieberegler vorzugeben,
also eine algebraische Vanable einzufuhren
Dres legt den Schiuss nahe, dass ein alge-
braischer Zugang angemessen sein konnte

4 Parabeln mit CAS

Da zum Zeitpunkt der Parabeleinfuhrung der
Satz des Pythagoras in der Regel zur Verfu-
gung steht, kann die Definition der Parabel
(bezogen auf ein Koordinatensystem) in
Gleichungen (Obersetzt werden. Mit Dernve
kann das wie in Abb. 3 geschehen Wenn
man #2, #3 und #4 zeichnen lasst, erhalt
man das in Abb. 3 rechts gezeigte Bild

§ CASvs.DGS

Die bishenge Diskussion solite zeigen wie
das jeweils gewahlte Werkzeug schon die
Problemwahrnehmung und erst recht die LO-
sung verandert Die Werkzeuge bestimmen
damit mafigeblich die ablaufenden Denkpro-
zesse Es i1st damit zu rechnen dass der
Umgang mit einem bestimmten Werkzeug zu
charaktenstischen Fixationen fuhn

Eine weitere bedenkenswerter Punkt 1st die
naheliegende Parallelitat zwischen der
DGS/CAS-Scheidung und der von Schwank
(1998) vorgenommen Unterscheidung der
Praferenz fur funktionalen/pradikativen Denk-
stl Es konnte sich schon von daher als ge-
boten erweisen. verschiedenen Schulern ver-
schiedene Zugangsmoglichketen zu eroff-
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Abb 3 Dwe Parabel n Derrve

Be: diesem Zugang hatten einige Schuler
Probleme, mit der abstrakten algebraischen
Ausdrucksweise Andererseits ermoghchte
sie auch eine verhaltmsmafig leichte Erwe-
terung auf die Abstandsdefiniionen anderer
Kegelschnitte Obwohl die Schuler diesen
Vortell sahen, erklarte in einer abschhielen-
den Befragung die Mehrheit die Veran-
schaulichung der Parabel mit Eukid se:
schoner Hauptargument war. dass das fert-
ge Bild noch mit der Maus verandert werden
konnte

nen Da aber nach dieser Theone der rewe:ls
nicht prafenerte Stl auch geforden werden
kann scheint ein integratives Werkzeug auch
aus diesem Bliickwinkel s:nnvoll 2u senn

6 CAS und DGS mit Feli-X

Aus agen oben dargesteiiten Uberegungen
ergibt sich der Wunsch nach enem System
das CAS und DGS integnert Mt gem Pro-
gramm Fel-X stent emn Prototyp zur Verty:
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gung, der als experimentelles System zwar
noch nicht fir Schiler geeignet ist, es aber
erlaubt, erste Erfahrungen mit diesem Ansatz
2u sammeln.

Gegenwartig ist Feli-X in Mathematica ge-
schrieben, da dieses CAS derzeit das einzige
ist, dessen Kern (iber dokumentierte Schnitt-
stellen verfugt, die die bendtigten Dienste be-
reitstellen. Da langfristig der Umstieg auf ein
anderes CAS geplant ist, ist die gegenwarti-
ge Phase bewusst experimentell gehalten.
Sie dient vor allem der Exploration und Aus-
wahl von Eigenschaften, die dann in solider
Form in einem zweiten System implementiert
werden sollen.

In Kirze kénnte man Feli-X durch die folgen-
den Eigenschaften umreilen:

Kleines, offenes Mathematica/Java-Pro-
gramm

Die Ubersichtlichkeit des Quellcodes und
die Offenheit soll es engagierten Anwen-
dern erlauben, Feli-X als Bausteinkiste fir
eigene Lern- und Forschungsumgebun-
gen zu verwenden.

Mathematica-Notebook und Grafikfenster
parallel benutzbar und sich gegenseitig
beeinflussend

Dies ist die Kemnidee der interaktiven In-
tegration von CAS und DGS.

Méchtigkeit des CAS und seiner Sprache
Uberall verfigbar, universelles Werkzeug,
anpassbar

Dem Paradigma des Werkzeugs folgend,
soll Feli-X der Phantasie des Nutzers
moglichst wenig Schranken auferlegen.

Gleichungen als zentrales Modellie-
rungsmittel (teilweise mit Zusatzinformati-
on)

Eine Mindestforderung ist, dass sich die
interaktiv oder via Programm erstellte
Konstruktion nicht nur in Form einer Kon-
struktionsbeschreibung sondern auch in
algebraischer Form ausgeben lasst. Vom
technischen Standpunkt aus erlaubt dies
die Ankopplung eines automatischen Be-
weissystems. Vom didaktischen Stand-
punkt aus dient dies der Vernetzung von
Geometrie und Algebra und ermdglicht
verschiedenste Untersuchungen der Kon-
struktion. In Feli-X ist aber auch die An-
kopplung an das Gleichungssystem bidi-
rektional, d.h. Anderungen des Glei-
chungssystems bewirken unmittelbar eine
Anderung der geometrischen Konfigurati-
on.

* Ansatz méglichst allgemein, spétere Spe-
Zialisierung

Die Programmierung von Feli-X erfoigt so,
dass zunachst Moglichkeiten geschaffen
werden, und erst in einer zweiten Runde
ihr Nutzen bewertet wird. Bei sinnvollen
Mdglichkeiten stellt sich dann auch die
Frage nach der Optimierung der Perfor-
mance.

¢ Kapselung verschiedener DGS-Kerne

Dem experimentellen Ansatz folgend
wurde versucht, durch moglichst viele
verschiedene Strategien Dynamik in die
Konstruktion zu bringen.

* Keine Unterscheidung von abhéangigen
und unabhéngigen Punkten

Wenn man die Konstruktion mit Gleichun-
gen beschreibt, wird klar, dass die strenge
Unterscheidung von abhangigen und frei-
en Punkten, wie sie die traditionelle DGS
trifft, keine mathematische Notwendigkeit
ist. Feli-X erlaubt deshalb auch das Zie-
hen an abhéngigen Punkten. Diese Még-
lichkeit hat technische und didaktische
Konsequenzen, Uber die noch zu spre-
chen sein wird.

Abbildung 4 zeigt die typische Situation fur
die Arbeit mit Feli-X. Auf der rechten Seite
sieht man das Mathematica-Notebook, auf
der linken Seite das Grafikfenster. Zusétzlich
ist in diesem Beispiel ein Schieberegler fur
»,myphi“ zu sehen. Mit diesem setzt der Be-
nutzer den Wert der Mathematica-Variable
myphi, und deren Verdnderung bewirkt in
der abgebildeten Situation eine Rotation des
Dreiecks im linken Fenster. Diese Rotation
wurde dabei Uber eine Rotationsmatrix ge-
steuert, die im Mathematica-Notebook defi-
niert wurde.

Die Bidirektionalitat der Kommunikation bei-
de Programmfenster erméglicht es, geomet-
rische Objekte auf zwei Arten zu verschieben
(mit der Maus oder durch Angabe der neuen
Koordinaten) und Variablen auf zwei Arten
mit neunen Werten zu belegen (mit einer Ma-
thematica-Zuweisung oder durch den Zug-
modus der DGS).

Die analoge Bidirektionalitat zwischen geo-
metrischer Konstruktion und Gleichungssys-
tem fordert eine Doppelung der graphisch re-
levanten Variablen: In den Gleichungen wer-
den Symbole wie xc[,P1“] fur die x-Ko-
ordinate des Punktes P1 verwendet. Die ak-
tuellen Werte dieser Variablen werden aber
getrennt gespeichert und sind als XC [, P1"%]
verfugbar. Die Funktion InsertvValues er-
laubt, in einem Term einige oder alle Varia-
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ten und Einschrénkungen ab, die auch didak-
fisch interessant sind. Beispielsweise ma-
chen sich nicht-eindeutige Zuordnungen und
Einschrankungen im Bildbereich bemerkbar.

Wie gestaltet sich die oben beschriebene
Einflhrung der Parabeln mit Feli-X?7 Tabel-
le 1 auf der Vorseite zeigt die Entwicklung.

Form durch versuchsweises Verschieben
von P ertastet werden. Der Nutzer zieht da-
bei an P als dem Punkt, der ihn interessiert,
nicht an einem Basispunkt, der lediglich
Hilfsmitte! in einer Konstruktion ist.

Einer der DGS-Kerne, die das oben be-
schriebene Ziehen an abhéangigen Punkten

erlaubt, heidt ,FindMinimum® nach der
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Das Endstadium der Konstruktion ist in
Abb. 5 zu sehen. Die grobe Rasterung der
Parabel ist das Resultat einer programmtech-
nischen Notlosung, die ein Scheitern von Ma-
thematicas ImplicitPlot gerade an die-
sem Beispiel kompensiert. Im Unterscheid
zur Ortslinienfunktion klassischer DGS (die
es in Feli-X auch gibt) gibt es hier keinen Ba-
sispunkt, an dem gezogen werden konnte,
um die Parabel abzufahren. Daflr aber kann,
noch bevor die Parabel gezeichnet wird, ihre

e

Abb. §: Die Parabel in Feli-X

gleichnamigen Mathematica-Funktion, die er
benutzt. Er leistet noch etwas erstaunliches:
Wenn man in der Abbildung 6 den rechten
Kreismittelpunkt (der an die Gerade gebun-
den ist) nach links verschiebt bewegt sich der
Kreisschnittpunkt, auf den ein Vekior als
Marker gesetzt ist, stetig. Dieses Beispiel
wird im Handbuch von Cinderella verwendet,
um Unstetigkeit in traditionellen DGS aufzu-
zeigen.
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