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Re in h a r d  O l d e n b u r g

Funktionen, Gimp und Photoshop
Funktionen sind überall, nur wer weiß das schon?
Ho r s t  H is c h e r

Beispiele für Funktionen lassen sich in der durch die
Existenz von Computern erweiterten Erfahrungswelt
unserer Schüler leicht finden. Viele Schüler setzen in
ihrer Freizeit Bildbearbeitungsprogramme ein, weil
das Manipulieren, Montieren und Verfremden von
Photos sehr unterhaltsam ist und dauerhafte Produk­
te hervorbringt. Hier liegt für den Mathematikunter­
richt ein echter Schatz verborgen, zu dessen Hebung
dieser Artikel anregen will.

1 Einleitung

Ho r s t  H is c h e r s  Frage zu Begin dieses Beitrages soll­
te jeden Mathematiklehrer im Mark erschüttern. Seit
FELIX Kl e in  gilt funktionales Denken als zentrales An­
liegen des Mathematikunterrichts, aber bei unseren
Schülern bilden sich nur recht eingeschränkte Vorstel­
lungen aus. Ma l l e  hat in [2] zwei Aspekte, man könn­
te auch sagen, zwei Grundvorstellungen, des Funk­
tionsbegriffs unterschieden: Der Zuordnungsaspekt
nimmt die Abbildung eines x auf ein f(x) ins Zentrum,
der Kovariationsaspekt dagegen betrachtet zwei Grö­
ßen x und y, die über 1/ = f(x) verknüpft sind, und fragt
nach der Veränderung der einen mit der anderen Grö­
ße. Diese differenzierte Sichtweise ergänzt seine Un­
terscheidung von drei Aspekten des Variabienbegriffs,
die er in [3] ausgearbeitet hat: Unter dem Einzelzahl­
aspekt sieht man die Variable als Vertreterin eines Wer­
tes, unter dem Simultanaspekt nimmt man alle mögli­
chen Werte gleichzeitig ins Blickfeld (der dritte Aspekt
der Variabiennutzung bezieht sich auf das Symbol im
Kalkül und ist hier irrelevant). Es ist klar, dass dieser
Aspektreichtum sich den Schülern nur erschließen
kann, wenn man als Lehrer ausreichend sinnstiftende
Beispiele bereithält.

2 Erste Aktivitäten

Bildbearbeitungsprogramme für digitale Fotos und/
oder künstliche Bilder arbeiten pixelbasiert, d. h. ein
Bild wird als Matrix kleiner, einheitlich gefärbter Käst­
chen, den Pixeln, repräsentiert. Im einfachsten Fall
beschränkt man sich auf Graustufen-Bilder. Die Hel­
ligkeit eines Pixels wird dann in der Regel durch die
Zahlen 0 (schwarz) bis 255 (weiß) kodiert.
Abbildung 1 zeigt ein solches Graustufenbild im
Bildbearbeitungsprogramm Gimp, das als Freeware
für Windows und Linux (dort im Lieferumfang aller
üblichen Distributionen) kostenlos erhältlich ist. Wer
lieber Geld für Software ausgibt, findet mit Photoshop
ein äquivalentes Produkt.
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Abb. 1:
Ein Wecker in
Gimp dargestellt.

Schon dieses erste Bild sprengt den Rahmen dessen, was
Mathematikunterricht üblicherweise erlaubt: Die t/-Ach­
se zeigt (computerüblich) nach unten, wie man an den
Koordinaten der Pixel sieht. Man könnte seine Schüler
bitten, Umrechungsformeln auf ein Koordinatensystem
mit Nullpunkt in der Bildmitte anzugeben, aber lassen
Sie uns also lieber zu vertrauteren Dingen kommen: Ein
Histogramm der Helligkeitsverteilung (Abbildung 2) er­
stellt Gimp automatisch über die Menü-Funktion Image
—* Colors -> Levels. Hier lässt sich diskutieren, warum
der Verlauf grob recht glatt, im Detail aber gezackelt
ist, was es bedeutet, dass es eine ganze Reihe von (sehr
dunklen) Farbwerten gibt, deren Werte 0 sind. usw. Inte­
ressant sind auch die Schieberegler, mit denen man das
Bild verändern kann: Am unteren Balken stellt man den
höchsten und den niedrigsten Wert ein, der im Ergebnis
vorkommt, oben die dazu gehörigen Helligkeitswerte im
Ausgangsbild. Wie berechnet Gimp also die neue Hellig­
keit eines Pixels aus der alten?

Abb. 2:
Ein Histogramm der
Hell igkei tsverteil ung
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3 Ausblick

Diesem Artikel liegen Erfahrungen zu Grunde, die der
Autor am Göttinger Experimentallabor für junge Leu­
te (XLAB) mit verschiedenen Schülergruppen sam­
meln konnten. Die Ideen eignen sich aber auch für den
regulären Mathematikunterricht. Die hier gegebenen
Informationen sind bewusst knapp gehalten, denn sie
sollen nur eine Anregung liefern. Eigenes Experimen­
tieren ist ohnehin unerlässlich.
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Mar t in  Epk en h an s

Alte mathematische Themen aus
Sicht der Informatik
An konkreten Beispielen wie der Polynomdivision,
dem Begriff der Folgen und dem Prinzip der vollstän­
digen Induktion wird gezeigt, wie Fragestellungen der
Informatik als Motivation im Mathematikunterricht be­
nutzt werden können und eine neue Rechtfertigung
alter mathematischer Themen liefern.

1 Einführung

Eine Aufgabe der Informatik ist es, die Nutzung der
Technologien durch die Entwicklung von Program­
men zu ermöglichen. Diese basieren gewöhnlich auf
Algorithmen, die sehr viel Mathematik enthalten. Ma­
thematische Beweise rechtfertigen das notwendige
Vertrauen in die Benutzung der Verfahren.
In diesem Aufsatz soll an einigen Beispielen vorgestellt
werden, wie Probleme der Informatik helfen können
mathematische Begriffe und Denkweisen zu moti­
vieren und einzuführen. Dabei konzentrieren wir uns
auf Folgen, Polynome und die vollständige Induktion.
Die hier vorgestellten Beispiele sind erfolgreich in ei­
nem Leistungskurs der Klasse 11 an einem Berufskol­
leg umgesetzt worden.

2 Polynomdivision
durch Koeffizientenvergleich

In Schulbüchern wird häufig ausgehend vom Satz
von Vieta oder einigen Beispielen den Schülerinnen
und Schülern nahe gelegt, dass ein Polynom f(x) mit
Nullstelle a den Linearfaktor (x -  a) abspaltet siehe
[3][S. 37]. Zur Berechnung des Polynoms g(x) mit/(x) =
(x -  fl) • g(x) wird anschließend die Polynomdivision an

Beispielen eingeführt, die Ähnlichkeit zur schriftlichen
Division erwähnt und manchmal eine ansatzweise Be­
gründung geliefert. Der Algorithmus benutzt zur Be­
stimmung der Koeffizienten bereits erzielte Zwischen­
ergebnisse, ist also rekursiv. In der so praktizierten
Form eignet er sich nur bedingt zur Implementierung.
Wir wollen einen anderen Zugang vorstellen, der di­
rekt zu einer Implementierung des Verfahrens führt
und weitere strukturelle Erkenntnisse liefert.
Sei hierzu zunächst/(x) = fl3x3 + a7x 2 + a}x + ß0 ein reel­
les Polynom vom Grad 3 mit Nullstelle a. Gesucht ist
ein quadratisches Polynom y(x) mit/(x) = (x -  a) ■ g(x).
Dabei können anfangs f(x) und a konkret gegeben sein,
etwa

f(x) = x3 -  0,5x2 -  1 Ix -  12 und a = -2  .

Wir setzen g(x) = brx2 + b,x + bt] und machen den Ansatz
f(x) = (x + 2)(b,x2 + bgc + b0) = x3 -  0,5x2 -  1 lx  -  12.

Ausmultiplizieren führt zur Gleichung

ßx) = x3 -  0,5x2 -  l lx  -12  = bj? + (2b2 + bfx2 + (2b, + b0)x + 2b0.

Nahe liegend ist es daher, die Koeffizienten b2, b,, b0 so
zu wählen, dass b, = 1; 2b2+ b, = -0,5; 2b, + b0 = -11 und
2b, = -12 ist. Man erhält der Reihe nach b, = -2,5 und
b() = -6  damit g(x) = x2 -  2,5x -  6. Dieses Verfahren wird
nun in einem ersten Schritt verallgemeinert auf Poly­
nome vom Grad < 5.
Sei f(x) = fl-x5 + ajP +a^c3 +a2x2 + fl,x + a0 und sei a eine
Nullstelle von /(x).
Setze g(x) = b4x4 + b,x3 + b3x2 + b,x + b0. Die Gleichung
/(x) = (x -  a) • g(x) führt nach Einsetzen und Ausmulti­
plizieren zur Gleichung
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