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1 Einleitung 

Mathematik ist eine Schlüsseldisziplin der 
modernen technisierten Welt, ihr Wirken 
bleibt aber meist im Verborgenen. In der 
Form von dynamischen Geometrieprogram-
men (DGS) folgen selbst Lernprogramme 
diesem Trend. Ihr ursprünglicher Ansatz ent-
sprang dem Geist der synthetischen Geo-
metrie. Für die Realisierung im Computer 
musste diese freilich algebraisch gefasst 
werden. Diese Mathematisierung bleibt aber 
weitgehend verborgen (auch wenn ihre Fol-
gen, z.B. bei der Auswahl von Lösungen, 
immer mal wieder an der Oberfläche krat-
zen). Innerhalb der Mathematik wiederum ist 
die Algebra die Disziplin, die dem Computer 
mathematische Inhalte erschließt, ihre Be-
deutung wächst daher ständig, obwohl ihre 
Sichtbarkeit geringer wird. Folgerichtig redu-
zieren beispielsweise die neuen niedersäch-
sischen Rahmenrichtlinien den Anteil der Al-
gebra am Curriculum. Es ist meine Überzeu-
gung, dass die Erneuerung der Schulalgebra 
eine der wichtigsten didaktischen Herausfor-
derungen darstellt. Ein wesentlicher Bestand-
teil sollte das Aufzeigen der vielfältigen Ver-
netzung der Algebra mit anderen Gebieten 
sein.  
In der Geschichte der Mathematik sind Geo-
metrie und Algebra eine erfolgreiche Wech-
selbeziehung eingegangen. Diese ist heute 
zwar schlecht beleumundet (so wird etwa 
von einem "nur rechnerischen Beweis" einer 
geometrischen Aussage im Gegensatz zu ei-
nem "richtigen Beweis" gesprochen; — m.E. 
sind beide Aspekte wichtig, die Reduktion auf 
einen der beiden Aspekte bringt die Schüler 
um Vernetzungsmöglichkeiten), aber aus der 
Sicht der Anwendungsorientierung ist sie 
fundamental. Leider bewirkt die Verwendung 
aktueller Lernsoftware für den Mathematikun-
terricht eine deutliche Divergenz beider Be-
reiche. Die Behandlung von Parabeln mit 
DGS und mit CAS ist so unterschiedlich, 

dass es Schülern schwer fällt, das Gemein-
same in den Blick zu kriegen. 
In dieser Situation soll der Prototyp Feli-X ei-
nes CAS-basierten DGS aufzeigen, dass es 
technische Optionen gibt, die den Brücken-
schlag schaffen und so ein integrierendes 
Arbeiten ermöglichen. 

2 Der Ansatz von Feli-X 

Die Grundidee von Feli-X wurde bereits im 
Tagungsband 2002 dargestellt (Oldenburg 
2002), so dass hier nur eine Kurzcharakteri-
sierung vorgenommen werden soll. 
Die Arbeit mit Feli-X geschieht in zwei Fens-
tern, zum einen einem Mathematica-Note-
book für algebraische Rechnungen (kurz Al-
gebrafenster) und einem Geometriefenster, 
das ähnliche Möglichkeiten bietet wie andere 
DGS auch. Beide Fenster werden bidirektio-
nal synchron gehalten. Die Änderung von 
Koordinaten im Zugmodus oder die Erstel-
lung neuer Objekte im Geometriefenster wirkt 
sich unmittelbar im Algebrafenster aus. Dort 
stehen u.a. folgende Variablen zur Verfü-
gung: 
Objects: Die aktuell vorhandenen geometri-
schen Objekte 
Vars: Die Variablen der Objekte 
Co: Die aktuellen Koordinaten der Objekte 
DGAncestors: Der gerichtete Graph der Kon-
struktion 
Equations: Die Gleichungen, die zwischen 
den Variablen gelten. 
An diesen Variablen darf der Benutzer rum-
fummeln. Wenn er den Graphen in DGAn-
cestors ändert, werden einige der wählbaren 
Zug-Strategien ihr Verhalten ändern. Wenn 
die Koordinaten geändert werden, bewegt 
sich das Bild im Geometriefenster. Wenn ei-
ne weitere Gleichung hinzu gefügt wird, ist 
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die Bewegungsfreiheit der Konstrukti-
on eingeschränkt. Gerade dieses 
Feature ist auch für jüngere Schüler 
interessant, da es erlaubt, die Bedeu-
tung einer Gleichung mit der Maus er-
fahren zu können. Im Gegensatz zum 
(auch sehr wichtigen) impliziten Plot-
ten ermöglicht das einen operativen 
Zugang zur Exploration von Glei-
chungen. 

3 Ein Beispiel 

Ein etwas ausführlicheres Beispiel 
(siehe Abb. 1 für das zugehörige Geo-
metriefenster und Abb. 2 für das Al-
gebrafenster) soll die Arbeit mit Feli-X 
erläutern. Man frage sich nach dem 
Radius des Krümmungskreises, der 
sich an eine Parabel (jede andere 
Kurve könnte genau so behandelt 
werden) anschmiegt. Es ist schnell 
klar, dass der Kreismittelpunkt auf der 
Normalen durch den Berührpunkt 
liegt, — aber wo da? Die Analogie zur 
Sekantensteigung kann einen auf die 
Idee bringen, gleich zwei Normalen 
auf die Kurve zu setzen. Und in der 
Tat, wenn man den einen Punkt längs 
der Kurve durch den anderen bewegt, 
gewinnt man den Eindruck, dass der 
Schnittpunkt der beiden Normalen ein 
vernünftiges Grenzwertverhalten 
zeigt. Also konstruiert man den 
Schnittpunkt der Normalen. Aus den 
Equations kann man den Abstand 
dieses Schnittpunktes zu einem der 
Punkte auf der Kurve mit Mathemati-
cas Solve-Befehl ausrechnen lassen. 
Der Grenzprozess muss noch durch-
geführt werden: Man lässt mit Limit 
die Koordinaten der beiden Kurven-
gleiter gegeneinander laufen und er-
hält einen Term für den Krümmungs-
radius. 

4 Lösungsmengen 

Neben das Konzept der Ortslinie, das es in 
herkömmlichen DGS gibt, tritt in Feli-X zu-
sätzlich das Konzept der Lösungsmenge. Ei-
ne Konstruktion in der Form der erzeugten 
oder vom Nutzer explizit eingegebenen Glei-
chungen, kann die Bewegungsfreiheit eines 
Punktes einengen. Immer wenn man fest-
stellt, dass sich ein Punkt nur noch auf einer 

Kurve verschieben lässt, ist das passiert — 
und dann kann man sich den möglichen Orbit 
komplett als "Lösungsmenge" anzeigen las-
sen (siehe Bild). 
Die herkömmlichen Ortslinien sind ein funkti-
onales Konzept: Man fragt sich nach der 
Wertemenge eines abhängigen Punktes un-
ter der durch die Konstruktion gegebenen 
Abbildung, wenn ein Ausgangspunkt auf ei-
ner bestimmten Menge (z.B. Gerade oder 
Kreis) variiert. Bei Feli-X braucht es einen 

Abb. 1 

Abb. 2 



Reinhard Oldenburg 

152 

solchen "Steuerpunkt" nicht unbedingt zu ge-
ben: Es ist nur ein Punkt involviert, der ir-
gendwie eingeschränkt ist. Die Lösungsmen-
ge ist ein relationales Konzept, die zeigt die 
Menge der Koordinatenpaare, die der Rela-
tion genügen. 
Operativ wird der Unterschied besonders 
deutlich: Bei Ortslinien zieht man am Argu-
mentpunkt (der bis auf eine Bindung frei ist); 
bei der Lösungsmenge zieht man 
(gedanklich) an dem einen Punkt. 

Es ist keineswegs meine Absicht, ei-
ne Überlegenheit des Konzepts der 
Lösungsmengen gegenüber dem der 
herkömmlichen Ortslinien zu be-
haupten; — ganz im Gegenteil. Im 
Sinne einer genetischen Begriffsbil-
dung ist es sinnvoll, mit den Ortsli-
nien anzufangen. Für einen voll ent-
wickelten Begriff des geometrischen 
Ortes sind aber auch die relationalen 
Aspekte wichtig. 
Ein leistungsfähiges CAS im Hinter-
grund ermöglicht, eine Gleichung der 
Kurve in symbolischer Form (inklusi-
ve Abhängigkeit von eventuellen Pa-
rametern) ausgegeben zu bekom-
men. In Abbildung 3 wurde eine 
Strecke der Länge 5 konstruiert, de-
ren Endpunkte auf den Koordinaten-
achsen liegen. Der Lotfußpunkt vom 
Koordinatenursprung aus lässt sich 
dann nur noch eingeschränkt mit der 
Maus bewegen (in herkömmlichen 
DGS ließe er sich allerdings gar nicht 
direkt bewegen). Es wurde dann die 
Lösungsmenge für diesen Punkt ge-
zeichnet, und in Abbildung 4 sieht 
man auch die von Feli-X bestimmte 
Gleichung. 

5 Schlussbetrachtung 

Feli-X ist ein innovativer Zugang zum 
explorativen Arbeiten mit Mathema-
tik. Die Stärke des Systems, seine 
Flexibilität und Offenheit, kann, so 
wird immer wieder gefürchtet, auch 
seine Schwäche sein: Bleibt das 
System vernünftig bedienbar, wenn 
ein unerfahrener Nutzer damit arbei-
tet? Dies wird sich zeigen, wenn die 
Weiterentwicklung soweit gediehen 
ist, dass erstmals Schüler mit dem 
System arbeiten können. Neben ei-
ner Reifung der Software müssen 
dazu auch tragfähige didaktische 

Konzepte erarbeitet werden. 
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