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o Konstruktionsbegriffe fiir die 3D-Raumgeometrie
Andreas Goebel und Reinhard Oldenburg, Frankfurt

Die Entwicklung von Programmen fiir die dynamische Raumgeometrie erfordert einen prizise defi-
nierten Begriff der geometrischen Konstruktion im Raum. Bei der Wahl eines solchen Konstruktions-
begriffs spielen technische, mathematische und didaktische Fragen eine Rolle. Einige Moglichkeiten
sollen vorgestellt und didaktisch bewertet werden.

1 Einleitung

Dynamische Geometriesysteme erlauben dem Be-
nutzer, geometrische Konstruktionen zu erstellen
und die von ihnen bestimmten Figuren in parame-
trischer Abhiéngigkeit (dynamisch) von der Konfi-
guration der Ausgangsobjekte zu untersuchen. Die
geometrischen Konstruktionen gewannen dadurch
wieder an Bedeutung. Allerdings haben nicht alle
Schiiler diese Wendung verinnerlicht und so wur-
de schon kurz nach der Einfithrung von DGS be-
obachtet, dass Schiiler Probleme haben, korrek-
te Konstruktionen aufzustellen. Diese Probleme
konnen bei bestimmten Zielen vermieden werden,
indem fertige Konstruktionen vorgegeben werden,
aber gerade bei der Arbeit an offenen Problem-
stellungen ist es nach wie vor sinnvoll, wenn die
Schiiler selbst Ideen durch Konstruieren auspro-
bieren konnen.

Mit der Entwicklung von dynamischen Geo-
metriessystemen fiir die Raumgeometrie stellt
sich die Frage nach den Konstruktionen erneut:
Beobachtungen von Schiilern und Lehramtsstu-
denten zeigen, dass keineswegs intuitiv ist, wie
man eine Konstruktion erstellt. Dies gilt auch
dann, wenn das zu konstruierende Objekt in allen
Details bekannt ist. So hat Hattermann Studenten
Wiirfel konstruieren lassen, wofiir diese recht lan-
ge brauchten und teilweise nicht zum Erfolg ka-
men. Da in seiner Studie die Studenten keine Ein-
fiihrung in Raumgeometrie bekommen haben, gibt
es viel mehr erkldarende Ursachen als nur die Pro-
bleme mit der Erstellung der Konstruktion. Aber
auch in eigenen Versuchen zeigte sich, dass das
Finden von Konstruktionen eine anspruchsvolle
Tatigkeit ist. Die meisten Konstruktionsaufgaben
sind fiir die meisten Probanden Problemloseauf-
gaben. Die Erfahrung zeigt, dass Schiiler und Stu-
denten ihre Kompetenzen in diesem Bereich ver-
hiltnisméBig schnell ausbauen kénnen. Dynami-
sche Raumgeometrie kann also in der gegenwirtig
verfiigbaren Form durchaus erfolgreich eingesetzt
werden und wird dies ja auch schon an vielen Or-
ten.

Trotzdem bleibt die Beobachtung beste-
hen, dass Schiiler und Studenten héufig nicht
Dinge tun konnen, die sie tun wollen. 3D-
Konstruktionsprogramme sind sperriger als mehr
am Zeichnen orientierte Programme wie Goo-
gle Sketchup. Von der mentalen Vorstellung eines
Korpers und der Bewusstwerdung seiner definie-

renden Eigenschaften bis zu einer Konstruktion ist

es ein weiter Weg. Zwei didaktische Positionen

dazu:

Position 1: Die Probleme sind nicht artifiziell,
sondern sie sind der Konstruktion im Raum im-
manent. Die Schiiler sollen diese Probleme 16sen
als wertvollen Teil ihres Lernprozesses

Position 2: Die Software ist nicht perfekt, man
kann es den Schiilern leichter machen, Korper zu
konstruieren

Welche Position ist richtig? Vielleicht beide und in
diesem Aufsatz soll die Frage aufgeworfen wer-
den, ob es moglich ist, den zugrunde gelegten
Konstruktionsbegriff im Sinne von Position 2 so
zu modifizieren, dass die Zuginglichkeit erhoht
wird, ohne (Position 1!) die Erstellung der geo-
metrischen Konstruktionen zu trivialisieren. Geo-
metrische Konstruktionsaufgaben sind Problem-
loseaufgaben und diese konnen nur bildend wir-
ken, wenn sie nicht zu einfach sind. Andererseits
kommt es auf die richtige Balance an zwischen
der Problemschwierigkeit und dem Motivations-
effekt, d.h. die Schwierigkeit sollte so eingestellt
werden, dass das Konstruieren weder demotiviert
noch so einfach ist, dass kein Problemloseprozess
mehr angeregt wird.

2 Konstruktionen

Geometrische Konstruktionen sind Algorithmen,
die die Erzeugung einer Konfiguration geometri-
scher Objekte aus bestimmten Anfangsdaten auf
elementare Schritte zuriickfithren. In der Regel
16st eine Konstruktion ein bestimmtes Problem,
d.h. die konstruierten Objekte stehen unterein-
ander in einer bestimmten Relation. Eine Kon-
struktion bestimmt eine Folge A1,A7,As,..., A,
von geometrischen Objekten. Dabei sind die ers-
ten Objekte als Ausgangsdaten gegeben (Startkon-
figuration). Die Konstruktion bestimmt die fol-
genden Objekte aus den vorhergehenden jeweils
durch einen elementaren Konstruktionsschritt, der
eine funktionale Abhidngigkeit darstellt: Ay =
Si(A1,As,...,Ay—1). Was ein elementarer Kon-
struktionsschritt ist, also welche Funktionen hier
zugelassen sind, hédngt einerseits von den zugelas-
senen Konstruktionswerkzeugen ab, ist anderer-
seits eine Frage der Bequemlichkeit. Wie auch in
anderen Bereichen der Algorithmik werden hiu-
fig gebrauchte Teilalgorithmen in eigene Modulen
gekapselt (Standardkonstruktionen nach Holland;
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Makros in DGS), die dann als ein Konstruktions-
schritt erscheinen. Auch viele in DGS fest ein-
gebaute Konstruktionsschritte konnten auf andere,
einfachere zuriickgefiihrt werden. Eine Teilmenge
der elementaren Konstruktionsschritte, die nicht
weiter verkleinert werden kann, ohne die Kon-
struktionsmoglichkeiten einzuschrinken, soll es-
sentiell heiflen.

3 Der Konstruktionsbegriff in
3D-DGS

Bisher gibt es mit Archimedes Geo 3D und Ca-
bri 3D zwei etablierte dynamische Raumgeome-
triesysteme. Die jeweiligen Konstruktionsbegriffe
sind nicht identisch, aber trotzdem soll hier ver-
sucht erden, eine vereinheitlichende Darstellung
Zu geben.

Eine geometrische Konstruktion im Sinne der
dynamischen Raumgeometrie eine Spezialisie-
rung des Konstruktionsbegriffs aus dem vorher-
gehenden Abschnitt. Hier folgt eine Auflistung
von essentiellen elementaren Konstruktionsschrit-
ten. Dabei beschrinken wir uns auf Konstruktio-
nen der synthetischen Geometrie und beschrinken
den Objektvorrat auf Punkt, Gerade, Ebene und
Kugel.

Schnittpunkt Ebene-Gerade

Schnittpunkt Kugel-Gerade

Punkt auf Gerade, Kreis, Ebene

Gerade durch zwei Punkte

Lot zu Ebene durch Punkt

Parallele Gerade zu anderer Gerade durch einen
bestimmten Punkt

> Kugel aus Mittel- und Randpunkt

> U.S.W.

Das Problem in dieser Aufzéhlung ist das un-
scheinbare ,,u.s.w.“: Es wiirde den hier zur Ver-
fligung stehenden Platz sprengen, alle Konstrukti-
onsmoglichkeiten im Raum aufzuzdhlen. Lernen-
de miissen sich dieser Vielfalt bewusst lernen, sie
miissen herausfinden, wie man all diese Operatio-
nen mit dem jeweiligen Werkzeug ausfiihrt — und
dann haben sie immer noch nicht das Problem ge-
16st, zu einer Konstruktionssequenz zu kommen.

4 Schwierigkeiten mit halbfreien
Elementen in Raumgeometrischen
Konstruktionen

In der dynamischen Raumgeometrie gibt es (zu-
mindest potentiell — die real existierenden Sys-
teme realisieren ldngt nicht alle Fille) mehr halb-
freie Objekte als in der 2D-DG. Dies sind Objekte,
deren Lage durch die Konstruktion nicht eindeutig
bestimmt wird. In zweidimensionalen Geometrie-
systemen sind dies vor allem: Punkt auf Gerade
und Punkt auf Kreis. Im Prinzip konnte es auch
Orthogonale, Parallele (jeweils ohne die Eindeu-
tigkeit herstellende weitere Forderung durch einen

bestimmten Punkt zu gehen), sowie Gerade durch
einen Punkt geben. Diese halbfreien geraden wé-
ren dann noch verschiebbar (in den ersten beiden
Fillen) bzw drehbar (im letzen Fall).
In 3D-DGS gibt es potentiell sehr viele halb-
freie Objekte, eine Auswahl:
> Punkte auf Geraden und Kreisen, aber auch auf
Kugel und Ebenen

> Geraden in Ebenen

> Kreise auf Kugeln

> Geraden g, die durch einen Punkt P auf einer
Geraden h laufen und zu 4 orthogonal sind (die-
se Geraden konnen noch um P in der Lotebene
auf h gedreht werden)

> Geraden g, die durch einen Punkt P verlaufen
und zu einer Ebene E parallel sind (diese Ge-
raden konnen noch in der Parallelebenen zu E
durch P gedreht werden) Noch grofer wird die
Zahl der halbfreien Objekte, wenn man metri-
sche Eigenschaften hinzunimmt (z.B. Strecken
fester Linge).

Die Implementierung halbfreier Elemente ist
nicht einfach und es konnen merkwiirdige Effek-
te resultieren (Wird ein Bestimmungsstiick ein
halbfreien Objektes gezogen, definiert die Kon-
struktion nicht eindeutig, wo das halbfreie Ob-
jekte hingeschoben werden soll. Wenn das DGS
diese Freiheit stets nach einer bestimmten Stra-
tegie fiillt, resultieren Zugfiguren, die mehr Re-
lationen invariant lassen, als aus der Konstrukti-
on logisch folgen.). Es ist daher nicht verwun-
derlich, dass die beiden bisher existierenden 3D-
DGS nicht alle denkbaren halbfreien Objekte im-
plementieren. Halbfreie Elemente konnten durch
hinzufiigen einer (oder mehrerer) weiteren Relati-
on eindeutig spezifiziert werden. Diese Umwand-
lung ist in 2D-Systemen oft nicht vorgesehen, weil
sie dort nur wenige Fille betrifft: Es konnte sinn-
voll sein, einen Punkt, der an eine Gerade gebun-
den ist, an eine weitere Gerade zu binden, also
zum Schnittpunkt der beiden Geraden zu machen.

Jedes sachlogisch mogliche halbfreie Objekt
entspricht einem durch das Wissen des Lernen-
den unterbestimmten Konstruktionsschritt. Des-
halb kann man folgende These formulieren:

These 1. Ein Teil der Probleme von Anfingern
mit der 3D-DG resultieren daraus, dass zur jewei-
ligen Situation passende halbfreie Objekte nicht
zur Verfiigung stehen oder dass halbfreie Objekte
nicht weiter spezifiziert werden konnen.

Diese These stiitzt sich sowohl auf die Be-
obachtung von Studierenden als auch auf die In-
trospektion (sic!) der Autoren, sie wurde aber a-
posteriori wegen ihrer erkldrenden Kraft aufge-
stellt und nicht durch Interviews abgesichert. Man
kann sich aber leicht davon iiberzeugen, dass es
beim raumgeometrischen Konstruieren hiufig zu
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Situationen der folgenden Art kommt: Man méch-
te z.B. eine Strecke s konstruieren, kennt schon
einen Endpunkt A und weif} dass sie senkrecht auf
einer bereits existierenden Geraden g stehen muss.
Damit kann die Strecke aber noch nicht eindeutig
konstruiert werden. Wenn es kein Werkzeug fiir
solche halbfreien Objekte gibt, kann der Benutzer
seine Idee nicht weiter verfolgen, es sei denn, er
verfiigt iiber folgend Strategie: Man erzeugt die
Lot-Ebene E zu g durch P. Der Endpunkt der ge-
suchten Strecke S muss in E liegen. Man erzeugt
also einen halbfreien Punkt Q auf E und eine halb-
freie Strecke S = PQ. Die Hilfsebene E kann da-
nach verborgen werden. Neulinge in der 3D-DG
verfiigen noch nicht iiber solche Strategien. Zu-
dem haben sie folgenden Nachteil: Wenn man sich
im weiteren Verlauf der Konstruktion klar macht,
welche Linge die Strecke haben soll, kann dies
nicht mehr mit s = PQ umgesetzt werden, denn
dazu miisste Q umdefiniert werden (vom Punkt in
der Ebene E zum Punkt auf einem Kreis in £ um P
mit dem passenden Radius). Dieses komplexe und
evtl. mit dem jeweiligen 3D-DGS nicht durchfiihr-
bare Verfahren ist fehleranfillig. Es wére unnotig,
wenn halbfreie Objekte durch hinzufiigen von Ei-
genschaften leicht ausspezifiziert werden konnten.

5 Geometrie ohne Konstruktionen?

Geometriesysteme wie Geometry Expressions
oder FeliX benotigen keine Konstruktionsbe-
schreibung: Der Benutzer spezifiziert nur, welche
Objekte es gibt und welche Relationen zwischen
diesen gelten sollen. Bei FeliX ist die Reihenfolge
dieser Vorginge beliebig (bis auf die triviale Be-
dingung, dass eine Relation nur Objekte betreffen
kann, die bereits existieren). Es gibt keine prinzi-
piellen Probleme bei der Ubertragung dieses An-
satzes auf die Raumgeometrie. Allerdings arbei-
tet zB FeliX mit Algorithmen, deren Laufzeit ex-
ponentiell mit der Zahl der Variablen steigt, und
Raumgeometrieprobleme fithren zu noch mehr
Variablen und verschérfen daher die Performance-
Problematik.

Neben diesem technischen Argument sind es
vor allem didaktische Uberlegungen, die diesen
Weg bei geometrischer (und nicht algebraischer!)
Zielsetzung als problematisch erweisen: ,,Kon-
struktionen‘ werden mit solchen Systemen trivia-
lisiert und damit wird dieses Ubungsfeld des Pro-
blemldsens wertlos.

Neben dem Aspekt des Problemldsens liegt
die didaktische Bedeutung des Konstruierens u.E.
auch wesentlich darin, dass hier Handlungsabliu-
fe geplant und organisiert werden. Dieser Aspekt
des Konstruktionsbegriffs steht Inhalten der In-
formatik nahe. Die exemplarische Bedeutung er-
streckt sich auf viele Stellen, wo in unserer Ge-
sellschaft organisiert und geplant wird. Es kon-

nen grundlegende Begriffe wie etwa Abhingig-
keit und Unabhéngigkeit von Teilschritten einge-
iibt werden.

6 Variante 1: Konstruktion =
Reihenfolge von Objekten

Die oben dargestellten Schwierigkeiten mit halb-
freien Objekten konnen ausgeraumt werden, wenn
der Konstruktionsbegriff so gedndert wird, dass
es keine prinzipielle Unterscheidung mehr zwi-
schen freien, halbfreien und eindeutig konstruier-
ten Objekten gibt. Ein solcher Konstruktionsbe-
griff soll hier dargestellt werden. Dabei wird eine
Konstruktion verstanden als eine Tabelle der fol-
genden Art:

Name Art Relationen

P Punkt —

0 Punkt Abstand zu Q =5

T Punkt  Koordinaten=(1,2,3)
g Gerade  Geht durch P und Q
s Strecke  Anfangspunkt P;

senkrecht zu g

E Ebene Parallel zu s; parallel zu g

Der zeilenweise Aufbau gibt die Schritte der Kon-
struktion wider. Jedem Objekt konnen Relatio-
nen auferlegt werden, die es erfiillen soll. Vorteil
dieses Ansatzes ist, dass die Reihenfolge, in der
die Relationen eingetragen werden, offen ist. Man
braucht nicht gleich bei der Erzeugung eines Ob-
jektes alle Eigenschaften kennen, sondern es kon-
nen schrittweise Relationen hinzugefiigt werden,
bis das Objekt so festgelegt ist, wie es der Inten-
tion des Benutzers entspricht. Entscheidend dafiir,
dass es sich trotz dieser Freiheit um einen effektiv
ausfiithrbaren Konstruktionsbegriff handelt ist die
Einhaltung der folgenden Regel: Die Relationen,
die zu jedem Objekt angegeben werden, diirfen
das Objekt nur durch Verweis auf andere Objekte
spezifizieren, die in der Tabelle vorher spezifiziert
worden sind, also oberhalb stehen. Es wire also
verboten, z.B. zu g die Relation ,,orthogonal zu E*
hinzuzufiigen. Durch diese Vorschrift bleibt die
Konstruktion leicht berechenbar. Wird beispiels-
weise mit der Maus Q an eine neue Position gezo-
gen, kann folgendermaBen gerechnet werden: Als
erstes wird versucht, dem Zugziel fiir Q unter Be-
achtung der Relationen an Q so nahe zu kommen
wir moglich. Dann werden nacheinander alle fol-
genden Objekte neu berechnet werden. Wenn man
das Objekt in der i-ten Zeile neu berechnet, sind
die Objekte in den Zeile 1, ... ,i— 1 bereits aktuali-
siert, ihre neuen Koordinaten liegen also fest. Im i-
ten Schritt ist daher nur das verhéltnisméBig klei-
ne Problem zu 16sen, die an das i-te Objekte ge-
stellten Relationen zu erfiillen bzw. deren Nicht-
erfiillbarkeit nachzuweisen. Beides ist algebraisch
leicht moglich.
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Dieser Konstruktionsbegriff ist implementier-
bar (eine proof-of-concept-Implementierung exis-
tiert, siehe Screenshot) und effektiv ausfiihrbar,
denn der Zeitbedarf steigt nur linear mit der Zahl
der Objekte solange die Zahl der Relationen fiir
jedes einzelne Objekt beschrinkt ist.

Mit einem 3D-DGS, das auf diesem Konstruk-
tionsbegriff aufbaut, kann effektiv gearbeitet wer-
den. Allerdings erfordert es durchaus ein planvol-
les Vorgehen: Wenn man etwa zwei Punkte er-
zeugt und s als die Strecke zwischen ihnen defi-
niert, dann ist es sinnlos, die Linge von s durch
eine Relation an s zu spezifizieren, man wiirde
dann nichterfiillbare Relationen postulieren, weil
die Lage von s ja schon durch die Endpunkte ein-
deutig gegeben ist. Stattdessen konnte man eine
Abstandsbedingung an die beiden Punkte stellen
oder ganz auf die Eckpunkt verzichten. Allerdings
zeigt das Beispiel auch eine problematische Ei-
genschaft: Wihrend es naheliegend ist, Strecken-
langen als Eigenschaften von Strecken zu sehen,
muss man hier — bei dieser Art der Konstruk-
tion — die Streckenldnge als Eigenschaft ihrer
Endpunkte sehen. Um das zu umgehen, miisste
man eine freie Strecke konstruieren, deren Linge
und Anfangspunkt festlegen, und dann den zwei-
ten Punkt als ihr Ende definieren.

Man sieht: Konstruieren in diesem Sinne ist
durchaus kognitiv anspruchsvoll, denn man muss
eine passende Reihenfolge der Objekte finden. Da
dabei dem Benutzer Fehler unterlaufen kdnnen
wire es wiinschenswert, wenn ein solches System
die Moglichkeit bote, die Reihenfolge umzustel-
len. Dazu miissen Relationen von einem Objekt
auf ein anderes abgewilzt werden. Das algorith-
misch umzusetzen ist moglich, aber aufwéndig. Es
wird hier nur an einem Beispiel illustriert:

Name Art Relationen

P Punkt —

g Gerade  Geht durch P
s Strecke  senkrecht zu g

Um g an s vorbei nach hinten zu schieben,
muss die Orthogonalitétsrelation von s auf g ,,um-
gebucht™ werden. Das Ergebnis ist:

Name Art Relationen

P Punkt —

S Strecke —

g Gerade  Geht durch P;

senkrecht zu s

Die Relationen, die in diesem Konstruktions-
begriff moglich sind, unterliegen gewissen Ein-
schrinkungen, denn n-stellige Relationen soll-
ten bei Vorgabe von n — 1 Argumenten allein
durch Variation des n-ten Argumentes erfiillt wer-
den konnen. Dies ist beispielsweise bei der 3-

stelligen Relation Mittelpunkt der Fall, nicht aber
bei der dreistelligen Relation auf Geraden ,,paar-
weise orthogonal“. Diese Relation kann also nicht
(als eine Relation) verwendet werden, sondern
muss aus zweistelligen Orthogonalititsrelationen
zusammen gebaut werden.

Es ist moglich, den Konstruktionsbegriff von
Archimedes Geo3D so weiter zu entwickeln, dass
er sich diesem neuen Konstruktionsbegriff anné-
hert. Dazu ist vor allem die Flexibilitdt des Um-
definierens zu erhohen. In umgekehrter Richtung
erscheint es denkbar, einen Algorithmus zu fin-
den, der eine Konstruktion in diesem neuen Sin-
ne in eine Konstruktion im alten Stil iiberfithren
kann, sofern die verwendeten Relationen mit den
Werkzeugen des klassischen 3D-DGS konstruier-
bar sind.

Bei der didaktischen Bewertung dieses Kon-
struktionsbegriffs sollte aber nicht vergessen wer-
den, dass die einzelnen ,,elementaren Schritte
recht komplex werden konnen. Zwar ist auch die
Arbeit der Konstruktionswerkzeuge in einem 3D-
DGS wie Archimedes Geo3D von abstrakter Na-
tur (denn anders als die Zirkel der ebenen Geome-
trie lassen sich Kugelzirkel nicht materiell umset-
zen), aber die Kombination von Relationen ist ei-
ne logisch-abstrakte Operation und praktisch nur
algebraisch durchfiihrbar.

7 Variante 2: Konstruktion =
Reihenfolge von Relationen

Die klassischen Konstruktionsbegriffe ebenso wie
der im letzen Abschnitt diskutierte stellen ganz
grob gesprochen vor allem eine Konstruktions-
reihenfolge her, d.h. die Objekte haben eine be-
stimmte Reihenfolge. Dies mag auf den ersten
Blick fiir eine Konstruktion geradezu wesensnot-
wendig sein, auch wenn man sich klar machen
kann, dass es bei den meisten Konstruktionen
unabhingige Teilschritte gibt, deren Reihenfolge
umgestellt werden kann.

Bei Konstruktionen mit Baukésten u.d. gilt
diese scheinbar natiirliche Regel aber nicht: Die
Objekte werden nicht der Reihe nach erzeugt, son-
dern sie sind gleich alle da (mehr oder wenig or-
dentlich im Baukasten, der letztlich eine Men-
ge von Objekten ist). Beim Konstruktionsprozess
klickt (im Sinne von Lego, nicht von Mausinter-
aktion) man die Bausteine zusammen und das be-
deutet beispielsweise, dass man eine Inzidenzre-
lation herstellt. Beim Bauen mit Bausteinen ha-
ben also nicht die Objekte, sondern die Relationen
eine Reihenfolge! Mit dem hier vorzustellenden
Konstruktionsbegriff soll versucht werden, dies zu
modellieren.

Eine Konstruktion in diesem Sinne besteht al-
so in einer Menge (ungeordnet) von Objekten O
sowie einer geordneten Liste von Relationen R.
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Abbildung 5.1: Experimentelle Realisierung der Variante 1. Hier ist S2 eine freie Strecke, die auf S1 senk-
recht steht und die gleiche Léange hat. Sie ist aber noch um S1 drehbar.

Jedes Objekt a aus O gehort zu einem bestimmten
Typ (Punkt, Gerade, etc.) und besitzt entsprechend
eine Menge von Variablen V(a). Bei der ersten Va-
riante des Konstruktionsbegriffs wurden in einem
Schritt alle Variablen eines Objektes bestimmt.
Das ist jetzt nicht mehr moglich. Typischerweise
kommen die Variablen eines Objektes in verschie-
denen Relationen vor und wenn die Konstrukti-
onsberechnung Relation-nach-Relation durchge-
fihrt wird, braucht man eine Strategie, wann man
sie dndert. Ein erster Algorithmus zur Berechnung
einer Konstruktion: U die Menge aller Variablen
aller Objekte. Durch die Iteration iiber die Rela-
tionen hinweg soll U stets die Variablen enthalten,
deren Werte noch nicht neu berechnet wurden. Fiir
jede Relation r € R bildet man dann den Spezial-
fall #/, in dem die bereits bestimmten Variablen
eingesetzt werden, dann bildet man die Variablen
W =UnNV(r), die evtl. aus v bestimmt werden
konnten. Dann sucht man eine moglichst kleine
Teilmenge von Variablen aus W, die geniigt, ' zu
erfiillen. Diese werden dann neu berechnet, aus U
entfernt und die nidchste Relation wird erfiillt.

Die einzelnen Schritte dieses Algorithmus
sind recht aufwindig, aber durchfiihrbar und das
wurde in einer Testimplementierung bestitigt. Die
Arbeit mit einem darauf basierenden DGS ge-
staltet sich recht komfortabel, weil die Reihen-
folge der Relationen beliebig umgestellt werden
kann. Allerdings macht sich auch in der prak-
tischen Arbeit sehr bald folgendes Problem be-
merkbar: Der Algorithmus schafft es nicht, alle

Relationen zu erfiillen, obwohl dies moglich wé-
re. Ursache dafiir ist in der Regel, dass fiir ei-
nige Relationen zu viele Variable bendtigt wer-
den. Das hiingt davon ab, durch welche Variablen
die Objekte beschrieben werden. Strecken konnen
beispielsweise durch die kartesischen Koordina-
ten ihrer beiden Endpunkte beschreiben werden
oder durch Anfangspunkt, Linge und Richtungs-
winkel. Wenn bereits eine Relation erfiillt wurde,
die den Anfangspunkt festlegt, erfasst eine Relati-
on, die die Linge vorschreibt, in der ersten Be-
schreibungsform alle kartesischen Variablen des
Endpunktes. Diese werden also (wenn auch teil-
weise willkiirlich) neu festgelegt. Fiir eine spitere
Relation, die die Strecke als orthogonal zu einer
anderen bestimmt, bleibt dann keine Freiheit mehr
tiber. Bei der zweiten Beschreibung tritt dieses
Problem nicht auf. Nun kann man vermuten, dass
die Beschreibung durch intrinsische geometrische
GroBen wie die Linge ohnehin besser ist. Da es
aber auch Relationen gibt, die sich kartesische ein-
facher ausdriicken lassen, bleibt nur die aufwéin-
dige Losung, die Beschreibung den gestellten Re-
lationen anzupassen. Eine Losung, die aber auch
nicht alle Konfliktfille entschérfen kann. Eine sys-
tematische Losung konnte in der sukzessiven ad-
hoc Einfithrung neuer lokaler Koordinatensyste-
me liegen, aber ein solches Vorhaben ist umfang-
reich und miisste stabil mit ausgearteten Situatio-
nen umgehen kénnen.

Nachteilig an diesem Algorithmus ist vor al-
lem aber auch, dass sein Verhalten nicht allein
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auf geometrischer Ebene verstanden werden kann.
Es ist daher zu vermuten, dass Lernende das Ver-
halten eines entsprechenden DGS als willkiirlich
empfinden werden. Dies steht im Kontrast zu der
eingangs gemachten Analogie zum Bauen mit ei-
nem Baukasten. Es ist offen, ob hier ein Ausgleich
erfolgen kann. Die eingangs zitierte Metapher des
Baukastens legt aber nahe, dass eine Losung der
technischen Probleme didaktisch reizvoll und loh-
nend sein konnte.

8 Fazit

Ob 3D-DGS auf Basis der hier beschriebenen
Konstruktionsbegriffe geeignet sind, den Schii-
lern selbsttitiges raumgeometrisches Tun zu er-
moglichen, kann derzeit noch nicht beurteilt wer-
den. Dazu briduchte man einerseits eine empiri-
sche Vergleichsstudie, andererseits klare normati-
ve Zielvorstellungen fiir den Unterricht in Raum-
geometrie. Das Erste ist ohne das Zweite nicht
sinnvoll, und das Zweite ist gegenwértig didak-
tisch ,,out” und nicht drittmittelfahig.
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