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Endliche Vektorrdume

Endliche Vektorraume

RENATE MOTZER

1 Endliche Strukturen in der Schule

Rechnen mit Restklassenringen oder endlichen Kérpern ist bei uns an den Schu-
len derzeit kaum vorgesehen. Division mit Rest kommt vielleicht in Klasse 5
vor — solange noch keine Bruchzahlen bekannt sind. Danach ist es aber schnell
vergessen. Das ist eigentlich sehr bedauerlich, denn dem Rechnen in endlichen
Mengen liegt etwas Anschauliches und Spielerisches zugrunde. AuBerdem spielt
es in der Informatik durchaus eine Rolle, z. B. beim Umrechnen in Hexadezimal-
zahlen oder in Programmbeispielen wie dem EukLiDischen Algorithmus. Gerade
auch bei Codierungen und sonstigen Verschliisselungstechniken oder bei der
Erzeugung von Zufallszahlen verwendet man die Division mit Rest.

Im bayerischen Lehrplan fiir den Leistungskurs Mathematik findet sich bei der
Behandlung der Vektorraumaxiome der Hinweis auf endliche Vektorriume.
Dies war fiir mich zumindest ein AnlaB, einmal eine Doppelstunde dem Rech-
nen mit Restklassenringen zu widmen. Die Schiiler konnten dabei nichtreelle
Vektorrdume kennenlernen — womit sich gewil der Begriff Vekrorrawm mit ein
biBchen mehr Leben erfiillen lieB. Dieses Rechnen in Restklassen bleibt frei-
lich eine Ausnahmeerscheinung, die zum sonstigen Unterrichtsstoff so gut wie
keine Verbindung hat — deswegen werden wohl viele Kollegen aufgrund der
allgemeinen Stoffiille eher darauf verzichten. Zu zeigen, daf} die reellen Zahlen
nicht alles sind, war mir diese Doppelstunde aber trotzdem wert.

Ausgangspunkt war meine Suche nach nichtgeometrischen Vektorriiumen.
Damit die Schiiler den Sinn der Benennung von Axiomen erkennen, ist es sehr
wichtig, daB sie iiber den zwei- bzw. dreidimensionalen Anschauungsraum hin-
aus weitere Modelle kennenlernen. Sie sollen sehen, da} diese Axiome sehr
verschiedene Modelle besitzen, die doch in gewisser Weise ihnlich betrachtet
werden konnen. An Beispielen, die die Axiome nicht erfiillen, sollen sie er-
kennen, was die Axiome eigentlich verlangen und worin sich Vektorrdume
grundlegend von , Nichtvektorriumen® unterscheiden. So gehort zu dem, was
die Modelle verbindet, z. B. das Vorhandensein einer Basis und damit ver-
bunden einer Dimension.
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Zuniichst wird man — neben dem R2 und dem R — weitere reelle Vektorraume
untersuchen. Dann kann man jedoch noch einen Schritt weitergehen und auch
den zugrundeliegenden Korper hinterfragen, die Korperaxiome erarbeiten und
schlieBlich nach Vektorriumen iiber anderen Korpern suchen.

2 Beispiele endlicher Vektorriume

Statt deduktiv die Notwendigkeit von Korperaxiomen zu diskutieren, kann man
natiirlich sein Gliick an Beispielen versuchen. Ein Kollege von mir verwendet
immer das Beispiel eines ,,Gemiisevektors™ — jede Gemiisesorte stellt ein Basis-
element dar. Nun kann ich zwar — wollte ich ehrlich sein - eine Zwicbel noch
halbieren. 10 Zwicbeln ,,vermissen® (—10 Zwicbeln), aber 10-100 Zwiebeln
oder V2 Zwiebeln kenne ich nicht!

Wenn es dann gar um Menschen statt um Gemiisesorten geht, dann funktioniert
auch das Teilen nicht mehr. Ja, und da sind mir die Restklassenkorper einge-
fallen.

Zuniichst ein Beispiel aus dem Obst- und Gemiisegarten:

In einem Garten stehen Apfel- und Birnbaume. Die Apfel und Birnen werden
in 3er-Packs verkauft.

Es sind auch beliebig andere Sorten miglich. Die Anzahl der Sorten bestimmt
_ wie nicht anders zu erwarten — die Dimension des Vektorraumes.

Unsere Aufmerksamkeit richtet sich auf die Zahl der iibrigbleibenden Apfel
und Birnen nach einem Erntetag. Wir stellen uns folgende Fragen:

1. Wie viele verschiedene Kombinationen von (briggebliebenen Apfeln
und Birnen sind moglich?

2. Wenn x Apfel und y Bimen Qbriggehlieben sind, wie viele missen wir
dann noch pfliicken, um ein Apfel- und ein Birnenpéckchen voll zu be-
kommen?

3. Am ersten Tag sind x Apfel und y Birnen Gbriggeblieben, am nachsten
Tag sind es a Apfel und b Birnen. Wie viele sind es insgesamt? (Man
stelle eine Verkniipfungstafel auf!)

4. Mehrere Tage hintereinander bleibt immer die gleiche Menge von Apfeln
und Birnen tbrig. Wie viele sind es insgesamt?

Die erste Frage zielt auf die Menge der Elemente. Hier sind es 32 =9 Elemente.
Bei Frage 2 werden inverse Elemente gesucht, die dritte Frage fiihrt zur

474 Mathematik in der Schule 35 (1997) 9




Endliche Vektorrdume

Gruppentafel (immerhin 81 Elemente!l). Schiiler erkennen an dieser Stelle
meist recht gut die Unabhiingigkeit der Apfel von den Birnen. Sie begniigen
sich daher auch gern mit einer Verkniipfungstafel nur fiir Apfel, sic sollten aber
zumindest an ein paar Beispielen Apfel-Birnen-Paare miteinander verkniipfen.
Frage 4 wiederum behandelt die S-Multiplikation. Die Schiiler sollen erkennen,
daB nach drei Tagen jeweils kein Rest bleibt und somit auch die Tage modulo 3
gerechnel werden konnen.

Nun gilt es Zu untersuchen, ob dic Menge

{Oa + 0b: Oa + 1b: 0a + 2b: la + 0b: la+ 1b; la + 2b: 2a + 0b; 2a + 1b;
2a +2b)

cinen Vektorraum darstellt. Bei dieser Untersuchung konnen erst einmal die
Vektorraumaxiome wiederholt werden.

Es reicht wohl aus, ¢in Beispiel fiir das Distributivgesetz r- (x+y) =r-x+r-y
explizit nachzurechnen (ein zweiles vielleicht als Hausautgabe). Bei der Angabe
der Elemente des Vektorraumes kann auch dariiber sinniert werden, wie man
sie sinnvoll anordnet, um keines zu vergessen.

Statt Obst sind selbstverstindlich vicle weitere Beispiele moglich. Die Phanta-
sie des Lehrers und der Schiiler soll hier ruhig ein wenig angeregt werden.
Maoglich ist ctwa folgendes Problem:

Schiilerinnen und Schiler werden in einem gchullandheim in Dreibett-
zimmern untergebracht (natdrlich Jungen und Madchen getrennt!). Es wer-
den auch Schiller bzw. Schiilerinnen aus verschiedenen Klassen Zu-
sammengelegt.

Wieder interessieren wir uns fiir die Schiiler und Schiilerinnen, die nach dem
Auflteilen in Dreiergruppen iibrigbleiben:

1. Wieviel verschiedene Kombinationen kdnnen iibrigbleiben?

2. Wieviel Schiiler und Schiilerinnen missen dazukommen, damit alle in
einem vollbelegten Dreierzimmer unterkommen?

3. Bei der ersten Klasse bleiben x Schiler und y Schiilerinnen ibrig, bei
der zweiten a Schiiler und b Schiilerinnen. Wieviel sind es insgesamt?

4. Bei mehreren Klassen bleibt die gleiche Anzahl Ubrig. Wie viele sind es
insgesamt?

Diese Fragen entsprechen denen bei Apfel und Birnen.
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Man kann die Geschichte vielleicht auch noch ¢in bifchen weiterspinnen, z. B.:

In einer Klasse bleiben zwei Schilerinnen und ein Schiiler Gbrig. Sie wer-
den in einem Extratrakt untergebracht (wo auch die Lehrkrafte schlafen).
Der Junge fihit sich in der Minderheit. Er hofft, daB sich die Verhaltnisse
andern, wenn weitere Klassen kommen. In den neu ankommenden Klas-
sen sind die Verhaltnisse genauso. Wie viele Klassen miissen ankommen,
damit schlieBlich die Jungen in der Uberzahl sind (d. h., zwei Jungen und
ein Madchen lbrigbleiben)?

Kann es vorkommen, daB nur Jungen oder nur Madchen (ibrigbleiben?

Es ist leicht zu sehen, daB die Jungen dann in der Uberzahl sind, wenn ins-
gesamt 2 modulo 3 Klassen da sind. Da Z; nullteilerfrei ist, ist es nicht mog-
lich, daf nur Jungen oder Midchen iibrigbleiben. Nur (0 mod 3) - 1 ist 0, dann
ist aber auch (0 mod 3) - 2 = 0 und umgekehrt.

Anders wiire es, wiirde man etwa modulo 4 oder modulo 6 rechnen. Hier ergibt
sich bei 2 bzw. 3 Klassen, daf} nur Jungen iibrigbleiben. Die Jungen sind bei
2 oder 3 bzw. 3 oder 4 oder 5 Klassen in der Mehrheit. Nun befindet man sich
in diesen Fillen nicht mehr in einem Vektorraum, sondern in einem Modul.
In einem Vektorraum kann ein Vielfaches eines Vektors nie 0 werden.

Dagegen indert sich nichts an den bisherigen Ergebnissen, wenn man Zusitz-
lich auch Lehrer und Lehrerinnen (getrennt!) in 3er-Zimmern unterbringen
wiirde. Die Schiiler sehen meist sofort die 4 Basisclemente und erkennen, dal
ansonsten alle bisherigen Ergebnisse erhalten bleiben bzw. iibertragbar sind.
Der nene Vektorraum hat dann 34 = 81 Elemente.

3 Die Korperaxiome

Der in Abschnitt 2 betrachtete Unterschied zwischen .modulo3* und modulo 4™
ist eine genauere Untersuchung wert. Anhand der Verkniipfungstafeln stellen
wir fest, daB Z, zwar eine additive Gruppe darstellt; {1; 2; 3} ist aber in Z,4
beziiglich der Multiplikation nicht abgeschlossen. Das kann anregen, sich
Gedanken iiber die Skalarenmenge eines Vektorraumes zu machen.

Die Vektorraumaxiome gelten ja auch bei der veriinderten Skalarenmenge Z4.
Wichtig ist wohl, daB die Skalarenmenge wie die Vektorenmenge eine additive
Gruppe bildet, daf das Distributivgesetz gilt, wohl ist auch das Assoziativ-
gesetz der Multiplikation wichtig. (Das Kommutativgesetz der Multiplikation
ist nicht unbedingt notig, Schiefkdrper kommen in der Schule nicht vor.) Das
neutrale Element der Multiplikation ist aufgrund des unitiren Gesetzes auch
klar — aber wie notig sind multiplikative Inverse?
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Wenn man schaut, wo das multiplikative Inverse bei den Zusammenhiingen
rund um Vektorriume eine Rolle spielt, findet man wohl vor allem eine Stelle:
beim Beweis, daB lineare Unabhiingigkeit — d. h., dal man keinen der gegebe-
nen Vektoren als Linearkombination der anderen darstellen kann — gleich-
bedeutend ist mit der eindeutigen Darstellung des Nullvektors. Denn gibt es
eine zweite Darstellung der Null, kann ich nach einem der verwendeten Vekto-
ren auflésen. Dieser Zusammenhang wiirde in einem Modul nicht gelten.
Modulo 4 kann ich das eine Element ,.2 Jungen* (kurz: 2J) zwar nicht als
Linearkombination des Nullvektors darstellen, also wiire es fiir sich allein
Jlinear unabhiingig™ vom Nullvekior, aber zweimal genommen fiibrt es zum
Nullvektor; d. h., es gibt eine nichttriviale Darstellung von diesem.

Dic beiden Elemente 1J + IM und 1J + 3M wiiren auch jedes fiir sich _linear
unabhiingig” vom Nullvektor, mit jedem allein kann man auflerdem auch den
Nullvektor nur trivial darstellen. Weiterhin ist keines ein Vielfaches des anderen.
Modulo 5 wiirden sie miteinander cine Basis liefern:

IM=3-(1J+3M)+ 2 (LJ+ IM);
=(lJ+1M)y+4-IM=2-(1J+3M)+4-(1J+1M).

Moduldo 4 gilt aber: 2 - (1J + 3M) + 2 - (1J + 1M) = 0, und die Elemente 1J und
1M sind nicht als Linearkombination von 1J + 1M und 1J + 3M darstellbar.

Man sieht also, daB es durchaus wichtig ist, daf} die Skalare in einem Vektor-
raum aus einem Korper stammen und daB moedulo 4 kein Restklassenkdrper
vorliegt und damit auch kein Vektorraum der Schiilerinnen und Schiiler im
Schullandheim,

Allzemein liB3t sich leicht erkennen, dafl Z, nur dann cinen Korper darstellt,
wenn n eine Primzahl ist, und nur dann lassen sich dariiber Vektorriiume auf-
bauen.

An diesen Beispiclen kénnen Schiiler manches iiber die Bedeutung der Begrilfe
lineare Unabhiingigkeit und Erzeugendensystem lernen bzw. einiiben. Letzteres
geschieht vor allem, wenn man sich bemiiht, aus ungewdhnlichen Basis-
elementen andere darzustellen. Dabei {ibt man natiirlich vor allem das Rechnen
modulo bestimmter Zahlen. Das kann den Schiilern durchaus Spall machen —
und man kann derartige Betrachtungen auch gut mit Rechnungen in anderen
Zahlensystemen verbinden. Sollten sich die Schiiler bereits in Klasse 5 mit die-
sem m. E. doch recht anspruchsvollen Thema beschiiftigt haben, so wiire dies
ein Wiederaufgreifen am Ende der Schulzeit durchaus wert. Dabei werden auch
Beziige zu Potenzen und Logarithmen geschaffen. Verbindungen zur Informa-
tik sollten ebenfalls angedeutet werden, um die praktische Relevanz nicht ganz
aufer acht zu lassen.
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