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Einleitung

logik), der elementaren und der héherstufigen. Er stellte in einem
Schlag das hin, was man heute gewohnt ist, als »klassische Logik«
zu bezeichnen.

Zu den genialen Neuerungen Freges gehort die umfassende
Einfithrung und konsequente Anwendung der funktionalen Nota-
tion (allerdings partiell in einer zweidimensionalen Gestalt, die sich
nicht durchgesetzt hat), worin sich unverkennbar die mathemati-
sche Inspiration Freges zeigt. Konsequente Anwendung der funk-
tionalen Notation bedeutet, daf3 logische Formen stets dargestellt
werden durch die Anwendung von Funktionsausdriicken auf Argu-
mentausdriicke (die ihrerseits auch wieder Funktionsausdriicke sein
konnen). Durch die Bereitstellung der funktionalen Notation allein
ergibt sich eine sehr grofle und zugleich an keinem Punkt undurch-
sichtige relevante Erweiterung der erfalbaren logischen Formen
(etwa im Vergleich zu den logischen Formen, die Kants Tafel von
Urteilsformen entnehmbar sind; siche KdrV, B 95); vor allem hie-
rauf griindet sich die Uberlegenheit der modernen Logik iiber die
traditionelle, vor-fregesche.

Ein besonders zu wiirdigender Aspekt der funktionalen Nota-
tion sind die von Frege erfundenen Quantoren, die in der Lage sind,
in beliebiger syntaktischer Ausdruckstiefe Variablen zu binden.
Jedes noch so komplexe Quantifikationsverhiltnis — und natiirlich
jedes in der Umgangssprache mithilfe von »fiir mindestens ein« und
»fiir alle« ausdriickbare — wird dadurch darstellbar. SchliefSlich bleibt
zubemerken, da8 in der umfassenden, ja, wie sich herausgestellt hat,
universalen Anwendbarkeit der funktionalen Notation auf die Um-
gangssprache (in welche Richtung Frege Pionierarbeit geleistet hat)
eine tiefe Erkenntnis iiber das Wesen der Sprache liegt, nimlich iiber
ihre Struktur jenseits der grammatischen Zufilligkeiten.? Die funk-
tionale logische Struktur der Sprache verweist plausiblerweise —der
Rahmen des Logischen und Sprachphilosophischen wird freilich nun
verlassen (aber diese Ontologisierung wire ganz gewifs im Sinne
Freges) — auf eine analoge Struktur der von der Sprache bedeuteten
Entititen, oder gar der Welt und aller méglichen Welten.

Vor allem demjenigen Aspekt der Geschichte der modernen
Logik von 1879 (dem Erscheinungsjahr von Freges Begriffsschrift)

? Die durch Frege in Gang gebrachte Entwicklung hat einen gewissen Abschiufl ge-
funden in der logischen Universalgrammatik Richard Montagues. Siehe seinen Auf-
satz von 1970, »Universal Grammare.
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Untersucht man, welche philosophische Themen in der Phi-
losophischen Logik angesprochen werden, so stellt man mit einer
gewissen Uberraschung fest, daf es u.a. metaphysische und onto-
logische sind, und zwar unverkennbar, wenn auch noch sehr sprode,
schon in Meaning and Necessity, also — eine Ironie der Philosophie-
geschichte — bei dem Metaphysikfeind Rudolf Carnap. Der abschlie-
Bende Text von Rudolf Carnap in diesem Band, ein Ausschnitt aus
Meaning and Necessity, soll diesen letzten Aspekt der Logik-
geschichte von 1879 bis 1947 illustrieren: die (Re-)Ontologisie-
rung, die bei Carnap freilich, der zunichst radikaler Formalist war
(siehe Die logische Syntax der Sprache von 1934), und auch spiter
noch bei anderen, hinter Pragmatismus versteckt ist.* Diese Ent-
wicklung wurde in den dreifSiger Jahren vorbereitet durch Alfred
Tarskis Begriindung der modelltheoretischen logischen Semantik,
in deren Rahmen es ihm gelang, eine logisch einwandfreie (ins-
besondere konsistente) Explikation des traditionellen korrespon-
denztheoretischen Wahrheitsbegriffs anzugeben. Auf die Grund-
ziige dieser philosophisch kaum zu iiberschitzenden Leistung,
durch die zudem eine neue Methode, Logik zu betreiben, in die
Ginge gebracht wurde (die semantisch orientierte modelltheoreti-
sche Methode,® die neben die syntaktisch orientierte beweistheo-
retische tritt und sich mit ihr verbindet), bezieht sich der hier abge-
druckte Text von Tarski.

Obwohl die Ontologisierung der Logik im 20. Jahrhundert als
Hauptstromung spit auftritt (kennzeichnend fiir sie ist, da8 mit ihr
eben nicht eine Aufweichung der logischen Strenge verbunden
war), ist sie doch im Anfang der Entwicklung bei Frege mehr als
nur angelegt. Auch Frege verfiigte ja schon bis zu einem gewissen

* In der Folgezeit ist die Philosophische Logik in der angelsichsischen Welt zu reicher
Bliite gelangt. Zu nennen sind hier die Meilensteine der alethischen Modallogik: Saul
Kripkes » A Completeness Theorem in Modal Logic« (1959) und »Naming and Neces-
sity« (1972), Alvin Plantingas The Nature of Necessity (1974). Die fiir die Philosophi-
sche Logik weithin kennzeichnende Wiederankniipfung an metaphysische und onto-
logische Themen zeigt sich gerade auch in diesen Texten, besonders frappierend aber
bei Arthur Norman Prior, dem Begriinder der Zeitlogik. Siehe seine Biicher Time and
Modality (1957) und Time and Tense {1967).

5 Modelltheoretische Fragestellungen und Ergebnisse gab es freilich schon frither.
Siehe das Theorem von Léwenheim und Skolem (die urspriingliche Fassung von L6-
wenheim 1915, der neue Beweis dafiir von Skolem 1922), das in seiner allgemeinen
Form besagt, daf8 jede iiberhaupt erfiillbare Formelmenge auch iiber einem héchstens
abzihlbaren Bereich erfiillbar ist.
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Grade iiber einen semantischen Zugang zur Logik; siehe seinen be-
riithmten Aufsatz »Uber Sinn und Bedeutung«, der neben Tarskis
Der Wahrheitsbegriff in den formalisierten Sprachen die Hauptin-
spiration von Carnaps Begriindung der die Modallogik revolutionie-
renden intensionalen Semantik in Meaning and Necessity ist. Logik
als Ontologie ist aber vor allem deshalb bei Frege gegeben, weil Frege
einen logischen Objektivismus vertrat, wonach Logik die Erkenntnis
von etwas Objektivem ist, das aber als Objektives doch nicht Teil der
Natur ist. Fiir Frege ist Logik weder eine empirische Wissenschaft
von den »(Natur-)Gesetzen des Denkens« (also kein Zweig der Psy-
chologie) noch (primir) eine normative Disziplin, sondern Beschrei-
bung objektiver Gesetzmifigkeiten idealer Gegebenheiten (von
»Gesetzen des Wahrseins«, wie er sagt, hinsichtlich »logischer Ge-
genstinde«). Frege war ein ausgesprochener logischer Realist, wie
man statt »logischer Objektivist« auch sagt. Weithin iiblich ist auch
die Bezeichung »Platonist«, doch nahm Freges logischer Realismus—
und der anderer logischer Realisten der Moderne — tatsichlich nie
platonische Ausmafe an; so hielt er anders als Platon stets an der
(kausalen) Unwirklichkeit des objektiv Logischen fest. Freges Rea-
lismus, der unlésbar mit seinem Logizismus verbunden ist — sie be-
dingen sich bei ihm gegenseitig (wenn auch nicht an sich) —, ist der
dritte Text von Frege in diesem Band - das (fast ungekiirzte) Vorwort
zu den Grundgesetzen der Arithmetik — gewidmet.

Durch seinen anti-psychologistischen logischen Objektivis-
mus hat Frege auf Edmund Husserl eingewirkt, ist aber ansonsten
zu seiner Zeit wirkungslos geblieben. Breitenwirkung zu erzielen,
blieb Husserl vorbehalten, dem die nachhaltige Destruktion des am
Ende des 19. Jahrhunderts noch unangefochten herrschenden Psy-
chologismus zuzurechnen ist. Aus dem hier abgedruckten diesbe-
ziiglichen Text von Husserl — Ausschnitte aus dem 1. Band seiner
Logischen Untersuchungen — geht auch noch einmal, wie aus den
Texten von Frege, hervor, wie sehr am Anfang der Geschichte der
modernen Logik Logik, Mathematik und rationale formale Ontolo-
gie zusammengingen. Man konnte hier, was das Logikverstindnis
angeht, von einer leibnizschen Inspiration sprechen, die Psycho-
logismus wie mentalistischen Idealismus durchsto8t und hinter
sich 1aB8t.* Aber was bei Frege Durchfiihrung ist, ist bei Husserl
weitgehend nur Programm.

¢ Aber auch schon lange vor Frege und (dem frithen) Husserl gab es — wohl auf leib-
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Der vierte und letzte Text von Frege (ein Ausschnitt aus dem
Nachwort zu den Grundgesetzen) ist ein Dokument des Scheiterns.
Durch einen Brief von Bertrand Russell, der eine Formulierung der
nachmals so genannten Russellschen Antinomie enthielt, muflte
Frege, als er seine Arbeit abgeschlossen glaubte, zu der bitteren Er-
kenntnis gelangen, daf3 sein logisches System der Arithmetik in-
konsistent ist und damit der Logizismus einstweilen nicht realisiert
war.

Frege erkannte sofort, daf dieses Negativresultat nicht auf sein
personliches Versagen zuriickging: alle, die naiv vom Begriff der
Menge oder Klasse Gebrauch gemacht hatten,” insbesondere Can-
tor (1845-1918) und Dedekind (1831-1916), waren betroffen. Es
hing auch nicht intrinsisch mit dem Logizismus zusammen; der
Versuch einer logizistischen Reduktion der Arithmetik hatte das
Problem nur in seiner ganzen Schwere enthiillt. Auf Antinomien
der Mengenlehre war namlich schon ihr Begriinder Georg Cantor
gestoflen, aber in Abwesenheit eines strengen axiomatischen Sy-
stems ist eine Antinomie nicht mehr als eine Anomalie: Aufgrund
von prima facie plausiblen Schluf8weisen folgert man aus prima fa-
cie plausiblen Annahmen einen Widerspruch. Das zeigt an, daf8
man schirfer nachdenken muf3 als bisher, bedeutet aber keineswegs
eine prinzipielle Infragestellung einer formalwissenschaftlichen
Theorie. Bei Frege aber lag der Fall vor, dafs sich aus augenscheinlich
vollkommen einsichtigen und wahrhaft grundlegenden prizise for-
mulierten Axiomen nach vollkommen einsichtigen, grundlegenden

nizschen EinfluB zuriickgehend — in logischen Dingen hier und da eine Emanzipation
vom Subjektivismus, sei er empirischer oder apriorischer Prigung. So lesen wir bei
Johann Friedrich Herbart (1776-1841) im zuerst 1813 erschienenen Lehrbuch zur
Einleitung in die Philosophie, §34 (S. 82 der angg. Ausgabe): »In der Logik ist es
notwendig, alles Psychologische zu ignorieren, weil hier lediglich diejenigen Formen
der moglichen Verbindungen des Gedachten sollen nachgewiesen werden, welche das
Gedachte selbst nach seiner Beschaffenheit zulifit [meine Hervorhebung]«. Vgl. auch
die noch klareren anti-psychologistischen, begriffsobjektiven Feststellungen Herbarts
in §52 und seine sehr an Frege und Husserl gemahnende Aussage, »daf Begriffe
weder reale Gegenstiinde, noch wirkliche Akte des Denkens sind« (§ 35, S. 82 der angg.
Ausgabe). — Vor allem ist aber bzgl. des sich Durchhaltens des logischen Objektivis-
mus Bernard Bolzano {1781-1848) zu nennen, der zudem in seiner Wissenschafts-
lehre von 1837 die logische Semantik Tarskis in mehreren Punkten antizipiert hat.

7 Frege selbst verwendet den zum Mengenbegriff isomorphen Begriff des Wertver-

laufs (einer Wahrheitswertfunktion oder Begriffs; siehe den in diesem Band abge-
druckten Text »Funktion und Begriff«).
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und prizise formulierten SchluSweisen ein Widerspruch herleiten
lieB. Eine Antinomie ist ein beweisbarer Widerspruch — und in Fre-
ges System, in tragischer Ironie zu der Intention, die er mit seinem
System verband, war ein Widerspruch beweisbar im strengsten
Sinne.

Es war bald die Rede von einer Grundlagenkrise in Logik und
Mathematik: an die Seite der Russellschen Antinomie traten viele
weitere. Wie jede Herleitung beruht die Herleitung eines Wider-
spruchs auf gewissen Voraussetzungen, und seine Herleitbarkeit
zeigt eben an, daB nicht von allen diesen Voraussetzungen zugleich
ausgegangen werden kann. Von einer reductio absurdum unter-
scheidet sich aber die Herleitung einer Antinomie dadurch, daf8 zu-
niichst keine der dabei verwendeten Voraussetzungen zur Disposi-
tion steht: sie ist ein beweisbarer Widerspruch. Die Tiefe einer
Antinomie schlieflich zeigt sich darin, wieviel Miihe es kostet, die-
jenige Voraussetzung oder diejenigen Voraussetzungen von ihr zu
finden, die aus guten Griinden aufzugeben sind.

Den Antinomien und einer umfassenden Strategie zu ihrer
Vermeidung — der sogenannten verzweigten Typentheorie® — ist
der hier abgedruckte Text von Russell und Whitehead gewidmet.
Kennzeichnend fiir jene Strategie ist, daB sie philosophisch wohl-
begriindet sein will, anders als augenscheinlich rein pragmatische
Ansitze zur Losung des Antinomienproblems, wie die Axiomati-
sche Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel, wo, offenbar ad hoc,
eine axiomatische Kodifizierung der Grundannahmen der Mengen-
lehre vorgenommen wird, die stark genug ist, auch weiterhin die
gesamte Mathematik mengentheoretisch darstellbar sein zu lassen,
aber schwach genug, alle bekannten Antinomien zu vermeiden. Die
Grundidee bei Russell ist die der ontologischen Stufung, die auch

® Neben der verzweigten Typentheorie gibt es die einfache. Letztere macht, anders als
die erstere, nicht zusitzlich zur Typenunterscheidung der Terme auch noch eine Un-
terscheidung von Ordnungen von Aussagen und Aussagefunktionen. Die verzweigte
Typentheorie bietet eine Losung fiir das Problem der logischen (mengentheoreti-
schen) und der semantischen Antinomien, die einfache Typentheorie nur eine Losung
fiir das Problem der logischen Antinomien. (Vgl. Berka/Kreiser, Logik-Texte, S. 372£.)
Tarski aber fand eine andere, nicht typentheoretische Losung fiir das Problem der
semantischen Antinomien, die zur Standardlésung avancierte: die Unterscheidung
der Sprachstufen. Aus diesem Grund spielt die verzweigte Typentheorie heute kaum
mehr eine Rolle. Der einfachen Typentheorie geht es allerdings wegen des Triumph-
zuges der syntaktisch besonders einfach zu handhabenden Axiomatischen Mengen-
lehre nicht viel besser.
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Frege im Grunde schon vollstindig prasent war (siehe seinen hier
abgedruckten Aufsatz »Funktion und Begriff«), aber von ihm nicht
auf Gegenstinde, wie z.B. Mengen, angewendet wurde. Kurz ge-
sagt: Das, was als Menge enthilt, gehort stets einer anderen, ndim-
lich »hoheren« ontologischen Kategorie an als das, was als Element
enthalten wird. Und zwar ist das so gemeint, daf die Nichtbeach-
tung dieser ontologischen Regel beim Aufstellen mengentheoreti-
scher Aussagen nicht etwa Falsches hervorbringt, sondern vielmehr
ungrammatischen Unsinn: »Menge M ist Element von M« ist kein
falscher Satz, sondern vielmehr kein Satz einer Sprache mit logisch
einwandfreier Grammatik (was Deutsch offenbar nicht ist); dem-
entsprechend ist natiirlich auch »Menge M ist nicht Element von
M« kein Satz einer logisch einwandfreien Sprache. In einer logisch
reformierten Sprache, als welche die formale Sprache der Typen-
theorie intendiert ist, kann also die Russellsche Antinomie gar nicht
formuliert werden. Allgemein gilt, da8 die Vermeidung der Anti-
nomien in der Typentheorie schon auf syntaktischer Ebene imple-
mentiert wird: sie konnen gar nicht syntaktisch einwandfrei formu-
liert werden.

Vielen erschien diese Lésung zu radikal, erfordert sie doch die
Anerkenntnis dessen, dal der deutsche Satz »Menge M ist Element
von Menge M« rechtbesehen unsinnig ist - was nicht sehr plausi-
bel, wenn nicht gar unsinnig ist. Andere lieflen sich aber davon
nicht abschrecken, und in der Folge zog iiber lange Zeit jene erste
Unsinnigkeitsbehauptung unter dem Banner einer logischen Re-
form der Umgangssprache andere radikale und noch viel unsinni-
gere Unsinnigkeitsbehauptungen nach sich (vor allem die von der
Unsinnigkeit aller Metaphysik; siehe Carnaps »Uberwindung der
Metaphysik durch logische Analyse der Sprache«). Auf die Dauer
freilich war der besagte Radikalismus, vor allem aber die durch ihn
bedingte Komplexitit der syntaxintegrierten Typenunterscheidun-
gen, eine schwere Hypothek fiir die Typentheorie: man verlor die
Geduld mit ihr. Ahnliches zeichnet sich seit einiger Zeit (seit Krip-
kes »Outline of a Theory of Truth« von 1975) auch fiir Tarskis Stu-
fung der Sprachebenen ab, die es erméglicht, den semantischen An-
tinomien zu entgehen. Und in der Tat ist es wohl kaum plausibler,
z.B. den Satz »Nicht jeder Satz der deutschen Sprache ist nicht
wahr« als logisch-grammatisch unsinnig anzusehen, als den Satz
»Die Menge aller Individuen ist nicht Element der Menge aller In-
dividuen« so zu erachten.
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natiirlich 6fter der Fall, daf8 fiir eine Behauptung weder ein sie va-
lidierendes noch ein sie durchstreichendes ideales Konstrukt schon
erzeugt worden ist, und bleibe es nicht selten fraglich, ob es jemals
erzeugt werden wird. Dieser mathematische, ontologische und mit-
hin erkenntnistheoretische Idealismus, der in seiner Einschrinkung
auf die mathematische Wirklichkeit an sich wesentlich plausibler ist
als ein Idealismus bzgl. der in der duferen Erfahrung gegebenen
empirischen Wirklichkeit, hat letztlich nur die wenigsten iiber-
zeugt, und dementsprechend sahen sich auch nur die wenigsten ver-
anlaflt, ihre Logik zu dndern, und sei es auch nur in Anwendung auf
die Mathematik. Allerdings ist eine weitere Verbreitung des Intui-
tionismus, oder allgemeiner gesagt: des logischen Idealismus, (der
freilich mit Subjektivismus und Psychologismus im geldufigen
Sinn nichts zu tun hat) nicht ausgeblieben aufgrund philosophi-
scher Reflexion, sondern aus prosaischen erkenntnispragmatischen
Griinden: Die starken Beweismittel der klassischen Logik — etwa das
Verfahren des indirekten Beweises, das auf dem tertium non datur
beruht und u. a. Existenzbeweise ohne Konstruktion eines Beispiels
erlaubt — 138t man sich ungern aus der Hand schlagen (obwohl ein
intuitionistisch gefiihrter Beweis der strengere, da auf weniger Vor-
aussetzungen beruhende, und also héherwertige ist). Zudem
scheint es der mathematischen Erkenntnis, ebenso wie der empiri-
schen, offenbar férderlich zu sein, wenn sie den fiir sie relevanten
Gegenstandsbereich so behandelt, als ob er eine an sich gegebene
Auflenwelt sei, gleichgiiltig, ob er es auch tatsichlich ist oder nicht
—und im Sinne des Pragmatismus wire das sogar ein guter philoso-
phischer Grund, in der Mathematik, wie auch sonst, an der klassi-
schen Logik festzuhalten.

Der eindriicklichen Illustration des logischen Idealismus —
einer Minderheitsposition gegeniiber dem logischen Realismus —
dient der in diesem Text abgedruckte, vom Intuitionismus Brou-
wers inspirierte Text von Hermann Weyl.

Sowohl die typentheoretische als auch die intuitionistische Re-
aktion auf das Antinomienproblem zeichnen sich — in verschiedener
Hinsicht ~ durch eine gewisse Radikalitdt aus, wie wir gesehen ha-
ben. Ich erwihne kurz eine dritte Moglichkeit des Radikalismus in
Reaktion auf das Antinomienproblem, eine Moglichkeit, die etwa
seit Mitte der siebziger Jahre (im Anschluf3 an eine Arbeit von
Newton C. A. da Costa) manifest geworden ist: der Ubergang zu
einer parakonsistenten Logik, den dann vor allem Graham Priest
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propagiert hat. Aus dem Blickwinkel eines »Parakonsistenzlers«
zeigen manche Antinomien, nimlich diejenigen, die sich am hart-
nickigsten ihrer Auflésung widersetzen, daf es Sitze gibt, die zu-
gleich wahr und falsch sind. Angesichts dessen wire es gerade ver-
fehlt, Strategien zur Antinomienauflésung und -vermeidung zu
entwickeln, sondern es kommt dann vielmehr darauf an, die Sitze,
die zugleich wahr und falsch sind, in ihrer systemschidigenden
Wirkung einzudimmen, was durch eine Auslassung klassischer lo-
gischer Gesetz, insbesondere des ex contradictione quodlibet (»Aus
einem Widerspruch folgt logisch alles«), zu erreichen ist.

Auch dieser mit der logischen, wenn auch nicht ginzlich mit
der philosophischen Tradition seit Aristoteles radikal brechenden
Umgangsform mit den Antinomien, bildlich gesprochen: diesem
»Sichentwaffnen, um den Wolf zu umarmen«, wird keine allgemei-
nere Akzeptanz beschieden sein. Sie ist nur eine weitere fremdartig
schone Bliite des gegenwirtig blithenden Baums der logischen Wis-
senschaft, die vielleicht gegeniiber anderen solchen Bliiten (Rele-
vanzlogik, fuzzy logic, etc.) den Nachteil hat, daf keine praktische
Anwendungsméglichkeit fiir sie spricht,! sondern nur philosophi-
sche Pritention.

Russells und Whiteheads Ziel in den Principia Mathematica
war nicht nur der Aufweis eines Weges, Logik und Mathematik
antinomienfrei zu betreiben, sondern vor allem die Durchfiihrung
des Logizismus — also das, was Frege nicht gelungen war. Auch
ihren Versuch, den Logizismus zu realisieren, muf man als geschei-
tert ansehen, wenn auch aus einem anderen Grund als bei Frege. Es
erwies sich im Rahmen der Typentheorie als notig, um das System
zum Laufen zu bringen, ein Axiom anzunehmen, das aussagt, dafl
es unendlich viele Individuen gibt, also ein Unendlichkeitsaxiom
auf der ersten Stufe. Mit Recht hat man hiergegen eingewandt,
daf die Existenz von unendlich vielen Individuen, wenn sie iiber-
haupt ein Faktum ist, schwerlich als logisches Faktum angesehen
werden konne.

Nach den Principia Mathematica verinderte sich das Verhilt-
nis der Logik zur Mathematik. Das logizistische Programm verlor
an Interesse und riickte in den Hintergrund, in den Vordergrund

! Natiirlich sind Annahmensysteme oft inkonsistent; entscheidend ist aber, daf jede
Person darauf aus ist, wenn es um etwas geht, eine Inkonsistenz ihres Annahmen-
systems um jeden Preis zu vermeiden.
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spezifischen Sinn auch immer). Per Kontraposition erhilt man also
das, was zu beweisen war.?®

Der Sinn des Unternehmens Beweistheorie ist klar: Sobald fiir
ein formales Deduktionssystem, das ein auf klassischer logisch-ma-
thematischer Basis beruhendes inhaltliches System der »arbeiten-
den Mathematiker« kodifiziert, die syntaktische Widerspruchsfrei-
heit oder besser noch die semantische Konsistenz bzgl. irgendeiner
Menge von wahren Formeln mit unproblematischen, keine unend-
lichen Gesamtheiten implizierenden (sogenannten finiten) Mitteln
erwiesen ist, ist auch gezeigt, daf das ihm entsprechende inhaltliche
System vor Antinomien sicher ist (und weil man es nur mit gewis-
sen endlichen Konfigurationen von Zeichen zu tun hat, miifite ein
solcher Erweis, wenn denn iiberhaupt eine (allgemeine) syntakti-
sche Widerspruchsfreiheit vorliegt, doch eigentlich immer auch
durchfiihrbar sein — meinte man). Auf diesem Grundgedanken be-
ruht das Hilbertsche Programm einer schrittweisen Sicherung der
mathematischen Theorien vor Antinomien.

Die spezifisch philosophische, nimlich erkenntnistheoretische
Bedeutung dieser Begriffsbildungen und der mit ihnen verbunde-
nen Fragestellungen liegt aber darin, daf3 sie die fundamentale er-
kenntnistheoretische Frage nach der Reichweite der axiomatischen
Methode erstehen lassen: Inwieweit a8t sich Wahrheit in einem
axiomatischen System einfangen? Zum ersten Mal seit Aristoteles
die faszinierende Idee des axiomatischen Systems in die Geisteswelt
gesetzt hatte, war man im 20. Jahrhundert in der Lage, diese logi-
sche Frage der Erkenntnistheorie prizise zu formulieren und auf
sie eine Antwort zu geben. Die Antwort fiel ziemlich erniichternd
aus: Betrachtet man die formale Sprache der Arithmetik der natiir-
lichen Zahlen, dann gibt es (mit logischer Notwendigkeit) kein
Deduktionssystem das bzgl. der Menge der arithmetisch wahren
Formeln zugleich semantisch konsistent und semantisch vollstan-
dig ist. Salopp spricht man hier von der »Unvollstindigkeit der
Arithmetik«, obwohl mitnichten die Arithmetik unvollstiandig ist,
sondern nur alle ihre arithmetisch wahren axiomatischen Darstel-
lungen.

B Es gilt iibrigens auch die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes, namlich: Ist ein
Deduktionssystem syntaktisch widerspruchsfrei, dann ist es semantisch wider-
spruchsfrei bzgl. einer Menge M’ von in einem gewissen Sinne wahren Formeln. Aber
das ist weit schwerer metamathematisch zu beweisen.
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Der geniale Beweis hierfiir stammt von Kurt Godel, der ein
Verfahren angab, nach dem man zu jedem arithmetisch adiquaten
Deduktionssystem — d. h. zu jedem syntaktisch widerpruchsfreien
Deduktionssystem in der Sprache der Arithmetik (oder in einer
diese Sprache enthaltenden Sprache), das die sogenannten »Peano-
Axiome« umfaft (sei es in der Tat als Axiome, oder sei es vielmehr
als Theoreme), das mithin wenigstens das Arbeitsminimum an
arithmetischen Wahrheiten zu deduzieren erlaubt ~ eine Formel
konstruieren kann, die zwar, wie sich einsehen ld8t, arithmetisch
wahr ist, die aber, wie sich zeigen 148t, auch nicht im System be-
weisbar ist. Der Godelsche Beweis beruht wesentlich darauf, daf8 in
einem arithmetisch adiquaten Deduktionssystem mittels einer ge-
wissen numerischen Kodierung dessen eigene Metatheorie zu einem
GroBteil darstellbar ist, so da8 arithmetische Formeln einen doppel-
ten Sinn annehmen, ihren normalen arithmetischen und ihren me-
tatheoretischen. Der zentrale Akt des Beweises ist dann die Kon-
struktion einer arithmetischen Formel, die metatheoretisch von
sich selbst sagt, dafl sie im betrachteten Systemn nicht beweisbar ist.

Der Text zu Kurt Godel in diesem Buch ist eine allgemeinver-
standliche Darstellung von Ernest Nagel und James R. Newman des
Godelschen Beweises fiir »die Unvollstindigkeit der Arithmetike,
sowie fiir ein weiteres wichtiges Resultat, nimlich daf8 sich die
syntaktische Widerspruchsfreiheit eines arithmetisch adiquaten
Deduktionssystems nicht mit den Mitteln dieses Systems selbst be-
weisen laBt. Dieses letztere Resultat bedeutete, daf} das Hilbertsche
Programm nicht einmal fiir die elementare Arithmetik durchfithr-
bar war. Denn der Beweis der syntaktischen Widerspruchsfreiheit
eines Deduktionssystems, der den Anspriichen des Hilbertschen
Programms geniigt (zur Verwendung diirfen nur unproblemati-
sche, finite Beweismittel kommen), miifite sich in einem arithme-
tisch addquaten Deduktionssystem reprisentieren lassen. Folglich
kann es nach dem letztgenannten Resultat von Gédel keinen Be-
weis der syntaktischen Widerspruchsfreiheit eines arithmetisch ad-
dquaten Systems geben, der den Anspriichen des Hilbertschen Pro-
gramms geniigt.**

So erkenntnistheoretisch bedeutsam diese Resultate sind, sie
* Immerhin annéhernd, nimlich unter gewisser Wahrung des konstruktiven Cha-
rakters der Hilbertschen Beweistheorie, hat aber Gerhard Gentzen das Hilbertsche

Programm fiir die Arithmetik mit seinem Konsistenzbeweis von 1936 durchgefiihrt,
der von einer transfiniten Induktion Gebrauch macht.
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