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Existenz und Regularitidt von Losungen
semilinearer parabolischer Anfangs-Randwertprobleme

Hansjorg Kielhofer

0. Einleitung

In der vorliegenden Arbeit beschiftigen wir uns mit Problemen der Form

%v(t, x)+ Z a;(t, x) Dav(t, x)=f{t, X, v{t, X), ..., Dy 1 0(t, X))
e =F(t, v, %), 0.1)
(0, x)=vo(x), xeQ, Dyo(t,x)=0, (¢ x)e0,T)xdQ, |&lSm—1.

Der lineare Hauptteil A(t, x, D) wird als im Zylinder [0, T]x Q2 gleichmiBig
elliptisch vorausgesetzt; f ist beziiglich aller Variablen Holderstetig, Das Gebiet
Q< R" ist nicht notwendig beschriankt.

Gleichungen zweiter Ordnung parabolischen Typs sind sehr eingehend in [8]
behandelt. Die Ergebnisse dort sind sehr scharf und nicht nur in den Methoden,
sondern auch in der Blickrichtung von unseren verschieden. Wir untersuchen
(0.1) nur auf lokale Losbarkeit und das Schwergewicht unserer Hilfsmittel liegt
mehr auf der Funktionalanalysis, so dal wir von der Ordnung der Gleichung
unabhingig sind.

Ein funktionalanalytischer Zugang zu (0.1) im Rahmen der L ,-Theorie ist
zum Beispiel in [14] entwickelt worden (auch nachzulesen in [6]). Wir folgen
weitgehend diesem Weg und eines unserer Ergebnisse (Satz 5.3) ist als eine Er-
gianzung zu [14] insofern zu betrachten, als wir auch unbeschrinkte Gebiete
zulassen. Die notwendige Kompaktheit bei dem Fixpunktargument erhalten wir
nicht durch die von 4 ~*(0), sondern mit Hilfe einer durch eine Abklingbedingung
erzeugten Vollstetigkeit in der Nichtlinearitédt f (Lemma 4.4 und Satz 5.2). Die
etwas technischen Beweise dazu findet man in [7].

Ein Hauptaugenmerk in dieser Arbeit gilt der Regularitét der Losung. In [14]
findet man den Hinweis, dal bei (bez. x gleichmiBiger) Holderstetigkeit von f die
L,-Losung eine klassische Losung von (0.1) sei. Falls f stetig differenzierbar ist,
ergeben sich weitere Regularitdtsaussagen (s. auch [6]).

Unser Weg ist der folgende:

Wir filhren Riume C%(Q) ein, deren Elemente fiir x —» oo einer Abkling-
bedingung geniigen. In [7] konnten wir zeigen, daB der elliptische Operator
A(t)+ 11, t fest, seinen Definitionsbereich

D(A4)= C2"+*(@)  {ul Dyt oo =0, 1) Sm—1}

g
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isomorph auf Cj, (Q) abbildet, sofern 4 zu einem gewissen Sektor der komplexen
Ebene gehort. (Fiir beschriankte Gebiete ist das bekannt; s. [16].) Wir benutzten
dazu die a-priori-Abschitzungen in [2] und [3] und die Uberlegung in [16], die
die in [1] erfundene Methode auf die C*-Theorie iibertrug. Die sich daraus
ergebende Resolventenabschitzung gestattet es, Halbgruppen e~*4® und ,,Evo-
lutionsoperatoren® U(t, 1) in C% () zu definieren, die zwar bei 1=0 bzw. t=<
Singularitidten, aber dennoch so gute Eigenschaften haben, um die Integral-
gleichung '

v()=U(t,0) vy + f U(t, s) F(s, v(s)) ds 0.2)
0

in C% (Q) zu 16sen. Da U(t, ) den Raum Cs Q)N L,(£) in sich abbildet, kommt
man so zu einem Regularititssatz fiir L,-Losungen von (0.1) (Satz5.7): Die
Losung v von (0.2) in C(2)n L,(Q) erfiilit

Ao
dt

nicht nurin L (£2), sondern auch in C}, (©2). Damit ist v natiirlich erst recht klassische
Losung von (0.1).

Wiihrend fiir beschrinkte Gebiete Q die L,-Bedingungen an v, und f auto-
matisch erfiillt sind, sind sie fiir unbeschrinkte Gebiete echt einschrinkend.

Aber auch in diesen Fillen weisen wir Losungen von (0.3) in C%(Q) nach, die
nicht notwendig in L,(€) liegen.

In [7] hatten wir fiir den zeitunabhéngigen Fall eine Hypothese (H) angegeben,
unter der man punktweise klassische Differenzierbarkeit von v(t, x) nachweisen
kann. Es handelt sich um die punktweise Stetigkeit von (e~'“vo)(x) in £=0,
voe C*(Q). Hat man eine Darstellung von der Halbgruppe (in L,(Q) oder C%(Q)),
so ist die Hypothese nachpriifbar. Wir haben diesen Weg hier nicht weiter verfolgt.

Mit Hilfe der Ergebnisse in der L ,-Theorie ([ 14]) beweisen wir die Differenzier-
barkeit von U(z, 7) v, fiir vye C(2) N L,(Q) oder voe C, (Q), &>a; sogar in t=1

+A@)v=F(v), v0)=v, (0.3)

fiir voeD(A' (1)), y>2—?n—. Bei semilinearen Problemen lduft die Frage nach der

Differenzierbarkeit in C%(€) mithin darauf hinaus, wann der Ausdruck
t
fU(L, ) F(s,v(s))ds  in D(A'*7(r))
/]

liegt. Dazu bendtigen wir eine Nullrandbedingung fiir F(s, v(s)). Da aber v(s) in
D(A) liegt, also D;vl,o=0 fiir |&|<m—1 ist, ergibt sich eine leicht nachpriifbare
Bedingung an F (welche fiir Q=1R" entfillt).

Fin einfaches Beispiel: A(t) sei von der Ordnung 4 und 2 sei unbeschrinkt.
Dann besitzt

‘(%‘ v(t, x)+ A1) v(t, x)=h(t, x) |/ |D; v(t, x)| [P o(t, x)|" + P —-1,

0(05 X)ZUO(X)o Div(ta x)l@ﬂ':oa |&|§17 I">0,

he C*([0, T], CL(Q)), 0<p, &<l (Dy=Ableitung 3.Ordnung) fiir hinreichend
glattes v, (weniger Regularitdtsbedingungen an v, als an die Losung) lokal eine
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klassische Losung. (In der Tat wird die Differenzierbarkeit in C%(€) nachgewiesen,
wobei o hinreichend klein ist.)

Es bleibt in diesem Zusammenhang noch zu untersuchen: Wie scharf sind die
Bedingungen an die Nichtlinearitdt? (Gegenbeispiel bei Nichterfiillung der Null-
randbedingung iiber unbeschriankten Gebieten?)

Die globale Losbarkeit hdngt aufgrund der méglichen Fortsetzung der
Ldsungen lediglich an einer a-priori-Abschitzung. Dies wiirde aber den Rahmen
dieser Arbeit sprengen.

1. Bezeichnungen und Voraussetzungen

QcIR” ist im folgenden ein (nicht notwendig beschrinktes) Gebiet, das, um
die Bezeichnung von Definition 1 in [3], S.28, zu verwenden, ,gleichméBig
regulir von der Klasse C*™+*“ ist. Grob gesprochen ist der Rand a0 eine (n— 1)-
dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit der Klasse C*™ je N verschiedene
Karten haben leeren Durchschnitt und die Holder-Normen ihrer Ableitungen
bis zur Ordnung 4m sind gleichmiBig beschrinkt.

WHQ), W;,’(Q)(1§ p=o0,lelNy) sind die (reelien) Sobolewrdume iiber Q mit
der Norm || [[, ;. _

Fir O0<a<1 sind C'**Q),leN,, die (reellen) Banachriume gleichmiBig
Holderstetiger Funktionen iiber 2 mit der Norm || |, ,. In ihnen werden folgende
Unterrdume definiert:

CL(Q):={ue C*Q), lim [ull ce(y =0, Q=2 {Ix|>k}},
k~ o0

CL(Q):={ue C'"**(Q), Dyue C*(Q), [&| <13

Dabei ist & ein n-facher Multiindex, &€ INg, || =Z$’=1 &. Die C.} “(Q), IeN,, sind
abgeschlossene Unterrdume von C'**(Q), also Banachriume. Fiir diese Riume
mit der Abklingbedingung gilt folgendes

Lemmal.1. C °°(§_): = {u|lue C*(Q), suppu ist beschrinkt} ist beziiglich || 1|4,
0<a’ <a, dicht in C%(Q) (supp u ist der Trdager von u).

Den Beweis findet man in [7].
Uber Q sei eine Schar von reellen Differentialoperatoren der Form
A=A, x,D)= ) as(t,x)D;

lgf=2m

definiert, fiir deren Koeffizienten wir folgende Voraussetzungen machen:

as(t, <) C2m+1+%(Q) (1.1)
as(t, )e C*(Q), falls Q beschrinkt ist, (1.1),
a;€ C*([0,T], C*(Q)), 0<p<I; (1.2)

der Zusammenhang zwischen o und g wird spiter angegeben werden.
Weiterhin sei die Schar A(z) gleichmiBig elliptisch:

M7HEPmS(—1)" Y ay(t, x) ESM[E)P™, xel, te[0, T], EeR™

ldf=2m
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Als Operator in L,(€) wird A(t) als 4,(¢) mit dem (von ¢ unabhingigen) Definitions-
bereich D(A4,)=W™(2)n W"‘(Q) bezeichnet.

Als Operator in C, (Q) hat A(t) den Definitionsbereich

D(A)={ue Cy"**(Q), Dyulao=0, |G| Sm—1}.

2. Resolventenabschitzungen

Um Spektraltheorie in den reellen Riumen L, () bzw. C%(£) betreiben zu
konnen, seien diese auf natiirliche Weise komplexifiziert und die (reellen) Opera-
toren A(¢) linear fortgesetzt.

Satz 2.1. Es existieren Konstanten ¢, Ay >0 derart, daf fiir alle

reA={eC, —3n—e<argl<in+te |2 = Ao}

die folgenden Abschitzungen gelten:

J

ZMI T2, ;S C (4,0 + Aul,e,  ueD(A,), @.1)

Al o +1A] 27 Nl 1A 2 el o < Co | (A(D)+ A
ueC*"+*(Q), Dyuln=0, |&|<m—1.

2.2)

Das Prinzip des Beweises fiir Satz 2.1 findet man bereits in [1] und die Uber-
tragung auf die C*Theorie in [16]. Es ist lediglich zu beachten, daB die dort
bendtigten a-priori-Abschitzungen auch fiir unbeschrinkte , gleichméBig regu-
lare” Gebiete gelten (s. [2], S. 668, [3], S. 44). Die Konstanten sind aufgrund der
Voraussetzungen iiber A(t) unabhingig von te[0, T].

Satz2.2. A liegt in der Resolventenmenge von — A,(t) und — A(t) fur jedes
te[0, T].

Der Beweis ist der gleiche wie in [7]. Fiir beschrinktes Q beweist man den
Satz zuerst fiir glatte Koeffizienten und durch gleichmaBige Approximation von
ag(t, *) durch C?™+!+“Funktionen kann mit Hilfe des gleichen Kompaktheits-
schlusses wie in [2], Th. 12.2, die Aussage auch fiir C*-Koeffizienten bewiesen
werden.

Durch Addition einer positiven Konstanten zu A(r), welche auf die Regu-
laritidts- und Existenzsdtze dieser Arbeit ohne EinfluB ist, kann erreicht werden,
daB3 die Menge

={/16(E

in der Resolventenmenge von ——/Ip(t) und — A(r) liegt und daB fiir Ae A die ver-
schirften Abschitzungen gelten (ze[0, T]):

UAI+ 1) Full p o+l 2m = s [[(A, (0 + Al 0,  ueD(4,), 2.3)

—%—s§argl§%+£}u {0}
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(1A1+1) ““||o+(|i|+1)l_% luallg+ (Al +c) 2™ [l 24)
<cs |(AO+Aul,,  ueD(A).

Im folgenden wird fir /Ip(t), A() wieder A4 (1), A(2) geschrieben.

Die Abschitzung (2.4) kann beziiglich der Exponenten nicht mehr verbessert
werden (s. [ 16]).

3. Halbgruppen und Evolutionsoperatoren in L,(£2) und C%(Q)
Die Abschitzungen (2.3), (2.4) und die Voraussetzung (1.2) liefern:
(45— 4,0) 4 6] 0 S c6 It —1P, (3.1)
[(A@)—A@D) AT () Scrlt—1lf, 0=t,1,s<T (3.2

(2.3) und (3.1) geniigen, dal —A,(r) fiir jedes feste te[0, T] eine exponentiell
abklingende holomorphe Halbgruppe e~*4»® in L,(©) und die Operatorenschar
einen ,,Evolutionsoperator“ (oder eine ,,Fundamentalldsung®) U,(r, 1), 0S 1<t T,
in L,(Q) erzeugt. Die Eigenschaften sind die folgenden: U, (t, 7) ist stetig in ¢ und t
(bez. der gleichmiBigen Operatorentopologie).

2 Uy(t, )+ A0 Up(t,)=0, 0Zt<i<T

at
Uy(r, 7)=1, (3.3)
NE |
lhllrrol ’F(Up(t+h, Hu—u)—(—A,[H)u) pgo-—-O, ueD(4,),
U6, 7) Uyr, )=U,(,s), O<s<t<I<T. (34)

Fiir jedes t€[0, T] konnen gebrochene Potenzen A4}(f), yeR, gebildet werden

und der Zusammenhang mit der Halbgruppe und dem Evolutionsoperator ist der
f :
OIS gy e A0 g Segl) e, o3
145(8) Uplt, Dl 0 Sco(y) e 242 (t—17)77, =0, 6>0. '

P p j

Alle diese Aussagen findet man in [14] bzw. [6] bewiesen.
In [7] hatten wir gezeigt:

D(AXD)=W3(Q), s<2my, 0<ys1; (3.6)

dabei ist W;(Q)=(L,(€), W,(2)),,» s=01, 0<f<1, der Interpolationsraum (die
Definition ist unabhidngig von ). Zudem ist die Einbettung stetig, wenn man.
D(A}(1)) mit der Norm | A}(1) - ||, o versieht.

Fiir spitere Zwecke bendtigen wir

Satz 3.1. Es gilt algebraisch und topologisch fﬁr 0<s=2m

We(Q)=D(AL(0), y<=— 2 , te[0, TT;
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dabei ist Vi/;(Q)=(Lp(Q), VZ‘(Q)),,,I,, s=9l#%+ganze Zahl, [eN.

(Die Definition ist unabhingig von [; dies beweist man wie in [9], Th. 11.6, mit
Hilfe von Prop. 5.1 in [12] und den Ergebnissen in {11].)

Beweis. Wir benutzen eine Darstellungsformel aus [4] fiir die gebrochenen
Potenzen A}(1):

Es sei 0<y<1. Dann ist ue D(A)(t)) genau dann, wenn

o0

fle O —Dus71ds
4]

in L,(Q) existiert; weiter ist dann

A u=

—sAp(t) __ —y—1
i) f( Dus ds.

Wir verwenden ebenfalls (s. [5], S. 194):
0 ds\1
(L@, D(Ap))e,f{m g o { {570 Ie™>40 =Dyl o <7 < oo}.
0

Der Ausdruck in der Klammer definiert eine Norm auf (L,(2), D(4,))s,,- (D(4,)
kann durch | |, ,,, normiert werden.)

1
4308l 0 S [ W0~ Dul o571 ds
éc“’{f ”(e_“"(’)—ﬂullp,os‘“ds+nunp,o}
0

1 X
gcu(e){( 7 =0 =Dl o <2)7 + nun,,,o}

0
SO lull@w, @, pepns, > 0>7-

Es gilt die stetige Einbettung VT/I,Z’"(Q)CD(A‘,), woraus aufgrund des Interpola-
tionstheorems ([ 5], S. 180) folgt:

(L (@), W2™@))p, , < (L,(2), D(A,))s.

Bemerkung Fiir p=2, m=1 kann unter Ausnutzung von Wj(Q)=W;(Q) fiir
<1 (s. [9], Th. 11.1) gefolgert werden:

WE(Q)=D(45(), 7v<i,
und mittels (3.5):
le ™ Pull, s Se v ull,,,  ue WH(Q).

Die Verallgemeinerung unter Verwendung von WS(Q) W3 (Q), s<~— (s. [11],
Th. 1.1), liegt auf der Hand.

Im folgenden wird gezeigt, dall die Resolventenabschitzung (2.4) und (3.2)
geniigen, dal —A(f) in C%(Q) einen Evolutionsoperator U(t, 1) ,,erzeugt®, der
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analoge allerdings schwichere Eigenschaften als U,(t,7) in L,(Q) besitzt. Auf
(Q)mLp(Q) sind U(z, 7) und U,(t, 7) die gleichen Operatoren.

Zunichst sei te[0, T fest. In [7] wurde gezeigt, daBl vermoge

[ (AO+A) T udl=eT10y,  ueCLQ) (3.7)

i

(I" berandet A =€) eine Halbgruppe in C% (Q) definiert wird mit folgenden Eigen-
schaften:

e ™0 ist fiir >0 stetig (bez. der gleichmdBigen Operatorentopologie) und
fiir >0 gilt:

7‘id_e—um)uz —AM ey,  ueCi(Q), (3.8)
T
He—rA(t)u”aécla e—ér T—m, ’E>0, 6>0. (39)

Fiir y >-% kénnen durch
2m

1 }O =40 =1 gr — 4-7(p) ’ (3.10)
I'() o

und A"(t)=(A7"(1))~", D(47(t))=R(A4 (1)), gebrochene Potenzen definiert werden,
welche fiir yeZ mit den iiblichen Definitionen iibereinstimmen (s. [7]).

Weiter gilt:

AR u= A1) A" 2 Qu,  7,> ,y1>y2+—%, ue D(A(z)). (3.11)

*
2m
Den Zusammenhang mit der Halbgruppe liefert die Formel

AV(t)e—fAm—L J(=ay AW+ y> ok (3.12)
F

(I berande A und re <0 fiir AeI";(—A) liegt auf der Riemannschen Fliche,
die durch (—2)’eR_ fiir —AeR, geht. Den Beweis von (3.12) findet man am Ende
dieses Abschnitts.) Daraus erhilt man die Abschitzung

|4°@) e O] Serslp) et 2, >0, (3.13)

A7(1) e7™ @y ist fiir 7> 0 stetig und es gilt A7(1) e 1O 54O 47(p),
Es sei an dieser Stelle bemerkt, daBl D(A4) beziiglich der | ||,-Norm dicht in
D(Ay(t)),y>%, ist. Dies erkennt man aus (3.10) und der Tatsache, daB3 der

Integrand in D(A) liegt. Insbesondere heiBt das:

[v4
—0 fi v o
a0 tir ueD(A’(1)), 7>
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Das Analogon zu Satz 3.1 ist

Satz 3.2. Es sei 2a<s —%. Dann gilt algebraisch und topologisch:

n
s—o——
o p

W@QeD(A), 5 —<p<—s-

Beweis. Fiir ueW;(Q) folgt zundchst aufgrund der Einbettungssitze in [13]:
ue CL(Q)n L(8). Es ist sowohl A(1)e™"*Pu als auch 4,(r) e~**®y formal durch
(3.12) definiert, wobei die Konvergenz des Integrals beziiglich der | |,- und der
Il I, 0-Norm gesichert ist. Ein SchluB aus der Integrationstheorie liefert:

A e MO u=4,(e Oy, >0.
(Dabei ist zu beriicksichtigen, daB (A(r)+4)~'u=(4,()+4)"u gilt) Wegen

Il Zcys vl s rx+§<s (s. [13]) und (3.6) kann man also abschitzen:

— 4]
lA@ e *Oul, < ciq 4,10 e Oull, o, 2my; >a4+—,
P

_ _ N
=Cig “A;+Y1 Yz(t)e 1:AP(E)A})Jz(t)u“p,0> y2<5n‘9

wegen Satz (3.1)
Sepp e TR AR U,

Scige TR wegen Satz (3.1).

P8

Dabei ist 2my3<s—oc——n~.
p

Weiter ist

o)

[lA@) e 4 Oul, ot dr<cyo full,,s
0

mit y,>1-y,, dh. 4 77(t)eD(4) oder — wegen (3.11) — ueD(A' 7*(r)). Mit
y=1—1y, erhdlt man auBerdem [ A*(Q)ull,=cy0 lull, -

Satz 3.3. a) Ist Q beschrinkt, dann gilt algebraisch und topologisch

- kta—
C*(@) Dl =0, I SK D), 5m<y <,
k=0,...,2m—1.
b) Ist Q unbeschrinkt, so gilt
g - o k+x—20o
C]:k+ (Q)m{ulDiulaﬂzoa ‘alék}CD(Ay(t))a 2—n;<y<7_7
k=0,...,2m—1.

Beweis. a) Wegen Prop. 2.7 in [10] und Prop. 5.1 in [12] gilt fiir jedes p>1:

- . 1
CH+3(2) A {u| Dyl =0, 7] Sk} = WH(Q), k+?<s§k+&—£.
P
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1
(Dabei ist p so groB gewihlt, daB ' < ist.)
T
Aufgrund von Satz 3.2 ist W3 (Q)<D(A(1)) mit

2
2my<s—l~oz§k+&—oc—l.
p p

Fiir p — oo folgt die Behauptung.
b) Sei zundchst ue C*(Q) und Dyul,o=0, @<k Da ue W+ (Q) fiir jedes
p>1ist, folgt wegen Satz 3.2:
k+1—ua

o
ueD(A”(t)), ﬁ<’y< m

k+1-2 —
Da A*(t)u= A}(t)u gilt und folgendes Integral fiir y < +21 - x in CL(Q) konver-

giert (s. Satz 3.5), erhélt man fiir dieses u die Darstellung:

1 o0
A (Hu= e _Nus—714s
=T d ¢ )

(s. Beweis zu Satz 3.1; obiges Integral wird bez. der | ||,-Norm gebildet). Wiederum
unter Beriicksichtigung von Satz 3.5 erhilt man

47 @)l S 21 (max e~ 40— Dufys 7+ ul.)
. . _k+1-2a . .
mit y<¥ <T' Sel nun u=u; +u, mit

u € C4(Q):={ue C:(Q) |ulsp=0} und u,eD(4).
Dann ist

e 4D ~Duy |, <cpps 2™ llug |, se(0,1],

le™*4O—Duy |, Sczss 2™ |A@Dul,,  se[0,1],
<cCy4 s luzlomee  (s. Lemma 3.4).
Somit erhilt man

4O ul, Scxs(mas (K(s.w)s” 2"} +ul.),

wobei K(s, )= inf(Jugf, +5 3] o) ist

Aufgrund der K-Theorie der Interpolationsrdume (s. z.B. [5], S. 1651f) erhiilt
man daraus:
. o (A" (Dull,Zcz6 ||M“(é,z(rz),D(A))@,Do
mit 6= +—.
2m
Nun ist C2™**(Q):={ue C2"+*(Q)|D;ulse=0, |&| <2m} stetig in D(A) ein-
bettbar, so daB weiter folgt:

A" ull,=cy ””H(ég(é),égmwa?))s,w > 62? +o—.
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Wir miissen nun zeigen: ue(C4(Q), C2"**(Q))y, -
Die Vorgehensweise entspricht der in [10] und [11]. Wegen der Glattheit des
Randes 0Q ist die Fortsetzung durch 0 aulerhalb von Q

ﬁ(x)z{u(x), xeQ ~
0, xeR"\Q2
stetig von CX+*(Q) in CX**(R"), 0<a< 1.
Wie in [15] angedeutet, zeigt man fiir [eN
sup |D20) =Dy ()
x¥y lx—yl*

(CIR™), CL(R")g, o ={u€ CL(R7) <o, |07|=k}

mit @l=k+o, 0<a’ <1. Die Norm auf diesem Raum ist dquivalent mit [ ||, .
Die Interpolationsungleichung (s. z.B. [2], S. 657) liefert dann

(CoR™, CL(RM)g o, = CET*(R),  O<a<a'<l.
Durch Interpolation erhélt man aus dieser (stetigen) Einbettung:
((CS C2™ oy, 05 (€25 C2™ oy, ), 0 = (Cs CL7 o,
mit 6, 2m+1)=o/, 8,2m+1)=2m+o/, und schlieBlich:
(C?ka Cim+1)9', o0 C(C::a Cim+a)6, o0

I

. 2
mit 9’:(1—9)91+992=2m°‘+1+92m’jl.

Fiir unser ue C(Q) N {u|Dyul,n=0, |&| <k} ist

Ae(CO(R™), C2+H1(R")y, , mit OQ@m+1l)=k+o, O<a<o'<l,

und aus obiger Inklusion erhdlt man:
18 ez ey, c2m + 2 (Reyye, 0 = €28 |8l o ey, c2m 1 (R0 o
Scro liHlirar=cso lUlisa-
Nun existiert eine stetige lineare Abbildung
Q: Cir*R" - CH Q) (I£2m)
mit Qi =u, ue C"*(Q) (s. [10], S. 78).
Durch Interpolation erhélt man fiir unser u:
u=Q1e(C3(D), C" (@,
und
lull s @), é2m+=@pe, » = €31 [l e, c2m*=@mo,
Scap lullgsa
mit k+o'=0'2m+1)=0'+02m, O<a<a'<1.
Das ergibt endlich

(A Oull,Scss lullprw, k+o'=o'+2mf+o>20+2my.
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Sei nun
ue C-+4 Q) {u|Dsulo=0,1%| <k} mit 2a+2my<k+a' <k+3.

Durch leichte Modifikation des Beweises von Lemma 1.1 zeigt man, daB man u
durch Funktionen in C®(Q) N {u|Dsu|,o=0, |&|<k} in der || ||, +w-Norm approxi-
mieren kann. Das ergibt schlieBlich wegen der Abgeschlossenheit von A?(f) die
Behauptung b), q.e.d.

Die Singularitdt von e **®y in =0 verschwindet, falls man u ,reguldrer
macht (insbesondere ist wegen e~"*® ye D(4) fiir alle >0 fiir die Stetigkeit in
7=0 notwendig, daf} u,, =0 ist). In [7] wurde gezeigt:

Iilr{)l le " 4P u—uf,=0, ueD(A). (3.14)

Mittels dieser Stetigkeitseigenschaft (3.14) und der Existenz von A ~!(f) kann man
beweisen (s. [7]):

Lemma 34. Es sei 0<r<t; dann ist {Te~ 940y dse D(A) fir alle ue C%(Q),
— A [fe 90y ds=e~ 40Dy _y
K :

Dieses Lemma impliziert sofort wegen (3.11):

Satz 3.5. Es sei ue D(A’(1)), —2% <y<l —5%; dann ist

e 40u—ul,Scso 7 7 [ Wull:

—~hAW),,
lim —'C)_hu—u—(—A(t)u) =0, ueD(A'T@), y>——.

M 2m

Bemerkung. Die Halbgruppen e *4%, definiert durch (3.7), wirken, einge-
schrinkt auf die reellen Rdume C%(Q), in diesen und alle Abschitzungen und
Eigenschaften bleiben erhalten. Das gleiche gilt fiir e ="##® in den reellen Riumen
L,(9).

Als nichstes konstruieren wir den Evolutionsoperator U(t,7) in C%(€2). Die
Konstruktion verlduft vollkommen analog zu der in [14] bzw. [6].

PR .
Abkiirzend wird o =4 gesetzt und > g vorausgesetzt. Im Laufe der néchsten
m

Beweise ergeben sich weitere Einschrinkungen fiir a bzw. .
Oft bendtigt wird die Interpolationsungleichung

v+a _y+a

A Oul,Sess |A@ulL fuls” ° ueD(4°(1)), (3.15)

a<y, y+a<d, die man wie in [14] bzw. [6] beweist.
Ausgehend von

O (t, )=(A(1)—A() e~ 240, 0Zr<i<T,

1
D1 (6, 0)= [ Bt 9) By(s,7)ds, k=1,
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zeigt man induktiv mittels (3.2) und (3.13)

Nk
(6, Dl S 2 BV sy _y-tra-a),

I{k(f—a))

woraus dic Konvergenz der Reihe

S @y(t, 1)= b, 7)

und mit ¢;, =¢34 (B —a) und §, >3, r=pf—a, die Abschitzung
1D(t Y= cs8(d;) eI — )t +F e (3-16)

folgt. Durch Addition einer weiteren positiven Konstanten zu A(f) kann erreicht
werden, dafl 9> 6, > c}7 ist. Dies wird aber im folgenden nicht bendtigt.

Fiir ue D(47(7)), a<y<1—a, y=1, zeigt man induktiv

I'(B—a)'I(—a+y)
I'(k(B—a)+7)

126, Dull.=c5s (t—r) "t =D L ()ul),

und damit
D@, DYul Zeaolt—1) HH4 | A7 (D) ull,. 3.17)

Mit Hilfe von @(¢, t) wird nun fiir 0< 1 <t < T definiert:
t
Ult, 1)=e~ ¢ 040 4 [o=(=940 ¢(g 1) ds. (3.18)
Satz 3.6. Fiir 0<t<t< T gilt

U, T)IC;':(Q)mLP(Q) =U,(t, T)ICQJ(Q)ALP(Q) )
U, )U(r,s)=U(t,s), OSs<t<t=T.

Beweis. Sel ue C‘;(Q)mLp(Q). Dann ist U(t, ©yu und U,(t, t)u definiert. Die
Konstruktionen sind formal die gleichen; bei den Grenziibergingen existieren
die Grenzwerte sowohl in der | |- als auch in der || ||, ,-Norm und sind somit
gleich.

Zum Beweis der Halbgruppeneigenschaft von U verwenden wir, dal3 C*(Q)
beziiglich einer | ||,-Norm, 0 <« <o, dichtin C%(Q)ist,daB C*(Q)< CL(@Q)n L,(Q)
ist, daf3 (3.4) fiir U, gilt und da U(t, 7) fiir £>> 7 ein beschrénkter linearer Operator
beziiglich der || ||,-Norm ist (s. Satz 3.7).

Aus der Definition und den Eigenschaften von &(z, 1) folgt

Satz 3.7. U ist beziiglich der gleichmdfigen Operatorentopologie in t und t stetig.
Fiir t| 7 besitzt U eine Singularitdt:

10 Dl =caolt—1)77 (3-19)

A UG D Sear(t—1)77 2, a<y<1-2a. (3.20)

Ist §—0,>0, so kann [|U(t, 7)||,Scqyp e 2D (t—1)7% 6,>0, bewiesen werden.
1
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Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts stellen wir Eigenschaften von U zu-
sammen, die wir bendtigen werden.

Wegen Satz 3.5 und (3.17) erhélt man
Satz 3.8. Es sei ue D(A’(v)); dann ist

U@ Du—ul,Scas(t—1) " |A"(Dul,, a<y<l-—a;
[A@) U, D) u— A" (Dul,Scaa(t—1° 7 |A°(D)ul,,
a<y<l—2a, y+a<dé<l—a, ueD(A%().

Die Abschitzung (3.20) gilt auch fiir y=1. Dazu benétigt man allerdings
einige Lemmata.

Zundchst zeigt man wie in [14]:
t
D1, 1)=d, (1, 1)+ | (2, 5) D(s, 1) ds. (3.21)

Unter Zuhilfenahme von Lemma 3.4 zeigt man wie in [ 14] bzw. [ 6]:
Lemma 3.9. Fiir 0<t<s<t< T, ne(a, f(1 —a)) gilt:

”d)([, T)_‘ @(S, T)”a§ C45([~S)B(1 _")_"(S_T)'I—l —a

Weiter folgt in analoger Weise:
Lemma 3.10. Fiir t1>0,0=Zs,1,En<T, 0,>0ist:

e~ ™A® _o=t4O <, oSt p=3aqrgpf
(A (e O —e O, Seyq e T e —s),
14@) (e O —e ) A~ ), Scpg e T3 15/ .
Durch die Zerlegung
AQ U, 7)=A()) A (1) A(r) e 7940

+ I AQ) ATH(s) A(s) e D(s, 1) — (L, 7)) ds
+ fA(é’)(e‘(t—S)A(s]__e—(t~s)A(t)) &(1, 1) ds (3.22)
FA@ e 910 0, 1) ds

erhilt man schlie3lich
Satz3.11. Es sei 3a<f<1,0=51<t< T, dann ist

IAQUE DlaScaot—0) 7% £e[0,T].
Die Zerlegung (3.22) zeigt auch

Satz 3.12. Fiir festes &, te[0, T] ist A(&) U(, 1) in (z, T stetig (bez. der Opera-
tortopologie ).
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Mit den bekannten Abschédtzungen zeigt man &halich wie in [14] bzw. [6]:
Lemma 3.13. Es sei 0= t<t< T, 3a<f<1; dann ist

1T, 7)—e =249 S eso(t =) 32,
AU, 1) ~e ¢ 40) | Sesy (t—1) 1 P73 Ee[[0, T].
Mittels Lemma 3.4 folgt dann

Satz 3.14. Es sei 0 r<t< T; dann ist

1 —_—
(U, ) udseD(A) fiir alle ue Ci(Q),

AQ[U suds|| Scs,(1+(E—r)"") Jull,.

o

Schliefilich bendtigen wir noch
Satz3.15. Esseia<p, a+9a<1,y+4a<f<1; dann ist

|AEUE+h1)-U(t, )| Scsa(t—1) 020 pf-r—4a,
mit h>0 (0 geeigner).
Beweis. Zunichst wihlen wir zwei HilfsgroBen #, 6 > a mit
y+3a<y, n+da<d<l-—-2a
und zerlegen (s. Lemma 3.4):
A@U@E+h1-U(, 1)
={A"(E)(U(t+h, t)—e "4 +M) 4-2(1)
h
—AE) A 1+ h) e ds
0
h
+ A fA(+hye AP ds (A2 (c+ ) — A°(D)} A U, 1)
0
= {Sl +S2+S3} Aé(t) U(t, T).
Es gilt:
1Syl Sesqahf777%  (vermége (3.15), Lemma 3.13)),
ISl =Scss h®7772  (vermdge (3.15), (3.13)),
h
Sy= [ A7(E) A Mt +h) e AP ds ATt +h)(A (1 +h)— A74(1)).
0

Mittels (3.15) und Lemma 3.10 erhélt man:

A" +m) (A2t +h)— A7) Scse f e v 214 ds hF,
0
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und schlieBlich

h
[ A7(8) A 1+ h) €54 g

0o

n—y—3a
Sciq h .
o

Anwendung von (3.20) liefert schlieBlich das Ergebnis.
Korollar 3.16. Es sei fe C([0, T,], C‘;(Q)), te(0,Ty), h>0,t+h=<1T,. Dann gilt:

t+h t

6‘ A EUE+h,s)f(s)ds— gAy(f) U(t,s)f(s)ds

<csg W7 * max || f()],.
Scsg max I £ (5)l

a

Es ist noch die Frage nach der Differenzierbarkeit (bez. ¢) von U(t, t)u in C; Q)
offen. Wir gehen hier den Weg iiber die L -Theorie. (Es ist noch nicht kiar, ob dies
aus beweistechnischen oder aus wesentlichen Griinden geschieht.)

Auf 8. 26 in [14] wird hergeleitet:

% [A7(8) Up(t, D)1= — A5(8) A,(0) Uy (2, ) (3-23)

0 . L
fir0<7<B,0=t<t=T (W = Differentiation in LP(Q)) .

Unter Beriicksichtigung von Satz 3.6 erhilt man:

n
o+—
Satz 3.17. Es sei Zmp <B<1 und ue CL(Q) L,(Q) oder ue CL(Q), a<a<1.
Dann gilt in C, (Q):
—Cf?t— U u=—A@) U, D fir 0St<i<T. (3.24)

Beweis. Es ist fiir ue C%(Q) N L,(Q):

N% (U(t+h, u—U(s, Dyu)—(— A@©) U(t, 1)u)

¢4

<cs, —}11— (Ut +h, u—U,(t, yu)—(— A, (t) U,(t, )u)

n
, oa+—<s,
D5 p

Zcgo —:I—Af,(f)(Up(t+h, Du—U,(t, )u) —(— ANE) A,(2) U, (¢, D)u)

s
po

s<2m?y,

e fir |h|£6d(e), falls < p.

Durch Approximation von ue C%(Q) durch Elemente in C*(®) in der || [|,-Norm
folgt der zweite Teil der Behauptung.

Ist « hinreichend klein und p hinreichend groB, kénnen diese und die folgenden
Bedingungen erfiillt werden.
10 Math. Z,, Bd. 142
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Mit Hilfe der Differenzierbarkeit zeigt man wie in [14] bzw. [6] die Identitét
in CL(®) (s. dazu auch Satz 3.5 und 3.8):

Ut, 1) A~%(&)v

=e 40 Ao+ f e~ =940 [ A(s)— A()] U(s, 7) A~°()v ds (4.25)

ve C2(Q), 2a<é. (Wie in [7], Satz 5.7, zeigt man 4 ~°(¢)ve CL(Q) fiir ein &> q;
auBerdem ist A~°(§)veD(A’(v)), a<y<d—a.)

Satz 3.18. Es sei ue D(A' *7(t)), a<y, max (3 a5 np) <pB<1. Dann ist
m
. 1
Lllné 7(U(t+h, Hu—u)—(—A@u)| =0, te[0, T].
Beweis. Wir zeigen zuerst
1tilm AU, t)u—A{t)ul,=0, ueD(A'*(1)). (3.26)

Dazu setzen wir u=A " ~7(t)v und erhalten vermoge (3.25):
AQ Ut Yu— A u=A(t) e " 24041V ()p—- A7 (7) v

+ th(r) e~ VAT A(5)— A(D] U (s, 1) A T (1) vds.
Wegen ‘
1A UE Y A () vll, S e (=)l
+Co2 J"t(t—S)_l‘“”HA(C) U(s, 1) A~ "(z)vll ds
ergibt sich: '
14O U (¢, Yu—A@ull, S| A(O)(e™¢ 940 — e~ D4 4= 10 (q) p],
+cg3lle TP AT () v— A7 (D],

+Cs4I(t_s)_l_aw(s—f)_ads el

T

woraus wegen Lemma 3.10, Satz 3.5 die Behauptung (3.26) folgt. Durch Integration
von (3.24) (unter Beriicksichtigung von Satz 3.8) erhalten wir

h
Ut+hu—u=— [A@t+s) U(t+s, tuds,
0
was wegen (3.26) die Behauptung des Satzes beweist.

Satz 3.19. Es sei ue D(A7(1)), 2a <y <1—a, max (2 a, a—l—z—:;) < fB<1. Dann ist

jz Ult, s)yudse D(A* *7(1))
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und

Sces(L+ (=) ") A" O ull,

@

A“"(t)fU(t, syuds

Beweis. Man setzt u=A""(t)v und erhilt wegen (3.25):
t
IAOUE Duli S cge(t—1) 1 o]l +coq f (t =) P | A(s) U(s, tull, ds;

daraus folgt zunichst die Abschitzung
IAQ U, Dull, S ces(t—1) 717l
Erneute Anwendung von (3.25) ergibt schlieBlich

U(t, jueD(4' (1))

und
t

J A7 (O UG, D) S o (6= 1)1~ 0]l + c0 J (t—=9)"1 7 =28 (s—7) = +7=4ds o],

Seq{t—97 o,
Entsprechend ist
AU u—e™240u) | Zcpy t—1) 7 24 o,
so daB zusammen mit Lemma 3.4 die Behauptung folgt.

Beweis von Formel (3.12) (nach einer Idee von S.Nercissian). Sei Ae T, re <0
und [;={—tA{teR}. Dann ist

[e?z"'dz=TI(y), y>0.
T,

Dabei ist 27~ auf der Riemannschen Fliche, die durch 27 *eR , fiir zeR, geht.
Der Beweis benutzt den Cauchyschen Integralsatz. Sei nun y>a:

o0

j' —(s+71) A1) Sy —1 dS
O

A —y(t)e—fA(t) _

-5 fzij M 9(A()+7) " dis 1 ds
0 lp

_T"LZ_“ [ (A@+2)7? fes"sy‘ldsdl

— 1 1(_/'{)_)’ y—1

_%rj (A +A)~ T6) F{ezz dzdl

=2~n—irjj(—i)—ve“(A(t)Jnl)—ld/l.
Unter Verwendung von
(= A )(A@D+A)
=— (=D TATHO—(—AF2ATFH() —AT O+ (A(O+A),  keN,
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folgt zundchst e 4O ue D(A4*(1)), und schlieBlich ergibt sich wegen
ATHD) A (W) e T yu=A"* D40y y<k—q,

die Formel (3.12).

4. Existenzsiitze fiir nichtlineare Integralgleichungen in L,(£2) und C (2)
Ist f Holderstetig, so weifl man, da3 das Cauchy-Problem in L (Q)

d .
-dlt’—+A,,(t)u= 10, v(0)=1,

mit der Integralgleichung

v(t)="U,(t,0)vo+ jt U, (L, 5) f(s)ds
0

dquivalent ist (s. [6]). Da wir semilineare Probleme
dv

dt

16sen wollen, ist es natiirlich, Integralgleichungen der Form

+A4,(Ov=F(,v), v0)=0, (4.1)

t
v(t)=U,(t, 0) vo+ | U, (1, 5) F(s, v(s)) ds 4.2)
0
zu betrachten. Die Substitution A%(0)v=u liefert:
t
u(t)=A5(0) U,(t, 0)vo + | AL(0) U,z s) F(s, 4,7 (0)u(s)) ds. (4.3)
¢

Aufgrund des Abschnitts 3 ist es klar, daB wir uns beim Studium von (4.3) nicht
auf L (Q) beschriinken miissen, sondern diese Integralgleichung auch in C ()
untersuchen kénnen. Um beide Fille gleichzeitig zu bekommen, sei E im folgenden
ein reeller Banachraum mit der Norm || || und A(¢) und U{t, 7) seien eine Opera-
torenschar und ein Evolutionsoperator in E mit den Eigenschaften von A(f) und
U(t, 1) in C%(Q). (A,(2) und U,(t, 7) besitzt natiirlich auch alle diese Eigenschaften
in L,(Q).

Wir betrachten in E
u(t)=A"0) U(z, 0)vy + f A*() U(t, s) R(s, u(s), u(s)) ds, (4.4)
wobei wir fiir R voraussetzen: ’
R: [0, TIxExXE—E

(1) ”R(t’ v, ul)“R(ta v, uZ)H éﬁd ”ul _uzn » te[oa T]a Hui”a “U” éda i= 17 27
(ii) R(t,~,u) ist fiir jedes te[0, 7] und jedes ||u| =d vollstetig in E, 4.5)
(iii) R(*,v,u) ist fir ||o[|, [|ul| £d gleichmiBig stetig, d.h.

”R(tl’ v, u)_R(t27 v, u)“ §87

sofern ||t; —1,]| S d(s), fur alle o], [jul =d.
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Wir erhalten damit

Satz 4.1. Es sei a<y<1-2a, y+a<d<1—a und vye D(A°(0)). Dann besitzt
(4.4) eine Liosung ue C([0, Ty], E) fiir ein geeignetes T, >0.

Der Beweis stiitzt sich auf drei Lemmata:

Lemma 4.2. X sei ein Banachraum, V: X x X —» X sei eine Abbildung mit den
folgenden Eigenschaften:

a) Vo, u))— Vo, ulx Spalls —usllx, pa<l, |ully, WIxSd, i=1,2.

b) V(-,u) ist vollstetig fiir jedes |u| y =d.

1V, 0)l
~Pa

c) Es existiert ein d>0, so daf3 <d fiir alle vy <d ist.

Dann gibt es einen Fixpunkt u=V(u, u) in X.
Den Beweis findet man in [7].
Wir wenden Lemma 4.2 auf die Abbildung

Vv, u)(t)=A(0) U(t, 0)vy + ft AY(0) U(t, s) R(s, v(s), u(s))ds,
6 (4.6)

te(0, T,l,  V(v,u}(0)=A"0)v,
in X =C([0, Ty], E) an. Dazu dient:
Lemma 4.3. K sei eine relativ kompakte Menge in E. Dann ist die Familie
{AOVUC,s)ulueK}  auf (s, T]
bzw.
{A'O U, )ulueK}  auf [0,t)
gleichgradig stetig.
Der Beweis stiitzt sich auf die Umkehrung des Satzes von Ascoli-Arzela
und ist dhnlich wie in [7] zu fithren.

Lemma 4.4. Die Abbildung (4.6) geniigt den Voraussetzungen von Lemma 4.2
in X = C([0, Ty1, E), versehen mit der Maximumsnorm (T, hinreichend klein).

Der Bewelis erfolgt durch Ubertragung des Beweises in [7], Satz 2.2, auf den
zeitabhingigen Fall.

Fiir T, erhdlt man folgende Bedingung:

Wegen (4.5)(ii) und (iii) ist [|R(s, v, 0))| S R, fiir se[0, T] und |jv]| <d. Satz 3.8
liefert |A7(0) U(t, 0)voll S 7511 A%(0) vo |, te [0, T]. Mit d> ¢4 [ A*(0)v,ll = A, ist

(1 =y +2a))(d——-AO) ]1/(1 —(v+2a))}
Ca1 (Ry+dp,) .

To=min{T, [ @7)
Wir werden jetzt einige Eigenschaften fiir jede Losung der Integralgleichung
{4.4) herleiten:

Satz4.5. Es sei a<y, y+9a<1 und y+4a<B<1. Dann ist jede Lésung
ue C([0, Iy], E) von (4.4) in jedem abgeschlossenen Intervall [0, T,], 8>0, gleich-
mafiig Holderstetig mit einem Exponenten 0<5,<f—y—4a.
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Der Beweis ist klar wegen Satz 3.15.
Im folgenden wird R(t, u, u)=R(t, u) geschrieben.
Satz 4.6. Neben (4.5) erfiille R
[R(ty, uy) = R(ts, up)l Scqqld) {1ty —1,0% + lluy —uy %}, (4.8)

lu;ll Sd, mit a<ds, a<d,06. Ferner gelten die Voraussetzungen von Satz 4.5.
Dann folgt fiir jede stetige Losung u von (4.4):

v(t)=A""0)u(t)eD(4), tel0, T,],
und
A(&veC((0, L] E) (¢[00, T fest).

Beweis. Es ist

v(t)=U{t, 0) v, + th(t, ) R(s, u(s)) ds
0
=U(t, 0)v@)+ [ UL s)R(s,u(s))ds, 0<O<t.
/]

Der erste Summand ist fiir te(6, T, ] in D(A) und der zweite wird wie folgt zerlegt:

ftU R(t, u(r) ds—j U(t, s)(R(¢, u(t)) — R(s, u(s))) ds= S, (t) + 5, (2).
9

Wegen Satz 3.14 ist S, (t) in D(A4) und aufgrund der Abschédtzung
A& U, )(R(z, u()) — R(s, u(s)))]| S c75(t — )7 74 ((t — 5’5 + (£ —5)*+%) (4.9

und der Abgeschlossenheit von A(¢) ist auch S, (¢) in D(4). Die Stetigkeit von A(£)u
folgt aus Satz 3.12, obigen Zerlegungen, der Stetigkeit von R(t, u(¢)) und der majori-
sierenden Abschétzung {(4.9).

Satz 4.7. Liegt jede stetige Losung von (4.4) in D{A®~7(0)) (y, 6 wie in Satz 4.1),
dann besitzt (4.4) eine stetige Ldsung in einem maximalen Existenzintervall [0
wobei gilt:

3 max)

TliTm lu@)| =00, falls T, <T ist.
t max

Bemerkung. Das ist insbesondere unter den Voraussetzungen von Satz 4.6
erfiillt.

Beweis. Wire |u(t)|| £ M, te[0, T,,,.), dann konnte man unter Verwendung von
Satz 3.15 und Lemma 4.3 zeigen, daB fiir jede Folge t,1 Tay {ult,)} eine Cauchy-
Folge in E ist, und somit die Losung von (4.4) in T, stetig ergdnzt werden kann.
Dann konnte man sie gemdB Satz 4.1 noch iiber T, hinaus fortsetzen, indem
man lokal fir t>1T,,,

t
1(0)=A"0) U(t, Ta) A7)t Tope) + | ATO) U(t, 5) R(s, 1i(s)) ds

Tnax

16st. Das widerspriche aber der Maximalitdt von T,

max -
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5. Regularitiitssatz fiir semilineare Evolutionsgleichungen in L ,(£2)

In diesem Abschnitt wollen wir semilineare Evolutionsgleichungen der Form
(4.1)in L,(2) betrachten. Dazu miissen wir zuerst angeben, welche Nichtlinearitdten
F wir zulassen, um die Ergebnisse in Abschnitt 4 anwenden zu kénnen. Wir
iibernchmen dic Ergebnisse in [7]:

Satz 5.1. Es gilt algebraisch und topologisch D(A}(0))= W3(Q), s<2my, oder
die Abbildung Dso A;7(0) ist stetig von L,(Q) in W;"a'p(Q)fﬁr ld| < s<2my.

Satz 5.2. Die mefbare Abbildung f: [0, T]x2xR"—-R, N=N, +N,, habe
folgende Eigenschaften:

tl) !f(tla X, U, u) —f(tZs X, U, M)I :<: !Cd’(x)l !tl -t2|p7 0<.0 < 15

Ny N,
fiir o] = 3 o], Jul= ) W|<d, creL(Q), xeQ;
i=1 i

i=1

(ii) (& xp, v, w)— f(E, X5, v, W] S ha (X)) — ha (x5)],
fir o], [u| =d', hy e L,(Q), f(1,-,0,0)e L,(£2), te[0, T];
Ny )
(lll) }f(t:' X, Uy, u) _f(ts X, U3, U)| é Z |gtli' (X)| }Ui ——ULZ!piy
i=1
0<pi< 17 !U|, |ui§d,: gé'eL pr (Q)D XEQ, te[(); T]’
=5
p N2 . .
(IV) ]f(ta X, U, ul)——f([’ X, U, uZ)! §C76 (d/) Z !ull _uIZ!7
i=1
Wi, [ul <d', xeQ, te[0, T].
2m—1

o™ +§%I;<y< 1. Dann geniigt R(t, u)=F(t, A;V(O)u) mit

F(t,0)=f(t,x, Dzv, ..., Dz, v), |8]S2m—1, den Voraussetzungen (4.5) und (4.8)
in L,(Q) mit 65s=p und s =min(p;).

Ferner sei p>n und

Man zeigt nun wie in [14] bzw. [6] unter Beriicksichtigung von Satz4.1,
Satz4.5 und Satz4.7

2m—1
Satz 5.3. Es sei p>n und n "

> +m<ﬁ, o<1 (B in (1.2)) und vye D(A3(0)).
Dann besitzt die Evolutionsgleichung (4.1) in L,(Q) mit F wie in Satz 5.2 eine Losung
v in [0, T.,,,) mit folgenden Eigenschaften:

a) ve C([0, T, W (Q) N C([0, T, ], WS(Q), 8, hinreichend klein (s. Satz 4.5),
s:2m—1+—';—, 0>0, T,<T,

max?*

b) ve C((0, Trnax), W2™(Q)), v(t)€D(A), te (0, Ty,

¢) A()ve C((0, Tra)s L,y(2),

d) F(-,0)e C([0, T,,,), L,(Q),

e) ve C1((0, T,,,,). L,(Q),

) lim 114500 0(0)ll,0=c0, falls Tp < T ist (y wie in Satz 5.2).

max
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Fiir beschrinkte Gebiete Q stammt das Ergebnis in Satz 5.3 im wesentlichen
von Sobolevskii [ 14], auch nachzulesen in [6]. Der Rest der Abeit wird sich damit
beschiftigen, von der Losung von (4.1) mehr Regularitdt nachzuweisen. Dazu
dient uns die C*-Theorie.

Sobolevskii [14] hat bereits daraul hingewiesen, daBl seine L,-Losung eine
»klassische” Losung des Anfangs-Randwertproblems (0.1) sei. Klassisch heifit,
daB alle auftretenden partiellen Ableitungen in jedem Punkt von (0, Ty)x Q
existieren, stetig sind, und die Gleichung und die Randbedingungen punktweise
erfiillt werden. In [14] wird nidmlich gezeigt, daB dv/dt auch in C*(Q) existiert,

weshalb auf die Gleichung A,(f)v=F(t, v)—% der Regularititssatz fiir ellip-

tische Operatoren angewandt werden kann,

Wir gehen direkt in C%, (Q) und iibernehmen zunichst aus [7]:
2m(l — o) —a? m+a

O<o' <1~
Im@m+ ) <y<l und O0<o'<1l—a

algebraisch und topologisch D(A’(0)) = C2"~ 1+ (Q).

Satz 5.5. Die stetige Abbildung 1[0, T]xQxR¥ >R, N=N,+N,, habe
folgende Eigenschaften:

(i) it x,v,u)—f(ty, x, 0, w)| Sleg () 1, — 15/, O0<p<l,
fiir |o], [u| £d', cpe CL(Q), a<i<1, xeQ;

(11) |f(t’ xl s U, u) ‘—f(ta x2 s Uy u)‘ é lhd'(xl) _hd'(XZ)l ’
fiir [v], |u| Sd', by € C(Q), f(5,+, 0,0)e CLQ), te[0, TT;

Satz 54. Es sei 1—

. Dann gilt

Ny
(1i1) Lf (6 x, vy, u)— f(t, X, 05, W £ Y g5 (0] oy =B}, 0<p;=1,
i=1

*UL ‘ul édi, gtii’e CZ(Q)’ XEQ, tG[O, T]:

N>
(iv) S x,0,u)— 1 x, 0, u,)= Z gt X, uy, uy) (U —u3),
i=1
18'(t, Xy vy, uy) — g8, Xy, By, B SHRG()) — B () € (d) (g — Ty | 4+ |1y — T1y)),
lgi(t, x, ug, w,)| S Cqq(d), oI, WS,  H,eC*Q), xeQ, te[0,T].
m+ao

Ferner sei 0<ac<&<pioc’<pi(1—oc ), i=1,...,N,, und y wie in Satz 54.

Dann geniigt R(t, u)=F(t, A=7(0)u) mit F(t,v)=f(t, X, Dz, v, ..., Dz, v), |&;| =2m—1,
den Voraussetzungen (4.5) und (4.8) in C?, (€2) mit

o . o
O5= (I—E)p und S¢=min ((l—g) pl-).

Die GréBen m, a, B, 8, p, p; und die HilfsgroBen y, o, & hdngen durch die Sétze
im 3., 4. und 5. Abschnitt auf verschiedene Arten zusammen. Sie sind sicherlich
nicht frei wihlbar. Wegen y+4a<p (s. Satz (4.6)) folgt aufgrund Satz54 zB.

1 Lo = .
cine Bedingung an . Ist nun 1—5—’;</3< 1, so 1Bt sich ein Raum C(Q) mit
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hinreichend kleinem « finden, so daB die HilfsgréBen so gewdhlt werden konnen,

daB alle Voraussetzungen erfiillt sind. Entsprechend muf3 mindestens 1 — % <d<1
vorausgesetzt werden. " B

Wir gehen davon aus, daBl im folgenden alle Voraussetzungen in C%(<)
erfiillt sind. Eine unmittelbare Konsequenz der Sitze 4.1, 4.6, 4.7 und 5.5 ist dann:

Satz 5.6. Es geniige F den Voraussetzungen von Satz 5.5 und es sei voe D(A4°(0)).
Dann besitzt die Integralgleichung

v(®)=U(t,0)vy + It Ult, s) F(s, v(s)) ds (5.1)
0

in C;, (Q) (o hinreichend klein) eine stetige Losung in [0, T,ax) Mit folgenden Eigen-
schaften:

a) ve C([0, Ty, C2"~1%(Q)) n C*4([6, To], C2™~1+* (Q)), b, hinreichend klein
(s.Satz 4.5), o wie in Satz 5.5,0>0, To<T,,.,,
b) ve C((0, T, C3"+(Q)), v(t)eD(A), te(0, Ty,

Q) A()0e((0, Tpar). C3(Q)).
d) F(-,0)e C([0, T, C3(Q),

e) leiTm [A7Q)v(®)l, =0, falls T, <T ist (y wie in Satz 5.5).

Ist © beschrénkt, so ist unter Beriicksichtigung von Satz 3.6 jede Losung von
(5.1) in C*(£2) auch Losung von (4.2) in L,(£2) und somit Losung von (4.1) in L,(€).
Insofern liefert Satz 5.6 einen Regularititssatz fiir Losungen von (4.1). Fiir un-
beschréinkte Gebiete betrachten wir (5.1) in C (ﬁ)mLp(Q), normiert durch
I lla+ 1l 1l,,0- Geniigt also die Nichtlinearitit F den Voraussetzungen in C%(R)
und L,(€), so laBt sich (5.1) bei gecigneter Anfangsbedingung in Ci( Q)N L,(2)
16sen; diese Losung 16st dann sicher auch (4.1) in L,(©):

Satz5.7. Unter den Voraussetzungen von Satz 53 und Satz 5.6 besitzt die
Evolutionsgleichung (4.1) in L,(Q) eine Losung in [0, T,,..) mit den Eigenschaften der
Sitze 5.3 und 5.6, sofern nur vye D(A5(0))  D(4%(0) ist.

(f) bzw. e) ist zu ersetzen durch
ml%m (1 450) v .0+ 1 47(0) v(8) ] ) = o0,

Jalls T, < Tist.)
Auperdem gilt: ve C'((0, T,,,,), C%(Q)) und

A AQr=F (0, 0(0)=v, (52)

in C(Q).

Beweis. Es ist nur noch die Differenzierbarkeit in C (2) und die Gleichung (5.2)
zu beweisen. Aus (4.1) folgt in L,(©Q)

max *

v(t)=v(0)+ jt(—Ap(s) v(S)+F(s,v(s))ds, 0<O0<t<T,
]
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Wegen ¢) und d) von Satz 5.6 existiert

j( A(s) v(s)+F(s, v(s)) ds

auch in C}, (Q). Ein bereits wiederholt angewandter SchluB liefert die Identitit

t

v(t)=v(0)+ [ (—A(s) v(s)+ F(s, v(s))) ds

in C2%(Q), woraus alles folgt.

Satz 5.7 zeigt also, daB bei hinreichend glatter Anfangsbedmgung v, die
Evolutionsgleichung (4.1) in L,(Q) eine Losung besitzt, die auch (5.2) m C} Q)
16st. Diese Losung ist damit naturhch auch klassische Losung des Anfangs-
Randwertproblems (0.1). Aulerdem gilt:

vlt, )e C2"**(Q),  Dzu(t, ap=0, |a|=m—1, €0, Tpy)-

Beziiglich der Zeitvariablen ¢ hat man die Differenzierbarkeit in L,(€2) und
C2 (), die Holderstetigkeit von D;v(+, x), |&| <2m— 1, die Stetigkeit von D, v(-, x),
|oc| 2m, jeweils gleichmiBig fiir xe (a) und b) von Satz 5.6 sagen sogar noch
mehr aus).

Fiir beschrinkte Gebiete ist C*(Q) N L,(Q)= C*(Q) und die Voraussetzungen
von Satz 5.5 implizieren die von Satz5.2. Damit erhilt man fiir beschrinkte
Gebiete sofort, daB jede Losung von (5.1) auch Losung von (5.2) und klassische
Losung ist. Fiir unbeschrinkte Gebiete hingegen konnen wir das nicht ohne
weiteres folgern, sondern benétigten bislang den ,,Umweg® iiber die L,-Theorie.
Die L,-Bedingungen an v, und f sind jedoch bei unbeschrdnkten Gebieten echt
einschrinkend. Wie man sich davon befreien kann, zeigt der ndchste Abschnitt.

6. Klassische Liosbarkeit des semilinearen Anfangs-Randwertproblems in C:(Q)

In [7] hatten wir folgendes gezeigt: A(t)=A sei von ¢t unabhingig. Unter der
Hypothese o
lim |(e™uw)(x)—u(x)|=0 fiir alle ue C*(Q) (H)
tl0

(oder, was wegen Satz 3.6 das gleiche ist,

lim (e~ "7 u)(x)—u(x)| =0 fiir alle ue C*(Q))

7}0
und fiir alle xe Q, folgt
1il1{)1 l(e=™v)(x)—v(x)|=0 fiir alle ve C%(Q), (6.1

xeQ, und fiir ve D(A) erhilt man damit:

im —— 0920 _ (— 40)() 0. (¢2)
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Mit {(6.2) zeigt man wie in [7]:

Satz 6.1. A sei von t unabhingig und es gelte (H). Dann ist die Ldsung v von (5.1)
mit den Eigenschaften von Satz 5.6 klassische Losung von

;Tu(t, x)+ Ao(t, x)=f(t, x, Dy, v(t, x), ..., D, v(t, x)) 63)

v(0, x)=v4(x), xeQ, D;ov(t,x)=0, xedQ, |&|l=m—1;

d
das heifit insbesondere, daf3 die partielle Ableitung T3 v{t, x) existiert, stetig ist und
in (0, T,,,) x 2 der Gleichung (6.3) geniigt. !

Bemerkung. (H) ist erfiillt fiir Q=1R"; (H) gilt ebenfalls, falls man fiir ve C*(Q)
eine Darstellung

(™" 0)(x)= [ G(x,y,7,00v(y)dy, >0,
Q

durch cine Greensche Funktion hat, wobei G Eigenschaften wie in [8] besitzt.
Wir wollen darauf nicht niher eingehen.

Fiir zeitabhiingige Operatoren A(¢f) konnte man analog vorgehen. Wegen
IADUE 1) A (QulloScqg ful,y, 0St<I<T, (6.4)
ue C%(Q), 0<o’ o (s. (2.4) und (3.17)) wiire (H) zu ersetzen durch

lifn [(A(t) U, 7) A~ (@)u)(x) —u(x)| =0 (H,)

fiir alle ue C*(Q) und fiir alle xe Q.

Unter der Hypothese (H,) erhdlt man die (6.2) entsprechende Aussage fiir
(U, 1)v)(x), xe, und das gleiche Ergebnis wie Satz6.1. Wir verzichten auf
weitere Einzelheiten, da wir glauben, dal (H,) schwer nachpriifbar ist.

Wir wollen im folgenden die S#tze 3.3, 3.5, 3.18 und 3.19 verwenden. Dazu
dient

Satz 6.2. Es seien f und F wie in Satz 5.5 mit 4a < &. Auferdem gelte:
ft, x,v,)=0, te[0, T], xedQ, (v, )eRY
mit w'=0, /=0, sofern [&), [&|<m—1 (3, & in F).
Dann gilt fiir ve D(A): B
F(t,v)eD(A'(7)), t,7€[0,T], 2a<y<%—2aA

(6.5)

Beweis. Fiir veD(A) gilt D;v(x)=0, xedQ, |al|<m—1. Die Voraussetzungen
(6.5) fiir f implizieren F(t, v(x))=0, x€dQ. GemiB Satz 3.3 miissen wir nur noch
zeigen, daB F(t, v)e CL(Q) ist. Wegen ve C2"**(Q) folgt dies aber aufgrund der
Voraussetzungen an f.

Nun konnen wir beweisen:

Satz 6.3. Es sei v eine stetige Losung von (5.1) in CL(Q) (gemdf Satz 5.6) und f
bzw. F geniigen den Voraussetzungen von Satz 5.5 und von Satz 6.2 mit 4a<d<a
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(o hinreichend klein). Dann gilt neben den Eigenschaften a) bis €) von Satz 5.6:

A

v()eD(A' (1)), 2a<y<2— 2a,  veCH(0, T, CLQ)

und v st (5.2) in C%(Q).

Beweis. Ausgehend von
t

v(O)=U(t, 0) v(B)+ [ U, s) F(t, v(t)) ds
— jt Ut s)(F(t, v(t)) —F(s,v(s))) ds, 0<b<t,

folgt aufgrund der Sétze 3.19 und 6.2, dafl die ersten beiden Summanden in
D(A' (1)) sind.
Wegen .
[ A7) U, s)(F(t, v(0)) — F(s, v(s)))], ds
1]

<C71§(t"5 - a“Ay(t) F(t,v())—F(s, U(S)))”ads
§c79£(t——s)‘l‘“ |F(t, v() — F(s, v(5))| s ds

=cgo jf t—s)~'7 {(t——s)55 +(t _3)5456} ds
8

(84, 85, 86 sind gemiB Satz 4.5 und Satz 5.5 in C2(Q) gebildet) ist bei hinreichend
kleinem o das Integral endlich und der letzte Term ist auch in D(A4" *7(z)).
Sei nun h>0:

% (v(t+h)—v(t))=%(U(t +h, 0)—U(t, 0)) v(0)

+—{(U(t+h, t)~I)fU(t, s) F(s, v(s)) ds

f U(t+h,s)F(t, o) ds

- f U(t+h, s)(F (¢, v(t)) — F(s, v(s))) ds

Wegen Satz 3.8 konvergiert der drltte Term fiir £0 in C%(Q) gegen F(t, v(t)) und
(wegen a<ds, a< 8, 04) konvergiert der vierte gegen Null.

Mittels Satz 3.17 und 3.18 und dem vorhergehenden Ergebnis folgt
— v(t)— —A@) () +F(t, v(2));
aus der Stetigkeit der rechten Seite (in C%(Q)) folgt schlieBlich
ar_d
dt — dt’
v ist dann natiirlich erst recht klassische Losung von (0.1).
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Addendum

Auch fiir unbeschréinkte Gebiete Q konnen wir uns von der Nullrandbedingung
(6.5) fiir die Nichtlinearitdt F(t,v), veD(A4) (s. Satz6.3), belreien und werden
beweisen

Satz 6.4. Es geniige [ bzw. F den Voraussetzungen von Satz 5.5 und es sei
vo€D(A4%(0)). Dann besitzt die Evolutionsgleichung

%_,_A(z)u:F(t, v), v(0)=v,

in C3, (Q) eine Lésung v mit den Eigenschaften a) bis e) von Satz 5.6 und auferdem
gilt: ve CY((0, T,,,), C%(RQ)).

(Wir gehen davon aus, daB « hinreichend klein ist, damit alle Bedingungen
im 3. und 4. Abschnitt erfiillt sind.)

Der Beweis von Satz 6.4 erfolgt iiber vier Lemmata.

max/?

Lemma 6.5. B(s, h) sei eine Schar von beschrinkten linearen Operatoren in
C2(Q), welche beziiglich der Operatornorm stetig von se[0, f) und hel0, T;] ab-
hangen Ferner sei K< C}, (Q) ein Kompakium. Dann gilt:

I B(s, 1) Wl ca (g = | Bs, B[l E(5) (6.6)

fiir alle wek, se[0,1), he[0, T,]. Es ist hm ek(s) 0 (monoton) und 0<%, (s)<cq,
fiir se[0, £) (Q, =Q ~ {|x| > k}).

Beweis. Die Funktionale (s, h, w)=|B(s, )W/ ceq, | B(s, h)ll;* sind fiir
jedes se[0,¢) auf der kompakten Menge [0, T,]x K stetig und konvergieren
punktweise und monoton fiir k —co gegen Null (s. Definition von C* (Q)) Der
Satz von Dini und die Abschitzung ¢, (s, h, w)< |w|,Scg, fiir se[O 1), wek,
liefern die Behauptungen.

Lemma 6.6. Es sei u stetige Losung der Integralgleichung (4.4) in Cs (Q). Dann ist
[ut+h)—u®)|cazy = h*4§

fir te[0, T,], 0<0< T, < T,,,,, 0<35, < f—y—4a (s. Satz4.5). Dabei ist lim 8, =0
(monoton). ke

Beweis. Man setze R(s, u(s)) = g(s) und beachte, daB K = {w|w=g(s), se[0, .13
ein Kompaktum ist. Aufgrund von Satz 3.15 (und weiterer Ergebnisse des 3. Ab-
schnitts) sind die Operatoren

By(h)=A"(0) (U(t+h, 0)— U(z, 0))
B, (s, h)=A7(0) (U(t+h, 5)— U(t, 5))
B (s, h)=A7(0) U(t+h, )
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fiir he[0, T,], s€[0,t) bzw. se[0, r+h) stetig (I,4+ T, <T,, ) und es gelten die
Abschitzungen
IB (B, =55 07072 R 7=
IBy(s, B | Scss(t—s)~0 2P 7% (6.7)
1Bs(s, S cqy (t+h—s5)77 724
Auf die Ausdriicke

t t+h

5( 1B, (s, k) g(s) “ca(ﬁk)d5> j [ B5(s, h) g(s) ch(fzk) ds

wende man die Abschitzungen (6.6) und (6.7) an und man erhilt mit Hilfe von
Lebesgues Satz von der dominierten Konvergenz:

t
cs3 [(E—5)72 728 (s)ds hF 7 =* >0,
0

t+h

1
Cay f (f+h~5)*7*2¢1§k(s) dSZC“ yS—Y—Zagk([_i_k(l_s)) dshl 7240
t 0

fiir k — co. Da dies fiir alle te[6, T,] monoton gilt, liefert eine weitere Anwendung
des Satzes von Dini die Behauptung.

Lemma 6.7. Es sei u stetige Losung der Integralgleichung (4.4) in C‘;(Q) und f
bzw. F geniige den Voraussetzungen von Satz 5.5. Dann gilt fiir v(t)=A""(0)u(t)
(die Losung von (5.1)):

|F (¢, (£) — F(s, 0(s)) | cagy S {t—5) +(t—5)*%} ¢,
mit I}im g, =0 (s=1).

Der Beweis erfolgt durch direktes Ausrechnen und benutzt Satz 5.4, die Eigen-
schaften von fund Lemma 6.6. Die Werte von 5 und J, sind in Satz 5.5 angegeben.

Lemma 6.8. Es sei ge C? ([0, Ty, C%(Q)), &' > a, mit

lg(t)—g(s) “C“(x'_lk)é(t_s)&,‘gk’ %irlgogkzo-
Dann gilt:
t

[ Ut s) g(s) dse C'([6, To], C%(Q)) und

%f Ult,s)g(s)ds= —A(t)f U(t,s)e(syds+g(t), t€[b, T,].
6 8

Beweis. Es sei 7, e C*(R”) eine Abschneidefunktion mit 5, (x)=1 fiir [x| <k + 1,
1(x)=0 fir [x|2k+2 und ||n,/l,Scg, fiir alle keN. Wegen

t To
FUs) (o~ 1) g(s) ds|| Scgs [ s7ds max [8(5) ] cxay
9 a [0, Tol

o
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folgt sofort mit Hilfe des Satzes von Dini:

’!im fU(t, s)n,g(s)ds= f U(t,s)g(s)ds

in C3(Q) und gleichmiBig auf [0, T,]. Da 5,ge C* ([0, T,1, L,(®)) ist, konnen
wir aus [6], [14] tibernehmen (man beriicksichtige dabei Satz 3.6):

A [0 5) 10 805) ds= 4,00 ] U6, 9) 1 (0) 5(5) d
(2 [

_Ap(t)ft(Up(t, 5)— e~ 940) ds . o(1) (6.8)
Z]

+e 4O, g(r).

Dabei steht d/dt fiir die Differentiation in L ().

Wegen (3.2), Satz 3.11, Lemma 3.13, 3.10 sind alle Terme der rechten Seite auf
[0, T,] auch beziiglich der Norm || |, stetig. Ein SchluB wie beim Beweis von
Satz 5.7 Liefert die Beziehung (6.8) auch in C;(Q), wobei dann d/dt fiir die Differen-
tiation beziiglich der Norm || |, steht.

Aufgrund der Voraussetzungen iiber g kdnnen wir in C';(Q) den Grenziiber-
gang k— oo vollziehen:

tim & 105, 29 ds= (0 TUG9(e0)—5(6) ds
— 00 9 .

- A(t)jf(U(z, s)—et-9 A(z)) ds g() (6.9)
8

+e 4D g(1),

Der Satz von Dini liefert uns auch hier die GleichmiBigkeit dieser Konvergenz
auf [6, T,].

Damit ist bereits der erste Teil der Behauptung bewiesen und eine Umformung
der rechten Seite von (6.9) mit Hilfe von Lemma 3.4 zeigt auch den zweiten Teil.

Die Existenz einer Losung u der Integralgleichung (4.4) oder einer Losung v
von (5.1) auf [0, T, ) mit den Eigenschaften a) bis €) von Satz 5.6 ist im 4. und
5. Abschnitt bewiesen worden. Die Differenzierbarkeit von v in C;(Q) st nun
eine Konsequenz der Lemmata 6.7 und 6.8,
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