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Existenz und Regularit it von L/Ssungen 
semilinearer parabolischer Anfangs-Randwertprobleme 

Hansj6rg Kielh6fer 

O. Einleitung 

In der vorliegenden Arbeit besch~iftigen wir uns mit Problemen der Form 

~tv(t, x)+ ~ aa(t, x)D~v(t, x)=f(t, x, v(t, x) .... , D2m_lV(t , X)) 
lal<2m =F(t, (0.1) 

v(O,x)=Vo(X), x~(2, D~v(t,x)=O, (t,x)~(O,T)x~f2, [ a /<m-1 .  

Der lineare Hauptteil A(t,x,D) wird als im Zylinder [0, T] xO gleichm~igig 
elliptisch vorausgesetzt; f i s t  beztiglich aller Variablen H61derstetig. Das Gebiet 
f2 c IR" ist nicht notwendig beschr/inkt. 

Gleichungen zweiter Ordnung parabolischen Typs sind sehr eingehend in [8] 
behandelt. Die Ergebnisse dort sind sehr scharf und nicht nur in den Methoden, 
sondern auch in der Blickrichtung von unseren verschieden. Wir untersuchen 
(0.1) nur auf lokale L6sbarkeit und das Schwergewicht unserer Hilfsmittel liegt 
mehr auf der Funktionalanalysis, so dab wir yon der Ordnung der Gleichung 
unabh~ingig sind. 

Ein funktionalanalytischer Zugang zu (0.1) im Rahmen der Lp-Theorie ist 
zum Beispiel in [14] entwickelt worden (auch nachzulesen in [6]). Wir folgen 
weitgehend diesem Weg und eines unserer Ergebnisse (Satz 5.3) ist als eine Er- 
g~inzung zu [14] insofern zu betrachten, als wir auch unbeschriinkte Gebiete 
zulassen. Die notwendige Kompaktheit bei dem Fixpunktargument erhalten wir 
nicht durch die yon A-1 (0), sondern mit Hilfe einer durch eine Abklingbedingung 
erzeugten Vollstetigkeit in der Nichtlinearit~it f (Lemma 4.4 und Satz 5.2). Die 
etwas technischen Beweise dazu findet man in [-7]. 

Ein Hauptaugenmerk in dieser Arbeit gilt der Regularit~it der L6sung. In [14] 
findet man den Hinweis, dab bei (bez. x gleichm~igiger) H61derstetigkeit vonfdie  
Lp-L6sung eine klassische LiSsung yon (0.1) sei. Falls f stetig differenzierbar ist, 
ergeben sich weitere Regularit/itsaussagen (s. auch [6]). 

Unser Weg ist der folgende: 
Wir fiihren R~iume C,(~) ein, deren Elemente for x ~ oe einer Abkling- 

bedingung geniigen. In [7] konnten wir zeigen, dal3 der elliptische Operator 
A (t) + 2 I, t lest, seinen Definitionsbereich 

D(A)-- c2m+~(~)('3 {u[D~u[o~=O , l a l < m -  1} 
9* 
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isomorph auf ~ -- C,  (f2) abbildet, sofern 2 zu einem gewissen Sektor der komplexen 
Ebene gehiSrt. (Ftir beschfiinkte Gebiete ist das bekannt; s. [16].) Wir benutzten 
dazu die a-priori-Absch~itzungen in [2] und [3] und die Uberlegung in [16], die 
die in [ i ]  erfundene Methode auf die C%Theorie tibertrug. Die sich daraus 
ergebende Resolventenabsch~itzung gestattet es, Halbgruppen e -*A(~ und ,,Evo- 
lutionsoperatoren" U(t, ~) in C,(O) zu definieren, die zwar bei v=0  bzw. t = z  
Singularitiiten, aber dennoch so gute Eigenschaften haben, um die Integral- 
gleichung t 

(0 = v (t, o) + j v (t, s) F(s, as (0.2) 
o 

in ~ - C,(f2) n Lp(f2) in sich abbildet, kommt C,(f2) zu 1/Ssen. Da U(t, z) den Raum ~ - 
man so zu einem Regularitiitssatz fiir Lp-L6sungen von (0.1) (Satz5.7): Die 
L/Ssung vvon (0.2) in ~ - C,  (f2) n Lp (f2) erfiillt 

dv 
dt q-A(t) v=F(t, v), v(0)=Vo (0.3) 

C a - nicht nur in Lp(O), sondern auch in .(f2). Damit ist v natiirlich erst recht klassische 
LiSsung yon (0.1). 

W~ihrend fiir beschr~inkte Gebiete f2 die Lp-Bedingungen an v o und f auto- 
matisch erfiillt sind, sind sie ftir unbeschrgnkte Gebiete echt einschr~inkend. 

Aber auch in diesen Fallen weisen wir L6sungen von (0.3) in ~ - C.  (f2) nach, die 
nicht notwendig in Lp(f2) liegen. 

In [7] hatten wir fiir den zeitunabhiingigen Fall eine Hypothese (H) angegeben, 
unter der man punktweise klassische Differenzierbarkeit yon v(t, x) nachweisen 
kann. Es handelt sich um die punktweise Stetigkeit yon (e-taVo)(X) in t=0,  
Vo e C~ (O). Hat man eine Darstellung yon der Halbgruppe (in Lp(f2) oder C,  (O)), 
so ist die Hypothese nachpriifbar. Wir haben diesen Weg hier nicht weiter verfolgt. 

Mit Hilfe der Ergebnisse in der _Lp-Theorie ([14]) beweisen wir die Differenzier- 
barkeit von U(t,z)v o fiir voeC,(O)c~Lv(O ) oder ~ - voeC.(f2), ~>~;  sogar in t=~  

fiir voeD(A ~ +'(t)), 7>~-~m. Bei semilinearen Problemen Eiuft die Frage nach der 

Differenzierbarkeit in C,  (~) mithin darauf hinaus, wann der Ausdruck 
t 

I U(t, s) F(s, v(s)) ds in D(A 1 +'(t)) 
o 

liegt. Dazu ben/Stigen wir eine Nullrandbedingung fiir F(s, v(s)). Da aber v(s) in 
D(A) liegt, also Da v lo~ =0 fiir [a[ _< m - 1  ist, ergibt sich eine leicht nachprtifbare 
Bedingung an F (welche fiir f2 = IR ~ entffillt). 

Ein einfaches Beispiel: A(t) sei yon der Ordnung 4 und I2 sei unbeschriinkt. 
Dann besitzt 

8 ~?t v(t, x)+ A(t) v(t, x)=h(t, x)]//[D3 v(t, x)l lVv(t, x)l~+e "(*'~)- 1, 

v(O, x)=Vo(X), D~ v(t,x)lo~=O, lal-_< 1, r > 0 ,  
C.(f2)), 0<p ,  ~<1 (D3=Ableitung 3. Ordnung) ftir hinreichend he C~ T], ~ - 

glattes vo (weniger Regularitgtsbedingungen an v o als an die LSsung) lokal eine 
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klassische LSsung. (In der Tat wird die Differenzierbarkeit in C, (O) nachgewiesen, 
wobei ~ hinreichend klein ist.) 

Es bleibt in diesem Zusammenhang noch zu untersuchen: Wie scharf sind die 
Bedingungen an die Nichtlinearit~it? (Gegenbeispiel bei Nichterffillung der Null- 
randbedingung fiber unbeschr~inkten Gebieten ?) 

Die globale LSsbarkeit h/ingt aufgrund der mSglichen Fortsetzung der 
LSsungen lediglich an einer a-priori-Absch~itzung. Dies wfirde aber den Rahmen 
dieser Arbeit sprengen. 

1. Bezeichnungen und Voraussetzungen 
~2 ~IR" ist im folgenden ein (nicht notwendig beschr~inktes) Gebiet, das, um 

die Bezeichnung yon Definition 1 in [33, S. 28, zu verwenden, ,,gleichmiiBig 
regul~ir yon der Klasse C +m+~" ist. Grob gesprochen ist der Rand ?f2 eine (n -  1)- 
dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit der Klasse C +m, je N verschiedene 
Karten haben leeren Durchschnitt und die HSlder-Normen ihrer Ableitungen 
bis zur Ordnung 4m sind gleichmfiNg beschr~inkt. 

WpZ(O), ~ ( ~ ) ( l < p <  ~ ,  l~No) sind die (reellen) Sobolewfiiume fiber fl mit 
der Norm II [[~,z- 

Ffir 0 < ~ < 1  sind Cl+~(O),/eNo, die (reellen) Banachr~iume gleichm~iBig 
HSlderstetiger Funktionen tiber ~2 mit der Norm II llz+~. In ihnen werden folgende 
Unterr~iume definiert: 

C,(O).={ueC (f2), ~mlluflc~(~k> =0, Qk=On {Ixf>k}}, 
U,+~(~ ) . .=  {u e c '  +~(o),  D+ u e ~ - " c a r &  I~1---0. 

Dabei ist a ein n-facher Multiindex, aeNg, I~1 =~2+=~ ~. Die ~+" - " " C. (f2),/eNo, sind 
abgeschlossene Unterrgume yon Cl+~(~), also Banachdiume. Ffir diese R/iume 
mit der Abklingbedingung gilt folgendes 

Lemma 1.1. C~(~):={ulueC~176 ist beschr~nkt} ist beziiglich [] [1~,, 
0 < o~' < a, dicht in C.(Y2) (supp u ist der Tr~ger yon u). 

Den Beweis findet man in [7]. 
Uber f2 sei eine Schar yon reellen Differentialoperatoren der Form 

A ( t ) = A ( t , x , D ) =  ~ a~(t,x)De 
]~[_-<2m 

definiert, ffir deren Koeffizienten wir folgende Voraussetzungen machen: 
a~(t, " )e C zm+ a +~(~), (1.1) 

a~(t, ")~ C~(~2), falls Y2 beschr/inkt ist, (1.1)b 

a ~  CP([0, T], C~(~)), 0< f l<  1; (1.2) 
der Zusammenhang zwischen aund  fl wird sp~iter angegeben werden. 

Weiterhin sei die Schar A(t) gleichm~iBig elliptisch: 

M-1[~[2"_-<(-1) " ~ a~(t,x)~<=Ml~[ 2~, x e ~ ,  te[0, T], ~eN.". 
1~[=2m 
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Als Operator in Lp(O) wird A(t) als Ap(t) mit dem (von t unabh/ingigen) Definitions- 
bereich D(Ap)= Wp 2 =(O)m Wp"(f2) bezeichnet. 

Als Operator in = - C,(O) hat A(t) den Definitionsbereich 

D(A) = {ue t72"+~6~ Deuloo =0, I&l-<m- 1}. 

2. Resolventenabschiitzungen 
C,(O) betreiben zu Um Spektraltheorie in den reellen R~iumen Lp([2) bzw. ~ - 

k6nnen, seien diese auf natiirliche Weise komplexifiziert und die (reellen) Opera- 
toren A (t) linear fortgesetzt. 

Satz 2.1. Es existieren Konstanten ~, A o > 0 derart, daft ffir alle 

2EA= {2elE, -- 89 < arg2< 89 I)d >Ao} 

die folgenden Abschfitzungen gehen: 
2m J 

F, I,zl 1 2m [lull,,j=< c~ II(A,(t)+)~)uI],,o, u~D(Ap), (2.1) 
j = o  

1 tt 

1,ll Ilullo+l~l - w ~  ilull~+l,~l-~r~., ilulla~.+~_< - 62  I[(A(0+~)ull=,  (2.2) 
u~ C2"+~(~), D~uloa=O , [&l_-<m-1. 

Das Prinzip des Beweises ftir Satz 2.1 findet man bereits in [1] und die Ober- 
tragung auf die O-Theorie in [16]. Es ist lediglich zu beachten, dab die dort 
benStigten a-priori-Absch~itzungen auch ffir unbeschr~inkte ,,gleichm/igig regu- 
l~ire" Gebiete gelten (s. [2], S. 668, [3], S. 44). Die Konstanten sind aufgrund der 
Voraussetzungen fiber A(t) unabh/ingig von te [0, T]. 

Satz2.Z A liegt in der Resolventenmenge yon -Ap(t)  und -A ( t )  )'fir jedes 
te [0, T]. 

Der Beweis ist der gleiche wie in [7]. Ftir beschrgnktes f2 beweist man den 
Satz zuerst ffir glatte Koeffizienten und durch gleichmgBige Approximation yon 
a~(t, .) durch C 2m+* +%Funktionen kann mit Hilfe des gleichen Kompaktheits- 
schlusses wie in [2], Th. 12.2, die Aussage auch fiir O-Koeffizienten bewiesen 
werden. 

Durch Addition einer positiven Konstanten zu A(t), welche auf die Regu- 
larit/its- und Existenzs~itze dieser Arbeit ohne Einflul3 ist, kann erreicht werden, 
dab die Menge 

rr -<arg2-<~+e w{O} / [ = { 2 e C  - ~ - - ~ _  - 2  } 

in der Resolventenmenge v o n -  Ap(t) und -A(t)  liegt und dab fiir 2e/ l  die ver- 
sch~irften Absch/itzungen gelten (te [0, T]): 

(12]+ 1)Itull,,,o + Ilull,,, 2.,_-< c3 ]l(d,,(O +,Z)ut],,, o, ueD(Ap), (2.3) 
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(12 l+l ) l lu l lo+( l~ l+ l )  2~ Ilul[~+(l~Cl+c4) ~-~ Ilul12~-~ 
(2.4) 

<c5 I](A(t)+2)ul] ~, uED(A). 

Im folgenden wird fiir Ap(t),/l(t) wieder Ap(t), A(t) geschrieben. 
Die Absch~itzung (2.4) kann beztiglich der Exponenten nicht mehr verbessert 

werden (s. [16]). 
L 

3. Halbgruppen und Evolutionsoperatoren in Lp(g2) und C.(g2) 

Die Absch~itxungen (2.3), (2.4) und die Voraussetzung (1.2) liefern: 

II(A,(-c)- A,(t)) A;  1 (s)lip, o < C6 I t  - -  T I fl, (3.1) 

II(A(z)-A(t))A-~(s)[l~<c7 It-~l', 0__<z,t,s<T. (3.2) 

(2.3) und (3.1) gentigen, dab -Ap(t)  fiir jedes feste ts[0, T] eine exponentiell 
abklingende holomorphe Halbgruppe e -tAp(t) in Lp(O) und die Operatorenschar 
einen, Evolutionsoperator" (oder eine ,, Fundamentall6sung") Up(t, z), 0 <_ z <<_ t <__ T, 
in Lp(f2) erzeugt. Die Eigenschaften sind die folgenden: Up(t, z) ist stetig in tund  z 
(bez. der gleichm~iBigen Operatorentopologie). 

3 
~t Up(t,z)TAp(t) Up(t,z)=O, O < z < t ~ T ,  

Up(z, z) = I, (3.3) 

lim ~(Up(t+h,t)l u - u ) - ( - A p ( t ) u )  =0,  ueD(Ap), 
h,~O p, O 

Up(t,z) Up('C,s)=Up(t,s), O~s<-'~<-t<-T. (3.4) 

Far jedes t~[0, T] k6nnen gebrochene Potenzen A~p(t), 7~IR, gebildet werden 
und der Zusammenhang mit der Halbgruppe und dem Evolutionsoperator ist der 
folgende: I[A~p(t) e-~A'(t)llp, o < Cs(7) e -~  z-v, (3.5) 

liAr(s) gp(t, z)llp, o<C9(7)e-~(t-~)(t-z) - ' ,  7_>0, b>0.  

Alle diese Aussagen findet man in [14] bzw. [6] bewiesen. 
In [7] hatten wir gezeigt: 

D(A~(t))cWp~(Y2), s<2mT, 0 < 7 < 1 ;  (3.6) 

dabei ist WrY(O) = (Lp(O), WJ(O))o, p, s = 0 l, 0 < 0 < 1, der Interpolationsraum (die 
Definition ist unabh~ingig yon l). Zudem ist die Einbettung stetig, wenn man  
D(A~(t)) mit der Norm I)A~p(t).llp, o versieht. 

Fiir sp/itere Zwecke ben6tigen wir 
Satz 3.1. Es gilt algebraisch und topologisch fiir 0 < s <= 2 m 

s 17V;(g?)~D(A~(t)), 7 < ~ -  m, t~[0, T]; 
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o s dabei ist W; (Q)= (L,(s lfF~(D))o, v, s = 014: 1_ + ganze Zahl, I E N.  
P 

(Die Definition ist unabh~ingig yon l; dies beweist man wie in [9], Th. 11.6, mit 
Hilfe yon Prop. 5.1 in [12] und den Ergebnissen in Vll].) 

Beweis. Wir benutzen eine Darstellungsformel aus [4] ftir die gebrochenen 
Potenzen A~(t): 

Es sei 0 < 7 < 1. Dann ist u ~ D(A~(t)) genau dann, wenn 

~. (e -~A ' (~  I) u s -?-1 d s  

o 

in Lp(O) existiert; weiter ist dann 
co  

1 ! (e_SAp( t )_ i )us_~_lds .  A~(t) u = F(1-7)  

Wir verwenden ebenfalls (s. [5], S. 194): 

(S_ o i[(e_SA,r - ds \ •  ~ t "  
) 

Der Ausdruck in der Klammer definiert eine Norm auf (L,(O), D(Av))O,p. (D(Ap) 
kann durch [[ lip, 2m normiert werden.) 

oo 1 ! ]l(e-sA'tt)--I)ul],,o s -~-I  ds IIA~(t)u[Ip, o < F(1 - 7) 

{i } < q o  I[(e-~A'(t)--I)ul[v,o s - ' - l d s +  Ilulkp, o 

< q l ( O )  s - ~  I I ( e - ~ ( ~  o p Ilullv, o 

<c11(0) ilulI~L.~,~),OtA.)~o.., 0>7. 
Es gilt die stetige Einbettung IIV2"(O)=D(Ap), woraus aufgrund des Interpola- 
tionstheorems ([5], S. 180) folgt: 

(Lp(g2), ~ 2  m(f2))o ' p = (Lp(.Q), D (Ap))o ' p. 

Bemerkung. Ftir p=2,  m= 1 kann unter Ausnutzung von W~(f2)= W~(O) fiir 
s< 89 (s. [9], Th. 11.1) gefolgert werden: 

W)(O)=D(A~(t)),  7< 88 
und mittels (3.5): 

][e-*A(t)uN2, z<=cl2Z-l+~Hull2 .~, uEW#(~). 
Die Verallgemeinerung unter Verwendung von W;(~2)= Wp'(~), s_< 1-- (s. [11], 
Th. 1.1), liegt auf der Hand. - p 

Im folgenden wird gezeigt, dab die Resolventenabsch~itzung (2.4) und (3.2) 
geniigen, dab - A ( t )  in C,(~) einen Evolutionsoperator U(t, z) ,,erzeugt", der 



Semilineare parabolische Anfangs-Randwertprobleme 137 

analoge, aUerdings schw~ichere Eigenschaften als Up(t, ~) in Lp(~2) besitzt. Auf 
C.(f2) c~ Lv(f2 ) sind U(t, ~) und U~(t, ~) die gleichen Operatoren. 

Zun~ichst sei te  [0, T] fest. In [7] wurde gezeigt, dab verm6ge 

1 u ~ C, (f2) (3.7) ~reX~(A(t)+ 2)-ludX=e-~a(,)u, ~ - 2~i 

(F berandet / [  ~ ~) eine Halbgruppe in " - C. (Q) definiert wird mit folgenden Eigen- 
schaften: 

C -~A(t)  ist fiir T>0 stetig (bez. der gleichm~iBigen Operatorentopologie) und 
ffir ~ > 0 gilt" 

d e-~a(t)u= -A(t)  e-~A(t)u, u~ C.(f2), (3.8) 
dz 

i[e_~A(t)u[[<=c13e-O~.c ~-m, ~>0, 6>0 .  (3.9) 

Far  7 > 2mm kSnnen durch 
oO 

1 ! e -*A(t) T ~'- ldz=A-~(t)  
r ( j  

(3.10) 

und A'(t)= (A-'(t))-', D(A'(t))= R(A-~(t)), gebrochene Potenzen definiert werden, 
welche ftir 7eZ  mit den iiblichen Definitionen iibereinstimmen (s. [-7]). 

Weiter gilt: 

A~(t)u=A~(t)A~_~(t)u ' 72>2m-re'co h>72+2m-m'e usD(An(t)). (3.11) 

Den Zusammenhang mit der Halbgruppe liefert die Formel 

A'(t) e-~a(o= 2~il ~ (_2), eZ~(A(t)+ 2)_l d2 Y>-2~" (3.12) 

(F' be rande / [  und r e 2 < 0  fiir 2 ~ F ' ; ( - 2 )  ~ liegt auf der Riemannschen Fl~iche, 
die durch ( -2)~e  IR+ f'tir - 2  e IR+ geht. Den Beweis von (3.12) findet man am Ende 
dieses Abschnitts.) Daraus erh~ilt man die Absch~itzung 

[IA~(t)e-r 2-~, z>O. (3.13) 

A~(t) e-~A (o u ist ftir ~ > 0 stetig undes  gilt A~(t) e-~A (t)= e-~a (t) A~(t). 
Es sei an dieser Stelle bemerkt, dab D(A) beziiglich der [[ [l~-Norm dicht in 

D(A~(t)),V>~m, ist. Dies erkennt man aus (3.10) und der Tatsache, dab der 

Integrand in D(A) liegt. Insbesondere heiBt das: 

ulo~=o far ueD(A~(t)), ~>-2m" 
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A 1 +e~ - y a t t ~  e - t A p ( O  A~2gt~  u 

~C17 e - ~  ,'C--1 +72--'1 IIA~v~(t)ullp, o 

= < q ~  e - ~  z -~  + '~  Ilull~,~, 

Dabei ist 2 m 7 3 < s - a - - -  

Weiter ist 

Das Analogon zu Satz 3.1 ist 
n 

Satz 3.2. Es sei 2 ~ < s - - - .  Dann gilt algebraisch und topologisch: 
P 

T1 
s - o; - - -  

#;(O)~D(A'(t)), 2me <Y< 2m P 

Beweis. Fiir uel/g;(f2) folgt zun~ichst aufgrund der Einbettungssiitze in [13]: 
a - -  

u ~ C, (f2)~ Lv(O ). Es ist sowohl A (t)e-~A (t) u als auch A v(t ) e-'A~(~ formal durch 
(3.12) definiert, wobei die Konvergenz des Integrals beztiglich der ][ ll~- und der 
It lip, 0 -Norm gesichert ist. Ein SchluB aus der Integrationstheorie liefert: 

A(t) e -*A~~ u=Av(t ) e-~A~(OU, Z>0.  

(Dabei ist zu beriicksichtigen, dab (A(t)+2)-~u=(Av(t)+2)-~u gilt .)Wegen 
/7 Ilvll~<=qs I[vllp,~, ~ + - - < s  (s. [13]) und (3.6) kann man also absch~itzen: 
P 

II/(t) e-~A(t)ul]~<c16 }lAlp+e'(t) e-~A~(~ o, 2m~1 >c~+ ~n , 
P 

S 
7 2 < 2 m  

wegen Satz (3.1) 

wegen Satz (3.1). 

n 

P 
c o  

S I[A(t)e-~A(*~ulj~ "c ~ - ~  d ~ c ~ 9  IlUllp,~ 
0 

mit ~4>1-73 ,  d.h. A ~(t)eD(A) oder - wegen (3.11) - u~D(A x '~(t)). Mit 
~/= 1 - 7 ,  erhNt man aul3erdem [1A~(t)ull~<C2o tlullv,~. 

Satz 3.3. a) Ist (2 beschriinkt, dann gilt aIgebraisch und topologisch 

C* +s(Y2) c~ {ulDeulo~=O, [~1 ~k} c D(AY(t)), 
k = 0 , . . . , 2 m - 1 .  

b) Ist f2 unbeschrFmkt, so gilt 

C,k+~(O)c~- {ulD~ulon=O, I~l<=k}~D(A'(t)), 
k = 0 , . . . , 2 m - 1 .  

k + ~ - a  
2mm < ~ <  2m ' 

a k + ~ - 2 a  
2-mm < 7 <  2m ' 

Beweis. a) Wegen Prop. 2.7 in [10] und Prop. 5.1 in [12] gilt fiir jedes p>  1" 

ck+a(O)c~{ulDeu]o~=O, I~[-<k} ~ IPV;(~2), k+ l~<s<__k+~- n~. 
P P 
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Dabei ist dab n +  1 < ~  ist.t grog gew~ihlt, P SO 
P / 

Satz 3.2 ist g/~(f2)cD(A'(t))mit Aufgrund y o n  

n 2 m T < s _ _ _ _ ~ < k + ~ _  a 2n 
P P 

Ffir p --, oe folgt die Behauptung. 
b) Sei zun/ichst u~C~176 und D ~ u l ~ = 0 ,  I~l<k. Da u~I;V~+~(f2) fiir jedes 

p >  1 ist, folgt wegen Satz 3.2: 
k + l - ~  

u~D(A~(t))' ~mm < ~ <  2m 

k + l - 2 ~  . 
Da A~(t)u=A~(t)u gilt und folgendes Integral fiir y < 2m an C,(f2) konver- 

giert (s. Satz 3.5), erh~ilt man fiir dieses u die Darstellung: 
O(3 

1 So (e-SA(O--I)u S-~-I ds A'(t)u F ( 1 - 7 )  

(s. Beweis zu Satz 3.1; obiges Integral wird bez. der ]J l]~-Norm gebildet). Wiederum 
unter Berticksichtigung von Satz 3.5 erh~ilt man 

It A'/(t)/A tlc~ ~ C21 (slff~ ax ] I[ (e -~A~0 _ I) U II~ S -~ + l] U ]l ~) 

k + l - 2 c ~  
mit 7 < ~ < 2m . Sei nun u = u~ + u2 mit 

oc~ - -  

u~ ~ C , ( O ) : =  (u~ ~ - C,(O) lul0~--0} und u2~D(A). 
Dann  ist 

c~ 

H(e-~A~O--I)uall~<=e22 s ~ Ilulll~, se(0, 1], 

IJ(e-~A<O--I)u21]~<=c23 s ~ ~ IIA(t)u2[l~, sE[0, 1], 
1 a 

~C24 S ~n ]]u2]]2,,+ ~ (s. Lemma 3.4). 
Somit erh~ilt man 

[ ,  ] 

wobei K(s, u)= inf (llu 1 tl~ + s Ilu21t2~+~) ist. 
u ~  U 1 - b u  2 

~ } +  Irull,), 

Aufgrund der K-Theorie der Interpolationsr/iume (s. z.B. [5], S. 165ff.) erh~ilt 
man daraus" 

c~ tlA~(t) ulJ~ --< c26 IDulI(d~(~),D(A,o, 
mit 0=~-~ 2m '  

Nun ist cZm+~(~):={u~ 2 , , + ~ -  C ,  ( (2) lDauI~=0,1~l<2m} stetig in D(A) ein- 
bettbar, so dab weiter folgt: 

]JAT(t)u]I~-<'c27 ]lu]](d~'(~),d.z'~+~(t))) . . . .  0- -~-}  2m"  



140 H. KielhSfer 

Wir miissen nun zeigen: u~(C.(f2),~ - C.~ 0o. 
Die Vorgehensweise entspricht der in [10] und [11]. Wegen der Glattheit des 

Randes ~f2 ist die Fortsetzung durch 0 auBerhalb von f2 

x E I R " \ ~  
stetig von Ck.+~(f2) in _.Ck+'tlR"~,__ ,, 0 < e <  1. 

Wie in [15] angedeutet, zeigt man ftir l s N  

{ Ck.(IR ") sup ,D~u(x)-D~u(y) ,  <c~. ,~ ,=k} (C.(lR~ ,), U.(IR"))o,| = ue  , , . ,  Ix-yl=" 

mit Ol=k+c( ,  0 < c ( <  1. Die Norm auf diesem Raum ist ~iquivalent mit IF Ilk+=,. 
Die Interpolationsungleichung (s. z.B. [2], S. 657) liefert dann 

o n l ,, + C k + = t ~ " ~  0 < 0 ~ < c ( <  1.  (c,(m ), c , ( ~  ))o, = = ,  , = -  ,, 

Durch Interpolation erh~ilt man aus dieser (stetigen) Einbettung: 
( ( c  ~ , ~ = + ~  ~ o  , - ~ m + l ,  ~ ~ = ~ = + = ~  t - . ,  1 0 1 , ~ 1 , . . ~ , ~  t . . ,  ]Oz,~]O, oo ( C , ~  , ~ ,  )o,c~ 

mit 01 (2m + 1) = e', 05 (2m + 1) = 2m + c~', und schlieBlich: 
(cO, ,  p Z m + l ~  = ~ / '~2m+c~ 

' ~ ,  ,'0', oo ( C , ,  , .~ ,  .Io, oo 

c( 2m 
m i t 0 ' = ( l - 0 ) 0 ~ + 0 0 2  2m+1  ~ 0 2 m + ~ "  

Fiir unser uE C~~ c~ {u [D~ulee=0, 1~[ <k} ist 

~ o , mit O'(2m+l)=k+~x' ,  0 < ~ < ~ ' < 1 ,  ue(C,(lR ), , - - 2 m + l / l R - ~  t.. , k llO', oo 

und aus obiger Inklusion erh~ilt man: 

II a II <c.= <~o), c~ ~ + :<~-)>o, + < C28 II ~ II <CO<~->, C~"~ +~<~")>o, = 

----<C29 I1~t1~+='-------C~O / lu l l s+= ' '  

Nun existiert eine stetige lineare Abbildung 

Q: '+~ " C.  (f2) (l<2m) C.  ( I R ) +  ~ - 

mit QtT=u, ue Cl.+'(O)(s. [10], S. 78). 
Durch Interpolation erh~ilt man f'tir unser u: 

- ~  c ,  (~))0,+ / A = Q b / ~ : ( C , ( ~ - ~ )  ' ~  - 

und 

<c32 [lulls+=' 

mit k+cx'=O'(2m+ 1)=e '+02m,  0 < e < c ~ ' <  1. 
Das ergibt endlich 
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Sei nun 
u~Ck.+~(O)~ {ulD~u[~a=O,l~[<k} mit 2~+ 2m]:<k +~ '<k  + ~. 

Durch leichte Modifikation des Beweises yon Lemma 1.1 zeigt man, dab man u 
durch Funktionen in C ~ (~) n {u IDa u leo = 0, I~l < k} in der I[ Ilk +~'-Norm approxi- 
mieren kann. Das ergibt schlieBlich wegen der Abgeschlossenheit yon Ar(t) die 
Behauptung b), q.e.d. 

Die Singularitiit von e-~A(')u in ~=0 verschwindet, falls man u ,,regul~irer" 
macht (insbesondere ist wegen e -'A(') u~D(A) ftir alle ~>0  fiir die Stetigkeit in 
z = 0 notwendig, dab u Io~ = 0 ist). In [7] wurde gezeigt: 

lim I[e-~A(Ou-utl~=O, ueD(A). (3.14) 
r~.O 

Mittels dieser Stetigkeitseigenschaft (3.14) und der Existenz von A-~(t) kann man 
beweisen (s. [7]): 

Lemma 3.4. Es sei O< r < z ; dann ist I~ e-(r-s)A(t)u ds~ D(A) fiir alle ue C.(f2), 
_ A(t) ~ e-(~-~)A(Ou ds=e-(~-oA(~) u_u .  

Dieses Lemma impliziert sofort wegen (3.11): 

~ dann ist Satz 3.5. Es sei u ~ D(A'(t)),-2~ m < 7 <1 - 2m; 

c~ 

l le-.A,)u_uli <c3,  z ~ ' - ~  ItAY(t)ulI~; 

I e-hA~Ou--u A(Ou) el 
lira (=  =0, u~D(A ~ +Y(t)), Y > 2m h+O h 

Bemerkung. Die Halbgruppen e -~a(~ definiert durch (3.7), wirken, einge- 
schr~inkt auf die reellen Rgume C,(~), in diesen und alle Absch~itzungen und 
Eigenschaften bleiben erhalten. Das gleiche gilt ftir e -~4p(~ in den reellen R~iumen 
Lp(f2). 

Als n~chstes konstruieren wir den Evolutionsoperator U(t,z) in ~ - C,(O). Die 
Konstruktion verl~uft vollkommen analog zu der in [14] bzw. [6]. 

Abkfirzend wird ~-m = a gesetzt und fl > a vorausgesetzt. Im Laufe der n~chsten 

Beweise ergeben sich weitere Einschr~inkungen fiir a bzw. ft. 
Oft ben6tigt wird die Interpolationsungleichung 

y + a  1 7 + a  
llAr(t)ujl~<c35 ]lAO(t)ulj~ ~ Ilutj~ ~ , usD(AO(t)), 

a <  7, v + a < f i ,  die man wie in [14] bzw. [6] beweist. 
Ausgehend yon 

 9 ~(t ,~)=(A(z)-A(t))e  -(t-~)A(~ , 0___<z< t <  T, 
t 

 9 k+l(t.z)=~q)k(t.s)Ct)l(S.z)ds , k>=l. 

(3.15) 
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zeigt man  induktiv mittels (3.2) und (3.13) 

r ( f l - a )  k e-a(t-~)(t_3)-i +k(~-a), 
]lOk(t, ~)H~<c~6 r(k(f l -a))-  

woraus die Konvergenz  der Reihe 

k = l  

und m i t c  3 v = c3 6 / ' ( f i  - -  a )  und 61 ~ ~.1/~ - ~3 v, r = f l -  a, die Absch~itzung 

[[O(t, z)[[~_< c38(61) e-O-~o(t-~)(t-r)-I  +~-~ (3.16) 

folgt. Durch  Addit ion einer weiteren positiven Konstanten  zu A(t) kann erreicht 
werden, dab 6 > 61 > c~/~ ist. Dies wird aber im folgenden nicht bentitigt. 

Fiir u ~ D(A~(z)), a < 7 < 1 - a ,  y = 1, zeigt man induktiv 

]lOk(t, z)ull,<c~s F(fl-a)k-a r ( f l - a +  7) F(k(f i -a)+?) ( t - r )  -1 +k(~-")+' IIA'(~)ull~ 

und damit  
IIO(t, "c)ull~<=c39(t-'c) -1 +p-a+,  II/'(z) ull~. (3.17) 

Mit Hilfe von O(t, z) wird nun fiir 0<z<t__< T definiert: 
t 

U(t, z)=  e-(t-~)a(~)+ ~ e -(t-~)a(~) O(s, "c) ds. (3.18) 
1: 

Satz 3.6. Fiir 0 < r < t < T gilt 

u(t, ~)I~(n)~Lg)= U~(t, ~)lc~(a}~L~(a), 
U(t,r) u(~,s)=U(t,s), 0 < s < ~ < t < r .  

Beweis. Sei ueC.(fJ)~Lp(O). Dann ist U(t,v)u und Up(t,z)u definiert. Die 
Kons t rukt ionen  sind formal die gleichen; bei den Grenziiberg~ingen existieren 
die Grenzwerte  sowohl in der II II~- als auch in der II ]Iv, o-Norm und sind somit 
gleich. 

Zum Beweis der Halbgruppeneigenschaft  yon U verwenden wir, dab C~~ 
beziiglich einer 1[ II~,-Norm, 0 < e < c~, dlcht in C.((~) 1st, dab ^ 00 - ~ , - c (~) C,(a)c~L~(n) 
ist, dal3 (3.4) fiir Up gilt und dag U(t, z) fiir t >  z ein beschriinkter linearer Opera tor  
beziiglich der 11 Ii~,-Norm ist (s. Satz 3.7). 

Aus der Definit ion und den Eigenschaften von O(t, -c) folgt 
Satz 3.7. U ist beziiglich der gleichmiifiigen Operatorentopologie in t und v stetig. 

Fiir t~ z besitzt U eine Singularitiit: 

11U(t, z)n ~ < c~ o ( t -  z)-~, (3.19) 

liAr(s) U(t, z ) l b ~ c ~ l ( t - ~ )  -~ 2a a < 7 <  1 - 2 a .  (3.20) 

(Ist 3 -61  >0,  so kann I] U(t, z)H~<Cgz e -a2(t ~) ( t -z) -" ,  32 >0,  bewiesen werden.) 
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Im weiteren Verlauf dieses Abschnitts stellen wir Eigenschaften yon U zu- 
sammen, die wir ben6tigen werden. 

Wegen Satz 3.5 und (3.17) erh~ilt man 
Satz 3.8. Es sei u~D(A~(z));  d a n n i s t  

1[ U(t, z) u-u[l~<=ca.3(t--'c) ~-a IlAe(z)ull~, a < ~ <  1 - a ;  

t[ At (z )  U(t, z) u - A '  (~) u 1[, < c44 ( t -  z) ~-7' - ,  I[ A*(z) u H~, 

a < y < l - 2 a ,  y + a < 5 < l - a ,  uED(A~(~)).  

Die Absch~itzung (3.20) gilt auch ftir ? =  1. Dazu ben6tigt man allerdings 
einige Lemmata. 

Zuniichst zeigt man wie in [14]" 
t 

 9 (t, z) = cb 1 (t, ~) + S r (t, s) r  z) ds.  (3.21) 

Unter Zuhilfenahme yon Lemma 3.4 zeigt man wie in [14] bzw. [6]: 
Lemma 3.9. Ffir O<z<s<_t<_  T, t/c(a, fl(1 -a ) )  gilt." 

II O~(t, z )  - ~ ( s ,  0 II~ __%< c ,  5 (t - s )  ~(a - ~ - " ( s  - ~ )"-a  - .  

Weiter folgt in analoger Weise: 
Lemma 3.10. FOr ~ > 0, 0 < s, t, ~, rt <= T, (33 > 0 ist: 

[]e-~a(O_e-~A(s)[] <c~6 e-~3~ z -3~  I t - s [  p, 

[IA(~)(e-rA(,) _e-~a(~))[[ <c47 e-a~ z - i - 3 ,  [ t - s f ,  

I[A(~)(e -~A(O - e -~A(~)) A -~ (t/) [1~ < c, s e - ~  r -3a I t  - s f .  

Dutch die Zerlegung 

A(~) U (t, r )=A(Q A-I(v)A(r) e - ( ' - ~ 1 7 6  
t 

-~ I A (~) A -1 (s) A (S) e -  (' - ") A (,)(r (S, ~) -- ~ (t, r)) d s 

+ i A (~) (e-(Z -s) A (~) _ e-  (' - ~) A (Q) ( / ) ( t ,  "C) ds  
# 

(3.  22) 

t 
+A(~) ~ e -(t-s)a(t) ~b(t, z) ds 

erh~ilt man schliel31ich 
Satz 3.11. Es sei 3 a < fl < 1, 0 < z < t < T; d a n n i s t  

tlA(~) U(t, r ) l l ~ < c 4 9 ( t - ~ )  - l - a ,  r T]. 

Die Zerlegung (3.22) zeigt auch 
Satz 3.12. Ffir fes tes  ~, ~ [0, T] ist A(~) U ( ' ,  ~) in (z, T]  stetig (bez.  der Opera- 

tortopologie ).  
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Mit den bekannten Abschiitzungen zeigt man iihnlich wie in [14] bzw. [6]: 
Lemma 3.13. Es sei 0 < ~ < t <= T, 3 a < fl < 1 ; dann ist 

II U(t, r ) -  e-(~-~)A(O II, < c5 o(t-'c)~-3% 

[ IA (~ ) (C( t , z ) - e - ( ' - * )a" ) ) l l ,<cs t ( t -~ ) - l+a-3" ,  ~e[0, T].  

Mittels Lemma 3.4 folgt dann 
Satz 3.14. Es sei 0 <= r < t <= T; dann ist 

U ( t , s ) u d s ~ D ( A )  ffir alle u e C . ( O ) ,  
r 

t 

A(  Q ! U (t, s)u ds -<c52(1 +(t-r)-")Ilull~.  

SchlieBlich benStigen wir noch 
Satz 3.15. Es sei a<7 ,  a + 9 a <  1, 7 + 4 a < f i <  1; dann ist 

]1A'(~)(U(t + h, ~ ) -  U (t, ~))I1~ <= c53 ( t -  ~) -~ -  2" h ~ - , - ~ . ,  

mit h > 0 (6 geeignet). 
Beweis. Zun~ichst w~ihlen wir zwei HilfsgrSBen t/, 6 > a mit 

y + 3 a < t / ,  q + 4 a < 6 < l - 2 a  

und zerlegen (s. Lemma 3.4): 

A' (~) ( U(t + h, ~) - U (t, "c)) 
= {A~(~)(U(t + h, t ) -  e -hA(*+h)) A -~(t) 

h 

- A~(~) ~ A 1 -~(t + h) e-~A It +h) ds 
0 

h 

+ A'(~) I A (t + h) e-~A (, +h)ds (A -a(t + h) - A -~(t))} Aa(t) U(t, ~) 
0 

= {81 - t -82"{-83}  AO(t) U(t, ~). 
Es gilt: 

Ils11[~ < c s ,  h a-v-4" (vermSge (3.15), Lemma 3.13)), 

II82L<c~5 h ~-~-2~ (vermiSge (3.15), (3.13)), 

h 

S 3 = j Av(~) A 1 -"(t  + h) e -~A(t+h) ds A"(t + h)(A-O(t + h ) -  A-~(t)).  
0 

Mittels (3.15) und Lemma 3.10 erh~ilt man:  
oo 

[]A"(t + h)(A-~(t  + h ) -  A -*(t))l[ ~ =< C56 ~ e-~3* , -1  +~- , -4 .  ds h a, 
0 
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und schlieBlich 

i A~(~) A 1 + h) -sAlt+h) ds < h"- ~- 3a. e c 5 7 
Ot 

Anwendung yon (3.20) liefert schlieBlich das Ergebnis. 
Korollar 3.16. Es sei f~  C([0, To], ~ - C.(~2)), t6(0, To) , h>0,  t+h<= T o. Danngilt: 

,+a t s)f(s) ds S A~(~) U(t+h, s ) f ( s )ds -  SA~(~) U(t, 
o o 

<c58 h a-~-*a max [[f(s)[[~. 
[0, To] 

Es ist noch die Frage nach der Differenzierbarkeit (bez. t) yon U(t, z)u in C,(~ ~) 
often. Wir gehen hier den Weg tiber die Lv-Theorie. (Es ist noch nicht klar, ob dies 
aus beweistechnischen oder aus wesentlichen Grtinden geschieht.) 

Auf S. 26 in [14] wird hergeleitet: 

[A~(~) U p ( t ,  t :)]  = -A~(~) Ap(t) Up(t, z) (3.23) r 
/ . 0  \ 

ftir 0<~  <fl, 0 < r  <t__< T ( ~ / - =  Differentiation in Lv(O)). 

Unter Berticksichtigung yon Satz 3.6 erhalt man: 
/1 

~ - ~ < ~ < 1 .  Satz 3.17. Es sei < f l < l  und u~C,(Y2)c~Lp(O) oder u~ C,((2),a - 
Dann gilt in ~ -  9 C,(O). 

0 t~t U( t , z )u=-A( t )  U(t,z)u ffir 0=<v<t<T.  (3.24) 

Beweis. Es ist ftir u~ C , (O)n  Lv((2). 

h (U(t +h, z ) u -  U(t, U(t, z)u) r) u ) - ( - A ( t )  

~C59 -~(Up(t+h,z)u Up(t,z)u)-(-Ap(t) Up(t,'c)u) p,s' n - -  o ~ + - - < S ,  
P 

<C6o 1 1 A~p(*)(Up(t +h, z)u-Uv(t  , z )u)- ( -A~(r  av(t ) Up(t, r)u) , 
r - -  p, 0 

s < 2 m ~ ,  
< e  ftir [hl<6(e), falls ~<fl .  

Durch Approximation yon u~ C,(~)  durch Elemente in C~~ in der [] [[,-Norm 
folgt der zweite Tell der Behauptung. 

Ist a hinreichend klein und p hinreichend groB, k6nnen diese und die folgenden 
Bedingungen erftillt werden. 
10 Math. Z., Bd. 142 
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Mit Hilfe der Differenzierbarkeit zeigt man wie in [14] bzw. [6] die Identitiit 
in C,(O) (s. dazu auch Satz 3.5 und 3.8): 

U(t, ~) A-o(~)v 

=e-(t-r)A(t) A-~(~) v+ i e-(t-s)A(O [A(s)-- A(t)] U(s, r) A-O(z)v ds 
(3.25) 

w C , ( O ) ,  2a<6.  (Wie in [7], Satz5.7, zeigt man A (~)v~C,(O) fiir ein ~ > a ;  
auBerdem ist A-~(  ~) v e D(A~(~)), a < ? < 6 - a.) 

Satz 3.18. Es sei u~D(Al+'(t)),  a<v,  max (3a, a+ 2-~p) <f l<  l. Dann ist 

limhio l ( u ( t + h ' t ) u - u ) - ( - A ( t ) u ) = 0 ,  t~[O,T] .  

Beweis. Wir zeigen zuerst 

lim I1A(t) U(t, ~) u -  A(z) ull~ = 0, u~D(A i +'(r)). (3.26) 
tSz  

Dazu setzen wir u = A  -~-~(~)v und erhalten verm6ge (3.25): 

A (t) U(t, z) u - A (v) u = A (t) e - ( t -  o AtO A - i -  ~ (z) v -- A - ~ (~) v 
t 

+ ~ A(t) e -(~ ~)A(O [A(s)--A(t)] U(s, z) A 1-~(r) v ds. 

Wegen 
IIA(~) U (t, ~) A - i - ~  (z) vH~< c6i ( t - , ) - a  HVlt~ 

t 
+ c62 ~ ( t -  s ) - l -  ~ + p f l A(~) U(s, z) A -  l -  ~(z) v lj~ ds 

ergibt sich: 

IlA(t) U (t, r ) u -  A(z)uli~<= ]IA(t)(e-('-*)A(O--e-tt-OA(~))A-I-v(Z)V]]~ 

+C63 Jle-(~-~) At~) A -~ (z)v-- A -  ~(z)v[t~ 
t 

q- C64- ~ ( t - -  s ) -  l-a+l~ (s-- 'E)-a dS [IV[l , ,  
v 

woraus wegen Lemma 3.10, Satz 3.5 die Behauptung (3.26) folgt. Durch Integration 
von (3.24) (unter Beriicksichtigung von Satz 3.8) erhalten wit 

h 
U(t+h, t )  u - u = -  ~A( t+s )  U( t+s , t )  uds ,  

0 

was wegen (3.26) die Behauptung des Satzes beweist. 

Satz3.19. E s s e i u ~ D ( A ~ ( t ) ) , 2 a < y < l - a ,  max 2a, a+ < f l < l .  Dannist 

i U(t, s) u ds~D(A 1 +'(t)) 
r 
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und 

II If A'+,(O ~ u(t,s)uds <=c650 +(t-r)-~ 

Beweis. Man setzt u = A-~(t)v und erh~ilt wegen (3.25): 
t 

IlA(t) U(t, z)url~< c66 ( t -  z) - l + y - a  ]lUllc~ -I-c67 S ( t - s )  -1 -a+fl IIA(s) U(s, v)ull~ds; 
T 

daraus folgt zun~ichst die Absch/itzung 

IrA(t) U(t, z)ufI~<=C6s(t- z) -~ + ~-" [[vrj~. 

Erneute Anwendung von (3.25) ergibt schlieBlich 

U(t, z)u~D(A'+'(t)) 
und  

t 

lIAr+'(0 U(t, OuL <= c69 ( t -  ~)-~-~ rlvL + C~o ~ ( t -  s ) - ' -  '-~+~ (s-  T)-' + '-~ IIvFl~ 

Entsprechend ist 

rlA'+'(t)(U(t, ~) u-e-(t-~ [ t~  c72 (t-1:)- l-2~ +/~ Ilvlle, 
so dab zusammen mit Lemma 3.4 die Behauptung folgt. 

Beweis yon FormeI (3.12) (nach einer idee von S. Nercissian). Sei 2 ~ ,  re 2 <0  
und F~ = {--t2[tslR+}. Dann ist 

~ e-Zz~- l  dz=F(~),  7>0 .  

Dabei ist z ~-~ auf der Riemannschen Fl~iche, die durch z ~ -~ ~IR+ far z~lR+ geht. 
Der Beweis benutzt den Cauchyschen Integralsatz. Sei nun ~, > a: 

1 A -y t --TA(t) = _ _  -(s+z) A(t) ( )e F(7) ~ e s ~-1 ds 

1 | - i~-(,) ~o l ~e;~(r+S)(A(t)4- )c)-l d.~.sT-l ds 
1 1 oo 

- F(?) 2hi ~ ex'(A (t)+ 2 ) - '  I e~* s ' - ' d s  d2 o 
( - * ) '  

, r(y) r. 
1 

- 2 n i  ~ ( - 2) -~ e ~" (A (t) + 2) -~ d) . .  

Unter Verwendung yon 

( - ,t) ~ A -fit)(A (t) + 2) -~ 

lO* 
---- --(--"]') k - l A  k(t)--(--~.)k--2A--k+l(t)... - A - l ( t ) + ( A ( t ) + 2 )  -1, k ~ N ,  
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folgt zun~ichst e-~A(OueD(Ak(t)), und schlieglich ergibt sich wegen 

A-k(t)A~(t)e-~A(tlu=A-(k-~)e-~A~Ou, y < k - a ,  

die Formel (3.12). 

4. Existenzsiitze fiir niehtlineare Integralgleiehungen in Lp(~2) und C~ (~)  
IstfH61derstetig, so weig man, dab das Cauchy-Problem in Lp((2) 

dv 
dt +Av(t)v=f(t)' v(0)=v~ 

mit der Integralgleichung 

v(t)= Up(t, O)vo + i Up(t, s) f(s) ds 
r 

0 

~iquivalent ist (s. [6]). Da wir semilineare Probleme 
dv 
dt +Ap(t)v=F(t, v), v(0) -v  o (4.1) 

1/Ssen wollen, ist es natiirlich, Integralgleichungen der Form 
t 

v(t) = Up(t, O) v o + ~ Up(t, s) F(s, v(s)) ds (4.2) 
o 

zu betrachten. Die Substitution A~(0) v = u liefert: 
t 

u(t) = A~(O) Uv(t , O)v o + ~ A~(O) Up(t, s) F(s, a ;  ~(0) u(s)) ds. (4.3) 
0 

Aufgrund des Abschnitts 3 ist es klar, dab wir uns beim Studium von (4.3) nicht 
C,(~2) auf Lp(Q) beschr~inken mtissen, sondern diese Integralgleichung auch in ~ - 

untersuchen k~Snnen. Um beide FNle gleichzeitig zu bekommen, sei E im folgenden 
ein reeller Banachraum mit der Norm II [I und A(0 und U(t, z) seien eine Opera- 
torenschar und ein Evolutionsoperator in E m i t  den Eigenschaften von A(t) und 
U(t, z) in C,(~)). (Ap(t) und Up(t, z) besitzt nattMich auch alle diese Eigenschaften 
in Lp((2).) 

Wir betrachten in E 

u(t) = A~(O) U (t, O)vo + ~ A~(O) U (t, s) R(s, u(s), u(s)) ds, (4.4) 
o 

wobei wit far R voraussetzen: 

R: [O, T ] x E x E  ~ E 

(i) ][R(t, v, u l ) -R( t ,  v, u2) N <~/~d IlUl --U2H, t e l 0 ,  Z ] ,  ]luil[, I[/)l[ ~_~d, i = 1, 2, 
(ii) R(t, ", u) ist ftir jedes te l0,  r ]  und jedes Ilu[I < d  vollstetig in E, 

(iii) R( ' ,  v, u) ist ftir [Ivll, Ilull < d  gleichmgBig stetig, d.h. 

[[R(t I , v, u ) -R ( t  2, v, u)[I <e ,  

sofern lit1-t21] ~ ( e ) ,  ftir alle Ilvl[, [[u[[-<d. 

(4.5) 
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Wir erhalten damit 
Satz 4.1. Es sei a < 7 < l - 2 a ,  y + a < 3 < l - a  und voeD(AO(O)). Dann besitzt 

(4.4) eine L6sung us  C([0, To] , E) J~r ein geeignetes T o >0. 
Der Beweis sttitzt sich auf drei Lemmata: 
Lemma 4.2. X sei ein Banachraum, V: X x X ~ X sei eine Abbildung mit den 

folgenden Eigenschaflen: 
a) H V(v, u l ) -  V(v, u2)JFx<pd Jju~ -u2JJx, pd< 1, IJu~fJx, IJvllx_~a, i=  ~, 2. 
b) V(',  u) ist vollstetig fiir jedes ]rUf]x < d. 

c) Es existiert ein d>0,  so daft 1[ V(v, O)ll < d fii r alle [IVl[x < d ist. 
i - p ~  

Dann gibt es einen Fixpunkt u = V(u, u) in X. 
Den Beweis findet man in [7]. 
Wir wenden Lemma 4.2 auf die Abbildung 

t 

V(v, u)(t)= A~(O) U (t, O)vo + ~ A'(O) U (t, s)R(s, v(s), u(s))ds, 
o (4.6) 

re(O, To], V(v, u)(0)=A~(0) Vo 
in X =  C([0, To], E) an. Dazu dient: 

Lemma 4.3. K sei eine relativ kompakte Menge in E. Dann ist die Familie 

{A~(0) U(., s) u tu6K} auf (s, T] 
bzw. 

{A~(0) U(t, ' )  u lu~K} auf [0, t) 
gleichgradig stetig. 

Der Beweis sttitzt sich auf die Umkehrung des Satzes von Ascoli-Arzel/t 
und ist ~ihnlich wie in [7] zu ftihren. 

Lemma 4,4. Die Abbildung (4.6) geniigt den Voraussetzungen yon Lemma 4.2 
in X = C([0, To], E), versehen mit der Maximumsnorm (T o hinreiehend klein). 

Der Beweis erfolgt durch Ubertragung des Beweises in [7], Satz 2.2, auf den 
zeitabh/ingigen Fall. 

Fiir To erh/ilt man folgende Bedingung: 
Wegen (4.5)(ii) und (iii) ist J[R(s, v, 0)If <Re fiir s~[0, T] und Ilvl] <d.  Satz 3.8 

liefert lIAr(0) U(t, 0) v o]l < cw []AO(0) Vo 1], te  [0, T]. Mit d >  07, 3 ][A~ v 0 ]1 = A 0 ist 

c41 (Rd + d ~d) . (4.7) 

Wir werden jetzt einige Eigenschaften ffir jede L6sung der Integralgleichung 
(4.4) herleiten: 

Satz4.5. Es sei a<7, 7 + 9 a < 1  und 7 + 4 a < f l < l .  Dann ist jede L6sung 
uE C([0, To], E) yon (4.4) in jedem abgeschlossenen lntervall [0, To], 0>0,  gleich- 
miifiig HiSlderstetig mit einem Exponenten 0 < ~4 < f1-  7 -  4a. 
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Der Beweis ist klar wegen Satz 3.15. 
Im folgenden wird R(t, u, u)--R(t, u) geschrieben. 
Satz 4.6. Neben (4.5) erfuIle R 

]JR(q, U l ) - e ( t 2 ,  u2)[I =<c74(d ) {ltl -t2la5-I - ]lUl -u21166}, (4.8) 

l] ui 11 < d, mit a < 68 , a < 64 66. Ferner gelten die Voraussetzungen yon Satz 4.5. 
Dann folgt ffir jede stetige Lgsung u yon (4.4): 

v(t)=A-'(O)u(t)~D(A), t~[0, To], 
und 

A(~)v~C((O, To], E) (~E[0, T]fest) .  

Beweis. Es ist 

v(t)= U (t, O)v o + i U (t, s) R(s, u(s)) ds 
o 

=U(t,O)v(O)+ iU(t , s )R(s ,u(s) )ds ,  0 < 0 < t .  
0 

Der erste Summand ist ftir re(O, Tol in D(A) und der zweite wird wie folgt zerlegt: 

t t 
U (t, s)R (t, u (t)) d s -  ~ U (t, s)(R(t, u (t))- R (s, u (s))) d s = $1 (t)+ $2 (t). 

o o 

Wegen Satz 3.14 ist S 1 (t) in D(A) und aufgrund der Absch~itzung 

HA(~) U(t, s)(R(t, u(t))-R(s,  u(s)))l I <c75( t - s ) -~-~( ( t - s )  85 + ( t - s )  ~4~6) (4.9) 

und der Abgeschlossenheit yon A(~) ist auch S2(t) in D(A). Die Stetigkeit yon A(~)U 
folgt aus Satz 3.12, obigen Zerlegungen, der Stetigkeit yon R(t, u(t)) und der majori- 
sierenden Abschgtzung (4.9). 

Satz 4.7. Liegt jede stetige L6sung yon (4.4) in D(A(a-~)(0)) (7, 6 wie in Satz 4.1), 
dann besitzt (4.4) eine stetige L6sung in einem maximalen Existenzintervall [0, Tmax), 
wobei gilt : 

lim Ilu(t)ll=oc, falls Tmax < r ist. 
t T Tmax 

Bemerkung. Das ist insbesondere unter den Voraussetzungen yon Satz4.6 
erffillt. 

Beweis. W~ire ]1 u(t)H < M, t ~ [0, Tmax), dann k6nnte man unter Verwendung yon 
Satz 3.15 und Lemma 4.3 zeigen, dab ffir jede Folge t,T Tin, x {u(t,)} eine Cauchy- 
Folge in E ist, und somit die L6sung yon (4.4) in Tin, x stetig erg~inzt werden kann. 
Dann k6nnte man sie gemiiB Satz 4.1 noch fiber Tin, x hinaus fortsetzen, indem 
man lokal fiir t > Tma x 

~(t)=A'(0) U(t, Tmax)A-'(O)u(Tmax)+ i Av(O) U(t, s) R(s, fi(s)) ds 
rmax 

16st. Das widerspr~iche abet der Maximalit~it yon Tm~x. 
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5. Regularit~itssatz fiir semilineare Evolutionsgleichungen in Lp(fl) 
In diesem Abschnitt wollen wir semilineare Evolufionsgleichungen der Form 

(4.1) in Lp(~) betrachten. Dazu miissen wir zuerst angeben, welche Nichtlinearit~iten 
F wir zulassen, um die Ergebnisse in Abschnitt 4 anwenden zu k6nnen. Wir 
tibernehmen die Ergebnisse in [7]: 

Satz 5.1. Es gilt algebraisch und topologisch D(A~,(O)) c Wp s (f2), s < 2 m 7, oder 
die Abbildung Dao A;~(O) ist stetig yon Lp(f2) in WpS-Is((f2) fiir I~l <=s <2m?.  

Satz 5.2. Die mefibare Abbildung f: [0, T] x f2 x IRN~ IR, N = N  1 +N2, habe 
folgende Eigenschafien : 

ii) !f(tl,x,v,u)--f(t2,x,v,U)I<=ICd,(X)[ ]ta--t21 p, 0 < p <  1, 
NI N2 

ffir Iv!= ~ lvil, lul= Z luil <d', cd, egpff2), xef2;  
i=1 i=1 

(ii) ]f (t, xl, v, u ) - f ( t ,  x2, v, u)l < Iha,(xl)- ha,(x2)l, 

f0r Ivl, lul < d ', hee Lp(Q), f ( t , ' ,  O, 0)e Lp(O), te[0,  T];  
N~ 

(iii) If(t, x, vl, u ) -  f( t ,  x, v2, u)[ < ~ [g~, (x)l Iv~ - v i Y  ~ , 
i = l  

0 < p i <  1, !v[, lul<=d ', g~,eL p ((2), xe(2, te l0 ,  T] ;  
1 --Pi 

N2 
(iv) If(t, x, v, u l ) - f ( t ,  x, v, uz)! <c76 (d') ~ !u~ -u~!,  

i=1  
Iv!, lu! < d', xe(2, te  [0, r ] .  

2 m - 1  n 
Ferner sei p >n und ~ m  +2~-fip < 7 <  1. Dann geni~gt R(t, u)= F(t, A;'(O)u) mit 

F(t, v)=f(t ,  x, D~, v, . . . ,  DeNy ), I~il <2m- -  1, den Voraussetzungen (4.5) und (4.8) 
in Lv((2 ) mit b5=p  und a6=min(pi) .  

Man zeigt nun wie in [14] bzw. [6] unter Berticksichtigung von Satz4.1, 
Satz 4.5 und Satz 4.7 

2 m - I  n 
Satz 5.3. Es sei p>n  und ~ m - - +  2-~-p <fi, 6<1  (fl in (1.2)) und voeD(A~(O)). 

Dann besitzt die Evolutionsgleichung (4.1) in Lv(O ) mit F wie in Satz 5,2 eine LOsung 
v in [0, Tin,x) mit folgenden Eigenschaften: 

a) w C([0, Tmax) , WpS((2)) ~ Ca4([0, ToJ , Wp'(f2)), 6, hinreichend klein (s. Satz 4.5), 
s = 2 m - l +  n ,  0>0 ,  To < Tma., 

P 
b) vs C((0, Tmax), WvZ'([2)), v(t)ED(A), re(O, Tma.), 
C) A ( ' ) v E C ( ( O ,  Tmax) , g p ( ( 2 ) ) ,  

d) F( ' ,  v)e C([0", Tmax) , Lv(g2)), 
~) ~ c1((o, T~x), L~(~)), 
0 lim lIAr(0) v(t)Hp, O = or,falls Tma ~ < T ist (y wie in Satz 5.2). 

t "[ Tma x 
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Ffir beschfiinkte Gebiete f2 stammt das Ergebnis in Satz 5.3 im wesentlichen 
yon Sobolevskii 1-14], auch nachzulesen in [6]. Der Rest der Abeit wird sich damit 
besch~iftigen, von der LSsung von (4.1) mehr Regularit~it nachzuweisen. Dazu 
dient uns die C%Theorie. 

Sobolevskii [14] hat bereits darauf hingewiesen, dab seine Lp-LiSsung eine 
,,klassische" L6sung des Anfangs-Randwertproblems (0.1) sei. Klassisch heil3t, 
dab alle auftretenden partiellen Ableitungen in jedem Punkt von (0, To)x f2 
existieren, stetig sind, und die Gleichung und die Randbedingungen p unktweise 
erftillt werden. In [14] wird n~imlich gezeigt, dab dv/dt auch in C~(f2) existiert, 

dv weshalb auf die Gleichung Ap(t)v=F(t ,  v ) - - ~ -  der Regularit~itssatz ftir ellip- 
tische Operatoren angewandt werden kann. 

Wir gehen direkt in " - C.  (f2) und tibernehmen zun~chst aus [7]" 
2m(1 - c~')- a 2 m q - ~  

Satz 5.4. Es sei 1 < 7 < 1 und 0 < c( < 1 - ~ - - .  Dann gilt 
2m(2m+e)  m 

algebraisch und topologisch D(AY(O)) c c.zm- t+," (f2).- 
Satz 5.5. Die stetige Abbildung f: [0, T] x ~ x  IRN--*IR, N=N1 +N2, habe 

folgende Eigenschaften : 
(i) [ f (q , x , v , u ) - f ( t 2 , x , v , u ) l< lca , ( x ) l  t t l - t2[  o, 0 < p <  1, 

fiir !vl, lul<d', cn,~C,(O), ~ < N <  1, x e ~ ;  

(ii) If(t, Xa, v, u ) -  f (t, x2, v, u)l < [hd,(XO--hd,(Xz)l, 

ftir Ivl, lul<d', ~ - o -  9 0 ) ~  C ,  ((2),  te  hd, ~ C .  (f2), f ( t ,  , O, [0, T] ; 
N1 

(iii) rf(t,X, V l , u ) - f ( t , x ,  v2,u)]<= ~lg~a,(x)llv[-v~l ~ 0<pi_-__l, 
i = l  

tvl, lul<=d ', g~,eC~ x e ~ ,  te[0,  r ] ;  
N2 

(iv) f ( t ,  x, v, Ul) - f ( t ,  x, v, u2) = ~ gi(t, x, u 1, u2) (u~ - u~), 
i = l  

Igi( t, Xl, ut, ua)--gi( t, x2, ill, ~/2)1 < Ihia'(xl)-ha'(x2)l + cvT(d')(lul-ull  + lu2 - u21), 

[gi(t,x, ul,u2)l<=c77(d'), ]vl, [ul<=d ', hia,cC~((2), x e ~ ,  te[0,  T]. 

Ferner sei O<c~<~<pia '<pi(1-o~m+m~ ) ,  i = l , . . . , N x ,  und 7 wie in Satz 5.4. 

Dann geniigt R (t, u)= F(t, A - 7 (0)u) mit F(t, v )=f( t ,  x, De~ v, ... , De~, v), 15~i] <= 2 m -  1, 
den Voraussetzungen (4.5) und (4.8) in C ,  (0) mit 

= 

Die GrSBen m, c~, fi, 3, p, p~ und die HilfsgrSgen 7, ~', ~ h/ingen durch die S~itze 
im 3., 4. und 5. Abschnitt auf verschiedene Arten zusammen. Sie sind sicherlich 
nicht frei w~ihlbar. Wegen 7 + 4 a < f i  (s. Satz (4.6)) folgt aufgrund Satz5.4 z.B. 

1 
eine Bedingung an ft. Ist nun 1 - ~ m < f l <  1, so l~il3t sich ein Raum C.(O) mit 
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hinreichend kleinem e finden, so dab die HilfsgrSgen so gew~ihlt werden kSnnen, 

dab alle Voraussetzungen erfiillt sind. Entsprechend mug mindestens 1 - I < < 1 
vorausgesetzt werden. z m  

Wir gehen davon aus, dab im folgenden alle Voraussetzungen in C.(O)~ - 
erftillt sind. Eine unmittelbare Konsequenz der S~itze 4.1, 4.6, 4.7 und 5.5 ist dann: 

Satz 5.6. Es geniige F den Voraussetzungen yon Satz 5.5 und es sei voeD(A~ 
Dann besitzt die Integralgleichung 

v(t)= U(t, 0)Vo+ i U(t, s) F(s, v(s)) ds (5.1) 
0 

in ~ - C.(O) (~ hinreichend klein) eine stetige LSsung in [0, Tma,) mit folgenden Eigen- 
schafien : 

a)  / ) (=C([0 ,  rmax) , 2m-I+~t" -- C~a([O, To], C2m-l+~t,i . /~-~ C. (t2)) c~ . t~,JJ, 34 hinreichend klein 
(s. Satz 4.5), ~' wie in Satz 5.5, 0 > 0, T O < Tma x, 

b) veC((O, T, nax), zm+~ - C. (0)), v(t)eD(A), re(O, Tm,x), 
C) A ( ' ) v ~ C ( ( O ,  Tmax) , C . ( ~ ) ) ,  
d) F( ' ,  v)e C([0, r~ax), C.(~2)), ~ - 
e) lim I[A~(O)v(t)]t~=oo, falls Tmax < T ist (7 wie in Satz 5.5). 

t t rmax 

Ist Y2 beschr~inkt, so ist unter Berticksichtigung von Satz 3.6 jede LOsung yon 
(5.1) in C~(~) auch LSsung yon (4.2) in Lp(Y2) und somit LSsung yon (4.1) in Lv([2). 
Insofern liefert Satz 5.6 einen Regularit~itssatz f'tir LOsungen yon (4.1). Fiir un- 
beschr~inkte Gebiete betrachten wir (5.1) in ~ - C.(Y2)c~Lp(Y2), normiert durch 
]l IJ~+ ]l lip, o- Geniigt also die Nichtlinearit~it F den Voraussetzungen in C.([2)~ - 
und Lv([2), so 1/iBt sich (5.1) bei geeigneter Anfangsbedingung in C,(O)c~ Lp(g2) 
15sen; diese LOsung 10st dann sicher auch (4.1) in Lp(f2): 

Satz 5.7. Unter den Voraussetzungen yon Satz 5.3 und Satz 5.6 besitzt die 
Evolutionsgleichung (4.1) in Lp(f2) eine LOsung in [0, Tma,) mit den Eigenschaften der 
S&ze 5.3 und 5.6, sofern nur vo~D(A~(O))c~ D(Aa(0))ist. 

(f) bzw. e) ist zu ersetzen durch 

lim ([[A~(0) v(t)llv, o + [[AS(0) v(t)tl~)= oo, 
t T Tmax 

falls Tma x < T ist.) 
Auflerdem gilt: v~ C1((0, Tmax) , " - C,(O)) und 

dv +A(t)v=F(t ,v) ,  v(0)=v o (5.2) dt 
C,(~). 
Beweis. Es ist nur noch die Differenzierbarkeit in " - C,  (Q) und die Gleichung (5.2) 

zu beweisen. Aus (4.1) folgt in Lp(O) 

v(t)=v(O)+ i ( - A v ( s )  v(s)+F(s,v(s)))ds, O<O<t<Tmax" 
0 
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Wegen c) und d) von Satz 5.6 existiert 

i ( -  A(s) v(s)+ F(s, v(s))) ds 
0 

auch in ~ - C,  (f2). Ein bereits wiederholt angewandter Schlul3 liefert die Identit~it 

v(t) = v(0) + i ( - A (s) v (s) + F(s, v (s))) ds 
0 

in ~ - C,  (f2), woraus alles folgt. 
Satz 5.7 zeigt also, dab bei hinreichend glatter Anfangsbedingung v o die 

C,(f2) Evolutionsgleichung (4.1) in Lp(g2) eine L6sung besitzt, die auch (5.2) in ~ - 
liSst. Diese L6sung ist damit natiirlich auch klassische L/Ssung des Anfangs- 
Randwertproblems (0.1). AuBerdem gilt: 

v(t, ")eC2,m+~(Y2), D~v(t, x)l+~=0, I~l < m -  1, te(0, rmax). 

Beztiglich der Zeitvariablen t hat man die Differenzierbarkeit in L,(Y2) und 
C, (f2), d e H/31derstetigkeit von D~ v(. x), I~1< 2 m -  1, die Stetigkeit von D~ v(', x), 
[~l =2m, jeweils gleichm~il3ig fiir x e ~  (a) und b) von Satz 5.6 sagen sogar noch 
mehr aus). 

Far beschr~inkte Gebiete ist C~(~)c~ Lp(Y2)= C'(~) und die Voraussetzungen 
von Satz 5.5 implizieren die von Satz 5.2. Damit erh/ilt man fiir beschr~inkte 
Gebiete sofort, dab jede L6sung von (5.1) auch L6sung von (5.2) und klassische 
L6sung ist. Ffir unbeschfiinkte Gebiete hingegen k6nnen wir das nicht ohne 
weiteres folgern, sondern ben/Stigten bislang den ,,Umweg" tiber die Lv-Theorie. 
Die Lp-Bedingungen an v o und f sind jedoch bei unbeschr~inkten Gebieten echt 
einschr~inkend. Wie man sich davon befreien kann, zeigt der n~ichste Abschnitt. 

6. Klassische Liisbarkeit des semilinearen Anfangs-Randwcrtproblems in C.( f~)  
In [7] hatten wir folgendes gezeigt: A(t)=A sei yon t unabh~ingig. Unter der 

Hypothese 
lim I(e-~Au)(x)--U(X)[ = 0  ffir alle ue C~(O) (H) 

(oder, was wegen Satz 3.6 das gleiche ist, 

lira b(e-+Apu)(x)--u(x)l = 0  fiir alle ue C~(~)) 
r~O 

und far alle xeO,  folgt 

lim I(e-rAv)(X)--V(X)l = 0  fiir alle ve C,(Y2), (6.1) 
~+0 

xE~2, und ftir reD(A) erh~ilt man damit: 

I~oo (e-hAv)(x)--V(X)h (-- Av)(x) =0.  (6.2) 
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Mit (6.2) zeigt man wie in [7]: 
Satz 6.1. A sei yon t unabhiingig und es gelte (H). Dann ist die L6sung v yon (5.1) 

mit den Eigenschaften yon Satz 5.6 klassische LOsung yon 

Ot v(t, x) + Av(t, x)= f( t ,  x, Dal v(t, x), ..., Da,, v(t, x)) 
(6.3) 

v(O,x)=vo(X), x~(2, D~v(t,x)=O, xs~?f2, J ~ l < m - 1 ;  

das heiflt insbesondere, daft die partielle Ableitung ~ v(t, x) existiert, stetig ist und 
in (0, Tm,x) x f2 der Gteichung (6.3) geniigt. 

Bemerkung. (H) ist erfiillt ftir f2= ]R"; (H) gilt ebenfalls, falls man far ve ~o(~)  
eine Darstellung 

(e-+Av)(X)=SG(x,y,z,O)v(y)dy, Z>0,  
g~ 

durch eine Greensche Funktion hat, wobei G Eigenschaften wie in [8] besitzt. 
Wir wollen darauf nicht n~iher eingehen. 

Ftir zeitabh~ingige Operatoren A(t) kiSnnte man analog vorgehen. Wegen 

]lA(t) U(t,z) A-l(z)U]To<C?s IluL,, o<=z<t<=~ (6.4) 

U ~r - -  C, (~2), 0 < ~' < e (s. (2.4) und (3.17)) w~ire (H) zu ersetzen durch 

lim I(A (t) U (t, v) A -~ (z) u)(x) - u (x) l = 0 (Hi) 
^ - -  

far alle ueC~((2) und flit alle xeg2. 
Unter der Hypothese (H,) erh~ilt man die (6.2) entsprechende Aussage far 

(U(t,r)v)(x),xef2, und das gleiche Ergebnis wie Satz6.1. Wir verzichten auf 
weitere Einzelheiten, da wir glauben, dab (H,) schwer nachpriifbar ist. 

Wir wollen im folgenden die S~itze 3.3, 3.5, 3.18 und 3.19 verwenden. Dazu 
dient 

Satz 6.2. Es seien f u n d  F wie in Satz 5.5 mit 4 a < ~. Aufierdem gelte : 
f(t, x, v, u)=0, tel0,  r ] ,  xe0f2, (v, u)elR N 

(6.5) 
mit ui=O, vJ=0, sofern I~il, I~jl < m - 1  (~,~j  in F). 

Dann gilt ffir vcD(A): 

F(t, v)eD(A~(z)), t, re[0 ,  T], 2 a < ? < ~ m - 2 a .  

Beweis. Far w D ( A )  gilt D~v(x)=O, xeOf2, ]~ ]<m-1 .  Die Voraussetzungen 
(6.5) fiir f implizieren F(t, v(x))=0, x e~g2. Gem~iB Satz 3.3 miissen wir nur noch 
zeigen, dab F(t, v)e C,~ (/2)- ist. Wegen vcc2,m+~(~) folgt dies aber aufgrund der 
Voraussetzungen an f 

Nun k6nnen wir beweisen: 
Satz 6.3. Es sei v eine stetige Lbsung yon (5.1) in C,( ) (gemSfi Satz 5.6) und f 

bzw. F geniigen den Voraussetzungen yon Satz 5.5 und yon Satz 6.2 mit 4 ~ < f i < ~  
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(~ hinreichend klein). Dann gilt neben den Eigenschafien a) bis e) yon Satz 5.6: 

v(t)ED(Al+~(t)), 2 a < 7 < ~ m -  a, vECI((0, Tm~x), C , ( ) )  

und v 16st (5.2) in C,(Y2).~ - 
Beweis. Ausgehend von 

t 
v(t) = U (t, O) v(O) + .[ U (t, s) F(t, v(t)) ds 

0 

- i U(t, s)(F(t, v( t ))-  F(s, v(s))) ds, 0 < 0 < t, 
0 

folgt aufgrund der S~itze 3.19 und 6.2, dab die ersten beiden Summanden in 
D(A 1 +~(t)) sind. 

Wegen 
i II A' +,(t) u(t, s)(F(t, v( t ))-F(s ,  v(s)))llz ds 
0 

t 

< CTx S (t - s) -1-0 IlAT(t)(r(t, v( t))-  F(s, v(s)))l], ds 
0 

t 

~_C79 ~ ( t - - s )  - 1 - a  [IF(t, v ( t ) ) - F ( s ,  d s  
o 
t 

C8o S (t - s ) -  l - a  {(t - -  S) ~5 -J- (t - -  S) ~4(~6} ds 
0 

(34, 35, 36 sind gem~iB Satz4.5 und Satz 5.5 in C,(O)gebildet)ist bei hinreichend 
kleinem a das Integral endlich und der letzte Term ist auch in D(A 1 +e(t)). 

Sei nun h > 0: 

1 (v(t + h)-v(t))  = 1 (U (t + h, 0 ) -  U(t, 0))v(O) 

h 
+ (U(t+h,  t ) - I ) S  U(t, s)F(s, v(s)) ds 

0 

1 t+h 
+ ~  ! U( t+h,s )F( t ,v ( t ) )ds  

1 t+h 
h ~ U(t+h,  s)(F(t, v( t ))-F(s ,  v(s)))ds. 

t 

Wegen Satz 3.8 konvergiert der dritte Term fiir h$0 in ~ - C,(~2) gegen F(t, v(t)) und 
(wegen a < (55, a < (54 (56) konvergiert der vierte gegen Null. 

Mittels Satz 3.17 und 3.18 und dem vorhergehenden Ergebnis folgt 
d + 
dt v(t) = - A (t) v(t) + F(t, v(t)); 

aus der Stetigkeit der rechten Seite (in ~ - C,  (f2)) folgt schlieglich 

d + d 
dt dt 

v ist dann nattirlich erst recht klassische L/f sung von (0.1). 
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Addendum 
Auch ffir unbeschr~inkte Gebiete O k/Snnen wir uns vonder Nutlrandbedingung 

(6.5) f'tir die Nichtlinearit~it F(t, v), reD(A) (s. Satz6.3), befreien und werden 
beweisen 

Satz 6.4. Es geniige f bzw. F den Voraussetzungen yon Satz 5.5 und es sei 
VoeD(Aa(O)). Dann besitzt die Evolutionsgleichung 

dt +A(t )v=F(t ,v) ,  v(0)= v o 

C,  (f2) eine Lgsung v mit den Eigenschaften a) bis e) yon Satz 5.6 und auflerdem 
gilt." vE C'((O, Tma,) , C,  ((2)). 

(Wit gehen davon aus, dab a hinreichend klein ist, damit atle Bedingungen 
im 3. und 4. Abschnitt erfiillt sind.) 

Der Beweis yon Satz 6.4 erfolgt tiber vier Lemmata. 
Lemma 6.5. B(s, h) sei eine Schar yon beschrfinkten linearen Operatoren in 

C a - , (0), welche beziiglich der Operatornorm stetig yon se[0, t )und he[0, T1] ab- 
hiingen. Ferner sei K c C,(O) ein Kompaktum. Dann gilt: 

It B(s, h) w II c.(c~) <= II B(s, h)II ~ ek (s) (6.6) 

fiir alle weK,  se[0, t), he[0, T1]. Es ist limSk(S)=0 (monoton) und O<?k(S)<Csl 
k ~ o o  fiir s e [0, t) (O h = f2 c~ { Ixl > k}). 

Beweis. Die Funktionale Ok(S, h, w)= liB(s, h)wllc=ta~)liB(s, h)ll~ -~ sind fiir 
jedes se[0, t) auf der kompakten Menge [0, T1] x K stetig und konvergieren 
punktweise und monoton fiir k ~ oo gegen Null (s. Definition yon C, (t))). Der 
Satz yon Dini und die Absch~itzung (Pk ( S, h, w) <= Ilwll < %  fiir se[0, t), weK,  
liefern die Behauptungen. 

C ~  - -  Lemma 6.6. Es sei u stetige L6sung der Integralgleichung (4.4) in . (f2). Dann ist 

It u(t + h) -  u(t)II c ~ )  ~ h~* ~ 

fiir re[O, To], 0 < 0 <  To< Tmax, O < 6 4 < = f l - v - 4 a  (s. Satz 4.5). Dabei ist lim ~k=0 
(monoton). k-,~ 

Beweis. Man setze R(s, u(s))=g(s) und beachte, dab K =  {wlw=g(s), se[0, To] } 
ein Kompaktum ist. Aufgrund von Satz 3.15 (und weiterer Ergebnisse des 3. Ab- 
schnitts) sind die Operatoren 

Bl(h)= A~(O) (U(t + h, 0 ) -  U(t, 0)) 
Bz(s, h)= A~(O) ( U (t + h, s ) -  U (t, s)) 
Sa(s, h)=A~(O) U (t + h, s) 
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fiir he[0, T1], se[0,  t) bzw. se[0,  t+h)  stetig (To+ T1 <Tin,• u n d e s  gelten die 
Absch/itzungen 

]lBl(h)]l <=csaO_~_2~hP_7 4a 
IiB2(s, h)It~ < c53 (t - s) -~ - 2~ h ~ - ~ -4 ,  (6.7) 
IIB3(s ' h)[l < c 4 1 ( t + h _ s ) - ,  2~, 

Auf die Ausdrticke 
t+h 

ff llB2(s,h)g(s)llc~(a~)ds, ~ IlB3(s,h)g(s)[lc~(~)ds 
0 t 

wende man die Absch~itzungen (6.6) und (6.7) an und man erhSlt mit Hilfe von 
Lebesgues Satz vonder  dominierten Konvergenz: 

C5 3 i ( t  - -  S) - g' - 2 a ~k(S ) d s  h 13 7- 4~ _ ,  O,  
o 

t+h i 

841 f ( t n l - h - S )  ?~-2a~k(S)  d s = c 4 ,  t f s - ' - 2 ~ k ( t + h ( 1 - s ) ) d s h  1 "/ 2~__.0 
t 0 

fiir k --* oo. Da dies fiir alle t e E0, To] monoton gilt, liefert eine weitere Anwendung 
des Satzes von Dini die Behauptung. 

Lemma 6.7. Es sei u stetige Lgsung der Integralgleichung (4.4) in C , (~ )  und f 
bzw. F geniige den Voraussetzungen yon Satz 5.5. Dann gilt f~r v(t)=A-~(O)u(t) 
(die LSsung yon (5.1)): 

II F(t, v(t)) - F(s, v(s))II { ( t  - -  s) ~ + ( t  - -  s) ~a~ }  s k 

mit lim s k = 0 (s < t). 

Der Beweis erfolgt durch direktes Ausrechnen und benutzt Satz 5.4, die Eigen- 
schaften yon f u n d  Lemma 6.6. Die Werte yon 55 und 56 sind in Satz 5.5 angegeben. 

Lemma 6.8. Es sei g~ C ~ ([0, To], C,(~)), 5 '>  a, ,nit 

Ilg(t)--g(s)llc=(~)~(t--s)O'ek, lim sk=0. 
k~oo 

Dann gilt: 
t 
S u(t, s)g(s)dse c1([o, To], C.(a)) und 

0 

i d U( t , s )g(s )ds= - A ( t )  S C(t , s )g(s)ds+g(t ) ,  re[O, To]. 
dt o o 

Beweis. Es sei t/kC C~~ (1R ") eine Abschneidefunktion mit ilk(X)= 1 fiir [x I __< k + 1, 
G(x)=0  ftir I x l > k + 2  und [It&lt~<cs2 ftir alle keN.  Wegen 

t To 
~o U(t, s) (tlk - -  1) g(s) ds ~ <= c s 3 ~ s-~ ds max ]1 g(s)11 c-(a~ 

0 [0, To] 
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folgt sofort mit Hilfe des Satzes von Dini:  

' i lim [ U(t, s) qkg(s) ds=  U(t, s) g(s) ds 
k~oo ~ 0 

in C , (~ )  und gleichm~iBig auf [0, To]. Da tlkgsCa'([O, To],Lp(O)) ist, k6nnen  
wir aus [6], [14] t ibernehmen (man beriicksichtige dabei Satz 3.6)" 

d t t 

Up(t, s) tlk g(s) ds = Ap(t) ~ Uv(t , s) tlk(g(t)-- g(s)) ds 
dt o o 

t 
- Ap(t) I (Up(t, s) - e-(t-~lA, ~)) ds tlk g(t) (6.8) 

o 
+ C -tAr(t) rlk g(t). 

Dabei  steht d/dt ffir die Differentiation in Lp(sg). 
Wegen (3.2), Satz 3.11, L e m m a  3.13, 3.10 sind alle Terme der rechten Seite auf 

[0, To] auch bezfiglich der N o r m  ]l [1~ stetig. Ein SchluB wie beim Beweis von 
Satz 5.7 liefert die Beziehung (6.8) auch in ~ - C,(f2), wobei dann d/dt flit die Differen- 
t iat ion bezfiglich der N o r m  [t ][~ steht. 

Aufgrund der Voraussetzungen fiber g k6nnen wir in C , (  ) den Grenziiber-  
gang k ~ oo vollziehen: 

lim d i U(t, s) qk g(s) ds = A(t) i U(t, s ) (g( t ) -  g(s)) ds 
k~az ~ - 0  0 

t 
- A ( t)  ~ ( U ( t ,  s)  - e -~ -~) A(O) ds g( t )  (6.9) 

0 

+ e-tAct) g(t). 

Der Satz von Dini liefert uns auch hier die Gleichmiil3igkeit dieser Konvergenz  
auf [0, To]. 

Dami t  ist bereits der erste Tell der Behauptung bewiesen und eine Umformung  
der rechten Seite von (6.9) mit Hilfe von Lemma  3.4 zeigt auch den zweiten Teil. 

Die Existenz einer L6sung u der Integralgleichung (4.4) oder einer L6sung v 
yon (5.1) auf [0, Tm~) mit den Eigenschaften a) bis e) von Satz 5.6 ist im 4. und 
5. Abschnit t  bewiesen worden. Die Differenzierbarkeit  von v in C,(f2) ist nun 
eine Konsequenz  der L e m m a t a  6.7 und 6.8. 
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