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Abstrakt

In der vorliegenden Dissertation zur mikrowellenunterstutzten Erwarmung werden Opti-
malsteuerungsprobleme von Maxwell-Gleichungen in Bezug auf reduzierte Modelle meh-
rerer mit niten Elementen diskretisierten Modellen betrachtet. Hierzu werden die zu
betrachtenden partiellen Di erentialgleichungen auf Basis der Maxwell-Gleichungen her-
geleitet. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung der hergeleiteten Gleichungen wird
sowohl fur die kontinuierliche als auch fur die diskretisierte Gleichung bewiesen. Be-
vor die Optimalsteuerung zur mikrowellenunterstutzen Erwarmung durchgefuhrt werden
kann, benotigt es aufgrund der hohen Rechenlaufzeiten der niten Elemente Simulation
die Verwendung von Modellreduktionsalgorithmen. Hierzu wird die Reduzierte-Basis-
Methode verwendet, um die Theorie der Lagrange-Systeme erweitert und dann anhand
von drei ausgewahlten Modellen auf ihre Funktionalitat hin getestet. Daraufhin werden
Steuerungsprobleme hergeleitet, die Existenz von Losungen dieser gezeigt und sowohl
die Konvergenztheorie als auch die Fehlertheorie fur den diskreten und den reduzierten
Fall durchgefuhrt. Zudem werden fur die hergeleiteten Steuerungsprobleme die Existenz
von Ableitungen bewiesen und die zu den Optimierungsproblemen zugehorigen adjun-
gierten Probleme hergeleitet. Die Steuerungsprobleme werden dann wiederum auf ihre
Funktionalitat zur mikrowellenunterstutzten Erwarmung, anhand der drei ausgewahlten
Modelle, bezuglich der Benchmark-Kriterien der Gleichma igkeit, des Energieeintrags
und der gezielten Erwarmung getestet.
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1. Einfuhrung

1.1. Motivation

Mit der Erforschung neuer Halbleitertechniken zur Erzeugung elektromagnetischer Strah-
lung und der einhergehenden Moglichkeit deren Phase, Frequenz und Amplitude zu steu-
ern, hat in den letzten Jahren die Steuerung von elektromagnetischen Systemen fur die
Industrie an Bedeutung gewonnen. Ein gro er Forschungsbereich ist die mikrowellen-
unterstutzte Erwarmung von Objekten, wie beispielsweise von Harzsystemen oder zum
Garen von Lebensmitteln. In der Arbeit [1] wird beispielsweise der Aushartungsprozess
von Epoxidharzsystemen unter Mikrowellenein uss betrachtet. Dabei konnte festgestellt
werden, dass eine nicht optimal gesteuerte Mikrowellenerwarmung eine schlechte Auswir-
kung auf die ausgeharteten Materialeigenschaften besitzt. Jedoch bietet die mikrowellen-
unterstutzte Erwarmung einige Vorteile in diesem Bereich, denn im Gegensatz zur kon-
ventionellen Erwarmung mit Hei luft, welche das Objekt von Au en nach Innen erwarmt,
ist der Erwarmungsprozess bei Mikrowellen von Innen nach Au en. Dies ermoglicht
eine deutlich schnellere Erwarmung und beschleunigt dabei den Aushartungsprozess
des Epoxidharzes. Um mehr Wissen uber den Erwamungsprozess mit Mikrowellen zu
erlangen, werden in dieser Arbeit elektromagnetische Modelle mit komplexer Geome-
trie betrachtet, welche auf den partiellen Di erentialgleichungen (PDEs) der Maxwell-
Theorie basieren. Diese PDEs konnen verwendet werden, um Optimierungsprobleme zur
mikrowellenunterstutzten Erwarmung in Abhangigkeit der elektromagnetischen Felder
zu de nieren. Die dafur notwendigen Berechnungen sind aufgrund der Komplexitat der
Modelle sehr rechenintensiv und eignen sich nicht fur eine in Echtzeit funktionierende op-
timale Steuerung. Eine Abhilfe dafur bietet die Modellreduktion, welche die Rechenzeiten
durch Vernachlassigung redundanter Informationen verkurzen kann. Dementsprechend
ist der Bereich der Modellreduktion innerhalb der letzten Jahre zu einem wichtigen For-
schungsbereich innerhalb der Mathematik geworden. Zur Steuerung elektromagnetischer
Felder wird dabei die Frequenz, die Phase und die Leistung verwendet, weshalb sich pa-
rametrische Modellreduktionsalgorithmen fur die Generierung der reduzierten Modellen
eignen. Eine der am hau gsten verwendeten Methoden zur parametrischen Modellre-
duktion stellt die Reduzierte-Basis-Methode (RBM) dar, die entweder auf das direkte
Eingang-Ausgang-Verhalten der Parameter oder auf das Eingang-Zustand-Verhalten re-
duziert. Wenn das reduzierte Modell das gewunschte Verhalten gut approximiert, dann
lasst sich mit diesem das Optimalsteuerungsproblem e ektiv und schnell berechnen.
Um das entstandene Optimalsteuerungsproblem in der Realitat verwenden zu konnen,
muss das mathematische Modell den realen Prozess gut approximieren. Hierfur kann
die erweiterte Reduzierte-Basis-Element-Methode (RBEM) verwendet werden, denn mit
a nen Transformationen lassen sich geometrische Parameter in das Modell einarbeiten.
Diese geometrischen Parameter konnen dann als Regelgro e dienen, um Simulationsda-
ten an gemessene Daten anzugleichen.
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1.2. Vorangegangene Arbeiten

Im Bereich der Modellreduktion fur elektromagnetische Probleme gibt es neben der RBM
noch weitere Methoden, wie Modale Approximation, Asymptotische Wellenauswertung,
Balanciertes Abschneiden und Krylov-Unterraum Methoden fur lineare Probleme und
Proper Orthogonal Decomposition fur nichtlineare Systeme. Eine Ubersicht der verschie-
denen Methoden gibt es in [2, 3] und auf der Internetseite MOR-Wikit.

Die in dieser Arbeit verwendete RBM wurde erstmals am Anfang der achtziger Jahre im
Bereich der nichtlinearen Strukturanalysis in den Arbeiten [4, 5, 6] beschrieben. Nach
und nach wurde die Methode dann auf weitere Bereiche, wie beispielsweise der stati-
schen Warmeleitungsgleichung in [7] oder nicht komprimierbarer Fluide [8], erweitert.
Zeitgleich wurde auch intensiv an einer e ektiven Fehlertheorie der RBM [9] geforscht,
denn zu diesem Zeitpunkt war nicht klar, welche Approximationsgute das generierte RB
Modell besitzt. Diese Forschung resultierte in zuverlassigen Schranken an den Ausgang
[10] um die Jahrtausenwende und wurde in den darau olgenden Jahren [11] erweitert.
Zusatzlich dazu wurden Fehlerschranken auch fur nichtkoerzive Probleme ausgearbei-
tet [12, 13]. Eine ausfuhrlichere Zusammenfassung der Historie ist dem Buch [14] zu
entnehmen, welches sich gut als einfuhrende Lekture in die Thematik der RBM eignet.
Die Entwicklung von Fehlerschranken fur nichtkoerzive partielle Di erentialgleichun-
gen ermoglichte die Verwendung der RBM im Bereich der zeitharmonischen Maxwell-
Gleichungen [15, 16, 17, 18, 19]. Die existierenden Fehlerschranken und der damit ein-
hergehenden e ektiven Berechnung der reduzierten Modelle fuhrte zur Verwendung der
RBM im Bereich der optimalen Steuerungstheorie [20, 21, 22, 23].

Die optimale Steuerung besitzt eine weitaus langere Historie, die bis in die Antike
zuruckreicht. Fur einige zahlt das Jahr 1697 als Johann Bernoulli seine Losung des
Brachystochronen Problems vero entlichte als Anfang der optimalen Steuerung, denn
die Arbeit von Bernoulli war der Anreiz fur einige beruhmte Mathematiker sich mit
ahnlichen Problemen zu beschaftigen. Hervorzuheben sind dabei Leonhard Euler als
Schuler Bernoullis und Joseph-Louis Lagrange, die aufgrund der Arbeiten von Bernoulli
einige generelle Techniken zur Betrachtung von Optimierungsproblemen entwickelten.
Bis ins zwanzigste Jahrhundert hinein arbeiteten viele Mathematiker im Bereich der
Optimierung und der Variationsrechnung. Fur viele ist hingegen die Arbeit [24] von
Lew Semjonowitsch Pontryagin der eigentliche Beginn der heutigen optimalen Steue-
rungstheorie, denn in dieser Arbeit wurden erstmals dynamische Bedingungen an die
Losungsmenge gestellt. Als Standardwerk fur optimale Steuerung von linearen Gleichun-
gen und konvexen Zielfunktionalen unter der Nebenbedingung von partiellen Di erenti-
algleichungen dient das Werk [25] von Joseph-Louis Lions. Eine allgemeine Einfuhrung in
die Theorie von optimalen Steuerung bieten die Bucher [26] und [27] mehrerer Autoren.

Ihttps://morwiki.mpi-magdeburg.mpg.de/morwiki/index.php/Main_Page
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1.3. Dissertationsarbeit

Der Hauptschwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Theorie von optimalen Steuerungssys-
temen elektromagnetischer Prozesse. Hierzu wird eine partielle Di erentialgleichung zur
Beschreibung eines geschlossenen Systems hergeleitet und die Existenz- und Eindeutig-
keitsbeweise auf Basis der Arbeit [28] von Salim Meddahi auf die hergeleiteten Glei-
chungen erweitert. Die partiellen Di erentialgleichungen werden dann in Kombination
mit der Simulationssoftware COMSOL Multiphysics? verwendet, um komplexe geometri-
sche Probleme zur mikrowellenunterstutzten Erwarmung von Epoxidharzen aufzubauen.
Dafur bietet COMSOL eine Vielzahl an Moglichkeiten zur einfachen Behandlung komple-
xer CAD-Modelle mithilfe einer strukturierten GUI. Neben der einfachen Erstellung von
Finite-Elemente-Methode (FEM) basierenden elektromagnetischen Simulationsmodellen
mit vorde nierten Randbedingungen lassen sich auch die Variationsformulierungen der
verschiedenen Bausteine an die eigenen Anforderungen anpassen. Mit der von COM-
SOL bereitgestellten Schnittstelle zu MATLAB? wird eine Schnittstellenkommunikation
fur die Assemblierung der FEM Matrizen aufgebaut. Damit gibt es die Moglichkeit der
Kombination von RBM mit der Simulationssoftwvare COMSOL. Fur die Anwendung
der RBM wird als Grundgerust die Programmbibliothek RBmatlab* verwendet. Auf-
grund der betrachteten PDE, der Datendarstellung in COMSOL, MATLAB spezi schen
Eigenschaften und der Dimensionsgro e der Probleme muss der Programmcode der Bi-
bliothek RBmatlab erweitert, erganzt oder zum Teil neu geschrieben werden. Wegen
der von COMSOL sehr allgemein aufgestellten Theorie zum Losen von PDEs wird die
RB Theorie um die Theorie der Lagrange-Systeme erweitert, mit der auch allgemei-
ner de nierte PDEs mit COMSOL betrachtet werden konnen. Des Weiteren wird die
Theorie von optimalen Steuerungen auf die Steuerungen von elektromagnetischen Fel-
dern und im Besonderen auf die mikrowellenunterstutzte Erwarmung angewandt und
die entsprechende Theorie dazu entwickelt. Darunter fallt die De nition von Optimal-
steuerungsproblemen, die Herleitung von Ableitungen und den adjungierten Problemen
sowie die Fehlertheorie zwischen den fur FEM diskretisierten und den mit der RBM re-
duzierten Optimalsteuerungsproblemen. Diese Theorie wird dann auf drei ausgewahlte
Probleme angewandt und auf entsprechende Eigenschaften untersucht.

2https://www.comsol.de/
Shttps://de.mathworks.com
“https://www.morepas.org/software/rbmatlab/
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1.4. Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird eine allgemeine Einfuhrung in die Maxwell-Theorie gegeben, die not-
wendigen Funktionenraume eingefuhrt, die Wohlde niertheit von Operatoren auf dem
Rand des Gebietes diskutiert und daraus die PDE zur Betrachtung elektromagnetischer
geschlossener Systeme hergeleitet. Fur diese PDE betrachten wir dann in Kapitel 3 die
Existenz und Eindeutigkeit des kontinuierlichen Variationsproblems und des FEM diskre-
tisierten Variationsproblems. Kapitel 4 widmet sich der Betrachtung der RBM, wofur wir
in Abschnitt 4.1 die allgemeine Theorie fur inf-sup stabile Sesquilinearformen angeben
und in Abschnitt 4.2 um die Theorie der Lagrange-Systeme erweitern. Die verschiedenen
Varianten der Generierung der reduzierten Modelle testen wir dann in Abschnitt 4.3 auf
deren Funktionalitat und Eigenschaften. Abschlie end betrachten wir die Theorie der
Optimalsteuerung elektromagnetischer Felder und im Besonderen in Bezug auf die mi-
krowellenunterstutzte Erwarmung in Kapitel 5. Dabei betrachten wir in Abschnitt 5.1
die kontinuierliche und in Abschnitt 5.2 die diskrete Optimalsteuerungstheorie. Die Opti-
malsteuerung erweitern wir daraufhin mit der in Abschnitt 4.2 hergeleiteten RB-Theorie
in Abschnitt 5.3. Unter Verwendung der RB-Modelle aus Abschnitt 4.3 untersuchen wir
dann in Abschnitt 5.4 eine Reihe von verschiedenen Optimierungsalgorithmen auf deren
Verhalten und deren E ektivitat zur Bestimmung von optimalen Steuerungen. Numeri-
sche Ergebnisse werden in Abschnitt 5.5 vorgestellt.



2. Elektromagnetische Simulation

Als Grundlage fur elektromagnetische Modelle dienen die Maxwell-Gleichungen, die Ja-
mes Clerk Maxwell erstmals in seinem 1864 vero entlichten Paper ,,A Dynamical Theory
of the Electromagnetic Field\ [29] beschrieb. In diesem Kapitel wird neben einer allgemei-
nen Einfuhrung in die Theorie elektromagnetischer Felder ein Modell zur Approximation
geschlossener Systeme mit koaxialer Anregung hergeleitet.

2.1. Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen werden aus der Betrachtung der Wechselwirkungen von Punkt-
ladungen mithilfe des Satzes von Gau und des Satzes von Stokes [30] hergeleitet. Um
diese Gleichungen anzugeben, de nieren wir die dazu notwendigen Vektorfelder.

De nition 2.1. Sei R3 0 en. Gegeben seien
das elektrische Feld E : [0; T] ¥ R3 mit der physikalischen Einheit % :

die elektrische Flussdichte D : [0; T] I R3 mit der physikalischen Einheit %2 :

das magnetische Feld H : [0; T] ¥ R3 mit der physikalischen Einheit 2 |

m
die magnetische Flussdichte B : [0;T] ¥ R3 mit der physikalischen Einheit
Vs
mz

die Ladungsdichte :[0;T] T R mit der physikalischen Einheit % ,

die elektrische Stromdichte J : [0;T] ¥ R3 mit der physikalischen Einheit
A

m )
die Leitungsstromdichte J; : [0; T] ¥ R3 mit der physikalischen Einheit % ,
die Verschiebungsstromdichte Jy : [0; T] ¥ R3 mit der physikalischen Einheit

A

W .

Die elektrische Stromdichte J = J; + Jy ist uber die Leitungsstromdichte J, und die
Verschiebungsstromdichte J, gegeben.

Eine Erlauterung zur Herleitung der Maxwell-Gleichungen durch die Betrachtung von
Punktladungen kann in [31] nachgelesen werden.
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2.1.1. Integraldarstellung

Unter den Maxwell-Gleichungen werden vier Gleichungen verstanden, die elektromagne-
tische Kopplungen beschreiben. Die erste Gleichung hei t Gau sches Gesetz und be-
schreibt die Gleichheit des elektrischen Flusses D an der Ober ache @V eines Volumens
V und der elektrischen Ladung innerhalb des Volumens
z z
D nd = d (2.1)

ev \Y

fur ein beliebiges messbares Volumen V mit stuckweise stetigen Rand @V und zu-
gehorigen au eren Normalenvektor n. Die Gleichung
z
B nd =0 (2.2)
oV

wird Gau sches Gesetz des Magnetismus genannt und gibt die Quellenfreiheit des ma-
gnetischen Flusses B an. Im Gegensatz zu (2.1) ist die rechte Seite von (2.2) gleich
Null, da keine magnetischen Monopole existieren. Ein magnetischer Monopol ist ein
theoretischer Magnet mit nur einem Pol. Wahrend (2.1) keine magnetische und (2.2)
keine elektrische Ein usse beinhalten, beschreiben die nachsten beiden Gleichungen die
Abhangigkeiten voneinander. Der Zusammenhang von elektrischen und magnetischen
Kraften ist die Lorentz-Kraft, die im Bereich der Induktion eine Rolle spielt. Dement-
sprechend wird fur eine hinreichend regulare zweidimensionale Flache SV mit Nor-
malenvektor n und Rand @S mit Tangentialvektor die Integralgleichung
z z
@B nd + E ds=0 (2.3)

S @s

auch Faraday’sches Induktionsgesetz genannt. Es beschreibt die Zirkulation des elektri-
schen Feldes E bezuglich des Randes @S aufgrund der zeitlichen Anderung des magne-
tischen Flusses B durch die Flache S. Die letzte Gleichung
z z z
H ds= D nd + J nd (2.4)

S s s
ist das Ampere’sche Durch utungsgesetz. Diese beschreibt den Zusammenhang der ma-

gnetischen Zirkulation auf @S und der Summe aus der Leitungsstromdichte J; und der
zeitlichen Anderung des elektrischen Flusses D.



2.1. Maxwell-Gleichungen

2.1.2. Di erentialdarstellung

Um die di erentielle Darstellung anzugeben, fuhren wir zunachst den Divergenz- und

Rotations-Operator und deren Notation ein.

De nition 2.2. Der Divergenzoperator div : C1(C3;C3) ¥ C%(C3;C) ist gegeben durch

o 1

E
X @EX1 + @EX2 + @EX3_

E=Q@QE,, AR divV[E]=r E=

EX3 @Xl @X2

@xs

Der Rotationsoperator curl : C1(C3;C3) ¥ C9(C3; C?) ist gegeben durch

o) 1 O ok,
EX1 @x2
E=@E, AZ arlE]=r E=@ =
EX3 @EXZ

@x1

@ EX2
@@Exf’3
X
GEx,
0x2

1

X

Durch Anwendung des Satzes von Gau auf (2.1) und (2.2) und des Satzes von Stokes
auf (2.3) und (2.4) ergeben sich die Maxwell-Gleichungen in di erentieller Form:

r D= ;
r B=0;
eB+r E=0
eD+r H=J:

(2.5)
(2.6)
2.7)
(2.8)

Wenden wir den Divergenzoperator auf (2.8) an und verwenden sowohl (2.5) als auch
die Vektoridentitat ¥ (r H) =0, dann ergibt sich die Ladungserhaltungsgleichung

O=r J,+0 :

(2.9)

Mit dieser Gleichung lassen sich entweder (2.7), (2.8) und (2.5) oder (2.7), (2.8) und
(2.9) unabhangig von den jeweiligen anderen Gleichungen betrachten. Innerhalb dieser
Arbeit betrachten wir die zeitharmonische Abhangigkeit der einzelnen Vektorfelder in

den Gleichungen (2.5)-(2.8).
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2.1.3. Zeitharmonische Darstellung

Fur die Zeitharmonizitat gibt es unterschiedliche Darstellungen in der Literatur. In den
Ingenieurswissenschaften wird die Zeigerform

E(t;x) = Re E(I;x)el't (2.10)

fur die Zeitharmonizitat eines Vektorfeldes E mit imaginarer Einheit j verwendet, wah-
rend in der Mathematik und der Physik die Fouriertransformation angewandt wird,
um die Vektorfelder vom Zeitbereich in den Frequenzbereich zu transformieren. Fur die
De nition der Fouriertransformation existieren viele verschiedene Moglichkeiten und die
in dieser Arbeit verwendete Form wird aufgrund der beiden am weitesten verbreiteten
zeitharmonischen Darstellungen der Maxwell-Gleichungen verwendet. Wir de nieren die
Fouriertransformation deshalb als
z
E(1;x)= E(t;x)e''tdt (2.11)
R

mit der imaginaren Einheit i. Hierbei ist
1=21

wobei T die Frequenz der zeitlich veranderlichen Vektorfelder darstellt. Je nachdem ob
wir die Zeigerform oder die Fouriertransformation verwenden, verwenden wir j oder i
als Indikator und imaginare Einheit. Im Frequenzbereich lasst sich ein Vektorfeld relativ
einfach in der Zeit verschieben. Wollen wir ein zum Zeitpunkt t+t betrachtetes Vektorfeld
E (t+1t; x) durch das Vektorfeld E(t; X) zum Zeitpunkt t im Frequenzbereich beschreiben
und bezeichnen mit E(1;x) die Fouriertransformierte zu E(t;x) und E(1;x) als die
Fouriertransformierte zu E(t + t; x), dann ergibt sich

E(1;x) = E(1;x)e "t (2.12)
bei der Verwendung der Fouriertransformation und unter Verwendung der Zeigerform
E(1;x)=E(1;x)el't: (2.13)

De nieren wir nun E(!; x) als die Fouriertransformierte der Zeitableitung @:E (t; X), dann
folgt mit partieller Integration

E(1;x)= ilE(1;X) (2.14)
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bei der Verwendung der Fouriertransformation und unter Verwendung der Zeigerform
E(1;x) =j1E(1;X): (2.15)

Bei dem Vergleich der Zeitverschiebungen (2.12), (2.13) und der Transformation der
Zeitableitungen (2.14), (2.15) fallt auf, dass die Gleichungen der Fouriertransformation
(2.11) denen der Zeigerform (2.10) ahneln. Wir erhalten demnach die selben Gleichungen
(2.12) und (2.14) der Fouriertransformation (2.11) bei Verwendung der Zeigerform

E(t;x) =Re E(I;x)e "t ; (2.16)

welche vor allem in der Physik verwendet wird. Aufgrund der 2 -Periodizitag derjkom-
plexen Exponentialfunktion e, betrachten wir nur Zeitverschiebungen t 2 O;% und
de nieren die Phase

fur die gerade 2 [0;2 ] gilt. Damit erhalten wir die zeitharmonischen Maxwell-Glei-
chungen im Frequenzbereich

= (2.17)
= (2.18)
i!é+r é:o; (2.19)
i+r A=J (2.20)

zu einem bestimmten Zeitpunkt t unter Verwendung der Fouriertransformation, bezie-
hungsweise

r D= (2.21)

r B=0; (2.22)

lé+r E =0; (2.23)
J'|5+r n = Ji; (2.24)

durch die Zeigerform.
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2.1.4. Materialgleichungen

Die Ein usse elektromagnetischer E ekte auf Materialien lassen sich durch die folgenden
Materialparameter beschreiben:

Permeabilitat , Ma fur die Durchlassigkeit des magnetischen Feldes,
Permittivitat *, Ma fur die Durchlassigkeit des elektrischen Feldes,
Konduktivitat , Ma fur die elektrische Leitfahigkeit.

Wahrend die Konduktivitat im Vakuum Null ist, sind die Permeabilitat und Permitti-
vitat im Vakuum

Vs As
=4 10 '—; "o =8:854187817 10 ?_—
0 0 ; o = 8:854187817 10

Naturkonstanten und dienen als Referenzwerte fur jegliche Parameterwerte anderer Ma-
terialien. Um die Vektorfelder E und P mit den Flussdichten 3 und B zu verknupfen
fuhren wir zwei weitere Vektorfelder ein, wobei diese Transformation der Vektorfelder
nur bei der Betrachtung nichtleitender Materialien gultig ist.

De nition 2.3. Sei R3 0 en. Gegeben seien

die elektrische Polarisation Pe : R+ 1 C3 (V;x) A Pe(Y;x; é(! ;X)) mit der
physikalischen Einheit 23

die magnetische Polarisation P, : R+ ¥ C3 (1;x) A Pm(Y;x; A(T; %)) mit
der physikalischen Einheit X5 .

Die De nition 2.3 ist fur die in dieser Arbeit betrachteten Modelle ausreichend, denn alle
leitenden Materialien werden im spateren Verlauf durch Randbedingungen approximiert.
Es ergeben sich die Beziehungen

B ="E + Pg; (2.25)
B= A+Pn, (2.26)

fur beliebige nichtleitende Materialien. Wir tre en nun eine erste Unterteilung in linea-
re und nichtlineare Materialien. Dabei hei t linear, dass P, bzw. P, linear von den
jeweiligen Feldern E bzw. K abhangig sind. Wir erhalten fur lineare Materialien

Pe="0 eé; Pm= o mﬁ;

mit der elektrischen und magnetischen Suszeptibilitat . und . Dabei konnen
und 5 komplexwertig sein und hangen sowohl vom Ort x als auch der Frequenz !

10



2.1. Maxwell-Gleichungen

der elektromagnetischen Welle ab. Eine genaue Darstellung der elektrischen und magne-
tischen Suszeptibilitat bezuglich der Frequenz und des Ortes hangt deshalb stark von
dem betrachteten Material ab und wird hier nicht naher erlautert. Wir konnen somit
den relativen Permittivitatsfaktor ", und Permeabilitatsfaktor  fur lineare Materialien
de nieren.

De nition 2.4. Sei R3 0 enund 1 der 3 3 Einheitstensor. Gegeben seien
die relative Permittivitat ", : R4 ¥ C3 3

Ex)2 "(x) =Re("r (1)) +iIm("r(1;x)) =1+ e(1;X%);
mit Re (") : R+ * R2 3und Im (")) : R+ TR
die relative Permeabilitat : R4 ¥ C3 3
()& (Ex)=Re( (1) +iIm( (1;x) =1+ m(1;x);

mit Re( ) : R+ * RS 3und Im( ,): R+ 1 R33

Dabei ergeben sich die Eigenschaften in De nition 2.4 aus der Darstellung der elektri-
schen und magnetischen Suszeptibilitat, wenn fur die Zeitharmonizitat die Fouriertrans-
formation angewandt wird. Im Falle der Zeigerform erhalt man dieselbe De nition bis
auf ein Minus im Imaginarteil, also

“r(x) =Re (e (1:x))  § Im (" (1))
r(x)=Re( «(1;x)) JIm( ((1;x):

Wir konnen damit fur lineare Materialien die Relationen

D ="" (1;x)E ="(1;xE; (2.27)
B= o, (I;x)A= (1;0A (2.28)

de nieren und erhalten daraus fur die Polarisationen
Pe="0("r(1;X) DE; Pm= of (5;x) 1A;

wobei 1 der Einheitstensor bezeichnet. Des Weiteren konnen wir die Leitungsstromdichte
) = e+ Ji als Summe konduktiver Stromdichte Ji und Quellenstromdichte Jj schreiben,
wobei fur isotrope Materialien das Ohm’sche Gesetz

Jo= E (2.29)

gilt. Fur isotrope Materialien konnen wir zudem die tensorwertigen Funktionen "r;
und als skalare Funktionen beschreiben. Des Weiteren gilt fur inhomogene Materiali-

11



2. Elektromagnetische Simulation

en die ortliche Abhangigkeit der drei Parameter innerhalb des Materials, wahrend die-
se fur homogene Materialien im Ort konstant sind. Damit ergeben sich die Maxwell-
Gleichungen bezuglich E und K fur lineare, isotrope und homogene Materialien

or (r(ME) =4 (2.30)
or ( r(MHA)=0; (2.31)
it o (DA+r E=0; (2.32)
iy (ME E+r A=3 (2.33)
unter Verwendung der Fouriertransformation im Frequenzbereich, bzw.
“or ("((MDE) =4 (2.34)
or ( f(MHA)=0; (2.35)
i' o (NA+Tr E=0; (2.36)
1"y (ME  E+r A=J; (2.37)

mit der Zeigerform. Aufgrund der komplexeren Notation bei Betrachtung von anisotro-
pen Materialien, werden wir im weiteren Verlauf nur isotrope, sowie lineare und homo-
gene, Materialien betrachten und verwenden hierzu die Gleichungen (2.30)-(2.33). Die
Erweiterung auf anisotrope Materialien folgt mit kleinen Anpassungen an die nachfol-
gende Theorie analog. Im weiteren Verlauf der Arbeit schreiben wir E und H fur die
Vektorfelder E und K im Frequenzbereich, um die Notation zu vereinfachen.

2.1.5. Zeitharmonische Wellengleichung

Die Gleichungen (2.33) und (2.37) lassen sich mit der Einfuhrung e ektiver komplexer
relativer Permittivitaten

*(M=Re("r(M))+i Im(r (1)) + i (2.38)
bzw.
(M =Re('r(H) 1 Im(Cr () + i (2.39)
umformen in
r H= il"g(1)E +J;
bzw.

r H=j1"%(DE +J;i

12



2.1. Maxwell-Gleichungen

Im weiteren Verlauf schreiben wir anstatt *(!) wiederum (1), da diese dieselben Ei-
genschaften wie in De nition 2.4 besitzt. Die Einfuhrung der e ektiven Permittivitaten
(2.38) bzw. (2.39) hat dabei auch einen physikalischen Hintergrund, denn bei der Be-
stimmung des Imaginarteils der Permittivitat vieler Materialien kann nicht zwischen
dem Anteil der Polarisation Im(*" (1)) und der Leitfahigkeit unterschieden werden.
Wir mochten nachfolgend eine Formulierung herleiten, sodass die elektrischen und ma-
gnetischen Felder unabhangig voneinander betrachtet werden konnen, was vor allem in
der numerischen Betrachtung Vorteile mit sich bringt. Hierzu multiplizieren wir (2.32)
bzw. (2.36) mit —1 ., wenden den Rotationsoperator auf diese Gleichung an und mul-

o r(1)’
tiplizieren (2.33) mit i!. Kombination der dadurch erhaltenen Gleichungen ergibt

r - t(!) r E 127" (DE=ilJ;; (2.40)
bzw. unter (2.37) und (2.39)
r Olr(!)r E 127" (HE = j1J;; (2.41)

fur das elektrische Feld E. Fur das magnetische Feld H ergibt sich analog

1 1

mr‘ H +il o (1)) H=r mJi ; (2.42)

bzw.

1 . 1
TR0 M TR O M

je nach De nition der Zeitharmonizitat. Im weiteren Verlauf der Arbeit wollen wir Op-
timallosungen von (2.40) mit J; = 0 zu gegebenen Zielfunktionalen bestimmen. Dabei
bedeutet J; = 0, dass keine Stromquelle mit Quellendichte J; in unserem Modell exis-
tiert, es sich demnach um ein geschlossenes System handelt. Um das System anzuregen
und die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen zu erhalten, benotigen wir noch ver-
schiedene Randbedingungen. Doch zuvor fuhren wir die benotigten Funktionenraume
und Spuroperatoren ein, um die Wohlde niertheit der Randterme zu gewahrleisten.

(2.43)

13



2. Elektromagnetische Simulation

2.2. Funktionenraume

Es sei R3 o enes polyedrisches Gebiet mit Rand und ~ seine abgeschlossene
Hulle. Dabei kann d§r Rand in N o ene Flachen ( j)1 j ~ aufgesplittet werden. Es
gilt demnach = j i- Fur die in Anhang A.1 de nierten Raumen, de nieren wir
zunachst die vektorwertigen Funktionenraume.

De nition 2.5. Sei (X;k kx) ein normierter Raum, dann bezeichne [X]3 den vektor-
wertigen normierten Raum

IXP =fv=[vivoivs T 1 w2 X; k=1;2;3

mit der Norm X

kvkep = kvikg + kvakg +kvakd 2
Damit de nieren wir nun den naturlichen Raum fur Losungen E der Maxwell-Gleichung-
en (2.17)-(2.20).

De nition 2.6 (H(curl; )-Raume). Es sei

n o
Heurl; )= u2 L)% :r u2 L% )°

der vektorwertige Raum mit Skalarprodukt
Z

UVHEur; y = WUV) 2 y+ (r u) (r v)d (2.44)

und n . 40
H@iv; )= u2 L2()° : r u2 L?)
der vektorwertige Raum mit Skalarprodukt
z
UVH@iv; )y =UV)zcy+ (r u) (r v)d: (2.45)

Die Raume H{(curl; ) bzw. H(div; ) sind mit der durch die Skalarprodukte (2.44) bzw.

(2.45) induzierten Normen Hilbertraume, siehe [32]. Ebenso gilt nach [32], dass L?( ) 3
mit dem Skalarprodukt 7

(u;v)[l_z( B = uv d

ein Hilbertraum ist. Des Weiteren de nieren wir zu dem vektorwertigen Tangentialraum

n ()
L2()= u2 L) :un=0 ; (2.46)

14
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wobei n der au ere Normalenvektor zu dem Rand ist, zwei tangentiale Spuroperatoren.

De nition 2.7. Der Operator :[D( )]® ¥ LZ( ), gegeben durch
un (u n)j;

wird tangentiale Komponente genannt. Der Operator ¢ : [D( )]* ¥ L%( ), gegeben
durch
ua (u n)j;

wird tangentiale Spur genannt.

Mit dem Spuroperator aus Satz A.10 und der Dichtheit von D( ) 3j in L2() 3
konnen die beiden Operatoren ¢ und ¢ zu linearen stetigen Operatoren
1 n o
e HY(O) W H2( )= u2L2() @ uj,2Hz( ) I1=1;:N

und .
UG LE®

1
fortgesetzt werden. Fur eine genauere Betrachtung des Raumes H?2( ) sei hier auf [33]
verwiesen. Wir bezeichnen die Bildraume dieser Operatoren mit

Hi()= ¢ HI()® (2.47)

und X

HZ()= « HY()°®: (2.48)
Der Beweis der Hilbertraumeigenschaft der beiden Raume, sowie die Beschranktheit und
die Surjektivitat der Operatoren ¢ : [HL( )J° ¥ H3( )und ¢: [H'( )P ¥ HZ()
kann in [33] nachgelesen werden. Des Weiteren sei

Ho(curl; )=fu2H (curl; ) : ¢ul=0auf g:

Fur 2 (0;1) ist h i
1 3
H( )=t H™ () (2.49)

ein stetiger Operator, siehe [33]. Um tangentiale Operatoren auf H(curl; ) und deren

Bildraumen zu de nieren, benotigen wir zum einen die De nition der Dualraume und

zum anderen eine De nition des Divergenz- und Curl-Operators auf . Zunachst wid-
1 1

1 1 1 1
men wir uns der De nition der Dualraume H.,?( ) und H, ?( ) zu H3( ) und HZ( )

15



2. Elektromagnetische Simulation

hinsichtlich des Pivotraumes LZ( ). Mit der Green’schen Formel
VA Z
(r uyv u(@m vvd = () (v)d (2.50)

fur alle u;v 2 [C1( )3, und der Dichtheit von [C1 (" )]® in H(curl; ) konnen ¢ und
1 1

t zu beschrankten tangentialen Operatoren von H(curl; ) auf H?E( ) bzw. H, 2()
fortgesetzt werden. Auf die De nition des Divergenzoperators div und des Rotations-
operators curl , welche uber lokale Lipschitzdarstellungen de niert sind, wird hier nicht
genauer eingegangen und es wird hierfur auf [34] verwiesen. Aus der Kombination von
Divergenz- und Rotationsoperator mit den tangentialen Operatoren ergibt sich

div [ (Ul =(r u) n2H 2();
curl [¢ul=(r u) n2H 2();

und somitdiv ( ¢[u]) =curl ( ¢[u]) furu 2 H(curl; ). Damit konnen wir ein wichtiges
Resultat fur tangentiale Operatoren von H(curl; ) aus [34] angeben.

Satz 2.8. Seien

Nl

H 2(div; )= u2H,2() : div [2H 2() (2.51)
und .
H z(url ; )= u2H,2() :curl Ul2H 2() : (2.52)
Dann sind
¢ Hurl, )T H 2(div; ) (2.53)
und )
¢.Hurl; ) T H 2(curl ; ) (2.54)

lineare, beschrankte und surjektive Operatoren und besitzen stetige Rechtsinverse. Zudem
kann das L?( ) 3—Skalarprodukt zum Dualitatsprodukt h; i.. zwischen den Raumen

H %(div ; )yund H %(curl ;) erweitert werden.

Bemerkung 2.9. Auch die Tangentialoperatoren j~ und ja, die nur auf eine zusam-
menhangende Teilmenge " abbilden, sind lineare stetige Operatoren.

Der Beweis von Satz 2.8 ist in [34, Theorem 4.1] gegeben und Bemerkung 2.9 wird in
[33, Theroeme 3.15 und 3.16 ] bewiesen. Wir konnen nun (2.50) zu einer Formel fur

16
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H(curl; ) erweitern
z z
(r uyv u(@ vyd = ¢[ul ¢vl d; uyv2H(url; ). (2.55)

2.3. Satz von Poynting

Bevor wir Randbedingungen fur elektromagnetische Probleme herleiten, leiten wir noch
eine Erhaltungsgleichung fur elektromagnetische Leistungen her. Dazu betrachten wir
das komplexe Skalarprodukt aus magnetischem Feld H und der Gleichung (2.32), also

(i o ((MH+r E) H=O:
Dies ist aquivalent zu der Gleichung
(r E) H=i! o (DjHj% (2.56)

wobei jHj der komplexe Betrag ist. Im Folgenden bezeichnen wir mit jj verschiedene
mathematische Operationen, wobei dies aus dem jeweiligen Kontext heraus klar wird.
Analog erhalten wir die Gleichung

E (r H)=E Ji+il"y" (DJEj%; (2.57)

wobei " (1) das komplex Konjugierte zu (1), gegeben durch (2.38), darstellt. Mit der
Vektoridentitat B
r (@a b=(r ab a (r b,

ergibt sich mit (2.56) und (2.57) die Gleichung

r (E H)=i! o (DjHZ E J " (DEj%: (2.58)
Wir integrieren (2.58) uber ein zusammenhangendes Gebiet R® mit glattem Rand
=@ und wenden den Satz von Gau an, womit sich
z z z z
(E H) nd =il ¢ (NjHj*d E Jid iy “/(DEj*d

ergibt, wobei n der au ere Normalenvektor ist. Umstrukturieren dieser Gleichung und
Aufspalten von (1), "r(1) in Real- und Imaginarteil nach De nition 2.4 ergibt dann

17



2. Elektromagnetische Simulation

die Erhaltungsgleichung
1 yA 1 z ; Z
>, EJid =5 (E H) nd +5 olm( f(1)IHF? + "o Im("r (V)IE}* d

] (2.59)
+i% "oRe("r(I)ER  oRe( ((1)iH d :

Die Erhaltungsgleichung (2.59) ist das Resultat des Satzes von Poynting, nachzulesen
in [35]. Hierbei beschreibt das Integral der linken Seite die komplette Leistung Ps( ),
die durch eine elektrische Quelle J; erzeugt wird. Das erste Integral der rechten Sei-
te reprasentiert den komplexen Leistungs uss durch die Ober ache und ergibt den
Leistungsfaktor Po( ). Dabei wird der Leistungs uss

LP=E ﬁ

als Poynting-Vektor bezeichnet. Das zweite Integral
z

Pa( )=% oIm( r(1)JH}* + "o Im("-(1)JEj*d 2R (2.60)

beschreibt den zeitlich gemittelten Warmeverlust Q im Gebiet . Der erste Summand in
diesem Term sind die magnetischen und der zweite Term die elektrischen Warmeverluste,
die durch Reibung der Dipole aufgrund des stetig wechselnden elektromagnetischen Fel-
des entstehen. Der letzte Term in (2.59) kann als gespeicherte Leistung Pg(V) im elek-
tromagnetischen Feld aufgefasst werden und wird in der Literatur auch als Blindleistung
bezeichnet. Wir erhalten somit die Leistungserhaltungsgleichung

Ps( ) =Po( )+Pq( )+Ps( ) (2.61)

fur beliebige regulare Gebiete
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2.4. Randbedingungen

Wegen der Wohlde niertheit der Spur- und Tangentialoperatoren aus Abschnitt 2.2
konnen wir verschiedene Randbedingungen elektromagnetischer Probleme betrachten.
Sei n der Einheitsnormalenvektor, der von Material zwei nach Material eins zeigt. Des
Weiteren seien E1, E; die elektrischen Vektorfelder und H1, Hy die magnetischen Vektor-
felder in den Materialien eins und zwei. Analog dazu sind "1 (1) und "-2(1), bzw. 1(1)
und (1), die Permittivitaten, bzw. die Permabilitaten, der beiden Materialien. Be-
trachten wir fur die Vektorfelder den Grenzwert an der Schnitt ache beider Materialien,
so ergeben sich die naturlichen Randbedingungen

"o"ra(DE1 N "o"r2(DEz n= g (2.62)
o ri(MHL n o r2()H2 Nn=0; (2.63)
t[El]l  ¢[E2] =0; (2.64)
t[Hi]  «[Ho] = Ji;s; (2.65)

wobei s die Flachenladungsdichte und J;.s die Flachenstromdichte darstellt. Die Her-
leitung der Randgleichungen kann in [31] nachgelesen werden. Aus diesen Gleichungen
lassen sich weitere naturliche Randbedingungen fur elektromagnetische Probleme herlei-
ten.

Perfekter elektrischer Leiter (perfect electric conducting=PEC)

Ein perfektes elektrisch leitendes Material besitzt eine theoretische Konduktivitat von
unendlich. Dies wird approximativ verwendet, insofern der elektrische Widerstand ver-
nachlassigt werden kann. In perfekten elektrischen Leitern gilt

E>=0; H, =0;

da das Innere des Materials keine Propagation des elektrischen und magnetischen Feldes
ermoglicht. Damit erhalten wir fur perfekte elektrische Leiter die Randbedingungen

"0"r1(NE1 n= s, (2.66)
0 r;1(!)Hl n=0; (267)
t[E1] =0; (2.68)
t[Hi] = Jdi:s; (2.69)

wobei der Normalenvektor n in Richtung des zu approximierenden PEC-Materials zeigt.
Wird (2.40) oder (2.41) betrachtet, dann wird fur die Charakterisierung eines PEC-
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2. Elektromagnetische Simulation

Materials die Dirichlet-Randbedingung (2.68) verwendet.

Perfekter magnetischer Leiter (perfect magnetic conducting=PMC)

Wahrend perfekte elektrische Leiter approximativ sehr gut leitende Materialien beschrei-
ben, existieren keine perfekt magnetisch leitende Materialien. Jedoch lasst sich aus the-
retischen Uberlegungen zu perfekt leitenden Materialien aus (2.65) die Gleichung

t[H2] =0

herleiten, da fur perfekt magnetisch leitende Materialien J;.s = 0 gelten muss. Fur
zeitharmonische Probleme ergibt dies auch

_ 1 .
! 0 r;2(!)

Die Neumann-Randbedingung (2.70) wird in Simulationen auf Symmetrie achen ange-
wendet, um das zu diskretisierende Gebiet zu verkleinern.

E, =0 (2.70)

Als nachstes widmen wir uns den approximativen Randbedingungen.

Impedanz-Randbedingung (IMP)

Die Impedanzbedingung

t[E2l =Z(1) ¢[H2] (2.71)
mit dem Feldwellenwiderstand
s
_ 0 r;2(!)
Z(H) = 7"0"“2(!) (2.72)

wird aus der Betrachtung der Maxwell-Gleichungen im Frequenzbereich hergeleitet und
entspricht einer Approximation ersten Grades des Feldes in dem Material. Eine Herlei-
tung der approximativen Gleichung (2.71) ndet sich in [36]. Mit (2.32) ergibt sich fur
(2.71) die Impedanzbedingung

1

)L E, =ilY(1) ([Es] (2.73)
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mit s _
1 "o"r2(1
% (!) — — 0 r,2( ) :
Z( ! ) 0 r;2(! )
Falls auf der zu approximierenden Flache ein elektrisches Quellenfeld Eg existiert, dann
haben wir die veranderte Gleichung

(2.74)

o
C o k(Y

Die Verwendung der Impedanzrandbedingung innerhalb einer Simulation wird oft von
der Eindringtiefe

r E; =ilY(!) ([Es]+ilY (1) ([E]:

AV 4

- us

— 2 % 1+ !"O"r;Z(!) 2+ !"0"r;2(!)_
21 o r2(1) 2 2

wobei hier "y.2(1) der relativen Permittivitat aus (2.27) entspricht, abhangig gemacht.
Nur wenn L, wobei L Dicke des zu approximierenden Materials ist, und
s
r;2(!)"r;2(!) 1-
r;l(!)"r;l(!) ,

wobei 1(1) und ".1(1) die e ektiven relativen Materialparameter des nicht zu appro-
ximierenden Materals sind, gilt, stellt (2.73) eine gute Approximation des Materials dar.

Mit den hergeleiteten Randbedingungen an den Grenz achen zweier Materialien haben
wir die Moglichkeit die zeitharmonische Maxwell Gleichung (2.40) zu losen. Da wir jedoch
Ji = 0 annehmen, ist die Losung von (2.40) mit bisherigen Randbedingungen PEC, PMC
und IMP die triviale Losung. Deswegen leiten wir noch eine Randbedingung her, mit der
wir die Anregung des elektromagnetischen Feldes modellieren konnen. Wir beschranken
uns hierbei auf die Modellierung der Anregung mithilfe eines Koaxial-Wellenleiters, der
oft beim Bau von Antennen verwendet wird und somit eine Moglichkeit fur die Behand-
lung vieler realer Probleme bietet.

Port-Bedingung fur koaxiale Wellenleiter (PORT)

Um die Randbedingung fur die Anregung eines Systems mit koaxialem Wellenleiter zu
bestimmen, betrachten wir dessen Querschnitt, siehe Abbildung 2.1. Innerhalb eines
koaxialen Wellenleiters breiten sich lediglich transversal elektromagnetische Wellen, ge-
nannt TEM-Wellen, aus. Dabei bedeutet transversal, dass das elektrische und magneti-

21



2. Elektromagnetische Simulation

sche Feld senkrecht zur Ausbreitungsrichtung steht. Der Innenleiter und der Au enleiter
agieren hierbei wie ein Kondensator, weswegen die Feldrichtungen des elektrischen Fel-
des von Innen nach Au en zeigen, wahrend das magnetische Feld, welches senkrecht zur
Ausbreitungsrichtung und dem elektrischen Feld ist, eine kreisformige Feldausrichtung
besitzt.

AuBenleiter

Innenleiter Dielektrikum

Abbildung 2.1: Querschnitt eines Koaxialkabels.

Die beiden Felder sind in Abbildung 2.2 fur den Querschnitt visuell dargestellt.

E-Feld H-Feld

Abbildung 2.2: Modenfeld im Koaxialkabel.

Wie bereits erwahnt sind die beiden Felder von der Ausbreitungsrichtung k und der
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2.4. Randbedingungen

Ausbreitungskonstante abhangig. Es ist dabei
k= n
mit n au erer Normalenvektor des Simulationsgebietes an der Portober ache und
=P T ) = ke (D)

mit der Wellenzahl kg = !pT,G im Vakuum. Da wir je nach eingespeister Leistung un-
terschiedliche Feldstarken im Wellenleiter erhalten, leiten wir ein auf 1 Watt normiertes
Referenzfeld her. Wie wir bereits wissen, ist die Richtung des elektrischen Feldes von
innen nach au en gerichtet und nimmt nach au en hin in der Intensitat ab, weswegen
wir das Referenzfeld

Eo(X) =

X Mijj?
fur den Mittelpunkt M der Koaxial-Ober ache formulieren. Das eben de nierte Re-
ferenzfeld wird aus der Theorie von koaxialen Kondensatorstrukturen in der Hochfre-
guenztechnik abgeleitet, wie in [37] nachzulesen. Dabei ist Eg gerade so de niert, dass
auf der Ober ache " die Gleichung ([Eg] = Eg gilt. Wegen der Orthogonalitat des
magnetischen Feldes zum elektrischen Feld und der Ausbreitungsrichtung k folgern wir

X M)

Ho= k ¢[Ed] = n  ¢[Eol = t[ t[Eoll; (2.75)

wobei einen Streckungsfaktor darstellt, da wir die genaue Skalierung noch nicht kennen.
Auch hier gilt wiederum {[Ho] = Ho aufgrund der Orthogonalitat zum Normalenvektor
n. Um nun das normierte Referenzfeld zu bestimmen, verwenden wir den Normierungs-
faktor 1
P=
JPm]
wobei P, die Modenleistung des Referenzfeldes Eqg auf der Koaxialober ache darstellt
und im Folgenden hergeleitet wird. Hierzu betrachten wir die Erhaltungsgleichung (2.59).
Dazu nehmen wir an, dass an die Rand ache " ein beschranktes regulares Gebiet RS,
mit * =~ \ ", angefugt wird. Dieses Gebiet besitzt eine Quelle J;, jedoch soll es keine
elektromagnetischen Verluste und Blindleistungen aufweisen, also Po = Pg = 0. Dann
ergibt sich daraus die Leistungserhaltungsgleichung

Ps( ) =Po( ):

Nehmen wir dann noch an, dass ein Leistungs uss Lp nur durch die Rand ache )
moglich ist und wir den Normalenvektor n, welcher von in Richtung zeigt, verwen-
den, dann ergibt sich die komplette erzeugte Modenleistung zu dem Phasenzeitpunkt
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2. Elektromagnetische Simulation

= 0 durch L Z
Po= = t[Eo] t¢[Ho] nd:

Betrachten wir Po fur ein um die Phase verschobenes Feld, dann lasst sich mit wenigen
Schritten die Zeitunabhangigkeit des komplexen Leistungsfaktors Pg, also

1 Z h i 1 VA -

> t Eoe ' t[Hoe '] ndS= 5 t[Eo] ¢[Ho] nd ;

N N

zeigen. Nach dem Satz von Poynting entspricht dabei der Realteil von Po der zeitlich
gemittelten eingespeisten Leistung. Daher ergibt sich die reelle Modenleistung
Z
1 -
Pm = 5 Re ¢[Eo] +[Ho] nd:

N

Wir konnen damit die auf ein Watt normierten Modenfelder
1 1
t[Em;0]l = P=—= t[Eol; t[Hm;o]l = P== t[Ho]
JPm] JPm]

zur Phase Null bestimmen, indem wir den Betrag des Leistungsfaktors Py, verwenden.
Mochten wir das System nun mit einer bestimmten Leistung Pjn, und zu einer bestimmten
Phase bestimmen, dann ergeben sich die Modenfelder

t [Em(Pin; )] = ppiln e i t[Em;O];
t[Hm(Pin; 1= Pine ' ¢[Hmol:

Da das durch (2.40) bestimmte elektromagnetische Feld an der betrachteten koaxialen
Ober ache gerade dem elektrischen und magnetischen Modenfeld entsprechen soll, wird
sowohl fur die tangentiale Komponente des elektrischen Feldes

t[E]= t[Em] (2.76)
oder aquivalent
t TU) t[ [E]l = o r(1) t[ t[Eml] (2.77)
als auch fur die tangentiale Komponente des magnetischen Feldes
1 1 1 1
*T(!) t[H] = *m t[Hm] = ﬁ t[ t[Eml] (2.78)
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2.4. Randbedingungen

gefordert. Wir bestimmen nun den Faktor , indem wir (2.32) fur (2.78) benutzen wollen.
Dazu verwenden wir, dass fur ein Vektorfeld E

t[E]= [ ¢[E]]

gilt, womit
1 il o (1) 1 1
r E = — - 7 [H] = - H
LM o T ey
gelten sollte, und damit = ﬁ folgt. Mit (2.78) erhalten wir die Bedingung
L r E = ———— t[ t[Em]] : (2.79)
o (M) oo () M '
Eine Kombination aus (2.77) und (2.79) liefert die Robin-Randbedingung
Sl E =2 —— [ fEmll 0 ——ps e[ d[ED
' 0 r(!) ‘ 0 r(!) threm ‘ 0 r(!) et .

Werden andere als koaxiale Ober achen betrachtet, dann eribt sich ein veranderter Term

im ersten Term der rechten Seite. Wegen (2.78) und der Frequenzabhangigkeit des Fak-

tors ist auch der Normierungsfaktor P, frequenzabhangig und wir schreiben deshalb
Pm(1). Wegen der Betrachtung linearer isotroper Materialien und der Gleichung

s

_ P omaream) o)

0 r(!) 0 r(!) 0 r(!)

wobei Y (1) der Feldwellenwiderstand aus (2.74) ist, lasst sich die abschlie ende Robin-
Randbedingung

=1y (1);

pP_— _
t Olr(!)r E =ilY (1) {[E] 2i!Y(!)%e' t [Eo] (2.80)

aufgrund der Vektoridentitat
t[ t[Ell= [E]

folgern. Die eben hergeleitete Randbedingung (2.80) entspricht fur lineare isotrope Mate-
rialien gerade der Impedanzbedingung (2.73) mit einem entsprechenden Quellenfeld. Wir
werden die eben hergeleitete Bedingung (2.80) als Approximation auch auf annahernd
koaxiale Ober achen anwenden.
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2. Elektromagnetische Simulation

2.5. PDE elektromagnetischer Probleme mit Koaxial-Portanregung

Wir haben damit alle Gleichungen hergeleitet, um elektromagnetische Probleme mit
Koaxial-Portanregung zu betrachten. Zusammenfassend haben wir

1

r 0 r E 12" (1E =0 in (2.81)
fur ein messbares polyedrisches Gebiet R3 mit stuckweise stetigem Rand
1= pecL mp L pPorr:
Wir fuhren r = 1mp [ port als die Menge der Rander mit Robin-Randbedingung

ein. Des Weiteren de nieren wir K als die Anzahl an Port-Ober achen, die auch als
Anzahl der Antennen des Systems verstanden werden kann. Demnach ist

_ L
PORT — P;ls
11 Ka
mit p. die I-te Port-Ober ache. Fur 1 | Ka sind die zugehorigen Randterme
gegeben durch
t[E]=0 auf pec;
(2.82)
( ——r E =i1Y(1) ([E] aut e
0 r(!)
(2.83)
1 IOP- - .
¢ rE =ilY(!) ([E] 2i'Y ()P e ! ([Eoy] auf py:
o r(1) Pma(1)j
(2.84)

Wir tre en nun Voraussetzungen an die Parameterfunktionen bezuglich der in der Arbeit
betrachteten Probleme. Hierzu sei Cs( ) die Menge aller stuckweise stetiger Funktionen
in

Voraussetzung 2.10. Seien Q ~und Q r beliebige aber feste 0 ene Teilmen-
gen.

1. Fur die Frequenz f gilt
0< fmin f fmax <1

und "max =2 Frax.
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2. Esgilt (: ¥ Rmit 2Cs( )und
0< min () ma X2 ;
und Konstanten min; max 2 R+.
3. Esgilt : ¥ Rmit 2Cs( ). Fur Konstanten min; max 2 R+ gilt
0< min (X mas X2 nQ ;

und
xX)=0;, x2Q :

4. Esgilt "r : [0; max] ["min;¥max] ¥ C mit "c(; ;1) 2 Cs( ) und die
Abbildungen I @ " (x; ;1)und 7@ " (x; ;1) sind stetig. Fur Konstanten

"min;Res 'max;Re;  min;lm; max;im 2 R+
und alle Frequenzen ' 2 [T min; Ymax] gilt
0<"minre ReC'r(X ;1)) “maxre: X2
Des Weiteren gilt
0<"mimim IMC (% ;1) “macimi X2 nQ ;

und
Im(":(x; ;1))=0; x2Q:

stanten
Ymin;Re; Ymax:Re; Ymin:im; Ymax;im 2 R+

und alle Frequenzen ! 2 [ in; Ymax] gilt
0<Yminre Re(Y(X ;1)) Ymaxres X2 R:
Des Weiteren gilt
0<Ymintim MY ;1) Ymaxim; X2 rNQ ;

und
Im(Y(x; ;DX)=0;, x2Q :

Hierbei gilt jedoch Im(Y (x; ;1)) =0 genau dann, wenn Im("(x; ;1)) = 0 gilt.
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2. Elektromagnetische Simulation

6. Es gl|t Pin : PORT I R mit

Pin P — Pin:1;
wobei Pin:j 2 [0; Pmax] und Pmax 2 R+ furl | Ka.
7. Es gl|t . PORT T R mit
P — b
wobei 12[0;2 Jfurl | Ka.

Die Bedingung 0 < Im("'(x; ;1)) furx2 nQ in Punkt 3 der Voraussetzung 2.10 wird
explizit fur eine wohlde nierte Betrachtung der Optimalsteuerung in Kapitel 5 benotigt.
Die Abhangigkeit zwischen Im(Y (x; ;1)) und Im('r(X; ;1)) in Punkt 5, ergibt sich
wie wir noch spater sehen werden bei Betrachtung der De nition (2.74) und der Vor-
aussetzung der Reellwertigkeit der Permeabilitat . Im weiteren Verlauf werden wir die
Ortsabhangigkeit der Parameter, aufgrund der Verwendung verschiedener Materialien,
und die Abhangigkeiten bezuglich nicht mehr explizit angeben. Ein wichtiges Resultat,
welches in Kapitel 5 benotigt wird, ist die stetige Abhangigkeit der frequenzabhangigen
Parameterfunktionen.

Satz 2.11. Ist die Abbildung ! & " (1) stetig, dann sind die frequenzabhangigen Abbil-
dungen ' @ Y (") und ' ® P (1) auch stetig.

Beweis. Wir betrachten die De nition (2.74) der Inversen der Impedanz
s

o (1) _ " o

Y= >5r= “r(;

0Or 0Or

welche aufgrund der Stetigkeit der Wurzelfunktion und der Abbildung ' & " (1) selbst
stetig ist. Um die Stetigkeit in der Frequenz fur die Normierungsfaktoren Py (1) zu
beweisen, betrachten wir deren De nition

z

Pmi(1) = % Re ¢t[Eox] ¢[Hoy] ndS:

P;l
Setzen wir nun (2.75) in diese De nition ein, dann ergibt sich

z

Pra()= 5 Re —jp—— (clEol  d c[Eqal) nds:

P;l
da Eg nach De nition ein reelles Vektorfeld darstellt. Mit der De nition

I -
P 0 0p e ()
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2.5. PDE elektromagnetischer Probleme mit Koaxial-Portanregung

fOlgt 7 r

Pra(D= 3 —"Re (D) (ilEl  d [Eoil) ndS

P;l

und damit die Stetigkeit von P, (1) analog zur Stetigkeit von Y (1). O

Fur die Voraussetzung von Satz 2.11 betrachten wir die De nition der reformulierten
komplexen Permittivitat (2.38). Dabei ist ersichtlich, dass der hintere Term T stetig
in 1 ist und somit ist die Stetigkeit der Abbildung ! A " (1) direkt abhangig von der
Stetigkeit des Polarisationsfaktors ¢(1) aus Abschnitt 2.1.4. Wir wollen die Korrektheit
der Aussage 5 der Voraussetzungen 2.10 naher begrunden. Dazu betrachten wir

s
Y1) =

o) ' o

P
—— ()

0r 0r

Der erste Faktor ist nach Voraussetzung 2.10 eine positive reelle Zahl, weswegen wir
lediglich den zweiten Faktor beachten mussen. Aus der Wurzel einer komplexen Zahl,
deren Real- und Imaginarteil stets gro er oder gleich Null sind, siehe De nition 2.4,
lassen sich die Bedingungen

Re(Y (1)) Im(Y (1)) 0;  Re(Y (1)) >Im(Y (1))

oder
Re(Y (D);Im(Y(?)) O Re(Y (1)) < Im(Y (1))

an die komplexe Zahl Y (1) ableiten. Dabei macht jedoch nur der erste Fall aus physikali-
scher Sicht Sinn, da der Realteil des Feldwellenwiderstands Y (1) stets positiv sein muss.
Fur die numerische Betrachtung der Gleichungen (2.81)-(2.84) leiten wir in Kapitel 3 die
kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung her und beweisen die Existenz
der Losungen unter Voraussetzung 2.10.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Um die Existenz und Eindeutigkeit der variationellen Formulierung der Maxwell-Glei-
chungen (2.81)-(2.84) zu beweisen, benotigen wir zunachst den Losungsraum

Xe= E2H(url; ) : [E]2L{( r); t[E]=0auf pec 3.1)

fur das komplexe Vektorfeld E, wobei  den tangentialen Projektionsoperator aus
Satz 2.8 darstellt. Mit dem Skalarprodukt

E: xe = E Dneurt: y *+ (6 wlEL 6 ol Dy o (3.2)

und der durch (3.2) induzierten Norm wird X¢ zu einem Hilbertraum, siehe [32]. Wir
betrachten (2.81) mit Voraussetzung 2.10 in der schwachen Formulierung
z
1

r r E * (12" (1)E *d =0
0r

mit * 2 Xe. Mit der Green’schen Formel (2.55) erhalten wir
z Z

Lir B (r *) (%% ()E ~d t
0r 0r

Nutzen wir aus, dass ” 2 X, und damit Nullrandwerte auf pgc besitzt, setzen die
unterschiedlichen Randbedingungen (2.82)-(2.84) ein und multiplizieren die Gleichung
mit o, so ergibt sich das kontinuierliche variationelle Problem:

r E ([’]1d =0

Bestimme E 2 X, sodass

[Vk] a(E; ") =f("); ~2Xe;
gilt mit
Z 1 Z
aE;”)= —(r E) (r 7)d 127" (1) 0 E ~ d (3.3)
Z xz
1Y (1) o ¢[E] ¢[’]d 1Y (1) o [E] ([71d;
I=1
g Z pP- : _ ’
f()= 2 1Y (1) oP—ne e ' ([Eqi] <[] d : (3.4)
1=1 JPma(1)j

P;l
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3.1. Existenztheorie der kontinuierlichen Formulierung

Um die Existenz einer Losung von [Vk] zu beweisen, folgen wir dem Beweis aus [28],
indem wir kompakte Operatoren herleiten und die Sesquilinearform a entsprechend um-
formen, um mit der Fredholm’schen Alternative die Existenz zu erhalten. Den Satz der
Fredholm’schen Alternative entnehmen wir [32].

Satz 3.1 (Fredholm’sche Alternative). Sei B : X ¥ X ein beschrankter linearer Ope-
rator und X ein Hilbertraum. Ist B = 1 + A, wobei A kompakter Operator und | der
Identitatsoperator ist, dann gilt genau eine der folgenden Aussagen:

1. Die homogene Gleichung B [u] = O besitzt nur die triviale Losung u =0 in X. In
diesem Fall existiert fur jedes T 2 X, eine eindeutige Losungu 2 X mit B[u] =T
und die Losung hangt stetig von der rechten Seite f ab.

2. Die homogene Gleichung B [u] = 0 hat genau p linear unabhangige Losungen fur
ein festes p 2 N.

Wir leiten die benotigten kompakten Operatoren in Abschnitt 3.1.1 her und wenden
diese dann in Abschnitt 3.1.2 auf unser Problem an.

3.1.1. Kompakter Operator

Sei ¢ R3eino enes polyedrisches Gebiet mit dem Rand ¢ =@ ¢ und « G
wobei hier k 2 1 = f1;::;; K g mit K Anzahl der o enen polyedrischen Teilgebiete,
fur die \ |, =;furallek;121 mitk & | gilt, siehe Abbildung 3.1.

k

Abbildung 3.1: Skizze der Modellmengen.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Mit  bezeichnen wir derhgand der Jeilmenge , und de nieren das o ene poly-

edrische Gebiet = gn 5, . mitdem Rand = @ , in welchem unsere
Losung existieren soll. Dabei konnen k;1 2 1 existieren, sodass , \ | = ;, aber
k\ | & ;, weswegen wir die Menge Il =T(k;l) : k\ | & ;gan Tupeln de nieren,

deren Rander einen nichtleeren Schnitt aufweisen, siehe Abbildung 3.2.

<

Abbildung 3.2: Skizze der Randmengen und Indexmengen mit I .1 = f1;4;8;9;10g und

I > =12;3;5;6;79.
nS (o]
Des Weiteren fuhren wir =, = \ (furallek 21 und p = n 5 T ein.
Wir teilen | in die beiden Indexmengen I .; und I ., auf, wobei I =1 1[I -2, und

de nieren die Indexmengen

I ak=f21 : ()21 undl21 49;
Ik =fl21 : (kD211 undl21 9:
In der variationellen Formulierung [V ] entsprechen die durch |pp de nierten Gebiete
im Inneren des Modellgebietes den Gebieten zur Indexmenge | .1, wahrend zu den durch
pec de nierten Gebiete I ., gehort. Der Rand port Wird hierbei durch den Rand
p dargestellt. Wir de nieren den Losungsraum

n
Xe= v2H(url; ) : - M2Lf ~« k21 3 ¢ M2LE(p); (35)
(o]

t;~k[v]:0; k21 2 ;

wobei dieser die gleiche Struktur wie (3.1) aufweist. Die Norm in diesem Raum ist

32
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entsprechend gegeben durch

2 _ 2 2 2 .
ka e - kaH(curI, ) =+ k t; [V]k[LZ( P)]3 + k t;~k[v]k[L2(__k)]3,
k21

wodurch Xg mit dem durch die einzelnen Raume gegebenen Skalarprodukt zu einem
Hilbertraum wird, siehe [32]. Weiterhin fuhren wir eine Sphare g ein, die g vollstandig
umschlie t und de nieren die dazugehorige o ene Kugel .. Der Raum zwischen ¢
und der Sphare ¢ wird de niertuber .., = ,n ¢ , siehe Abbildung 3.3.

Abbildung 3.3: Skizze der spharischen Umrandung der Modellmengen.

Als letztes de nieren wir noch das Gebiet
8 O

<[7:

" k21

= On

und fordern zusatzlich fur Funktionen v 2 H(curl; ™) die PEC-Eigenschaft

t; o[V] =0:
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Fur den nachsten Schritt de nieren wir die folgenden Funktionenraume

V()= nv 2 Ho(curl; ™) : divv] =0in . ;;divv]=0in ;121 ;10;
(3.6)
Vo( & o)=Ffv2Ho(curl; . ) :divv]=0in . ,0; 3.7)
Vo( D)=Ffv2Hp(curl; ) :divv]=0in g (3.8)

fur alle kK 2 1 .1, und geben ein nutzliches Lemma an, dessen Beweis in [38] zu nden
ist.

Lemma 3.2. Die Seminorm v A kcurl [v]k[l_z( )P ist eine zu H (curl; . ;)
G 0

aquivalente Norm auf Vo( . ;). Sei k 2 I .1, dann ist die Seminorm gegeben durch
v A kcurl [v]k[l_z( NE eine zu H (curl; ) aquivalente Norm auf Vo( ).
k

Um Satz 3.1 anwenden zu konnen leiten wir im Folgenden einen kompakten Operator her,
der wiederum aus einzelnen Operatoren besteht. Der erste der benotigten Operatoren,
ist ein Fortsetzungsoperator von X¢ nach V (7).

Lemma 3.3. Es existiert ein linearer und beschrankter Fortsetzungsoperator

E: Xe T V()
vAa EV]
mit E[v]] =v, welcher
z
(r ENVD (r 9)d =0 g2Vo( g; o) (3.9)
GZO
(r ENM) (r gd =0, g2Vo( ,); k21 (3.10)

erfullt.

Beweis. Nach Satz 2.8 und Bemerkung 2.9 existieren die tangentialen Spuroperatoren

: . von nach  und -, Von nach ~x. Wir leiten zunachst rechtsinverse
, vk

Operatoren von ~ nach ., k21 .1, her, wobei hier drei Falle auftreten, siehe Abbil-
dung 3.4.

k
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ki

) ) 3

Abbildung 3.4: Skizze der Gebiete fur die rechtsinversen Operatoren.

@D «\ 1= 121 ; &k

Esgilt x = ,unddamit * = t* o womit nach Satz 2.8 ein linearer stetiger

. 67k
rechtsinverser Operator

(5 tiH 2(div ,; ) ¥ Hurl; )

K
existiert.

@) «k\ 1&; k21 .4; 1211 2(Kk);, &k

Nach Voraussetzung existiert = k\ | & ; und es gilt
t;~|[v] =0

fur alle v 2 Xe. Nach Herleitung der PEC-Randbedingung in Abschnitt 2.3 fordern
wirv=20Iin ,» womit

S =] =0

fur die Einschrankung auf deren Schnitt folgen muss. Als nachstes de nieren wir
den Fortsetzungsoperator

1
E o H 2(@div-;7) TH 2(div ;)= u2H 2(div,; &) :u[ =0 ;
Kkl
der gegeben ist durch
u in ~yi;

Ek'[u]: 0 in Kl-
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Da k, folgt die Linearitat und Stetigkeit des Fortsetzungsoperators E ,
aufgrund seiner De nition. Wiederum mit Satz 2.8 erhalten wir somit die Existenz
des linearen stetigen rechtsinversen Operators

() BiH (v T T H Gurl )
der gerade durch
o) P=0ED By
gegeben ist.
@) k\ 1&; k21 .4; 1211 4(k); k&I

Es sei wiederum | = k\ . Nach Satz 2.8 existiert der lineare stetige recht-
sinverse Operator

() MiH A(dive ) H el )

wobei Ty =(C k[ OnC w)und = [ ,L[ w. Mitdem linearen und
stetigen Einschrankungsoperator erhalten wir die Existenz des linearen stetigen
rechtsinversen Operators

(*;~k) LiH %(div~k;~k) ¥ Hurl, )

gegeben durch
_+ 1+ 1
( t;~k) ( t;~kl) ‘ «

Mit diesen Fallen wird auch eine Kombination der letzten beiden Falle abgedeckt, indem
die entsprechenden Operatoren der einzelnen Falle verwendet werden. Zudem setzen wir
fur Gebiete |, k21 .1, mit ¢\ ¢ & ; fur die Wohlde niertheit und Eindeutigkeit
des inversen Operators die entsprechenden Rander mit Null fort. Dies entspricht so auch
der physikalischen Interpretation der Impedanz-Bedingung. Damit lassen sich nun die
Operatoren

L :Xe TH(url; ), (3.11)

VAL  [v]= (~t_';_~k) gl e~ VI
furk21 4 mitll (k) =; und

L i Xe THyy Lqoleurly ); (3.12)
VAL (M=) M M
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mit

H ;2(k)(curl; J=f2H(url; ) ¢ 4VI=0 1211 2(k)g
furk21 ., mitll .»(k) & ; de nieren. Die soeben de nierten OperatorenL k21 .1,
sind, wegen der Eigenschaften tangentialer Spuroperatoren und den entsprechend de -

nierten rechtsinversen Operatoren, lineare und stetige Operatoren, weshalb Konstanten
C | existieren, sodass

kL k[v]kH(Curl; ) C kvkx.; v2Xe k21 .: (3.13)
Zu (3.11) und (3.12) de nieren wir fur k 2 1 .; die folgenden Variationsprobleme:

Bestimme die Funktionen z,. , 2 L  [v]+ Ho(curl; )und 2 HZ( ), die
Zz Zz
r z,,) (r gd + qr ,d =0, q2Ho(url; )

[P k] k Zk

2z, . ¥ d =0, 2HI( )

k

losen.

Jegliches dieser Probleme ist mit Satz A.21 losbar. Hierzu schreiben wir [P ] mit der
Zerlegung zy; , =L [v]+zp. , um und erhalten

a(zo; »q)+b(@; ) =7F(@); g2Ho(curl; ),
b(zo; «; )=09(); 2HF( )

wobei
Z Z

a(u; )= (r u (r )d ; b(u; ) = urd:;

“Z “Z
f()= (r L M) (r )d; 9() = LM r d:

k k

Damit wir Satz A.21 anwenden konnen, mussen wir die Vo( , )-Koerzivitat von a( ; )
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

nach De nition A.19 zeigen. Mit Lemma 3.2 folgt fur eine Konstante C >0
z

ai) = (r W (r wd =kourlukfe s C kUK U2Ve( )

k

Fur die Vollstandigkeit der De nition der Vo( ,)-Koerzivitat nach De nition A.19,
mussen die Funktionen u 2 Vo( ) noch die Bedingung b(u; ) = 0 erfullen. Wir er-
halten mit partieller Integration und der Bedingung div[u] = 0 des Raumes Vo( ) die
Gleichung 7

bu; )= u r d =0, 2HI( )
Kk

Damit haben wir nun die Vo( |, )-Koerzivitat der Sesquilinearform a gezeigt. Wir beno-
tigen noch, dass b( ; ) die Babuska-Brezzi-Bedingung, nach De nition A.20, erfullt. Mit
der naturlichen Einbettung r(H3( ,)).,¥ Ho(curl; ), wegen

r ru=02[L% O wru2[L®(C )PF
und der Poincare-Ungleichung, siehe [39], folgt

R ) R .
j urd,; jr j? d
k

sup

- =kr k2 y kKA o
u2Ho(curl; ) kUKH(curl; ) kr kH(curI; ) L2C )l HIC )

Somit sind die Voraussetzungen von Satz A.21 erfullt und wir erhalten die Existenz einer
Losung zp. , mit
ko, kkH(curI; ) C kL k[v]kH(curI; k);

woraus sich nach De nition von z,. ,, mit zusatzlicher Anwendung der Dreiecksunglei-
chung und (3.13) die Abschatzung

k2o Ko,y @+C KL My, ) C azkvkc, (3.14)

mitC ,.»,=C ,(1+C 1) ergibt. Bevor wir den Operator L : X ¥ Ho(curl; . )
herleiten, de nieren wir den Fortsetzungsoperator E _ : Xe ¥ H (curl; ) gegeben

durch s
<V in
E.VlI=_ zy., in k21
Y in k21
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fur den s >¢

KE oIVIKmur: o) 1+ C? ., kvkx, (3.15)
k21

wegen (3.14) folgt. Mit Satz 2.8 erhalten wir wieder die Existenz der tangentialen Spu-

roperatoren [ von ., nach und . von ¢ nach , sowie die Existenz des

rechtsinversen YOperators
( t“;“) oM %(div v ) ¥ Ho(eurl; . )=fv2H(url;, 4.,) : ¢ o[v]=0g:
Damit konnen wir den Fortsetzungsoperator folgenderma en de nieren

L :Xe THo(curl; 4. ) (3.16)
VAL M =( ) 'y [E GV

Wir erhalten wiederum die Linearitat und Stetigkeit mit (3.15) aus den Eigenschaften
der Tangentialoperatoren und der De nition von E . Wie zuvor leiten wir eine Funktion
zy; 2L [v]+Ho(curl; . o) uber das folgende Problem her:

Bestimme z,. 2 L [v]+Ho(curl; . ,)und 2H}( 4. ,), die
Z z
(r z,) (r ogd + g r d =0, g2Ho(eurl; ;)

[P ] G: 0 ZG? 0
zy, r d =0 ZH&( ol o)
losen.

Mit denselben Schritten wie zuvor erhalten wir dann

Kzv; Kyt curt; o o) (1 +C kL MKy cur; o o) C .okvkx,: (3.17)
Sei nun s
<V in
EVI= _ zy; in & o
T Zy.  In k21 g,

dann erfullt E[v] die Bedingungen (3.9) und (3.10), wegen der Losungseigenschaften von
zy: zu [P ] beziehungsweise von z,. , zu [P |, ]. Mit den Abschatzungen (3.14) und (3.17)
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

erhalten wir dann zum Abschluss

s ><
KE[VIK,, (curt; =) 1+ CZ;2 + Czk;2 kvkx,: (3.18)
k21 4
O
Damit ist Lemma 3.3 bewiesen. Wir de nieren nun den linearen Projektionsoperator
R : Ho(curl; =) ¥ Hg(curl; 7); (3.19)
va Rv]=v r’7
wobei ~, 2 H}(™) die eindeutige Losung von
Z Z
r’ver d = vor d; 2H() (3.20)

zu einem festen v 2 Ho(curl; ™) ist. Hierbei erhalten wir die Existenz der eindeutigen
Losung ”y durch Satz A.17. Die Projektionseigenschaften des Operators R beweisen wir
mit dem nachsten Lemma.

Lemma 3.4. Der Operator R, gegeben durch (3.19), ist linear, beschrankt und ein Pro-
jektionsoperator mit den Eigenschaften

r RV]=r v r Rv]=0in ~ (3.21)
fur alle v 2 Ho(curl; 7).

Beweis. Die Linearitat ergibt sich direkt aufgrund der De nition des Operators. Um
die Projektionseigenschaft (RR)[v] = RJ[v] zu zeigen, sei v 2 Hg(curl; 7), denn damit
erhalten wir Z

(r’v v) r d =0; 2 H(); (3.22)

fur die eindeutige Losung ”,. Wir betrachten nun die Losungseigenschaft (3.20) von
" r-y) ZU der Funktion R[v]=v r7y, fur die mit (3.22)
z z
rorey r d= (v r’)r d =0 2Hs (")

gilt. Dies ist die schwache Formulierung der Laplace-Gleichung mit homogenen Dirichlet-
Randwerten ”, -,y = 0aufdem Rand @~. Mit der Theorie der Fundamentallosung der
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Poisson-Gleichung ergibt sich damit *(, -,y = 0auf ~. Somit giltauch r~(, -, =0
und damit die Projektionseigenschaft

(RR)VI=R[v r’J=v r’ r’y y,)=v r’y=R[V]

Wir betrachten nun (3.22), fuhren eine partielle Integration durch und erhalten
z z
r(r’y, v) d = r Ryv] d =0, 2H});

und somit
r Rvl]=0

mit dem Fundamentallemma der Variationsrechnung. Die Wohlde niertheit der parti-
ellen Integration und damit auch der eben gezeigten Aussage ergibt sich aus der noch
zu zeigenden Beschranktheit des Operators R 2 H(curl; 7). Aus der Lineritat des curl-
Operators ergibt sich die zweite Eigenschaft

r Ryvl=r (v r’y)=r v r r’y=r Vv

Die noch fehlende Beschranktheit folgt durch Anwenden von (3.20), (3.21) und den zuvor
gezeigten Eigenschaften

V4 V4
kR[v]kﬁ'(Curl;~)= jRvV]j?d + jr R[v]j*d
Z z Z
= jvji’d jrofd + jrovitd
— 2 » 2
= kK our; -y K VK2
2 .
kVI’<H (curl; =)’

wobei in der zweiten Gleichheit zusatlich zur De nition des Projektionsoperators R auch
die Bedingung (3.20) verwendet wird. O

Als nachstes betrachten wir den Einschrankungsoperator T von Hg(curl; ™) nach Xe.
Lemma 3.5. Der lineare Operator

T :Ho(curl; ™) ¥ Xe; (3.23)
va Tv]=(R[V])

ist beschrankt.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Beweis. Mit Lemma 3.4, Lemma A.15 und der Stetigkeit der tangentialen Operatoren
aus (2.49) folgt

X

KT VK&, = KT WIkEyurr, ) + K & o [TIVIKLo yp + K e [TIVIKG 2= 6
k21 .1
Cikvk?, . +k ¢ [RV]IK*. . + > k ¢  [R[V]K? L
H (curl; ~) ' H: 20y ol . T ok Hlj kK 20
<
clkkaH(wrl; 4 +C ;1kR[v]kaS C o of +k2| 1c k;lkR[v]k[sz P

furs ;s 2 (%; 1) und fur alle k 2 1 .;. Daraus ergibt sich nun mit Lemma A.15 und
(3.21) gerade

<
2 2 2 2
kT [V]kXe ClkaH (Curl; ..) + C ’ZkR[V]kH (curl; ~) + C k’ZkR[V]kH (curl; ~)
k21

und abschlie end mit der Beschranktheit von R aus Lemma 3.4

2 2 .
KT VIS, CRVS, oy -y

d

Damit erhalten wir also die Stetigkeit des Operators T, wodurch wir nun den Projekti-
onsoperator

P:Xe ¥ Xe; (3.24)
v A P[v] = (TE)[v] = (RE)[V])

als Komposition der zuvor eingefuhrten Operatoren de nieren und folgendes Lemma
zeigen konnen.

Lemma 3.6. Der lineare Projektionsoperator P, gegeben durch (3.24), besitzt die Ei-
genschaften
r Pv]=r v, r Plv]=0in (3.25)

fur alle v 2 Xe und ist beschrankt.

Beweis. Die curl-Eigenschaft in (3.25) folgt aus der curl-Eigenschaft des Operators R,
aus Lemma 3.4, durch

r PM=(r REM)| =(r EM)| =r (EM)|)=r v v2Xe

Auch die div-Eigenschaft des Operators P in (3.25) folgt aus Lemma 3.4. Wir betrachten
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nun

(PP)IV] = (RE)I((RE)VD) | D)
und zeigen dass E[((RE)V])| ] = (RE)v], denn dann ergibt sich
(PP)V] = (RRE)V)| = ((RE)VD)| = PIv];
mit der Projektionseigenschaft von R. Wir de nieren
z=E[((RE)VD)| 1 (RE)IVI;
denn dabei gilt
z| = EUREM)| D| (REWD| =(REM)| (RE)MV)| =0:

Des Weiteren ergibt sich aus (3.9) und Lemma 3.4

Z Z
(r z2) (r z)d = (r EURBEVD| D) (r 2)d
G: 0 G’ Z
(r ((RE)VD) (r 2)d
Z°
= (r ((RE)V]) (r 2)d
Z°
= (r (M) (r 2)d

alsor z=0in . ,. Wegen Lemma 3.2 ergibt sich somitz=01in . ,. Analog
folgt auch z = 0 in « K21 .1, und somit z = 0 in =, was gerade zu zeigen war.
Die Beschranktheit des Operators P folgt aus der Beschranktheit der Operatoren T und
E. O

Wir erhalten somit die Helmholtz-Zerlegung des Losungsraums
Xe =P[Xe] (I P)[Xel; (3.26)

wobei 1 der ldentitatsoperator ist, in den curl-freien Teilraum (I  P)[X¢] und den
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div-freien Teilraum P[X¢], denn fur eine Funktion u 2 (I  P)[X¢] gilt
r u=r (I P)vl=r 1Ilv] r P]l=r v r v=0 3.27)

bzw. fur u 2 P[X,] folgt
r u=r P[v]=0; (3.28)

fur v 2 Xe. Damit erhalten wir fur eine Funktion v 2 X, die eindeutige Zerlegung
v=P[v]+ (1 P)[v]

und fuhren die Notation vo = P[v] und vo» = (I  P)[v] ein. Zusatzlich dazu de nieren
wir die Norm )
jiivilix. = (kvoki, + kvokS,)?; (3.29)

die aquivalent zu kvkx, auf X ist. Nach [40, Lemma 5] gilt fur die Operatornorm
KPKL(xeixe) =K1 PKL(xeixe)

und damit
T P

P-
P=———— jilVilixe kvkx, 2 jjiVilixe; V2 Xe: (3.30)
2KPKL (xe;x0)

Um Satz 3.1 anwenden zu konnen, benotigen wir kompakte Operatoren.

Lemma 3.7. Die Einbettungsabbildungen P : X¢ ,¥ [L?( )]}, ¢
und P:Xe,¥ LZ(Tk), k21 .1, sind kompakt.

P:Xe,¥ L2( p)

P
L%

Beweis. Sei s 2 %; 1 . Die erste Kompaktheitsaussage folgt aus Lemma A.15 und der
kompakten Einbettung

H( )., 9c L?()
nach Satz A.13. Nach [41, Lemma 3.2] ist

1
S 3

Hjj ( ),!CL%( )

und damit istauch ¢ , P : X I LZ( p) kompakt. Analog folgt die Aussage auch
fur ~. O
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3.1.2. Existenz der Losung

Wir de nieren die Sesquilinearform

a(E;”) =a1(E; ) +ax(E; ”)

mit
Z L Z
a(E;”)= —(r E) (r 7)d + 129" (1) gE ~d ;
Z xZ
a(E;”) = iTY (1) o (E] 7]d + itY(1) o E] 7]d :
=1

Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir  fur jegliche Projektionsoperatoren auf
den verschiedenen Ober achen. Dabei entsprechen diese gerade den Operatoren ¢ und

t:~, aus Abschnitt 3.1.1 der jeweiligen Randbedingung. Mithilfe des Projektionsopera-
tors P, der Helmholtz-Zerlegung (3.26), sowie der Linearitat des curl-Operators und der
Projektionsoperatoren  konnen wir die Sesquilinearform a(E; *) in(3.3) umformen zu

a(E; ") = a(Boi 7o) +a(Eoi 72) +a(E=; To)+ a(E2i 7 2)
2 12%" (1) o (Ig-) d 2 HY (1) o (He-) d

X Z IMP
2 1Y (1) o (I1g:-) d
I=1

Pil
mit den Termbezeichnungen
le.-=Eo 0+Eo "2+E> "9+E> 7>

und

He;- = [Eo] [0l + t[Eo]l 721+ tE2] 0]+ tE2] [7=I
Mit der De nition von a( ; ), sowie (3.27) folgt

a(E; ") = AE; ") +K(E; )

mit den Sesquilinearformen

A(E;”) =a(Ep; 70) a(E»;”>) (3.31)
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

und
Z

K(E; ") =a(Eo; "2) +a(E2; 7o) 2 1%0"(1) 0 Eo o d

Z xZ
2 1Y (1) o t[Eo] ¢[70]d 2 i1Y (1) o [Eo]

1=1
IMP P;l

Wir de nieren die Operatoren

A Xe T (Xe);
E® AE)=AGE; )
und
K:Xe ¥ (Xe)
E A K(E) =K(E; );

und das Dualraumelement
F2 (X)) F=F(:

Damit ergibt sich gerade die zu [V] aquivalente Problemformulierung:

Bestimme E 2 X, sodass
(A+K)E]=F:

(3.32)

t[7o] d :

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Um Satz 3.1 anwenden zu konnen, beweisen wir, dass A( ; ) die inf-sup-Bedingung erfullt,
womit wir mit dem Necas-Satz, siehe [42, Satz 3.2.3], die Isomorphismus-Eigenschaft des

Operators A erhalten.

Lemma 3.8. Es existiert > 0 sodass

sup w kEkX

. o E 2 Xe;
7 2Xenf0g k kXe ¢

und es gilt
sup JA(E; 7)j>0; ~ 2 Xenf0g:
E2Xe

Beweis. Sei X ¥ X, mit

a+1) (2P DIEL; x2 ;

[E]= (1+i) 2P MNIE]; x2 r= mp L porT:
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Wegen der Stetigkeit und Linearitat von P ist auch linear und stetig, also

k [Elkx, C KEKkx,:

Es gilt somit
JAGE;7)i JAE; [EDI  RefA(E; [E])g
su 3.37
s Kk K Bl K [Elkc, 30
fur E 2 Xe. Wegen der Projektionseigenschaft von P gilt
P2P 1)=P; a PP n= 0 P
und mit der Linearitat der Sesquilinearform A folgt
AE; [ED= (1 Da(Eo;Eo) + (1 1ai(Ez;E?) (3.38)
(1+0ax(Eo;Eo) (1 +i)ax(Er E?)
= (@1 1na(E;E) ((Q+1i)ax(E;E):
Betrachten wir zunachst den Realteil fur den ersten Term
z
Ref(l i) a(E;E)g= 1?0 (Re("r(1)) +Im("(1))) ojEj" d
z
v Sr EPd
r
dann ergibt sich
Ref(l i) ai(E;E)g  CeinkEKfcun: ) (3.39)

aus Voraussetzung 2.10 mit

. 2 n n n
) !min 0( min;Re"‘ min;lm) 0

CE;]_ = min
max

Des Weiteren erhalten wir ebenso

YA
Ref (1+1i)ax(E;E)g= 1 (Re(Y (1) +1Im(Y (1)) o] «[E]’d
IM;( Z
+ (Re(Y (1)) +Im(Y (1)) o] Eli*d ;

1=1
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wodurch wir '

Ref (1+i)a(E;E)g Cea k t[Elkf .Mp>+xk EI2( L (3.40)
mit -
Ce2 = "min(Ymin;Re + Ymin:im) o
folgern konnen. Setzen wir (3.38) in (3.37) ein und verwenden (3.39) und (3.40), dann
ergibt sich
JIEii%,

IAGE; )i
on K [Elkx,

- minfCE;l; CE;Q
7 2Xenf0g k kXe J

fur alle E 2 X.. Wenden wir abschlie end die Normagquivalenz (3.30) und die Be-
schranktheit des Operators an, so folgt

sup w kEkx

=oxenfog K™ Kxe ¢
mit ]
_ mlnfCE;l; CE;zg
B 2C
und damit die erste Aussage des Lemmas. Aufgrund der Symmetrie von A und der eben
gezeigten inf-sup-Bedingung folgt auch die zweite Aussage. O

Als nachstes zeigen wir noch die Kompaktheit des Operators K.
Lemma 3.9. Der Operator K, gegeben durch (3.34), ist kompakt.

Beweis. Durch Verwendung von (3.27) erhalten wir
z
K(E;”) = 12" (1) 0 (Eo "»+E» 7o) d (3.41)

itY (1) o ( ([Eo] +t[72]1+ t[E>2] «[70]) d

'Y (1) o ( ([Eo]l 721+ t[E2] +[70]) d

Z Z

2 12" (1) 0Ep 7od 2 itY(Y) o t[Eo] +t[70]d
x Z IMP

2 1Y (") o t[Eo]l +[70]d :

1=1
P;l
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Die Abbildungen auf die Integranden in den letzten drei Integraltermen sind aufgrund
von Lemma 3.7 kompakt. Wir mussen fur die Kompaktheit des Operators K noch die
Kompaktheit in den vorderen Integraltermen zeigen. Hierzu betrachten wir den Operator
Ge gegeben durch
Ge : Xe ¥ C; 5
VA Ge[vV]= pEo vod ;

mit dem Parameter
p=12"(V) o

Die Linearitat erhalten wir aus der Linearitat des Projektionsoperators P und die Be-
schranktheit folgt aus der Holder-Ungleichung und der Beschranktheit von P. Damit gilt
Ge 2 (Xe)". Analog zeigen wir, dass der Operator G, gegeben durch

Gy: Xe T C; 7

E2GIE]= pEo vod ;

Element des Dualraums (X¢)' ist. Wir betrachten den Operator

G:Xe ¥ (Xe);
E A G[E] = GE;
fur den wir die Kompaktheit zeigen mussen. Sei M X, beschrankt. Zeigen wir, dass

jede Folge in G[M] = G[M] eine konvergente Teilfolge besitzt, dann ist G kompakt. Sei
dazu (Gg)k Folge in G[M], dann wird diese durch eine Folge (Ex)k in M erzeugt, also

(Ge)x = G[Ek]

fur alle k 2 N. Da M beschrankt im Hilbertraum Xg ist, ist die Folge (Ex)k in X¢ be-
schrankt. Damit existiert eine Teilfolge (Ek,)1 von (Ex)k, die fortan wiederum mit (Ey)x
bezeichnet wird, die schwach gegen E 2 M konvergiert. Wir zeigen nun die schwach-
Konvergenz von (G[Ek])k und die Normkonvergenz, was im Hilbertraum gerade der star-
ken Konvergenz entspricht. Aus der schwachen Konvergenz der Folge (Ex)k erhalten wir
die schwach- Konvergenz

Z
j6e, M Gei C  ((Eo Eo) veod "0
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fur alle v 2 X, denn 7
TWE]= Eo vod

ist Element des Dualraums (Xe)’. Wegen Satz A.16 konnen wir jedes Folgenglied G[E]
und auch den Grenzwert G[E] mit einem Element vy beziehungsweise v in X identi -
zieren. Das hei t es gilt zum einen die Gleichheit der Normen

KG[ExIK(xe)» = KVikkxe; KG[E]K(x.y = kvkx,
und die Abbildungseigenschaft
Ge, [W] =hvi;wiy 5 Ge[w] = hv;wiy

fur alle w 2 Xg. Zudem erhalten wir aus der schwach- Konvergenz von (G[Ex])k direkt
die schwache Konvergenz der Folge (vi)x gegen v und damit auch die Beschranktheit
der Folge (vi)k in Xe. Aus der Gleichheit der Normen ergibt sich somit

JKG[ExIKex,yr KGIETKE yj = Jkvikks, kv i = jvi; Vi,  hviViy,

=jGe[vk]  Gel[Vvlj
Z Z
C (Ex)o (w)>d Eo vod

Z
Ck(Ek)o Eok[Lz( )]3k(Vk)?k[|_2( NE +C Eo (vk V)»d

Der erste Term auf der rechten Seite konvergiert gegen Null, denn (vk)- ist wegen vy
beschrankt und es gilt

K(Ex)o Eokpz( yp =KkP[Ex Elkpe( yp ¥ 0

aufgrund der kompakten Abbildung P : X¢ ¥ [L?( )]® nach Lemma 3.7. Der zweite
Term auf der rechten Seite konvergiert aufgrund der schwachen Konvergenz der Folge
Vi ebenso gegen Null, denn 7

Te [V] = Eq vo d

ist wiederum ein Element des Dualraums (X¢)'. Mit den selben Argumenten folgt analog
auch die Kompaktheit in den restlichen Integralen in (3.41), denn auch LZ( ) ist ein
Hilbertraum. O
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Wegen Lemma 3.8 und dem Necas-Satz exitiert damit die Inverse A ! des Operators A,
weswegen wir (3.36) umformen konnen zu

(1 +A 'K)E]=A 'F:

Mit der Kompaktheit von K ist auch A K kompakt. Unter der Annahme, dass das
homogene Problem
(1 +A K)[E]=0;

mit F = 0, nur die triviale Losung besitzt, haben wir mit Satz 3.1 den folgenden Satz
bewiesen.

Satz 3.10. Besitzt die Gleichung
AE;*)+K(E;?)=0

nur die triviale Losung, dann existiert zu gegebenen Modenfeldern [Eo;|],K=’} eine eindeu-
tige Losung E 2 X zu

aE; ") = AE; ") +K(E; ") = FCS[Eaiih): 7 2 Xel
und es existiert eine Konstante C > 0, sodass
KEkx, CKkFKkx,y: (3.42)
Beweis. Betrachten wir die Voraussetzung
AE;?)+K(E; ) =aE;7)=0;

dann verschwindet die rechte Seite. Dies wiederum bedeutet Pj,y = 0, 1 | Ka,
und damit wird kein Feld an den PORT-Ober achen angeregt. Da wir zudem Kkeine
Quellenterme im Inneren de niert haben folgt damit E = 0. Mit den De nitionen (3.33),
(3.34), sowie Lemma 3.8 und Lemma 3.9, erhalten wir die Operatorgleichung

(1 +A K)E]=A F;

mit
F2Xe); F=F():

Mit der eben hergleiteten Operatorgleichung und E = 0 bei der Betrachtung der Vor-
aussetzung folgt die Aussage durch anwenden von Satz 3.1. O

Eine direkte Folgerung von Satz 3.10 ist die Existenz einer globalen inf-sup-Konstante

o1



3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Korollar 3.11. Zur Sesquilinearform (3.3) existiert die globale inf-sup-Konstante

- ja(u; v)j
= f 2 >0 3.43
u2>|<r!nf09 Vzili,?fog kukx,kvkx, (3.43)

Beweis. Die Existenz folgt dabei direkt aus der Anwendung von Satz 3.1 und der stetigen
Abhangigkeit von der rechten Seite. Sei dazu E 2 X¢, E & 0, beliebig aber fest. Wir
de nieren dann die neue rechte Seite

() =aE:”)
und betrachten Losungen E 2 X, die das folgende Variationsproblem
a(E; ") =) 72 Xe; (3.44)
losen. Wie in Satz 3.10 erhalten wir wieder
(1 +A K)EI=A 'F;
mit
F2(Xe)s F=~():

Dabei folgt F 2 (X¢)! aus der Linearitat und Stetigkeit der Sesquilinearform a. Wenden
wir nun Satz 3.1 an, so erhalten wir die Existenz einer eindeutigen Losung von (3.44)
und die stetige Abhangigkeit der Losung von der rechten Seite

KEkx, CKFKex.y

mit einer Konstanten C > 0 unabhangig von E und F. Aus dieser Ungleichung ergibt
sich

1 Kekocy _ o JfM
C KEkx, v2XerE)f0g KEkx,kvkx, |

Da E 2 X, Losung von (3.44) ergibt sich

1 BEWI
C v2Xenf0g KE kXe kv kXe

Betrachten wir nun die De nition unserer rechten Seite ¥ von (3.44), dann ergibt sich
gerade
a(E;7)=a(E;”); ~2Xe

Da E diese Gleichung immer erfullt und die Losung eindeutig ist gilt E = E. Wir haben
damit gezeigt, dass fur ein beliebiges E 2 X, E & 0, eine von E unabhangige Konstante
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3.2. Finite-Elemente-Methode

C > 0 existiert, sodass
ja(E; v)j

1
0< = 2=
v2Xenf0g kE kxe kv kxe

gilt. Damit existiert auch ein > 0 mit

1
— >0
C

d

Wir leiten nun in dem nachsten Abschnitt das diskrete variationelle Problem zu [Vk]
her.

3.2. Finite-Elemente-Methode

Um [Vk] zu diskretisieren gibt es unterschiedliche Methoden, wie beispielsweise die
Finiten-Di erenzen, die Finiten-Volumen oder die hier verwendete Finite-Elemente-Me-
thode (FEM). In der FEM wird das Problem [V] durch eine Approximation des Raumes
Xe gelost. Hierzu wird ein Teilraum Xy Xe mit endlicher Basis B = 71; 7535 ” N0
betrachtet. Wir approximieren eine Losung E des Variationsproblems [V] durch die
FEM-Funktion Eyn 2 Xy . Dazu nutzen wir die Basisdarstellung

X
En = B¢ 7k
k=1

und die Linearitat der Sesquilinearform a( ; ) aus, verwenden die Basisfunktionen ”y als
Testfunktionen und gewahrleisten die Einhaltung der Randbedingung

tf(En] =0
auf pgc. Dann ergibt sich daraus ein lineares Gleichungssystem
AEN =T (3.45)
wobei die Matrix A 2 CN N und der Vektor f 2 CN die Eintrage Ajx = a(’; ”1),
fi = (7)) besitzen und EN = (EN; EN; i EY)T der komplexe Koe  zientenvektor ist.

Bei der Herleitung des niten Elements folgen wir [32, Kapitel 5]. Um Xy Xe zU
bestimmen, fuhren wir zunachst eine regulare Zerlegung des Gebietes ein.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

De nition 3.12. Sei M 2 N. Die Menge
Th( )=fK| 1 | Mg

gegeben durch eine Anzahl an Teilmengen K, , 1 | M, eines polyedrischen
Gebietes R3 hei t Zerlegung oder auch Gitter, wenn die folgenden Bedingungen
gelten:
_ S _ o
1. = kor, ) K, wobei der Abschluss von

2. Jedes Ky 2 Th( ), 1 I M, ist ein o enes Lipschitz-Gebiet mit positivem
Volumen.

3. Fur K]_; Kz 2 Th( ) mit Kl & K2 gl|t Kl\ Kz = 3.

Zu dieser De nition erhalten wir fur jedes Element K 2 T( ) die Parameter

hg = diarrr1](K) =supfd(x;y) =jx vyj : x3y 2Kg; o

kK =sup d(y)=jx yj :xy2K;9z22K mit S§,.,(2) K ;

wobei
S3(z) = x2R®: kx zkga=d
Dahingehend wird der Index h, der auch als Schrittweite des Gitters Tn( ) bezeichnet

wird, de niert durch

h= max hg: (3.46)
K2Th( )

Fur die weitere Betrachtung verwenden wir ein aus Tetraedern bestehendes Gitter. Dabei
ist ein Tetraeder K R® die konvexe Hulle von drei linear unabhangigen Vektoren
vk 2 R3, k = 1;2;3. Dieses Tetraeder besteht daher aus vier Eckpunkten Py 2 R3,
1 k4, sowie den Kanten (ex)$_, und den Flachen (fi)¢_,. Fur diese Art an Gittern
fuhren wir die Begri e der Konformitat und Regularitat ein.

De nition 3.13. Das Gitter T,( ) aus Tetraedern nach De nition 3.12 wird konform
genannt, wenn es die folgende geometrische Bedingung erfullt:

Fur Ki; Ky 2 Th( ) mit K; & K, und K; \ K; & ; gilt genau eine der folgenden
Bedingungen:
1. Die Schnittmenge ist ein gemeinsamer Eckpunkt P beider Elemente K3; K.

2. Die Schnittmenge ist eine gemeinsame Kante e und die Endpunkte P1; P, sind
jeweils Eckpunkte beider Elemente Kj; Ko.

3. Die Schnittmenge ist eine gemeinsame Flache T und die Eckpunkte der Flache
P1; P2; P35 sind jeweils Eckpunkte beider Elemente Ki; Ks.
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3.2. Finite-Elemente-Methode

De nition 3.14. Sei
hk
K=—; h= max k;
K K2Th( )
fur jedes Element K 2 Tp( ). Eine Familie von Gittern (Ty,( )) nach De nition 3.12,
mit h; gegeben durch (3.46), wird regular genannt, wenn Konstanten max = 0 und
ho > 0 existieren sodass

hy max

fur alle hy mit0 < h; ho.

Wir betrachten im Folgenden lediglich konforme Gitter und im Falle einer Familie an
Gittern soll diese Menge regular sein. Des Weiteren de nieren wir das Referenztetraeder
R als das Einheitssimplex mit den Eckpunkten

1=(0;0,0)"; =007, 3=(0;1,07; 4+=(0,01)":

Unter Verwendung des Referenzelements K kann jedes Tetraeder K 2 Tn( ) durch eine
a ne Koordinatentransformation von K beschrieben werden. Dazu de nieren wir die
Indexmenge I7, ¢ y zu Km 2 Th( ) und beschreiben im Folgenden die Koordinaten im

Referenzgebiet R mit Xp und die Koordinaten in Ky, mit Xk,,,. Die a ne Koordinaten-
transformationen ist gegeben durch die Abbildung
Kot R K (3.47)
XIQ a XKm — BKmX}Q + me;
mit Bk, 2 R® 3 und by, 2 R®. Wollen wir nun Vektorfunktionen Vi, 2 H(curl; Ky
durch Vektorfunktionen V,, 2 H(curl; K) beschreiben, dann benotigen wir eine Abbil-

dung
K - H(ourl; R) ¥ H(curl; Kpp):

Um eine korrekte Abbildung der Vektorfelder zwischen den Raumen H(curl; K) und
H (curl; Ky) zu gewahrleisten, muss die Piola-Transformation

Vikm = kiRl = 3k, Vo i, (3.48)

verwendet werden, wobei

eC kmdi (Xg) (3.49)

J Xp =T~ Xp) =
Km I'Q Km( }Q) @(XR)J 1 i;j 3

die Jacobimatrix der Koordinatentransformation ., darstellt. Fur eine detailierte Be-
schreibung sei hier auf [43] verwiesen. Fur eine a ne Transformation (3.47) ergibt sich
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Jk., = Bk, und mit der Piola-Transformation folgt zudem
Vi, =B (FVp  1)BL

und
r Vi, =det(By ) )Bin (F Vo ()

wobei ¥ den Gradientenoperator auf R zu x darstellt. Um nun das Nedelec-Element

(K;Pk; k) einzufuhren, wobei K , Pk Funktionenmenge und k die Freiheitsgrade
de niert, sei hier = ( 1; 2; 3)' 2 Z3 ein Multiindex mit
X = X'X57X5%; JJj= 1+ 2+ 3

Damit erhalten wir die beiden Polynomraume

8 9
< > =
Pc= _p(X) = a x mit Koe zientena 2C _; (3.50)
s ik o
< >< =
Pk = _p(X) = a x mit Koe zientena 2C_: (3.51)

i =k

Des Weiteren de nieren Py(e), Px(T) die auf eine Kante e und auf eine Flache T einge-
schrankten Polynome aus Py und analog gilt dies auch fur Py. Sei nun

n (o]
S«= P2[PP: x P=0 ; (3.52)

dann de nieren wir den vektorwertigen Polynomraum
Re =[Pk 1I* Sk (3.53)

Nach [32, Lemma 5.32] ist der Polynomraum Ry invariant unter der Piola-Transformation
(3.48), womit wir das konforme und unisolvente Nedelec-Element de nieren konnen,
siehe [32, Theorem 5.37]. Die Freiheitsgrade dieser Elemente sind unabhangig von der
a nen Koordinatentransformation von K zu K, was wiederum in [32, Lemma 5.34]
bewiesen wird.

De nition 3.15. Das Nedelec-Element (K;Pk; k) zu dem Polynomraum Py auf ei-
nem Element K mit Referenzelement K ist de niert durch:

K ist ein Tetraeder;

Pk = Rx;
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3.2. Finite-Elemente-Methode

Die Freiheitsgrade  sind von den Kanten e, den Seiten achen f von K und
K selbst abhangig. Sei der Einheitstangentenvektor der Kante e, dessen Rich-
tung von , nach  mit n < m gerichtet ist, und n der Einheitsnormalenvektor
der Flache f, dessen Richtung nach Au en gerichtet ist. Die drei verschiedenen
Freiheitsgrade sind:
1. Kanten-Freiheitsgrade:
8 S)
<Z =
Me(V)= _ V q ds fur g 2 Px 1(e) und Kanten e von K _ ;

e

2. Flachen-Freiheitsgrade:
C z

Me(V) = nij V qd ; q=But ¢2[Pc 2OF ¢ h=0
f

D,

und fur Flachen f von K ;

3. Volumen-Freiheitsgrade:
(z D)
Mc(V)=  V qd ;q=det(Bc)Bk (@ ") mitd2 [P s’
K

Es gilt damit k = Me(V) LMe(V) LMk (V).
Damit ist der globale Finite-Elemente-Raum
Yn =FV 2H(curl; ) @ Vjk 2Rk; K2 Th( )g; (3.54)
de niert als Unterraum
YN Ye= V 2H(url; ) : {[V]2L3@ ) H(curl; ):
Die Norm in Y, ist gegeben durch
KV kG, = KV K ooy +K VI 29 yps

wobei ¢ den entsprechenden stuckweise de nierten Spuroperator aus Abschnitt 2.2 auf
dem Rand @ darstellt. Durch die Indexierung Iy, mit Kardinalitat jlt,j = N, der
globalen Ansatzfunktionen (~x)RL,, welche durch Einschrankung auf Km 2 Th( ) mit
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

einer der lokalen Ansatzfunktionen ’,K'" ubereinstimmt, erhalten wir

Yn( ) =spanf’y; i 7Ng; (3.55)

bezuglich des konformen Gitters Tp( ). Somit haben wir fur Vy 2 Yy die Basisdarstel-

lung
D¢

V= Ve Tk
k=1
mit VN 2 C fur alle k 2 f1;::;; Ng. Eine wichtige Eigenschaft der so de nierten An-
satzfunktionen ~y ist die tangentiale Stetigkeit (2.64) an der Grenz ache zweier benach-
barter Teilgebiete. Weitere Eigenschaften und Beweise zu den hier dargestellten Nedelec
Elementen nden sich in [32, 43, 44]. Da die Nedelec-Basisfunktionen lokal auf den einzel-
nen Tetraeder Ky, des regularen Gitters To( ) de niert werden, konnen wir die lokalen
Nedelec-Basisfunktionen ~Km aus den Nedelec-Ansatzfunktionen ’r'? des Referenzele-
ments herleiten, indem wir

K (xm) = CR) =B "R(xe)

mit der A ntransformation (3.47) anwenden.
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3.3. Existenztheorie der diskreten Formulierung

Wir de nieren den Losungsraum als Unterraum
XN = fVN 2 YN t[VN] =0 auf PECY YN (356)

Dabei folgt aus ¢[”x] 2 LZ( r) furallel k N, dass auch fur Ex 2 Xy die erste
Bedingung
¢([En]2 LE( R)

in (3.1) erfullt ist und deshalb folgt

Wir betrachten das diskrete variationelle Problem:

Bestimme En 2 Xy, sodass

[Von] a(En; ’N) =T(CN); "N 2 XN
gilt mit
Z 1 Z
a(En; *N) = *r(r En) (r “n)d 12%" (1) o En "N d (3.57)
Z
1Y () o t[En] t[°n]d
1Y (1) o ¢[En] ¢[’Nn]d;
=1
X‘Z pP- : _
f(n) = 2 1Y (1) oP——si— & ' ¢[Eoy] ¢[’n]d:  (358)
1=1 JPma(1)j
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

3.3.1. Interpolationsoperator

Analog zu De nition A.9 de nieren wir

n o
H(url; )= u2[MH () r u2[H ()P (3.59)

mit der entsprechenden Norm
2 — 2 2 .
Kuky, ()= kuk[H P +kr uk[H OF:

Nach [38, Lemma 4.7] sind die Freiheitsgrade der De nition 3.15 fur u 2 H (curl; ),
> % wohlde niert und beschrankt, weswegen der Interpolationsoperator

N H (eurl; ) ¥ YN (3.60)
uber die Bedingung
Me(u  N[U) =Mg(u  N[U) =Mk(u  N[u)) =0 (3.61)
an die Freiheitsgrade charakterisiert wird.

Lemma 3.16. Fur alle 2 (%; 1] existiert eine von der Schrittweite h des Gitters Tn( )
unabhangige Konstante C > 0, sodass

ku N[UKheur; ) Ch kuky oun; y; U2 H (eurl; ); (3.62)
gilt.
Beweis. Siehe [45, Proposition 5.6]. O

Mit der durch Tp( ) induzierten Triangulierung Tn( ) auf den Randern des Gebietes
de nieren wir den Interpolationsoperator fur 2 (0; 1] auf dem Rand

N; :Hjj( )\ H(url ; ) ¥ (YN) ;

wobei (Yn) dem zweidimensionalen FEM-Raum auf einer Dreieckstriangulierung ent-
spricht, siehe [46]. Fur den Randinterpolationsoperator ergibt sich gerade folgendes Lem-
ma.
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3.3. Existenztheorie der diskreten Formulierung

Lemma 3.17. Fur jedes 2 (0;1] existiert eine Konstante C > 0, unabhangig von der
Schrittweite h der Triangulierung Th( ), sodass

ku N; [Ulkpzcye  Ch o kuky (y+kr o ukpeecy 5 u2H;( ) \H(eurl ;)
1]
(3.63)

Beweis. Siehe [47]. O

Aus (3.62) und Lemma 3.17 erhalten wir fur die Norm von X, die Existenz einer von
der Schrittweite h der Triangulierung Th( ) unabhangigen Konstante C > 0, sodass fur
alle Funktionen u 2 H (curl; ) mit {u] 2 Hjj( Y\ H(curl ; ) die Ungleichung

ku  nlulkxe  Cho Kukiy i, )+ K ddulky (o TR dulkiz ) (3.64)

gilt. Dabei ist (3.64) gerade die Approximationseigenschaft des Raumes Xy bei entspre-
chender Regularitat der zu approximierenden Funktion.
3.3.2. Existenz der Losung

Der Beweis lauft in gro en Teilen analog zum Beweis der Existenz der Losung des konti-
nuierlichen variationellen Problems. Die Beweise der Aussagen innerhalb dieses Kapitels
konnen dem Abschnitt 7.2 in [28] entnommen werden. Zunachst de nieren wir den dis-
kreten Projektionsoperator

Pn i XN B XN (3.65)
va PNIVI=( NP)IV]

und verwenden das folgende Lemma, dessen Beweis auf der curl-Eigenschaft des Opera-
tors P und entsprechenden Pendeldiagrammen fur den Projektionsoperator  in [32]
beruht.

Lemma 3.18. Es existiert eine Konstante C > 0, unabhangig von der Schrittweite h
der Triangulierung Tn( ), sodass

kP[u] Pn[ulkx, Ch Zzkukx, U2 Xe;
mit 2 (3;1].

Mit Lemma 3.18 ergibt sich das Analogon zu Lemma 3.8 fur das diskrete variationelle
Problem mit den entsprechenden De nitionen aus Abschnitt 3.1.2.
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Lemma 3.19. Es existieren Konstanten y > 0, hg > 0, unabhangig von der Schritt-
weite h des Gitters Tp( ), sodass fur alle h < hg

sup JA(EN; “N)J

> NKEN kxe; En 2 XN
"N 2XN nng k N kxe

Der Beweis von Lemma 3.19 wird analog zum Beweis von Lemma 3.8 gefuhrt, nur das
hierbei noch die Interpolationseigenschaft, Lemma 3.18, des Projektors Py verwendet
wird. Damit erhalten wir den Existenzsatz fur das diskrete variationelle Problem [Vp.n].

Satz 3.20. Angenommen es existiert eine Losung zum kontinuierlichen Variationspro-
blem [Vk]. Dann existiert hg > 0, sodass fur alle h  hgo das diskrete Variationspro-
blem [Vp.n] eine eindeutige Losung En 2 Xy besitzt. Zudem existieren Konstanten
C1;C, = 0, unabhangig von der Schrittweite h des Gitters T( ), sodass

KEnkx, CikFkex.y (3.66)

und
kE En kxe C, VNIQI(N kE Vn kxei (367)

Falls zusatzlich ein 2 %;1 existiert, sodass E 2 H (curl; )und E]2H (curl ; ),
so existiert eine von der Schrittweite h des Gitters Tn( ) unabhangige konstante Cgs,
sodass

KE Enkx. Csh (KEky curi: y + K t[EIKy cun ;) (3.68)

Der Beweis beruht auf der Existenz der globalen inf-sup-Konstante nach Korollar 3.11
und dem Operator Ry : Xe ¥ Xy, charakterisiert durch

A(EN;RN[V]) =A(En;VN), EN 2 XN,

woraus sich die entsprechenden Abschatzungen mit dem Lemma von Cea fur inf-sup
stabile Sesquilinearformen herleiten lassen.
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3.4. Finite Elemente Assemblierung

Um ein lineares Gleichungssystem zu erhalten, wollen wir den Nedelec-Ansatzraum (3.55)
fur die Gleichungen (3.57) und (3.58) verwenden, weshalb wir die diskretisierte Gleichung
[Vp:n] umformulieren mussen. Wir betrachten dazu die Bedingung

dvV]=0auf pec (3.69)

des Losungsraums (3.56) und fugen diese Nebenbedingung der Formulierung [Vp.n] mit-
hilfe von Lagrange-Multiplikatoren hinzu. Dazu betrachten wir die tangentialen Opera-
toren ¢und ¢ fur den Unterraum Yy  Ye. Nach [32, Lemma 5.35] gilt ¢[VN] = 0 auf
den diskretisierten Teil achen von pgc, genau dann wenn M¢(Vy) = 0 mit PEC
und M¢(Vn) = 0 fur die Kanten e der Flache f gilt. Damit sind die noch zu de -
nierenden Tangentialraume von pgc nur von den Freiheitsgraden auf pgc abhangig
und wir identi zieren alle Ansatzfunktionen i fur die ein Freiheitsgrad auf pgc exis-
tiert, der nicht Null wird. Wir bezeichnen die Indexmenge dieser Ansatzfunktionen mit
Ipec Iy, Des Weiteren sei Npec = jlpecj die Kardinalitat der Indexmenge. Daraus
folgern wir die Basisdarstellungen der tangentialen Raume

Y Npec — Spanf t[,k]g
k2lpec

und
Y ;NpEC = Spanf t[,k]g:
k2lpec

Aufgrund der Linearitat der tangentialen Operatoren und der Basisdarstellung (3.55)
von Yy ergibt sich daher

t- YN 1y ;NPEC;
X =<
VN = VkN k AV Npec = VkN t[’k];
k=1 k2|pEc
t: YN vy NpecH
b ¢ >
W= Wk BV N = V& 7l
k=1 k2lpec

Analog lassen sich auch die Tangentialraume auf den anderen Teil achen |pmp und
p, 1| Ka, ableiten. Nach Satz 2.8 kann das [L?( pec)]3-Skalarprodukt als Dua-

litatsprodukt zwischen den Raumen H z(div pec, PEC) Und H 2 (curl pec: PEC)
aufgefasst werden. Deshalb verwenden wir ¥ no.e H %(divNPEC; pec) als Dual-

raumvonyY . .. H %(curl pecs PEc) und der Lagrange-Faktor 2Y .Npg. ZUr

63



3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

Nebenbedingung (3.69) ist gegeben durch
Z
dEn; )= t((En] d o (3.70)

PEC

Da auch die Testfunktionen Elemente des Raumes (3.56) sind, benotigen wir zu diesen
das Dualitatsprodukt Z

de( -;°n) = - ¢7n]d (3.71)

PEC

mit dem Lagrange-Faktor - 2Y :Npe.. Wir erhalten damit die zu [Vp;n] aquivalente
Formulierung:

Bestimme En 2 Yy und - 2Y Npec, SOdass
a(En; "n) +de( -5 7n) = FON) N 2 YNNG
d(EN1 ) = g( )l 2Y ;NpEC;

gilt, mit (3.57), (3.58), (3.70), (3.71) und g( ) = 0.

(3.72)

Werden die Basisdarstellungen der Losungsraume Yy und Y :Npe. ausgenutzt und die
Gleichungen (3.72) fur alle Basisfunktionen der Raume Yy und Y .np o getestet, dann
ergibt sich das lineare Gleichungssystem
A Ds EN _ f
D 0 Neec = g (3.73)
mit
A2cN N. pgacN Neec; p 2 cNeec N

f2cN: g 2 cNeec:

Im Falle der hier betrachteten Modelle ergibt sich gerade g = 0, aufgrund der betrach-
teten PEC-Randbedingung, und die einzelnen Spalten der Matrizen D und D'f‘| sind
ausgewahlte Einheitsvektoren. Die Indizes der Eintrage entsprechen dabei den Indizes
der auf pgc liegenden FEM-Basisfunktionen. Um die Gleichungen (3.72) voneinander
zu entkoppeln, betrachten wir den Operator

D:Yn ¥ (Y ;NPEC)O;
En A d(En; );
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3.4. Finite Elemente Assemblierung

und Zerlegen Yy bezuglich D in
Yn = Kern(D)  Kern(D)?;

dabei bezeichnet Kern(D)? das orthogonale Komplement von Kern(D) nach De niti-
on A.2. Damit erhalten wir die eindeutige Zerlegung fur den Losungsraum

X
EN =ENny+Eng = (Eé\l)k’k"' (E('j\l)k’k
k=1 k=1

mit En.c 2 Kern(D), En:g 2 Kern(D)?, EN 2 CN und E) 2 CN. Des Weiteren
betrachten wir die Zerlegung

Yn = Kern(Df)  Kern(Dg)?
bezuglich

Df :YN 1 (Y ;NPE(;)O;
N A de(5 7N

und erhalten die eindeutige Zerlegung fur den Testraum

N = "N+ 'Nd

mit * N 2 Kern(Dg) und ” g 2 Kern(Ds)?. Setzen wir die Zerlegung des Losungsraums
in die Gleichungen (3.72) ein, so ergibt sich aufgrund der Linearitat und der Kern-
Eigenschaft

a(Ene; "N)+Hde( -5 7n) = F(COn) a(Enigs N) TN 2YNG
d(Enia; ) = 9(); 2Y Npec!

Testen wir diese beiden Gleichungen nun anstatt der Funktionen aus Yy mit den Funk-
tionen aus Kern(D¢), dann ergibt sich

a(Ene; "Nie) = F(CnNie) a(Enids “"Nic); "Ny 2 Kern(Ds);
d(En:a; ) = 9( ) 2Y ‘Npec!

Damit erhalten wir die Losung En von [Vp.n] indem wir zunachst die zweite Glei-
chung in (3.74) losen, um Ey .4 zu erhalten, und dies zur Losung der ersten Gleichung in
(3.74) verwenden, um En ¢ zu bestimmen. Mit derselben Herangehensweise erhalten wir
eine Losung EN des Lagrange-Gleichungssystems (3.73), indem wir zunachst die bei-

(3.74)
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3. Kontinuierliche und diskrete variationelle Formulierung

den rechtsseitigen Kernbasismatrizen Bp und Bp, zu den beiden Matrizen D und D]':'
der Diskretisierung (3.73) bestimmen. Aufgrund der speziellen Struktur der Matrizen
D und DE, sind die Spalten der Kernbasismatrizen Bp und Bp, wiederum durch Ein-
heitsvektoren gegeben, deren Indizes der Eintrage nun mit den nicht auf pgc liegenden
Basisfunktionen ubereinstimmen. Multiplizieren wir daraufhin die Matrix

Bp, O
|

von links an die lineare Gleichung (3.73), so ergibt sich mit
EN =E{! +E} =BpEl +E};
wobei Nc = N Npgc, das zu (3.73) aquivalente Gleichungssystem

BD,ABpEc® =BS. f Bp, AEY; (3.75)
DE} =g (3.76)

mit

Bb,ABp 2 CNe Neo B f 2CNe; BOLAEY 2 CNe:
Die dunnbesetzte Struktur der Matrix A erhalten wir aufgrund der Darstellung der Kern-
basismatrizen auch fur die Matrix BBfABD. Das hei t, wir bestimmen zunachst eine

Losung Eé\' des Gleichungssystems (3.76) und verwenden diese wiederum in (3.75), um
eine Losung ENe zu erhalten. Auch hier vereinfacht sich auf Basis der hier betrachteten
Modelle die Bestimmung der Losung EN, denn aufgrund der speziellen Struktur von
D und g = 0 ergibt sich direkt Ey' = 0. Da die Matrix B§_ABp in den hier betrach-
teten Fallen quadratisch und dunnbesetzt sind, kann zur Losung der Gleichung (3.75)
bei Dimensionen bis zu 10% in MATLAB der Backslash-Operator verwendet werden.
Bei hoheren Dimensionen sollte aufgrund der Implementierung des Backslash-Operators
hingegen der MUMPS-Algoritnmus® verwendet werden. Aufgrund der in dieser Arbeit
betrachteten Modelle vereinfachen sich die Berechnung der Kernbasismatrizen Bp und
Bp, oder auch E(',\‘, aber die Theorie der Lagrange-Systeme kann auch auf viele andere
Probleme angewandt werden und besitzt dennoch die gleiche Struktur. Auch wenn die
Gleichungen und Bedingungen an den Funktionenraum komplexer sein konnen, ergeben
sich in sehr vielen Problemen dunnbesetzte und einfach strukturierte Matrizen D und
D'f", sowie die daraus resultierenden Kernbasismatrizen Bp und Bp, und die relativ

einfache Bestimmung einer Losung EC',\'.

Shttp://mumps.enseeiht.fr/
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4. Reduzierte-Basis-Methode

Fur die optimale Steuerung von PDEs mussen wir viele Gleichungssysteme (3.73) hoher
Dimension losen. Da die Berechnung solcher Losungen sehr rechenintensiv ist, mochten
wir die in der Arbeit betrachteten Modelle mithilfe der Modellreduktion in ihrer Dimen-
sion reduzieren. Hierzu betrachten wir den parametrischen Modellreduktionsalgorithmus
Reduzierte-Basis-Methode (RBM), welche wir in Abschnitt 4.1 allgemein einfuhren, wo-
bei Details in [14, 48] nachgelesen werden konnen. In Abschnitt 4.2 wenden wir die RBM
auf die in Abschnitt 3.4 bereits erwahnten Lagrange-Probleme an und erweitern damit
die RBM um eine bisher nicht betrachtete Theorie. In Abschnitt 4.3 betrachten wir die
zu Abschnitt 4.2 zugehorigen numerischen Ergebnisse anhand ausgewahlter Modelle der
Optimalsteuerung.

4.1. Grundlagen der RBM

Dieser Abschnitt stellt eine kurze Zusammenfassung der RBM dar. Fur eine detailliertere
Betrachtung wird auf [14, 48, 49] verwiesen.

4.1.1. Parameterische Di erentialgleichungen

In der RBM betrachten wir parametrische PDE k-ter Ordnung

F (DXu(p); :::; D2u(p); Du(p); u(p); p) =0 (4.1)

mit k-ter ortlicher Ableitung DXu(p) der gesuchten Funktion u(p) 2 X, und Parametern
p2P R". Zu der Funktion u(p) kann zusatzlich auch noch ein moglicher Ausgang

s(p) = 1(u(p); p)

betrachtet werden. Dies kann beispielswei e eine spezi sche Temperatur, die Ausbrei-
tungsrichtung einer Welle oder im Falle der in dieser Arbeit betrachteten Modelle die
elektromagnetische Energie in einem spezi schen Ort sein. Der Ausgang s(p) kann dem-
nach beliebig de niert werden, wird aber in dieser Arbeit nicht naher betrachtet. Die
Theorie zu ausgangsbezogenen Problemen kann dabei wieder in [14, 48] nachgelesen wer-
den. Bei der Betrachtung komplexer parametrischer PDEs werden komplexe Parameter
P 2 C als zwei reelle Parameter Re(p); Im(f) 2 R aufgefasst. Die zur parametrischen
PDE zugehorige variationelle Formulierung lautet:

Bestimme eine Losung u(p) 2 X, sodass

a(up); 7;p) =F(7:p); 7 2 Xe; (4.2)

67



4. Reduzierte-Basis-Methode

mita: Xe Xe PY¥Cundf: X, P I Cygilt

Wird die Sesquilinearform a und die rechte Seite T diskretisiert, beispielsweise durch die
FEM, dann ergibt sich die Approximation der variationellen Formulierung (4.2):

Bestimme uy 2 Xy, sodass
a(un(); 7P =F(7;p); 7 2 Xn; (4.3)

gilt, wobei XN  Xe mit N =dim(Xy) < 1.

Dieses Problem wird in der Literatur als ,truth problem\ bezeichnet. Aufgrund der
De nition des FE-Raumes Xy konnen wir uy (p) als Linearkombination einer Basis von
Xn =spanf~q;:; “ng mit Koe zientenvektor uN (p) = (Ul (p))1 « ~ schreiben als

b ¢
un(P = ul (p)’k:
k=1

Wird die Linearkombination in (4.3) eingesetzt, so ergibt sich aus der Linearitat der
Sesquilinearform und dem Testen mit den Basisfunktionen ~;, | = 1;::;; N, das Glei-
chungssystem

ANUN = £N (4.4)
mit (A) )min = a(*n; “m:p) und (F))m = F(*m:p). Der Index p soll dabei die Para-
meterabhangigkeit der Matrix A’p\' und des Vektors pr verdeutlichen. Da wir eine ap-
proximative Losung uber die FEM bestimmen, betrachten wir im Folgenden den Fehler
ku(p) un(p)kx, der exakten Losung u(p) und der FE-Losung un (p). Ist die Sesquili-
nearform a stetig und koerziv, d.h. existieren Konstanten (p); (p) > 0, fur die

ja(u(p); v(p); p)j (P)ku(P)kx kv(p)kx; UV 2 Xe;
(P)ku(p)ki, jau(p); u(p); Pi; U2 Xe;

gilt, dann folgt aufgrund der Konformitat des FE-Approximationsraums Xy  Xe, mit
der Galerkin-Orthogonalitat

a(u(p) un(P);7;p) =0; 7 2Xy;
nach Cea’s Lemma

P Nl 10 i kup) o 45)
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4.1. Grundlagen der RBM

Auch in dem Fall einer inf-sup-stabilen Sesquilinearform, bestimmt durch die Bedingung

_ ja(u;v;p)j .
0= )= i g o oy Kk Kk, (4.6)
ergibt sich gerade
(O
ku u k 1+ —= inf ku 7Kkx,: 4.7
®  un Pk o) B kue) Tk, (4.7)

Das bedeutet, dass die Qualitat der Approximation von der Stetigkeitskonstanten (p)
und der Koerzivitatskonstanten (p), bzw. der inf-sup-Konstanten (p), abhangt. Die
Idee der RBM st es, eine weitere Projektion auf Xy Xy durchzufuhren. Dazu wird
die Losungsmannigfaltigkeit

M = fu(p) j u(p) ist Losung von (4.2) und p2Pg X,

der variationellen Formulierung bezuglich des Parameterraums betrachtet. Die diskreti-
sierte Variante lautet

My = fun(p) j un (p) ist Losung von (4.3) und p2Pg  Xni:

Die Voraussetzung ist nun, dass My durch einen Raum niedriger Dimension appro-
ximiert werden kann. In diesem Fall werden weniger Basisfunktionen 1;:::; N 2 My
benotigt, um un (p) 2 My zu beschreiben. Wir geben nachfolgend zwei verschiedene
Varianten der Projektion des FE-Raumes Xy auf den RB-Raum

Xn =spanf 1;:5 NG My

an. Die erste der beiden Projektionen ist die Ritz-Galerkin-Projektion und das zugehorige
Problem ist gegeben durch:

Bestimme uR®(p) 2 X Xy zum Parameter p 2 P, sodass

auRC); ;P =F(;p); 2 Xn; (4.8)

gilt.

Im Fall koerziver Sesquilinearformen, kann damit Stabilitat garantiert werden, siehe [14].
Dabei bedeutet Stabilitat, dass die Koerzivitatskonstante p (p) des reduzierten Systems
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4. Reduzierte-Basis-Methode

die Abschatzung

, ja(un; un; p)j , jaun s uns p)j
= f e S S = f R S
N (P) Un 2I>?N nfog  kun Kk, N (P) Un nf'cf,sz kun K&,

bezuglich der Koerzivitatskonstante n (p) des diskreten Systems erfullt. Mit der Basis-
darstellung im Unterraum Xy lasst sich jede Funktion un (p) 2 Xy als Linearkombina-

tion
X
un(@) = uR(p) « (4.9)
k=1

der Basisfunktionen x mit Koe zientenvektor (u,’}I (P)1 k n schreiben. Die Basisfunk-
tionen x 2 My des reduzierten Problems lassen sich wiederum durch die FEM-Basis-
darstellung des Raumes Xy als

darstellen. Setzen wir diese Darstellungen in (4.8) ein, so ergibt sich das reduzierte
Gleichungssystem
ARCUNRG(p) = £RC (4.10)

mit
(AEG)m;n = a(n m;p) Mt mn = 1;::5;N;

FF)m = f(mip) mit m = 1;:::;N;
WNRCE)m = ufn(p) mt m = 1;:::;N:
Dabei sind die Matrix und der Vektor des Gleichungssystems gegeben durch

RG — H . RG — Hef .
ARG = HA, o fRG= Hfy

mit ( )min = r’}'m. Um die Stabilitat bei inf-sup-stabilen Sesquilinearformen zu garantie-
ren, wird eine Petrov-Galerkin-Projektion benotigt, siehe [19]. Das zur Petrov-Galerkin-
Projektion zugehorige Problem ist gegeben durch:

Bestimme uﬁe(p) 2 XN zum Parameter p 2 P, sodass

a(uR®®); sp=F(:p;  2Yn; (4.11)

gilt.

70



4.1. Grundlagen der RBM

Um einen geeigneten Raum Yy Xy fur die Stabilitat zu bestimmen, fuhren wir den
Supremumsoperator T (p) : Xe ¥ Xg ein, welcher durch die Eigenschaft

(T P)Ul;V)x. =a(u;v;p); V2 Xe; (4.12)

charakterisiert ist. Aus dieser Charakterisierungseigenschaft lasst sich zeigen, dass der
Operator T (p) gerade

sup jau;v;p)i _ ja(u; T (p)Iul; p)i (4.13)

vaxenfog  KVKx KT (p)[ulkx,

mit u 2 X, erfullt, woraus sich auch der Name Supremumsoperator ableitet. Der Beweis
der Eigenschaft (4.13) und weitere Eigenschaften zu den Supremumsoperatoren konnen
in [14, 19] nachgelesen werden. Mit der De nition des Supremumsoperators ergibt sich
fur die inf-sup-Konstante (p) aus (4.6) die Darstellung

2
@= inf O g KO,

= 4.14
u2Xenfog kukxe KT (p)[U]kxe u2Xenfog kukxE ( )

Dieselben Aussagen gelten auch fur das diskretisierte Problem (4.3) mit zugehoriger
inf-sup-Konstante

KTn (P)[Un ]k,

ja(un; v P)] (4.15)

Nn(p) = inf sup = inf
UNnfog2XN Vi 2X g nFOg kUN kxe kVN k)(e un 2Xn nfOg kUN kxe

indem wir den diskreten Supremumsoperator Ty (p) : Xn ¥ Xn de nieren, der wieder-
um durch die Eigenschaft

(TN (P)UN] VN ). = a(un; VN P); VN 2 XN (4.16)

charakterisiert ist. De nieren wir den Testraum als

dann erhalten wir fur die Petrov-Galerkin-Projektion (4.11) und die zugehorigen inf-sup-

Konstanten

PS()= _inf sup  JAlUNIVNGP)] 4.17)

un 2Xpn nfOg Vi 2Y N nfOg kUN kxe kVN kxe

die gewunschte Stabilitat.
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Lemma 4.1. Fur die Petrov-Galerkin-Projektion (4.11) gilt

OB OF
Beweis. Fur die inf-sup-Konstanten ,F\]G(p) in (4.17) und N (p) in (4.15) erhalten wir

ja(un; Vs P ja(un; Tn (P)[un]; p)i

K6 = inf  sup = inf

UN2XN vy 27y KUN KX KVN KX, un 2Xn KUN K KT (P)[un Tk,
. KTn (P)[Un JKx, - KT () [Un JKx,
= inf ————=72¢ inf
Un 2Xn Kun kx. Un 2% Kun Kx,
= ~(;
wobei Xy = Xnnf0g, Xy = Xnnf0g und Yy = Ynn FOg bezeichnet. O

Mit den Basisdarstellungen fur un(p) und  ergibt sich aus (4.11) das reduzierte Glei-
chungssystem

AFF)’GUN;PG(p) = frf’G (4.18)
mit
AL ®)mn = a( TN mlp) mit min = L::5N;
(Fm = FONEImkp)  mit  m = LN
WNPCEYm = ul(p) mt m = 1;::;;N:

Die Matrix und der Vektor in (4.18) sind dabei gegeben durch
ARG =T A 78 =TV Ny

mit ( Jmin = men Und (TN Dmin = (Tn(P)L m]) berechnen. Dabei bezeichnen wir
mit (Tn (P)[ m])N den n-ten Koe zient in der FEM-Basisdarstellung

b
TNEIml=  (ONnE) mDn 7n:

n=1

Eine genauere Betrachtung des Operators Ty (p) ist in Abschnitt 4.1.4 gegeben. Die
folgenden Abschnitte di erenzieren nicht zwischen der Ritz-Galerkin-Projektion und der
Petrov-Galerkin-Projektion, weswegen wir A'F}' und fF',\' als Verallgemeinerung schreiben,
wenn wir keine spezi sche Projektion betrachten. Die Matrix ApN und der Vektor f,g\‘
hangen dabei vom Parameter p ab und mussen fur jeden neuen Parameter berechnet
werden. Fur die e ziente Berechnung des RB-Systems fur beliebige Parameter benotigen
wir eine spezielle Darstellung der einzelnen Komponenten, welche wir nun einfuhren.
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4.1. Grundlagen der RBM

4.1.2. O ine-Online-Zerlegung

Eine O ine-Online-Zerlegung besteht daraus, dass ein Teil der Methode in der O ine-
Phase berechnet und in der Online-Phase auf die berechneten Daten aus der O ine-
Phase zuruckgegri en wird. Dabei soll die Erstellung der reduzierten Matrix A’F}‘ und
des Vektors frﬂ\' in der O ine-Phase erfolgen, um damit die Losung von (4.10) in der
Online-Phase fur beliebige Parameter p 2 P schnell zu berechnen. Diese Zerlegung wird
durch eine a ne Darstellung ermoglicht.

De nition 4.2 (A ne Darstellung). Fur das parameterabhangige Funktional F[u;p]
wird
S
Flu;pl = k(P)Fw[ul; (4.19)
k=1

mit :P A K, Fx: X ® K, wobei K der zugrundeliegende Zahlenkorper, als a ne
Zerlegung oder a ne Darstellung bezeichnet.

Wir fordern, dass die Sesquilinearform a und die Antilinearform f die a nen Darstel-
lungen

S«
a(u;v;p) = k(Pax(u;v); (4.20)
k=1
9( f
f(v;p) = k(P T (v) (4.21)
k=1

besitzen. Denn damit ergibt sich bei der Diskretisierung von (4.2) das lineare Gleichungs-
system (4.4) mit

N2 LN N K e
Ap = k(MDA fy = k(P (4.22)
und
ADmn = a(n;’m) mMit mn = 1;:::;N;

FN)m = f(Cm) mit m = 1;:::;N;
wobei ”n; ”m die FEM-Basisfunktionen darstellen. Eine aquivalente Darstellung wie
(4.22) gilt auch fur die reduzierte Matrix A und den Vektor f). Mit diesen a nen
Darstellungen wird die O ine-Online-Zerlegung ermoglicht, indem die Matrizen AE und
die Vektoren N in der O ine-Phase assembliert, reduziert und dann abgespeichert wer-
den. Bei der numerischen Reduktion wird dazu die Teilmenge Pn,, P verwendet, auf
dem die Basisvektoren | des reduzierten Systems durch die Snapshot-Losungen uy (p),
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P 2 Pngg, des FE-Problems bestimmt werden. In der Online-Phase werden dann die
reduzierten Matrizen verwendet, um fur beliebige Parameter p 2 P eines der reduzierten
Probleme (4.10) oder (4.18) zu losen. Als nachstes betrachten wir die optimale Wahl der
Parameter p fur die Bestimmung der reduzierten Basis.

4.1.3. Basisgenerierung des reduzierten Raumes

Um die bestmoglichste Wahl der Parameter zu tre en, die fur die Berechnung der Snap-
shot-Losungen verwendet werden, gibt es verschiedene Methoden. Die am hau gsten ver-
wendeten Methoden sind die Proper Orthogonal Decomposition (POD) und der Greedy-
Algorithmus. Im POD-Ansatz wird der N-dimensionale Raum Xy XN bestimmt,
sodass der gemittelte Approximationsfehler

/.
U <
gl inf kun(p) VnKg
NRB VN 2XN €
pZPNRB

mit diskretisierter Menge Pngg P und Nre = jPNngg) Minimal wird. Dazu wird fur alle
P 2 Pnge die Snapshot-Losung un (p) berechnet und mit diesen ein linearer Operator
de niert, dessen N gro ten Eigenwerte  das obige Minimierungsproblem losen. Dies
setzt Nrg Losungen des FE-Problems voraus, welche bei komplexen gro dimensionalen
Systemen einen hohen Rechenaufwand besitzen. Ein weiterer Nachteil ist die mogliche
Berechnung redundanter Informationen, das hei t, dass die Berechnung der Snapshot-
Losung fur ein p nicht notwendig ist, da eine Basis kleinerer Dimension die Losung
u(p) bereits gut genug approximiert. Auch wenn wir die Zerlegung in O ine-Online-
Phasen haben und deswegen der Zeitaufwand in der O ine-Phase vernachlassigbar ist,
mochten wir eine nicht so rechenaufwandige Methode fur die Generierung der reduzierten
Basis verwenden. Eine genauere Beschreibung der POD-Methode ndet sich in [14].
Die andere Moglichkeit fur eine gute Wahl der Parameter ist ein Greedy-Algorithmus,
siehe Algorithmus 1, welcher gute Ergebnisse liefert und deshalb sehr hau g verwendet
wird. Naheres zu den Konvergenzraten des Greedy-Algorithmus kann in [50] nachgelesen
werden. Die Idee des Algorithmus 1 ist es den Parameter zum gro tmoglichen Fehler zu
verwenden, um die nachste Snapshot-Losung uy (p) fur die reduzierte Basis zu berechnen.
Die Konvergenz des Algorithmus 1 wird in Abhangigkeit von der Kolmogorov-N -Breite

dnv (M) =inf - sup inf kun  vnKx, (4.23)

XN UNZMN VN 2XN
in [50] bewiesen. Eine Verbesserung innerhalb des Greedy-Algorithmus 1 kann dadurch
erreicht werden, dass die Basismatrix zusatzlich orthonormalisiert wird. Dadurch soll
das Auftreten von Singularitaten in der Matrix AN, die durch fast linear abhangige Vek-
toren uN entstehen, vermieden werden. Dabei muss jedoch gewahrleistet werden, dass
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4.1. Grundlagen der RBM

Algorithm 1 Generiere die Menge der Snapshot-Losungen und die resultierende redu-
zierte Basis  des Projektionsraums Xy

Require: Diskrete Parametermenge Pnyg, Toleranz tol, Fehlerschatzer
Ensure: P ,

P1 P2 PNgs-
Lose (4.3) mit p = p1 for uN (py).
P fp1g.

uN(py) .

while MaXp2py . nP n(p) tol do

Pn+1 argmax  n(p).
p2PNRBnP

Lose (4.3) mit p = pn+1 fur uN (pn+1).
P P L[ fon+10.

uM (pn+1) -
N N + 1.
end while

nach Orthonormalisierung die zu den einzelnen Spalten gehorige FE-Funktion wieder-
um im Losungsraum Xy liegt. Bei der Wahl des Fehlerschatzers n(p) gibt es unter-
schiedliche Ansatze, wobei bei allen die Evaluierung unabhangig von N sein soll, damit
eine e ziente Berechnung ermoglicht wird. Hierzu betrachten wir innerhalb der nachsten
Abschnitte die Fehlertheorie der RBM und leiten daraus geeignete Fehlerschatzer her.

4.1.4. Fehlerdarstellung

Um geeignete Fehlerschranken herzuleiten, um daraus einen Fehlerschatzer n(p) ab-
zuleiten, betrachten wir das Residuum

r(;p) =acep); 7;p) =f(7;p) a@un(); *:p); 7 2 Xn; (4.24)

fur den Fehler e(p) = un(p) un(p) 2 XN, Wobei wir die Linearitat von a im ersten
Argument ausnutzen. Dabei betrachten wir den Fehler der reduzierten Losung uy (p)
nicht in Bezug auf die exakte Losung u(p) 2 Xe, sondern bezuglich der FE-Losung
un (p), da der Fehler

ku(p)  un(P)kx,

bereits durch eine feine Diskretisierung klein ist. Da a in den zugrundeliegenden Zah-
lenkorper C abbildet, konnen wir r(;p) : Xn ¥ C als Element des Dualraums (Xy )’
au assen. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz A.16 existiert ein Element in Xy, wel-
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ches wir als f(p) bezeichnen, sodass gilt

(F(P); Ixe =1(7;p); 7 2 XN: (4.25)
Somit gilt _ _
KAk, = sup A C P (4.26)
oxnnfog K7 Kxe
und
(f(P); *)x. = a(e(p); 7; p): (4.27)

Mithilfe dieser Darstellung lassen sich rigoros berechenbare Schranken herleiten, fur die
wir im koerziven Fall die Koerzivitatskonstante (p) und im inf-sup-stabilem Fall die
inf-sup-Konstante (p), wie in Abschnitt 4.1.1 de niert, benotigen. Da unsere Probleme
lediglich inf-sup-stabil sind, nehmen wir im Folgenden an, dass eine Konstante g >0
existiert, fur die gilt

ja(un; vn;p)i

= inf su : 2P: 4.28
N (P) un 2Xn nF0g vy 2X,\r;)nng kun kx. kv Kx, Le: P (4.28)

Des Weiteren verwenden wir den Supremumsoperator Ty (p) aus (4.16). Wir erhalten
damit die folgende Fehlerschranke.

Proposition 4.3. Fur den Fehler e(p) = un(p) un(p) gilt

KPPk, _
LB

kun(p)  un(p)kx, en(P); (4.29)

wobei | g gegeben ist durch (4.28) und f(p) der Riesz-Reprasentant (4.25) des Residu-
ums in (4.24).

Beweis. Wegen (4.13) und (4.16) folgt

_ ir(’;mi _ jate(p); *;p)i
KA. = ’2>s<l:,rr)1f09 K Kx, Bl ’2>S<l,irr)1f09 K Kx,

_ Jjae@); Tn @@ p)i _ i(Tn@Ee@]: Tn(e)e@)Dx. _

T T OEO, K OE@k, v EEEkx
und damit

_ kP (p)kx, kP (p)kx, _ kP(p)kx.  kPA(p)kx. .
o =D T D@ o 0T T N®) s

72X nfog Xe
Il
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4.1. Grundlagen der RBM

Wahrend fur den relativen Fehler bezuglich der reduzierten Losung

kun (p)  un(P)kxe en(P)
kun (P)kx, kun (P)Kx, (4:30)
gilt, haben wir fur den relativen Fehler bezuglich der FEM-Losung
en(p)
kun (p)  un(p)kx, kun (P)Kxe (4.31)
kun (P)kx, 1 __en(® ° '
kun (P)Kxe

falls ﬁ < 1. Um die Schranken verwenden zu konnen, mussen wir sowohl kf\(p)kx,

als auch die Schranke g berechnen.

4.1.5. Berechnung des Riesz-Reprasentanten

Um den Riesz-Reprasentanten f(p) des Residuums zu bestimmen, betrachten wir (4.9)
und (4.25) in Verbindung mit (4.20) und (4.21)

% S 3
(F(P); ")x. = k(P)F(?) ReuNac( 13 7); 7 2 Xn: (4.32)
k=1 k=1 I=1

Aufgrund der Linearitat der Sesquilinearform a und der Antilinearform f erhalten wir
~(p) durch

S . osex
f(p) = Kk (P)Ck + k(P)up Ly; (4.33)
k=1 k=1 I=1

wobei Cx und Ll'( die Riesz-Reprasentanten zu den Gleichungen

(C; Ixe = ()5 k=1::Qf; (4.34)
(Lic ") = a( ") k=1::5Qa =110 N; (4.35)

mit * 2 Xy sind. Die Gleichungen (4.34) und (4.35) werden innerhalb der Literatur als
FE-Poisson-Probleme bezeichnet. Um Cyx und Ll'( zu bestimmen, fordern wir Cy; L,'( 2 XN
und verwenden so die Basisdarstellung in Xy, um Koe zientenvektoren zu erhalten.
Diese hangen nicht von den Parametern ab, aber L,'( hangt von den Basisfunktionen | des
Raumes Xy ab, weswegen die Berechnung von Cy nur einmal durchgefuhrt werden muss,
wahrend fur jede neue Basisfunktion | genau Q4 Losungen LL bestimmt werden mussen.
Nach der Bestimmung der FE-Poisson-Losungen lasst sich der Riesz-Reprasentant f(p)
dann allgemein fur alle Parameter mithilfe der a nen Darstellung (4.33) bestimmen.
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4.1.6. Berechnung der inf-sup-Konstante

Um die Fehlerschranken aus Abschnitt 4.1.4 verwenden zu konnen, benotigen wir noch
die Schranke | g an die inf-sup-Konstanten y (p). Dazu betrachten wir das zu (4.15)
zugehorige Minimierungsproblem

_ , KTn (P)[Un Tk,
N (p) - un ZrP(I,\.nnng kun kxe '

Um dieses Problem zu losen, betrachten wir zunachst die Darstellung zweier Funktionen
Un; VN 2 Xn im Skalarprodukt

(UN;VNDxe = (VNP Hx UM,

wobei hier (Hx, )m:n = ("n; “m)x. und uN; vN die FEM-Koe zientenvektoren der
FEM-Darstellung sind. Aufgrund der FEM-Darstellung der Funktionen uy 2 Xy und
der Abbildungseigenschaft Ty (p)[un] 2 Xn de nieren wir den zu Ty (p) zugehorigen
Operator TN : CN ¥ CN, der den FEM-Koe zientenvektor uN der Funktion uy auf
den FEM-Koe zientenvektor der Funktion Ty (p)[un] abbildet. Betrachten wir (4.16)
mit der Darstellung des Skalarproduktes fur nite Elemente, dann ergibt sich

(M) Hx (TN [uN]) = NP AN N
mit un; vn 2 Xy . Damit ist TV = (Hx,) A} und so folgt
KT (p)[un Ik,
un 2Xn nfOg kuN kg(e
uN FAN Py L ANGN

= min = Xn_P
uN 2CN nfog (uN) HXNUN

() =

Um nun dieses Minimierungsproblem zu losen geben wir die folgende De nition an und
beweisen die folgenden Satze.

De nition 4.4. Fur die komplexe Matrix B 2 CN1 N1 de niere die reellen Matrizen

Re(B) Im(B)

: Re(B) Im(B)
Im(B) Re(B) ’

MIB] = Im(B)  Re(B)

M[B] = (4.36)
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4.1. Grundlagen der RBM

Satz 4.5. Sei Nk 2N, v2 CNk B, 2 CNkit N2 'Ni.i;Ngo 2N und 1 k- K, mit

Ni:2 = Nj+1:1;  Nk:2 = Ng;

wobeil | K 1,undH 2 RNu1 Nuieine reelle symmetrische Matrix, dann ist das
komplexe Produkt ' '
ITH L
¥ ¥
vH By B!'HB; B, v

aquivalent zum reellen Produkt

» I |
VR M[B] MI[B1]"HM[B] M[B|] Vvr
1=2 1=2
mit Re(v) H oo
— e V . —
VR = Im(v) H= 0 H

Beweis. Wir fuhren den Beweis durch die vollstandige Induktion uber K:

IA: Wir schreiben zunachst fur den komplexen Vektor und Matrix
v = Re(v); v =Im(v); B, =Re(B1); Bj=Im(By)
und erhalten
viBHHB,v
=(vr + ivi)" (Br + iBi) H (Br + iBi)(vr + ivy)
=v/B] WB{ ivB] ivBI)H(Bv, Bivi+iBv+iBjv)
=v/B/HBv, v BIHBiv; v BIHBv +v BlHB;v

+v] BIHBv; + ¥ B HBjv, +v] B HBv + v B] HBjv,
1 r 1 r r 1 r 1

_ % | BJHB,+BJHB; BTHB, BJHB; v
W BIHB; BTHB, B]HB, +BTHB; v
_ % ' B B ' H O B, B; v
Vi B;i By 0 H Bi B, Vi
=viM[B1]" HNI [B1]vr

und somit die Aussage fur K = 1. Wir zeigen die Aussage auch noch fur K = 2.
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IS:

80

Mit der Verwendung der Aussage fur K =1 erhalten wir
viBYBYHB.B,v =v"BI'HBv
=V N [B1]" HM[B1]vr
=vgM[B1B2]" HM[B1B;]vk

mit B; = B1B,. Hierzu betrachten wir die De nition (4.36) und das komplexe
Produkt

B1B, = (Re(B;) +ilm(B1)) (Re(B2) +iIm(B>))
=Re(B1)Re(B2) Im(B1) Im(B2)
+1i Im(Bl) RE(Bz) +i RE(Bl) |m(Bg)

und erhalten somit

_ Re(BiBy)  Im(BiB»)
N[B1B2] = |m(é1é2) Re(BiBz)
Re(B1) Im(B1) Re(B2)  Im(B2)
Im(B1)  Re(B1) Im(B2) Re(B2)
=M[B1]M[B;]

und damit auch die Aussage fur K = 2.

Fur K 2 N beliebig aber fest gilt die Aquivalenz des komplexen Produkts
L} L}
S ¥
vH B B!'HB; B v

und des reellen Produkts
' !

' e
Vi M[B)] MI[B1]"HM[B] M[B/] Vr:
1=2 1=2

Wir de nieren
Bk=Bx; 2 k K 1

und
Bk = BkBk+1

und erhalten fur das komplexe Produkt
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Ty I
Kyt Kyt
vH By BIHB; B v
1=2 ' 1=2 '
v of L 200
=yH B, BI'HB; B v
1=2 1=2
¥ Ir ¢ |
Svi o MBIl MBITHM[BI MBI vr
1=2 . 1=2 '
Kyt Kyl
=ViM[Bk Bk+1]" M[B]]  MI[B]"HM[B,] M[B]] M[BkBk+1]Vk:
1=2 1=2

Um den Satz nun zu beweisen, mussen wir nur noch
M[BkBk+1] = M[Bk]IM[Bk+1]
zeigen. Hierzu betrachten wir die De nition (4.36) und das komplexe Produkt

BkBk+1 =(Re(Bk) +ilm(Bk)) (Re(Bk+1) + i Im(Bk+1))
= RG(BK) Re(BK+1) Im(BK) Im(BK+1)
+iIlm(Bk) Re(Bk+1) + iRe(Bk) Im(Bk+1)
und erhalten somit

Re(BkBk+1)  Im(BkBk+1)

M[Bk B =
(BBl Im(BkBk+1) Re(BkBk+1)
_ Re(Bk) Im(Bk) Re(Bk+1)  Im(Bk+1)
Im(Bk) Re(Bk) ImM(Bk+1) Re(Bk+1)
=M[Bk]M[Bk+1]:
]
Lemma 4.6. Sei A2CN N mit
Re(A) = Re(A)": Im(A) = Im(A)T (4.37)
und H 2 RN N eine symmetrische positiv de nite Matrix, dann gilt
. utAHH A .
min = ——"— = min(H; M [A]}?; (4.38)

u2CN nfog uHHu
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wobei min(H; M [A]) der betragskleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten Eigenwert-
problem
MIAIV = min(H; M [A]) Hy; (4.39)

mit v 2 R2N jst.

Beweis. Mit Satz 4.5 folgt
uHAPH Au=uLM[A]"TH M[Alur
mit
Re(u) H! o0

Ur = Im(u) H= 0 H!

Analog folgt damit auch

ufHu = uLHug

mit
H 0
1 —
H™= o H
und somit
. uHAHH 1Au . utM [A]" H M [A]ugr
mn ——————= min . ;
u2CN nfog u"Hu ur2R2N nfog ugrHur

Da nach Voraussetzung H und somit auch H 1eine symmetrische positiv de nite Matrix
ist, existiert die Quadratwurzel der Matrix Hz und wir erhalten

utM [A]" H M [A]ugr

min T
UR2R2N nf0g ugHuRr
1 T 1 T 1 1 101
uk Hz  H 2 MI[A]'H 2H 2M[A]H 2HZug
= mzw 1 T 1
ur 2R2N nf0 1 1
R 9 uf, Hz Hzug
T 1 1 T 1 1
_ vk H 2MI[AJH 2 H 2MI[AJH 2 vr
= min -
VR 2R2N nfog VRVR
1 1
_ kH 2M[AJH 2vgKZ,y
=  min 5 :
VR 2R2N nf0g kvr kRzN

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften (4.37) ist auch die Matrix H M) [A]H 2 sym-
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metrisch, weshalb das Minimierungsproblem gelost wird durch

_ kH ZMIAJH 2Rk,
min

1 1
=j min(H zZNM[A]H 2)}?
Vr2R2N nfog kkazRZN J min(H 2M[A] 2)j

und min(H M [AlH %) ist der betragsma ig kleinste Eigenwert bezuglich des Eigen-
wertproblems
1 1 1 1
H 2M[AJH 2VR = min(H 2M [A]H 2)vg:

Dieses Eigenwertproblem ist mit vg = H%VR aquivalent zum verallgemeinerten Eigen-
wertproblem (4.39), womit wir das Lemma bewiesen haben. O

Mit Lemma 4.6 ergibt sich nun

, uN AN T H EANGN
_ ; N
(n() = _ min 5

uN 2CN nfog uN) Hx, uN

=] min(p)jzi

wobei min der betragsma ig kleinste Eigenwert zum reellen Eigenwertproblem

Re(A}) Im(AN) Re(vN) _ Hx, O Re(vN)
Im(AY) Re(AE') meNy = min®) T Im(vN)
(4.40)

Bemerkung 4.7. Anstelle des reellen Eigenwertproblems (4.40) kann approximativ auch
das komplexe Eigenwertproblem

ANVN = ~nin(p) Hx VN, (4.41)

betrachtet werden, denn mit dem Eigenvektor vN zum betragsma ig kleinsten Eigenwert
“min(p) gilt

N H AN H 1 ANyN
v Ay Hy ApV

2
( ~n(P) (VY Hy N
_ “min(P)Hxy VN 3 Hxi. “min(P)Hx VN
B (v Hx, vN
=j~min(p)j2:
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Damit folgt mit  2°"(p) = j~min(p)j fur den Fehlerschatzer

kf(p)kx,  kPA(p)kx,
WP (p)
approx

und wir erhalten einen approximativen Fehlerschatzer en™ — (p) auf Basis des komple-
xen Eigenwertproblems (4.41).

e X(p) =

= en(P)

Damit haben wir die Moglichkeit die inf-sup-Konstante fur einen bestimmten Parame-
ter p 2 P zu bestimmen. Wahrend des Greedy-Algorithmus wird eine diskrete Menge
von Parametern Py, betrachtet und fur jedes p 2 Pnge Muss die Konstante n (p)
berechnet werden. Damit ergeben sich Nrg zu berechnende verallgemeinerte Eigenwert-
probleme, die wiederum von N abhangen und damit zu sehr hohen O ine-Rechenzeiten
fuhren. Um die Bestimmung der inf-sup-Konstante zur Berechnung des Fehlerschatzers
zu beschleunigen, gibt es verschiedene Moglichkeiten. Doch zunachst gehen wir noch
auf die Besonderheit des Supremumsoperators (4.16) in Zusammenhang mit der a nen
Darstellung (4.20) ein, denn wir erhalten damit

S« .
Tn(P)un] = k(PTNUnT; (4.42)
k=1

fur die Supremumsoperatoren T,{,‘, die gerade
(T [UNT VN DX = ak(unsvn); v 2 XN (4.43)

erfullen. Diese Darstellung (4.42) wird im Zusammenhang mit der Petrov-Galerkin-
Projektion verwendet, um eine a ne Darstellung bezuglich parameterunabhangiger Ope-
ratoren T zu erhalten. Zudem kann diese auch bei der Berechnung des Fehlers verwen-
det werden, um dessen Berechnung noch weiter zu vereinfachen. Wir folgen bei der
Approximation der inf-sup-Konstante den Erkenntnissen aus [19], wobei wir hier die
weit verbreitete Successive-Constraint-Methode (SCM), siehe [14], zur Berechnung von
inf-sup-Konstanten au er Acht lassen, da diese fur gro dimensionale Probleme aufgrund
der Losung gro dimensionaler Eigenwertprobleme nicht immer realisierbar ist und in
dieser Arbeit auch nicht verwendet wird.
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Galerkin-Schatzer

Beim Galerkin-Schatzer, nachzulesen in [19], schranken wir (4.28) auf den Unterraum
XN €in, also
ja(un;vn;P)i |

GA[m — .
= inf su ; 2P:
N (P) un 2XNnFOg vy, 2x,\? nfog KUN Kx. KV Kx, P

Bevor wir uns die Darstellung genauer betrachten, beweisen wir noch den folgenden Satz.

Satz 4.8. Sei B2 CN N hermitesch und H 2 RN N eine hermitesche positiv de nite
Matrix, dann gilt
min viBv _
v2RN nf0g vIiHv min
und min ist der kleinste Eigenwert zum verallgemeinerten Eigenwertproblem

Bv = minHV: (4.44)

Beweis. Da H hermitesch positiv de nit ist, existiert die Cholesky-Zerlegung H = LT L
und wir erhalten

min viBv min viILTL TBL Lv _ min w'L TBL w.
v2RNnfog VIHV  v2RNnfog viLTLv w2RN nfog wTw '

Wegen der hermiteschen Eigenschaft von B ist auch L TBL ! hermitesch. Analog zum
Satz von Courant-Fischer [51, Satz 15.3] gilt nun

min w'L TBL 'w _
— _—T..___ — min
w2RN nfog wTlw

und min ist der kleinste Eigenwert zum Eigenwertproblem
L "BL 'w= igw;

welches wiederum aquivalent ist zum verallgemeinerten Eigenwertproblem (4.44). O

Wir de nieren den reduzierten Supremumsoperator Ty (p) : Xn ¥ Xy, der wiederum
durch die Eigenschaft

(Mn(P)[UN] VN)xe = a(un; VNG P); VN 2 XN
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gegeben ist. Zu dem Operator Ty (p) de nieren wir den zugehorigen Operator
T, :cN 1 ch;

der den RB-Koe zientenvektor uN der Funktion uy auf den RB-Koe zientenvektor der
Funktion Ty (p)[un] abbildet. Es gilt somit die FEM-Darstellung

X N N

Tn(P)[un] = Tp [U™] | 7k

k=1

Wie zuvor konnen wir aus den Eigenschaften des Operators Ty (p) die Darstellung
TpN =( HHXN ) 1 HAlp\l

herleiten und erhalten fur die inf-sup-Konstante mit A)Y = HAN gerade

Coney=  min UDMEDMC T ) M T (MHxy ) AR,
N uN2CNnfog (uN)H HHXN uN :

Mit Satz 4.5 ist dieses Minimierungsproblem aquivalent zum reellen Problem

NYTMTM[ TTHM[ MmN

GA 2 — i
( N (p)) _VNZr;]zINr]nfog (VN)TM[ ]THM[ ]VN
mit
M=M (HHx, ) 2 PAY ), H= HgN Hi

Da die Matrix H symmetrisch positiv de nit ist, ist M[ JTHM] ] eine hermitesche
positiv de nite Matrix. Demnach folgt mit Satz 4.8 gerade

(NP = S
mit G2 (p) kleinster Eigenwert zu dem verallgemeinerten Eigenwertproblem

NMTM[ ITHM[ M N = SREN[ TTHN ] VN

Es gibt fur die inf-sup-Konstante S (p) keinen Beweis, dass diese eine obere oder untere
Schranke an (4.15) darstellt.

Bemerkung 4.9. Wie wir bereits wissen, konnen wir anstatt der inf-sup-Konstante (4.39)
auch das komplexe Eigenwertproblem (4.41) losen und erhalten einen approximativen
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Fehlerschatzer. Analog dazu folgt

AP TRREI= )
wobei ﬁﬁ;(p) der betragsma ig kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten komplexen
Eigenwertproblem

A UM ="RRM THx (4.45)

ist. Eine Verbesserung der approximativen Eigenschaft bezuglich ~min(p) aus Bemer-
kung 4.7 wird laut [19] dadurch erreicht, dass anstatt (4.45) das verallgemeinerte Eigen-
wertproblem

XHANXUN = "G (p) X" Hx, XuN;

gelost wird, wobei X =[ ;v[ ]] und

VI 1=l vlal; y VI ND:

Dabei ist v[ ] der Eigenvektor zu dem Eigenwertproblem (4.41) fur den zur Bestim-
mung von ,, verwendeten Parameter py, 2 P. Dabei wird davon ausgegangen, dass durch
Hinzunahme der Eigenvektoren v [ ] das Eigenwertproblem (4.41) besser approximiert
wird.

MinRes-Schatzer

Beim MinRes-Schatzer betrachten wir die inf-sup-Konstante E,G(p) aus Lemma 4.1 fur
Petrov-Galerkin-Projektionen

. KTn (p)[unJkx
MR — f N e — PG .
N (p) un ZI)?N nfOg kuN kxe N (p)1

fur die nach Lemma 4.1
NRE)  N)

gilt und damit eine obere Schranke an  (p) darstellt. Wird fur die Reduktion des FEM-
Problems (4.3) eine Petrov-Galerkin-Projektion (4.11) verwendet, dann stimmt die zu
(4.11) zugehorige inf-sup-Konstante {S(p) mit N'R(p) uberein. Mit der De nition des
Supremumsoperators TpN = (Hx,) Ap aus Abschnitt 4.1.6 und der Basisdarstellung
N N X b ¢
— N N

un(p) = u|N | = u kiTk= ( u™M)i ks
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ergibt sich

. (TN E)unT; Tn (P)UND) X
CNEE) = un 2I>2fmf09 (UN; UND) X,
] (UN)H H(ASI)H(HXN) 1AEI LIN
= min :

uN 2CN nfog (UN)YH HHy uN

Nach den Satzen 4.5 und 4.8 erhalten wir

CNTE)? = WR®):;
wobei {\n"iﬁ(p) der kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten reellen Eigenwertproblem
ML TTMIAYTTH "RAYIM [ ] v = MREM[ TTHRL ]
ist.
Bemerkung 4.10. Anstelle des reellen Eigenwertproblems, konnen wir wegen Satz 4.8
auch

NMEE = TMRE) = NRe)

betrachten, wobei ~MR(p) der kleinste Eigenwert zum verallgemeinerten komplexen Ei-
genwertproblem

T (Hx) TAY uN =~1R(p) PHx, uN (4.46)

ist. Wie fur den Galerkin-Schatzer konnen wir auch eine Verbesserung der approximati-
ven Eigenschaft bezuglich ~min(p) aus Bemerkung 4.7 erreichen, indem wir anstatt (4.46)
das verallgemeinerte Eigenwertproblem

XA AN (Hxy) AN XUN = "MR(p) XHHx, XuN;

betrachten, wobei wieder X =1 ;v[ ]l und v[ ] die Eigenvektoren zu den Eigenwert-
problemen (4.39) fur die zur Bestimmung von , verwendeten Parameter py, 2 P sind.

Bemerkung 4.11. Die Eigenvektorenerweiterung X = [ ;v[ ]] bei der Approximati-
on der inf-sup-Konstante ist nur sinnvoll bei Problemen deren Dimension der FEM-
Diskretisierung nicht zu gro sind, denn fur jeden RB-Basisvektor , und entsprechen-
den Parameter pm 2 P muss das gro dimensionale und damit rechenintensive Eigen-
wertproblem (4.39) gelost werden um den Eigenvektor v[ m] zu bestimmen. Dies kann
je nach Dimension der Diskretisierung zu deutlich langeren Rechenzeiten wahrend der
O ine-Phase fuhren, weswegen fur Probleme mit Diskretisierungsdimension N > 10°
die Eigenvektorenerweiterung nicht mehr verwendet werden sollte.
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

In diesem Abschnitt mochten wir die in Abschnitt 3.4 hergeleiteten Lagrange-Systeme
in ihrer Allgemeinheit betrachten, das hei t unabhangig von der Darstellung der hier
betrachteten Probleme aus Kapitel 3. Wir betrachten dazu das parameterabhangige
allgemeine Problem:

Bestimme u(p) 2 Xe zum Parameter p 2 P, sodass
a(u(p); 7;p) =f(C;p); 7 2 Ve, (4.47)
mita: Xe Ye PY¥ Cundf:Ye P I Cyilt
Hierbei seien
Xe = fu22Ve : c[u] =0;cu] 2 Weg Ve;
Ye = fu2Ze : ce[u] =0;celu] 2 Ueg Ze:

mit Ue; Ve, We; Ze Hilbertraume, und ¢ : Ve ¥ Weund cf : Ze ¥ Ue a n lineare
Operatoren. Das zu dem Problem (4.47) zugehorige Lagrange-Problem lautet:

Bestimme u(p) 2 Ve und (p) 2 (Ue)O zum Parameter p 2 P, sodass

a(u); 7;p) +de( (p); 7P =F(C5p); 7 2Ze; (4.48)
du@®); ;p)=9( ;p); 2 (We); (4.49)

mta:Ve Ze P Y C,ode:(U) Ze PYCd:Ve (W) P ¥ Cund
f:Ye PYC,g:(We) PICuyilt

Dabei werden die Sesquilinearformen d und d¢ aus den Dualitatsprodukten von mit
c[ulund (p) mitce[”]in den Hilbertraumen Ue; W, abgeleitet. Fur eine Losung u(p) des
Systems (4.48), (4.49) gilt u(p) 2 Xe und u(p) ist Losung von (4.47). Bei der Betrachtung
vieler variationeller Probleme gilt, dass der Testraum Y, im selben Funktionenraum Ve,
also Z¢ = Ve, wie der Ansatzraum X, liegt und wir deshalb im weiteren Verlauf dieses
Abschnittes die Einschrankung

Ye=Tu22Ve : ce[ul =0;ce[u] 2 Ueg Ve

verwenden. Wir betrachten demnach das veranderte Lagrange-System:

Bestimme u(p) 2 Ve und (p) 2 (Ue)0 zum Parameter p 2 P, sodass

a(u); 7;p) +de( (); ;P =F(C;p); 7 2 Ve (4.50)
du@®); ;p)=9( ;p); 2 (We)" (4.51)
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Bemerkung 4.12. Die Theorie der RB-Lagrange-Systeme (4.50) und (4.51) in diesem
Abschnitt kann mit Anpassungen an die Theorie und erweitertem Notationsaufwand auf
die Systeme (4.48) und (4.49) erweitert werden.

Bemerkung 4.13. Die Verwendung der Dualraume in den Gleichungen (4.50) und (4.51)
ergibt sich aus der Betrachtung der variationellen Form partieller Di erentialgleichun-
gen, bei deren Herleitung die PDE in einer schwachen Formulierung hinsichtlich des
Dualraums betrachtet wird.

Bemerkung 4.14. Ein Beispiel fur die Gleichungen (4.50) und (4.51) stellt das System
(3.72) dar, bei dem die Operatoren ¢ und c¢ gerade dem Randoperator  eingeschrankt
auf den Rand pgc entsprechen.

Wegen der deutlich komplexeren Notation fur die mogliche Erweiterung von Y. in Be-
merkung 4.12 hinsichtlich der diskretisierten Raume, betrachten wir in dieser Arbeit die
Theorie der RB-Lagrange-Systeme (4.50) und (4.51) bezuglich des Spezialfalls Yo V.
Mit einer entsprechenden Anpassung der Funktionenraume folgt die Erweiterung in
Bemerkung 4.12 vollkommen analog zu der hier vorgestellten Theorie. Aufgrund der
Theorie der RBM fur Lagrange-Probleme geben wir hier noch eine Bemerkung in Be-
zug auf die Linearitat des Losungsraumes an. Beispielsweise erhalten wir bei nicht ho-
mogenen Dirichlet-Randwerten a n lineare Losungsraume X.. Werden zum Beispiel
Warmeleitungsprobleme betrachtet, dann fuhrt die konstante Temperatur an einer Ober-
ache zu einem a n linearen Losungsraum.

Bemerkung 4.15. Der Losungsraum Mg  Xg kann a n linear sein, das hei t fur Funk-
tionen v;w 2 Mg und X1; X2 2 C folgt dann u = X1V + Xow 2 M.

Dies hat zur Folge, dass bei einfacher Anwendung der RBM die Basisdarstellung wie in
Abschnitt 4.1 nicht korrekt ist und die Methode angepasst werden muss. Das Lagrange-
System entsteht dabei aus einer Galerkin-Projektion einer PDE unter Nebenbedingungen
und wird so im Simulationstool COMSOL Multiphysics fur jegliche PDEs verwendet,
weswegen wir die zu diesem System zugehorige Theorie der RBM allgemein darstellen
wollen. Wir befassen uns in Abschnitt 4.2.1 mit der Darstellung und Herleitung des RB-
Systems fur Lagrange-Systeme und geben in Abschnitt 4.2.2 und Abschnitt 4.2.3 die
entsprechenden Berechnungen an, welche fur eine Fehlertheorie wie in Abschnitt 4.1.4
benotigt werden.

4.2.1. RB-Reduktion der Lagrange-Systeme
Wie in Abschnitt 4.1.1 betrachten wir das zu (4.47) diskretisierte Problem:

Bestimme upn (p) 2 Xn zum Parameter p 2 P, sodass

aun(); 7P =F(ip); 7 2 YN (4.52)
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

Analog zu (4.50), (4.51) erhalten wir auch das zu (4.52) parameterabhangige diskreti-
sierte Lagrange-System:

Bestimme un (p) 2 Vn und N (P) 2 (UNd;f)0 zum Parameter p 2 P, sodass

a(un (P); 75p) +de( Nge(P); 75P) =F(7;p); 7 2VN; (4.53)
dun(@); ;p) =0( ;p); 2 (Wny)": (4.54)

Das zu dem Lagrange-Problem (4.53), (4.54) aquivalente Gleichungssystem hat die Dar-
stellung
AY (Dg)yp uMN _

o0 N : (4.55)

mit
Ay 2cN Ny (Df)p 2N Nar; py2cMNe N
fol2cN;  gy2che

Um wie in Abschnitt 4.1.2 eine e ziente RBM anwenden zu konnen, benotigen wir eine
a ne Darstellung des Gleichungssystems.

Voraussetzung 4.16. Die Funktionale a; d¢; d; T und g besitzen die a nen Darstellun-
gen

§( d
a(u;v;p) = k(Pax(u; v); de(u;v;p) = K (P (U; v);
S S .
d(u;v;p) = d(P)di(u; v); f(v;p) = (P F(v);
S«
g(v;p) = PPk (V):
k=1

Aus Voraussetzung 4.16 folgt damit auch die Existenz einer a nen Darstellung der
entsprechenden Matrizen A, (D¢)p, Dp und Vektoren f', g,. Um die RBM anwenden
zu konnen, arbeiten wir in einem linearen Unterraum der Losungsmannigfaltigkeit

n
Mnu= UN2VN 1 9 Ngr 2 (Ungy) Mit (Un(P); N (P)) lost

(4.53), (4.54) fur p 2 Pg:

Hierfur benotigen wir noch zusatzliche Voraussetzungen an das System. Dabei befolgen
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4. Reduzierte-Basis-Methode

wir die in Abschnitt 3.4 angegebene Vorgehensweise zur Berechnung einer Losung des
Lagrange-Systems (4.53), (4.54), indem wir die Zerlegung von Vy bezuglich des Kernes
und des orthogonalen Komplements der Operatoren

D(P):Vn ¥ (Wny)
un A d(un; ;p);

und

00

Df(p) : VN 1 UNd:f ;
A de(;7p);

betrachten. Dabei gilt nun mit
dim(Vn) = N;
dim(Kern(D(p))) = N¢;
dim(Kern(D(p))?) = N,

die Dimensionsgleichung
N = N¢ + N¢;

im Falle der Zerlegung
Vn = Kern(D(p)) Kern(D(p))?;
und mit
dim(Kern(Ds(p))) = Ng;
dim(Kern(D¢(p))?) = Ngir

die Dimensionsgleichung
N = Ng:c + Ng;r;

fur die Zerlegung
Vn = Kern(Ds(p)) Kern(Ds(p))~:

Mit der Vorgehensweise in Abschnitt 3.4 erhalten wir damit das zu (4.55) aquivalente
Gleichungssystem

(BDf):;'ApN (BD)pU(’;\IC = (B[)f)p'_'f';\I (BDf)pHA'F}I u",\l;

DpUrN = Op;

wobei (Bp)p 2 CN Ne und (Bp,)p 2 CN Naie die rechtsseitigen Kernbasismatrizen der
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

Matrizen Dy und (Df)pH sind. Der Koe zientenvektor uN der Losung up (p) zu (4.53),
(4.54) ist dabei gegeben durch

uN =ul +ulN = Bp)pude +ul:

Da die beiden Operatoren D(p) und D¢(p) parameterabhangig sind und damit sowohl
der Kern als auch das orthogonale Komplement von den Parametern abhangig sind,
benotigen wir fur den noch zu kreierenden parameterunabhangigen linearen Unterraum
folgende Voraussetzung.

Voraussetzung 4.17. Die Operatoren d und df sind unabhangig vom Parameter p 2 P,
womit auch D und D¢ parameterunabhangig sind. Dies ist aquivalent dazu, dass die
Kernbasismatrizen Bp und Bp, der Matrizen D und D' parameterunabhangig sind.

Voraussetzung 4.18. Es gilt Ue = W, und
d(u;v) = dg(v; u):

Falls die Unterraume Kern(D(p)) und Kern(Df(p)) abhangig vom Parameter p 2 P sind
und damit Voraussetzung 4.17 nicht gilt, dann muss fur die Erhaltung der a nen Dar-
stellung der Gleichungen eine a ne Darstellung der Basismatrizen (Bp), und (Bp;)p
bestimmt werden. Die Herleitung einer solchen Darstellung kann nicht allgemein ange-
geben werden und wird deshalb in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet. Eine direkte
Folgerung aus Voraussetzung 4.17 sind die parameterunabhangigen Zerlegungen

Vn = Kern(D)  Kern(D)? = Kern(Df) Kern(Ds)*; (4.56)

sowohl im Test- als auch im Ansatzraum. Anstatt eine Basis in der Untermannigfaltigkeit
Mn:u XN VN zu generieren, betrachten wir die durch die Zerlegung von Vy
einhergehende Zerlegung des Losungsraums

MnNu = MNiue Mo

wobei My, Kern(D) und My,  Kern(D)?.

Lemma 4.19. Gelten die Voraussetzungen 4.16 und 4.17, dann besitzt Mpy.,, eine
a ne Zerlegung, d.h. un:r(p) 2 My .y, besitzt die Darstellung

un:r(p) = g(p)UN;r;k;
k=1

wobei uy -k die parameterunabhangige Losung zu

dunirks ) =0k( ) 2 (Wi (4.57)
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4. Reduzierte-Basis-Methode

ist. Die zu un:.rk gehorige FEM-Darstellung ist gegeben durch

UN:rk = (UI"\I;k)I r
=1

Gilt zudem Voraussetzung 4.18, dann folgt
Kern(D) = Kern(Ds) und Kern(D)? = Kern(Ds)?;
was wiederum aquivalent ist zu

Bp = BDfZ

Beweis. Die erste Aussage des Lemmas ist eine direkte Folgerung aus der Linearitat der
Sesquilinearform d( ; ), der Zerlegung (4.56) des Raumes Vy bezuglich des Operators D
und den genannten Voraussetzungen 4.16 und 4.17. Die zweite Aussage folgt direkt aus
Voraussetzung 4.18. O

Wir de nieren

9( a H N
Apic = k(P)Bp, Ak Bp;
k=1
sowie
X f H ¢N (X a g H AN N
fp;c = k(p) Bfok k(P) |(p) BDfAk Ur:l;
k=1 k=1 I=1
wobei
ADmn = a(Cn;’m) mit mn = 15 N;

FN)m = f&(Cm) mit m = 1;:::;N

und ”, die FEM-Basisfunktionen darstellt. Mit den Voraussetzungen 4.16 und 4.17,
sowie Lemma 4.19, erhalten wir die zu (4.53), (4.54) aquivalente Gleichung

Ap:cude = o (4.58)

mit
Apc 2 CNae Neoo £, 2 CNaie;

wobei der zur Losung uy (p) zugehorige Koe zientenvektor uN die folgende Darstellung
besitzt

uN (p) = Bpule + Y(p)ul:
k=1
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Die zu (4.58) zugehorige Problembeschreibung ist dabei gegeben durch:
Sei p 2 P gegeben. Bestimme upn.c(p) 2 Kern(D), sodass

pL e
a(un:c(p); 7:p) = F(;p) v(Pa(un;rk; 7;p); 7 2 Kern(Dy); (4.59)
k=1
wobei uy.rk die Gleichung (4.57) lost.

Wegen der FEM-Darstellung in Vy und der Kernbasismatrix Bp besitzt jede Kernlosung
un:c(p) 2 Kern(D) die FEM-Darstellung

X X N
UN;C(p) = (uc n = Bb Uc* | it (4.60)
I=1 I=1

wobei ”| die Basisfunktionen der FEM darstellt. Aufgrund der Aquivalenz der Probleme
(4.47) und (4.59) erhalten wir die Existenz einer Losung und de nieren die entsprechende

inf-sup-Konstante uber die Kerne

. ja(un:c; VN:c; P)J
in sup ja(unie; Ve IO)J;
Un ;c2Kern(D)nf0g v .. 2Kern(D¢ )nfog Kun;cKve VN cKve

Nic(p) = p2P: (4.61)

Wir de nieren nun den linearen Unterraum Xn.c  Mp:y, durch
Xnie = span ()N =5 (O NDNed
mit ( n)Ne 2 My, furl  n o N und daraus den Unterraum
XN =Xne My, My Xe

Da die Funktionen ( n)n:c fur 1 n N durch Losungen von (4.59) de niert sind,
besitzen sie die FEM-Darstellungen

X N
(N = Bo (n)c® | 7
=1

Damit einhergehend besitzt uy 2 Xy die Darstellung

X
un () =une(P) + un;r(P) = (U )n ( nnce + UNr(P) (4.62)
n=1
X
= (Ué\l)n( nINe + ?(p)UN;r;I
n=1 1=1
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und daraus ergibt sich die FEM-Darstellung

O 1
X N X N
UN (p) = @BD cUc + ?(p)ur;lA ,k; (463)
k=1 I=1 K
mit ( )mn = (n)c® - Zudem de nieren wir ( Jmin = ( )N m = Bbp(n)c°

als FEM-Koe zientenmatrix der Losungen im Kern von D. Analog zu Abschnitt 4.1.1
konnen wir die stabile Petrov-Galerkin-Projektion im Unterraum de nieren, indem wir
den Supremumsoperator Tny..(p) : Kern(D) ¥ Kern(Dg) einfuhren, welcher durch die
Eigenschaft

(TNg.e (PIUN:els VNiedve = a(UNies VN P); Ve 2 Kern(Dr); (4.64)
charakterisiert ist. Wir erhalten wiederum die Darstellung

kTNd;c (p)[uN ,C] kVe
un:c2Kern(D)nf0g kuN ;ckVe

N;c(P) = (4.65)

der inf-sup-Konstanten (4.61). Fur den eben eingefuhrten Operator Tn,..(p) de nieren
wir nun zwei unterschiedliche Vektor-Operatoren

TNe:CN m N Ve cNe g gla

Der erste Operator TIO';\(‘j;C bildet dabei den FEM-Koe zientenvektor der FEM-Funktion
un:c 2 Kern(D) auf den FEM-Koe zientenvektor der Funktion

TNgie (P)[Un:c] 2 Kern(Dr)

ab, wahrend der zweite Operator Tde;C den Koe zientenvektor der Funktion uy .. be-
zuglich der Basismatrix Bp auf den Koe zientenvektor der Funktion Ty, (p)[Un;c] be-
zuglich der Basismatrix Bp, abbildet. Sei nun wiederum der Testraum gegeben durch

Das zur Petrov-Galerkin-Projektion zugehorige Problem lautet somit:

Sei p 2 P gegeben. Bestimme uR%(p) 2 Xn;c sodass

p ¢
a(uRS®); p)=F( ;p) Jmaluniek: 3P 2 Y (4.66)
k=1

wobei uy .rk die Gleichung (4.57) lost.
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Wir erhalten wiederum die Darstellung der inf-sup-Konstanten

. a(UN:c) VN:c)
RSy = it osup  ANeneiD)
’ UN;e2XN;:eN0g vy .. 2Y . .nfog kuN:CkVe kVN;CkVe

der mit der Petrov-Galerkin-Projektion durchgefuhrten Reduktion und die aquivalente
Aussage zu Lemma 4.1.

Lemma 4.20. Fur die Petrov-Galerkin-Projektion (4.66) gilt

ﬁ;‘i(p) = inf a(unic; VNier P)

N:c(P):
[UIN] ;CZXN ;Cnf09 VN ;CZYN ;cnfog ku N iC kVe kVN ;CkVe

Nach Voraussetzung 4.16 und (4.64) erhalten wir, wie bereits in Abschnitt 4.1.6 erwahnt,
die a ne Darstellung des Supremumsoperators

S« )
TN (P) = k(P)TN,..: (4.67)
k=1

womit wir das zu dem Problem (4.66) aquivalente Gleichungssystem

ALCuPC = £5C; (4.68)
erhalten, wobei
PG S a a Ng;c H H AN
Ap = fP) k) T, ol BDfAk Bp ¢
k=1 I=1
und
ks y
50 = Pt TN BH AN
k=1 1=1
S a g Nd:c H H AN,,N
G kM e Tm ™[ o] BDfAk Ur|
k=1 1=1 m=1
mit

AfG2cN N, e 2N

Aufgrund der a nen Darstellung (4.67) des Supremumsoperators Tn,..(p) konnen wir
den Operator fur jeden Parameter p und jede reduzierte Losung uy auswerten, insofern
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wir die Matrizen T,N"‘C[ c] bestimmen und abspeichern, denn dann erhalten wir gerade
die FEM-Darstellung
1

N S« No y
TNge (P)Unie] = T(MBo T [ cluc Tk
k=1 I=1 K

Das Abspeichern der Matrizen T,Nd”[ ¢] liefert noch weitere Vorteile bei der Berechnung
der inf-sup-Konstanten, welche in Abschnitt 4.2.4 noch naher erlautert werden. Gilt
zudem Voraussetzung 4.18, dann konnen wir fur (4.59), wegen der eindeutigen Zerlegung
von Vy im Test- und Ansatzraum, auch eine Ritz-Galerkin-Projektion innerhalb des
Kerns von D auf den zugehorigen Unterraum Xy, durchfuhren:

Sei p 2 P gegeben. Bestimme uﬁ%(p) 2 Xn:c, sodass

X
a(WRS(p); *;p) = F(*;p) J(Malun:rk: i) 7 2 XN (4.69)
k=1

wobei uy.rk die Gleichung (4.57) lost.

Mit der Darstellung (4.63) ergibt sich dann das zu (4.69) aquivalente Gleichungssystem

AFCUIRE = 136, (4.70)
wobei
RG 9( a HpHAN
Ap = k(p) c BDAk Bo ¢
k=1
und
=" (@ {BERY k@ () ¢BBAR U
mit

AFe2cN N fRe2cN:

Auch wenn Ritz-Galerkin-Projektionen von inf-sup-stabilen Problemen keine Stabilitat
aufweisen, gibt es dennoch Vorteile bei der Verwendung. Falls ApN Symmetrie-Eigenschaf-
ten besitzt, dann bleiben diese nach der Reduktion erhalten und zudem wird deutlich
weniger Speicher sowohl in der O ine- als auch in der Online-Phase benotigt. Wie
bereits in Abschnitt 4.1.3 generieren wir die Basis fur den Raum Xp.c mithilfe des
Greedy-Algorithmus 1. Hierzu leiten wir im folgenden Kapitel den Fehlerschatzer fur die
innerhalb dieses Kapitel hergeleiteten Projektionen her.
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4.2.2. Fehlerdarstellung

Wir wollen die gleiche Aussage wie in Proposition 4.3 fur die in Abschnitt 4.2.1 her-
geleiteten RB-Lagrange-Systeme herleiten. Hierzu betrachten wir zunachst den Fehler
zwischen der FEM-Losung un (p) 2 VN des Problems (4.53), (4.54) und der RB-Losung
un(P) 2 Xn Vn . Aufgrund der Losungstheorie, die wir im vorherigen Abschnitt
diskutiert haben, erhalten wir die Losung un zum Lagrange-System uber die Zerlegung

Vn = Kern(D)  Kern(D)?;
also

un (p) = unc(p) + L(P)UN ik
k=1

Die RB-Losung un (p) besitzt nach (4.62) die Darstellung

un(p) = Unie(p) + a(p)UN;r;k;
k=1

woraus direkt
un(P) un(p) =unc(P) Unc(p)
folgt, d.h. wir betrachten lediglich den RB-Fehler
ec(p) = unwc(P)  Un:c(P)

zu dem Problem (4.59) im Kern(D). Das dazugehorige Residuum kann geschrieben wer-
den als

re(”;p) = a(ec(p); ”;p) (4.71)

S
=f(;p) rEalun;:rk 7P alunie(p); 73 p)
k=1

mit > 2 Kern(D¢). Nun lasst sich rc(;p) : Kern(Dg) ¥ C wiederum als Dualraumele-
ment r¢ 2 (Kern(Df))O au assen, womit nach dem Rieszschen Darstellungssatz A.16 ein
Element f,(p) 2 Kern(Ds) existiert, sodass

(Fe(P); “Ive =1c(7;p); 7 2 Kern(Ds), (4.72)

gilt und damit
(fe(p); "Ive = alec(p); 7; p):
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Mit einer zu Proposition 4.3 vollkommen analogen Beweisfuhrung erhalten wir die fol-
gende Fehlerschranke.

Proposition 4.21. Fur den Fehler e(p) =un(p) un(p) gilt

kfe(P)kv, _

W = enc(p); (4.73)

kKun(p)  un(P)Ky,

wobei f:(p) der Riesz-Reprasentant (4.72) des Residuums ist.

Wie bereits in Abschnitt 4.1.4 erlautert, ergeben sich damit auch entsprechende relative
Fehlerschranken. In den beiden folgenden Abschnitten geben wir die fur die Fehler-
schranke notwendigen Konstanten an und gehen dabei auch sogleich auf die numerische
Berechnung ein.

4.2.3. Berechnung des Riesz-Reprasentanten

Wie zuvor in Abschnitt 4.1.5 erhalten wir den Riesz-Reprasentaten

K S¢S« S 3 .
fe(p) = «(P)Ck 2(P) (PR 2(E)(U)mLi:m;
k=1 k=1 I=1 k=1m=1

des Residuums rc(”) uber den Zusammenhang (4.72) und den a nen Darstellungen
der Sesquilinearform a und der Antilinearform f, indem die dazugehorigen FE-Poisson-
Probleme

(C; ve = T(%); * 2 Kern(Dg); k=115 Qf; (4.74)
(Ri:1; 7 Ive = ak(Un:rn; 7); 7> 2Kern(Dsg); k=1;:5Qa; 1=1;:35Qg; (4.75)
(Licm; ")ve =a(( m)nies 7). 7 2Kern(Ds); k=1;:5Qa; m=1;:5N;  (4.76)

fur Cy; Ri1; Lkem 2 Kern(Dg) gelost werden. Die zu (4.74),(4.75) und (4.76) aquivalenten
Gleichungssysteme sind

N i . — PR -
BBfHVN Bp, G = Bgf Ty k=1;::;Qf;

N ;¢ . « sass . “ saas .
BE, Hv, Bo, Ry = BE A u; k=1;::Qa 1 =1;::Qq;

N ;¢ . J— T . — [ .
BB, Hvy Bor Lo = BB, ABD ( m)e™; k=1::Qum=1::N;

wobei (H\/N)i;j = ("j;7i)ve fur i;j = 1,25 N und 7 die FEM-Basisfunktionen dar-
stellt, und CL\"’”, RE;’”, L::';?;f die zu Cy; Ry:1; Lk:m zugehorigen Vektoren bezuglich der

Darstellung (4.60) sind. Um die Notation in der Darstellung kfc(p)ky, zu vereinfachen,
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fuhren wir zum einen die folgende Indexierung

> S 5S¢ Qoo fa
«(P)Ck 2) PRk = ra9(p)Cn; (4.77)
k=1 k=1 I=1 m=1

wobei Qfa;g = Qf + QaQg, und zum anderen die Matrizen

h N
LY = Lot L (4.78)

ein, wobei der m-te Spaltenvektor der Matrix L} dem Vektor L::‘r’;f entspricht. Der

Grund dieser Vereinfachung ist, dass die Berechnung von ¢, fur 1 m Qf:a;g UN-
abhangig von der reduzierten Losung un(p) ist und damit nur einmal durchgefuhrt
werden muss, wohingegen fur jeden neu generierten Basisvektor ( m)Ne zur Erweiterung
des Unterraums Xy genau Qa Berechnungen von (4.76) benotigt werden. Des Weite-
ren de nieren wir noch die Vektoren T:29(p) 2 CQraw und 2(p) 2 CX2, deren k-ter
Eintrag die entsprechende Parameterfunktion #%(p) bzw. 2(p) darstellt, und den
Vektor

- T

w2 ) = IPUR)T B, eue)T (4.79)
Wir erhalten nun mit (4.77) und der Linearitat des komplexen Skalarproduktes

(@) 1

kf(p)ké, = @ | 129 (p)Cy; | A9 )GA
=1 k=1
sero . S« X N
()% 2P U )mLicmA
k=1 k=1m=1
S X . B
R(P)(uH)mLicm; L9 (p)GA
k=1 m=1 k=1

S X N S N
+ g(P)(u¢ ImLi;m; k(P)(US ImLi;m
k=1m=1 k=1 m=1 Ve

Ve 1

qVe

® O ® Ox

Ve 1
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Mit der Verwendung von (4.78) erhalten wir wiederum mit der Linearitat des komplexen
Skalarproduktes

o s =~
kfe(p)k2, = fagp) Fa9(p) ((M4)HBE, Hyy Bo, 6o
k=1 I=1
B ¢ fa0/,\ ar~y /1 N, NY\HRpH C\Nd-c
K @) 7)) (Liug )" Bp,Hyy BpeC
k=1 I=1
S« oo = "
(O g(D) (9] BDfHVN Bo, L ug
k=1 I=1
9(9( a T arn) N, N\HpH N, N
+ k() () (L ug )" Bp, Hyy BpoeLy Ug
k=1 I=1

Verwenden wir nun noch die Notationen
(C)k;l :(C}Nd;C)H Bgf HVN BDf Kk d;c; 1 Kkl Qf;a;g;
sC N ;C. . . .
(N =(C ) "BE, Hy Boe Lied®s 1k Qail | Qpagil m N;

Na:c Nesc. . . . .
L™mn =L g BE, Hyy Bos L™ 1 kil Qa1 min N

und (4.79) ergibt sich somit

o
f.aig (Nl)H 11 L1.Qa f;a;g
kf\c(p)kve = uN;QSF()[))) E : . . UN:QSIZ;) !
(NQa)H LQa LQa;Qa

Damit haben wir nun eine Darstellung von kf‘c(p)kze, fur die wir in jedem m-ten Iterati-
onsschritt des Greedy Algorithmus 1 fur den neu generierten Basisvektor ( m)CNC genau

Qa Losungen Lde k = 1;::; Qa, berechnen. Wir erhalten damit die von ul und den
Parametern unabhangige Matrix

© C N1 NQa T
ES (Nl)H Ll 1 Ll Qa §
(NQa)H LQa LQa Qa

102



4.2. RB-Lagrange-Systeme

Hiermit lasst sich kfy(p)k3_ fur beliebige Vektoren uy und Parameter p 2 P fur den
RB-Raum Xp:c bestimmen, indem wir

2 f:a; H N;Qa H f;a;g(p)
kfe(P)ky, = ( "®9(E)N" (vt (e)T G uN:Qa () (4.80)

auswerten.

4.2.4. Berechnung der inf-sup-Konstante

Bevor wir uns der Berechnung der inf-sup-Konstanten widmen, konnen wir analog zu Ab-
schnitt 4.1.6 die Koe zientendarstellung des Supremumsoperators Tde”[u('}‘C] bezuglich
des Kerns von D¢ uber die Losung des Gleichungssystems

Bgf HVN BDprNdJC[UL\IC] = BE‘fAL\‘ BDU(I;\IC

herleiten. Mit den Matrizen

Nchc

Ap = Bp, A} Bp;

Ng;c _ pH
HVN = Bp, Hvy Bps

erhalten wir damit

Na;c Ng;c

TN = pNee * pRlaeiNe,

(4.81)

Der dazugehorige FEM-Koe zientenvektor ist dann gegeben durch

Ndc

[ug®]:

Wie bereits bei dem MinRes-Schatzer in Abschnitt 4.1.6 diskutiert, betrachten wir nun
das quadrierte Minimierungsproblem (4.65) zur Bestimmung der inf-sup-Konstante. Mit
den FEM-Darstellungen und (4.81) erhalten wir

- KT, (P)[UN eIk,
un:c2Kern(D)nf0g kuN -Ckz

C[UN] = BDfT

(N ;c(p))2 =

pdc[uc ] HVN Tp'\gi c[u ]

= min
ulN 2CN nfog (UN)YHHy,, uN
Ng:c;:N N Ng-c:N
- (uCNC)H Apd,c c |qu\(‘:|cA d;c:Ne Nc
T Ne m||\|n NecyH H Ne |N ’
ug'e2CcNenfog (uc™) VN Uc®
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H 1
mit H)' = BHHy, Bp und Ay/% = H{®  Hy® Hy“ . Nach den Satzen 4.5

und 4.8 erhalten wir

( N;c(p))2 = min(p);

wobei  min(p) der Kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten Eigenwertproblem

M VN = nin()M[Bp]" HNM[Bp] VN (4.82)
mit
_ Neo 1 ANgeNe | T Nae  + pNaeiNe
M=M H,* A M[Bo,]"HM[Bp, M H, % Ay®
und
— HVN 0
H= 0 Hy,

ist. Wie bereits in Abschnitt 4.1.6 genauer beschrieben, konnen wir auch anstatt (4.82)
eine entsprechende Approximationen wie die SCM oder den MinRes-Schatzer anwen-
den. Die SCM, siehe [14], kann ohne weitere Anpassung auch fur die Lagrange-Systeme
angewandt werden.

Bemerkung 4.22. Wie in Abschnitt 4.1.6 konnen wir eine Approximation
N:e(P)  JTmin(P)i = ﬁlp;pérox(p)

verwenden, wobei ~min(p) der betragsma ig kleinste Eigenwert zu dem verallgemeinerten
komplexen Eigenwertproblem

NaiNe ™ | Nae 1 5NaciNe -
Ap® Hy o Ap ™ ule = ~in(p) HY' ule (4.83)

ist. Gilt Voraussetzung 4.18, dann konnen wir anstatt (4.83) auch das Eigenwertproblem
AL\IC:NC g’ = ~min(p) H\'/\:\T ug®

betrachten.

Fur den MinRes-Schatzer fur Lagrange-Systeme geben wir nachfolgend die dazugehorigen
Eigenwertprobleme an und gehen dabei kurz auf die numerischen Besonderheiten ein.
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MinRes-Schatzer

Beim MinRes-Schatzer betrachten wir die inf-sup-Konstante n(p) aus Lemma 4.1 fur
Petrov-Galerkin-Projektionen

KT e (P)[Un;clKve |

’

. = inf
Nie (p) uN;CZXN;Cnng kuN,CkVe

fur den nach Lemma 4.20

Ne®)  Nielp)
gilt und damit eine obere Schranke an n.c(p) darstellt. Wird bei der Reduktion die
Petrov-Galerkin-Projektion verwendet, dann stimmt ,'Q{';CR(p) mit der inf-sup-Konstante

,E’,;(é‘(p) uberein. Mit der Darstellung des Supremumsoperators (4.81) erhalten wir das
Minimierungsproblem

H Ng:¢;N N Ng:c;N
uN H A d;c:Nc lq ch d;c:Nc UN

MR 2 . c cHc
. = min
N;c (p) uN 2CN nfog (UCN)H yH\l/\I'\T cuCN
H Nd'c Nd'c H Nd'c Nd'c 1 H H
mit 'qu’ = Hy Hy . Hyy , Welches wiederum durch das reelle Eigen-
wertproblem
MTHM v' = ME@E) M[ " M [Bo]" HM [BoIM[ o] v (4.84)
mit
M=M Bp, M H," " NN
und
_ Hy, 0
H= 0 Hy,
gelost wird.

Bemerkung 4.23. Anstelle des reellen Eigenwertproblems, konnen wir wegen Satz 4.8 die
approximative inf-sup-Konstante

q
Ne MRy = MR = NE(P)
bestimmen, indem wir das verallgemeinerte komplexe Eigenwertproblem

Na:e:Ne H 0 Naie Na:ciNe

|C_| Ap HVN; A c u :~Pn/||lr?(p) E'H\'}II\T c UCN (4.85)
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losen. Bei der Berechnung von (4.85) benotigen wir N Losungen des linearen Gleichungs-
systems
Nd:c A Nd;c Ng;c;Ne
HyJe0p % = Apg(m)s; 1 m  N;
fur jeden beliebigen Parameter p 2 P. Eine deutlich e zientere Berechnung ergibt sich
durch die a ne Darstellung (4.67) und das Speichern der Matrizen TkNd”[ c], denn wir
erhalten damit aus der Darstellung (4.81) die zu (4.85) aquivalente Formulierung

TYP) ug' = "min @) EHYE ¢ ug (4.86)
mit S S¢
Ng:c H Nd:c+ Na:c .
T (p) = kP FO) T o Hy Tl ol
k=1 1=1
Wie in Abschnitt 4.1 konnen wir eine Verbesserung der approximativen Eigenschaft der
Konstante 2" MR (p) dadurch erreichen, dass anstatt ¢ die Matrix Xc =[ V[ ]l

verwendet wird, wobei v ( m)Ne der Eigenvektor zum Eigenwertproblem (4.83) fur den
zur Bestimmung von ( m)n:c vVerwendeten Parameter p 2 P ist. Das hei t, es mussen

zusatzlich Q4 Matrizen der Art T,N“”[v[ cJ] abgespeichert werden.

Falls Voraussetzung 4.18 gilt, dann erleichtert sich zum einen die Berechnung der bis-
herigen Darstellung der inf-sup-Konstante und zum anderen konnen wir dann einen
Galerkin-Schatzer verwenden. Dieser benotigt im Vergleich zum MinRes-Schatzer deut-
lich weniger Speicherplatz und auch dessen Rechenaufwand ist aufgrund einer moglichen
Symmetrieerhaltung wesentlich geringer.

Galerkin-Schatzer fur Lagrange-Systeme

Es gilt Voraussetzung 4.18. Beim Galerkin-Schatzer schranken wir (4.61) auf den Unter-
raum Xp:c ein, also

GA( )= inf su ja(un;e; VNies P)J
N;c p) = p » " ; :
UN;cZXN;cnfOQvN;CZXN;Cnng UN:cKve KVN:cKy,

p2P:

Wie bereits in Abschnitt 4.1.6 erlautert, erhalten wir

2
SO
wobei G4 (p) der kleinste Eigenwert zum reellen Eigenwertproblem

min

NMTM[Bp]"HM[BpIM VN = SA(pM[ J"M[Bp]" HM[BpIM[ ] vN
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mit
M=M ( {BEHvBb o) *( ¢BEANBD o) :

Bemerkung 4.24. Die approximative inf-sup-Konstante
~ 'GA
Ne®  Tma® = N m)

erhalten wir wieder durch das Losen des verallgemeinerten komplexen Eigenwertpro-
blems
&BBEAYBD ¢ Ut = "min(P) ¢BEHv Bp ¢ Ut (4.87)

zum kleinsten Eigenwert ~G4 (p). Eine Verbesserung der approximativen Eigenschaft der

min
Konstante 2PPTSA(p) kann wiederum durch das Losen des folgenden verallgemeinerten

Eigenwertproblems
X:'Bp AR BoXe u' = " (p) X¢'Bp Hvy BpXe ™

erreicht werden, wobei X =[ ¢; V[ cJJundv ( m)Ne der Eigenvektor zum Eigenwert-
problem (4.82) fur den zur Bestimmung von ( m)n: Verwendeten Parameter p 2 P.
Bei der Betrachtung der Eigenvektorerweiterung soll wiederum Bemerkung 4.11 bedacht
werden.

4.2.5. Getrennte RB-Systeme

Um die Theorie der getrennten RB-Systeme naher zu erlautern betrachten wir das Pro-
blem (4.59) mit den entsprechenden a nen Darstellungen aus Voraussetzung 4.16 und
der Gultigkeit von Voraussetzung 4.17:

Sei p 2 P gegeben. Bestimme upn.c(p) 2 Kern(D), sodass

Sc S¢S«
k(P)ak(Un;e(p); 7) = k(P F(?) RP) K(Pak(unirk; 7)  (4.88)
k=1 k=1 k=1k=1

mit 7 2 Kern(D+¢) gilt.

Unter gewissen Voraussetzungen an die Parametermenge P und die Parameterfunktionen

a T 9 konnen wir anstatt (4.88) eine Reihe von Problemen betrachten und diese
unabhangig voneinander losen und reduzieren. Hierzu werden die folgenden Bedingungen
benotigt.

Voraussetzung 4.25. Sei P R™ gegeben durch P = P; P, mit P;, R™ und
P, R™2 also p=(p;;ps)" 2P und p; 2 P; sowie p, 2 P,. Die Parameterfunktionen
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haben bezuglich P die folgenden Abhangigkeiten

k@) = &) 1 k Qa
MO CIVEN (P 1 k Qf
= P PEp2); 1 k Qg

Diese Voraussetzung bedeutet, dass die linke Seite des Problems (4.88) unabhangig vom
Parameter p, darstellbar ist und die Parameterfunktionen der rechten Seite eine ent-
sprechende multiplikative Darstellung bezuglich p, besitzen. Anstatt nun (4.88) fur die
komplette Parametermenge P zu betrachten, konnen wir das folgende getrennte Problem
betrachten:

Sei p1 2 Py sowie p2 2 P, gegeben. Bestimme un.c(p) 2 Kern(D) uber die Darstellung

S _ S _
Une(p) = P2 (P2)ugi.(p1) U2 (p2)udi (pr); (4.89)
k=1 k=1

wobei uﬁ';‘c(pl) 2 Kern(D),1 k Qf, die Losung zu

S« _ _
fpDaul ey ) = () (4.90)
=1

mit 7 2 Kern(D¢) ist, sowie uﬁ‘fc(pl) 2Kern(D),1 k Qg, die Losung zu

X N S« . o1
F(pD)ar(uyc(pr); 7) = 1(P1) ¢ (pr)ai(Unirks ™) (4.91)

mit 7 2 Kern(Dg) ist.

Der Vorteil der Betrachtung der getrennten Probleme ist die Darstellung (4.89), da wir
hier zwar zunachst die Losungen uE';‘C(pl) und uﬁ‘fc(pl) fur einen bestimmten Parameter
p1 bestimmen mussen, aber danach fur die Losung uy .c(p) des vollen Problems (4.88) den
Parameter p, 2 P, vollkommen beliebig wahlen konnen. Im Gegensatz dazu muss bei der
Betrachtung des vollen Problems (4.88) und direktem Losen, lediglich eine Losung be-
stimmt werden. Das getrennte RB-System erhalten wir nun, indem die entsprechenden
Petrov-Galerkin- oder Ritz-Galerkin-Projektionen auf die einzelnen Problemformulie-
rungen (4.90) und (4.91) angewandt werden. Da wir dabei die Parametermenge trennen
und nun eine kleinere Parametermenge fur jedes einzelne Problem betrachten, werden
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4.2. RB-Lagrange-Systeme

auch weniger Basisfunktionen benotigt, um eine gute Approximation der einzelnen RB-
Systeme zu erhalten. Die Anwendung der Theorie des getrennten Systems bringt noch
weitere Vorteile mit sich. Zum einen konnen die einzelnen Probleme getrennt voneinander
gelost werden und lassen sich demnach gut parallelisieren und zum anderen entspricht
der Parametervektor p, in vielen Fallen den Anregungsparametern eines Systems, was
wiederum Vorteile in der Optimalsteuerung mit sich bringt.
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4.3. Numerische Ergebnisse

Um die verschiedenen Varianten der RBM nach Abschnitt 4.2 fur die Lagrange-Systeme
aus Kapitel 3 zu testen, beschreiben wir innerhalb dieses Kapitels drei verschiedene
Modelle. Diese Modelle werden wiederum zum Testen der in Kapitel 5 hergeleiteten
Optimalsteuerungsprobleme verwendet. In allen drei Modellen betrachten wir die zu
erwarmenden Epoxidharzobjekte innerhalb der gleichen quaderformigen Kavitat, siehe
Abbildung 4.1, mit den Ma en:

Lange (x-Achse): 68:61 cm; Breite (y-Achse): 56:55 cm; Hohe (z-Achse): 27:53 cm:

Abbildung 4.1: Quaderformige Kavitat.

Um die Randbedingung (2.80) fur die Einspeisung der elektromagnetischen Wellen zu
verwenden, benotigen wir eine Antenne mit koaxialer Anregung. Wir verwenden dabei
in allen Modellen einfache Monopol-Antennen, dargestellt in Abbildung 4.2.

Abbildung 4.2: Monopol-Antenne.

Um das Verhalten der Antenne im Frequenzbereich von 2:4 bis 2:5 GHz bewerten zu
konnen, werden in der Hochfrequenztechnik die Antennen im Freiraum vermessen und
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das Verhaltnis aus re ektierter Leistung und eingespeister Leistung betrachtet. In der
Hochfrequenztechnik wird dieser Wert Streuparameter oder auch S-Parameter genannt.
Wird zudem ein System mit N Eingangen betrachtet, wobei jeder Eingang auch als Aus-
gang aufgefasst werden kann, dann wird dieses System als N -Port-Netzwerk bezeichnet.
Aus den Verhaltnissen der re ektierten und transmitierenden Leistungen zu der Ein-
gangsleistung an jedem Port, kann daraus die S-Parametermatrix, die das Eingangs-
Ausgangsverhalten des Systems beschreibt, abgeleitet werden. Um den S;jj-Wert der
Matrix S zu evaluieren, wird nur der i-te Port mit einem Watt Leistung angeregt und
am j-ten Port die transmitierende Leistung, bzw. bei j = i die re ektierte Leistung,
gemessen und das Verhaltnis bestimmt. Auch die Modelle in dieser Arbeit stellen ein
solches N-Port-Netzwerk dar, wobei N gleich der Anzahl der Antennen Kp ist, wo-
durch wir auch fur die betrachteten Modelle eine S-Parametermatrix fur das Eingangs-
Ausgangsverhalten bestimmen konnen. Eine detailierte Beschreibung zu S-Parametern
und N-Port-Netzwerken kann in [37] nachgelesen werden. Die Sji-Parameterkurve der
verwendeten Monopolantenne im Freiraum wird in Abbildung 4.3 dargestellt, wobei die
in der Elektrotechnik weitverbreitete Dezibell-Darstellung verwendet wird. Diese wird
mit der folgenden Formel bestimmt:

S11 in dB-Darstellung: 20 log,¢(jS11j): (4.92)

Im betrachteten Frequenzbereich liegt die Anpassung bei unter 19 dB, d.h. die Antenne
ubertragt innerhalb des betrachteten Frequenzbereiches mehr als 88% der Eingangsleis-
tung. Fur die De nition der Geometrie und die Diskretisierung der elektromagnetischen
PDE (2.81)-(2.84) wird die FEM-Simulationssoftware COMSOL Multiphysics® verwen-
det. Da eine Schnittstelle zwischen der Simulationssoftware COMSOL Multiphysics und
der Programmiersoftware MATLABY existiert, wurde die Softwarebibliothek RBMatlah®
als Grundgerust fur die RB-Lagrange-Systeme verwendet. Hierfur wurde als erstes eine
Schnittstelle zu COMSOL implementiert, um die Daten der a nen Darstellungen mit
COMSOL zu assemblieren. Fur die RB-Reduktion der aus COMSOL assemblierten Da-
ten, welche als Lagrange-System vorliegen, und damit der Theorie in Abschnitt 4.2 ent-
sprechen, musste ein neuer Reduktionsalgorithmus fur die Softwarebibliothek RBMatlab
geschrieben werden. Hierfur wurde neben der Verwendung von Lagrange-Systemen auch
die Moglichkeit der Petrov-Galerkin-Projektion und die Berechnung des Fehlerschatzers
entsprechend der Theorie in Abschnitt 4.2 implementiert.

Shttps://www.comsol.de/
"https://de.mathworks.com
8https://www.morepas.org/software/rbmatlab/
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S11-Freiraum

o
T
L

22 . . . .
2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

Frequenz

Abbildung 4.3: Darstellung des Si1-Parameters in dB.
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4.3.1. Modell I: Zwei Antennen, ein Objekt
Modellbeschreibung

Abbildung 4.4: Geometrie des ersten Modells.

Das erste der drei Modelle besteht aus zwei Monopol-Antennen und einem zu erwarmenden
Objekt in einer Schale, dargestellt in den Abbildungen 4.4 und 4.5. Dabei sind die beiden
Monopol-Antennen mittig an den entsprechenden Rand achen der Kavitat angebracht.

Abbildung 4.5: Geometrie des ersten Modells: zwei Antennen (links), ein zu erwarmendes
Objekt (mitte), eine Schale (rechts).
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Das zu erwarmende Objekt und die Schale haben die nach Abbildung 4.6 de nierten
Ma e:
ha =5:5cm; hj =4cm; b=1cm; r = l4cm: (4.93)

.
Abbildung 4.6: Ma e des Erwarmungsobjektes.

Damit ergibt sich fur das zu erwarmende Objekt das auf eine Nachkommastelle ge-
rundete Volumen V = 2463:0cm3. Bevor wir die a ne Form des Modells angeben,
mussen wir jedem Objekt ein Material zuordnen. Fur die au eren Wande der Kavitat
und der Monopol-Antenne verwenden wir Edelstahl, dessen Materialparameter gegeben
sind durch:

1041700, Vv A
0.-- 00'2 rs=1 o0=4 10 7VS. w =gg854187817 10 2.
=0

"o ! :1+ :
rs(1) Am Vm

Um ein Lagrange-System zu erhalten, wollen wir den Ein uss der PEC-Randbedingung
nach Abschnitt 3.4 in dem Modell abbilden. Deshalb de nieren wir den Innenleiter der
Monopol-Antenne als PEC-Material. Die Kavitat und die Antenne sind mit Luft gefullt:

"re(M =" =1 rL =1
Fur die Schale verwenden wir Gummi mit den Materialparametern:
"r;G(!) = "r;G = 3 + 001i, r;G = 1

Als Material des zu erwarmenden Objektes verwenden wir das Epoxidharz Rapid aus
[1], welches je nach Aushartungsgrad innerhalb der folgenden Intervallgrenzen liegt

Re("re(1)) 2[3;3:7]; Im("re(1)) 2[2;3:5]; re =1
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Aufgrund der Betrachtung des Frequenzbereiches von 2:4 bis 2:5 GHz nehmen wir die
Frequenzunabhangigkeit der Materialparameter des Epoxidharzes Rapid an. Die Mate-
rialparameter hangen dabei nur vom Aushartungsgrad ab, weswegen wir im Folgenden
"r-g anstatt "r.g (1) schreiben werden. Mit den Anregungsparametern Pin.1; Pin2; 1
und » der beiden Antennen ergibt sich fur die RBM der Parametervektor

p = (P1; P2; P3; P4 Ps; Pe; P7)' = (L Re ("re) s IM ('rg) s Pint; Pin2s 15 2)"
und die zugehorige Parametermenge
P=1[48 ;5] [3;3:7] 1[2;3:55] [0;1] 1[0;1] [0;2 ] [0;2 ]:

Als nachstes de nieren wir das Gebiet und die Rander fur das Variationsproblem
[Vk] aus Kapitel 3, gegeben durch die Gleichungen (3.3) und (3.4). Das Gebiet st
de niert als

= LuftL cummil Epxic= LL oL E:

Den Innenleiter der Monopol-Antennen approximieren wir mit der PEC-Randbedingung
und die Edelstahlgebiete approximieren wir mit der Impedanzbedingung. Damit ist
imp nur durch die Rander mit Edelstahl de niert. Als letztes bezeichnen wir mit
p1 und p.p die beiden Portober achen der beiden Antennen. Wir erhalten damit
die folgende a ne Darstellung der Sesquilinearform a des Variationsproblems [Vp.n]
aus Abschnitt 3.3 fur das Modell eins:

Z
1
=1 ai(En;7) = I_(" En) (r 7)d
r;
LZ 1
+ (r EN) (r 7)d
r;G
z 1
+ (r En) (r 7)d;
r;E
r
a — 2- . — 9 2 mn n >
2(p) = p1L; a2(En;7) = 10 0'o"rL EN 7 d
Z
109 2 mn llr;G EN > d ;
bt
) 2
3(p) = pi(p2 + ip3); as(En; ) = 10°° g"0En “d ;
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S— Z
3(0) = ips 005(21) as(En; ”) = 10° o 4En] (710 ;
r;
IMP
| > Z
a _ 0 rL. Ly — 9 > .
5(p) = ipy ; as(En; 7)) = 10° o ¢[En] ¢[7]d :
0 riL k=1

Den Faktor 10° erhalten wir dabei aus der Frequenz. Innerhalb der Assemblierung kom-
pensiert der Faktor damit die Zehnerpotenzen der Naturkonstanten "o von 10 2 und
o von 10 7. Um eine in MATLAB berechenbare a ne Darstellung der rechten Seite f
der Variationsformulierung herzuleiten, mussen wir den Leistungsfaktor
z
1"y

Pmia(?) =Pm; = 2 —
r

Re p'ﬁ ( t[Box]l f ¢[Eoyl) nd

Pl

der einzelnen Ports genauer betrachten. Mit der Vektoridentitat

( t[Eon] [ t[Eoal) n= j dEouli® (4.94)
erhalten wir somit
1r Z 1r
Pra(1) == -2 jEuli?d =2 255 Poy[Egl:
2 0 rL 2 0 riL

P;l

Damit die Losung, die wir in MATLAB mit der a nen Darstellung erhalten, gleich
der Losung in COMSOL ist, muss der konstante Integralwert Pg.[Eo;] fur jeden Port
mithilfe von COMSOL bestimmt werden. Dies liegt daran, dass die Berechnung des
Normierungsfaktors Py (1), 1 | Ka, in COMSOL von der Diskretisierung Th( )
abhangt. Wir erhalten somit die folgende a ne Darstellung der rechten Seite T der
Variationsproblemformulierung [Vp] fur das Modell I:

Vo P, z
. y 4 i » >
Io=ip p e ™ f()= 2 107, (Em] {710 ;
r, :
r ™ v
(@=in e ® HC)= 2 10°0 Eedl {10 :
r; m;2
P;2

Aufgrund der Materialwahl Luft an der Antenne sind Py:1 und P2 von der Frequenz
unabhangig. Mit der Lagrange-Formulierung der diskretisierten und evaluierten FEM-
Probleme in COMSOL in Abschnitt 3.4 erhalten wir mit der eben hergeleiteten a nen
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Darstellung das Lagrange-System

P P
vo1 (AN DM EN 2. FofN

K . Nec 5 (4.95)

mit N = 309218 die Anzahl der Freiheitsgrade. Dabei ergibt sich die Dimensionszahl N
aus der Diskretisierung durch COMSOL. Das System (4.95) erfullt die Voraussetzungen
4.16, 4.17 und 4.18, weswegen wir die in Abschnitt 4.2.1 hergeleitete RB-Lagrange-
Losungsmethode verwenden konnen, um ein reduziertes Modell herzuleiten. Der FEM-
Koe zientenvektor EN der Losung Ey ist gegeben durch

EN =EN +E}) =BpE)e; (4.96)

wobei Nc = N Npgc = 306208 und E(’j\I = 0, aufgrund der Randbedingung pec.
Das zu dem System (4.95) zugehorige a ne Gleichungssystem, welches wir reduzieren
wollen, ist somit gegeben durch

1

a H AN ) N X ¢ HeN 28 4 H AN =N
k(P)BpABp E ° = «(P)Bp Ty k(P)Bp Ax Eqg (4.97)

X f HgN
= MBORY:
k=1

Die zu diesem Gleichungssystem zugehorige Kondition der FEM-Matrix fur Parameter
p 2 P liegt in der Gro enordnung 10°. Bertrachten wir die Parameterfunktionen (Y}

1 k 5 und E(p), 1 k 2, hinsichtlich der Theorie der getrennten Systeme in
Abschnitt 4.2.5, dann erfullen die Parameterfunktionen gerade die Voraussetzung 4.25
und wir konnen fur die RBM anstatt des Gleichungssystems (4.97) die beiden getrennten
Systeme

1

BEANB, ENe=-~T@BEFY; 1 1 2
k=1

betrachten, wobei
p=(P1:p2;p3)’ = (1;Re("e); Im("re))’
und

' ="T® e fo=-T@Ppe ™

gilt. Dabei beschreibt das I-te System den E ekt der I-ten Antenne im ersten Modell.
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Ergebnisse der RBM

Um die RB-Lagrange Methode aus Abschnitt 4.2 anhand des ersten Modells mit Glei-
chungssystem (4.97) in vollem Umfang zu testen, wurden alle Kombinationen der nach-
folgenden Stellschrauben fur die RBM durchgefuhrt. Die Stellschrauben der RBM sind:

Ritz-Galerkin-Projektion (RG) $ Petrov-Galerkin-Projektion (PG)
Orthonormalisierung (ONJ) & Normalisierung (ONN)

Galerkin-Schatzer (GA) $ MinRes-Schatzer (MR)
Eigenvektorenerweiterung (EVJ) $ keine Eigenvektorenerweiterung (EVN)
Getrennte Systeme (GS-#) $ Volles System (VS)

Die verschiedenen RB-Systeme werden im Folgenden mit den in den Klammern an-
gegebenen Bezeichnungen der Stellschrauben gekennzeichnet. Beispielsweise steht die
Bezeichnung PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 fur die Verwendung einer Petrov-Galerkin-Pro-
jektion mit Orthonormalisierung, der Verwendung des MinRes-Schatzers, keiner Eigen-
vektorenerweiterung bei der Berechnung der inf-sup-Konstanten und der Verwendung
von getrennten Systemen, wobei die 1 fur Antenne eins steht. Bei dem zu reduzie-
renden Gleichungssystem (4.97) entspricht der Testraum dem Ansatzraum, weswegen
wir eine Ritz-Galerkin-Projektion durchfuhren konnen. Auch wenn aus mathematischer
Sicht keine Stabilitat der RBM mit Ritz-Galerkin-Projektion fur die in der Arbeit be-
trachteten elektromagnetischen Modelle garantiert werden kann, hat die Verwendung der
Ritz-Galerkin-Projektion auch einige Vorteile gegenuber der Petrov-Galerkin-Projektion,
weswegen wir die beiden Varianten im spateren Verlauf miteinander vergleichen wollen.
Bei der Frage nach einer Orthonormalisierung der RB-Basismatrix gehen wir kurz auf
die Notwendigkeit der Orthonormalisierung in Bezug auf die Approximationsgute des re-
duzierten Systems und der Vermeidung annahernd singularer reduzierter Matrizen ein.
Unter der Eigenvektorenerweiterung versteht sich die Hinzunahme von Eigenvektoren
bei der Verwendung des Galerkin- oder MinRes-Schatzers zur Bestimmung der inf-sup-
Konstante. Dabei gehen wir auf die Approximationseigenschaften der inf-sup-Konstanten
ein und vergleichen zudem die Wirkung bezuglich der generierten RB-Basismatrix. Ne-
ben der Verwendung eines Fehlerschatzers in Kombination mit dem Greedy-Algorithmus
zur Bestimmung einer RB-Basis, wird auch die Kondition der reduzierten Systemma-
trizen der RBM als Abbruchkriterium verwendet. Die Verschlechterung der Kondition
der reduzierten Matrix fuhrt mit zunehmender RB-Dimension zu einer Instabilitat des
reduzierten Systems und einer schlechteren Approximationsgute. Bei der Erstellung der
RB-Basismatrix wurde als obere Schranke an die Kondition der reduzierten Systemma-
trizen die Toleranz tolgong = 1012 verwendet. Damit wir die Varianten besser miteinander
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vergleichen konnen, wurde fur alle Varianten die gleiche diskrete Parametermenge P§3™",

gegeben durch dreihundert zufallig gewahlte und verschiedene Parametervektoren, fur
den Greedy-Algorithmus verwendet. Der einzige Unterschied in den Parametermengen
ergibt sich dabei bei der Betrachtung der getrennten Systeme, bei denen die Eingangs-
leistungen Pjn. und Phasen | furl | 2 aus der diskreten Parametermenge eliminiert
wurden. Wir widmen uns als erstes den verschiedenen Reduktionsmoglichkeiten und be-
trachten hierfur die Auswirkung der Orthogonalisierung der normierten Basisvektoren.

10 —PG-ONJ-MR-EVN-VS
8 =a-PG-ONN-MR-EVN-VS
| RG-ONJ-MR-EVN-VS
10%F ~0-RG-ONN-MR-EVN-VS|3

Acn.c(p)
[1En(p)lx,

20 40 60 80 100 120 140 160 180
RB Dimension

102

Abbildung 4.7: Maximale Werte des relativen Fehlerschatzers wahrend der O ine-
Phase.

Nach Abbildung 4.7 sind die Werte des Fehlerschatzers bei Normalisierung und Ortho-
normalisierung gleich und der Fehlerschatzer fur die Petrov-Galerkin-Projektion progno-
stiziert eine bessere Approximationsgute im Vergleich zur Ritz-Galerkin-Projektion. Der
ahnliche Verlauf liegt daran, dass wir bei beiden Varianten auf dieselben Unterraume
projizieren. Wie wir anhand der Abbildung 4.7 sehen, bricht der Reduktionsprozess bei
keiner Orthonormalisierung in der O ine-Phase fruher ab. Dies liegt an dem Abbruch-
kriterium der Kondition der reduzierten Matrizen, welche wiederum von der Kondition
der RB-Basismatrix abhangt. Die Konditionen der RB-Basismatrizen der vier Varianten
aus Abbildung 4.7 bei der RB-Dimension von 104 sind:

PG-ONJ-MR-EVN-VS:  2:66; PG-ONN-MR-EVN-VS: 557 10°;
RG-ONJ-MR-EVN-VS:  2:65; RG-ONN-MR-EVN-VS:  2:24 10°:
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Acn.c(p)
[1E~n (p)llx,

—PG-ONJ-MR-EVN-GS-1
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Abbildung 4.8: Maximale Werte des relativen Fehlerschatzers wahrend der O ine-Phase
ohne Kontrolle der Kondition des reduzierten Systems.

Bei der Berechnung der Konditionen wurde die interne MATLAB-Funktion cond() ver-
wendet und die Orthonormalisierung wurde mit einem einfachen Gram-Schmidt-Ver-
fahren durchgefuhrt. In der Abbildung 4.8 wird der E ekt einer schlecht konditionierten
RB-Basismatrix aufgezeigt. Dabei wurde keine Kontrolle der Kondition der reduzier-
ten Systemmatrizen durchgefuhrt. Um den E ekt deutlicher aufzuzeigen, wurde hierfur
der Fehlerschatzer zur Reduktion des getrennten Systems zum ersten Antennenport be-
trachtet. Bei zusatzlicher Verwendung der Kondition des reduzierten Systems als Ab-
bruchkriterium terminieren die beiden Varianten aus Abbildung 4.8 bei den folgenden

RB-Dimensionen:
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1: 91; PG-ONN-MR-EVN-GS-1: 58:

Wahrend der Fehlerschatzer fur das nichtorthonormalisierte RB-System ab der Dimen-
sion von 100 eine Instabilitat aufweist, tritt dieser E ekt bei einer Orthonormalisierung

erst ab der RB-Dimension von 140 auf.
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—PG-ONJ-MR-EVN-GS-1

—#-PG-ONN-MR-EVN-GS-1
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Abbildung 4.9: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P,

Dass dieser E ekt nicht nur Auswirkungen auf den Fehlerschatzer hat, sondern auch
auf die echte Approximationsgute des reduzierten Modells ist in Abbildung 4.9 zu sehen.
Dabei wurde zur Ermittlung des maximalen relativen Fehlers eine Parametermenge P&
mit

PISS \ P =
verwendet. Die Abbildung 4.9 zeigt dabei auf, dass mit der Orthonormalisierung der
RB-Matrix eine verbesserte Approximationsgute durch eine hohere RB-Dimension er-
reicht werden kann. Zudem erhalten wir bei der Nichtorthonormalisierung ab einer
RB-Dimension von 100 ein instabiles reduziertes Modell, was mit der Instabilitat des
Fehlerschatzers in Abbildung 4.8 ubereinstimmt. Dies zeigt die Notwendigkeit der Or-
thonormalisierung der RB-Basismatrix auf.
Als nachstes wollen wir die Auswirkungen der verschiedenen Varianten des Fehlerschat-
zers, wiedergegeben in Abbildung 4.10, analysieren. Die Varianten mit Eigenvektorener-
weiterung weisen in Abbildung 4.10 ein instabiles Verhalten auf. Es wird darauf hinge-
wiesen, dass bei diesen Auswertungen die Eigenvektorenmatrix nicht orthonormalisiert
wurde. Auf den moglichen E ekt der Orthonormalisierung der Eigenvektorenmatrix ge-
hen wir zu einem spateren Zeitpunkt ein. Zunachst wollen wir den Grund fur das insta-
bile Verhalten nden und betrachten deshalb zusatzlich neben den Fehlerschatzern auch
noch den maximalen relativen Fehler, wobei wie zuvor eine Testparametermenge P
verwendet wird.
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Abbildung 4.10: Maximale Werte des relativen Fehlerschatzers wahrend der O ine-

Phase
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Abbildung 4.11: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P,
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Nach Betrachtung der Abbildung 4.11 kann festgehalten werden, dass keines der reduzier-
ten Systeme bei der RB-Dimension von 1 bis 100 eine nennenswert bessere Approxima-
tion im Vergleich zu den jeweiligen anderen Varianten liefert. Erst ab der RB-Dimension
von 100 lasst sich ein Unterschied erkennen. Dies liegt an der Wahl der Parameter fur die
Erstellung der RB-Basismatrix, die mit dem Greedy-Algorithmus 1 aus dem maximalen
Wert des Fehlerschatzers abgeleitet werden. Auch wenn die RB-Basismatrix . ortho-
normalisiert wird, benotigen wir als Testraum bei der Petrov-Galerkin-Projektion den
Supremumsoperator TpN‘“C angewendet auf die Basisvektoren. Mit der Zerlegung (4.67)

ergeben sich deshalb innerhalb des Gleichungssystems (4.68) die Teilmatrizen TkN";C [ <l
1 k Qa. Diese Teilmatrizen durfen aufgrund der a nen Darstellung (4.67) des
Supremumsoperators weder normiert noch orthogonalisiert werden, da sonst die fur die
Petrov-Galerkin-Projektion notwendige Testmatrix TkN‘“C [ ¢] nicht mit der Summe der
a nen Darstellung ubereinstimmt. Dies fuhrt bei nicht optimaler Wahl der Parame-
ter fur die Erstellung der RB-Basismatrix zu einer schlecht konditionierten Testmatrix
TkNd;C[ c] und damit zu schlecht konditionierten reduzierten Systemmatrizen, weshalb
der Algorithmus aufgrund des Kondition-Abbruchkriteriums fruher terminiert. Um das
unterschiedliche Verhalten in Abbildung 4.10 zu ergrunden, betrachten wir nun den Feh-
lerschatzer im Detail.

10%§ ‘ ; ‘
i —PG-ONJ-MR-EVN-VS
i - -PG-ONJ-MR-EVJ-VS
10t} PG-ONJ-GA-EVN-VS||
----- PG-ONJ-GA-EVJ-VS

107

20 40 60 80 100 120 140 160
RB Dimension
Abbildung 4.12: Maximum bezuglich der relativen Norm des Riesz-Reprasentanten und

der reduzierten Losung zu der Parametermenge PY3™ wahrend der
O ine-Phase.
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Abbildung 4.13: Maximaler relativer Fehler bezuglich der inf-sup-Konstanten 2" (p)
der Parametermenge PY3" wahrend der O ine-Phase.

Nach Betrachtung der Abbildung 4.12 kann festgehalten werden, dass das unterschiedli-
che Verhalten des Fehlerschatzers nicht von der Berechnung (4.80) des Riesz-Reprasen-
tanten abhangt. Wir widmen uns deshalb den verschiedenen Varianten zur Approxima-
tion der inf-sup-Konstanten. Hierzu wird der maximale, minimale und durchschnittliche
relative Fehler der Approximation in den nachfolgenden Abbildungen 4.13-4.15 angege-
ben. Betrachten wir die Konvergenz der verschiedenen Varianten, dann sehen wir, dass
die Galerkin-Approximation der inf-sup-Konstanten bei den RB-Dimensionen von 1 bis
circa 80 eine bessere Konvergenz im Vergleich zur MinRes-Approximation aufweist. Der
Sprung im Fehler bei der Galerkin-Approximation mit Verwendung der Eigenvektoren
folgt aufgrund der zunehmenden Verschlechterung der Kondition der Eigenwertproble-
me, da die Eigenvektorenmatrix nicht orthonormalisiert wurde. Die Verschlechterung
der Approximationsgute, aufgrund der fehlenden Orthonormalisierung, kann auch bei
der MinRes-Approximation in Abbildung 4.14 beobachtet werden. Dabei wirkt sich der
E ekt aufgrund der stabileren Approximation nicht so stark aus.
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Abbildung 4.14: Durchschnittlicher relativer Fehler bezuglich der inf-sup-Konstanten

Abbildung 4.15: Minimaler relativer Fehler bezuglich der inf-sup-Konstanten
der Parametermenge P§3""
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Die Frage, die sich nun stellt, ist, weshalb trotz einer besseren Approximation der inf-
sup-Konstanten eine schlechtere Wahl der Parameter durchgefuhrt wird, die wiederum
schneller zu einer schlecht konditionierten RB-Systemmatrix fuhrt. Fur diese Frage kann
keine eindeutige Erklarung abgegeben werden. Betrachten wir aber die Verlaufe der bei-
den Abbildungen 4.13 und 4.14, dann sehen wir bei bestimmten RB-Dimensionen, dass
bei der zusatzlichen Verwendung der Eigenvektoren gro e Sprunge in der Approxima-
tionsgute auftreten, wahrend dies bei den anderen beiden Varianten nicht der Fall ist.
Diese gro en Sprunge in der Approximationsgute haben einen gro en Ein uss auf den
Fehlerschatzer und damit auf die Wahl der Parameter, denn ein zunachst als gut appro-
ximiert gewerteter Parameter kann im Vergleich zu anderen Parametern bei Erweiterung
der RB-Dimension auf einmal als deutlich schlechter approximierter Parameter gewertet
werden und das nur, weil die inf-sup-Approximation fur den einen Parameter schlagartig
verbessert wird. Dies hat zur Folge, dass ein zur Ermittlung der nachsten Basisfunkti-
on besser geeigneter Parameter, dessen Approximation der inf-sup-Konstante nicht so
gut ist, nicht gewahlt wird. Bei der MinRes-Approximation ohne Eigenvektoren hinge-
gen haben wir einen gro eren Fehler, aber dessen Auswirkung auf den Fehlerschatzer
mit zunehmender RB-Dimension ist gleichma iger und stabiler. Um weitere Eigenschaf-
ten der unterschiedlichen Approximation herauszuarbeiten, geben wir nachfolgend den
relativen Abstand zu zwei ausgewahlten Parametern an.
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Abbildung 4.16: Relativer Abstand bezuglich der inf-sup-Konstanten ™% *(pe4) mit
Pes 2 PYAIN wahrend der O ine-Phase.
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Abbildung 4.17: Relativer Abstand bezuglich der inf-sup-Konstanten ™ (p2ss) mit
p2sa 2 PYR™ wahrend der O ine-Phase.

In der Abbildung 4.16 liegt die gute Approximation der inf-sup-Konstanten der Kurve
PG-ONJ-GA-EVJ-VS ab der RB-Dimension 20 daran, dass der Parameter pg4 zu diesem
Zeitpunkt in die RB-Basismatrix aufgenommen wurde, weshalb der entsprechende Eigen-
vektor fur diesen Parameter bestimmt und fur die nachfolgenden Approximationen ver-
wendet wurde. Dies fuhrt wiederum zu der guten Approximation bis zur RB-Dimension
von 90, ab der die schlechte Kondition der Eigenvektorenmatrix und RB-Basismatrix
wieder fur einen gro eren Fehler sorgt. Der gleiche Approximationse ekt tritt auch in
Abbildung 4.17 bei der Kurve PG-ONJ-MR-EVJ-VS auf. Auch hier wurde der Para-
meter pogs bei der Berechnung des achtzehnten RB Basis- und Eigenvektors verwendet.
Zudem lasst sich die Stabilitat des MinRes-Schatzers gegenuber dem Galerkin-Schatzer
gut erkennen.

Als nachstes betrachten wir zum einen die Orthonormalisierung der Eigenvektorenma-
trix v[ ¢], gekennzeichnet mit ,,ORTHEWV\, und zum anderen die Orthonormalisierung
der gemeinsamen Matrix ( ¢;Vv[ ¢]), bestehend aus der Eigenvektorenmatrix v[ ¢] und
der RB-Basismatrix ¢, gekennzeichnet mit ,,ORTHEVRB\.
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Im Fall des MinRes-Schatzers sehen wir in der Abbildung 4.19, dass die Varianten mit
der Eigenvektorenerweiterung alle das gleiche Verhalten aufweisen und die Reduktion
zum selben Zeitpunkt aufgrund der Konditionsbedingung abbricht. Auch beim Galerkin-
Schatzer weisen die verschiedenen Varianten bis zur RB-Dimension 60 dasselbe Verhalten
auf, siehe Abbildung 4.18. Danach weist die nichtorthonormalisierte Variante ein minimal
stabileres Verhalten auf, wahrend die Varianten mit Orthonormalisierung bereits instabil
werden. Im Gegensatz dazu ist der relative Fehler mit Orthonormalisierung kleiner als
ohne Orthonormalisierung. Es kann festgehalten werden, dass in dem hier betrachteten
Problem keine Verbesserung durch die Orthonormalisierung der Eigenvektoren erreicht
werden kann. Will man die Eigenvektorenerweiterung verwenden, dann muss hierfur
ebenfalls eine Konditionsbedingung oder ein dafur entwickelter Fehlerschatzer verwen-
det werden, um die Anzahl zu verwendender Eigenvektoren zu begrenzen.

Als nachstes wollen wir die unterschiedlichen Projektions-Varianten miteinander verglei-
chen. Dabei weisen wir nochmals darauf hin, dass der Fehlerschatzer in Abbildung 4.7
fur den Fall der Petrov-Galerkin-Projektion eine scharfere Schranke an den Fehler dar-
stellt. Wahrend zuvor die Approximationsart der inf-sup-Konstante der Ausloser fur das
unterschiedliche Verhalten war, ist dies bei Abbildung 4.7 nicht der Fall. Wie durch die
Abbildungen 4.20 und 4.21 ersichtlich, unterscheidet sich der Fehlerschatzer der verschie-
denen Projektionsvarianten diesmal in der relativen Norm des Riesz-Reprasentanten f(p)
mit der reduzierten Losung uy (p).
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Abbildung 4.20: Maximaler relativer Fehler bezuglich der inf-sup-Konstanten " (p)
der Parametermenge PY3" wahrend der O ine-Phase.
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Abbildung 4.21: Maximum bezuglich der relativen Norm des Riesz-Reprasentanten und
der reduzierten Losung zu der Parametermenge PY&" wahrend der
O ine-Phase.

Dieser Unterschied in Abbildung 4.21 darf nicht in direkten Zusammenhang mit dem
Residuum r¢ des Problems, gegeben durch (4.71), gesetzt werden, denn die Norm des
Riesz-Reprasentanten, die dargestellt werden kann als

i
@)k, = _sup O P,
> 2Kern(Df) Ve

ist das Supremum uber das relative Residuum fur alle > 2 Kern(Dg). Dass der Feh-
lerschatzer kein Indiz fur den relativen Approximationsfehler darstellt, wird in Abbil-
dung 4.22 verdeutlicht.
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Abbildung 4.22: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P,

Zunachst einmal kann festgehalten werden, dass in beiden Fallen die Fehlerschatzer in
Abbildung 4.7 zu der Parametermenge P{3" oberhalb der relativen Fehler der Abbil-
dung 4.22 zu der Testparametermenge P liegen. Auch wenn der Fehlerschatzer in
Abbildung 4.7 einen moglicherwei e gro eren Fehler in der Ritz-Galerkin-Projektion
prognostiziert, ergibt sich bei dem hier betrachteten Problem mit der Ritz-Galerkin-
Projektion eine bessere Approximation der Losungen bezuglich P&, Auch hier kann
der Grund fur die verbesserte Approximationsgute nicht eindeutig geklart werden, aber
moglicherwei e spielt der Erhalt der Hermitizitat hierbei eine wichtige Rolle. Mit der
Verwendung der RB-Basismatrix auch als Testmatrix werden die Eigenwerte der Sy-
stemmatrix und die damit verbundenen Informationen des FEM-Systems bei der Ritz-
Galerkin-Projektion besser approximiert. Jedoch lasst sich im Gegensatz dazu nur fur die
Petrov-Galerkin-Projektion die Existenz von Losungen zeigen und es kann die Stabilitat
der Projektion garantiert werden. Aus Stabilitatsgrunden verwenden wir im Folgenden
die Petrov-Galerkin-Projektionen in Kombination mit dem MinRes-Schatzer fur die Be-
trachtung der getrennten Systeme, auch wenn die Ritz-Galerkin-Projektion eine bessere
Approximation ermoglicht. Wir widmen uns nun der Betrachtung der getrennten Syste-
me. Die Werte der Tabelle 1 sind aus den Daten der Abbildung 4.23 abgeleitet.
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Abbildung 4.23: Maximale Werte des relativen Fehlerschatzers wahrend der O ine-

Phase.
_ : en;c(p) . en;c(p) .
RB-Variante Ol 0 e, 0L
PG-ONJ-MR-EVN-VS 46 106
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 20 63
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 23 56

Tabelle 1: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der Fehlerschatzer-Schranken zu Abbildung 4.23.

Mit der Abbildung 4.23 bestatigt sich die verbesserte Konvergenz der einzelnen Teilsyste-
me, wobei dies aufgrund der kleineren Parametermenge zu erwarten war. Vergleichen wir
jedoch die RB-Dimensionen zu den in Tabelle 1 angegebenen Schranken, dann benotigen
wir in Summe fur die getrennten Systeme tendenziell mehr RB-Basisfunktionen wie bei
der Verwendung des vollen Systems. Wir wollen diese Aussage auch noch mit der Be-
trachtung der relativen Fehler bestatigen.
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Abbildung 4.24: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P,

JEN(P) En(Piix, 01 JEN(P) En(Pix, 0:01

RB-Variante TEN (i, TEN (i,
PG-ONJ-MR-EVN-VS 76 126
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 46 76
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 41 74

Tabelle 2: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der maximalen relativen Fehler-Schranken zu Abbildung 4.24.

Bei Betrachtung von Tabelle 2 und Abbildung 4.24 bestatigt sich die eben geau erte
Vermutung. Der Grund hierfur ist wahrscheinlich, dass eine Basisfunktion im vollen
System Informationen beider Teilsysteme beinhaltet, wahrend fur dieselbe Informati-
on in den getrennten Systemen eine Basisfunktion fur jedes Teilsystem benotigt wird.
Um ein tieferes Verstandnis fur den relativen Fehler des reduzierten Modells zu ent-
wickeln, betrachten wir fur die RB-Variante PG-ONJ-MR-EVN-VS den vektorwertigen
ortsabhangigen relativen Fehler

JEN(X)  En()j.
JEN(XX)]

wobei x 2 oderx 2 g. Die nachfolgenden ortsabhangigen Abbildungen wurden dabei
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mit COMSOL generiert. Dabei ist vor allem der Approximationsfehler im Epoxidharz
g fur die im Kapitel 5 beschriebene Optimalsteuerung wichtig. Fur die nachfolgenden
Abbildungen 4.25 und 4.26 wurde der Parametervektor

b = argmax UEN®) En(lix,
M paptest JIEN ()ix,

gewahlt, wobei P die in Abbildung 4.24 verwendete Testparametermenge ist. Zunachst
vergleichen wir die elektromagnetischen Felder der FEM-Losung En (X; pmax) und der
RB-Losung En (X; Pmax). Wie in Abbildung 4.25 zu erkennen, sehen die Feldbilder der
FEM- und RB-Losung genau gleich aus. Um den Unterschied besser darzustellen, be-
trachten wir den entstandenen absoluten und relativen vektoriellen Fehler. Sowohl zwi-
schen den absoluten Fehlern und den Feldbildern in Abbildung 4.25 als auch zwischen
den absoluten und relativen Fehlern ist kein direkter Zusammenhang erkennbar. Ver-
gleichen wir hingegen die relativen Fehler in Abbildung 4.26 mit den Felditensitaten in
Abbildung 4.25, dann sehen wir, dass die gro ten relativen Fehler an den Stellen mit
geringer Felditensitat entstehen. Wie in Abbildung 4.26 zu sehen ist, ist der absolute
Fehler im Epoxidharz kleiner als in der Umgebung und den Antennen. Dies wiederum
lasst vermuten, dass die in Kapitel 5 hergeleiteten Zielfunktionale mit Verwendung der
reduzierten Modelle eine gute Approximation der Zielfunktionale bei Verwendung der
FEM darstellen. Damit kann die Verwendung der ausgangsorientierten RBM sinnvoll
sein um eine fruhere Terminierung der O ine-Phase zu einem vorgegebenen Ausgangs-
fehler zu erzielen. Dennoch hat die Betrachtung feldbasierender Fehlerschranken, wie
sie in dieser Arbeit verwendet werden, ihre Berechtigung. Beispielsweise werden in der
Hochfrequenztechnik Modelle, wie sie hier verwendet werden, als N -Port-Netzwerke de -
niert, deren Eingangs-Ausgangsverhalten durch die vorher erwahnte S-Parametermatrix
dargestellt wird. Um auch die auf den Antennenports de nierten S-Parameter im redu-
zierten Modell gut zu approximieren muss der Fehler im kompletten System klein sein.
Ist das reduzierte Modell demnach eine gute Approximation des kompletten Systems,
dann kann das reduzierte Modell verwendet werden um Zusammenhange zwischen S-
Parametern und dem Parameterraum der RB oder den optimalen Steuerungsvektoren
herauszuarbeiten.
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Betrag E-Feld: |Ex (2, Pmax)|, € 0Qg Betrag E-Feld: |Ex(z,pmax)|, © € 0Qg

Betrag E-Feld: |Ex(2, Pmax)|, z € Q Betrag E-Feld: |Ey (2, pmax)|, € Q

Betrag E-Feld: |En (2, pmax)|, © € Q

Abbildung 4.25: Komplexer Betrag der ortsabhangigen elektromagnetischen Feldvekto-
ren zu pmax 2 P
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s En (% .Pmax) = Ex (%, Prax
Absoluter Fehler: |Ex (2, pmax) — Ex (2, Pumax)|> © € 59;? Relativer Fehler: W’ % & ol

8 0.01
16
” 0.008
12
0.006
1 o5
0.8 ’
0.004
* Wos 7 W
C S £ L2 02
0.4 02" g " 0.002
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3 | EN (2, Pmax) = EN (T ,Pmax
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Abbildung 4.26: Absoluter und relativer Fehler der ortsabhangigen elektromagnetischen
Feldvektoren zu pmax 2 PIY.
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4.3.2. Modell IlI: Vier Antennen, ein Objekt

Modellbeschreibung

Abbildung 4.27: Geometrie des zweiten Modells.

Das zweite Modell beinhaltet vier Monopol-Antennen und ein zu erwarmendes Objekt in
einer Schale, dargestellt in den Abbildungen 4.27 und 4.28. Dabei sind die vier Monopol-
Antennen wie folgt an den entsprechenden Rand achen der Kavitat angebracht:

1. Antenne: § der Lange (x-Achse), § der Hohe (z-Achse)

2. Antenne: % der Lange (x-Achse), 4 der Hohe (z-Achse)

3. Antenne: % der Breite (y-Achse), % der Hohe (z-Achse)

4. Antenne: 2 der Breite (y-Achse), 3 der Hohe (z-Achse)
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4. Reduzierte-Basis-Methode

Abbildung 4.28: Geometrie des zweiten Modells: vier Antennen (links), ein zu
erwarmendes Objekt (mitte), eine Schale (rechts).

Das zu erwarmende Objekt und die Schale haben dieselben Ma e (4.93) wie im ersten
Modell. Daher haben wir fur das zu erwarmende Objekt ebenfalls das gerundete Volumen
V = 2463:0cm3. Wir wahlen jegliche Gebiete und Materialparameter wie in Modell eins,
wobei der einzige Unterschied die Anzahl der Portober achen ist. Wir bezeichnen die
vier Portober achen der vier Antennen mit p.1, p2, p:3 Und p.4. Daher de nieren
wir fur die RBM den Parametervektor

und die zugehorige Parametermenge
[4:8 ;51 [3;3:7] [2:35] [0;1)* [0;2 J*:

Wir erhalten damit die folgende a ne Darstellung der Sesquilinearform a der Variati-
onsproblemformulierung [Vp] fur das Modell I1:

Z
1
HOESE aEn;T) = —(r En) (r 7)d
L7 .
+ (r En) (r 7)d
r,G
z 1
+ (r En) (r 7)d;
rnE
Vi
() = pi; a2(En;7) = 10° 0'o"rL En 7 d
z

2 an > .
10° © o"0"rc En 7 d ;
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Z
() = pi(p2 + ipa); az(En:7) = 10°% " En " d ;
E
S— Z
afmy — : "0"r:s(P1) . Ly 9 > )
a(p) = ips s as(En;7) = 10° o [En] 7]d ;
r;
IMP
| g S Z
a _ 0 rL. Ly — 9 > .
5(p) = ip1 ; as(En; 7)) = 10° o +En] ’]d :
0 rL k=1

P;k

Mit derselben Herleitung der Normierungsfaktoren Pk, 1 k 4, wie im ersten
Modell, erhalten wir die folgende a ne Darstellung der rechten Seite f der Variations-
problemformulierung [Vp.n] fur das zweite Modell:

r _ pm _ z
1) =ips Sippil e P, fi()= 2 10° o ([Eou] {710 ;
r; m;
r pFT z'
J() = ips SLLPP:52 e P, f()= 2 10° o (Eo2 {710 ;
r; m;
r pFT z’
T =ip %pP:f’s e P, fy(7)= 2 10° o ([Eoa] 710 ;
r; m;
r pFT z’
5(0) = ipy gLLpP:74 e P f()= 2 10° o ([Eou] []d :
r; m;
P;4

Aufgrund der Materialwahl Luft an der Antenne sind Pm:1; Pm:2; Pm:3 und Pm:4 von
der Frequenz unabhangig. Mit der Lagrange-Formulierung in Abschnitt 3.4, sowie der
diskretisierten und evaluierten FEM-Probleme in COMSOL erhalten wir mit der eben
hergeleiteten a nen Darstellung das Lagrange-System
P P
k=1 @AY DM EN e (@R

0 0 Npec o (4.98)

Dabei ist die FEM-Dimension N = 385562 und N = N Npgc = 379312. Wie im
ersten Modell erhalten wir mit (4.96) das zu reduzierende Gleichungssystem

a H AN Ne oS g HEN
k(P BbAYBp Eg° = K(PBp ! (4.99)
k=1 k=1

139



4. Reduzierte-Basis-Methode

Analog zu der Herleitung bei Modell | erhalten wir hier die vier getrennten Systeme
|

X a HAN N ~F HeN
k®)BpAKBp Ec°=7"(@Bpfi; 1 | 4
k=1
wobei wiederum
p=(p1;p2:p3)’ = (;Re("rE); IM ()’
und _ _
(o = “Ie%e ™ Lo = e me ™
f® = e me ™ o) = ~IePre
gilt.

Ergebnisse der RBM

Fur das zweite Modell werden wir im Folgenden bestimmte Aussagen aus den Ergebnis-
sen des ersten Modells bestatigen und betrachten die Auswirkung der Verwendung von
vier Antennen auf die RB-Dimension. Aufgrund der gro eren Anzahl von Parametern
im zweiten Modell wurde fur die O ine-Phase die Parametermenge P§3'™™ P mit 400
zufalligen Parametern verwendet und die maximale Dimension des reduzierten Systems
auf dreihundert festgesetzt. Zudem wurde nach der Reduktion der tatsachliche relative
Fehler auf der Testparametermenge P mit

I \ PR =
betrachtet.
In Abbildung 4.30 sehen wir wieder das unterschiedliche Verhalten des Galerkin-Schatzers
im Vergleich zum MinRes-Schatzer wie in Kapitel 4.3.1. Wie wir bereits in Abbil-
dung 4.12 gesehen haben, liegt das unterschiedliche Verhalten der Fehlerschatzer an der
Approximation der inf-sup-Konstante und nicht an der Norm des Riesz-Reprasentanten
des Residuums, wie in Abbildung 4.29 zu sehen ist.
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Abbildung 4.29: Maximum bezuglich der relativen Norm des Riesz-Reprasentanten und
der reduzierten Losung zu der Parametermenge PY&" wahrend der

O ine-Phase.
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Abbildung 4.30: Maximale Werte des relativen Fehlerschatzers wahrend der O ine-
Phase.
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Abbildung 4.31: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P
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Abbildung 4.32: Maximale Werte des relativen Fehlerschatzers wahrend der O ine-
Phase.
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Wie in Kapitel 4.3.1 erhalten wir die gleichen E ekte bei der Betrachtung von Feh-
lerschatzer, siehe Abbildung 4.30, und relativen Fehler, siehe Abbildung 4.31, bei dem
Vergleich von Ritz-Galerkin- und Petrov-Galerkin-Projektion.

Wie in Abbildung 4.34 zu sehen, ergibt sich der Unterschied im Fehlerschatzer aus der
Berechnung des Riesz-Reprasentanten. Aber auch fur das Modell zwei haben wir bei
der Betrachtung des echten relativen Fehlers in Abbildung 4.33 den E ekt, dass die
Ritz-Galerkin-Projektion die FEM-Losung trotz schlechterem Fehlerschatzerwert besser
approximiert. Nach Betrachtung der Abbildungen 4.29 bis 4.34 lassen sich die in Ka-
pitel 4.3.1 getatigten Aussagen bestatigen. Wir widmen uns nun der Betrachtung der
getrennten Systeme und dabei zunachst einmal dem Fehlerschatzerverhalten.

10*

—PG-ONJ-MR-EVN-VS
= -PG-ONJ-MR-EVN-GS-1

PG-ONJ-MR-EVN-GS-2
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=
o
o
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[1En(p)lx,
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<
o

1072 \ \ \ \ \
50 100 150 200 250 300

RB Dimension

Abbildung 4.35: Maximale Werte des relativen Fehlerschatzers wahrend der O ine-
Phase.

Zunachst einmal vergleichen wir die RB-Dimensionen in Tabelle 3 mit denen in Tabelle 1.
Betrachten wir die Werte zur ersten angegebenen Schranke von 1:0, dann unterschreiten
wir bei den getrennten Systemen die Schranke bei den gleichen RB-Dimensionen. Bei
der zweiten Schranke hingegen benotigen wir fur das System drei und vier eine RB-
Dimension von mehr als achtzig, wahrend die ersten beiden Systeme eine RB-Dimension
von wenig mehr als sechzig benotigen. Betrachtet man hierzu die Positionierungen der
Antennen und deren Nummerierung, siehe Abbildung 4.36, dann sehen wir, dass die
Antennen auf der linken Seitenwand die geringere RB-Dimension benotigen. Zudem sind
die RB-Dimensionen der ersten beiden Antennen des zweiten Modells und der ersten
Antenne des ersten Modells, welche alle auf der linken Seitenwand positioniert sind,
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RB-Variante ”ENTEJP))( 1:0 ”ENTﬁjpi 0:1
PG-ONJ-MR-EVN-VS 78 177
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 23 63
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 21 61
PG-ONJ-MR-EVN-GS-3 23 86
PG-ONJ-MR-EVN-GS-4 21 82

Tabelle 3: RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der Fehlerschatzer-Schranken zu Abbildung 4.35.

vergleichbar. Die beiden anderen Antennen auf der Hinterwand benotigen im Vergleich
zu der Antenne im ersten Modell eine hohere RB-Dimension. Der Unterschied in der
benotigten RB-Dimension hangt dabei von der Positionierung der Antennen und deren
Auswirkungen zueinander ab.

Abbildung 4.36: Position und Nummerierung der Antennen des ersten (links) und zwei-
ten (rechts) Modells.

Wir wollen die eben getatigten Aussagen auch noch mit der Betrachtung der relativen
Fehler bestatigen.
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Abbildung 4.37: Maximaler relativer Fehler zu der Testparametermenge P

. JEN(P) En(Piix, . JEN(P) En(Piix, .
RB-Variante O S =N v
PG-ONJ-MR-EVN-VS 132 183
PG-ONJ-MR-EVN-GS-1 45 83
PG-ONJ-MR-EVN-GS-2 45 nicht unterschritten
PG-ONJ-MR-EVN-GS-3 47 nicht unterschritten
PG-ONJ-MR-EVN-GS-4 50 nicht unterschritten

Tabelle 4. RB-Dimension der verschiedenen Varianten bei erstmaliger Unterschreitung
der echten maximalen relativen Fehler-Schranken zu Abbildung 4.37.

Auch in der Tabelle 4 unterschreiten wir den Fehler bei den getrennten Systemen zu
annahernd gleichen RB-Dimensionen. Als weiteren Punkt konnen wir zudem wieder
sehen, dass die getrennten Systeme in Summe mehr RB-Losungen benotigen als das
volle System. Damit kann auch die entsprechende Aussage aus Kapitel 4.3.1 bestatigt
werden.
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Betrag E-Feld: |Ex (2, pmax)|, © € 0Qp Betrag E-Feld: |En(z,pmax)|, € 0Qp

140 140
120 120
100 100
80 80
) 60 @ .. ° Heo
40 40
- 20 - 20

Betrag E-Feld: |En (@, puax)|, © € Q Betrag E-Feld: |Ey (2, pmax)|, © € Q
700 700
600 600
500 500
400 400
300 300
" 200 " 200
il 100 e N 100

Betrag E-Feld: |En (@, pmax)|, © € Q Betrag E-Feld: |Ex(, pmax)|, € Q
800
700
600
500
400
300
200
100

Abbildung 4.38: Komplexer Betrag der ortsabhangigen elektromagnetischen Feldvekto-

test
ren zu pmax 2 P35y
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Abbildung 4.39: Absoluter und relativer Fehler der ortsabhangigen elektromagnetischen
Feldvektoren zu pmax 2 Py.

Zum Abschluss widmen wir uns wieder den vektorwertigen ortabhangigen relativen
Fehlern. Hierzu betrachten wir wieder das argumentative Maxmum pmax des relativen
Fehlers beaglich der TestparametermengePst. Zunachst vergleichen wir wieder die
tatsachlichen elektromagnetischen Felder der FEM-bsung Ey (X; pmax) und der RB-
LesungEn (X; pmax) bei der RB-Dimension 300 und der RB-Variante PG-ONJ-MR-EVN-
VS. Wie in Abbildung 4.25 zu erkennen ist, ist wieder kein Unerschied in den Feldbilder
der FEM- und RB-L esung erkennbar. Um den Unterschied besser darzustellengigen
wir den entstandenen absoluten und relativen vektoriellenFehler an. Wie wir bereits
in Kapitel 4.3.1 herausgearbeitet haben, entsteht auch hieder gre te ortsabhangige
relative Fehler an den Stellen mit geringer Felditensist.
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