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Jirgen WESP & Reinhard OLDENBURG, Augsburg

Komplexe Zahlen im Sinne von Duval

In der Ausbildung angehender Ingenieure finden sich zahlreiche Bereiche,
die eine vertiefte Kenntnis der Mathematik verlangen, welche in der Regel
iiber die in der Schule vermittelten Inhalte hinausgehen. Um diese Methoden
und Verfahren den Studierenden vermitteln zu kénnen, bedarf es neben dem
Anschluss an die in der Schule vermittelten Lehrinhalten ferner einer sorg-
samen und gezielten Aufbereitung der hierflir notwendigen Mathematik.
Dieser Artikel riickt die komplexen Zahlen in den Mittelpunkt des Interesses,
da diese in zahlreichen Ingenieursstudiengéingen eine tragende Rolle spielen.

Die komplexen Zahlen sind aufgrund der deutschlandweit anzutreffenden
Curricula der Schulen im Allgemeinen mathematisches Neuland fiir die Stu-
dierenden. Andererseits stellt gerade dieses Themengebiet fiir die an den
Hochschulen vermittelten Studiengidnge aus den Ingenieurwissenschaften
eine wesentliche Grundlage dar (Papula, 2014), auf den im weiteren Verlauf
des Ingenieurstudiengangs zuriickgegriffen wird — sei es in der Schwin-
gungslehre, der Regelungstechnik oder in der Hochfrequenztechnik. Ange-
sichts dieser Fiille an Anwendungsmoglichkeiten und der damit einherge-
henden Omnipréisenz der komplexen Zahlen in den Ingenieurswissenschaf-
ten erweist sich insbesondere die Untersuchung grundlegender Versténdnis-
schwierigkeiten und Lernhindernissen in diesem Kontext als ein vielverspre-
chendes Forschungsgebiet. Zumal die komplexen Zahlen in die Studienein-
gangsphase fallen, welche im Allgemeinen eine hohe Abbruchquote in sich
birgt (Heublein, U. et al., 2017). Vor dieser Aufgabenstellung galt es auf-
grund der aktuell diinnen Forschungslage — z.B. Cortas Nordlander et al.,
2012, bzw. Panaoura et al., 2006 — sowohl theoriegestiitzt wie auch anhand
vorliegender Erkenntnisse aus zuriickliegenden Leistungstests einen Fragen-
katalog zu generieren, welcher die obigen Fragestellungen beleuchtet. Die
theoretische Grundlage liefert dabei die Darstellungstheorie nach Duval,
welche nachfolgend auf die komplexen Zahlen iibertragen wird (Duval,
20006).

Adaption der Theorie nach Duval auf die komplexen Zahlen

Die Darstellungstheorie nach Duval beschiftigt sich grundsétzlich mit dem
Wechsel zwischen zwei verschiedenen Darstellungen eines mathematischen
Objekts, wobei diese Reprisentationsformen als so genannte Register aufge-
fasst werden (Duval, 2006). Dabei unterscheidet Duval zwischen registerin-
ternen Darstellungswechseln, den Treatments, und den registeriibergreifen-
den Wechseln, den Conversions.



Die komplexen Zahlen bieten in diesem Zusammenhang auf kanonische
Weise drei Darstellungsformen an, welche wie von Duval gefordert, selbst-
standig und vollkommen sind und ohne weitere Daten ineinander tiberfiihr-
bar sind (Duval, 2006, S. 109). Dies bedeutet, dass sich in jeder einzelnen
dieser drei Darstellungsformen sich die Grundrechenarten eigenstindig
durchfiihren lassen, ohne weitere Informationen (einer anderen Darstel-
lungsform) zu bendtigen. Sie ergeben sich somit zum einen zu der kartesi-
schen Form (a + ib), der polaren Darstellungsform (r - €*?) und andererseits
der geometrischen Darstellungsform. Letztgenannte entspricht dabei der
Veranschaulichung der komplexen Zahlen in der komplexen Zahleneben.
Jede einzelne Darstellungsform an sich erfiillt die zuvor geforderte Einhal-
tung der Vollstandigkeit und ermoéglicht Berechnungen im Rahmen der
Grundrechenarten. Die Berechnungen an sich erfolgen somit im Sinne von
Duval stets als ein Treatment, indem zwei mathematische Objekte — die bei-
den komplexen Zahlen — den algebraischen Rechenoperationen aufgrund der
Korperaxiome zugefiihrt werden und innerhalb der Darstellungsform ver-
bleiben. Erst die Uberfiihrung einer komplexen Zahl von einer in eine andere
Darstellungsform erfiillt einen Darstellungswechsel, welcher in dem Duktus
von Duval als Conversion aufzufassen ist.

Eingesetzte Methodik und Zweck des Fragenkatalogs

Um die Fertigkeiten, Fehlermuster und die Lernschwierigkeiten der Studie-
renden ermitteln zu konnen dient die oben beschriebene Adaption als Gertist
fiir den Fragebogen, welcher als Testinstrument konzipiert wurde. Das Ziel
besteht darin, die Féhigkeiten der Studierenden hinsichtlich der komplexen
Zahlen bewerten zu kdnnen. Zur Evaluation des Tests wird der Katalog einer
Stichprobe, bestehend aus unterschiedlichen Studiengéngen an Hochschu-
len, vorgelegt.

Anhand der bei den komplexen Zahlen auf natiirliche Weise vorhandenen
Darstellungen und Darstellungswechseln ldsst sich ein moglichst umfassen-
der Aufgabenkatalog erstellen. Ziel bei der Erstellung ist dabei, dass anhand
der oben beschriebenen internen und registeriibergreifenden Darstellungs-
wechseln ein breites Spektrum an Aufgabenstellungen abgefragt wird, um
daraus die angefiihrten Fragen beantworten zu konnen. Dariiber hinaus er-
folgte die Bearbeitung der Items im offenen Format, um insbesondere eine
reichhaltige Fiille an Fehlermustern aufdecken zu kdnnen. Aufgrund des be-
schriebenen Vorgehens stehen im Rahmen dieser Arbeit deshalb insbeson-
dere jene Aufgaben im Mittelpunkt, welche die grundlegenden Fertigkeiten
beim Erlernen der komplexen Zahlen im Rahmen eines Studiengangs der
Ingenieurwissenschaften darstellen. Um einen Eindruck von der Auswahl
der Items der Fragebogen zu gewinnen, erfolgt sodann ein kurzer Auszug



aus dem entwickelten Fragebogen samt Erlduterungen der Aufgaben zu je-
dem der drei Treatments und der drei Conversions.

Vorstellungen ausgewihlter Items des Fragebogens

Die Treatments in den beiden algebraischen Registern bzw. Darstellungsfor-
men — der kartesischen und der polaren Form — bestehen im Wesentlichen
lediglich aus Rechenaufgaben in den jeweiligen Grundrechenarten, wobei
eben kein Darstellungswechsel zwischen den einzelnen Registern vollzogen
wird. Hinsichtlich der geometrischen Darstellungsform und der damit ein-
hergehenden Treatments besteht die Aufgabenstellung in einem analogen
Aufgabenformat — der graphischen Addition und Multiplikation zweier kom-
plexer Zahlen anhand der Vektoraddition beziehungsweise der Drehstre-
ckung. Die Conversions ergaben sich dementgegen stets aus der Uberfiih-
rung einer komplexen Zahl von einer gegebenen Darstellungsform in eine
andere. Beispielsweise galt es von einer gegebenen komplexen Zahl in kar-
tesischer Form den Radius und den Phasenwinkel zu bestimmen bezichungs-
weise umgekehrt von einer komplexen Zahl in Polarform den Real- und Ima-
ginérteil zu ermitteln. Bei den Conversions zwischen einer der beiden alge-
braischen Darstellungsformen und der geometrischen Darstellungsform
stand stets das Identifizieren von Real- und Imaginérteil oder von Radius und
Phasenwinkel im Fokus der Aufgabenstellung. Die Schwierigkeit der Items
lieB sich hierbei dariiber verdndern, wenn anstatt einer einzelnen komplexen
Zahl, Mengen von komplexen Zahlen zu identifizieren beziehungsweise ein-
zutragen waren.

Erste Ergebnisse

Nach erfolgter Pilotierung an einer Grundgesamtheit N=133 und der daraus
resultierenden Reduktion des Itemkatalogs von 36 auf 32 Items, wurde der
Fragebogen in dem Haupttest an insgesamt 383 Probanden erprobt. In der
Hauptstudie wurde jede denkbare Richtung der Conversion und jedes Treat-
ment von mindestens drei Items abgedeckt. Die Auswertung anhand der La-
tent Class Analysis (LCA) ist der nachfolgenden Abbildung zu entnehmen,
wobei die Mittelwerte — iiber alle Items eines Darstellungswechsels — der
Losungswahrscheinlichkeiten der Darstellungsformen abgebildet wurden.
Die als Spitzengruppe (Klasse 1) identifizierten Probanden setzen sich ins-
besondere dann von den iibrigen Gruppen ab, sobald eine Visualisierung in
den Items abverlangt wird. Des Weiteren unterscheiden sich die beiden Spit-
zengruppen (Klasse 1 und 2) von der leistungsschwachen Gruppe (Klasse 3)
und der Ubergangsgruppe (Klasse 4) darin, dass die Losungswahrscheinlich-
keit vor allem in dem Bereich der polaren Darstellungsform stark differieren.
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Abbildung: Darstellungswechsel mit Treatments (T), Conversions (C) zwischen der
kartesischen (kA), der polaren (pA) und der Geometrischen (G) Form
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